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Resumo

Neste trabalho, baseado numa seqiiéncia de artigos de David Hoff , é provado um
teorema sobre a existéncia de uma solucao fraca para um problema de valor inicial en-
volvendo as equagcoes de Navier-Stokes para o caso de um escoamento unidimensional de
um fluido compressivel. Sao consideradas como hipoteses basicas a auséncia de forcas
externas e que a pressao seja uma funcao continua positiva crescente da densidade,
cuja derivada também seja continua. Quanto aos dados iniciais, estes podem possuir
descontinuidades do tipo salto, nao necessariamente pequenos, podendo se comportar
inclusive como funcoes constantes por partes, em particular dados de Riemann. Tal
teorema é provado baseado numa seqiiéncia de lemas e proposicoes que fornecem esti-
mativas para solucoes aproximadas suaves obtidas a partir de dados regularizados. A

solucao final é obtida por um processo de passagem ao limite das solucoes aproximadas.

Palavras Chave: Equacgoes de Navier-Stokes, Fluido compressivel, Existéncia de

solucao.
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Abstract

In this work, based on a serie of papers by David Hoff, it is proved a theorem
on the existence of a weak solution to the initial value problem for the Navier-Stokes
equations for a one space dimension flow of a compressible fluid. It is assumed the
absence of external forces and that the pressure is a continuous positive increasing
function of density with the derivative also continuous. Concerning the initial data,
they are allowed to have large jump discontinuities, such as piecewise constant func-
tions, in particular Riemann data. The proof of the theorem is based on a sequence
of lemmas and propositions which give estimates on the approximate smooth solutions
obtained under regularized data. The final solution is obtained by a limit process on

the approximate solutions.

Keywords: Navier-Stokes equations, Compressible fluid, Existence of solution.
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Introducao

As equacoes de Navier-Stokes formam um sistema de equacoes diferencias nao lineares
que apresenta problemas complexos, o que as torna bem relevantes do ponto de vista
matematico. Elas tém a caracteristica de necessitarem de muitas hip6teses sobre seus
dados para obtencao de resultados como existéncia, unicidade, regularidade e solucao
explicita. Um exemplo classico deste fato é que a existéncia de solucao suave global
para as equacoes no caso tridimensional, para fluidos incompressiveis, ¢ um problema

em aberto.

A importancia fisica de seu estudo se d& por tais equacoes modelarem o compor-
tamento de fluidos. Quando se fala em movimento de fluidos facilmente se imagina
problemas envolvendo movimento de gases, massas de ar, correntes maritimas, fluxo
sanguineo, dentre outras. Consequentemente, as suas aplicagoes vao desde previsoes
meteoroldgicas até simulacoes de testes aerodinamicos. Portanto, estas equacoes sao

de interesse de estudiosos de varias areas.

Nesta dissertagao estudaremos o problema de existéncia de solugao global das

seguintes equagoes de Navier-Stokes para fluidos compressiveis em uma dimensao

p+ (pu)y =0, z€R, >0,
(pu)i + (pu?)e + P(p)a = ptlge, © € R, t >0,

onde as fungbes incognitas sdo a densidade p(x,t) e a velocidade u(z,t), enquanto
sao consideradas como dados do problema a pressao P(p) e a viscosidade do fluido
(. Mostraremos que com certas hipoteses o problema de valor inicial envolvendo as
equagoes acima possui solucao fraca com algumas propriedades de regularidade, como

pode ser visto no enunciado do Teorema 2.1.

Usamos como base para este estudo o texto 7] mas foi de grande ajuda os tra-
balhos [8] e [9].

Além da introducao, esta dissertacao é composta de dois outros capitulos e um

apéndice.
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No Capitulo 1, fazemos uma introducao ao estudo da mecéanica dos fluidos co-
mecando com a apresentacao das descricoes euleriana e lagrangeana e enunciando o
Teorema do Transporte. Neste Capitulo apresentamos também a deducao das equacoes
de Navier-Stokes. Os trabalhos que foram estudados para a dissertacao sao discutidos
numa secao especifica deste Capitulo, onde destacamos as suas diferencas e relevancias.
Por fim, definimos alguns elementos bastante comuns no estudo que se segue e daremos

algumas de suas propriedades.

O Capitulo 2 é o principal da dissertacao. Nele sao apresentados o teorema de
existéncia global para o problema de valor inicial e sua demonstragao. Demonstracao
esta que é feita apos a obtencao de uma série de estimativas a priori sobre as solugoes

suaves obtidas a partir de uma regularizacao dos dados iniciais do problema original.

Por fim, o Apéndice A trata da exposicao de conceitos matemaéticos bésicos para
nosso estudo. Comecamos apresentando as notacoes utilizadas e enunciando resultados
bem conhecidos e utilizados, como o Lema de Gronwall, a desigualdade de Hoélder e
uma consequéncia do teorema da convergéncia dominada. Em seguida apresentamos
resultados sobre convolucoes e regularizacao de fungoes, dentre os quais destacamos a
desigualdade de Young para convolugao. Apos isso, introduzimos os espagos de Sobolev

via a transformada de Fourier. Por tltimo é apresentada a integral de Bochner.



Capitulo 1

Equacoes de Navier-Stokes

Neste capitulo desejamos introduzir alguns elementos essenciais para o estudo da me-
canica dos fluidos, utilizados no préximo capitulo. Comecamos a primeira secao abor-
dando as descrigoes lagrangeana e euleriana, que sao duas maneiras usuais de estudar
o movimento de um fluido. Enunciaremos o Teorema do Transporte, que sera bastante
util. Usamos [14] como referéncia para esta secao. Na segunda secao, deduziremos as
equacoes de Navier-Stokes a partir da Lei de Conservacao de Massa e da Lei de Con-
servagdo do Momento. O texto base para isto foi [4]. Faremos ainda uma exposigao
breve sobre 0s textos principais que guiaram nosso estudo e concluimos com uma sec¢ao
sobre algumas func¢oes e suas propriedades que usaremos com frequéncia no proximo

capitulo.

1.1 Descricoes e o Teorema do Transporte

Estudaremos um fluido em trés dimensoes, nesta e na proxima secao a fim de facilitar
a visualizacao, mas as consideracoes feitas nesta secao sao facilmente adaptadas para

o caso unidimensional.

Consideremos que o fluido, no inicio da observacdo, ocupe uma regido 2y C R3
de fronteira tao suave quanto for necessario para as considera¢oes que virdo a seguir.
Podemos pensar em [0, 7] como o intervalo de tempo em que estamos observando este

fluido se movimentar e Q; C R® como a regiao que ele ocupa em um tempo ¢ € [0, 7.

O movimento do fluido pode ser descrito de duas maneiras: observando o movi-

mento de cada particula que o compoe ou do fluido como um todo.

As coordenadas lagrangeanas descrevem o movimento do fluido baseado nas tra-

jetorias das particulas, ou seja, para cada y € € é definida uma fungéo ¢, : [0, 7] — R?,
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a qual descreve a trajetoria da particula inicialmente na posicao y (¢, (0) = y). Desta
maneira, podemos definir uma fungao X : Qyx[0,7] — R? dada por X (y, ) = ¢,(t) que
chamaremos de fluxo. Assumiremos que, para cada t € [0, 7], Q; = {X(y,t);y € Qo}

é um aberto do R? e que X é um difeomorfismo entre € e €.

Quando o fluido é descrito pela velocidade com que as particulas passam em
pontos determinados do espaco, diremos que estamos estudando o movimento do fluido
em coordenadas eulerianas. Para isso, tomamos uma fungio u : R? x [0,7] — R® que
é definida pela velocidade u(z,t) com que as particulas passam pelo ponto x no tempo
t.

Se pensarmos que y € €y é a particula que passa em x € €; no tempo ¢ € [0, T,

teremos pelas defini¢coes anteriores que X satisfaz o problema de valor inicial

%X(y,t) = u($>t) = U(X(yat)7t)a

X(y,0) =y.

(1.1)

Dada qualquer funcao real f de classe C' que dependa da posicao = e do tempo
t, podemos calcular sua derivada ao longo de uma trajetoria ¢, em que x = ¢, (t) =

X(y,t). Fazemos isso usando a Regra da Cadeia e (1.1):

0

(X (y,),0) = Vi) LX) + %f(m)

ot

5 (1.2)
=V f(z,t)u(z,t) + gf(x, t).

Esta ¢ a chamada derivada material da funcao f, a qual denotamos-a por f Mais

precisamente, definimos

f=fitu -V (1.3)

Aqui, e no que se segue, tomamos o gradiente V f(z,t) considerando apenas as

derivadas de f com relacao a x.

O resultado que enuciaremos a seguir é conhecido como o Teorema do Transporte.
Ele sera utilizado na deducao das esquacgoes de Navier-Stokes e na compreensao de
alguns resultados dos artigos estudados. Assumimos que a fronteira de €); satisfaz as
hipoteses do Teorema da Divergéncia, ja que este é utilizado na demonstracao de tal

teorema.

Teorema 1.1 (Teorema do Transporte,v.[14]) Seja Q; uma regico onde se pode
aplicar o Teorema da Divergéncia. Sejam uw a velocidade do fluido e f uma funcao

qualquer, ambas de classe C*(Q; x [0,T]). Entao vale a sequinte igualdade:



d .
< Qtf(:v,t)dx:/Qt(f%—fdivu)(:v,t)dx, vt [0,7). (1.4)

Observacao 1.1 : A férmula no Teorema do Transporte também pode ser escrita

como p
— [ fde= | fi+div(fu)dz.
dt Q Q

De fato, pela definicao da derivada material e pela regra do produto, temos que

f4 fdivu= f, +uVf+ fdivu = f; + div (fu).

1.2 Deducao das Equacoes de Navier-Stokes

As equacoes de Navier-Stokes para fluidos newtonianos que iremos obter sao dadas por

pr +div (pu) =0, (1.5)
(pus)e + div (puju) = pf +div (uVu;) + (Adiv w)z; — P(p)a;, (1.6)

onde j =1,2,3, v € Q, t € [0,T], p é a fungdo que fornece a densidade e u; corres-
pondem as componentes do vetor velocidade u, e A sao constantes de viscosidade, f
representa as forgas externas e P(p) representa a pressao, a qual é uma funcdo suave
dada. Por exemplo, em dinamica dos gases é considerado P(p) = Kp”, com K > 0

constante e y > 1).

Tais equacoes sao obtidas a partir da Lei de Conservagao de Massa e da Lei de
Conservacao do Momento. Nesta secdo assumiremos que as fungoes envolvidas sao
suficientemente suaves para as consideracoes que serao feitas. Novamente destacamos
que estamos considerando x € R? mas, os resultados podem ser facilmente adaptados

para x € R.

Seja A C y. A Lei de Conservagao de Massa diz que a massa m(X(A,t)) de
um fluido que ocupa a regiao X (A,t) no tempo t € [0,T] é igual a massa m(A4) =

m(X(A,0)) no instante inicial. Por defini¢cdo, a massa ¢

7MXMJD=/ ol 1),

X(A)

e pela lei de conservacao de massa, temos que

[ owode= [ oty
A X(A)

para qualquer regiao A.
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Assumindo que podemos aplicar o Teorema do Transporte na regido X (A4,1),

obtemos
d

=— p(z,t)dx = 0.
dt Jx(am

/ p~+ div (pu)dz
X(A)

Como o fluxo X é uma bijecao, qualquer B C €); é imagem de algum A C €)y. Entao,
dado t > 0, temos

d
/ p+div (pu)de = — [ p(x,t)dz =0,
B dt Jp

para qualquer B C €2;. Por estarmos considerando que as func¢oes sao todas suaves
e por B ser arbitrario, chegamos a equacdo (1.5) que é a primeira das equagoes de

Navier-Stokes. A equacao (1.5) também é chamada de equagdo da continuidade.
De modo similar, a Lei de Conservagao do Momento nos diz que

d

— p(]},t)’ll,(l',t)dl' = / Femt+Fint7
dt Jx(am

X(A)

ou seja, para uma porgao de fluido, a derivada do momento (integral do lado esquerdo)
em relagdo ao tempo é igual a integral da soma da forga resultante externa (Fe,;) com

a forga resultante interna (Fj,;) atuando na regiao X (A,t).

Novamente aplicando o Teorema do Transporte, desta vez na Lei de Conservacao

do Momento, obtemos

d
| Gudiv (pugudo = 5 [ pla (et
X(A) dt Jx(az

= /X(A t)(Fe:vt)j (1‘7 t) + (Fint)j (.T, t)dl‘,

para cada componente u;, com j = 1,2, 3. Dai, pelo mesmo argumento utilizado para

deduzir a equacao da continuidade, obtemos que
(puj)e(x, t) + div (puju)(z, 1) = (Fext) (2, 1) + (Fint) (2, 7). (1.7)

Como dito anteriormente estudaremos aqui os fluidos que sao chamados de New-

tonianos, os quais satisfazem a equacao

onde 41 e X sdo coeficientes de viscosidade que podem depender de p, e P(p) é a pressio.
Além disso, escrevemos Fo,y = p(z,t)f , onde f denota a fun¢io densidade das forgas
externas. Assim, ao substituirmos Fe.; e Fj,; na equagio (1.7), chegamos a segunda
equacao de Navier-Stokes como colocado em (1.6). Chamaremos a equagao (1.6) de

equacao do momento.
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Notemos que estas equacgoes foram obtidas pelo estudo do movimento do fluido

em coordenadas eulerianas.

O corolario que se segue é uma consequéncia do Teorema do Transporte, que

utilizaremos em discussoes posteriores.

Corolario 1.2 Seja €, como no Teorema do Transporte e seja (p,u) funcoes de classe
C! satisfazendo as equacoes do momento e da continuidade. Se para T > 0 a funcdo
g :[0,T] = R ¢ de classe C'([0,T]) e a funcio w : Q x [0,T] :— R? é de classe
CH(R? x [0,T)), entdo

d [ 1 1 .
= | 390p(z, (e, t)dr = / 59w p+ wypirde, (1.9)
Qt Qt

onde ¢' € a derivada usual de g.
Dem.

Pelo Teorema do Transporte temos que

d 1

1
G | 9t e tnds = [ itgpu?y+ gputdiv ulde.
dt Jo, 2 0, 2

Verifica-se facilmente que

(gpw®y = gpw® + pgw’ + (w?)gp.

Dai, como guw?[(p) + pdiv u] = 0, pela equagao da continuidade segue que
d 1

1 1
— | S9@pla, tyw?(z,t)dz = / Slgpw® + (w?)gplde = / ~4' pw® + wgplirdz.
dt Jg, 2 0, 2 0 2

1.3 Solucao Fraca e os Problemas Estudados

O objetivo dessa secao é apresentar algumas particularidades dos artigos [7], [8] e
[9], os quais foram os principais artigos estudados para desenvolver essa dissertacao.
Porém, antes disso, vamos definir o que vem a ser uma solucao fraca das equacoes de
Navier-Stokes (1.5)-(1.6) com dados iniciais

(p(x,0),u(x,0)) = (po(x), up(x)), Vo € R". (1.10)

Relembramos que u; e f; sao as coordenadas j = 1,...,n das funcoes u e f,
respectivamente, onde n é a dimensao do R" que pode ser n = 1, n =2oun = 3

dependendo do artigo a ser discutido.
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Diremos que o par (p,u) é uma solu¢do fraca para (1.5), (1.6), com dados iniciais
(1.10), se p, u, Vu € L} (R" x [0,T)) e para toda fungio teste ¢ € C>*(R" x [0,T)),

loc

temos

T
/ popdr = —/ / ppi(z,t) + puVo(x, t)dx dt (1.11)
n 0 n

T
/ potopds = —/ / (puj)u(@, 1) + (puju)V(z, t)dx dt
Rn 0 n

J (1.12)
+ / / NNV o+ Mdiv u)p,, — P(p)@a; — pfeode dt,
O n

ji=1, 2, 3.

Os trabalhos [7] e [8] assumem que o problema (1.5)-(1.6), com dados iniciais
(po, ug) suaves, possuem solucao local em rela¢do ao tempo e que esta solugao é suave.
Um método para obter tal solu¢cdo pode ser encontrado em [6]. Ja [9] faz uso de
um resultado encontrado em [12] e constréi uma sequéncia de solugoes (uy,, p,) para o
“mesmo” problema com uma viscosidade j,,(s) = max{u(s),1/n} estritamente positiva
e usando sempre os mesmos dados iniciais (pg, ug) com propriedades de regularizagao
suficientes.

No trabalho [7] ¢ mostrado a existéncia global de solucao fraca do problema (1.5)-
(1.6) com dados iniciais (1.10) para n = 2 e n = 3 com f = 0. Neste trabalho ha a
possibilidade dos dados iniciais nao serem continuos. Mas é imposta a condicao deles
serem “pequenos”, no sentido de que [Jugl|z2, ||po — pl|z2 € ||po — Pl s80 td0 pequenos
quanto necessario, onde p ¢ uma constante. Isso exclui alguns casos interessantes, como
fungoes com descontinuidades com saltos grandes, tipo dados de Riemann. Neste artigo
é considerado que a pressao é da forma P(p) = Kp, para K constante, para garantir
a convergéncia fraca para P(p). O interessante nesse artigo é que nele encontramos
detalhadamente algumas técnicas utilizadas para se obter estimativas sobre as solugoes
das equacoes de Navier-Stokes.

O trabalho (8] trata do problema de valor inicial para as equacoes de Navier-

Stokes no caso unidimensional como a seguir:

pr+ (pu)e =0 (1.13)

(pu)e + (pu2)m = fitzy — P(p)s + pf. (1.14)

Apesar de ser em uma dimensao, o trabalho [8] tem a vantagem (dificuldade)
de mostrar a existéncia de solucao fraca global sem exigir que os dados iniciais sejam

pequenos, além de tratar do caso em que a forca externa f é nao nula. A condicao
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imposta sobre dados iniciais abrange casos em que ha descontinuidade com grandes
saltos, bastando apenas que a diferenca entre os dados iniciais e certas funcoes suaves,
as quais definiremos na proxima se¢ao, estejam em L*(R). Além disso, sobre a pressao

sO ¢é exigido que ela e sua derivada sejam maiores do que zero.

Nos artigos [7] e [8] comentados acima os coeficientes de viscosidade sao toma-
dos constantes, porém em [9] é mostrada a existéncia global de solucao forte para a
equacao unidimensional com viscosidade varidvel e forca externa nula. As hipoteses
sobre os dados iniciais sdo bem parecidas com as do trabalho [8], porém para obter a
solucao forte é exigido a existéncia de funcoes suaves cuja diferenca pelos dados ini-
ciais estejam no espago de Sobolev H!. Neste trabalho [9] ha uma restri¢io sobre a
pressdo, considerando-a da forma P(p) = p? com v > 1, mas o autor observa que os

seus resultados sao validos com uma pressao semelhante mais geral.

Relembramos que as equacoes da maneira que deduzimos estao em coordenadas
eulerianas. No trabalho [8] sdo usadas as equagoes em coordenadas lagrangeanas na
demonstracao de um de seus resultados. No entanto, isto nao é um problema, tendo

em vista que as expressoes

= e 1) - / (o) (0, 7)dr

s=1,

(1.15)

nos dao a transformacao de coordenadas eulerianas para coordenadas lagrangeanas
em uma dimensdo, para funcoes suaves. Por exemplo, as equagoes (1.13) — (1.14)
para forca f = 0 equivalem, as seguintes equagoes em coordenadas lagrangeanas para
funcoes suaves,

Vs = Uy (1.16)

uy = (o = P(o)),, (1.17)

onde v = p L.

Os trabalhos em uma dimensao também adotam que infess pg > 0.

1.4 Propriedades das Funcoes Auxiliares

Na secao anterior, mencionamos fungoes que permitem considerar hipoteses mais gerais
sobre os dados iniciais. A partir de agora sera considerado o caso n = 1 e que os dados
iniciais (pg, o) satisfazem as condigoes especificadas a seguir. Em primeiro lugar, a

densidade inicial py satisfaz

po € L¥(R) e infesspy > 0. (1.18)
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As fungoes fungoes auxiliares associadas aos dados iniciais (pg, up) sdo fungoes

monotonas suaves u e p que satisfazem

~ p+, para x >1
ple) = (1.19)
p—, para x S _17

uy, para T >1
i) =4t 7P = (1.20)
u_, para v < —1

infess p(z) >0, Vz € R, (1.21)

onde p_ > 0, py > 0, u_ e uy sdo constantes. Além da condigao (1.21), suponhamos
que

po — p,up — 4 € L*(R). (1.22)

Os teoremas de existéncia que estudamos, na sua maioria, foram demonstrados
por meio de uma sequéncia regularizante dos dados iniciais e fazendo estimativas para
as solugoes com esses dados iniciais. Para dados iniciais ((pg)s, (u0)s) = (po* Js, uo*Js),

onde {Js} é um nucleo regularizante!, definimos
(ﬁg, ﬂg) = (ﬁ x Jy5, U * J5) (123)

Lema 1.3 Sejam (po)s, ps, (uo)s € us como definidas acima. Entao,

lim ((po)s() = (P)s(2)) =0 e tim ((uo)s(x) = (w)s(x)) = 0.

|z|—o00 |z] =00

Dem.

Usando a Desigualdade de Young (Prop. A.6), temos

1(00)s = pallzz = (o = p) * Jsllz> < [lpo = pllz2ll Jall o < oo,

logo (po)s — ps € L*(R). Analogamente, como D"((po)s — ps) = (po — p) * D"(Js) e
D"(J5) € L'(R) para qualquer n € N, podemos concluir que ((py)s — ps) € H*(R) =

2 oH?(R). Dai, pelo Lema de Sobolev(Teo. A.21), temos que ((po)s — ps) € CC(R).
O caso de limj,| ((u0)5 — ﬂg) = 0 é analogo.

1Veja secdo sobre Regularizacdo do Apéndice A
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Sendo (ps, us) solugoes para (1.13)-(1.14) com dados iniciais ((pg)s, (10)s), assu-

miremos que, para t > 0,

(s = Ps) (1), (us —Us)(- 1) € H™(R). (1.24)
Novamente pelo Lema de Sobolev, segue que
lim (ps(a.1) = ps(a.)) =0 (1.25)
|| —o0
e
lim (u(;(x,t) — ’L_Lg(l',t)) = 0. (1.26)
|z]—o00

Notemos ainda que
P5(x) = p Jy(x) > infess p / Jo(@)da = infess p. (1.27)

A hipétese (1.24) ainda garante que (us), = (us — Us)z + (Us). € CP(R), ja que
(ts)s € CP(R) C C§°(R) e temos os limites (1.25) e (1.26). Em particular, isto mostra
que (us), € limitada, o que sera uma propriedade util na estimativas de certas integrais.

Outra fungao que seré 1til no desenvolvimento deste trabalho é a seguinte funcao
G : [0,00) x [0,00) — R definida por

ﬂmmﬂzm/‘

P2

7' P(s) — P(ps)

2

ds,

S

onde P é uma funcao de uma variavel real continua que possui derivada continua e

satisfaz
P(p),P'(p) >0 ,Vp>0. (1.28)

Seja P como definida acima. Como hipotese, assumiremos que existe uma cons-

tante positiva C' tal que

p1+ P(p1) < C[1+ G(py, p2)] (1.29)
e
li_m G(plapQ) 2 Cil: (130)
p1—0

para pi, pz € [0,00). A funcdo G possui as seguintes derivadas continuas:

Gy (91 p2) = %[Gm, p2) + Plpr) — P(po)]. (1.31)
GPlpl (ph p2) - Pl(pl)? (1'32)

P1
Calprsp2) = 2 (). (1.33)

P2
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Proposicao 1.4 Sejam ps como definido em (1.23) e (ps, us) solugdo suave do proble-
ma (1.13)-(1.14) com os dados iniciais suaves ((po)s, (uo)s). Se P(p) > 0 e P'(p) > 0
para todo p > 0, entao podemos afirmar que:

i) G(p1,p2) >0, e G(p1,p2) =0 p1 = po; Yp1,pa > 0;

ii) Gi(ps, ps) = —(Glps, ps)us)a + (Ps)atis L2 (ps — ps) — (P(ps) = P(ps)) (us)a:

iii) Existe uma constante M > 0 tal que
M~ (ps — 1s)* < G(ps, ps) < M(ps — ps)*.

Dem.

i) Obviamente, para p; = ps teremos G(py, p2) = 0. Como G(py, p2) # 0 para
p1 # pa, segue que se G(p1, p2) = 0 entdo p; = po.

Suponhamos sem perda de generalidade, que p; < ps. Como P'(p) > 0, temos
P(s) — P(p2) <0
para todo s € (py, p2) e por isso

/"2 P(s) = P(p2)

= ds < 0.

1

Logo,

G(pr, p2) = p1 /m Mds: —m /[)2 wds > 0.

o 52 ) 52

No caso py < p1, teremos P(s) — P(p2) > 0 para todo s € (pe, p1). Assim,

Glp1,p2) = p1 /p1 Mds > 0.

P2 5
ii) Como (ps, us) satisfaz a equagao da continuidade (1.5), temos que
G5 (ps; p5)[(ps)i + (psus)z] = 0.
A igualdade acima implica que
G o5 (ps, Ps)(ps)e + Gy (ps, Ps) (pstis)e = 0. (1.34)

Usando a identidade G, (ps, ps)(ps): = Gi(ps, ps) — Gps (ps, ps)(ps): no primeiro termo
da equagao (1.34) e usando a regra de deriva¢ao do produto no segundo termo, temos
que

Gi(ps, ps) — G (p5, p5)(Ps)e + G ps (pss P5)(P5)atts + G s (Ps, Ps) (Us)eps = 0. (1.35)
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O termo —G;(ps, ps)(Ps): se anula, ji que ps ndo depende de ¢. Agora, usando a
identidade G, (ps, ps)(ps)zts = Gz(ps, ps)us — G, (ps, Ps)(Ps)zts O terceiro termo de
(1.35) e a equacao (1.31) no ultimo termo, obtemos

Gi(ps, Ps) + Ga(ps; Ps)ts — G (Ps; Ps)(Ps)ztis + G (pss Do) (s )a
+ (P(ps) — P(ps))(us)e = 0.
A regra do produto para a derivada e a formula em (1.33) nos garantem a equagao

G, 5) + (o5, 35)us)s — (5)ota P;”) (05 — 15) + (P(0s) — P(a)) (ug)a = 0.

iii) Pela regra de L’Hopital e por (1.32), segue que
G(ps, p P(p
lim (ps; Ps) _ (Ps)

ps—0s (ps — Ps)? 2ps

Definimos g(ps, ps) = % e p(ps) = %. Como

lim g(ps, ps) = p(ps),

Ps—Ps
temos que para € = p(S‘S) existe £ > 0 tal que se |ps — p,| < &, entdo
P(Ps o Beles) o -
25) < gtps.s) < 2P gy ¢ fimtessp. olo) (1.36)

Tendo em mente o limite em (1.25), temos que Ap; = p; — ps € C) C L¥(R).
Portanto, existe n > 0 tal que ||Ap,|| < n. Note que para ps # p,, g é continua. Temos
que, existe um & > 0 tal que & < £(e portanto para Aps < &, ps e ps satisfazem
(1.36)), &1 < n e que existem os supremos abaixo

my = sup 9(ps; ps) e mg = sup 9(ps, Ps)
ps€[ps—n,05—E] ps€[ps+n,05+E]

para todo p; € [infessp, ||p||oo]-

Portanto, podemos definir uma funcao continua por

M(zy) = maX{(p(ﬁ(S))—l 3p(ﬁ5)),m1,m2}.

2 '
Seja agora
M= sup  M(ps).
ps€linfess p,||pl[o]
Logo,
pot< Gleme) oy
(Pp — Ps)



Capitulo 2
Teorema de Existéncia

Consideramos o seguinte problema de valor inicial

pr+ (pu)y =0, z € R, t >0,
(PVI)  (pu)i+ (pu?)e + P(p)e = pitle, T €R, t >0,
(p(,O),u(,O)) = (p07u0)7 reR

com os dados iniciais (pg, ug) satisfazendo (1.18)e (1.22) e cuja a pressdo P(p) é dada.

Nesta Dissertagao temos como objetivo a demonstracao do seguinte resultado:

Teorema 2.1 Seja o problema de valor inicial (PVI), sendo p > 0 uma constante
e com P e P’ fungoes continuas satisfazendo as condigoes (1.28) e (1.29) e (po, uo)
satisfazendo (1.18) e (1.22). Suponhamos também que as solucées aprozimadas (ps, us)

que serao dadas abairo satisfacam a condi¢do

/OT (/((u5)$)4 czgg)l/2 dt < C(T), (2.1)

para uma constante C(T) > 0 independente de 6. Entao para qualquer T > 0, o (PVI)

possui uma solu¢ao fraca (p,u) em R x [0,T] com as sequintes propriedades:
p_ﬁ7 pu—ﬁﬂ € 01/2([07T];H71(R))7 (22)
u—1u € C((0,T]; L*(R)). (2.3)

A demonstragao do Teorema 2.1 esta baseada em uma série de estimativas a prior:
que serao feitas para uma familia de funcoes ps e us e mostrando que ela converge para
fungoes p e u que sao solugdes no sentido fraco do (PVI). Tal sequéncia sera obtida por
meio de uma regularizacao dos dados iniciais. Observe que as equacoes do momento e
da continuidade do (PVT) sdo as equagoes dadas em (1.13) e (1.14), respectivamente,
para f =0.

14
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2.1 Estimativas a prior: Sobre Solucoes Suaves

Seja (po, up) dados iniciais do (PV'I). Definamos ((po)s, (u0)s) = ((po) * Js, (uo) * Js),
uma regularizacdo dos mesmos. Para os dados iniciais ((po)s, (uo)s) existe solugao
suave (ps, us) definida em R x [0,7], com T > 0 qualquer, do seguinte problema de

valor inicial:

pi+ (pu), =0, T € R, t >0,
(PVI)s (pu)e + (pu?)y + P(p)y = piyg, z € R, t >0,
(p('> 0)>u('70)) = ((p0)5> (Uo)a), reR.

A construgao da solucao do (PVI)s pode ser encontrada em [6]. Consideremos (s, @s)

como definida em (1.23). Vamos assumir,
ps(-,1) = Ds, us(-,1) — s € H®(R) = (| H*(R),
s=0

para todo ¢ > 0 (veja (1.24)). Como H'(R) C L*®(R) e ps € L'(R), segue-se, em
particular, que ||ps(+, )| &) = C'(6, ) < 0o (de modo andlogo para ). Nosso objetivo
nessa segao é obter estimativas para (ps, us) independentemente de § para estudar a
sua convergéncia quando § — 0. Em toda dissertacao, C(7"), C ou C;(j = 1,2,3,...)

denotara uma constante independente do parametro 4.
A condigao (2.1) é satisfeita quando {us} é limitada em L?(0,7T; H*(R)). De fato,
para [ € H'(R) vale que
Fr= 122 < M e £,
que integrando obtém-se que

1Ly < 1oy 1 12 -

Logo usando a imersao de Sobolev (Teo. A.21) segue-se que

[fllz2@) < ClIflr-

(Mais geralmente, || f||zo@) < C|f| a1, para qualquer p > 2.) Entao,

T Lo\ T T
| (Jwsrtae) "t = [ sl < € [ ws)a ey

T
<[ fus
0

Veremos que {u; — is} ¢ limitada em L*(0,T; H*(R)) quando py — p € H'(R) e
ug — @ € H'(R)(e infesspy > 0).

%p(R)dt = CHU5|

%2(07T;H2(R))‘
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No artigo [8](tema central desta Dissertagido) a condi¢ao (2.1), no Teorema 2.1,
nao é assumida como hipotese, porem ela nao é demonstrada no mesmo. O autor
indica o artigo 7], onde se resolve a versao multidimensional (z € R", n = 2,3) do
(PVI), para adaptar os célculos 14 feitos a fim de obté-la, o que também é feito em
relagao a varias outras estimativas que apresentamos aqui com detalhes. No entanto,
a condigao (2.1), mas somente ela, ndo é mostrada nesta Dissertagdo. Por isto ela é
colocada como hipotese no Teorema 2.1, com a demonstragao feita detalhadamente. O
tnico lugar onde a usamos nesta Dissertacao é na demonstracao do Lema 2.9, somente
para estimar o termo fot [ o*iyu2 dr ds. Com efeito, usando a desigualdade de Holder

e que 0 < 1(o esta definida no Lema 2.9 ) temos que este termo é majorado por

¢ ¢
/ (/ W2 dx)'/? ds/ (/ utdr)ds
0 0

e o primeiro fator aqui pode ser estimado como veremos na demonstracao do Lema 2.9.

E interessante observar que podemos estimar um termo semelhante com poténcia ctibica

2

R’ / : -

em u,, isto é fo ( | uidm) ds, como pode ser visto na demonstracao do Lema 2.9, mas
nao obtivemos sucesso com a poténcia quadradica tentando argumentos semelhantes

aqueles apresentados na demonstracao do Lema 2.9.

A fim de ndo sobrecarregar a notagdo, escreveremos (p,u) quando estivermos
tratando da solucao do (PVI)s e (p1,u1) quando estivermos tratando da solucao do
(PVI), ja que nesta secao falaremos mais sobre as solugoes de (PVI);. Tomaremos
¢ = 1 na segunda equacao(equacdo do momento) do (PVI)s s6 para simplificar as
contas mas, nao trazendo nenhuma perda de generalidade como pode ser observado no
desenvolvimento que se segue. Por fim, nesta secao também adotaremos as notacoes

J=Je

Au=u—1u (2.4)

Ap=p—p. (2.5)
Chamaremos a atencao para o fato de que u e p sao funcoes que dependem apenas
de z, o que nos da por exemplo, as formulas (Au); = u; e (Ap); = py, as quais serao

utilizadas na demonstragao do resultado a seguir.

Proposicao 2.2 Seja (p,u) uma solugdo suave do problema (PVI)s. Entao, eriste
uma constante C(T) > 0 tal que

P(AU)Q ~ g 2
sup]/[ 5 + G(p, p)]d$+/0 /(ul,) dr dt < C(T). (2.6)

e[0T
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Dem.
Definimos A2
o) = PS4 G ) 2.7)
A(t) :/g(ac,t)dx. (2.8)

Calculando [ g;(z,?)dz, temos

/ gu(a,t)dr = / 2+ G, (. )

Substituindo as equages dadas no (PVI)s; e usando a forma de G(p,p); dada na

Proposicao 1.4, obtemos:

[otenar = [ICPHED 4 s pu — Pl () Phusy

— (P(p) = P(p))ue — (G(p, p)u)](x, t)d.
Usando integracao por partes, obtemos

J I = = S TR e R

= /[puAuAuﬂ (z,t)dz,

ja que limpoc Au = 0 e p(-,t),u(-,t) € L®(R), visto que estas fungdes estdo em
H'(R). Portanto,

/gt(x,t)da: = /[puAuAum — puti Au + Uz Au — () P(p) s Apu
— P(p)aAu — APuy — (G(p, p)u)s)(x, t)dz,

onde AP = P(p) — P(p). Simplificando e somando P(p),Au — P(p),Au + APu, —

APu, = 0 na integral acima, obtemos que
/gt(:z:, t)dr = /[—puumAu + U Au — (p)TTP(p) s Apu — AP, Au
— APAu, — P(p),Au — APu, — (G(p, p)u).|(z,t)dz.

Pela regra do produto temos que —AP,Au— APAu, = —(APAu),. Como P(p)(z,1)
e P(p)(z,t) sao limitadas em z, temos que AP é limitada. Portanto, do fato que

limyg |00 Au(z,t) = 0 segue que [ —(APAu),dx = 0. Usando esse fato chegamos a

/gt(L t)der = /[—puumAu + U Au — (p) " P(p) e Apu — P(p),Au — AP,

— (Glp, pu)a](x, t)de.



18

Usando novamente integracao por partes, obtemos

/[umAu](x,t)d:L’ =— /[umAum](x,t)dx.

Logo, segue-se que
[ oot = [1puiedu— A, = w5, = () P
— P(p)oAu — AP, — (Glp, p)u)s)(x, t)dx.
Fazendo X = —(p)~'P(p).Apu — P(p),Au, temos que
X = (=p) 'P(p)epu + (p) "' P(p)sup — (p) " P(p)epAu
(=) P(p)epu + () P(p)uup — (p) ™' P(p)upu + (5) ™' P(p).pl.

Simplificando e somando (p) ™' P(p).pti— (p) "' P(p).pti = 0 na equagao acima, obtemos

que

Substituindo X e somando put,Au — ptiti,Au = 0 na tltima formula encontrada para
[ g:(x, t)dz, obtemos

/gt(% t)de = /[-%Aum — piiiiy Au — piig(Au)* — (Aug)* — (p) P(p)z(pAu
+ uAp) — AP, — (G(p, p)u)a)(x, t)dx,

donde segue que

/gt(:r, t)dr + /(Aum)2(x, t)ydx = /[—uchum — plti,Au — pliy(Au)? — AP,
() P(p)a(pAu + ulp) — (G, p)u)a)(a. 1)

Pela Proposicao 1.4, temos que | [(G(p, p)u)s(z, t)dx| < [[uM Ap?)(z,t)|=, = 0. Logo,

/gt(x, t)dx + /(AuI)Qdac = /[—ﬂIAuI — pliti,Au — plig(Au)? — AP,
= (D) 'P(p)x(pAu + Wl p))(x, t)da,

e consequentemente,

/gt(w,t)dx + /(Aum)de < / [| = Augliy| + |[pAutitiy| + |p|Ault| + |APE,]

+ 15 LP(p)s(pAu + TAp)|(z, t)da.
(2.9)
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Em seguida faremos majoragoes dos termos do lado direito da equagao (2.9), para
obtermos uma estimativa para os termos do lado esquerdo. Usaremos constantemente

que p, = U, = 0 para |z| > L.

Como ja foi comentado antes do enunciado desta Proposicao, desejamos que a

constante C'(T') > 0 aqui encontrada nao dependa do parametro 0.

Afirmamos que existe uma constante C' > 0 que independe do parametro 4, tal

que sup,e_q 1 |4 (2)] < C. De fato, da desigualdade de Young temos que

sup |t,|(2) = [[(@)a * (Jo)llze@) < (@)oo [[(J6) ||y = [[(@)all e @) = C,

re[—1,1]

onde u; ¢ definida pelos dados iniciais do (PVI). A mesma desigualdade ¢ valida se u

estiver no lugar de wu,.

Passamos as estimativas de (2.9):

1
o/]AuIﬂI]dx:/ |Aug||ty|de < sup ]um\/ |Aug|dz.
-1

x€[—1,1]

Dai, pela Desigualdade de Hélder

e por (A.4) com £ =1,

/\[Auxﬂx](x,t)\dx < ( sup |igl(z))*+ %/_1 |Aug|?(z,t)dx

z€[-1,1]

Logo para C > (Sup,e( 1 || (2))?, temos que

/|Aumu$|dx < %/|Aum|2(x,t)dx 40 < %/|Aux|2(x,t)dx +Cy(A() + 1),

o/]pAuaﬂI](x,t)dxg sup |ig|(x) sup |u] / |pAul(x,t)d

x€[—1,1]

Pela desigualdade de Hélder e como ja foi observado que

sup |a|(z) sup |uag|(z) < Cy,
z€[—1,1] z€[—1,1]

para alguma constante Cy > 0, temos que

1 1

ol £)d) /2 / (ol Al (2, £)dar) V2.

-1

/\pAuﬂﬂm‘(w,t)daj < 02(/

-1
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Por (A.4) com £ = 1 segue que

1 1
/|pAuuux|(x,t)dx§ %/ pdx—i—/ | Auf)(z, £)dz.
1 1

Usando agora a constante C' > 0 dada em (1.29) e que P(p) > 0, obtemos

1

/ |pAutiti,|(x, t)dr < CQC/ [1+G(p,p) + plAul*)(z, t)dz.

1
Logo,
1
/\pauaam|(x,t)dx < 020/ 24 2G(p, p) + plAul)(z, 1) da,
-1

e dai,
/ pAuiiiy|(x, £)dz < C,C (1 + A(#).

1
o/]pHAu]Z\EI](x,t)dz < sup \awy/ p(Au)2dz.
—1

z€[—1,1]
Como G(p,p) +1 > 0, temos que

1
2G(p, p) + plAul*dz),
1

/]p]Au\Qﬂm\(x,t)dx < Cl(2+/

donde segue que,

/ | Al (z, )z < 20, (1+ A(2).

. / AP, |(z, t)dz = / AP (e, )ds < sup Jus](o) / 1P| +1P () (. 1) do.

z€[—1,1] 1

Como P(p) é crescente e p ¢ mondtona temos que

/ AP, |(z, )dz < C) / P(2) 1)+ max{ Plp-). Plpi)

Do fato de que p(z,t) > 0, temos que

1

AP |(z, )dx < Cy / o+ P(p))( £)dz + 2max{P(p_), P(py)}.

-1

Como
/ o+ Pl tdo < / 1001+ Glp.p) + ClplAuP) . 0)e
segue que
/|APum|(x,t)dx < 20, (T)C(1+ A(t)) + 205(T),
e dai,

/|APum|(x,t)dx < C(T)(1+ A1),



21

o [0 P@ A+ 72PN = [ 1) P+ 78 w1
ja que P(p),(x) =0 para |z| > 1. Logo,
/] ) P(p)x(pAu + @A p)|(x, t)dz < (infess p) ' ( supess,¢;_; 11P(p) / |pAu|dx
+ (infess pg) *( supessxe[_l,lﬂP(ﬁ)IaD /_1 |Apldz.
Como sabemos que fil |pAuldx < C(1+ A(t)) e Ap = p — p, obtemos que
160 P(o)updu -+ udp)(o, e <C(T)(AE) +

1
HCAT)([ pda 42 supess,c )

-1

Introduzindo C3 > 0 independente de o tal que 2C3 supess,¢_; 339 < C3, concluimos

que
/ |(5) " P(p)a(pAu) + @Ap|(z, t)dz <C1(A(1) +1) + Co(1 + A(1))

+C3 < Cy(A(t) +1).

Usando todas as majoragoes obtidas acima, voltamos & desigualdade em (2.9) e

obtemos a existéncia de uma constante C(T') > 0 tal que:

/Mme+/m%mmg%/m%&m+mﬂ+cam@,

ou entao,
[atwnar+ 5 [ 180 pde < o)+ c@a, (2.10)

onde A(t) foi definida em (2.8). Como o termo % [ |Au,|*dz é ndo-negativo, a seguinte

desigualdade é verdadeira:
/M%mmgmﬂ+o@m@. (2.11)
Dai, pelo lema de Gronwall (p. 68) segue que

t
[owt < [ ooy e [Foer e,
0

para qualquer ¢t € [0,T]. Considerando 0 < s <t < T, temos que

6]:0 d7'<ef0 d’r<€f0 dT<O< )
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para alguma constante Cs(7T) > 0. Logo,

/g(x,t)dx < 05(T)/g(az,O)dm+/0tC(T)C5(T)ds

(2.12)
< (T / o(2.0)dz + TC(T)C5(T).

Para concluir que [ g(z,t) < Cg(T) falta verificar que existe uma constante que
limita [ g(z,0)dx = [ [”0(“02—_@)2 +G(p0,ﬁ)] dz. Para este fim, sejam (pg)s, (ug)s e
s os dados iniciais e a funcdo auxiliar referentes ao (PV 1) e po, ug, @ referentes ao
(PVI). Da Desigualdade de Young temos que

|(po)sll L@y = ||po * Js||eo) < [|pollLoe @)l ||y = ||pol|Loe®) = C

[ (uo)s — sl 2@y =[(uo — ) * J5||L2(w)
< [(uo — @) 2wy || S5l w) = || (uo — @) || p2r) = C,

para alguma constante C' > 0 ja que py € L°(R) e ug — @ € L*(R) por hipotese. Da

Proposicao 1.4 temos que existe M > 0 tal que M~ (py—p)? < G(p, p) < M~ (po—p)?,

donde segue que

(uo — )

2
[ ote.00z < [ G, pyda + supess po [ 05 de < €)1 [ (0 - e

Usando a hipotese de que py — p € L*(R), obtemos [ g(x,0)dz < C4(T). Portanto,

para t > 0, obtemos que
/g(x,t)dx < ().
Em particular

sup /g(x,t)dx < C(T), (2.13)

t€[0,T]

que é a majoragao desejada para o primeiro termo em (2.6).

Voltando a (2.10) e integrando dos dois lados, obtemos que

/OT [ atety dr v+ // Al (a,) do dt < C(TT = Co(T).

Portanto, invertendo a ordem de integracao do primeiro termo, obtemos que

A(T) — A(0) + %/OT/ |Au,|* dz dt < Cs(T).

Como A(T) > 0 e A(0) < C4(T), segue que

%/OT/ |Aug|? dz dt < C5(T) + Co(T) = C(T).
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Notemos agora que
(Aum)2 = ui — Ty + ai,

donde,
= (Auy)? + 2u,t, — 42,

e portanto,
uz < Auz 4 2ug ||| + 2.

Como para a,b > 0, da desigualdade (A.4) com & = 2, temos que ab < ia2 + 2,
obtemos
uZ < Au?

1
ot glual” + 3l

donde segue que
u? < 2Au2 + 613

T
//uidzdtﬁQ/ Au? d:cdt+6/ /u dx dit
0 (2.14)
4

(Cs(T) + Cy(T)) + 6T sup w2 = C(T).

ze[-1,1]

Logo,

Portanto, das equagoes (2.13) e (2.14) e renomeando a constante podemos concluir que,
existe C'(T) > 0 tal que

sup/ :L"tdx+/ /u dz dt < C(T),
te[o,T

o que conclui a demonstracao da Proposicao 2.2.
O

O proximo Lema serd utilizado para obter uma limitacao pontual para a funcao

p na Proposicao 2.5 a ser enunciada mais a frente (p. 26).

Lema 2.3 Existe uma constante C(T) > 0 tal que para todo (zg,ty) € R x [0,T]

existem pontos (x1,ty), (z2,t9) em R x [0,T] tais que
|21 — 20| < C(T), |wo — 20| < C(T), plz1,t0) > CHT) e plxa,te) < O(T).
Dem.

Sem perda de generalidade podemos supor em (1.19) que p_ < p,. Da hipotese
(1.30) existe C' = C} tal que lim, ., G(p, p') > C7" para todo p' > 0. Dai podemos

garantir a existéncia de uma constante 6 > 0 tal que se p € (0,0) entdo

G(p,p_) > C7'/2 (2.15)
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e, consequentemente,

G(p,p) > C7'/2. (2.16)

Notemos que de (1.33) temos que G, > 0. Como p > p_ segue que G(p, p) > G(p, p_).

Além disso, pela Proposigao 2.2, existe uma constante Cy(T") > 0 tal que
/G(p, p)dx < Cy(T). (2.17)

Provaremos agora a existéncia do ponto z; € R e da constante C(7T") > 0 tais que
|21 — 2] < C(T) e p(z1,te) > CHT).

Seja r = 2C,Cy(T). Suponhamos por absurdo que p(z,%y) < ¢ para todo = no
intervalo [xg — 7,29 + r]. Por (2.16) e (2.17), segue que

To+T

CoT) > [Glpppds= [ Glopde > €y =20,(T),

Tro—7r
o que é uma contradi¢do, ja que Cy(T) > 0. Portando, existe x; € R tal que

§ < plzi,ty) e |z1 — x| < r. Logo, basta tomar C3(T) = max{d~',r} que tere-
mos Cg(T)il < p(l’l,to) e |ZE1 — ZEO| < Cg(T)

Observacao: Uma observagdo pertinente é que qualquer constante C' > C5(7T') ainda

nos serve para termos C~' < p(xy,ty) e |2, — x| < C.

Para concluir a demonstracao do Lema 2.3 mostraremos a existéncia de x5 € R
tal que |zg — xo| < C(T) e p(x2,ty) < C(T'), para algum C(7") > 0 (independente de
(x0,t0), 1, T2 € 0). Pelo teorema do valor médio para integrais, dado Cy, > 0 existe
xg € [xg — Ca(T), 29 + C4(T)] tal que

zo+Ca(T)
. oy G b)) de = 20D)G p(@s, to). plz2)). (2.18)

Observamos aqui que a constante Cy(7) > 0 seré escolhida convenientemente
mais adiante.

Das equagoes (2.17) e (2.18) temos que

204(T)G(p(w2, o), pla2)) < /G(p(%to),ﬁ(w))dﬂﬁ < Co(T),

donde segue que
Co(T)

20,(T)"
Se p(xs,tg) < py, basta tomarmos Cy(T) = max{C5(T), p,} para concluimos a de-

G(p(2,t0), plz2)) < (2.19)

monstragao. Suponhamos entdo que p(za,t9) > py. Como p(x) ¢ nao-decrescente,
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concluimos que p(zy,ty) > p+ > p(x2). Como G(p(x2,ty), - ) é decrescente na segunda

variavel no intervalo (0, p(x2,t0)) (veja a derivada de G em (1.33)), da estimativa (2.19)

temos que
Co(T)
G t 2.20
(p(x% 0) p+) = 204(T) ( )
Seja Cy(T) > C5(T) tal que
Co(T)
< G(2 . 2.21
204(T) = ( p+7p+) ( )
Dai, de (2.20) temos que
Cs(T)
G t < G(2 .
(p(z2,t0), p4) < 2C,(T) = (2p+, p+)
Como G é continua, podemos garantir a existéncia de uma constante C5(7T) tal que
G(C5(T), ps) = % Por G(-, p;) ser crescente na primeira variavel no intervalo

(p1,00)(veja a derivada de G em (1.31)), segue que p(z2,ty) < Cs(T"). Portanto
tomando C(T) = max{Cy(T),C5(T)} obtemos que p(z2,t) < C(T), o que conclui
a demonstracao do Lema 2.3.

O

O objetivo da proxima Proposicdo é encontrar uma limitagdo para a funcao p.

Notemos que se for possivel encontrar alguma constante Cy(T") > 0, tal que

(CoT)) " pla1, t0) < plzo, ) < Co(T)plaa, o), (2.22)

para (z1,%y) e (x2,ty) como no Lema 2.3, teremos uma limitagdo para p ao trocarmos

Co(T) 1 p(z1, tg) e Co(T)p(x1,tp) por [Co(T)C(T)] ™ e Co(T)C(T), respectivamente.
Observemos agora que Cy(T") satisfazendo (2.22) equivale a

l’o,t

0) Co(T),

1'27t0)

1 _ plxo,to) p(
(Co(T)) Sp( W ¢ o

ou, aplicando o logaritmo,
In(Co(T)) ™ < Inplwo,to) — np(a1,t9) e Inp(xo,to) — In p(xs, ) < InCy(T).
Portanto, basta mostrarmos que para qualquer x tal que |z — xo| < C(T') teremos

|In p(zg,to) — In p(z, )| < InCo(T).

Na demonstracao da Proposicao 2.5 que se segue. Usaremos o fluxo X = X
de u = ug, dado pelo problema de valor inicial (1.1). Antes disto enunciaremos outro

Lema cuja a demonstracao daremos posteriormente.
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Lema 2.4 Dado (z9,1), seja T tal que

0<|£L’0—ZZ’|<01

p(ff,t()) S 01 ou p(i‘,to) Z 01,

para alguma constante C; > 0. Para yo = X '(x0,0) e y = X 1(z,0), sejam Xo(t) =
X(yo,t) e X1(t) = X(7,1), 0s fluros que passam por xy € T, respectivamente, no instante
to. Entao,

[ X1(t) — Xo(t)| < Co(T),

para algum Cy(T) > 0. Mais ainda, se § > yo entio X,(t) > Xo(t) para todo t > 0.

Proposi¢ao 2.5 Seja (p,u) solugio do (PVI)s definida em R x [0,T]. Entao existe
uma constante C(T") > 0 tal que

C(T) ' < pla,t) < O(T), 2 € R, te0,T).
Dem.

Definimos a fungdo AL(t) = In[p(X, (%), )] — In[p(X, (), t)].

Ao derivarmos AL(t) em relagao a ¢ obtemos

%AL(t) :m(pgc(Xl(t),t)Xl(t) + i Xa (1), 1))
- mmg(x@@, 1) Xo(t) + p(Xo(1), 1))
Por (1.1), temos que
%AL(t) :m(px(Xl(t)7t)u(X1(t)7t) + p(X1(1),1))
_ m(pm(XO(t),t)u(Xo(t)J) + pe(Xo (1), 1)).

Usando as equagoes da continuidade (1.13) e do momento (1.14) (para f = 0), temos

que para qualquer ¢ > 0 vale

%AL — (X0 (1), 1) + up(Xo(t), 1)

= [ e = [l i)+ I

Xo \,0

Usando a defini¢do de derivada material dada em (1.3) (p. 4) temos que

. u?)up
Pl =puy + wtigp = (pu); — peu+ ( 2)3”
U2 U2
= (pu); + u?p, + ( 2)$p+ ( 2)35/7

= (pu)i + (u’p).
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Portanto,

d Xl
—AL= —/ pt+ P(p)zdx.
dt .

Seja

X1(t)
[:/ pu dx.
Xo(?)

Derivando esta expressao em relacao a t e usando (1.1), obtemos

d Xa(t) . .
il =/ (pu)edz + (pu)(Xo (1), ) X1 (t) — (pu)(Xo(t), 1) Xo (1)
dt X()(t)
X1(t)
= L (pu)edz + (pu®) (X1 (t),t) — (pu”)(Xo(t), 1)
Xo(t
X1(t) X1(t) X1(t)
= / (pu)idx +/ (pu?)dx = / pt dx.
X()(t) Xo(t) Xo(t)
Se fizermos AP = P(p(-,t))|%}, entdo obtemos que
d d
—AL=——1—-AP. 2.23
dt dt (2.23)

Como X(t) — Xo(t) # 0, entdo AL # 0. Como P'(p) > 0, entdo a fungio a(t) = ilz((g

é tal que a(t) > 0, Vt € [0,T]. Assim podemos escrever (2.23) como a seguinte equagao

diferencial ordinaria de primeira ordem
d
1

d

dt

cuja solucao ¢ dada implicitamente por

¢
AL = — / el O‘(T)dT%I(s)ds + AL(0)e™ Jo ()7

0

Integrando por partes, obtemos que
¢ s d 0 ¢ s
/ el O‘(T)‘”%I(S)ds = e I(t) — el @M (o) — / eld D0 ()1 (s5)ds.
0 0
Portanto,

|AL(t)| < |AL(0)| 4 |1()| + |1(0)] +/0 e~ I 2 o (5|1 () |ds. (2.24)

Mostraremos que |I(t)| < C3(T). De fato, por (1.29) temos que

Xl(t) Xl(t)
1] < / ol Auldz + / plaldz
Xo(t) Xo(t)

X1(t) Xl(t)
<C V(14 G(p, ﬁ))\/ﬁ]Au\dz—i-/ plaldz.
Xo(t)

Xo(t)
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Por (A.4), segue que

Xl(t) Xl(t)
(1) <C / (14 G(p, ) + plAufde + C / (1+ Glp, 7))ald.

Xo(t) Xo(t)
logo,
X1(t) X1(t)
1) < C(Xi(t) — Xo(t)) +C G(p,ﬁ)+p!AU|2de+CC4(T)/ (1+G(p,p))dx
Xo(t) Xo(t)
X1 (t)
<COU0) = Xo0) +C [ Glp.p) + plduPds
Xo(t)

Xl(t)
ooy / (1+G(p, p) + plAul)de
Xo(t)
X1(t)
< (C + CCT)) (X0 (t) — Xo(t) + / 26 (p. p) + p|Auf’dz).
Xo(t)

Logo, pela Proposi¢ao 2.2 e como |X;(t) — X(t)| < Cy(T), obtemos que
[1(t)] < (C'+ COUT))(Co(T) + Cu(T)) = C5(T).
Usamos esta estimativa no tltimo termo de (2.24), obtemos que
t t t t
/ e~ s 2T, ()| 1|ds < Og(T)/ e s 2 (5)ds
0 0
t
= C4(T) / & - [Latnydr g
0
< C4(T)(1 — e Joamdry,

Como «a(t) > 0, temos 1 — e~ Joolrdr < 1. Assim,
t t
/ e 5o () T]ds < Co(T).
0

Logo ¢ possivel encontrar uma constante C7(1) > 0 tal que a equacgao (2.24)

fornece

|AL(t)| < C+(T), vt €0, T].
Em particular, para t = ¢y, temos que
|AL(to)| = [In p(Z, to) — In p(0, to)| < C7(T),

donde segue que
6_07(T)p(j;7t0) < p($0,t0) < 607(T)p(j:7 tO)a

o que conclui a demonstracao da Proposigcao 2.5.
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Demonstracao do Lema 2.4

Como X, e X sao curvas integrais distintas do campo u temos que para todo
t >0, Xo(t) # Xi(t) e se supormos que § > yo entdao X (t) > Xo(t).

Suponhamos, sem perda de generalidade, que X;(t) > Xy(¢) para todo t > 0. De
(1.1) temos que

d

5 (X)) = Xo(t) = Xi(1) = Xo(t) = u(Xy(t), 1) — u(Xo (1), 1)

xiy _ [
= u(@, )|y :/ ug(x, t)dx.

Xo(t)
Nesse ponto vamos usar a desigualdade

—1 =42
a> Ta Va € R. (2.25)

Deste modo,

d
dt

X1(1) uw.)? X1(t)
LX) - Xo(t))z/ L (w) (x,t)dxz/ 1= ()2, t)da

Xot) 2 2 Xo(t)
X1(t)

(X (1) — Xolt)) / ()2 (z t)d.

Xo(t)

Multiplicando por ef, temos que

d X1(t)
e'— (X1 (t) — Xo(t)) = —e"(X1(t) — Xo(1)) —et/ (o) (@, t)dz,
dt X()(t)
donde segue que
d X1(t)
G000 = %) = —¢' [ (w00
dt Xo(t)
Integrando em 7, de 7 =1 a 7 =1
e(Z — ) — (X1 (t) — / / )2dxdr.
Dat,
—e (X, () / / Vidrdr — e (z — x4),
logo,
(X, () — / / Vdadr + (z — 20),
e daf,
(Xq1(t) — / / (ug)*dzdr + € (z — x0)]
)

/ / 7 )dzdr + (T — x0)].
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Como T — xy < C1(T), pela Proposicao 2.2 temos que | X;(t) — Xo(f)| < Co(T), para
algum Cy(T') > 0.

O

As Proposicoes 2.2 e 1.4 sao importantes porque com elas mostramos facilmente
que as fungoes u e p possuem limitagoes no L?(R) independentemente de §. Com efeito,

pelas Proposigoes anteriores temos constantes M, C1(T') e Co(T') tais que

/ (Au)2dz < C(T) / p(Au)2dz < Cy(T)

[ (a0rds < 3Go.p) < (1),

para todo ¢ € [0,T]. A Proposigao 2.2 ainda nos fornece que fOT [ (ug)? da dt < Cy(T),
ouseja, [(uy)?dz < C1(T) para quase todo ¢ € [0,T]. Resumimos estas trés estimativas

escrevendo que

sup /[(Au)2 + (Ap)?)dx +/0 /(ugg)2 dr dt < C3(T), (2.26)

0<t<T

para alguma constante C5(7T") > 0.

Os Lemas 2.6 e 2.7 e a Proposicdo 2.8 a seguir estao no trabalho [9]. Colocamos
os mesmos nesta Dissertacao para obtermos uma estimativa para a derivada de u, de
primeira ordem em relacao a t e de segunda ordem em relacao a x, quando os dados
iniciais satisfazem py — p,ug — @ € H'(R). Neles voltamos a denotar a viscosidade por
W, pois, embora ndo apresentemos exatamente como eles estao em 9], eles valem para
uma viscosidade p = p(p)(nao constante, dependente da densidade) satisfazendo certas
propriedades (ver [9].)

Lema 2.6 Suponhamos que py — p,up — 4 € H'(R) e que inf py > 0. Sejam (p,u) a
solugio do (PVI)s e ¢ uma fungao tal que ¢'(p) = L. Entao existe uma constante
C(T) > 0 (independente de 6 )tal que

sup [ oldu+ 0P+ [ [ o)), dear <o) 221

t€[0,T7]

Dem.
Da equagao p; + (pu), = 0, temos que

©'(p)pe + &' (p)(pu)e = 0,
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donde segue que
P(P)a + (#'(p)(pu)2)e = 0. (2.28)

Multiplicando a equagao (2.28) por py(p), obtemos

P30 (0)a)* + (& () (o) )enip)e = 0,

e dai,
1 1

§3t(p(so(p)m)2) - §pt(¢(p)z)2 +(¢'(p)(pt)2) ()2 = 0.

Denotando (¢'(p)(pu).)zpp(p)e por I, temos que

(€' (0) pxw) e ()2 + (£ (p) P Uz)zpp(p)e
= ((P)a)2pe(p)a + (¢ (P)z P 1) p(P(P)2) + tap(£(p)z)’ + (£ (p) P tza) p2(P)x

= @(p)aw0(p)stip + (9(p)2)’ pris + @ (p) pup tzp(p) s + (0(P))> Ptz + () P Use0(p)o
= O otde | (OO ()0, ,i(0), + 20(0), Vs + & (0) Pzl
Logo,
%at(p(so(p)m)Q) + ' (p) PPtz 0(p)e + " () pep tatp(p)s
, (2.29)
4 ((p(p)x)quI 4 ((QD(P);) up)m — 0'

Assumindo que p — p = ps — ps € HQ(R) e notando que (p), = ¢'(p)p. = M%v
temos que

. 2. 2(“i)2
i (o(p)e) up = 7AE 5 lim pp =0,

logo,

/((Qo(p)m)QUp)xdil? = 0.

Portanto, integrando a equagao (2.29), obtemos

d 1 ! ! 1 y
7 | 5P(e(p)) dr = —/pzso (P)uaatp(p)ad — /(290 (P)p +¢"(p)P*) 2 (p)oputiada.
(2.30)
Agora calculamos
I= jt pAuO, (¢ dac—/a p))0:(pAu) dw+/p(Au)8t8x(g0(p))dx.

Usando integracao por partes, obtemos que

- / 00 (0(0))u(plu — W) — / (N0 (0) Dyl
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Das equagoes do momento e da continuidade, segue que

[ocstaipsniz = [ ooz - [ oelp)oupuds
= —/axw(p)(pug)mdx—/axso(p)P(p)xdl’

+ / Oap(p) (ptige )d + / Iz 0(p)(pu)sudz — / Owp(p)ioa P (p)dz,
(2.31)

e que
- / (pAu)y¢' (p)Orpdz = / ((pu)e)*¢' (p)dx — / (p)z(pu)op' (p)de.
Da defini¢ao de ¢, temos que

/(gp(p))g”(“m)wd“’ = /png’(p)(@(p))xumdx
i / (206 (0) + 0" (0))pai2(p)) sl

Portanto, de (2.30) e (2.31) obtemos que

a0 = 5 [ ondetp) + =0 s} 1 [ ouptpo,ppyie
0,

= [ duelo)pt)ads + [ Buplp)imsds + [ 0rplo) (pu)snda
J .28 0tz = [ oo (0)is = [ 926 Daailp)ada
- [0+ ¢ O Papsad
Simplificando a expressao acima, obtemos
AW == [ duplp) )t + [ Duplp)pu)sada
+/((Pu)x)290’(ﬂ)d$ - /(pu)m(pU)m@'(p)d:L".
Calculando as derivadas e usando a definicao de ¢ mais uma vez, obtemos que

Alt) = - / P’ (p) plgudzs + / ¢'(p)p” (ug)?da — / PP (p)ustipda

- / () dz — / ity tigd — / p(p)aut,.

Assim,

1 1
A< [ ulufde+ laie | ds+ [ ponp(o)Pds + ol [ polds
-1 -1
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Pela desigualdade de Holder, segue que

A|(1) < O(T / g P + C(T) / (us)?dz + O(T) / p(Au+ )+ plup(p) P
/ g Pdi + C(T) / (Aw)? + 9a0(p) ) + pid,

e dai,
|Al(t) < C(T) / |uy[*dz + C(T) /p(Au +0up(p))*da. (2.32)

Como P' > 0 e ¢’ > 0, temos que 0,0(p)p.P(p) = p2¢'(p)P'(p) > 0, logo, desprezando
o termo Op(p)p.P(p) em (2.32), obtemos que

it [losuoe(o) + P25 e} < can [ wapds -+ @) [ olaut dup(p)ias

< C(T)/\uIIde+C(T)/p(Au)2dx
1) [ Iosudipto) + % E0

Pelo Lema de Gronwall, segue que

Jtosteto + o5 < ) [ [Tl + ptuiases” o,

o, 2
+ e /HpOAUOaxQD(pO” + po%dﬂ-

A primeira integral do lado direito acima ¢ limitada pelas constantes da Proposicao
2.2. A segunda integral ¢ limitada gracas a hipotese (1.18) e que C(7") > 0 nao depende
de ¢. Logo,

[pauaoo) + =4 < o),

Consequentemente, a desigualdade acima e a Proposicao 2.2 garantem que

/p(Au%—agggp(p))de:/p|Au+8$gp(p)|2dx
< [ plAu[*[pAu xv(p)!+p—dﬂf}< (T).
Portanto,

sup /p(Au + dp0(p))*dz < C(T).

t€[0,T]
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Finalmente usando (2.32), obtemos que fOTA(t)dt é limitada por C(T) > 0 e

portanto

Aa/mam@mmmscam

o que conclui a demonstragao do Lema 2.6.

Lema 2.7 Nas condigoes do Lema 2.6, existe uma constante C(T) > 0 tal que
lo(z,t) = pllm < C(T)

para todo t € [0,T].
Dem.
De (2.26) com C(T") = C5(T') temos que

sup} /(p — p)?dx < C(T).

te[0,T

Usando integragao por partes, temos a seguinte relacao auxiliar

1 1
|/pa:ﬁmd$‘ = ’/ pPzzdr| < sup ‘ﬁrm‘/ pdx < C(T),
—1 -1

ja que ||przl|re = 1|(Ps)zzllre < C(T)||Js]|r = C(T). Desta relagdo temos que,

1
sup /(px—ﬁI)deg sup /(pI)de+2/\pmﬁI\daz+ sup (ﬁI)Q/ dx

t€[0,7] t€[0,7] x€[—1,1] 1

< sup /(px)gdx—FC(T).

te[0,77

Resta mostrar que [(p,)*dz < C(T). Da defini¢do de ¢ e da Proposi¢ao 2.5 segue-se

/@mwfmwff@wwiﬁf/wwﬂwwa

I pt 2

que

e [y < c@) [(@uoe

Pelo Lema 2.6, obtemos que

sup /(8mgp)2pd:l: < C sup /p(axgo)2 + (Au)?pdx
]

te[0,T] te[0,T

< C sup /p|Au + Oy)*dx < C(T).
]

te[0,T

Portanto,
[ o< ca,

Assim temos que [|Aplg = [[Apl[r> + [[Ape|r> < C(T).
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O

Proposicao 2.8 Sejam u e 4 como definidas anteriormente. Nas condicoes do Lema

2.6 existe uma constante C(T') tal que

lw = al| 20,712 )y < C(T)

||atU||L2(07T;L2(R)) S C(T)
Dem.

Vamos demonstrar esta Proposi¢do somente no caso p constante (Para o caso p
dependente da densidade, veja a Proposi¢ao 4.7 de [9]) A mesma pode ser vista como
um resultado de regularidade para equacoes parabolicas, o que pode ser constatado na

demonstracao a seguir (ou em [9]):

Notemos que, usando a equacao da conservacao de massa, a equacao do momento
(com p = 1) pode ser escrita como

pUt — Ugy = —PUUL — P(p)m (233)
Para simplificar o argumento, vamos supor que g = @ = 0. (Quanto a isto, veja as

demonstragoes dos resultados que se seguem, onde damos mais detalhes dos célculos).

Multiplicando a equagao acima por u; e notando que

t t
/ /umutd:pds = —/ /ufcuxtdxds
0 0
-1 rt
= —/ 3t/uidxds
2 Jy

1
/(uo)idx — §/uidx,
obtemos

t 1 1 t
Cl/ /u?dw ds + §/uidx < 5/(u0)idz+0/ /(qu)deds
’ t ’ C—l t
+C/ /P(p)idz ds + T/ /ufd:r ds.
0 0

C—l t 1 t
T/ /u?dx ds + 3 /uidx < C+ C'/ /(uu$)2dx ds
0 0

t
< C'—i—C/ ||u(,3)||§11/uz,dx ds.
0

Logo
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Dai, em particular, temos que

t
/uidw < C+C/ Hu(,s)||%p/uidx ds,
0

e portanto, pelo Lema de Gronwall, segue-se que
/ u2dy < Celd o)l yads

O lado direito desta desigualdade é limitado, em virtude da Proposicao 2.2. Entao,
voltando & desigualdade acima, obtemos a limitagao de u; em L?(0,T; L*(R)). Usando
esta limitagao e a limitagao de u, em L°°(0,T; H'(R)) (acima), a equagao (2.33) e

estimativas anteriores nos dao a limitagdo de u em L*(0,7; H*(R)).
0

Os Lemas seguintes sdo dados no artigo 8] como um tnico lema, mas optamos

por dividi-lo para facilitar a exposicao e a leitura.

Lema 2.9 Sejam (p,u) e T como nas Proposi¢oes 2.2 e 1.4, e seja o(t) = min{l,t}.

Entao existe uma constante C(T) > 0 tal que vale a sequinte estimativa

sup /a(t)(uI)Q+0(t)2u2d$+/0T/au2 dx dt+/0T/02iLi dr dt < C(T). (2.34)

0<t<T

Dem.

Denotaremos a quantidade que sera estimada por A(T), isto é,

A(T) = OiltlgT{a(t)/[(um)2—|—0(t)u2]d:c}+/oT/aiLQ dx dt+/0T/02ui dx dt. (2.35)

Queremos limitar A(T) por uma constante independente de ¢ (implicito em u, u =
us). Vamos estimar cada parcela em A(T"), chegando a uma desigualdade do tipo
A(T) < C+CA(T)"?, com C independente de 6, donde segue-se o resultado desejado.
Para isto, uma quantidade muito util, introduzida por D. Hoff numa série de seus

artigos(denominada em alguns deles de “effective viscous flux”) é a seguinte:
F:=u, — AP,
onde AP = P(p) — P(p). Deste modo a equagdo do momento pode ser reescrita como
piv = Fy — P(p)a- (2.36)

Multiplicando (2.36) por o e integrando em relagao as duas variaveis, obtemos

/ /Uupu dxds —/ /UUF dxds—/ /auP ¢ dxds.



37

Reescrevendo a integral do lado esquerdo e usando a definicao da derivada mate-

rial na primeira integral do lado direito, obtemos

/ / pdxds—/ /autF dxds+/ /aquF dxds—/ /auP Vpdxds.

(2.37)

Seja [ = fo [ ouiFyduds. Desejamos encontrar uma estimativa para I e para isto

comecamos aplicando integracao por partes na variavel s para obter,

t
I = /O’FTU dx —/ /(aFm)tu dxds.
0

Integrando por partes também em relacao a x obtemos

t
I = —/Juid:v—l—/aAPufdx—/ /(an)tu dzds.
0

Usando a desigualdade (A.4), para um & > 0 que escolheremos posteriormente de forma

conveniente, temos que

t
I< —/Uuidx+U§/AP2dx+ z—g/uidx —/ /(aFm)tu dxds.
0

Da continuidade de P e P’, do Teorema do Valor Médio e da Proposi¢ao 2.5 segue-se

que existe C' > 0 tal que

[<—o(l- 41_5) / wdz + 0£C / (Ap)2dz — /0 t / (0F,)udzds.

Dai e da Proposigao 2.2 existe uma constante C, (7)) > 0 tal que
1
I <—-0(1- —)/u do + ECC (T / /UF rudxds.

A integral f(f [(oFy)u deds = fot [ oFpu deds + fot [ o' Fyu dxds pode ter cada

uma de suas parcelas estimadas como faremos a seguir.

Por integracao por partes temos que

t t
—/ /antu dzds = —/ /U(umt — APy)u dxds
0 0
¢

t
OUzlUyge drds —/ /aAPtuI dxds

/ / dzds—/ /aAPtumdxds
= §/uidx—/ /a'uidxds—/ /JAPtu$dxds.
0 0



38

Como fot [ o'uldzds > 0, segue-se que

¢ ¢
—/ /UFxtu dxds < %/uidw—/ /JAPtumdxds.
0 0

Quanto ao termo fot [ o' Fyudzds, temos:

t t
—/ /O'IqudZEdS: —/ /a'(um — AP, udxds
’ :
< \/ /(um — AP, )udxds|
o t
< \/ /umuda:ds\ +\/ /APIudxds]
0 /o
< |/ /uidzdsH— |/ /APu$dxds|
0 0

t t
< Cy(T) +/ /APQda:ds +/ /uidmds < Co(T),
0 0

onde, nas duas ultimas estimativas, usamos a Proposicao 2.2. Assim chegamos a

seguinte estimativa:

t
I <—0o(l- %) /uidx +£CC(T) + % /uid:p — / /aAPtumdxds + Cy(1).
0

Usando a desigualdade acima em (2.37), obtemos

¢ .\2 1 2 o 2
/0 /o(u) pdzxds < —o(1 — E)/uwdﬁ%—fCC’l(T) + §/ul,dx

¢
—/ /aAPtuIda:ds+Cg(T) (2.38)
0

t t
+/ /auumecdxds—/ /auP(p)fcdxds.
Jo Jo .

Facamos agora na equagao (2.38),

t t
17 = —/ /aAPtuIda:ds+/ /aquFmda:ds.
0 0

Como P(p); = 0, temos que

t ¢
I7 = —/ /aP’(p)ptumdacds+/ /auuxumd:vds
0 0
¢
—/ /Juuch'(p)pfc—auuxP(p)fcdxds.
0

Dai e da equacao da continuidade, segue-se que

¢ t ¢
1T = / / 0P (p) pytiydds + / / o P'(p) gy dds + / / Uty tiggdrds
0 0 0

¢
—/ /Uuuch'(p)px — ouu,P(p) dzds.
0
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Logo,

II_/ /OP' p(uy) d:l:d$+/ /auuwumdxds%—// out, P(p) dxds.

Pela Proposicao 2.5, por P’ ser continua e positiva e da definicao da p, segue-se que

¢ ¢ t ol
IIS/ /UC(T)(ux)deds—l—/ /Uuuxumdxds—l—C(T)/ / |uu,|dzds
0 0 0o J1
t pl t
< C(T) +C(T)/ / ((Au+ﬂ)2dxds+/ /auuwumdxds
0 J-1 0
t 1 t 1 t
T)+C(T)/ / (Au)Qdmd$+C(T)/ / Ededs+/ /Ouumumd:vds
0 J-1 0o J-1 0
t t
T)+C(T)/ ||7?LH%oods+/ /ouumumda:ds,
0 0

Ir<c(r / /Juufcumdxds

Sobre o termo — fot [ ouP(p),dxds na equagao (2.38) temos que

- /0 t / P (p),dzds < | /0 t / 0P (p)odads| < /0 t / 0P (), |duds.

Usando a desigualdade (A.4) com & > 0 para a = \/ou e b = \/oP(p),, obtemos

t t ,L~L2 t 1
— / / ouP(p)ydzds < / / o—dxds + / / EoP(p)2dads.
0 0 45 0 —1

Usando que 0 < 1 e que P é limitada, temos que

_/Ot/guP(ﬁ)xdxds < j—g/ot/aqua:derQ{Cg(T).

Portanto, voltando & (2.38) obtemos

/ / V2pdeds < —o(1 — 41—5) / wlde + ECMCY(T) + % / w2dx

+ Cy(T / /auumumdxds (2.39)

+ 3 /0 / oudrds + 26C5(T).

Escolhendo & > 3 1 , torna-se possivel encontrar C(T') > 0 tal que

t ¢
/ /Uu2dxds + U/uidx < C(T) + C'(T)/ /Uuuxumdxds. (2.40)
0 0

ou seja,
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Usando integracao por partes no ultimo termo da equagdo (2.40) obtemos que

|/ /Juu$ummdxds| = |—/ /au Jodxds| = |—/ /Ju dxds|.
Escrevendo AP = Ap e usando que p é limitado, temos que
¢ ¢
/ /]APPd:z:dsg/ /C(T)\ApP]AP\dxds
0 0

< /OtC(T)/|Ap|2dxds§ (1.

Portanto, lembrando que u, = F+AP e utilizando o Lema A.2 (p. 67) e a desigualdade

acima teremos

t t t
\/ /auidms\ g/ /a(yF\ AP dads < c/ /U\Fy3+amp\3dms
0 0 0
t
< C/ /ayFy3dxds+0(T).
0

Portanto, de (2.39) temos que
t t
/ /ad%xds—i—a/uidw < C(T) +C(T)/ O'/|F|3dZEdS. (2.41)
0 0

Notemos que

¢ ¢ ¢
/ /UFSdl‘dS:/ /OF F?dxds g/ 0||FHOO/F2d:Eds.
0 0 0

Do Lema de Sobolev, Teorema A.21(p. 75), temos que

[Flloo < ClIF [l < C(1F[|z2 + [[F2l|z2)-

t t
/ /0F3d:vds < / oC(||F||p2 + | Fellz2) /Fdeds,
0 0

(ou seja, usamos a desigualdade de interpolagao || - |3, < C|| - ||lm|] - [I3..)

Portanto,

Consideremos agora as estimativas sobre o termo

t
IIT = / oC( / F’dz)? / F’dxds :
0

Usando que o < 1, temos que

t
III:/ 0§C(0/F2dx)$/F2dxds§ C( sup O/Fde)
0

t€[0,77]

ol

i
/ / F?dzds.
0
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Usando que

F? = (u, — AP)? < Cu: + CAP?

e que
/ APz < C / (Ap)2dz < Cy(T),

da Proposigao 2.2 (p.16), segue que

/ /F2dxds<C'TC'1 +C'/ /u drds < Co(T).

Portanto, para uma constante C'(T') > 0, temos que

t
/ /0F3dxds < C(T)( sup a/Fde)é +/ CJ(/ nga:)é/FQda:ds
t€[0,T] 0

¢
< C(T)( sup U/QUZdZE—FQCl(T))é +/ CU(/Fﬁdxﬁ/dexds.
0

t€[0,71]
Como todas as parcelas de A(T') sdo nao-negativas, qualquer parcela é menor ou igual

do que A(T). Assim,

/ / o F3dzds < CO(T)(A(T) + 20, (T))* + /0 o / Fldz)t / Fduds. (2.42)

Aplicando a desiguadade (A.3)(p. 67) em (2.42) com a = A(T) e b = 2C, (1),

temos, para alguma constante C'(7) > 0, que

//0F3dxds<0( YA(T)2 + C(T)z + /Oca(/ngx)%/Fdeds.

Como F, = pu+ P(p), < |pt| + |P(p)s|, segue-se que

/Ot/oF3dxds§ C(T)A(T)é+/Otco(/(\pu|+|P(ﬁ)m|)2dx)é/p2dxds_

Novamente pela desigualdade (A.3), com a e b convenientes, temos que

/Ot/aF?’dxds < () /OtC'a[(/ pif2dz)® + /|P . dx)é](/mx)d

+C(T)A(T ) +C(T)2.

M»—A

Usando que o(t) < 1e p=0para —1 <z < 1, obtemos que

Jo [ oF*dads < C(T) [y CIC(T)(f |oa*da)> + ([, |P(p)|*dx)?)(f F2dx)ds

N
N|=

+C(D)A(T)? + C(T)*.
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Tomando o supremo em ¢ da quantidade [[ |ou|?dz)? + ([, |P(p).|?dz)?], obtemos

que
¢
/ /angxdsgC( ( sup /|0u| dr) 2 +C(T / /ngx
0 t€[0,T]

+ C(T)A(T )2 + C(T)

N‘H

D=

< [C(T) (A2 + C(D)]( / / F2dz)ds + C(T)A(T)} + C(T)

< [C(T)(A(T)? + O(T / /F?dx Jds + C(TVA(T) + C(T).
Portanto, para alguma constante C'(T) > 0, temos que
/ /0F3dxds < C(TYA(T) + C(T).
Por fim, aplicando a desigualdade acima em (2.9), chegamos a estimativa
/T/mlzdxds + a/uidaz < C(T)A(T)? + C(T). (2.43)
0
Assim, estimamos duas das quatro parcelas em A(T) definida na pagina 36. Para
estimar as duas parcelas restantes, comecamos aplicando o operador 2 5 T a%(u) =

Oy + ud, + (O,u) na equagio pi + P, = u,, obtendo

(pt)s + (upt)s + (Po)e + (uPs)s = (Uga)t + (Wlyy) s

Dai, obtemos

pU, = Uggt + (uumm)x - th - (upx)ac

Fazendo w = 1, h = pir = Uges + (Wllgy) e — Pot — (uPy) s € g = 02 temos, pelo Teorema

do Transporte, Corolario 1.2 (p. 7), que

/%g(t)p(x,t)wQ(x,t) — 9(0)p(z, 0)w?(z,0)dr = /0 /(%g'pr + gwh) dxds,

ou seja,

2 t
% /pu2d:1: = / /aa'mf + 020Uy + (Ullyy) e — Pot — (uPy),) dads.
. 0

Usando que o'(t) <1 e (2.43), segue-se que

%Q/pugdx < C(T)A(T)z + C(T)
t (2.44)
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Para estimar (2.44), fazemos

t
v :/ /agu(umt + (witgy )y )dzds
0

V= /0 t / o2i(= Py — (uPy),)dads.

Para estimar IV, fazemos integracao por partes, obtendo

t t
IV = —/ /OQ’ing(Uxt + Uy, )dads = —/ /oQuI(uxt + Ullgy + Uz — u2) du dt.
0 0

Como 1, = Uy + Uiy, + u2, chegamos em

t t t
IV = —/ /02%(% —u?)dxds = —/ /aQ(uz)deds +/ /UQﬂxuidUEdS-
0 0 0

Usando a Desigualdade de Holder, obtemos que

¢ ¢ ¢
IV < —/ /02(11m)2dxd5+/ (/ 02(u$)2dx)1/2d3/ (/ o*uldr)?ds.
0 0 0

Por (2.1) e pelo fato que todos os termos de A(T') sdo ndo-negativos, temos que

NI

IV < — /Ot/02(ux)2dafd$ + C(T)A(T)>.

Passaremos agora a estimar o termo V' de (2.44). Comecando da mesma maneira

que fizemos para estimar IV e lembrando que P = P(p) temos que

t t
Ve [ [ ul-n - wp)ydsds = - [ [ P(-p - upi)dsds
0 0

Pela equacao da continuidade, segue-se que

t ¢
V = _/ /U2uxp’ump dzds < / /\OQQIP'qu]d:Eds.
0 0

Pela Proposicao 2.5 e por P’ ser continua, temos que

t
V < O(T) / / |0t u, | dads
0

< C(T)( /0 t / o2i2duds)? ( /0 ' / wldrds)?.

Da Proposicao 2.2 e da defini¢ao de A(T') temos que

veoa[ [t <omam
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Portanto, por (2.44), existe uma constante C1(7T") > 0 tal que

[4
02/pu2d:v < C(T)AY? + Cy(T) —/ /02(%)2 dx dt.
0

Pela Proposicao 2.5 e reorganizando os termos, obtemos
t
C(T)o? / d + / / o2(i,)? da dt < Cy(T)AY2 + Cy(T).
0

Logo, para alguma constante C(T') > 0, temos

t
02/u2d:1: +/ /02(%)2 dz dt < C(T)AY? 1 O(T).
0

Combinando (2.43) e a desigualdade acima podemos garantir que existe C'(7") > 0 tal

que para todo t € [0,7] vale

t
/02712 + ouldz +/ /02(%)2 + oi? dx dt < C(T)AY? + C(T)
0

< C(T)*+ A(T)

A(T)  20(T) + O(T)?
> 5 + .

2 2

+O(T) <

Como A(T) é o supremo do lado esquerdo da primeira desigualdade acima, pode-
mos concluir que

am < W om),

ou seja,

A(T) < O(T).

e portanto o Lema 2.9 est4d demonstrado.

Lema 2.10 Sob as mesmas hipdteses do Lema 2.9, existe C(T) > 0 tal que

[u(-, )]z < C(T)a ()™, (2.45)

para todo t > 0.

Dem.
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Sabemos de propriedades de espagos de Sobolev (ver (A.12), p.75) que existe uma

constante C' > 0, tal que
[Au(, )l < C([Au, )2 + [[Aul:, o] 2)-
Da Proposi¢ao2.2 sabemos que existe uma constante C'(T') > 0 tal que

[Au(:,t)

12 < C(T).
Por (2.34),
1Au, Oallze < lJua(, )22 + las]z2 < C(T)o ()2 + C(T).
Dai usando a imersdao de Sobolev H' < L*°(R) obtemos
1Au(-, )|z < CllAu(, )| < C(C(T) +o(t)72).

Logo
[u( )= < C(T)o ()72 + O(T).

Como, pela defini¢ao, temos que o(t) < 1, segue-se que
(- O)llze < CTM)a(t)"2 + C(T)a(t) 2 < C(T)o(t) 2.
[

Lema 2.11 Sob as mesmas hipdteses do Lema 2.9, existe uma constante C(T) tal que

(g2 < C(T)o(r) ™1, (2.46)

para todo T € (0,T] onde (u)ﬁ{fﬁ/ﬁ] estd definida na pdgina 71.

Dem.

Por definicao temos que

1/2,1/4 [u(w1,t1) — u(xg, 1)
<U>R/X[T,/T] = sup 21 — 222 + [t — to] /5 (21,11), (22, 82) € Rx[, T]e (21, t1) # (22,12)}

Da desigualdade triangular temos que

[u(z, 1) — u(wy, ty)| [u(y, te) —u(wa, ta)| | |ulzy, th) — u(z,ty)]
’$1—$2‘1/2+‘t1—t2’1/4 - ‘1'1—.’15'2’1/2 ’tl—t2‘1/4

(2.47)
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Vamos encontrar majoracoes para

I — |U(I1, tl) — U($17t2)|
‘tl —t2|1/4

, com ty # to

IU('Tl, tz) — 'LL(.’L’Q, tg)‘

1l =
|71 — 2|1/

com Ty # Ia.

Para majorar [, observamos inicialmente que

(i, t2) — u(is, t2)] = | / (5, £2)dy|.
xr2

Sem perda de generalidade, podemos supor que x5 < x1. Aplicando a Desigualdade de

Holder, obtemos:

1
1/2 1/2
|u(x1,t0) — u(wa, ta)| < ||U$('=t2)||L/2([x2,m1])(/ dy)l/Q < Huw("tQ)HL/?([@,;ng(xl — xg)l/g

2
1/2
< o (-, ) | o5y (1 — )2,

Pela desigualdade (2.34), e para qualquer 7 > 0, temos que

|u(1, t2) — ulza, t2)] < S[llp}{al/4(t)01/4(7f)||uz('>tz)Hi/f(R)}(xl — )2
te|r, T

< 071/4(7)(351 — xg)l/QC(T).

12 obtemos que

Portanto, dividindo por (z1 — x2)
I <o V4r)C(T).

Usando a majoragao acima, para t € [7,T] e r > 0, que sera escolhido convenien-

temente, temos que

Y T (2, 1) — u(y, t
M%ﬂ——/ UWWMS/ (o, t) — uly, )],

2r 1= T1—T 2r
1/ ol
< C(T)o*(7) /xl_r 2,12
Portanto,
1 r1+r
o) = 5 [l 0ldy < @)
T Jei—r

Usando este fato, supondo sem perda de generalidade que t, < t;,usando a de-

sigualdade triangular e somando e subtraindo termos convenientes, obtemos

1 T1+T 1 T1+T t1
\men—u@hmﬂsmuhm—~—/ m%umm+r—/ /‘m@ﬁmwm
2r J, 2r o Jts

1—7T

1 x1+7r
et = o [ ul )yl
Tr1—T
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donde segue-se que

1 r1+T
’U(l’l,tl) — U(l’l,tg)’ < C(T)gfl/ﬁl(’]‘)rl/? 4 ’2_r/ / ’L[,t(y, S)dsdy’ (248)
x1—T to

Usando no dltimo termo do lado direito da desigualdade acima a desigualdade de

Hoélder, temos que

e " 1/2 1/2 e " 2 1/2
[ [ sl < 6= e[ [ s ldsdy)
r1—r 2] r1—r [2)

Usando a definicao de derivada material © = u; 4+ u,u, a desigualdade triangular e as

desigualdades (A.2) e (A.3)(nesta ordem) na pagina 67, obtemos que

T+ T+
|/ /qh%lmw<@rﬁlﬂmU2/ /|uy,wwwm

-u/ M@)hw/m”%@ﬁwwﬁmk

to xr1—T

Dai, pelo Lema 2.10 vem que

T1+r T1+r
\/ / uy(y, s)dsdy| < (t, — t5)"*(2r) 2o 2 (7 / / ali?(y, s)|dyds) "’
xr1+T
o[ o) [T i laas

to x1—T

e, de (2.34) e de (2.26), que
T1+T t1
[ [ wlnsdsdy] < (0 - ) e o).
r1—T to
Aplicando este resultado em (2.48), temos que
|U(l‘17 tl) - U(Il, t2)| S C’(CT)O'_I/2 (T) (7"1/2 + T1/2(t1 — tg)l/g).

Escolhendo 7 = (¢, — t5)/? (o ponto de minimo da funcdo r € (0, 00) — r'/2 +

(t, — t2)'/2r=1/2) obtemos
‘u($17t1) - U(.’El,tg)‘ S C(T)O’il/Q‘tl _ t2’1/4,

Portanto, voltando a desigualdade (2.47) e tomando o supremo, a demonstracao

do Lema 2.11 esta concluida.
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Lema 2.12 Sob as mesmas hipéteses do Lema 2.9, vale a estimativa

[u(sts) = ul-t) |2 < C(T)a(t) ™2 (82 — 1), (2.49)
para 0 < t; <ty <T.
Dem.

Sejam t1,ty com 0 < t; <ty <T. Entao usando a desigualdade de Hélder temos

que,
12 to
e ts) — )] < / gz, £)dlt] < (£ — t1)1/2(/ gz, £)[2dt) /2.
t1 t1
Usando a expressao da derivanda material segue que
to
|u(z, t2) — w(z, )] < (t2 — t1)1/2(0(T)/ [, 8)? + |u(z, t)ug (x, 8) Pldt) 2.
t1
Multiplicando e dividindo a primeira parcela do lado direito por ¢ e tomando o supremo
de u na segunda parcela, temos
[2)
u(z, t2) —u(z, 4)* < (tz—tl)C(T)/ [0’1(1?)0(1?)\0(%L‘)I2+SHHI§{!U(%t)IQ}qu(ﬂ%t)!Q]dt-
t1 xe
Dai usando o Lema 2.10, obtemos
to
lu(x,ts) — u(w, 1) < (to — t1)CO(T) / o () (o) iz, t)|* + C(T)|ug(z,t)|*)dt.
t1
Como o~ ! é decrescente, segue-se que
ta
lu(x,ty) — u(x, t) ] < (t — tl)C(T)a_l(tl)/ o(t)|i(x, t)[> + C(T)|uy(x,t)2dt.
t1

Portanto,

Juste) = a0 oy = [ fulete) = (o, t)Pda
< (ty — tl)C(T)o_l(tl)/t /a(t)yu(x,t)yQ + C(T) |ug(z,t)|* da dt

< (ty —tl)(O(T)a_l(tl)/OT/a(t)|u(x,t)|2 d dit
7) /OT/|um(x,t)|2 de d).

Logo de (2.34) e da Proposigao 2.2, temos que existe uma constante C'(T') > 0 tal que

|u(-,t2) — ul- t0)||2my < (2 — t)Y2C(T)o ™2 (ty).
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Lema 2.13 Sob as mesmas hipéteses do Lema 2.9, vale a estimativa

lp(- t2) = p(-st) L1 + 1(pu) (- t2) = (pu) (- b))l < C(T)(t — 1), (2.50)
para 0 <t <ty <T.
Dem.

Da equagao da continuidade, p; + (up), = 0, temos que

pr + (uAp)y + (Aup), + (pu), = 0.

Sejam ¢ € H'(R), com [|¢||p1m) < 1,e0 <t <t <T. Como

]/(p(x,tl) — p(x, t2))p(x)dx| = ]/ /pt z, t)p(x) dx di|,

| / (ol 1) — pl, 1)) pl) | = | / 2 / (uAp)s + (ap)s + (pAu))p da di].

temos que

Integrando por partes, obtemos
[2)
[ (ola.t0) = ol ) etardal =| [ [ (wisp+ pauye, do d
t1

to
+/ (up)ztp dx dt.

t1

Usando a Proposicao 2.2, o Lema 2.10 e a Desigualdade de Holder, obtemos que

| [otan) = ptaeastoriel <lo) [ ( [ apa)™( feare)
+ = 0 pullzgo ([ ar)
OOl o =) [ 2ar)
o sefa,
| [0t = plaste))p(o)ds] < IC@E? = 1) enll
=) el ([ ar)”

OOl — 02 [ 2ar) "
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De [lollmr@ = [lellez@ + ll@ollzm) <1, temos que

[0l 1) = ol )ple)da] < CTY0 — 1)

Logo, por H~! ser o dual topolégico de H', temos que

sup \/(p(x,h) — plz, t2))p(z)dz| = ||p(-, t1) — p(- ta)[|m-1m) < C(T)(t2 — t1)"2.

H%OHH*lSl

Agora verificaremos que |[(up(-,t2) — up(-,t1))| -1y < C(T)(t2 — t1)"/%. Para

isto, usaremos a equagao do momento do (PV'[); para obter que

| / (upl, £2) — wp(er, 1)) da| = | / / o — () — Plp)i dt do]

t to
< \// Ugep dt dx| +\// (u?p) . dt du
t1 t1
to
+!// P(p)sp dt dz|
t1

=T+ IT+1III. (2.51)

Facamos a majoragao de cada um dos termos do lado direito de (2.51). Usando inte-

gracoes por partes e, apés isso, a desigualdade de Hélder, temos
to to t2 1/2
I = |/ /umgp dx dt| = |/ /umgpm dx dt| §/ (/ufcdx) |02l L2y dt
t1 t1 ty
Como [|@.||zz < 1, segue-se que
I < C(T)(ty — t,)Y2

Para o segundo termo da tltima desigualdade de (2.51), utilizaremos novamente
integracao por partes, a desigualdade de Hélder, a Proposicao 2.5 e o Lema 2.9 para

obter
I[—|//upg0mdxdt|</ sup |u(z, t)|C(T |/ugpmdx|dt
t1 zeR
< C(T)/ tl/Ql/Augom + tp, dr|dt
t1

t2
<c@) [t (1l el + Nl d
t1

< C(T)(ty — )2,



ol

Por fim,

to 2} t2
111 = |// P(p)pp dt dx| = |/ /Angp dx dt—i—/ /P(p)mgp dx dt|
t1 t1 t1
to to
= \/ /Angl, dx dt+/ /P(ﬁ)l,go dx di|
t1 t1

< O(T)(ty — t)[lpellr2 + [[P(0)ellr2 (t2 — t1)[[]| 22

< C(T)(ty — ty).

Logo, usando as estimativas obtidas para I, I1 e I1] em (2.51), segue-se que

o t1) = p(st) L1y + (up( t2) = up(c, t) -1y < C(T)(t2 — 1)/

como queriamos, o que conclui a demonstragao do Lema 2.13.

2.2 Prova do Teorema Principal

Tendo obtido as estimativas necessarias, passemos ao principal objetivo da Dissertacao
que é a demonstracao do Teorema 2.1.

Nesta secao, denotaremos a solugao do (PV1)s, com dados regularizados, por
(ps, us) e a solugao do (PVT) original, & ser mostrada a existéncia, por (p, u).

Na se¢ao anterior provamos que as solugoes suaves (pg, us) do (PV1)s, definidas
para t € [0,7T] com dados iniciais ((pg)s, (u0)s) suaves, satisfazem todas as estimativas,
desde a Proposigao 2.2 até o Lema 2.13 com constantes C'(T') > 0 que sdo independentes
do parametro 0. Aplicaremos estas estimativas para obter uma solu¢ao do (PVI). Em

primeiro lugar, observamos que delas obtemos uma func¢ao v : R x [0,7] — R tal que
i) us — u uniformemente em conjuntos compactos de R x (0, 77;
ii) us(-,t) —u(-,t) — 0 fortemente em L?(R), ¢t € [0,T] e
i) (ug)z(-,t) — ug(-,t) — 0 fracamente em L*(R), ¢ € (0,7,

passando-se a uma sequéncia de 6 — 0.
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Podemos também obter uma subsequéncia de ps que converge fracamente, diga-
mos para uma funcdo p. Isto, entretanto, ndo garante que P(ps) convirja fracamente
para P(p). Por esta razao, nao podemos concluir que (p,u) é uma solugao fraca da
equacao do momento. No entanto, contornaremos este probema mostrando a con-
vergéncia forte da familia ps(-,¢) para uma fungio p(t). Mais precisamente, temos o

seguinte resultado:

Proposicao 2.14 Sejam ps, us solugoes suaves do (PV'I)s e u satisfazendo as condigoes
i), 1) eiii) listadas acima. Entdo existe uma subsequéncia de 6 — 0 e para cadat > 0,
uma funcao p(t) € L2 (R) (com p(0) = py) tal que

loc

ps(+,t) — p(t) — 0 em L} (R), t € [0,T7; (2.52)

loc

(us)z (1) = Plps(, 1) = us(+,t) — P(p(t)) em Li,(R), t € (0,77. (2.53)

loc

2

ie(R) queremos dizer convergén-

Obs.: Aqui, e no que se segue, por convergéncia em L

cia em L?(K) para qualquer compacto K C R.
Demonstracao da Proposigao 2.14

Iniciamos mostrando (2.52). Para tanto, seja a trajetoria de particula X;(y, t)

definida como sendo a solucao de

X{S — UJ(X5(y> t)? t);

X(y,0) =y,

onde X = £ X;. Como (Xs)ye = (X5)py = (X}),, temos da regra da cadeia que (Xy),
satisfaz a equacao

(Xs)yr = (ua)a(Xs(y, 1), 1) (Xs5)y (9, 1)

Portanto,

(X5),(y, 1) = elowa)e(Xsw:s)0)ds.
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Ao calcularmos a derivada de p; ao longo da trajetoria X4, obtemos a derivada

material

d

ps = P = —p5(Us)a-

Dividindo por p;s os dois lados desta ultima equagao, obtemos

P sl 01,1) = ().
ou seja,
(loglps (Xs(y, 1), 1)])e = —(us)2(Xs(y, 1), 7). (2.54)
Portanto,

(X0 08) = exof = [ {1oglon (X (0. 5). )]s}
= exp{ 10g[(p0)s 1)/ (o5 (X (3, ), )]}
= (0)s(0)/(ps(X (3, 9), 5))

Da Proposi¢ao 2.5 segue-se que, para t € [0,7] e y € R, temos C1(T) <
(p0)s, (p)s < C(T'). Dai,

CT) < (’;])5 < C(T).

Renomeando a constante, obtemos entao
CUT) < (Xy)y(5,t) < C(T), tE[0,T], y € R. (2.55)

A funcao X5 também é uniformemente Holder continua em ¢, devido a limitacao

dada em (2.45), ou seja,
| X5(2, 1) — Xs(x, 1) < Oty — t1|V/2, V5 > 0. (2.56)
De (2.55) e de (2.56) segue-se que
| X5 (w2, t2) — Xs(1,t1)| < | Xs(w2,t2) — Xo(wa, 1) + [ Xo (2, 11) — Xo(21, 1)
<Cla—ul+] [ (0,0l
w1
< C(T)(|tz — 11|24 |wo — 1],

Logo, X é equicontinua em R x [0,7] e pontualmente equilimitada. Logo pelo
Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia de Xz que converge uniformente

em compactos de [0,7] x R para uma fungao X : R x [0,77].
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Da desigualdade (2.55) também temos que, para cada t € [0, 7], a fungao Xs(-,?)
¢ um difeomorfismo (crescente) de R em R, com a inversa, a qual denotaremos por
Y5(+, 1), satisfazendo também a desigualdade (2.57), o que pode ser visto pelo Teorema
da Funcao Inversa. Entao, existe Y tal que Y; — Y uniformemente em compactos de
[0, 7] x R para cada t e Y (-, 1) é a inversa de X (-, 7).

Definamos agora as fungoes

Ly(y.t) = log (ps(Xs(y.),1))

Fy(y.t) = ((us)a = Plps) ) (Xs(y: 1), ).

Desejamos mostrar que Fs(-,¢) e Lg(-, t) convergem fortemente em L? (R) quando

d — 0 (passando-se a uma nova subsequéncia de § — 0) para certas fungoes F e L,
respectivamente, para cada ¢t > 0 fixado.

Comecamos com Fs. Como

(Fily. ) = ((u)a — P(on)) (sl 0),0) < (a2 + P*(ps) ) (Xslo.1), )

das Proposicoes 2.2 e 2.5, temos

1E5ll

loc

®xpo,)) < C(T).
Por outro lado, calculando a derivada de Fs em relacao a y, temos que

(Fi)y = 50 [ ((ws)s = P(o5)) (Xt

= [(ws)es = P(p0):] s

9y,

= |:(P5U6)t + (Péug)x} oy

0
= 15) —X5.
(P(su&)ay ]
Usando (2.55) e a Proposigao 2.5, segue-se que
(Fs)y(y,t) < C(T)ts(X5(y, 1), 7).

Calculando a norma L? de (Fj),, fazendo a mudanca de varidvel x = X;(y, t) e usando

(2.55), obtemos
[t on, Py <€) [ty
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Dai e do Lema 2.9, para cada t > 0 fixado, temos que

[1Ew o,y < o2 [ oaspay < (o).

Calculamos agora a derivada de Fs em relagdo & t para obtermos

(F( 1) = [ () X0, 1) + (1)) = P'(05) (002 X0 1) + )| (X310,

= [((ué)mmuﬁ + (us)aet) — P'(ps) ((ps)atis + (Pa)t)} (Xs5(y,1),1).

Portanto, usando que (4;) = (ug) e (Us) + (ts) s (Us) s+ (us) 2t € a Proposigao 2.5 obtemos

que

(Fs)e(y,6) = [((5), = ((us)a)?) + P'(p5) (ps(us)a) | (X (v, 1)
(i) + ((u)2) = C(T)(us)| (X (0, ).

Logo,

I(F5)ellzey < C(T) (i)l 2y + C (T (us)zll 2y + C(T) [ (us)a)l 22y

Dai, pelo Lema 2.9, temos que ||(Fs).||12r) ¢ limitado uniformemente, em relacdo a .

O termo ||(ug)2

r2(r) pode ser limitado da seguinte maneira:

/TT/(W); dz dt < C/TT/ ((ué)w . AP5)4 4 (AP;)Ydz dt
§6ﬂn+0[a/UW%—AgYMdt
<o+ [ e~ ARl [ (1w, - aR) ar i
<o)+ Cotn [, - ARl

T
<@+ [ (I = APsley + I((us)s = APl sce))

T
— O(T) +CC, + CT/ () — APy |2, dt

T
< C(T) +CC, + CT/ |ptts + P(ps)z |72y dt

< C(T) + CO2T||P(ps)alliow) + CCro(r) ™ < O,

onde C; denota uma constante dependente de 7, mas independente de 9.
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Entdo, dado 7 € (0,T], arbitrario, pelo Teorema de Bochner(p. 77), ou pela
desigualdade de Minkowski para Integrais (veja por exemplo [5]), temos
(2 2
[E5( t2) = F5(, 1) 22 = || /t1 (F5)i(-; 8)ds| 2wy < /t1 [(E5)i(-5 8)l[r2ds < Cr(t2 — 1),
para quaisquer ti,ty € [7,T]. As estimativas acima sobre Fj e suas derivadas, nos
permitem concluir que existe uma subsequéncia de § — 0 e uma determinada funcao
F e C((0,T]; L2.(R)) tal que F;(-,t) — F(-,t) em L*(K), para todo ¢ > 0 e qual-
quer subconjunto compacto K C R. Com efeito, para K = [-m,m], m € N, pelas
estimativas acima, podemos afirmar que {F;} é equicontinua em C((0,77; L*(K)) e,
fixado ¢ € (0,7], o conjunto {Fs(t)} ¢ compacto em L*(K) (pois pelo que vimos,
F5(t) = Fs(-,t) é limitado em H'(K) e, sendo K limitado, sabemos que a inclusio
HY(K) < L?(K) é compacta pelo Teorema de Rellich-Kondrachov,[2].) Entéo, pelo
Teorema de Ascoli existe uma subsequéncia 6™ — 0 e uma funcdo F(™ tal que
Fym — F™ em C([r,T); L*(K)), para todo 7 > 0. Dai, por diagonalizacio, pode-
mos obter a sequéncia de 6 — 0 e a funcao F' desejada.

Agora falta provar que L; converge fortemente. De (2.54), da definicao de Fj e

da definicao de Ls temos que
(Ls)e = —(us)e = —(Fs + Ps),

onde P; = P(ps). Fixados d; e d5, definimos

Ps, — P,
Ls, — Ls,”

o =

No quociente acima « é nao negativo, pois Ls, < L, se, e somente se, ps, < ps, €,
como P, P' > 0, temos a mesma desigualdade entre Pj, e Pj,. Podemos entao afirmar

que AL = Ls, — Ls, satisfaz a seguinte EDO
0 AL+ aAL = —AF.
ot B ’
com o > 0 e AF = Fs5, — Fy,. Portanto, para cada y real e t > 0, AL(y, t) satisfaz
t
AL(y.t) = _/ AF(y,s)e™ o M4 ds + AL(y,0)e™ Jo 207,
0
Como e Jo ANdr o o= J; a(7)dT ¢34 limitadas por 1, obtemos

t
AL.D) < [ IAF(9)lds + [AL(,0)|
0
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Aplicando a desigualdade triangular e o Teorema de Bochner ou a Desigualdade de
Minkowski para integrais no primeiro termo do lado direito da desigualdade acima,

obtemos

t
JAL( )|z, ) < /0 JAF(, s)llez mds + |AL(, 0)l 22 w)-
Usando a definicao de AL temos que
T
IALC o < [ IAPC 9l

loc

(R)dS
+ [|logps, (X5, (0, ), 0) — logps, (Xs,(0,4), 0)|l 12 _(w)

T
< [ 1Pl s + Moo, (9:0) = Do (.0l o
0

loc

T
S/ IAF (-, 8)|l 2 myds + [[log(po)s, (v) — log(po)s, (W)l 2 w)-
0

Da convergéncia de F; e do fato que (po)s — po, segue que Ls é de Cauchy em

L2

2 (R) uniformente em relagdo a t. Logo, Ls converge fortemente em L? (R x [0,T]),

loc
existindo assim uma fungdo L € L% (R x [0,7]) tal que lims .o Ls = L em L? (R x
[0, T7).

Agora definimos a fungao

€ vamos mostrar que
ps(t) = els(Ys(it)t) = oLso¥s(t) _ p(t)

2
loc

converge fortemente para zero em L .(R) (quando § — 0, passando-se a subsequén-
cias.) Antes vejamos que a funcao p(t) satisfaz a estimativa pontual dada na Proposigao
2.5 e que p(t) — p € L*(R). Em primeiro lugar, mostremos que p(t) estd bem definida,
como uma fun¢do mensuravel. Para isto, basta verificar que a composicao L(t) o Y ()
resulta numa fungao mensuravel, ji que a fungdo exponencial é continua. A funcao
L(t) é mensuravel, pois, da forma como ela foi obtida, é possivel concluir que ela
¢ um limite ¢.t.p. de fungoes suaves, L;(t), mas, ndo podemos concluir dai que
a composi¢do acima é uma fungdo mensuravel, uma vez que L(f) é a “funcdo ex-
terna” na composi¢ao. Precisamos mostrar que a imagem inversa de um conjunto

mensuravel qualquer de medida nula, pela “funcao interna” mensuravel Y (¢) é um

conjunto mensuravel. (Com efeito, um conjunto mensuravel (a Lebesgue) qualquer é
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da forma F U N, onde E é um boreliano e N é um conjunto mensuravel de medida

! Logo, para funcoes mensuraveis f : R® — R e g : R™ —, e o € R, temos

nula
(g0 f) (e, 00)) = fHg He00)) = fTHEUN) = fHE)U fHN)).

A fungao Y(t) é bastante razoavel. De fato, como veremos abaixo, ela é bi-
Lipschitziana, i.e. um homeomorfismo Lipschiziano com inversa também Lipschitziana.
E conhecido que funcées Lipschitzianas levam conjuntos de medida nula em conjuntos
de medida nula (a medida da imagem de um conjunto por uma fungao Lipschitziana
nao “cresce mais” do que a constante de Lipschitz). Para verificarmos que Y'(¢) é bi-
Lipschitziana, i.e. que Y () e X(¢) = Y (¢)~' sdo Lipschitzianas, notemos que (2.55)
implica em C(T) 'y, — y2| < | Xs5(y1,t) — Xs(y2,t)| < C(T)|y1 — yo| para todo § > 0, e
vale, dai também o mesmo para Yy, logo, X, e também Y, satisfazem esta desigualdade,
para quaisquer yq,y2 € R et > 0, uma vez que X e Y sao limites pontuais de X; e Yj,
respectivamente.

Vejamos agora que p(t) satisfaz a estimativa dada para ps na Proposigdo 2.5 e
que p(t) — p € L*(R). Quanto a esta altima propriedade, veremos, mais precisamente,
que p(t) — p também satisfaz a estimativa dada para p(-,t) — p na Proposicdo 2.2, para
alguma constante C'(T). Uma vez que sabemos que X (¢) = Y (¢)~! leva conjuntos de
medida zero em conjuntos de medida zero, e que Lys(t) — L(t) q.t.p. (passando-se a
uma subsequéncia de 6 — 0) podemos concluir que p(t) = lims_,e"°Y® q.t.p., ou
seja,

p(t) = lim ps(X5(Y(2), %), %) q-1.p-,

onde para a ultima igualdade usamos a defini¢do de Ls. Dai, como ps(-,t) satisfaz a
estimativa pontual dada na Proposicao 2.5, uniformente em relagao a d, obtemos a
mesma estimativa para p(t). Para obtemos que p(t) — p € L*(R), vamos usar o limite
q.t.p. acima junto com o fato de que func¢oes bi-Lipschitzianas definem mudancas de
variaveis, para as quais vale o “Teorema de Mudanca de Variavel.” Com efeito, pelo

Lema de Fatou(v. [5]), temos

LA o-algebra de Lebesgue é o completamento da o-algebra de Borel.
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/ olt) = plide < lim / (X (Y (1), 0),1) — pld

< lim 4 (T) / ps(Xa(0,1),1) — pld

§—0

— 1 O (T)C(T) / ps(Xa( ) — pl2de

0—0
< Cy(T)Co(T)C(T).
Para mostrarmos que p;(t) — p(t) é fortemente convergente para zero em L (R)

basta mostrarmos que p%(-,t) — p*(-,t) — 0 fracamente em L?(R) para k = 1,2. Com

efeito,

T = losllez o) = 200sl0) i ) + lPlIZ; () — 0

loc loc

lps — pl

quando 6 — 0. Para isto, fixamos uma func¢ao teste suave ¢ = ¢(x) de suporte compacto
em R e calculamos para um ¢ fixo (que serd omitido dos argumentos das fungdes) o

produto interno

(ps)! = o) = [[(HH05 — HEO N (1)

Fazendo a mudanca de variaveis x = X;(y), obtemos que

0

{(ps)" — p*, ) = /e’“L‘;(y)w(Xa(y))@Xa(y) — WX () X (y)dy.

Somando e subtraindo termos convenientemente, temos que

((os)* = o) = [ R — k20 0Xs0) 5] Xi(u)y

dy
+ [ 0 [oXs(0) = X ()] 5 Xady
0 0
+ [ HORX )| = 5 X0) + 5 X0

Como (%Xg ¢ limitada e Ls converge fortemente em L?*(R), a primeira integral do
lado direito tende a zero quando § tende a zero. (Notemos que, aplicando o Teorema
do valor Médio & funcao exponencial e usando as limitacoes pontuais para L e L,
pela desigualdade de Holder, podemos limita-la por uma constante multiplicada por
||Ls — L||z2]|®l|z2-) Novamente pela limitagao de a%Xg e usando agora a convergéncia
uniforme de Xz para X temos que a segunda integral do lado direito tende a zero

também quando J tende a zero. Quanto a terceira integral, como %X(; ¢ limitada em
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L2

locs ser reflex-

pelo teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (veja [2]) e pelo fato de L2,
ivo, existe uma subsequéncia, a qual também sera denotada por @X(;, que converge

fracamente em L? (R). Digamos entao que ﬁXg converge fracamente para alguma

loc

z € L2 (R), assim f(b(y) Xs(y)dy — [ ¢(y)z(y)dy para toda fungao teste ¢ em R.

Por outro lado, sabemos que para toda fungao teste ¢ vale a igualdade,

m/qﬁ(y)aﬁym z—ygg)/qﬁ ) Xs(y dy—/¢

Portanto, pela unicidade da derivada fraca, temos que z = %X, ou seja, 8—ng — a%X'
L terceira integral também tend P lui ko
0go, a terceira integral também tende a zero. Para concluirmos que p§ — p” converge

fracamente para zero em L?*(R), escrevemos
ps—p={ps = Ps) = (p— ) + (P> — p)-
Dai, vemos que p; — p € L*(R)(notemos que p; — p = 0se |z > 2e d < 1) e dados

¢ € L*(p) e € > 0, tomando ¢ € CZ(R) tal que ||¢ — ¥|/2@r) < €, e usando as

estimativas em L?(R), uniformes em rela¢ao a d, obtemos que

| [(es = pyuds] <1 [ s = phda| + CT)e.
Logo,
11m|/p5 p)dz| < C(T)e,
e como € é arbitrario, temos que lims o [(ps — p)vodz = 0, Le. pf — p* — 0 em L*(R),
para k = 1. Para k = 2, podemos proceder de forma analoga, observando que um termo
do tipo | [(p§ — p3)(¢ — ¢)dz| pode ser estimado por ||ps+ psll= llps — psll 2 1 — @]l

e [|psllzoe, [|Ps|Loe < C(T).

Observando que
(Us)e — Uy
e que p, — p implica que
P(ps) = P(p),
obtemos que,
(us)o = Plps) + P(p) = ue — P(p) + P(p)
em L*(R). Por outro lado, para cada ¢ > 0 fixado, usando a equagiao do momento

pstis = (Us)za — P(ps), temos que

/ ((Ué)m - P(m))idaz = /(pa)Z(iLa)de < O(T)? /(u5)2d:p.
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Dai, fazendo C(T) = C(T)?, obtemos que

/((Ué):c - P(Pa))idﬂﬁ < C(T)U(t)Q/o(t)Q(u(;)de.

Usando agora (2.34), temos entdo que
2 2
[ (tws)e = Pow)) do < C(Tyote) >

Portanto, para cada t > 0 fixado, a funcdo diferenca ((u,;)x(~,t) - P(p(;(-,t)) é um

elemento de L?(R) , limitada de modo uniforme para §. Logo,

(us)e = P(ps) + P(p) = ua — P(p) + P(p)

2

fortemente em L2 (R), j& que temos ai a convergéncia fraca em L (R?) e a inclusdo

loc
H. (R) < L2

loc loc

2.14.

(R) é compacta. Com isto concluimos a demonstracdo da Proposigao

OJ

Agora, vamos encerrar esta Dissertacao, pela conclusao da demonstracao do Teo-
rema 2.1.

Em primeiro lugar, notamos que a funcao u obtida acima, satisfaz as condicoes de
integrabilidade imposta na defini¢ao de solugdo fraca (p.12) i.e. u,u, € L}, (R %[0, T]).
De fato, isto segue-se da Proposi¢ao 2.2 (onde u = us) e da defini¢do de u, dada na
pagina 51 satisfazendo i), ii) e ii)(na verdade, dai obtemos u € L*(0,T;L*(R)) e
uy, € L*(R x [0,T])). Quanto a fungao p, pela Proposicao 2.14, para cada t > 0, existe
uma fungao p(t) € L7 (R) tal que p(t) = lims ;¢ ps(t) em L? (R). Dai e da Proposigao

loc loc

2.2, podemos provar que {p;} ¢ de Cauchy em L2 (R x[0,T]). Com efeito, dado K C R,
um compacto qualquer, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada para

concluir que

T
lim / / ’p(h (l‘,t) — P5y (.’L‘,t)|2df]3d2f =0,
0 K

51 ,(52*)0

pois, pela Proposicao 2.2, temos que

/ 95 (@, 1) — pin(,8) Pl < C / 9o (2, 8) — s’ + / P, t) — pinPda
K K K

+ [ 1o = piPda) < ()
K
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com C(T) independente de §; e 5. Além disso, para cada t > 0 fixado, temos que

/K 198, (0, 8) — sy (2, D[P < 2 /K 19, (1) — plt) P + /K P ) — p(t)Pd).

Logo,
lim / |ps, (2,t) — ps, (7, 1) P dx = 0.

(51,5‘)—)0
Portanto, existe uma fungio p € L (R x [0,7]) tal que p; — p em LZ (R x [0,77])
e, assim, p(-,t) = p(t) como elemento de L7 (R), para quase todo t € [0,T]. Para
esta tltima afirmagao, notemos que da convergéncia p; — p em L}, (R x [0.T]), fixado

um representante de p em L2 (R x [0,77]), existe um conjunto N de medida nula

loc
em R x [0,7] tal que ps — p(x,t) para todo (z,t) € N° Como para quase todo
t€[0,T],asecao Ny = {x € R; (x,t) € N} tem medida nula, fixado um ¢ destes, temos
ps(;t) — p(-,t) q.t.p. em R(mais precisamente, ps(z,t) — p(x,t) para todo x € Nf)
e, passando-se a subsequéncia (que pode depender de t) temos também p;s(t) — p(t)
q.t.p.. Logo, p(-,t) = p(t) q.t.p.. Consequentemente, p(t) € LL (R).

No que se segue, passamos a denotar p também por p e observamos que mantemos

as propriedades

C(T)™' < p<C(T) q.t.p. (em R x [0,T))

/|p .4) — pl < C(T) q.t.p. (em [0, T]).

A primeira é consequéncia de que ps a satisfaz para todo (z,t) € R x [0, 7], uniforme-
mente em relagio a 0, e ps — p q.t.p. (em R x [0, 7], passando-se a uma subsequéncia
de 6 — 0). A segunda ja foi obtida acima para p(-,t) = p(?).

As equagoes (1.23)-(1.12), na pagina 10, as quais no nosso caso, reduzem-se as

/ pop(,0)d / / pr + pupydzr di

/pouoso z,0)d / /pwt + pu* oy — (uy — P(p))poda dt,

para toda ¢ € C®(R x [0,7]), vém, como usual, da multiplicagdo das equacoes do

seguintes,

(PVT) por ¢ e de uma integracao formal por partes. Elas sdo validas, rigorosamente,

para as nossas solugoes aproximadas (ps, us) e dai, obté-las para (p,u) é uma questao
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de poder passar o limite nas equacoes com ¢, quando 6 — 0, passando-se a tantas
subsequéncias de § — 0 quanto se fizer necessario. Todas as estimativas, uniformes
em relacao a d, e consequentemente, as convergéncias obtidas, especialmente as da
Proposicao 2.14, mas, nao menos importantes, também as mencionadas para u na
pagina 51 (vide itens i) -iii) na pagina 51) foram elaboradas para atingir este objetivo.
Tendo estas convergéncias, é facil ver que podemos obter as equagoes acima para (p, u) a
partir das mesmas com (ps, us) no lugar de (p, u), usando-se a desigualdade de Cauchy-
Schwarz (Holder) no L? ou o Teorema da Convergéncia Dominada. Encerramos assim
a demonstracao da afirmacao feita no Teorema 2.1 sobre a existéncia de uma solucao
fraca para o problema (PVI). Para concluirmos a demonstracao do Teorema 2.1, falta
apenas entao mostramos as propriedades (2.2) e (2.3), na pagina 14.

A propriedade (2.2) vem do Lema 2.9 (onde p = ps, u = us e C(T') nao depende

de ¢). Como efeito, pelo Lema 2.9, temos

| [loste.ta) = pototlele)dal +1 [ (psus)a.t) — (psus)a,t))p(o)ds
< C(T)(tz — )2,

para quaisquer § > 0, 0 < t; <ty < T, e p € HY(R) com ||p]/;;1 < 1. Mas, como vimos

acima, para todo t € [0,T], existe uma funcao p(t) € L2 (R) tal que ps(-,t) — p(t)

loc

2

em Lj,

(R). Além disso, us — u uniformente nos compactos contidos em R x (0,77, e
dai ug(+,t) = u(-,t) uniformente nos compactos de R, para qualquer ¢t € (0, 7. Entao,
tomando o limite quando 6 — 0 na desigualdade acima, obtemos que a mesma também

vale com (p(t),u) no lugar de (ps(-, 1), u), exceto para t; = 0 na segunda parcela. Mas,

2
loc

das convegéncia (pg)s — po e (us)o — ug em Lj (R), temos (po)s(ug)s — poug em

Ll

Le(R), e isto é suficiente para obter a desigualdade com ¢; = 0 na segunda parcela,

ou seja,

| / [olts) — p(t)p o] + | / plta)ul-.t2) — pltnJuls )l do] < CT) (s — 1)1,

para quaisquer 0 < t; <ty < T e ¢ € H(R) com |||z < 1. Nao podemos dizer daf

2
loc

que p(t) € H~*(R), pois temos apenas que p(t) € L7 (R) (analogamente para (pu)(t)),
mas sim, que p(t) — p € H~'(R) analogamente para (pu)(t), ji que u(-,t) é limitada

veja Lema 2.10). Assim, da desigualdade acima, podemos dizer que as fungoes

t€[0,77 = p(t) — p, (pu)(t) — pu € H™'(R)
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sao Holder continuas com expoente 1/2. Como p(-,t) = p(t) para quase todo t € [0, 7],
provamos a propriedade (2.2), no sentido de que p — p, pu — p tém representantes
Holder continuas como fungoes de [0,7] em H '(R).

A propriedade (2.3) vem do Lema 2.12 (onde u = us) e da convergéncia localmente

uniforme de us(-, t) para u(-,t), qualquer que seja t € (0,T].
[

Vale ressaltar que u(-,t) ¢ L*(R), mas u(-,t) — u € L?*(R). Dai, a razao de
escrevemos u — @ na condigao(1.22) no Teorema 2.1 e nao simplesmente u como na

condi¢ao (1.15) do Teorema principal do artigo [8].



Apéndice A
Resultados Basicos

Neste apéndice apresentamos os fundamentos matemaéticos necessarios para nosso es-
tudo. Usamos como referéncias principais os livros [5], [3] e [15]. Mas também foi
de muita importancia os livros [11], [2] e [1]. Escolhemos omitir as demonstragdes da

maioria dos resultados por serem bem conhecidos, mas sao fornecidas as referéncias.

A.1 Nocoes Basicas

Denotaremos neste apéndice por A um subconjunto do R™ e f : A — R uma funcao.
Um ponto do R” serd denotado por x, com componentes x1, X, ..., Ty,.
~ 8 .
Para A aberto, usaremos as notacoes Ba; f, Dy, f ou f,, para denotar a derivada
classica de primeira ordem da funcao f em relacao a variavel x;. O vetor gradiente de

f em x € A serd denotado por

Vf(ﬂf) = (Dl’lf(x)7Dl72f(x)7 7D17nf(aj))

div f(2) = 3 _ D f ().

Chamaremos de multi-indice uma n-upla de inteiros nao negativos da forma a =

(o, g, ..., a). Para o € N” e x € R™, definimos

65
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As derivadas de ordem || de f serdo denotadas por,

x

D*f = D2 DD f.

Denotamos por C°(A) o conjunto das fungdes continuas em A.

Para k € NU {00} definimos os seguintes conjuntos de fungoes:
CH(A) := {f € C°(A); D f € C°(A) .V |a] <k},
o conjunto as funcoes continuas de classe C* em A;
C*(A) .= {f € C*(A); 3K C A compacto tal que f(z) = 0,Vz ¢ K},
o conjunto das funcoes de suporte compacto de classe C* ;

CE(A) .= {f € C¥(A); lim D®f(z) =0, com |a| < k}

[|z||—+o0

o conjunto das funcoes de classe C* que se anulam no infinito. Os dois tiltimos

espacos de funcoes estao munidos com a norma da convergéncia uniforme definida como

[/l == sup [ f(z)].
zcX

Definimos tambem o espaco das funcoes Holder continuas em A com expoente

v € [0, 1], por
C'A)={f:A—=>R;|f(u) — f(y)| < Clz —y|", para algum C > 0}.

O problema que estudamos nesta dissertacao lida com fungoes do tipo
f:ACR"x[0,7] - R. Para fungoes desse tipo e 71,7 € (0,1), definimos a
semi-norma de Hoélder com expoentes v, e v, por

|f(xa,ta) — f(x1,11)] (1, 11), (22, t2) € A e (x1,11) # (x2,t2) }.

1= gu ;
()i p{ |zg — 1| + |to — t|72

Sempre quando usarmos a notagao [ 1 fdx nesta segao para a integral de Lebesgue
em um conjunto qualquer A C R" da funcao f, a menos que seja mencionado o con-

trario. Para os conhecidos espagos
LP(A) ={f: ACR" : = R mensuravel; ||f||zra) = (/ |fPdz)/? < oo}
A

onde p € [0, 00|, temos o seguinte resultado:
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Teorema A.1 (Desigualdade de Hélder)([5], p.182) Sejam p, q € [1,00] tais que
L4+ 1=1 SefelP(A)ege LI(A), entio fg € L'(A)

I fallzrcay < W flleecayllgllLacay

Sejam I C R um intervalo de extremos a < b e X um espago normado de funcoes

com a norma || - ||x. Para p € [1, 00] definimos a norma

(o 1 D)5de) /7, se 1 < p < oo;

I fllzerix) =
supess, /|| f(+, )| x. se p = o0,

e o espaco de funcoes
LP(LX) ={f 1 x[0,T] = R; || fllnarsx) < 00} (A.1)

De modo semelhante, definimos o seguinte espaco:

CLX) ={f I x[0,T] = R; || fllcux) < oo}

onde

[fllewsx) = supessier|[ £ (- 1) x-
Frequentemente, usamos as seguintes desigualdades numéricas as quais damos no

lema a seguir, que sao facilmente verificadas.

Lema A.2 Para n € N temos que existe C > 0 tal que

CHa" +0") < (a+b)" < Cla” +b"), (A.2)
C Ha"? +b'?) < (a+b)'* < C(a'? +0'?) (A.3)

‘ 2 2
ab < ;5 L& (A.4)

para quaisquer a,b,& > 0.
Um resultado bastante utilizado é o Lema de Gronwall, cuja forma integral pode

ser encontrada em [13], na pagina 37. Utilizamos a seguinte versao na forma diferencial
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Lema A.3 (Lema de Gronwall) ([10], p.3)Seja u(t) uma funcdo ndo negativa e

diferencidvel em [0,T], que satisfaz:
u'(t) < w(t)u(t) + v(t)
onde w(t) e v(t) sdo fungoes integrdveis em [0,T]. Entao:

t
u(t) Su(o)efow(ﬂd’r_'_/ U(S)efs w(T)deS
0

para todo t € [0,T.

O resultado que se segue é consequéncia do Teorema da Convergéncia Dominada.

Proposicao A.4 ([5], p.56) Considere uma funcao g : R x [0,7] — R tal que g(-,t) :
R — R seja integrdvel para cada t € [0,T]. Seja F(t) = [ g(x,t)dx.

(i) Suponhamos que exista uma fungio h € L'(R) tal que |g(x,t)| < h(x) para todo
x€Retel0,T]. Selimyy, gz, t) = g(x,to), entao limy_, F(t) = F(ty). Em

particular, se g(x,+) for continua para cada x, entdo F tambem serd continua.

(i1) Suponhamos que % esteja definida e que exista uma funcdo h € L'(R) tal que
|%|(x7t) < h(z) para todo z € R et € [0,T]. Entao F é diferencidvel e F'(t) =

f(%)(x,t)dx.

A.2 Convolucoes

No que se segue, e em toda a Dissertacdo, usamos o simbolo de integral “[”, sem
dominio de integracio para denotar a integracio sobre todo o espaco R". Seja R =
R U {—00,00}. A convolugdo de duas fungdes mensurdveis f e g : R* — R, denotada

por f * g, é a funcao definida por

frglx)= /f(:v —y)g(y)dy (A.5)

para os pontos x tais que a integral exista, i. e., a fungdo y € R” — f(z — y)g(y) seja

integravel.
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Se a integral existe, fazendo a mudanca de variavel 2 = x — y, temos

f () = / f(e — y)gly)dy = / F(2)g(e - 2)dz = g % f(2).

Além disso, dada h : R* — R se f(2)g(z — y — 2)h(y) for integravel em relacio a

(y,z) € R" x R", pelo Teorema de Fubini, temos também que
(Feg) o) = [+ 9)a= bty = [ [ £gle == ey
= /f(Z) /g(w —y — 2)h(y)dydz,

ou seja,
(f = g) = hMx) = = (g* h)(z).

Estas sao propriedades elementares da convolucao. Dois resultados essenciais nesta

Dissertacao sao os seguintes:

Proposigao A.5 ([5], p.242)Se f € LY(R"), g € C¥(R") e D% for limitada para
la| <k, entdo fxge€ CHR) e D*(f x g) = fx (D%).

Proposicao A.6 (Desigualdade de Young)([5], p.241) Sejam 1 < p,q,7 < o0 e
1y % =141 8¢ feLP(R") eg e LYR"), entdo f xg € L"(R") e

p

1+ gllr < A1 F o) 9 paen)-

A.3 Regularizacgoes

Fixada uma func¢ao nio negativa de valores reais J € C°(R") tal que suppJ C [—1,1] e
[ J(z)dz = 1, chamamos de nicleo regularizante a familia de fun¢des {Js}, para § € R,
definida por Js(xz) = 6 ™J(x/d). O nicleo regularizante {J;} satisfaz as seguintes

propriedades:

Js € C?(Rn), (AG)

Js(x) =0, se |z| > d; (A7)



70

/ Jo(@)dz = 1. (A.8)
A importancia do nicleo regularizante é que através da convolugdo com uma

fungao f € LP(R"), ndo necessariamente suave, podemos obter uma familia de funcoes

suaves fs que se aproximam de f. Mais precisamente, damos a seguinte definicao:

Definigao A.7 Sejam {Js} um nicleo regularizante e f uma fun¢io em L} (R™). A

loc

familia de fungoes {fs}, dadas por
fs=[xJs
¢ dita uma regularizacao de f.

Definigao A.8 Seja f € L] (R™). Diremos que x € R" é um ponto de Lebesgue de

loc
f se

6—0

1 -
i [ 156 = f@ldy =0 (A9

Proposigao A.9 (/3/, p.650) Sejam {Js;} um nicleo reqularizante e f € L} (R™).

loc

Entao valem as sequintes propriedades:
i) [ Js € CP(R™);

ii) Se f € LP(R™), para 1 < p < oo, entao f * Js — f na norma de LP(R™), quando

6 =0, e[l * Jsllr@ny < | fllor@n;
iii) Se f € continua, entdao f = Js — f uniformente em compactos quando § — 0;

iv) Se x € um ponto de Lebesque de f, entao f x Js(x) — f(x).

A.4 O Espaco de Schwartz

No que se segue « denotard um multi-indice e N um inteiro nao negativo.
Definicao A.10 Definimos o Espaco de Schwartz por

S(R") = {f € C*(R"); sup {(1 + ||z )| D*f ()|} < 00, YN, a}.

rER™
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Definimos || f|/(x,a) = Supgern (1+ ||z]])V D f(2)]. E facil ver que || - ||(v,q) ¢ uma
semi-norma para todo (N, ) e que dada uma fungao f € §(R™), existe uma constante

C > 0 tal que
|D*f(2)] < 1+ ||=[)~VC,

para todo x € R", donde segue que limj3—00 [D*f| =0, Vor € N”,

Também temos as seguintes inclusoes:
C*(R") c 8(R™) C LP(R"),

para qualquer p € [1,00]. A primeira inclusdo é trivial. E a segunda pode ser mais

abrangente, no sentido de que para qualquer f € §, temos que

/|D"‘f(x)|pdx < c/(1 1|zl d < oo, (A.10)

se N > 27". Portanto, D*f € LP(R) para qualquer p € [1,00).
Diremos que uma sequéncia {fy} C S$(R") converge para f € 8§(R") quando
limg oo || f = fll(n,0) = 0, para quaisquer N e . Mostra-se que §(R") é completo com

essa seminorma.
Proposicao A.11 ([5], p.237) Seja f € C*(R™). Entao, f € S$(R"), se e somente se,

sup ||| D f ()] < oo,
reR”

para quaisquer multi-indices 5 € a.

Definicao A.12 Para qualquer f € §(R"), definimos sua transformada de Fourier
F[f] por
FUIE) = 2m) 2 [ 6 p(e)dg

e sua transformada inversa de Fourier F~'[f] por

FUS)(x) = (2m) "2 / ¢ £ (1),

onde (&, z) significa o produto interno usual em R™.
Observe que do fato que |e 62| = [e/&®| = 1, segue que F[f] e T~'[f] estdo
bem definidas para qualquer f € L'(R"). Entretanto, dada uma funcao f € L}(R"™),
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F[f] pode nao pertencer a L'(R"). O que se mostra ¢ que se f € §, entdao F[f] e
também F[f] pertencem a S(R™) e neste caso FF[f]] = f. (v. [15], p.146)

Proposicdo A.13 ([5], na secio 8.3.) Seja f € LY(R") e a um multi-indice.
(i) Se x®f € L*(R™) para |o| < k, entio F[f] € CH(R") e D*F[f] = F[(—2mxi)® f);

(ii) Se f € C*R™), D*f € L' para |a| < k e D*f € Cy para |a| < k — 1, entdo
FD*f1(E) = (2mil)*Ff1();

. . ~ —1 . 1 n n ~
’ . 0
(iii) (Lema de Riemann-Lebesgue) As aplicagoes F,F ' : LH(R") — Cy(R") sdo

continuas;
(iv) A aplicagao F : S(R™) — S(R™) € continua;

(v) (Identidade de Plancherel) Para toda f € S(R™) tem-se ||f||zz = ||FLf]lz2-

Defini¢ao A.14 O dual topoldgico de S(R™) isto €, o conjunto dos funcionais lineares
continuos definidos em 8§(R"), é chamado de espago das distribui¢oes temperadas e o
denotamos por S(R™)".

A topologia usual de §(R™)" é a da convergéncia pontual em S(R"™) (topologia

1
loc

fraca-*). Quando uma funcao f € L] .(R™) define uma distribui¢do temperada T €

S(R"™)" por
TWﬁz/f@W@M%VwE&R%

diremos que T provém de f. E importante observar que existem funcoes f € L. (R™)

que nao definem distribuicoes temperadas e distribuicoes temperadas que nao provém

(R™). Porém, se f,g € L}, .(R") e ambas definem T € §(R™)’, entao

= 1
de funcoes em L loc

loc

temos que

Tw%=/f@muww=/QWW@M%VveCfc8®ﬂ

e portanto f(z) = g(z) q.t.p. em R". Logo, no caso de f € L},.(R") definir 7 € $(R"),

loc
podemos fazer a identificacao f = T}.

Usaremos a notacao (f, ¢) tanto para indicar f(¢) ou T¢(p), quando f € §(R"),
quanto [ f(z)e(z)ds se f € L}, (R™).

loc
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Definicao A.15 Para um multi-indice o e T € §(R"), diremos que v € §(R") ¢ a

a-ésima derivada no sentido fraco ou no sentido das distribuicoes de T quando
(v,0) = (=1)I*/ (v, D*¢) , Vp € $(R")(R")

e denotamos v = 0°T.
A transformada de Fourier e a transformada inversa de Fourier de f € $(R")

podem ser definidas como,

Ffl(p) = (£, Fl¢]), Yo € §(R™)

F ) = (f.F ey, Ve € S(R).

Segue portanto que:
Proposicao A.16 ([5], pgs. 293-298) Seja f € S(R") e a um multi-indice.
(i) Se x*f € L' para |a| < k, entio F[f] € C* e D*F[f] = F|(—2mxi)*f].

(ii) Se f € C*, D*f € L' para |a|] < k e D*f € Cy para || < k — 1, entdo
FID*f1(&) = (2mi&)*FF1(E).

(iii) F,F71: §(R™) — $(R™) sdo continuos e bijetivos.

A.5 Espacos de Sobolev

Nesta secao vamos introduzir os espacos de Sobolev via transformada de Fourier,

seguindo a abordagem de [5].
Definigao A.17 Dado s € R, definimos o espago de Sobolev H*(R™) por
H*(R") = {f € S(R"); (L + [[¢]1*)*F[f] € L*(R™)}.
O espago de Sobolev H*(R") estd munido naturalmente da norma

ey = [ ISP+ €Py e
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e do produto interno,

(F- )y = [ SN+ YT

Pela identidade de Plancherel, temos que H*(R") = L*(R"), fazendo a identifi-
cacao comentada anteriormente.

Sabemos que para t < s, tem-se
(L+[EP)" < 1+ 1),
Portanto, se f € H°(R"), entao
Ja+igpreuere s [a+ieproinere <.
Logo, temos as seguintes inclusoes,
8(R") C H*(R") C H'(R") C L*(R"™)
para s >t > 0.

Definicao A.18 Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados. Diremos que X estd
mmerso continuamente em Y ou que a imersao de X em Y € continua, quando X C Y

e exista uma constante existir C' > 0 tal que
lvlly < Cllv||x, Yv e X.

Neste caso usamos a notagao X — Y.
Denotaremos p; a medida definida por p,(A) = [,(1 + |£|*)*d¢ onde a integral

em questao ¢ a de Lebesgue. Deste modo,

LR ) = 53 [ O+ [ede < oc).
Sobre o espago H*(R") temos os seguintes resultados.

Lema A.19 (/5/, p.802) O operador linear F : H*(R") — L*(R™, pus) € um isomor-

fismo unitdrio.

Lema A.20 (/5], p.8302)O operador 8% : H*(R") — H*~I*l(R") ¢ continuo para todo s

€ Q.
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Teorema A.21 ( Lema de Sobolev)([5], p.5303) Sejas € R ek,n € Z,. Ses > 5+k
entio H*(R") — C¥(R™), onde CE(R") é munido da norma [ fllcx = max|a)<k [0 f]]u-
Como consequéncia, fazendo no Teorema A.21 £k = 0 e n = 1, temos que existe

C > 0 tal que
1 fllso < Cllfllmwy, Vf € H(R), (A.11)

ou seja,

H'(R) < L®(R).

A desigualdade acima tambem é chamada de Desigualdade de Morrey.

Proposicao A.22 ([5], p.302)Se s € R, entao (H*)'(R™) pode ser identificado com
H*(R)" e feita a identificacdo || f||(msy@ny = || f|lm—s@n), Vf € H *(R").

Proposicao A.23 ([5], p.302) O espaco de Schwartz é denso em H*(R™), para todo
s € R.

Sejam p € [1,00] e k € N. Definimos o espago
WHhP(A) = {f € LP(A); 9°f € LP(A), |a| < k}.
O espago WFP(A) estd munido da norma;

Z|a\§k(fA ’aapodx)l/p, se 1 S p < o0,

> jo<k(sUpESS 41|0° f]), se p = oo.

| f llwrray =

Mostra-se que WH2(R") equivale ao H*(R™) e temos assim que para alguma

constante C' > 0,

k k
CM e+ Y OO fle < IF e < CNS e + Y ClIO* e (A.12)

lor|=1 la|=1

Os espagos W#?(R™) também sao chamados de espagos de Sobolev.

A.6 Integral de Bochner

Seja X um espago de Banach e f : [0,7] — X uma func¢do qualquer.
A funcao f é dita fracamente mensuravel se para qualquer funcional ¢ no dual

de X, a funcao ¢ o f : [0,7] — X & mensuravel.
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Diremos que f é uma funcao simples quando ela puder ser representada por
f(s) = >0 Xg, fi, para fi, fo, ... fn € X € X, Xpy, ..., Xg, as respectivas funcoes
caracteristicas de conjuntos mensuraveis e disjuntos Ey, Fs, ..., E,, C [0,T].

Quando existir uma sequéncia de fungoes simples { f,,} tal que f,(¢) convirja para
f(t), para quase todo t em [0,T], diremos que f é fortemente mensuravel. Por fim, f
serd quase separavel quando existir um conjunto B C [0, 7] mensuréavel de medida nula
tal que f([0,7] — B) é separavel. No caso de f([0,7]) ser separavel, diremos apenas

que f é separavel.

Teorema A.24 (Pettis)([15], p.132) Seja X um espaco de Banach. A funcio f :
[0,T] — X € fortemente mensurdvel se, e somente se, ela for fracamente mensurdvel e
quase separduvel.

Para uma fun¢io simples ¢ : [0,7] — X, dada por g(s) = > .~ | Xp,¢;, definimos

sua integral por

T n
/ g(s)ds = Zgi|Ei|a
0 i=1
onde |F;| denota a medida (de Lebesgue) do conjunto F;.

Definicao A.25 Seja X um espaco de Banach.

i) Uma funcao f:[0,T] — X é dita integrdvel a Bochner, se existir uma sequéncia

{fn} de funcées simples tais que

lim Hf( ) — fu(s)ds||xds — 0,

n—oo

onde || ||x € a norma em X.

i) Para qualquer I C [0, T] mensurdvel, definimos a integral de Bochner de f em I

por

/f ds—hm Txl(s)fn(s)ds
0

onde f, sao funcoes simples e integraveis.
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Observacao A.1 Se f for integrdvel a Bochner, entdo a integral de Bochner f[ f(s)ds

estd bem definida. Uma justificativa é encontrada em [15] na pdgina 152.

Teorema A.26 (Bochner)([15], p.133) Uma funcao f : [0,T] — X € integrdvel a

Bochner se, e somente se, ||f(s)||x € integrdvel. Além disso,

I [ siasls < [0l

para qualquer intervalo mensurdvel I C [0,T).
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