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Abstract

In this work we present a general model for the superalgebra of upper triangular
matrices and show how to obtain the product of two T-ideals as the kernel of a
homomorphism between two algebras. Next, we show how to obtain the polynomial
identities for the algebra of the block-triangular matrices with Zs-grading from the

ordinary identities of the algebras of its main diagonal.
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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um modelo genérico para a superalgebra das
matrizes triangulares superiores e mostraremos como obter o produto de dois T-ideais
como o nucleo de um homomorfismo de &lgebras. Em seguida, mostraremos como
obter as identidades polinomiais para a algebra das matrizes triangulares em blocos
com Zs-graduacao a partir das identidades ordinarias das algebras de sua diagonal

principal.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, vamos expor o objeto de nosso estudo e realizaremos uma breve
discussao a seu respeito. Ponderamos os objetivos e a metodologia do nosso trabalho

e oferecemos um esquema de sua organizagao.

1.1 Apresentacao

Em 1987, Kemer apresentou a sua densa teoria sobre a estrutura dos T-ideais,
esse trabalho tornou-se importante nao s6 por responder afirmativamente ao famoso
problema de Specht, que indagava sobre a existéncia de base finita para as identidades
polinomiais de algebras associativas sobre corpos de caracteristica zero, mas por ter
tratado das algebras T-primas, que nada mais sao que &lgebras cujos T-ideais sao
primos na classe dos T-ideais. Kemer em seu trabalho também mostrou a importancia
de superalgebras na teoria das algebras com identidades polinomiais (ordinérias) sobre
corpos com caracteristica zero. Em particular, ele estabeleceu que para qualquer PI-
algebra R existe uma superédlgebra finitamente gerada A = Ay + A; tal que R e
Ay ® Eyg ® A1 ® E; possuem as mesmas identidades polinomiais. Aqui, F = Ey @ E;
é a algebra de Grassmann de um espaco vetorial de dimensao infinita com sua Zo-
graduagao natural.

O presente trabalho apresenta um estudo dos resultados obtidos nos artigos [5] e
[11] onde obtemos informagoes sobre as superalgebras e seus respectivos T-ideais. Um
construindo o modelo genérico para tais algebras e o outro descrevendo o T-ideal das
superidentidades a partir dos T-ideais das algebras que fazem parte da sua diagonal

principal.



1.2 Objetivos

Apresentar um modelo genérico e a base para as identidades polinomiais das

matrizes triangulares em blocos com Zg-graduagao.

1.3 Contribuicoes

O presente trabalho, além de disponibilizar um texto em portugués referente a
esta linha de pesquisa, apresenta o que de novo se tem feito na mesma, dando um

possivel direcionamento de pesquisa a tal objeto de estudo.

1.4 Metodologia

Metodologicamente, o estudo é de natureza quantitativa, sobretudo explicatoria
visto a principal finalidade ter sido desenvolver conceitos, com vistas a formulagao
de novos esbocos para estudos posteriores. Buscou-se através de uma pesquisa
bibliografica compreender e entender as superdlgebras e suas superindentidades,
realizando um aprofundamento teérico. A pesquisa foi desenvolvida principalmente
a partir dos artigos: Lewin em [11] e Di Vincenzo e Drensky em [5]. Deste modo, apos
definida a questao motivadora e os objetivos de pesquisa foi determinado o plano de

trabalho.

1.5 Organizacao da Dissertacao

No Capitulo 2, expomos os conceitos preliminares inerentes a este trabalho.
No Capitulo 3, apresentamos o Teorema de Lewin e sua demonstracao. Por fim, o
Capitulo 4, é destinado a apresentacao da base das identidades polinomiais das matrizes
triangulares em blocos Zs-graduadas, bem como a um pequeno resumo do que esta

sendo estudado sobre o assunto na atualidade.



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é relembrar defini¢oes e resultados importantes para
uma melhor compreensao do texto. Em geral, nao apresentaremos demonstracoes, e

em casos mais importantes, indicaremos as devidas referéncias bibliogréficas.

2.1 Conceitos basicos sobre algebras

Iniciamos com a definicao do objeto central de nossos estudos.

Definicao 2.1.1 Diremos que um K-espaco vetorial A, munido de uma operacao
bindria x : A X A — A denominada de multiplicagao, tem estrutura de K-dlgebra
(ou A € uma dlgebra sobre K, ou simplesmente que A é uma dlgebra) se, para qualquer

a € K e quaisquer a,b,c € A, valer:
(1) (a+b)xc=axc+bxc;
(2) ax (b+c)=axb+axc;
(3) ala*b) = (aa) xb=ax*(ab).

Para simplificar a notacao, vamos escrever ab ao invés de a x b.

Definigao 2.1.2 Seja A uma K-dlgebra, diremos que:
(1) A é comutativa se ab = ba para quaisquer a,b € A;
(2) A € associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € A;

(8) A € unitdria se existir 14 € A tal que 14a = aly = a para qualquer a € A (vamos

escrever 1 ao invés de 14).



Em praticamente todo texto vamos trabalhar com algebras associativas unitarias
tendo corpo de base infinito. Assim, no que segue, a menos que seja feita
mencao explicita em contrario, o termo algebra deverda ser entendido como uma

K-4lgebra associativa unitaria.

Definicao 2.1.3 Um K-subespaco vetorial B de uma dlgebra A serd denominado uma
K -subdlgebra de A, se tiver estrutura de dlgebra, isto é, se B for fechado com respeito
a operacao bindria de A. O subespaco B serd denominado um ideal & esquerda de A,
se AB C B, ou seja, se ar € B para quaisquer a € A e x € B. De modo similar,
definimos ideal a direita de A. Um ideal bilateral serd simplesmente denominado de
ideal.

Definigao 2.1.4 Sejam A e B duas dlgebras. Um mergulho de A em B € uma

aplicacao o : A — B tal que, para todos a,b € A, temos
ola+b)=0c(a)+a() e o(ab) =o(a)o(b).

FE mais, 0(14) = 1p. Denotaremos um merqulho da dlgebra A na dlgebra B por:
o:A— B.

Nos proximos sete exemplos recordamos as definicoes de algumas algebras e

subalgebras que serao utilizadas no decorrer do texto.

Exemplo 2.1.5 Seja V um K-espago vetorial com base enumerdvel {e; | 1 € N}. A
dlgebra de Grassmann (ou exterior) E = E(V) € a dlgebra gerada como espago vetorial

por {1,e; | i € N} satisfazendo as relagoes
eje; = —eje; para  todos 4,5 € N.
Mais ainda, se char K = 2, impomos:

e2=0 vpara todo i€N.

)

Observe que D = {1,e;, ...e; |1 <iy < -+ < ipyr=1,2,...} € uma base para E.
Além disso, se V,, € um subespaco de V gerado por{ei,...,e,} denotaremos por E(V,)

sua correspondente dlgebra de Grassmann.

Exemplo 2.1.6 O conjunto Z(A) = {a € A | ax = za,Vx € A} é uma subdlgebra
de A denominada o centro de A e seus elementos sao ditos ser centrais. Se A = FE
(dlgebra de Grassmann) € facil ver que Z(E) = Ey, onde Ey é o subespaco de E gerado
pelo congunto Dy = {1,e;,...e; |1 <iy <---<ip;r=24,...}



Exemplo 2.1.7 O K-espacgo vetorial das matrizes n X n com entradas no corpo K,
denotado por M, (K), munido com a multiplicacao usual de matrizes, tem estrutura de

dlgebra.

Exemplo 2.1.8 O K-espaco vetorial das matrizes n X n com entradas na dlgebra de
Grassmann E, denotado por M,(E), munido com a multiplica¢io usual de matrizes,
tem estrutura de dalgebra. Sendo a,b € N com a+ b = n, € fdcil verificar através de

multiplica¢io de matrizes, que o K-subespago de M, y(F)

M.,(E) = { ( é g ) | A€ M,(Ey), B € Myyp,(E1),C € Myxo(Er), D € Mb(EO)},

tem estrutura de dlgebra. Aqui, E, € o subespaco de E gerado por
D, :{61‘1...6“ | 1< < <y ,'Tzl,?),...}.
Observamos que os elementos de Ey anticomutam entre si.

Exemplo 2.1.9 Sendo a,b € N com a+b = n, € facil verificar através de multiplicagcao

de matrizes, que o K-subespago de My yy(E)

A B
Aup = { ( oD > | A€ M,(E),B € Muyxp(E"),C € Myyo(E"), D € Mb(E)}7

tem estrutura de dlgebra. Aqui, E' denota a dlgebra de Grassmann sem unidade.

Exemplo 2.1.10 Seja A" uma dlgebra sem unidade. Podemos mergulhar A" numa
dlgebra com unidade. Com efeito, seja A = K @ A" como soma direta de espacos
vetoriais. Definimos em A a sequinte multiplicacao, para quaisquer a,b € A e para
quaisquer o, 3 € K,

(o, a)(B,b) = (af,ab+ aff + ab).

Assim, (1,0) ¢ unidade de A e a inclusdo A" — A ¢é um mergulho. Diremos que A é

obtida a partir de A’ por adjuncdo da unidade.

Exemplo 2.1.11 Consideramos agora a subdlgebra de M, ,(K) definida por:

M, M, = {(? g) | A€ My(K): B € Myyy(K) e C € Mb(K)}.

Denotaremos por M, M, a subdlgebra de M,M, obtida considerando B = 0.

Definigao 2.1.12 Uma transformacao linear ® : A — B de dlgebras é um
homomorfismo, se ®(ab) = ®(a)P(b) para quaisquer a,b € A, e além disso (14) = 1p.
Analogamente as demais estruturas algébricas, chamaremos ® de isomorfismo quando
® for um homomorfismo bijetor, mergulho quando ® for injetor, endomorfismo quando
® for um homomorfismo de A em A, e automorfismo quando ® for um endomorfismo

bijetor.



2.2 Mobdulos

Nesta secao, apresentaremos o conceito de modulo sobre um grupo G qualquer,

expondo alguns resultados. Em seguida, estendemos este conceito para algebras.

“wom

Definicao 2.2.1 Sejam G um grupo, M um espaco vetorial sobre um corpo K e
uma aplicagio de G x M em M. O espago vetorial M é chamado um G-mddulo (&
esquerda) sobre K se para quaisquer g e h em G, m en em M e o em K as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

(i) e -m =m, onde e € a identidade de G;

(ii) (gh) -m =g - (h-m);

(ii) g - (am) = a(g - m).

Definicao 2.2.2 Seja G um grupo. Um subconjunto N de um G-mddulo M é um

submdodulo de M se N é um G-mddulo sob as operagoes induzidas de M.

Teorema 2.2.3 Seja G um grupo. Se N € um subconjunto nao-vazio de um G-maodulo
M, entdao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) N é um submdédulo de M;

(1) N € fechado com relagio & adicao, & multiplicacao por escalar e a multiplicagao

por elementos de G.

Definicao 2.2.4 Sejam G um grupo ¢ M e N dois G-mddulos sobre um corpo K.
Uma aplicacao ¢ : M — N € um homomorfismo de G-mddulos se para quaisquer m e

nemM,aem K eqgemG, as sequintes condigoes sao satisfeitas:

p(m+n) =p(m)+en), elam)=ap(m) e p(g-m)=g-em).

O niicleo de ¢ é o conjunto Kerp = {m € M : ¢(m) = 0} e a imagem de ¢ é o
conjunto (M) = {p(m) : m € M}. Se ¢ é bijetora, dizemos que é um isomorfismo de

G-modulos e escrevemos M = N.

Proposicao 2.2.5 Se G é um grupo e p : M — N é um homomorfismo de G-mddulos,
entdo Keryp ¢ um submddulo de M e o(M) é um submddulo de N. Além disso,

Kerp =0 se, e somente se, ¢ € injetora.

Prova: As demonstragoes de que Kery ¢ um submoédulo de M e de que ¢(M) é um
submodulo de N sdo triviais. Se Kery = 0 e ¢(m) = ¢(n), com m e n em M, entao
@(m—n) = 0 e, consequentemente, m —n = 0, ou seja, m = n. Portanto, ¢ é injetora.

Supondo agora ¢ injetora, temos que mostrar que o Ginico elemento de kery é 0.
Para isso, tomemos m € kery. Dai, ¢(m) = 0. Mas como (0) = 0, concluimos que

©(m) = ¢(0). Donde, segue que m =0. =

6



Definicao 2.2.6 Sejam K um corpo, A uma K-dlgebra com unidade, M um espaco

[Tk

vetorial sobre K e uma aplicacao de Ax M em M. O espaco vetorial M é chamado
um A-mddulo (4 esquerda), se para quaisquer a eb em A, m en em M e« em K, as
sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) 1-m =m, onde 1 € a unidade de A;

(ii) (a-b)-m=a-(b-m);

(i) (a+b)-m=a-m+b-m;

(wv)a-(m+n)=a-m-+a-n;

(v) ala-m) = (aa) -m=a-(am).

De modo similar, definimos um B-modulo (a direita). Um (A, B)-bimodulo nada
mais é do que um A-moédulo a esquerda com relacao a algebra A e, ao mesmo tempo,

um B-moédulo a direita, com relacao a algebra B, com a associatividade compativel.

Definigao 2.2.7 Seja A uma dlgebra com unidade. Um subconjunto N de um A-

mddulo M é um submddulo de M se N é um A-mddulo sob as operacoes induzidas de
M.

Teorema 2.2.8 Seja A uma dlgebra com identidade. Se N é um subconjunto nao-
vazio de um A-mddulo M, entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) N € um submddulo de M;

(ii) N € fechado com rela¢io & adicdo, & mulliplicacao por escalar e & multiplicacdo

por elementos de A.

Definigao 2.2.9 Sejam A uma K-dlgebra com unidade, M e N A-mddulos. Uma
aplicacao ¢ : M — N ¢é um homomorfismo de modulos se para quaisquer m e n em

M, o em K ea em A as sequintes condigoes sao satisfeitas:

p(m+n)=p(m)+en), elam)=ap(m) e pla-m)=a-p(m).

O nucleo de ¢ é o conjunto Kerp = {m € M : ¢(m) = 0} e a imagem de ¢ é o
conjunto (M) = {p(m) : m € M}. Se ¢ é bijetora, dizemos que ¢ um isomorfismo de

modulos e escrevemos M = N.

Proposicao 2.2.10 Se A ¢é uma dlgebra com identidade e ¢ : M — N € um
homomorfismo de A-mddulos, entdo Kerp é um submddulo de M e (M) é um

submddulo de N. Além disso, Kery =0 se, e somente se, ¢ € injetora.

Prova: Semelhante & demonstracao da Proposicao 2.2.5. m



2.3 Produto Tensorial

Nesta secao, apresentamos o conceito de Produto Tensorial de espacos vetoriais,
estendendo o mesmo para algebras.
Sejam A e B espacos vetoriais sobre um corpo K. O produto cartesiano A x B

é também um espaco vetorial sobre K, considerando a soma como
(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + ag, by + bo)
e a multiplicacao por escalar como
Aa,b) = (Aa, Ab).

Este espaco é chamado soma direta de A e B.

Definicao 2.3.1 Sejam A e B espacos vetoriais sobre um corpo K. Indicamos por
(A x B)t o congunto

{ Z Nap(a,0); Ny € Z € ngp # 0 para um nidmero finito de pares ordenados (a,b)}.
(a,b)eAxB

Observagao 2.3.2 Se definimos a soma de dois elementos de (A x B)*™ por

> ma(ab)+ > nalab) = Y (Ma+naw)(a,b),

(a,b)eAxB (a,b)eAxB (a,b)eAxB

entio (A x B)" € um grupo abeliano.

n

Observacgao 2.3.3 Cada elemento Z nav(a,b) pode ser escrito como Z(ai,bl-).
(a,b)eAxB i=1

Definigao 2.3.4 Sejam A e B espacos vetoriais sobre um corpo K. Definimos Haxp
como o subgrupo de (A x B)T gerado por todos os elementos dos tipos:

(i) (a1 + az,b1) — (a1,b1) — (ag, by);

(i) (a1,by + be) — (a1,b1) — (aq,b2);

(15i) (Aai,by) — (a1, \by).

Para quaisquer ay e as em A, by e by em B e A em K. Definimos A ® B =
(A x B)T/Haxp como o produto tensorial de A e B. Denotamos por a ® b cada
elemento (a,b) + Haxp de A® B.

Observacao 2.3.5 Obviamente AQB é um grupo abeliano. Além disso, cada elemento

Z nap(a,b) | + Haxp pode ser escrito como Z a; @ b;.
(a,b)eAxB i=1



Definicao 2.3.6 Sejam A e B espacos vetoriais sobre um corpo K e G um grupo
abeliano. Dizemos que a aplicacdo v : A x B — G € bilinear se para quaisquer a, e as
em A, by eby em B e X\ em K as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(i) (a1 + as,b1) = (a1, br) +P(az, b1);

(i) ¥(ay, by + be) = ¥(ay, by) + ¥(ay, be);

(7ii) ¥(Aay, by) = (ag, Aby).

Proposicao 2.3.7 Sejam A e B espacos vetoriais e G um grupo abeliano. Se
Y Ax B — G € uma aplicacao bilinear, entao existe um tnico homomorfismo de
grupos ' : A® B — G tal que ' (a ® b) = 1(a,b) para quaisquer a em A e b em B.

Prova: A aplicacao ¥ pode ser estendida a um homomorfismo de grupos ¢ :

(A x B)t — @ definindo

vl Y naw@d) | = > d(nwla,b)).

(a,b)eAXB (a,b)eAxB

Observemos que o subgrupo Ha.p estda contido no nucleo de . Consideremos a
aplicacio ¢ : A® B — G, dada por o' (z + Haxp) = ().

Vamos provar que ¢ esta bem definida. Se x + Haxp = y+ Haxp, entdo z —y €
H . p. Logo, ¥(z—y) = 0 implica 1 (x) = 1 (y), ou seja, ¥ (z+Haxp) = ¥ (y+Haxp).

E facil ver que ¥ & um homomorfismo de grupos e que ¢'(a ® b) = 1)(a,b), para
todoaem Aebem B.

Claramente, ¢ é tnica. m
Lema 2.3.8 Sejam A, B, A" ¢ B’ espacos vetoriais. Se iy : A — A ey : B — B
sao transformacoes lineares, entao existe um inico homomorfismo de grupos, denotado

por 1 @ st AQ B— A @ B, tal que (11 ® ¥2)(a ®b) = ¢1(a) ® ¢o(b), para todo a
em A ebem B.

Prova: Vamos definir ¢ : A x B — A" ® B por 1(a,b) = 1, (a) ®1)5(b). Obviamente,
¥ é bilinear. Logo, pela Proposigao 2.3.7, existe um homomorfismo de grupos de A®Q B
em A ® B’ possuindo a propriedade estabelecida. Claramente, este homomorfismo é

anico. m

Teorema 2.3.9 Se A e B sdo espacos vetoriais sobre um corpo K, entao AQ B € um

n
espaco vetorial sobre K, com multiplicacao por escalar definida por )\Z(ai ®b;) =

i=1
n

> ((Aay) @ by).

=1



Prova: Dado A em K, definimos ¢, : A — A por ¥)(a) = Aa. Como ¥, é uma
transformacao linear, definimos )\Z(ai ® b;) = (Y\ ® idp) (Z(ai ® bz)> Logo,
i=1 =1

)\Z a; ® b;) Z((Aai) ® b;). Como ¥, ® idg estd bem definida, temos que o
=1
produto por escalar estd bem definido e A ® B é um espaco vetorial sobre K. m

Teorema 2.3.10 Sejam A, B, A" e B’ espacos vetoriais. Se 1, : A — A e
Uy : B — B' sao transformacoes lineares, entdo existe uma inica transformacdo linear,

denotada por Y, @1y : AQ B — A'® B, tal que (1 ® 13)(a®b) = ¥ (a) @y (b) para
todoa em A eb em B.

Prova: Vamos definir ¢ : A x B — A" ® B por 1(a,b) = v (a) ®1P3(b). Obviamente,
v é bilinear. Logo, pela Proposicao 2.3.7, existe um tinico homomorfismo de grupos
Y A® B — A ® B tal que ¢¥' (a ®b) = (a,b) = ¢y1(a) @ y(b), para todo a em A e
b em B. Além Disso,

AZ (a: @ b)) = ' (3_((Aa) @ b)) Zw ((A\a;) ® by) Zwl (Aa;) © tha(bi) =
Z(Wl(az’)) ® a(bi) = Y _(A(Wr(ai) ® (b)) = Z(Aw'(ai R b)) =

=1 i=1 i=1
n

A (@ @b) =MD a; @b).
i=1

i=1
Portanto, ¢ é uma transformacdo linear. Definindo ¥1 ® 1y = v, temos a

transformacao linear desejada. Claramente, 11 ® ¥y é Gnica. W

Teorema 2.3.11 Se A e B sao espacos vetoriais sobre um corpo K, entdo:

(i) Se aq,...,an sdo vetores linearmente independentes de A e by, ..., b, sao vetores
m

de B tais que Zai ® b; =0, entao b; = 0 para todo i € {1,...,m};

(ii) Se aq, ... ,ZL:?; sao vetores de A e by, ..., b, sao vetores linearmente independentes
m

de B tais que Zai ® b; =0, entdo a; = 0 para todo 1 € {1,...,m};

(iii) Se {eq, .. .i:eln} é uma base de A e {f1,..., fn} € uma base de B, entao {ei®fj; 1<

i<mel<j<n} éumabase de A® B. Além disso, sea—Zalez eb—Zﬁij,

7j=1

entdo a @ b = Zzazﬂj(ei ® fj).

i=1 j=1
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Prova: Para provar a parte (i), consideremos A um conjunto de vetores linearmente
independentes de A tais que {ay,...,a,} UA é uma base de A. Sejavy : AxB — Ba
aplicacao dada por v(a,b) = axb, onde ay, é o coeficiente de ay, quando escrevemos a
em fun¢ao da base {ay,...,a,} UA. Claramente, 1, é bilinear. Logo, pela Proposicao

2.3.7, existe um homomorfismo de grupos v, : A x B — B tal que ¢, (a ®b) = ¢1.(a, b).
Como Zai ® b; = 0, temos que b, = @D}C(Z a; ®b;) = @D;C(O) = 0. Portanto, b; = 0

i=1 =1
para todo i € {1,...,m}.

Analogamente provamos a parte (ii).
Para provar a parte (i4i), vamos mostrar que B ={e; @ f; : 1 <i<mel <

j < n} é uma base de A ® B. Suponhamos, que existam coeficientes 7;;,1 <i < m e
n

1 < j < n tais que Z(Z vii(e; @ f;)) = 0. Logo,

i=1 j=1

DY vle®fi) =) (e@7f) = Zei ® (Z Yijfi)-

i=1 j=1 i=1 j=1

n
Portanto, para cada ¢, temos que Z%-jfj = 0, de onde concluimos que v;; = 0
j=1
para 1l <i<me 1l <j <n. Portanto, B é linearmente independente.

Vamos provar que B gera A ® B. Sejam a = Zaiei eAeb= Zﬁjfj € B.

i=1 j=1
Logo,
a@b=Y ae®> Bifi=> (uei®> Bifi)=> > (ae:®pf;) =
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
> > aiBile® f)).
i=1 j=1

p
Assim, é facil ver que qualquer elemento Zai ® b; de A ® B pode ser escrito

como uma combinacao linear de elementos de B.iTDlortanto, B gera A® B e é uma base
de AR B. =

Sejam A e B &lgebras associativas com unidade sobre um corpo K. O produto
cartesiano A x B é também uma Aalgebra associativa com identidade sobre K,

considerando a soma como
(al, bl) + (GQ, bg) = (Cll + as, b1 + bg),
a multiplicacao como

11



(Clbbl) . (612, 52) = (a1@27b1172)
e a multiplicacao por escalar como
Aa,b) = (Aa, \b).

Teorema 2.3.12 Se A e B sao dlgebras associativas com identidade sobre um corpo
K, entio A® B é uma dlgebra associativa com identidade sobre K, com multiplicacdo
induzida por (a; ® by)(az ® be) = (a1as @ biby).

Prova: Fixando ay e by, definimos ¢ e 1y por ¢1(a1) = ajas e o(by) = biby para
quaisquer a; em A e by em B. Claramente, 11 e 1 sao transformagoes lineares. Logo
P Ry AR B — A® B define multiplicacao a direita por as ® bs.

Fazendo isto para todo as em A e by em B, revertemos o procedimento, fixando
r em A® B e definindo ¥, : A x B — A® B por ¢¥,(a,b) = z(a ® b) para qualquer
(a,b) em A x B. Como 1, é bilinear, pela Proposi¢ao 2.3.7, temos que existe um
homomorfismo de grupos ¥, : A® B — A® B tal que ¢, (a ® b) = 9(a, b) para todo a
em Aebem B. A aplicacdo ¢, corresponde a multiplicacio a esquerda por .

E facil ver agora que A ® B é uma algebra associativa com identidade. m

Teorema 2.3.13 Sejam A, B, A e B’ dlgebras associativas com identidade. Se
v A — A ey B— B sio homomorfismos de dlgebras, entio existe um inico
homomorfismo de dlgebras i, @y : A® B — A" ® B tal que () ® ¥y)(a ® b) =
1(a) @ (b)) para quaisquer a em A e b em B.

Prova: Vamos definir ¢/ : A x B — A" ® B’ por (a,b) = ¢ (a) ® 1(b). Obviamente,
1 é bilinear. TLogo, pela Proposicao 2.3.7, existe uma tnica transformagao linear
Y A® B — A" ® B tal que ¢’ (a ® b) = (a,b) = ¥1(a) ® ¥y(b) para quaisquer
aem Aebem B.

Além disso,

Y (a1 @ b1)(ag @ by)) = (1 @ ) ((a1 @ by)(az @ by)) = (1 @ o) (arag @ biby) =
Y1(a1a) @Y (b1by) = V1(a1)r(az) @Y (b1)Ya(bz) = (Y1(a1)@vi(az))(V2(b1)@1a(be)) =
(1 @ Paar @ by)) (Y1 @ ha(ag @ by)) = ' (a1 @ b)Y (ay @ by).

Assim, é facil ver que 7" é um homomorfismo de algebras. Definindo ¢4 ® 1y = ¢,

temos o homomorfismo desejado. Claramente, 17 ® 1), é inico. =

12



2.4 Algebras com identidades polinomiais

Nesta secao, introduziremos as algebras com identidades polinomiais, uma classe
muito importante de algebras. Pois, além de surgirem como uma generalizacao das
algebras nilpotentes, comutativas e as de dimensao finita, elas mantém varias das boas

propriedades destas classes.

Definigao 2.4.1 Para o conjunto X = {xy1,xs,...,} de varidveis nao comutativas,
K(X) denotard a dlgebra associativa livre, isto €, K(X) tem como base os elementos
da forma

Tiy o Ty, s €X 5 n=0,1,2,. ..

e a multiplicagcao definida por
(@iy oo T )Ty - Tjy) = T4y -+ Ty Ty - .. Tj, onde x;,, xj, € X.

Os elementos de K(X) sao denominados de polinomios.
O subespago K(X) C K(X) gerado pelos elementos da forma

Z; - Li, ;xijEX;nzl,Q,...

1

¢ uma subdlgebra denominada de dlgebra associativa livre sem unidade.
Observe que a dlgebra K(X) definida acima é, noutras palavras, a dlgebra dos

polindmios nao comutativos.

Definicao 2.4.2 Um polinomio f(z1,...,z,) € K(X) (ou a expressao f(z1,...,2,) =
0) é denominado uma identidade polinomial da dlgebra A, se f(ai,...,a,) = 0 para
quaisquer ay, . ..,a, € A. Uma dlgebra com identidade polinomial (PI-dlgebra) é uma

dlgebra que satisfaz uma identidade polinomial nao trivial.

Seguem alguns exemplos importantes de algebras com identidades polinomiais,

ou seja, de Pl-algebras.

Exemplo 2.4.3 Toda dlgebra comutativa A €é uma Pl-dlgebra, pois o polinémio

comutador f(x1,xe) = [x1, T3] = 129 — 9wy € uma identidade polinomial para A.

Exemplo 2.4.4 A dlgebra de Grassmann E é uma Pl-dlgebra, pois um cdlculo direto
usando os elementos da base de E mostra que o polinomio f(xy,xs, x3) = [[x1, 22|, 23]

€ uma identidade polinomial para E.

Exemplo 2.4.5 (Regev, [6]) Seja E' a dlgebra de Grassmann sem unidade sobre um
corpo infinito K com char K = p # 0. Entao, f(z) = 2P € uma identidade polinomial

para E'.
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Exemplo 2.4.6 A dlgebra My(K) satisfaz a identidade f(x1,79,73) = [[x1,12]%, 23]
conhecida como a identidade de Hall. A verificacao € simples, basta observarmos dois
fatos:

(1) Se a,b € My(K), entdao tr([a,b]) = 0;

(2) Se a € My(K) e tr(a) = 0, entdo a®* = Ny onde I, é a matriz identidade de
My(K).

Exemplo 2.4.7 (Teorema de Amitsur-Levitzki, [6]) A dlgebra M, (K) satisfaz o

polinomio standard de grau 2n

Son (1, ..., Top) = Z (—=1)7Z01) - - - To(an)

oESan

onde Sy, € o grupo das permutagoes de {1,2,...,2n} e (—1)° € o sinal da permuta¢ao

o. Ademais, ndo satisfaz identidades sob a forma, s¥,, para todo k, quando m < 2n.

Exemplo 2.4.8 Uma K-dlgebra A é dita ser uma Nil-dlgebra se para cada a € A
existe um numero natural n tal que a™ = 0. O menor inteiro n com tal propriedade
¢ denominado indice de nilpoténcia do elemento a. Uma dlgebra A é uma Nil-dlgebra
de indice n se a™ = 0 para todo a € A. Toda Nil-dlgebra de indice limitado n é uma

Pl-dlgebra, pois satisfaz o polinémio f(x) = z".

Exemplo 2.4.9 Uma K-dlgebra A é dita ser nilpotente se existe um natural fixzo n tal
que o produto de quaisquer n elementos de A € igual a zero. O menor natural n com tal
propriedade € denominado o indice de nilpoténcia da dlgebra A, e A é denominada uma
dlgebra nilpotente de classe n — 1. Toda dlgebra associativa nilpotente de classe n — 1
¢ uma Pl-dlgebra, pois ela satisfaz o polindomio f(xy,...,x,) = x1...x,. (Observamos

que neste exemplo e no anterior, as dlgebras consideradas nao possuem unidade.)

Aqui mencionamos brevemente que o classico Teorema de Nagata, Higman,
Dubnov e Ivanov, afirma que em caracteristica 0, toda Nil-algebra de indice limitado,

¢ nilpotente. Para ver mais detalhes Capitulo 8 de [6].

Teorema 2.4.10 (Regev,[14]) O produto tensorial A = Ay ® Ay de duas Pl-dlgebras é

uma Pl-dlgebra.

Apos varios exemplos de Pl-dlgebras, surge uma pergunta inevitavel: Existem
algebras que nao sao PI-algebras? A resposta é sim. A algebra K (X), por exemplo, ndo
satisfaz nenhuma identidade polinomial nao nula. Isto pode ser compreendido por um

argumento simples. Suponhamos, por absurdo, que f(x1,...,z,) seja uma identidade
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polinomial ndo nula de K(X). Assim, f(fi(x1),..., fu(z,)) = 0 onde f;(z;) = x; para
i=1,...,n,0que é um absurdo, pois f(x1,...,2,) # 0.
O préximo teorema mostra que toda algebra de dimensao finita é também uma

PI-algebra.

Teorema 2.4.11 Seja A uma dlgebra de dimensao finita, digamos n. FEntdo, ela

satisfaz o polinémio standard de grau n + 1, isto €, o polinémio

sn+1(x1, e ,anrl) = Z (—1)0130(1) .. .J,’U(n_H).

UES'rH»l

Prova: Da definicao de polindmio standard é imediato que ele é igual a zero, se dois
de seus argumentos forem iguais. Por multilinearidade, é suficiente verificarmos numa
base de A, digamos {ei,...,e,}. Observe que s,41(e;,...,¢€i,,,) ¢ tal que ao menos

dois dos e;. sdao iguais. Dai, s, é identidade polinomial para A. =
j ) +

Definicao 2.4.12 Um ideal I de uma dlgebra A € dito ser um T-ideal, se I for
invariante sob todos os endomorfismos ® de A, isto €, se ®(I) C I para todo
endomorfismo ® : A — A.

Teorema 2.4.13 O ideal T(A) das identidades da dlgebra A é um T-ideal de K(X).

Prova: Sejam f(xy,...,2,) € T(A) e & : K(X) — K(X) um endomorfismo.
Como ®(f(x1,...,xn)) = f(P(z1),...,P(xn)) e f(ar,...,a,) = 0 para quaisquer
ai,...,a, € A, obtemos que, ®(f(z1,...,x,)) € T(A). Portanto, ®(T(A)) CT(A). m

Observagao 2.4.14 Se A é uma dlgebra e I € um ideal de A, entdo o quociente A/l

tem estrutura de dlgebra.

Teorema 2.4.15 Se I ¢ um T-ideal de K(X), entao, I = T(K(X)/I).

Prova: Sejam f(xy,...,z,) € L e f1,...,fn € K(X). Como f(f1,...,[fn) € I, temos
que

Fh+1 o fut D)= f(froeo fa) + I =1
Logo, I C T(K(X)/I). Por outro lado, supondo-se que f(z1,...,x,) € T(K(X)/I),
obtemos I = f(x1+1,...,x,+1) = f(x1,...,2,)+ . Donde, f(xy,...,z,) € I. Logo
T(K(X)/I) C I. Portanto temos a igualdade. m
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Definigao 2.4.16 Seja B um conjunto gerador de T'(A) para uma dlgebra A. Diremos
que B ¢é uma base de identidades de A. Se B ndao contém propriamente nenhuma base
de A, B serd denominada uma base minimal de T(A). Se S € um subconjunto de
K(X), o T-ideal gerado por S é denotado por (S)T. Noutras palavras, (S)T € o ideal
de K(X) gerado pelos polinomios

ou ainda,
(YT =1{hif(g1,...,gn)ho; f(21,...,2,) €S, i, h1,hy € K(X), parai=1,...,n}.

Se um polinémio f € K(X) pertence a (S)T dizemos que f seque de S, ou que f ¢é
uma conseqiéncia de S. Dois subconjuntos de K(X) sao equivalentes se eles geram o

mesmo T-ideal.

Um dos principais problemas da teoria de identidades polinomiais é encontrar,
para uma dada algebra, bases para suas identidades polinomiais. Seguem alguns

exemplos de bases de identidades polinomiais.

Exemplo 2.4.17 (veja, [6]) A dlgebra My(K) quando K é um corpo de caracteristica

zero, tem por base minimal
54(21, T, T3, 14) € h(21, T2, 73) = [[$175C2]2,5U3}-

Exemplo 2.4.18 Regev e Krakowski, em [6], mostraram que sobre corpos com
caracteristica zero todas as identidades da dlgebra de Grassmann sequem da identidade
polinomial [[z1, x9], x3) = 0. Este ltimo resultado generaliza-se facilmente para o caso
de corpos infinitos com caracteristica positiva e diferente de dois (quando char(K) = 2,
a dlgebra € comutativa, logo nao muito “interessante” do ponto de vista da PI teoria.
Neste caso, um raciocinio simples mostra que qualquer identidade polinomial que nao
seja conseqiiéncia da comutatividade, implica na nilpoténcia da dlgebra). Ressaltamos
ainda que a dlgebra de Grassmann E de um espaco vetorial V de dimensao infinita €
um exemplo de uma Pl-dlgebra que nao satisfaz nenhuma identidade standard, quando
o corpo base é de caracteristica zero. Quando, char K = p > 2, a dlgebra E satisfaz a
identidade standard de grau p+ 1. Um teorema devido a Kemer, veja [10], afirma que

neste ultimo caso, toda Pl-dlgebra satisfaz alguma identidade standard.

Em 1950, Specht [16] formulou o seguinte problema para algebras associativas
sobre corpos de caracteristica zero: Toda algebra possui uma base finita para suas

identidades polinomiais? Esta pergunta, que ficou conhecida como o problema de
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Specht, passou a ser uma das questoes centrais da teoria de identidades polinomiais
e foi finalmente respondida de modo positivo por Kemer em 1987 (veja, [9]). Por
volta de 1973, Krause e Lvov, separadamente, provaram que este problema tem
resposta positiva para algebras finitas. A resposta para o problema de Specht é
negativa no caso de algebras sobre corpos infinitos e de caracteristica positiva. Nao
vamos entrar em detalhes sobre o avango na resolucao do problema de Specht, pois
o assunto merece atencao especial, envolvendo métodos e técnicas sofisticadas, e nao
esta diretamente relacionado com o contetido da presente dissertacao. Mais adiante,
faremos uma exposicao resumida sobre alguns pontos da teoria desenvolvida por Kemer,
com a finalidade de justificar o nosso interesse no estudo das identidades em &lgebras

matriciais e de Grassmann.

2.5 Variedades e algebras relativamente livres

Nesta secdo, apresentaremos as variedades (de Aalgebras associativas) que
classificam as Pl-algebras de acordo com as identidades que estas satisfazem. Dentro
das variedades, encontram-se seus elementos mais importantes, as algebras livres.
Através destes conceitos, desenvolve-se o estudo das &algebras e suas identidades

polinomiais.

Definicao 2.5.1 Dizemos que uma dlgebra F' € livre se existe X C F' tal que X gera
F e para cada dlgebra A e cada aplicacio h : X — A existe um inico homomorfismo

p: F'— A estendendo h. Neste caso, dizemos que F' € livremente gerada por X.

Definicao 2.5.2 Seja I um subconjunto de K(X). A variedade de dlgebras var(I)
definida pelo conjunto I € a classe de todas as dlgebras que satisfazem cada tdentidade
de I; O conjunto I € o conjunto de identidades que definem a variedade var(I). A
variedade trivial é a classe de dlgebras que contém apenas a dlgebra nula (noutras

palavras, é a variedade definida pelo conjunto K(X)).

Observacio 2.5.3 E fdcil verificar que o conjunto I estd contido no nicleo de

qualquer homomorfismo da dlgebra livre K(X) numa dlgebra da variedade var(I).
Definicao 2.5.4 Se V ¢ uma classe de dlgebras, o conjunto

TWV)={fe K(X)|feT(A) para cada A € V}
é um ideal de K(X) chamado ideal das identidades que definem a variedade V.
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O proximo teorema mostra que toda variedade tem uma algebra livre.

Teorema 2.5.5 Sejam V uma variedade nao trivial de dlgebras e 11 : K(X) —
K(X)/T(V) a projecio canonica. Entao,

(1) A restricao de I1 a4 X ¢ injetora;

(2) A dlgebra K(X)/T(V) € livre na variedade V com conjunto gerador livre I1(X).

Prova: Sejam z; e xo dois elementos distintos de X tais que II(zy) = II(xs).
Consideramos uma algebra nao nula A de V e um elemento nao nulo a de A. Entao,
existe homomorfismo ¥ : K(X) — A tal que U(z1) = a e ¥(x3) = 0. Como T'(V) esta
contido no niicleo de W, existe um homomorfismo ® : K(X)/T(V) — A para o qual

® oIl = V. Mas,
a = ‘I/(Il) =®o H(Il) =do H(ZI}Q) = \I’(l’g) =0

o que é uma contradi¢ao. Portanto x; = x5 e Il restrito a X ¢é injetora.

A algebra K(X)/T(V) é gerada pelo conjunto II(X) e pertence a V desde que
satisfaca todas identidades de T'()V). Vamos mostrar que esta élgebra é livre em V), com
conjunto gerador livre II(X). Sejam A € V e ¢ uma aplicacdo de II(X) em A. Como
K(X) ¢ algebra livre com conjunto gerador X, a aplicagdo o oIl : X — A estende-se
a um homomorfismo ¢ : K(X) — A. Existe um homomorfismo ¥ : K(X)/T(V) — A
para o qual W oIl = @, pois T (V) C Ker(®). Se z € X, temos que

U(II(z)) = ¥ oIl(z) = ®(z) = o o lI(x) = o(II(x))

ou seja, o homomorfismo ¥ estende a aplicacao o. Logo, ¥ ¢ o homomorfismo
procurado. Portanto, K(X)/T(V) é uma algebra livre na variedade V, tendo como

conjunto gerador livre I1(X). m

Uma variedade de algebras é claramente fechada sob as operacoes de tomar
subalgebras, imagem homomorfica e produto cartesiano. Uma variedade V de algebras
¢ gerada por uma classe U de algebras se toda dlgebra de )V pode ser obtida das algebras
de U por uma seqiiéncia finita de aplicacoes das operacoes citadas acima. Denotamos
este fato por V = wvar(U), ou por V = var(A) quando a classe U contém apenas

uma algebra A. O classico Teorema de Birkhoff (veja, [6]) demonstra que uma classe
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nao vazia de algebras é variedade se, e somente se, ela é fechada com respeito as trés
operacgoes acima descritas.

No proximo Teorema, listamos algumas das propriedades basicas das variedades
(omitimos a prova, pois a mesma ¢ bastante direta). E importante frisar que ele s6 ¢

valido devido ao conjunto X ser infinito.

Teorema 2.5.6 Sejam U, eUs duas classes de dlgebras e V uma variedade de dlgebras.
Entao,

(1) T(U) = Nacn T(A) = T (var(Uh));

(2) U ClUy = T(Z/{Q) - T(L{l),

(3) Uy SV TV) CT(h);

(4) Se F' é uma dlgebra livre em V, entao T'(V) = T(F).
Corolario 2.5.7 Se A é uma dlgebra, entao T (var(A)) = T(A).

Vérios resultados e defini¢oes apresentados nesta secao podem ser generalizados

para Aalgebras nao necessariamente associativas (algebras de Lie, de Jordan,
Alternativas, entre outras), sobre anéis comutativos com identidade. Porém, como

as algebras tratadas neste texto sao principalmente a algebra de matrizes e a algebra

de Grassmann, nos restringimos as definicoes as algebras associativas sobre corpos.

Definicao 2.5.8 Para um conjunto fizo Y, a dlgebra Uy (V) € V é chamada uma
dlgebra relativamente livre de V, se Uy (V) € livre na classe V (livremente gerada por

Y). A cardinalidade de 'Y € chamada o posto de Uy (V).
A proposicao a seguir caracteriza as algebras relativamente livre em qualquer

variedade.

Proposicao 2.5.9 Sejam V a variedade definida por {f; | © € I}, Y um conjunto
qualquer e J o ideal de K{Y) gerado por

{filgrs - gn) | 9i € K(Y);i € I}

Entao, a dlgebra U = K(X)/J é a dlgebra relativamente livre em V com conjunto de
geradores livre Y = {y +J | y € Y}. Duas dlgebras relativamente livres de mesmo

posto em V' sao isomorfas.

Prova:
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(1)

Vamos mostrar que U € V. Seja f;(x1,...,x,) uma das identidades que definem V
esejamgi,..., g, € Fondeg; = g;+J com g; € K(Y). Entdo, fi(g1,.-.,9n) € J.
Logo, fi(Gy,---,G,) = 0. Isto mostra que f;(x1,...,2,) = 0 é identidade
polinomial para U. Dai, U € V.

Agora vamos provar a propriedade universal de F'. Sejam A uma algebra de V
e ¥ :Y — A uma funcio arbitraria. Definimos a funcio © : Y — A pondo
O(y) = U(7) e estendemos © a um homomorfismo (também denotado por ©)
©: K(Y) — A. Isto é sempre possivel, porque K(Y') é algebra associativa livre.
Para provar que ¥ pode ser estendido a um homomorfismo U — A, é suficiente
mostrarmos que J C Ker(©). Seja f € J, isto &,
f= Zuifi@ip ..., i, )vi onde g;, us,v; € K(Y).
iel

Parar;,,...,r, € A, oelemento f;(r;,,...,r;, ) éigual a zero em A, e isto implica
que O(f) =0, isto é, J C Ker(0) e U ~ Uy(V) é a élgebra relativamente livre

em V), livremente gerada por Y.

Se Y| =|Z|,comY ={y; |i €I} e Z={Z |i €I} Sejam Fy(V) e Fz(V)
suas correspondentes algebras relativamente livres. Sendo ambas relativamente

livres, podemos definir homomorfismos
v Fy(V) — Fz(V) e d: Fz<V) — Fy(V)

pondo V(y;) = z; e (z;) = y;. Assim, U e & sdo isomorfismos.

A partir de (1), (2) e (3) temos o requerido. =

Observacao 2.5.10 A partir da Proposicao 2.5.9, temos que o T-ideal de K(X)

gerado por {f; | i € T} consiste de todas as combinagoes lineares dos elementos sob a

forma

2.6

Wi fi(Giys - - -5 9in Vi onde g, us,v; € K(X).

Identidades polinomiais homogéneas, multilinea-

res e proprias

Nesta secao, verificamos que sob determinadas condicoes podemos simplificar

as identidades que estamos trabalhando. A primeira vista, estes resultados parecem
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apenas simplificar as técnicas, mas sua importancia vai muito além disso, como veremos
no decorrer do texto.

Definicao 2.6.1 Um monémio M tem grau k em x; se, a varidvel x; ocorre em M
exatamente k vezes. Um polinémio é homogéneo de grau k em x;, se todos os seus

mondmios tem grau k em x;. Denotamos este fato por deg, f = k. Um polinomio é

linear em x; € um polindmio de grau 1 em x;.

Definicao 2.6.2 Um polinémio é multihomogéneo, se para cada varidvel x;, todos 0s
seus mondmios tém o mesmo grau em x;. Um polindmio € mullilinear se é linear em

cada varidvel. O grau de um polinémio € o grau do seu maior mondémio.

Defini¢ao 2.6.3 Sejam f um polinémio de K(X) de grau n e x) uma varidvel de f.
Podemos escrever f como uma soma, f =", f;, onde cada polinomio f; é homogéneo
de grau i na varidvel xp. O polindmio f; € a componente homogénea de grau i em xy
do polinémio f.

Os polinomios multilineares e multihomogéneos desempenham um papel
importante na busca de bases para as identidades polinomiais sobre determinados tipos
de corpos. Este fato, ja observado por Specht em 1950, esta desenvolvido no préximo
lema.

Lema 2.6.4 Seja f(z1,...,2m) = Yoo filz,...,zn) € K(X), onde f; é a

componente homogénea de f com grau 1 em xy.

(i) Se o corpo K contém mais que n elementos, entao as identidades f; = 0 onde

1=1,2,...,n sequem de f =0;

-

(ii) Se a caracteristica do corpo é zero ou maior que o grau de f, entdo f = 0 é

equivalente a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Prova: (i) Seja I = (f)T o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolhemos n+ 1 elementos

distintos ayg, ..., a, de K. Como I é um T-ideal, obtemos que
n
floyay, o, .. ) = Za;fi(xl,xz,...,xm) el;j=0,1,...,n.
i=0

Consideramos estas equacoes como um sistema linear com incognitas f; para ¢ =

0,1,...,n. Como

1 ap o

1 a; - af
=1 e
: : . : i<j

1 o, oy,
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¢ um determinante de Vandermonde que é diferente de 0, temos que cada

filz1,xa, ..., 2,) € I, ou seja, as identidades polinomiais f; = 0 sdo conseqiiéncias
de f =0.
(ii) Pela parte (i), podemos assumir que fi(zy,xs,...,2,) ¢ multihomogéneo. Seja

k = deg,, f. Escrevemos fi(y1 + 2, %2,...,%y) € I sob a forma

k
flyr + 2,22, ) = Zfi(ylay%x% e Tm)
i=0
onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Logo, f; € [ parai=20,1,...,k.
Como degyj fi<k;1=1,2,...,k—1; 7 =12, podemos aplicar argumentos indutivos

e obtemos um conjunto de consequéncias multilineares de f = 0. Para ver que estas

identidades multilineares sao equivalentes a f = 0 é suficiente observarmos que

k
fi(yl,yg,xz,...,xm) = ' f(yl,xg,...,xm)
7

e que o coeficiente binomial é diferente de 0, pois temos por hipétese que char(K) =0
ou char K > deg(f). =

Observamos que o item (i) do lema acima significa que o polinémio f gera o
mesmo T-ideal que o gerado pelos polinémios f; para i =0,1,...,n.
Corolario 2.6.5 Seja A uma dlgebra. Entao,

(i) Se o corpo K € infinito, entao todas identidades polinomiais de A sequem de suas

tdentidades multthomogéneas;

(ii) Se o corpo K tem caracteristica zero, entao todas as identidades polinomiais de

A sequem de suas identidades multilineares.

Quando a Aalgebra é unitaria podemos restringir a nossa busca de identidades
polinomiais a um determinado tipo de polinémios, conforme explicamos a seguir.
Definicao 2.6.6 O comutador de comprimento n € definido indutivamente a partir de
[x1,29] = w129 — 2221 tomando [xy,xa,...,x,] = [[T1,%2,. .., Tn_1],Tn] para n > 2.

Um polinomio f € K(X) é chamado polinémio priprio (ou comutador), se ele € uma

combinacao linear de produtos de comutadores, isto €,

flxy, ...,z = Za,—w,j[:vil, o xp)wgy, e wy,] oG € K.

(Assumindo que 1 € um produto de um conjunto vazio de comutadores). Denotamos

por B(X) o conjunto de todos os polindémios proprios de K(X).
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O proximo lema mostra a importancia dos polinémios comutadores para encontrar
uma base das identidades de uma algebra unitaria. Sua prova nao é complicada e pode
ser encontrada em (|6], proposicao 4.3.3, pp 42-44). A demonstracao esta baseada no
fato que K (X) é a algebra universal envolvente de L{X), conhecido como Teorema de

Witt.

Lema 2.6.7 Se A é uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito, entdo todas as
identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias (ou seja, daquelas
em T(A) N B(X)). Se A é uma dlgebra unitdria sobre um corpo de caracteristica
0, entao todas as identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias

multilineares.

2.7 Identidades graduadas

Ao estudarmos identidades polinomiais ordindrias, em alguns momentos é
interessante tratarmos de outros tipos de identidades, através das quais podemos
obter informacoes sobre as identidades ordinarias. Desta idéia surgiram, por exemplo,
as identidades polinomiais fracas, as identidades com involucao e as identidades
com graduacao (graduadas). O nosso interesse nas tltimas é que as mesmas estao
relacionadas com as ordinarias. Nesta se¢ao, vamos trabalhar com tais identidades e
fazer um breve resumo da importante teoria estrutural dos T-ideais desenvolvida por

Kemer. No que segue, fixamos G como um grupo abeliano aditivo.

Definicao 2.7.1 Uma dlgebra A é dita ser G-graduada, se A = ©yeqAy onde Ay €
subespago de A para todo g € G e AyjA, C Agyn para todos g,h € G. Um elemento
a € UgegA, € chamado homogéneo. Para todo elemento homogéneo a, temos a € A,
para algum g € G. Dessa forma, o grau homogéneo de a € definido como sendo g, e

denotamos wg(a) = g. Sea=>_ a,, chamamos a, de componente homogénea de

ageAy
grau g em a.

Definicao 2.7.2 Um subespaco B de uma dlgebra G-graduada A € dito ser G-
graduado, se
B=) B, onde B,=BnA,,

geG

0s quais denominaremos de subespacos homogéneos.

Definicao 2.7.3 Uma aplicacio ® : A — B entre dlgebras G-graduadas é chamada

homomorfismo G-graduado, se ® é um homomorfismo que satisfaz ®(A,) C B, para
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todo g € G. De modo andlogo, definimos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo
G-graduado.

Os proximos dois lemas sao de demonstracoes imediatas.

Lema 2.7.4 Sejam A uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra de A. As seguintes

afirmacoes sao equivalentes:
(1) B é subdlgebra G-graduada de A;
(2) B € dlgebra G-graduada tal que By C A, para todo g € G;
(3) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;

(4) B é gerada por elementos homogéneos.

Lema 2.7.5 Se I ¢ um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A, entao A/I é
uma dlgebra G-graduada considerando (A/I), ={a+1/a € A,}.

Observacao 2.7.6 Seja ® : A — B um homomorfismo G-graduado de dlgebras.
Entao, o Ker(®) é um ideal G-graduado de A e ®(A) é uma subdlgebra G-graduada
de B tal que (®(A)), = ®(A,). Noutras palavras, pelo Lema 2.7.5, vale a versdo
graduada do teorema do Isomorfismo, isto é, a dlgebra quociente A/ker ® é isomorfa
(como dlgebra graduada) a Im®P = P(A).

Em seguida, apresentaremos alguns exemplos de algebras graduadas. Desde que
uma mesma algebra pode ter diferentes graduacoes, estes exemplos serao importantes
para apresentarmos as graduacoes que usaremos no decorrer do texto, também

denominadas de graduagdes canonicas (ou usuais).

Exemplo 2.7.7 A dlgebra de Grassmann E ¢é Zsg-graduada. De fato, seja Eg o
subespago de E gerado por {l,e; ...e; | 1 <iy < -+ < ip; k =2,4,...} e seja
Ey o subespago de E gerado por {e;, ...e; |1 <ip <---<ip; k=1,3,...}. Assim,
E = Ey @ E; e facilmente podemos verificar que E;E; C E;y; para todos i,j € Zg

Exemplo 2.7.8 A partir da graduacio do Exemplo 2.7.7 construiremos uma Zs-
graduacao para o quadrado tensorial da dlgebra de Grassmann E. Para tanto é

sufictente considerarmos
(E ® E)Q = (Eo ® E()) @ (El ® El) e (E ® E)l = (EO ® El) @ (El ® E())

Usando o fato que o produto tensorial € distributivo em relacdo a soma direta, €
imediato verificar que
ERE=(E®E)® (E® E)).
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Além disso, verifica-se diretamente que
(E®E)(E®E); C(E® E); para todos i,j € Zs.
Portanto a dlgebra E ® E € Zy-graduada.

Exemplo 2.7.9 A dlgebra M, ,(E) é Zs-graduada. De fato, consideramos
My (E) = (Mi,1(E))o © (Mi1(E))1,

onde

(My1(E))o = {( g 2) la,d € Eo} e (My1(E)) = {( 2 S ) \b,céEl},

e verificamos diretamente que
(M1,1<E))i(Ml,l(E))j g (Mlyl(E))iJrj para todos Z,] c ZQ.

Exemplo 2.7.10 Seja {X, | g € G} uma familia de conjuntos disjuntos e
enumerdveis. Considerando X = Ugea Xy, a dlgebra K(X) é denominada de dlgebra
livre G-graduada. Para uma varidvel x € X, definimos wg(x) = g se v € X,.
Recordamos que o conjunto de mondmios {1,x; ... w5 | x5, € X en = 1,2,...}
é uma base de K(X). Para um tal monomio, digamos m = x; ...x;, , definimos
wg(m) = 35 we(zi;) como sendo o grau homogéneo do mondmio. Se g € G,
denotamos por K(X), o subespaco gerado pelos mondmios de grau g. Observando
que
K(X) K(X), € K(X)g4n, para todos g,h € G,

concluimos que K(X) ¢é de fato G-graduada.

Definigao 2.7.11 Um ideal I numa dlgebra G-graduada A € chamado de Tg-ideal se
I é invariante por todos os endomorfismos G-graduados de A, isto é, ®(I) C I para
todo endomorfismo G-graduado ® de A.

Definicao 2.7.12 Um polinomio 0 # f = f(z1,...,2z,) € K(X), ou mesmo a
expressao f(x1,...,x,) = 0, € uma identidade polinomial G-graduada da dlgebra G-

graduada A, se
flar,...,a,) =0 para todo a; € Ay, onde ¢, =we(r;)) e i=1,2,...,n

O conjunto T(A) de todas as identidades G-graduadas de A é um Tg-ideal de K(X),

denominado de ideal das identidades G-graduadas da dlgebra A.
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De modo andlogo ao caso ordinario, as algebras com identidades polinomiais
graduadas possuem as mesmas propriedades no que diz respeito a T-ideais, variedades,
polindémios lineares, polindmios homogéneos, etc. Assim, por exemplo, dizemos que
h € K(X) é Ty consequéncia de f (ou h segue de f como identidade graduada) se
h pertence ao Tg-ideal gerado por f em K(X). Bem como, dado um conjunto de
polinomios {f;(x;,,...,x;,) € K(X) | i € I} a classe V de todas as algebras G-
graduadas satisfazendo as identidades f; = 0, para todo ¢, é chamada uma variedade
de algebras G-graduadas determinada pelo sistema de identidades {f; | i € [I}.
Deste modo, adaptamos as propriedades das identidades ordinarias para as identidades
graduadas.

Os resultados a seguir fornecem informacoes sobre identidades ordinarias a partir
de identidades graduadas.

Lema 2.7.13 Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas com respectivos T-ideais de
identidades G-graduadas T (A) e Tg(B). Se Tg(A) C T(B), entao T(A) C T(B).

Prova: Sejam f(zi,...,x,) uma identidade qualquer de A e
b= by b =) by, €B.
9eG geG

Como f € T'(A), temos que

FO @i, Y wm,) € Ta(A) € T(B)

geG geG

dai, vem que, f(b1,...,bn) = f(deG bi,, .-, deG bm,) = 0.
Portanto, T(A) CT(B). =

Corolario 2.7.14 Se Tg(A) = Te(B), entao T(A) = T(B).

Observacao 2.7.15 (Contra-exemplo) Consideramos na dlgebra de Grassmann E
duas graduacoes. A primeira € a Zo-graduacao E = Ey® E1, a sequnda € a graduacao
trivial onde y1y2 = yoy1 nao € uma identidade graduada. Portanto, wma mesma dlgebra

pode ter identidades graduadas diferentes conforme sua graduacao.

2.8 A Teoria de Kemer

Nesta secao faremos um breve resumo sobre a teoria estrutural dos T-ideais

desenvolvida por Kemer para algebras sobre corpos de caracteristica zero. No que
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segue, K denotard um corpo de caracteristica zero. O leitor interessado podera
encontrar mais informacdo nas monografias [3] e [9)].

A teoria desenvolvida por Kemer mostrou que as PI algebras sobre corpos de
caracteristica 0, satisfazem muitas propriedades “boas” que as aproximam as &lgebras
comutativas. Comecamos com os conceitos de T-ideais T-primos e T-semiprimos, que
tém um papel extremamente importante nessa teoria.

Definicao 2.8.1 Diremos que:

(1) Um T-ideal S é T-semiprimo se, para qualquer T-ideal J, J" C S implicar que
JCS;

(2) Um T-ideal T é T-primo se, para quaisquer T-ideais Jr, Jo, J1J2 C T implicar
que J1 CZ ou Jo CT.

Os préximos resultados podem ser encontrados nas secoes 2 e 3 do Capitulo I de

[9], e recomendamos este livro para mais detalhes e informagoes sobre esta teoria.

Teorema 2.8.2 (Kemer)

(1) Seja V # O uma variedade. Entio V = N, W, onde Ny, é a maior variedade
de todas as dlgebras nilpotentes de indice menor ou igual a m, W € a maior
subvariedade semiprima de V e o produto de duas variedades N M consiste das

dlgebras A tendo um ideal T contido em N e cujo quociente AJT estd em M;

(2) O T-ideal T é semiprimo se, e somente se, T =71y N---NZ, onde os T-ideais I,

sao T-primos.
(8) Os dnicos T-ideais T-primos ndao triviais sao:

T(Mn(K)) ’ T(Mn(E)) € T(Ma,b(E))'
Se A= Ay @ Ay é uma algebra Zsy-graduada, entao
E(A) :A0®E0@A1®E1

¢ denominada o envelope de Grassmann de A.

Kemer demonstrou ainda os seguintes resultados, veja [9)].

(1) Todo T-ideal nao trivial coincide com o T-ideal do envelope de Grassmann de

uma algebra Zs-graduada e finitamente gerada;
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(2) O T-ideal de qualquer algebra Zs-graduada e finitamente gerada coincide com o

T-ideal de alguma algebra Zs,-graduada de dimensao finita;

(3) De (1) e (2), segue que todo T-ideal ndo trivial coincide com o T-ideal do envelope

de Grassmann de alguma algebra Zs-graduada de dimensao finita.

Dentre as consequéncias mais importantes dos resultados acima esti a resposta
afirmativa para o problema de Specht.

Como visto anteriormente, a hipdtese sobre a caracteristica do corpo ser zero
permite-nos trabalhar apenas com identidades multilineares, e assim podemos fazer
uso das boas propriedades da multilinearidade. No desenvolvimento da teoria de
Kemer estas propriedades foram bastante utilizadas. Uma questdo interessante é o
quanto esta teoria depende das identidades multilineares. Observamos que essa questao
estd fortemente relacionada com uma possivel generalizacao dos resultados obtidos
por Kemer para algebras sobre corpos infinitos de qualquer caracteristica. Convém
observar que, em caracteristica positiva, a teoria de Kemer nao se aplica diretamente,
um dos obstaculos é o surgimento de novos T-ideais T-primos, chamados de T-ideais
irregulares, cuja descricao completa é ainda um problema em aberto. No entanto, vimos
que identidades polinomiais graduadas podem ser usadas no estudo das identidades
polinomiais ordinarias em &lgebras sobre corpos de qualquer caracteristica.

Ressaltamos que recentemente foi provado por Belov 2], Grishin [8] e Shchigolev
[15] que o problema de Specht resolve-se em negativo sobre corpos de caracteristica

positiva.

2.9 Algebras genéricas

Podemos observar no resumo sobre a teoria de Kemer a importancia das PI-
algebras M, (K), M,(E) e M,,(F). Existem construgoes algébricas genéricas para as
algebras relativamente livre destas algebras. Para a dlgebra M,,(K) esta é a &lgebra das
matrizes genéricas introduzidas por Procesi [13], e para M, (E) e M, ;,(E) as construgoes
genéricas foram dadas por Berele [1]. Outro caso importante para nossos objetivos é
a construcao dada por Lewin |11] para U,,(A) quando T(A) = T'(A;)T(A2). Vamos

fazer um breve resumo sobre estas construgoes e para mais casos, veja o Capitulo 4
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deste trabalho e as referéncias citadas acima. Veja também [12| para aplicagoes.
Sejam Y = {y1,92,...} € Z = {z1, z2,... } conjuntos de varidveis com Y N7 =
. Tomando X = Y U Z, denotamos por K(X) a algebra livre gerada por X.

Frequentemente, denominamos os elementos de Y de pares e os elementos de Z de

impares. Noutras palavras, definimos w = wgz, : X — Zs pondo w(x) = 0 se
r € Y ewl) = 1sex € Z Deste modo, os elementos de Y também sdo
denominados de O-varidveis e os de Z de l-varidveis. Se f = zix5...2p é um

monomio, definimos w(f) = w(z1)+w(x2)+- - -+w(xy) (aqui consideramos a somatoria
modulo 2), e chamamos f de par se w(f) = 0, e de impar se w(f) = 1. Assim,
K(X) = K(X)o® K(X); é Zs-graduada, onde K(X)( é o subespago de K(X) gerado

pelos monomios pares e K (X); é o subespaco de K (X) gerado pelos monémios impares.

Definigao 2.9.1 Seja A = AgB Ay uma dlgebra Zo-graduada. Os elementos de AgU A,
sao denominados de homogéneos. Além disso, cada elemento homogéneo a possui um

grau w em Lo, isto é, w(a) =0 ou 1. A dlgebra A € dita supercomutativa, se
ab = (—1)*@v®lba parg todos a,b € AgU A;.

Exemplo 2.9.2 A dlgebra de Grassmann é sem divida o exemplo mais importante de

dlgebra supercomutativa.

Defini¢ao 2.9.3 Seja K(X) = K(X)o ® K(X)1 a dlgebra livre Zs-graduada definida
como acima. Para os monémios f,g € K(X), consideramos as relagoes fg =
(=) wWw@gf e seja I o ideal Zo-graduado gerado por estas relagées. Quando
char K = p > 0, adicionamos {y! | y; € Y} ao conjunto de geradores de 1. A dlgebra
K(Y;Z) = K(X)/I é naturalmente Zy-graduada (pois herda a graduacio de K(X)) e

¢ chamada de dlgebra livre supercomutativa.

Lema 2.9.4 Sejam K|Y| a dlgebra de polinémios comutativos gerada por Y e E(Z)
a dlgebra de Grassmann gerada pelo espaco vetorial com base Z. FEntao, as dlgebras
K{Y;Z) e KI[Y|® E(Z) sao isomorfas.

Prova: Seja ¥V : K[Y|® E(Z) — K(Y;Z) = K(X)/I a aplicagdo definida por
U(a ®b) = ab+ I. E imediato que esta aplicacdo é um homomorfismo (de 4lgebras)
sobrejetor. Sejam a = y;...y, € K[Y] e b = z...2, € E(Z), ambos nao nulos.
Fazendo as substitui¢oes 13 = -+ =y, =1 e 21 = e€1,..., 2, = e, onde {e1,...,e,}
é subconjunto da base de E, temos que ab ¢ T5(E). Por outro lado, como K(X)I é a

algebra livre supercomutativa, temos que I = NQ), onde ) corre sobre os Tr-ideais das
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albegras supercomutativas. Em particular, I C T5(E) e disto segue a injetividade de
¥, como querfamos. ®

Lema 2.9.5 (a) A dlgebra K(Y;Z) é canonicamente Zo-graduada e livre na classe
de todas as dlgebras Zs-graduadas supercomutativas. Noutras palavras, para toda
dlgebra Zo-graduada supercomutativa A = Ag ® A1, toda funcio ® : Y UZ — A
tal que ®(Y) C Ay e ®(Z) C Ay pode ser estendida a um homomorfismo de

dlgebras;

(b) SejaY ={y1,y2,...}, Z=A{z1,22,...} ex; =y; + 2z, onde i = 1,2,...; Entao,
toda funcao ® : z; — A = Ag® Ay ;i = 1,2,... pode ser estendida a um
homomorfismo homogéneo de K(Y;Z) — A de dlgebras Zo-graduadas.

Prova: Veja introdugao de [1]. m

Sejam n e m inteiros positivos e consideramos os conjuntos
Y:{yi(;-l) li,j=1,...,n;9g=1,...,m} eZ:{zi(;?) li,j=1,...,n;q=1,...,m}.

Combinando a construcao de Procesi com a de Berele, definimos as seguintes

matrizes com entradas em K(Y; Z):

(1) As n x n matrizes genéricas
n
A, = Z yg-])Eij onde g=1,...,m;
ij=1

(2) As n x n matrizes genéricas com entradas supercomutativas

B, = Z(yf]q) + zi(;}))Eij onde ¢ =1,...,m;

ij=1
(3) As (a,b)-matrizes genéricas (n = a + b)
Cy= Y 1 By,
ij=1
onde 1! = y'? se (i,j) € Ag e t\¥ = 29 se (i,j) € Ajeqg=1
ij i 5] 0 ij ij 5] 1€4qg ye e, M.
Teorema 2.9.6 (Procesi (i) e Berele ((ii),(iii)))
(i) (veja [13])A dlgebra gerada por Ay,..., A, € isomorfa & dlgebra relativamente
livre de posto m na variedade definida por M, (K), isto é, a dlgebra U,,(M,(K));

(ii) (veja [1])A dlgebra gerada por By, ..., By, € isomorfa & dlgebra relativamente livre
de posto m na variedade definida por M, (K), isto é, a dlgebra U,,(M,(E));

(iii) (veja [1])A dlgebra gerada por Cy,...,Cy, € isomorfa a dlgebra relativamente livre
de posto m na variedade definida por M, (K), isto é, a dlgebra U,,(M,,(E)).
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Capitulo 3

O Teorema de Lewin

Nste capitulo apresentaremos um teorema devido a Lewin em [11], que mostra
como obter o produto de dois ideais como o niicleo de um homomorfismo de
dlgebras. Este trabalho motivou o trabalho de Di Vincenzo e Drensky (veja [5]) que

apresentaremos no proximo capitulo.

3.1 O Teorema de Lewin

Sejam A e B duas K-algebras com T-ideais T'(A) e T(B), respectivamente. O
produto dos T-ideais T'(A)T(B) é ainda um T-ideal. Nosso objetivo é construir uma
K-algebra C contendo A e B tal que T'(C') = T'(A)T(B), tal construgao foi apresentada
por Lewin em [11].

Seja K(X) a algebra associativa livre, onde X é um conjunto enumeravel.
Denotemos por R o K(X)-bimédulo livre com conjuntos enumeréaveis de geradores
livres Ry e R,.

Assim, existe uma tnica aplicacdo linear 6 : K(X) — R definida por §(z;) = r;

para ¢ > 1, satisfazendo:

6(fg) = fo(g) +6(f)g paratodos f,ge€ K(X).

Observe que

(5(1’11’2) = %15(1’2) + 5($1)£C2 =719 + XT173.

De modo similar, temos que

d(z12273) = r1x2x3 + X179 + T1TT3
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e indutivamente, obtemos
n
5(752'137@'2 N ZCM) = E Lii Ly -+ - $ij71Tinj+l e Ly,
7=1

Entéo, estendemos por linearidade, para todo K (X).

Considere a aplicacao linear

K(X) R
v K(X) —
0 K(X)
definida por
[ =) = Jow
0 f

Vejamos que ¢ é um homomorfismo de algebras. De fato, sejam f,g € K(X), e

observe que

fg o(fg) fa (6(f)g+ fé(g))
U(fg) = = = ¢(f)¥(g).
0 fg 0 I
Mais ainda
1 (1) 10
0 1 0 1
Portanto 1) ¢ um homomorfismo de algebras.
Considerando dois ideais U e V' de K(X) temos que o espago quociente URJF%
tem estrutura de (%, @)—bim()dulo livre com base {r;+ (UR+ RV);i=1,2,...}.

Sejam Iy e Il as proje¢oes candnicas de U e V em K (X), respectivamente.

Considere a aplicagao
R

R €0 O e —
(X0 UR+ RV

definida por
§'(f)=6(f) + (UR+ RV).

Assim, a aplicacao d' é também uma derivacdo, ou seja,
5 (fg) =" (N)g+ 1)+ (f+1)6"(g) onde I=UR+RV.

Isto implica que a aplicagao

K{X) R
- K<X> N U UR+RV
0 K§/X}



definida por
Ou(f) 0 (f)

f=Y(f)=
0 TIy(f)
¢ um homomorfismo de algebras.
A partir de agora vamos mostrar que Ker(V) = UV. Para tanto, observe

inicialmente que se f nao pertence a U, entao Iy (f) # 0 e consequentemente f nao
estd em KerW. Isso mostra que KerV C U. Analogamente, vemos que Ker¥ C V.

Por outro lado, se f € U e g € V temos que

U(fg) = W(f)V(g) = HUO(f | H“(ff)) HUO(Q) r‘i(f)) - 2 g
1% v\g

Dai, temos que

UV c Kerw CcUNV.

Logo, para concluir a prova é suficiente mostrar que VN KerW C UV. Considere
a base B de K(X) formada por todos os monomios em X. Considere também X
linearmente ordenada, da seguinte forma z; < zo < .... Defina agora a seguinte
ordenacao linear na base B: Para quaisquer dois elementos a,b € B dizemos que
a > b se deg(a) < deg(b) ou deg(a) = deg(b) e a é estritamente maior que b na ordem
lexicografica a direita.

Agora vamos estabelecer uma ordenacao linear no conjunto Ry = {ry,79,... } dos
geradores de R da seguinte maneira: r; < 7o < .... Entao, uma K-base de R consiste
de todos produtos ar;b com a,b € B. Esta base também pode ser ordenada da seguinte
forma: ar;b < crjd se, e somentese, b <doub=der;<rjoub=der;,=rjea<c.

Seja f € K(X) um polinomio qualquer e seja f! o maior monémio de f; Defina
agora um subconjunto C' C B de modo que um monoémio ¢ € C se ¢ = v! para algum
veVec=bw! paraalgum w € Ve b # 1.

Para qualquer ¢ € C, seja a. € V fixo com a! = ¢. Entao qualquer v € V possui

=
o primeiro termo do tipo

bc = ba. = (ba,)',c € C

e, consequentemente,

v > (v — ba,)',
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o que implica em v — ba. € V, pelo fato de V ser ideal. Portanto, utilizando inducao
transfinita, concluimos que o conjunto dos a., com ¢ € C, gera V como um K(X)-
modulo a esquerda.

Como V' & um ideal nao trivial de K(X), temos que qualquer ¢ € C é um
mondmio de grau positivo e pode ser escrito como ¢ = z;d. onde d. € B e z; € X.
Note que d. € C pela definicao de C'. Por conveniéncia, denotaremos x; por x. e
ri = 0(x;) = 0(xe) = 7e.

Seja RyB a base do K(X)-modulo livre a esquerda 7" = RK(X). Usando a

ordenagao podemos decompor RyB em trés partes, como segue

By ={rede;;c € C}, By ={rbc;r € Ry,b€ B,ce C}

Bg,:{rb;reRmbGB,rngBlUBg}.

Observe que B; e By sao disjuntos, pois se rbc; = r.d., entao bc; = d., e isso
implica que x.bc; = z.d. € C. Mas como ¢; € C, temos x.bc; € C, o que é uma
contradicao.

Usando a decomposi¢ao acima, construimos uma nova base para 7', como segue:
Observe que al = x.d. e 6(al) = 6(z.d.) = 6(z.)d. + x.6(d.). Portanto, (§(a.))!, o
primeiro termo de §(al), é igual a §(z.)d. = red.. A partir disso, podemos substituir
By por K1 = {é(a.);c € C}.

Agora para qualquer monémio bc, com b € B e ¢ € C', tomamos vy, = ba, € V,
com (vp.)' = be e tomamos Ky = {r(v.)';r € Ro,b € B,c € C'}. Assim, existe uma
correspondéncia biunivoca (b — b') entre os elementos de B, U By e K; U K», tal que
b=10. Tomando K3 = Bs, com argumentos simples de reducdo ao primeiro termo,
mostramos que K = K; U Ky U K3 gera T' como um K (X)-modulo livre & esquerda.
Por outro lado, qualquer relacao nao trivial entre os elementos de K leva a uma relagao
nao trivial entre os elementos da base de RK(X). Portanto, K é uma base de 7.

Observe que os elementos v, com b € B e ¢ € (', formam uma base linear de V.
Logo, K3 & uma base de RyV = span{Ks} e RV = K(X)R)V = K(X)(span{K>}).

Sendo K uma base de T'= RK(X), temos

UR = UK(X)RyK(X) = URK(X) = UK = UK, ® UK, ® UK;
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Agora, seja v € VN KerV. Entao §'(v) = 0, isto é, §(v) € UR+ RV. Usando
as propriedades da derivagdo 0 e a decomposi¢ao de v na soma v = Y . b.a. com

b. € K(X), obtemos que

= 0> beac) =Y d(beac) =Y d(be)ac+ Y bed(ac),

ou seja, podemos escrever
5(v) = A, + B,, onde A, =Y 6(b)ac e B, =Y bd(ac).

Dai, temos que A, € RV e B, € K(X)K;, e como 6(v) € UR + RV, obtemos que
B, € (UR+ RV)NK(X)Kj.
Agora,

(UR+ RV)NK(X)K, = (UK, ® K(X)Ky ® UK3) N K(X)Kj,

donde B, € UK;. Mas, como os elementos d(a.) de K; sao independentes a esquerda,

segue que todo b,, pela expressao de B,, pertence a U. Logo,

v:ZbcaceUV

Isso conclui a prova.

Temos provado o seguinte teorema devido a Lewin.

Teorema 3.1.1 Seja R um (K(X), K(X))-bimddulo livre com geradores livres
1,79, ..., € sejam U eV ideais de K(X). Sejam
K(X)

Iy : K(X) — §]> e HV:K<X>—>T,

0s correspondentes epimorfismos candnicos.
Considere ainda, a derivacio 0 : K(X) — R definida por 6(x;) =r; parai>1 e

seja

R
VKX _

"R = TRy

definida por

S (f)=6(f) + (UR+ RV).
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Entao a aplicacao linear

K(X)
— ( (é U}I;—(ﬁ-}l{‘%}\/ ) ’

Iy (f)
f—>\If < 0 )),

é um homormofismo de dlgebras e Ker(V) =

definida por
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Capitulo 4

Base Para as Identidades Polinomiais
das Matrizes Triangulares em Blocos

com Zo-Graduacao

Neste capitulo vamos apresentar uma base para as Identidades Polinomiais das
Matrizes Triangulares em Blocos com Zs-graduacao. Os resultados sao devido a Di

Vincenzo e Drensky, e podem ser encontrados em [5].

4.1 Introducao

Seja K um corpo. Em nosso caso, uma superédlgebra sobre K, nada mais é
do que uma &algebra associativa A com uma Zo-graduacao A = Ag + A;, isto é,
A;A; C A, paratodos i e j no grupo aditivo Zy. Nao assumiremos que AgNA; = {0}.
Kemer mostrou a importancia de superalgebras na teoria das algebras com identidades
polinomiais (ordinéarias) sobre corpos com caracteristica zero. Em particular, ele
estabeleceu que para qualquer PI-algebra R existe uma superalgebra finitamente gerada
A=Ap+A; tal que Re Ay® Ey® Ay ® Fy possuem as mesmas identidades polinomiais.
Aqui, E = Ey® E; é a dlgebra de Grassmann de um espaco vetorial de dimensao infinita
com sua Zo-graduacao natural.
Até o trabalho de Di Vincenzo e Drenski, em [5], as bases para as identidades
Zo-graduadas de uma &lgebra supercomutativa A eram conhecidas em alguns poucos
casos (veja [4] e [18] para exemplos)

Sejam R; e R, algebras associativas sobre um corpo K e seja M um (Rq, Rs)-
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bimdédulo livre. Encontraremos uma base das identidades polinomiais Z,-graduadas

para a superalgebra das matrizes triangulares superiores quadradas de ordem dois

R M
A=
0 Ry
com a Zs-graduagao natural
R, 0 0 M
Ay = e Ay = )
0 Ry 0 O

assumindo que conhecemos bases dos T-ideais T'(Ry), T(Rz2) e T(Ry) N T(Ry) das
identidades polinomiais ordinérias das algebras Ry, Ry e Ry @& Ry, respectivamente.
E facil ver que A? = 0, isto ¢, a componente impar da superalgebra A é nilpotente
de classe 2. Portanto, este fato pode ser considerado como um primeiro passo para
um estudo sistematico das identidades das superalgebras com componente impar
nilpotente. E no espirito do resultado do Capitulo anterior que obteremos uma
descricao da superalgebra relativamente livre da variedade de superalgebras geradas por
A. Isto pode ser considerado como analogo ao caso das algebras relativamente livres
em matrizes triangulares, estabelecido por Lewin, e detalhado no Capitulo anterior
deste trabalho.

Sobre um corpo de caracteristica zero, as bases das identidades polinomiais
ordinarias para a algebra das matrizes triangulares superiores foi encontrada por
Mal’cev e, para as matrizes de ordem dois por Razmyslov e um dos autores em [4].
Aplicaremos estes resultados para obter bases para as superidentidades das &lgebras

das matrizes triangulares em blocos

Ry, N
0 Ry

A—

com a Zy-graduagao natural, nos seguintes casos:

(1) R; e Ry sao as matrizes triangulares superiores de ordem p e ¢, respectivamente,

e N a algebra das matrizes de ordem p por ¢, com p > ¢;

(3) Ry =N = My(K) e Ry é a algebra das matrizes triangulares superiores de ordem

dois.
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4.2 O resultado principal

Sejam Y = {y1,y2,...}, Z = {z1,29,...} ¢ X = Y U Z. Consideremos as
variaveis yp,%s,... € 21,22,... como pares e impares, respectivamente. A algebra
associativa livre K (X), gerada livremente por X, possui uma Zs-graduagao natural,
K(X) = K(X)y ® K(X)1, onde um monémio w = z;,x;, ...x;, pertence a K(X)g
se o nimero de entradas em w de elementos de Z é par e w € K(X); se o nimero
destas entradas for impar. Um polinomio f(y,2) = f(y1,- -, Ym, 21,---,2n) € K(X) é
dita uma identidade (ou superidentidade) Zy-graduada para a élgebra supercomutativa
A= Ag+ Ay, se f(b,e) = f(by,...,bm,c1,...,¢,) = 0 para todos by, ..., b, € Ag e
Cly. .., 0y € A1, Denotaremos por Th(A) o Tr-ideal das superidentidades de A e por
Uy(A) = % a superalgebra relativamente livre da variedade de superéalgebras gerada
por A. Usaremos as mesmas notagoes yi, Y, . . . € 21, 22, . . . para os geradores de Uy (A).

No caso ordindrio, escreveremos as notacoes como acima, excluindo o indice 2.

Os dois proximos teoremas constituem os principais resultados do nosso trabalho.

Teorema 4.2.1 Sejam Ry e Ry Pl-dlgebras (ordindrias) associativas sobre um corpo

K de caracteristica positiva e seja M o (Ry, Re)-bimddulo livre. Seja
. R, M 7
0 Ry
munida com a Zo-graduacao natural
R, 0 M
AO = ! € A1 = 0 .
0 R 0 0

Considere ainda os T-ideais T(Ry), T(R;) e T(Ry) NT(Ry) com bases {f.; 11 € L1},
{f2:lo € Lo} e {fi;l € L}, respectivamente. Entao, o Ty-ideal das identidades

polinomiais Zo-graduadas de A tem como base o sequinte conjunto
{2120, [i(y), [ ()21, 1 fE(y)i 1 € L, 1y € Lol € L},

Prova: Como A; = Meyy e A2 = 0, obtemos que 2,2, = 0 é uma identidade para A.

Para quaisquer 71, ...,7m, € Ag, existem r{,..., 7, € Ry, 71,...,77, € R tais que
| 2 =1
ri=r;enn +rien , v=1,...,my.
Logo,
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filr) = filrt)en + fi(r?)ex =0,

pois f; € T(Ry) NT(Rz). De modo anélogo, f(y)z1 =0 e 2 f2(y) = 0 sao identidades
para A e

2129, fz(y)7lel (y)z1, Zlfzzz(y) € Ty (A),

para qualquer [y € Lq,ly € Lo, € L.
Seja f(Y1, - Ym, 21, - - > Zn) = 0 uma identidade Zy-graduada de A e seja f(© a
componente homogénea de grau ¢ em z1,...,2,. Vamos mostrar que todo f@ segue

de

{z120, fi(y), fi, W) 21, 20 fE(y); 1y € Lo, Iy € Ly, 1 € L}

Se ¢ > 1, entdo qualquer mondémio de (@ contém uma subpalavra Zp1Yir * Yig Zpa-
Como 2, Yi, -+ Vi, 2ps € (K(X))1, a superidentidade z,,y;, - ¥i, 2p, = 0 é uma
conseqiiéncia de 2120 = 0, isto &, f@ = 0 segue de 2120 = 0. Logo, podemos assumir
que f = fO 4 fO Como Ay N A; = {0}, entdo fO = 0 e f) = 0 sdo ambas
identidades Zy-graduadas para A.

Se ¢ = 0, entdo fO(yy,...,7%n) = 0 é uma identidade para A se, e somente
se, fO0rYey + fO@r?)eyw = 0 para todo r} € Ry,r? € Ry, com i = 1,...,m.
Logo f©(u) € T(R)) N T(Ry) e a superidentidade f©(y) = 0 é uma conseqiiéncia
de {fi(y);l € L}.

Finalmente, se ¢ = 1, isto é

FOW Y21,y z) = > fi)afi(y), k>0,
i=1 j=1
neste caso, considerando as componentes misturadas de fU(y, zy,..., z,), podemos
assumir que n = 1, ou seja,
k
FOW - m ) =Y [ W)afiy), k>0,
j=1

Vamos fazer uso de algumas idéias utilizadas na demonstragao em [19]. Observe
que toda identidade polinomial ordinaria f*(ui,...,u,,) = 0 para R; possui a seguinte

forma

Frug, . tm) = w A (o, Jw® =0,
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para alguns w',w? t1,... ty,, € K({U). Como w?(yi,...,ym)21 € (K(X))1, para
qualquer fl(u) € T(R;) a superidentidade f!(y)z; = 0 ¢ uma conseqiiéncia de
{ft(y)z1 = 0;ly € Li}; Analogamente, para f*(u) € T(R,). Portanto, sem perda
de generalidade, podemos assumir na expressao de f()(y, z1), que f2,j =1,... k, sdo
linearmente independentes modulo T'(Ry) e fjl(u) € T(Ry), para cada j = 1,... k.
Vamos mostrar que isto nos leva a uma contradicao.

Seja P o (Ry, Kyq(R2))-bimodulo livre gerado por vi. Como fl(u) € T(Ry),

entao existem rq,...,rl € R; tais que fl(u) # 0, isto ¢,
k
Flyo) = fly, b fi - ym) £ 0
=1

em P. Reescrevemos f(y,v1) como

1
S 0191 ),

M@

ya Ul
=1

onde sy, ..., s, sao linearmente independentes em Ry. Como f7, ..., f{ sdo linearmente
independentes em K,,.4(Ry), obtemos que g?(u) € T(Ry),i = 1,...,p, e p > 0. Dali,

gi(r?) # 0 para algum 7%, ....72 € Ry e, para um elemento m; € M do conjunto

r'm

gerador livre do (Ry, Ry)-bimodulo M, a soma Z stmygZ(r?) é diferente de 0 em M.

i=1
como

1)1 2
f( )(7"1611 + riea,. .. ﬂ“m€11 + 72 - €22, M1€12) ( E s} mlgz ) €12,

entdo f(y, 21) ndo desaparece em A.

Isto completa a demonstracdo de que a base do T5(A) é

{2122, iy), £ W)z, fE ()i lh € Lo, 1y € Ly, 1 € LY.
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Teorema 4.2.2 Mantendo as notagoes do teorema anterior, sejam Uy(Ry) e Us(Ry)
as correspondentes dlgebras relativamente livres e livremente geradas por {ul,u?,...}
e {ud,ud ...}, respectivamente, e seja V o (Ux(R:),Us(Ry))-bimddulo livre com

geradores livres wy,wsy,.... A superdlgebra relativamente livre Uy(A) € isomorfa a

Us(Ry) V
0 Us(R2)

1 i i i -
y; =uib FusBay e 2y = wilg comt=1,2,....

superdlgebra Us(A) de
gerada por

Prova: Seja w : U(X) — UJ}(A) o homomorfismo Zs-graduado, definido por
w(y;) = 7;,w(z) = Z,i = 1,2,.... E suficiente mostrar que Ker w = Ty(A). Seja
{flilh € Li}, {f2;1s € Lo} e {fi;1l € L} bases dos T-ideais (ordinarios) T(R;), T(R,)
e T(Ry) N T(Ry), respectivamente. Obviamente, a superalgebre Uj(A) satisfaz as
identidades Zs-graduadas z120 = 0, fi(y) = 0, fL (y)z1 = 0,21 /2(y) = 0,14 € Ly,l5 €
Lo, 1 € L e pelo teorema anterior, temos que Ker w D Ty(A).

Seja f(y,2) = f(Y1,- -y Ym, 21, - - -, 2n) € Ker w. Seguiremos as principais etapas
da demonstracio anterior. Seja (@ a componente homogénea de grau q em 2y, ..., 2.
E facil ver que f@ € Ty(A) C Ker w para q > 1, pois z,,¥i, - Yi, 2p, € Ta(A), e
dai, f© + fM € Ker w. Como as componentes pares e impares da superalgebra
UJ(A) se intersectam trivialmente, obtemos que £ e f(!) pertencem ao ker w. Logo,
fO(u) € T(R)) NT(Ry) e dessa forma, f(©(y) € Ty(A). Finalmente, para ¢ = 1,

podemos verificar que para cada elemento nao-nulo

n k;
FOwn, . w) =YY fhwiffiy) € W.

i=1 j=1
existem 7{,...,7L € Ry, r? ... 12 € Ry, my,...,m, € M tais que
1)¢,.1 2 1 2
f( )(7“1611 +riex, ..., rye11 + 1,622, Mi€12, . .. 7mn€12> # 0,

ou seja, f(y,2) € Ker wimplica fV(y, z) € Ty(A). Logo, f(y,2) = 0 ¢ uma identidade

Zo-graduada para A e Ker w C Ty(A). Isto completa a demonstracao do teorema. m
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4.3 Exemplos

Seja K um corpo de caracteristica zero e seja

Ry N
0 Re

A=
a algebra das matrizes triangulares em bloco com Z,-graduagao natural, nos seguintes
Casos:

(1) R; e Ry sao as matrizes triangulares superiores de ordem p e ¢, respectivamente,

e N a algebra das matrizes de ordem p por ¢, com p > ¢;

(3) Ry =N = My(K) e Ry é a algebra das matrizes triangulares superiores de ordem

dois.
Entao, as bases das identidades polinomiais Zo-graduadas de A sdo, respectivamente,

(1) z122, (Y1, 2] - - [Y2p—1,Y2p] € 21[Y1, V2] - - [Y2q—1, Y2ql;

(2) Z1%9, 34(?/) € [[91,92]2791]7 onde 84(?/) = 54(91,927%7?/4) ¢ o polindmio standard
de grau 4;

(3) 212, 54(9)7[[191,?/2]2,91] e 21y1, Y2l [y, val-

4.4 Comentarios finais

(1) Em estudos recentes, S. M. Alves e P. Koshlukov generalizaram os resultados

acima para matrizes em blocos de ordem n;
(2) Atualmente, A. Branddo esta descrevendo os polinomios centrais de tais algebras;

(3) Um problema interessante é tentar encontrar identidades fracas para
superalgebras, pois a partir delas podemos obter identidades ordinarias e

polinémios centrais.
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