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Abstract

In this work we consider the Riemann problem for a system of conservation laws
modeling the oil recovery for a three-phase flow in a porous medium by the injection of
a mixture of water and gas in a reservoir which is initially filled with a mixture of water
and oil. Using the theory of conservation laws, the solution of the Rieman problem
is determined considering all possibilities for the production data. For each of these
production data, all possible cases for the injected gas/water mixture are considered
as well. For each production case it is shown the existence of some special injection
data separating distinct constructions of solutions in the state space. Moreover, among
these special injection data one of them is critical in the sense that the wave sequence
that describes the solution can be represented by two or three distinct paths in the
state space, but consisting of the same solution in the physical space - xt. In general
the solution of the Riemann problem consists of a sequence of two waves separated by
one intermediate constant state when the production data are closed to the extreme
situations where the initial water or oil saturations are maximal. For production data
with a more homogeneous initial water and oil proportion, the solution may consists
up to three waves separated by two constant intermediate states for some injected
mixtures containing a higher proportion of gas than water. In such cases a nonclassical

wave, i. e. a transitional wave, must be used.
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Resumo

Neste trabalho é considerado o problema de Riemann para um sistemas de leis
de conservagao modelando a recuperacao de 6leo de um reservatorio petrolifero pela
injecao de uma mistura do tipo dgua e gas, supondo que o mesmo contenha inicialmente
uma mistura do tipo adgua e O6leo. A partir da teoria de Leis de Conservagao é
determinada a solucao do problema de Riemann considerando os varios casos possiveis
para dados de producao. Para cada um desses dados de producao sao considerados
todos os casos possiveis de inje¢do da mistura agua/gas. Para cada caso de producao é
mostrada a existencia de estados especiais de injecao separando construcoes distintas
de solugoes no espaco de estados. Além disso, entre esses estados especiais de injecao
um deles é critico, no sentido que a solucao é dada de duas ou trés maneiras distintas no
espaco de estados, porém representando a mesma solugao no espaco fisico - xt. Em geral
a solucao do problema de Riemann consiste de uma sequencia de duas ondas separadas
por um estado intermediario constante quando o dado de producao estd proximo de
situacoes extremas, em que a saturacao inicial da 4gua ou do 6leo é maximal. Para
estados de producao com uma proporcao mais homogénea da mistura de dgua e 6leo a
solucao pode consistir de até trés ondas para alguns casos de injecao de uma mistura
contendo uma propor¢ao maior de gas do que de &dgua. Nesses casos uma onda nao

classica, i. e. uma onda transicional, deve ser usada.
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Introducao

E bastante conhecido na literatura que a producao de petréleo ocorre inicialmente
de forma espontanea devido & atuagao da energia natural do reservatoério.

No entanto, este processo, chamado de Recuperacao Priméria permite, em geral,
que cerca de no maximo 25% do petroleo existente na jazida seja extraido. Este
percentual pode ser aumentado utilizando técnicas especiais chamadas de recuperagoes
Secundaria, Terciaria e Avancada. Dentre as técnicas secundarias existentes, as mais
conhecidas sao a injecao continua de agua ou de gas, empregadas separadamente, a fim
de melhorar a producao do 6leo. No entanto, experimentos mostram que a combinacao
alternada destes dois métodos pode melhorar ainda mais o fator de recuperacao de
petroleo.

Neste trabalho estaremos interessados em um modelo matematico de escoamento
isotérmico, em um meio poroso, consistindo de trés fases moveis imisciveis (6leo, agua
e gas).

A modelagem matemaética para o escoamento é feita baseando-se nas leis de
conservacao de massa de cada uma das fases e na lei de for¢ca de Darcy, também para
cada fase, que substitui a equagdo de momentum, [4], [12], [17] e [18]. Baseados nestas
leis fisicas, apos algumas simplificacoes das propriedades do fluido e do reservatorio
petrolifero, via de regra chegamos a um sistema de quatro equagoes diferenciais parciais
(EDPs) nao lineares dependentes de quatro incognitas, as quais sdo as saturagoes
de duas das fases, haja vista que a terceira saturacao é obtida a partir das outras
duas, a velocidade e a pressao. Com algumas simplificacoes adicionais o sistema geral
pode ser desacoplado num sistema nas saturacoes e num sistema para a velocidade e

pressao. Restringiremos nosso foco ao sistema nas saturacoes. Devido o alto grau de



complexidade deste sistema, caso nao sejam feitas outras simplificacoes adicionais, a
resolucao do mesmo é tarefa muito dificil, para nao dizer impossivel.

Assim, como em outros modelos matematicos, é usual iniciar o estudo da solugao
do sistema de equacoes diferenciais por casos bastante simplificados de tal forma que
seja possivel o tratamento matematico e que também se adquira indicagoes sobre o
comportamento do sistema mais completo. Dentre vérias simplificacoes que se faz,
podemos destacar a porosidade constante, a incompressibilidade das fases, a omissao
de forcas capilares entre as fases, a vazao constante, as viscosidades constantes, etc.
Aqui destacamos as chamadas curvas de permeabilidade relativas para as quais existem
dois modelos padrées na literatura (ver [3]); o de Corey em que é considerado que a
permeabilidade de cada fase é funcao apenas da saturacao da propria fase e o de Stone
em que é considerado que a permeabilidade da fase 6leo depende das trés saturagoes.
A principal diferenca é que o modelo de Stone fornece um sistema do tipo misto
elitico-hiperbolico em que h&d uma regiao interna ao triangulo de saturacoes onde as
velocidades caracteristicas do sistema de EDPs linearizado sao complexas, enquanto
que para o modelo de Corey esta regiao é reduzida & um ponto, onde as duas velocidades
caracteristicas coincidem, e o sistema tem comportamento tipicamente hiperbolico, [19].

Para a simulacao da recuperacao de reservatorios petroliferos as condigoes iniciais
sao tomadas constantes por partes com uma descontinuidade do tipo salto em cada
saturacao. Estas constantes representam entao os dados de injecao e os de producao
de um reservatorio. Na teoria matematica de leis de conservagao este tipo de problema
de valores iniciais constantes por partes é conhecido como problema de Riemann e é
nele que estamos interessados.

A evolucao da resolucao do problema de Riemann para o modelo de Corey tem
seguido essencialmente pelos seguintes passos, longe ainda do problema fisico. Um
primeiro passo foi dado em [8|, considerando as viscosidades das trés fases constantes
e iguais em que ha uma simetria tripla no triangulo das saturacoes. Para este caso a
solugdo foi determinada completamente e a sequencia de ondas (bancos de 6leo, agua
ou gas) que compoem o escoamento foram perfeitamente descritos. Em seguida um
segundo passo foi dado em [20] e em [24], considerando-se a viscosidade da fase agua
ligeiramente diferente das outras duas e entao houve a quebra de uma simetria, restando

ainda uma dupla simetria.



Nossa proposta entao neste trabalho é dar mais um passo nesta direcao
considerando-se pelo menos a viscosidade do gas inferior as outras duas, com dados
de inje¢ao do tipo uma mistura gas/dgua e dados de produgao do tipo uma mistura
6leo/4dgua. Com isto também teremos uma simetria, mas com rela¢do a outro eixo
do triangulo de saturagoes. Juntando os passos dados em [8], [20] e [24], com este a
ser dado aqui acreditamos que poderemos entao atacar o problema mais geral das trés
viscosidades distintas.

Esta dissertagao estd organizada da seguinte maneira; sendo que o leitor ja
iniciado no assunto pode ir diretamente ao Capitulo 5 onde esta construida a solucao
do problema de Riemann.

No Capitulo 1 apresentamos os conceitos e resultados bésicos necessarios para o
entendimento e desenvolvimento da dissertacao. Foi feita uma abordagem a cerca de
sistemas de Leis de Conservagao, tratando-se das condicoes de entropia, e das defini¢oes
de ondas elementares, curvas de ondas e conjuntos de bifurcacao.

No Capitulo 2 apresentamos a modelagem matemética para o escoamento
trifasico, incluindo as hipoteses consideradas e a deducao do modelo matematico.

No Capitulo 3 apresentamos as propriedades bifdasicas do modelo matematico,
descrevendo as ondas elementares e os conjuntos de bifurcacao que foram introduzidos
de maneira geral no Capitulo 1. Neste capitulo também obtemos analiticamente as
curvas de Hugoniot para estados nos lados e nos vértices do triangulo de saturagoes.

No Capitulo 4 apresentamos a construgao das curvas de onda associadas a familia
caracteristica - 1, necessarias para a construcao da solucao do problema de Riemann
proposto.

Por fim, no Capitulo 5, que é o principal capitulo desta dissertacao, apresentamos
a construcao da sequencia de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann.
Inicialmente determinamos os estados especiais de produgao no lado [W, O] do triangulo
de saturacoes que separam construcoes distintas da solu¢ao do problema de Riemann.
Em seguida construimos as sequencias de ondas para cada tipo de dado de producao.
Mostramos que para dados de producao préximos de 6leo puro, ou proximos de agua
pura, a solucao do problema de Riemann, em geral, consiste de duas ondas separadas
por um estado intermedirio constante. Enquanto que, para dados de producao com

uma propor¢ao um pouco menor de 6leo, a solucao em geral consiste de trés ondas e



dois estados intermediarios constantes, sendo que uma destas ondas deve ser um choque
nao classico (de Lax), isto é, um choque transicional.

Além disso, é determinado neste capitulo

0.1 Objetivo

Determinar a solucao do problema de Riemann para o sistema de equacoes
diferenciais parciais proveniente da modelagem matemaética de um escoamento trifasico
unidimensional com uma simetria em que as viscosidades da 4gua, do 6leo e do gas,
mesmo que constantes, sao dadas de forma que a viscosidade do gas seja inferior a da

agua e a do 0leo.



Capitulo

Preliminares

1.1 Sistema de Leis de Conservacao

Nesta secao sao apresentados alguns elementos bésicos sobre sistemas de leis de
conservacao, de modo que o texto da dissertacao seja o maximo autosuficiente. Um
estudo mais amplo sobre o tema pode ser encontrado em [5], [19], [23], entre outros,
nos quais estas preliminares estao baseadas. Uma das principais caracteristicas de
uma lei de conservacao, devido o seu caracter nao linear, é a presenca de solugoes
descontinuas, ou choques. Para efeitos da aplicacao considerada neste trabalho, as
solucoes por choque representam frentes de 6leo, agua e gés sendo deslocados ao longo
de um reservatorio de petroleo pela injecao de dgua e/ou gas.

Um sistema de n leis de conservacao unidimensional em n - varidveis é um sistema
de equagbes diferenciais parciais (EDP), dependentes do tempo e de uma posigao

espacial, da seguinte forma:

8Ua(f’t) + 6F(%x(x’t)) —0, z€R, teclR", (1.1)
em que U € Q C IR™ representa as variaveis de estado e F' : 2 — IR™ é a funcao de
fluxo associada, normalmente considerada de classe C*(©2). Em dinamica dos fluidos o
conjunto 2 geralmente é referido como o espago de estados e IR x IR é referido como
o espaco fisico-zt.

Definicao 1.1.1 O sistema (1.1) € dito hiperbdlico em Q quando a matriz jacobiana
de F, denotada por DF(U) = A(U), tem autovalores reais, A\ < Aoy < -+ < A\,



para todo U €$). Se as desigualdades forem todas estritas o sistema € dito estritamente
hiperbolico. Estados onde ocorre a igualdade entre velocidades caracteristicas, sao ditos
pontos de singularidade hiperbolica do sistema. No caso de existir uma singularidade
hiperbélica isolada U, tal que DF(U.) seja miltipla da matriz identidade, o ponto U,

€ chamado de ponto umbilico.

O problema de Cauchy para o sistema (1.1) consiste do sistema de equagoes
diferenciais parcias, em (1.1), atrelado & uma condigdo inicial previamente fixada,
digamos,

U(z,0) = Uy(z), Vze€ R. (1.2)

Definicao 1.1.2 Uma solucao cldssica do problema de Cauchy € uma funcao
U : R x [0,00) — IR" de classe C'(IR x (0,00)) N C° (R x [0,00))

que satisfaga o sistema de equagoes (1.1) e a condigao inicial (1.2).

No entanto, sistemas hiperbolicos, em particular sistemas de leis de conservacao,
em geral apresentam solucoes descontinuas, por isto faz-se necessario introduzir o
conceito de solucao fraca a seguir.

Defini¢ao 1.1.3 Uma solugao fraca do problema de Cauchy (1.1)-(1.2) é uma func¢dao
UeLl (R x [0,00)) tal que

/ / Uz, t)p(z,t) + F(U(x,t))p.(x,t)] dedt + /OO Up(x)p(x,0)dz =0, (1.3)

—00

para toda funcao teste ¢ : IR x [0,00) — IR", de classe C™ e de suporte compacto em

IR x [0,00).

De agora em diante, entende-se por solucao do problema de Cauchy uma solucao fraca,
a menos que seja explicitado o contréario.

O problema de Riemann para um sistema de leis de conservacao de n-equagoes e
n-incognitas, centrado na posicao x = 0, é um problema de Cauchy particular para o

sistema (1.1), com condigGes iniciais do tipo salto, como a seguir:

U_. se <0
Uz, t =0) = (1.4)
Uy se x>0,

em que U_ e U, representam vetores constantes distintos. No caso U_ é chamado de

estado inicial a esquerda e U, de estado inicial a direita.
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Dentre as solugdes do problema de Riemann (1.1) e (1.4) destaca-se a propriedade
radial das mesmas, isto é, se U(x,t) é solugao, entdo U(az, at), para a > 0, também o
é. Portanto, é esperado que as solugdes do problema de Riemann (1.1) e (1.4) sejam
constantes ao longo de retas pela origem variando de acordo com suas inclinagoes, isto
é, Uz, t) =U(x/t).

Fazendo £ = x/t, supondo que U(&) seja uma solugdo classica nao constante e

substituindo-a em (1.1), temos

[AU(E)) — &1’ (§) = 0, (1.5)

onde [ é a matriz identidade do IR" e U'() denota a derivada de (). Assim, como
U') # 0, da equagao (1.5) segue que U’ deve ser um vetor caracteristico (a direita)
de A(U) associado a velocidade caracteristica A(U) = £. Portanto, as solucoes suaves
centradas do sistema (1.1) jazem sobre as curvas integrais dos campos caracteristicos
(a direita) de A(U) no espago de estados 2. Ou seja, satisfazem o sistema de equagoes

diferenciais ordinarias (EDO),

u'€) =e'Us)), (1.6)

em que ¢ denota um vetor caracteristico (a direita) da matriz Jacobiana A(U),
associado & velocidade caracteristica \'.

Definicao 1.1.4 Dizemos que um estado constante Uy € conectdvel ao estado
constante U_ por uma onda de rarefacao - i, se U_ e U, estao na mesma curva integral

do i-ésimo campo caracteristico definida por (1.6) e X'(U(£)) € crescente com &, quando

U(§) varia no sentido de U_ para U,

O fato de exigir que \'(U(€)) seja crescente de U_ para U, significa que no espago
fisico (x,t), a inclinagao £ = z/t deve ser estritamente crescente de & = \(U_) para
£ = N(U,) de tal forma que as retas caracteristicas cubram toda a regido entre as
retas de inclinagoes A\'(U_) e A(U,), univocamente, ver Figura A.1. Desta forma, a
partir da equacao & = N (U(£)) é possivel inverté-la e obter a expressio de U(£) como
a fungao inversa de N'(U(€)), isto &, U(E) = (\)71(€), V& € [€-,&4].

Definicao 1.1.5 Uma curva de rarefagao - i por um estado inicial U_ é o conjunto dos

estados U € § que podem ser conectados ao estado U_ por uma onda de rarefacao - i.

12



A soluc¢ao do problema de Riemann (1.1)-(1.4) por uma onda de rarefacdo - i tem a

forma
U_, se r < N(U_t,
Ulx,t) = (\)"Ha/t), se N(Ut<ax < N(U,t, (1.7)
U, se x> N(Up)t.

Dessa maneira a primeira restricao na determinacao de solucoes de problemas de
Riemann é, precisamente, que, no caso de ondas de rarefacao - i, se tenha no espaco
fisico o crescimento da velocidade caracteristica A'(U(z/t)) em consonincia com o
crescimento da inclinacdo x/t. Outro fato a se notar é que uma solu¢do por uma
onda de rarefacao é continua, mas geralmente nao é diferenciavel ao longo das retas

o/t = N(U_) e z/t = \(U).

Definigao 1.1.6 O i-ésimo campo caracteristico de A(U) é dito genuinamente ndao
linear num subconjunto Q' C Q, se VN(U) - €(U) # 0, para todo U € Q. Em outras
palavras, se a i-ésima velocidade caracteristica € uma funcao estritamente mondtona
sobre a curva integral do campo de linhas associado, no subconjunto Q. Por outro

lado, se VNY(U) - e'(U) =0, diz-se que o campo € linearmente degenerado.

O sistema (1.1) é dito genuinamente nao linear em Y, se todos os seus campos
caracteristicos sao genuinamente nao lineares em (2.

Associado ao conceito de campos genuinamente nao lineares temos os pontos
isolados ao longo das curvas integrais onde podem ocorrer pontos criticos no
crescimento de A, ou seja, onde a nao-linearidade genuina é perdida.

Definicao 1.1.7 O conjunto de inflexao associado a i-ésima familia caracteristica €
formado pelos estados U € Q tais que VN(U) - e (U) = 0. Ou seja, o conjunto de

inflexao € formado pelos pontos criticos das velocidades caracteristicas, restritas as

curvas integrais dos respectivos campos caracteristicos dados pela equagao (1.6).

Das defini¢oes (1.1.4)-(1.1.7) segue que pontos num conjunto de inflexdo estao
associados com pontos iniciais ou pontos finais de curvas de rarefacao.
Para caracterizar solu¢oes descontinuas do problema de Riemann (1.1) e (1.4),

seja 0g € IR e considere a seguinte funcao

U_. para x <opt,
U(z,t) = (1.8)
Uy para x> opt,

em que, U_ e U, sao os vetores constantes distintos dados em (1.4).

13



Como consequencia do teorema de Green aplicado a igualdade em (1.3), a fungao
(1.8) & uma solugao fraca do problema de Riemann (1.1) e (1.4) se satisfaz a chamada

condi¢cao de Rankine-Hugoniot, dada a seguir
F(Uy) = F(U-) = oo(Uy = U-) =0, (1.9)

em que oy é a velocidade de propagacao da descontinuidade entre U_ e U,. No caso,
a reta x = ogt no espaco fisico-xt é dita uma reta de descontinuidades da solucao.
Considere agora na equacao (1.9), U_ sendo um estado fixo e oy e U, variaveis.
Dessa maneira, substitua oy por o arbitrario em IR e U, por U arbitrario em (2.
Portanto, o sistema (1.9) passa a ser visto como um sistema de n equagbes algébricas

nas (n + 1) incognitas o e U:
H(U_,0,U)=F{U)—-F({U-)—0o(U—-U-) =0. (1.10)

Desta forma, a solugdo do sistema (1.10) representard genericamente uma curva no
espaco IR x €2, que poderé ser parametrizada, digamos por um parametro ¢ da seguinte
forma, (0(€),U(£)), &€ € I C IR, onde I é um intervalo aberto de IR. Na construcao
da solucao do problema de Riemann o interesse esta na projecao desta curva no espaco
de estados €2, pois para cada par de vetores constantes U_ e U, fixados, estaremos
interessados em determinar o valor o tal que a equacao (1.9) seja satisfeita; isto é, que
(00, Uy) seja uma solugao de (1.10).

Analogamente, poderia ter sido fixado Uy no lugar de U_ em (1.10). Entdo para
considerar os dois casos, seja Uy um estado qualquer em §2.
Definicao 1.1.8 Fizado Uy € (), a curva de Hugoniot por Uy, denotada por H(Uy),

é o conjunto dos estados U € Q tais que exista o € IR satisfazendo a equagao (1.10),

com U_ = Uy ou com Uy = Uj.

Portanto, a curva de Hugoniot por Uy, = U_ significa os possiveis estados U, € ) tais
que a solu¢ao do problema de Riemann (1.1) e (1.4) é dada por uma solugao descontinua
na forma (1.8). Por sua vez, a curva de Hugoniot por Uy = U, significa os possiveis
estados U_ € () tais que a solu¢do do problema de Riemann (1.1) e (1.4) é dada por
uma solug¢do descontinua na forma (1.8).

Quando necessario, a velocidade de propagagao o de uma descontinuidade entre

U_ e Uy sera denotada por o(U_; U, ) ja ficando implicito que U_ e U, estao na mesma
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curva de Hugoniot.

1.1.1 Condicoes de Entropia

Solugoes fisicamente nao relevantes aparecem na solucao de problemas envolvendo
equacoes nao lineares, muitas vezes decorrentes das simplificacoes utilizadas no modelo.
Dessa forma, as chamadas condigoes de entropia tem a finalidade de selecionar as
solucoes que sao fisicamente relevantes. Desse modo, as solugoes fracas do problema
de Riemann devem satisfazer as condi¢oes de entropia.

A condigao de entropia a seguir foi formulada por Lax, ver [19], para sistemas

estritamente hiperbo6licos, genuinamente nao-lineares, em termos de desigualdades.

Definigao 1.1.9 (Condicdo de Entropia de Lax): wma descontinuidade entre os
estados U_ e U, que se propaga com velocidade o é dita um choque admissivel sequndo

o critério de Lax, ou apenas um choque-i de Laz, se satisfaz as sequintes desigualdades,

NN U <o < X(UL), N(UL) < o < N TH(UY). (1.11)
Embora as desigualdades (1.11) sejam mais utilizadas na forma
NHU) <o < X UL,  N(UL) <o < N(U).

Note que um choque-i de Lax esta associado a i-ésima familia caracteristica,
no sentido que as retas caracteristicas associadas a ¢-ésima familia caracteristica se
encontram ao longo da reta de descontinuidade o = z/t quando provenientes de lados
distintos da descontinuidade.

No caso de sistemas estritamente hiperbodlicos n X n, n > 1, com campos
caracteristicos genuninamente nao lineares ou linearmente degenerados, a solucao do
problema de Riemann (1.1) e (1.4), com dados iniciais proximos entre si, consiste de
uma sequencia de k-ondas de choques de Lax e de rarefagoes separadas por (k — 1)
estados intermediarios constantes, com k—1 > 1 e k < n, ver [19]. Porém, para sistemas
mais gerais podem ser necessirias mais do que n-ondas elementares para resolver o
problema de Riemann, ver [8], [20] e [22], entre outros. Neste caso, fatalmente aparecem
descontinuidades que nao estao associadas & um campo caracteristico especifico, isto

é, que nao satisfazem as desigualdades de Lax (1.11).
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Com a presenca de singularidades hiperbolicas e de campos caracteristicos que
deixam de ser genuinamente nao lineares em pontos isolados, como é o caso do sistema
abordado nesta dissertacao, a condicao de entropia de Lax passou a ser muito restritiva,
acarretando inclusive a inexistencia de solucoes para certos subconjuntos de dados
iniciais em (). Dessa maneira, outras condigoes de entropia surgiram. Uma delas é a
condicao de entropia de Oleinik para equacoes escalares, generalizada por Liu para o
caso de sistemas estritamente hiperbodlicos com pontos de inflexdo em algum campo
caracteristico, ver [14] e [15].

Neste trabalho vamos utilizar a chamada condicao de entropia de viscosidade,
introduzida em [6], a qual estd baseada numa aproximacao parabolica do sistema de
leis de conservagao (1.1). Para tal, considere uma solugao descontinua entre U_ e U,
do problema de Riemann (1.1) e (1.4) se propagando com velocidade y. Em seguida,

considere a aproximagao parabolica para o sistema (1.1), dada por
Up+ (F(U))s = e(B(U)Us)a, (1.12)

com € > 0 e B(U) uma matriz positiva definida, conhecida como a matriz de viscosidade
do sistema (1.1).

Com abuso de notacao, consideramos uma possivel solu¢ao suave de (1.12) da
forma U(z,t) = U (Z=2), satisfazendo as condigoes de contorno U(—oco) = U_ e
U(+o0) = U,. Fazendo & = Z=22L substituindo U() na equagao (1.12), integrando em
¢, e levando em consideragao a condi¢ao de contorno U(—oo) = U_, obtemos o seguinte
sistema de equacoes diferenciais ordinarias

du

BU) G = FU) = F(U-) = ool = U). (1.13)

Da relac¢ao de Hugoniot (1.9), segue todos os pontos de equilibrio do sistema de EDO’s
(1.13) estao sobre a curva de Hugoniot H(U_).

Definigao 1.1.10 (Condigao de Entropia de Viscosidade): uma solug¢do descontinua
do problema (1.1) e (1.4) com velocidade de propagacao oo conectando os estados U_

e Uy ¢é admissivel, seqgundo o critério de viscosidade, se existir uma drbita do sistema

de equagoes diferenciais ordindrias (1.13) de tal forma que

lim U)=U- e lim U(§) =U,. (1.14)

£——o0 g—-+oo
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Embora os pontos de equilibrio U_ e U, sejam os conjuntos « e w-limites da orbita
referida na definicdo (1.1.10), normalmente nos referimos a ela como uma orbita
conectando o estado U_ ao estado U,. Observe que esta condi¢ao de entropia nao esté, a
principio, relacionada com uma familia caracteristica especifica e, portanto, a condicao
de viscosidade é apropriada para sistemas de leis de conservacao nao estritamente
hiperbodlicos, que, como ja frisamos anteriormente, é o caso do sistema tratado nesta
dissertacao.

Para sistemas 2 x 2, a nomenclatura usada para as possiveis descontinuidades

entre dois estados U_ e U, estao listadas na Tabela a seguir.

Nomenclatura Notagao Desigualdades Ponto de Equilibrio

do Sistema (1.13)

Choque-1 de Lax S M(U-) >0 > M\ (Us) | U- : nb repulsor
XUs) >0 Uy : sela

Choque-2 de Lax Sa X(U-) >0 > X(Uy) | U : sela
MUy <o Uy : n6 atrator

Choque transicional Sx MUZ) <o < X(U-) | U-: sela
MUy) <o < X(Uy) | Ug : sela

Choque compressivo Sc X(Uy) <o <A (U-) | U= : nb repulsor

U, : n6 atrator

A nomenclatura referente aos pontos de equilibrio e teoria de plano de fase de
sistemas autonomos pode ser vista em [21].

Na Tabela anterior as desigualdades colocadas sao estritas, porém ao ser
considerada a condi¢ao de entropia de viscosidade uma (ou até duas) destas
desigualdades podem se tornar igualdades. Neste caso, dizemos que o choque é
caracteristico a esquerda quando o = A\ (U_), ou quando o = A\o(U_) e caracteristico
a direita quando o = A\ (U,), ou quando o = \y(U, ). Esses casos de igualdades sao
chamados de casos limites. Consequentemente, um ponto de equilibrio do tipo n6 ou
do tipo sela poderéd se tornar, no limite, um ponto do tipo sela-n6, no entanto, por

conveniencia vamos utilizar a mesma nomenclatura e notacao.
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1.1.2 Ondas Compostas

Um fato que ocorre no caso de existencia de pontos de inflexdao num campo
caracteristico, é a presenca de solucoes do problema de Riemann combinando os dois
tipos de ondas, de choque e de rarefacao, porém sem estados intermediarios constantes,
as separando no espaco fisico - xt. Estas sao as chamadas ondas compostas, definidas
a seguir.

Definig¢ao 1.1.11 Uma onda composta do tipo rarefagao/choque (ou choque/rarefa-
¢ao) é uma solug¢ao do problema de Riemann (1.1) e (1.4) consistindo de uma sequencia
de uma onda de rarefagao (ou de choque) sequida de uma onda de choque (ou de
rarefacao), sem estados constantes separando as duas ondas. Quando as duas ondas

estiverem associadas a i-ésima familia temos uma composta-i, caso contrdrio temos

uma composta transicional.

Defini¢ao 1.1.12 Uma curva composta do tipo rarefa¢ao/choque (ou choque/rarefa-
¢ao) por um estado U_ é o conjunto dos estados U € Q, que sao conectdveis a U_ por

uma onda composta do tipo rarefa¢io/choque (ou choque/rarefa¢ao).

Uma soluc¢ao do problema de Riemann (1.1) e (1.4) por uma onda composta do

tipo rarefagao - i/choque é da forma,

U_, se x < N(U2)t,
Uz,t) = ¢ (N)H(x/t), se NU)t <z < N(Unt, (1.15)
Uy, se x> N(Upy)t,

em que, Uy é um estado na curva de rarefacdo - ¢ por U_ e é tal que \;(Uy) é
a velocidade de propagacao do choque de Uy, para U,. Frizamos que neste caso o
choque é caracteristico a esquerda.

Assim, para a construgdo de uma curva composta rarefagao - i/choque por um
estado U_, determinamos a curva de rarefacao por U_, ligando U_ a um estado U;
no conjunto de inflexao - i, e para cada ponto Uy, nesta curva de rarefacao, a partir
de U;r para U_, determinamos o estado U na curva de Hugoniot por U, tal que a
descontinuidade de Uy, para U seja admissivel (ou entropica) e o(Uni; U) = Ni(Upr)-

De maneira analoga construimos a composta choque/rarefa¢ao - i. Dado um
estado U_, determine Uy, € H(U-) tal que o(U_;Uy) = Xi(Unr), de maneira que o

choque seja admissivel, e a partir de Uy, considere a curva de rarefacao - ¢ por Uy,.
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Assim, uma solu¢do do problema de Riemann (1.1) e (1.4) por uma composta

choque/rarefa¢ao - i é da forma

U_, se r < N(Unm)t,
Ulz,t) = ¢ (M) (x/t), se N(Un)t <o < N(UE, (1.16)
U, se x> N(Up)t,

em que Uy, é um estado na curva de Hugoniot por U_ e U, é um estado na curva de
rarefagao - i por Uy, tal que o(U_;Uyr) = N\i(Upr). Observe que neste caso o choque

é caracteristico a direita.

1.1.3 Curvas de Onda

As chamadas curvas de onda sao extensoes dos conceitos de curvas de rarefacao e
de choque locais de sistemas estritamente hiperbolicos genuinamente nao lineares para
sistemas mais gerais, possuindo singularidades hiperbolicas e campos caracteristicos
com pontos de inflexao.

Entendemos como sendo as velocidades inicial e final de uma onda de rarefacao - ¢
conectando U_ a U, como as inclinagoes x/t = X'(U_) e z/t = \'(U, ), respectivamente.
Por outro lado, para uma onda de choque de velocidade oy entendemos tanto a
velocidade inicial quanto a velocidade final como sendo a inclinacao da reta de
descontinuidades =/t = oy.

Uma sequencia de ondas que conecta o estado U_ ao estado U, é dita satisfazer
a condicao de compatibilidade geométrica entre as velocidades se a velocidade final de
cada onda for nao superior a velocidade inicial da onda seguinte, quando percorrida de
U_ para U,.

Baseados na idéia de sequencia de ondas, temos a seguinte definicao para curva

de onda.

Definicao 1.1.13 Uma curva de onda por um estado inicial U_ associada a i-ésima
familia caracteristica, ou curva de onda - i, € o conjunto de estados U € ), que
podem ser conectados a U_ por uma sequencia de ondas elementares, sem estados
intermedidrios constantes, associadas a i-ésima familia caracteristica, satisfazendo a

condicao de compatibilidade geométrica entre as velocidades.
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Geometricamente, no espaco de estados uma curva de onda - i é constituida de
segmentos de curvas de rarefacao - ¢, de choques - 7 e de compostas - .. Uma curva
de onda - i por um estado inicial U_ é denotada por W (U_). Se houver choques
transicionais na sequencia de onda que conecta U_ & U temos entao uma curva de
onda transicional, que serd denotada por W*(U_).

Neste caso, estamos fixando U_ e parametrizando os estados U, que podem ser
conectados & U_ por uma sequencia de ondas. De maneira andloga, podemos fixar
o estado U, e parametrizar os estados U_ que podem ser conectados a U, por uma
sequencia de ondas sem estados intermediarios constantes, obtendo assim a chamada

curva de onda reversa por U,, denotada por W (U,).

1.1.4 Solugao do Problema de Riemann

De maneira geral, assim como no caso de sistemas estritamente hiperbolicos
com campos caracteristicos genuinamente nao lineares, ou com campos linearmente
degenerados, uma solugao fraca do problema de Riemann para o sistema (1.1) e
(1.4) consiste de uma sequéncia de ondas de choque, de rarefagdo e de compostas
separadas por estados intermediarios constantes conectando o estado U_ ao estado U, .
A sequencia de ondas que conecta o estado U_ ao estado U, deve obedecer a condigao
de compatibilidade geométrica de que, ao ser iniciada em U_, a velocidade ao final de
cada onda usada nao seja superior a velocidade inicial da onda subsequente. Portanto
a construgao da solucao do problema de Riemann depende da geometria das curvas de
onda.

Assim, uma solugao do problema de Riemann para o sistema (1.1) e (1.4) pode
ser vista como uma sequencia de ondas de rarefacao e de choques, incluindo as ondas
compostas, intercaladas por estados constantes, conectando U_ e Uy, com velocidades
compativeis, isto é, satisfazendo a condicao de compatibilidade geométrica, no espaco

fisico-xt.
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1.1.5 Conjuntos de Bifurcagao

Os chamados conjuntos de bifurcagao sao utilizados na construgao de curvas de
onda, uma vez que sao responsaveis por mudancas na estrutura das curvas de ondas.

Como demonstrado genericamente em [19], a velocidade o é mono6tona ao longo de
segmentos de curvas de Hugoniot correspondentes aos choques de Lax. Assim estados
ao longo de curvas de Hugoniot onde a velocidade de choque atinge pontos de maximo
ou de minimo sao muitas vezes responsaveis por mudangas na estrutura das curvas de

onda. Estes estados sdo caracterizados pelo Teorema a seguir, ver [25], [16].

Teorema 1.1.14 (Teorema de Bethe-Wendroff) Sejam U_ € Q, U* € Q e [;(U*)
o vetor caracteristico a esquerda de A(U*) associado a N'(U*). Suponha que U* esteja
na curva de Hugoniot por U_, isto €, que erista & € IR tal que U* = U(£*) e
HU-,0(£%),U(£*)) = 0. Suponha também que L;(U(£*)) - (U(§) — U-) # 0. Entao

o(U_;U(E")) = N(U(EY)) se, e somente se, CCZZ—U(E*) = 0. Neste caso ¢'(U(£*)) =
U, .
d—g(f )-

Os pontos nos quais o Teorema de Bethe-Wendroff nao se aplica estao associados

aos chamados conjuntos de bifurcacao secundaria do sistema (1.1).

Definicao 1.1.15 O conjunto de bifurcacao secunddria, associado a i-ésima familia

caracteristica, € definido por

Bi={U_€Q:3o"U)eRxQ, U £U_ HU_o"U")=0,
N(US) =0 e L{UY).(U —U_) =0}.

O nome conjunto de bifurcacao secunddria se da pelo fato de no ponto U* a
curva de Hugoniot H(U_) ter uma ramificacio secundaria, nao valendo as hipoteses
do Teorema da Func¢do Implicita para a fun¢do H(U_,o,U) no ponto (c*,U*), ver
Figura B.10.

Outro conjunto importante na construcao das curvas de onda e na solucao do
problema de Riemann sao os chamados conjuntos de extensao de outros conjuntos
dados em ). Inicialmente comecamos pela extensao de um ponto de 2.

Definicao 1.1.16 Um estado genérico A € uma extensao - ¢ de um estado B € €) se
H(A,\i(A), B) =0, isto €, se A pertence a curva de Hugoniot por B e o0(A; B) = \;(A).
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Definicao 1.1.17 A extensao - i de um conjunto B C € € o conjunto dos estados
A € Q tais que A € a extensao de algum estado B em B associado a i-ésima familia

caracteristica, 1sto €,

E'B)={AcQ:3IBecB,3oyc R, comA+# B,
H(A, Uo,B) =0e opg = )\Z(A)}

Note que a extensao nao define necessariamente uma aplicagao “um a um” entre
o conjunto B e o conjunto de extensao-i: de B.

Finalmente, para encerrar estas preliminares, um teorema bastante tutil na
construcao das curvas de onda e na caracterizacao de pontos onde ha a perda de
compatibilidade geométrica entre velocidades, ou mudangas na admissibilidade de

choques é o seguinte, ver [24].

Teorema 1.1.18 (Regra do Choque Triplo) Seja U_ um estado qualquer de Q) tal
que H(U_) possui dois pontos Uy e Uy com o(U_;Uy) = o(U_;Uy) = 0¢. Entao Uy

pertence & curva de Hugoniot por Uy e o(Uy; Usy) = 0.
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|Capl"[ulo 2

O Modelo Matematico para o

Escoamento Trifasico

2.1 Introducao

A deducao do modelo matemético é feita a partir da Equacao do Balanco de
Massa e da Lei de Darcy considerando algumas hipoteses para o fluido e o meio poroso
em questao. Antes vamos introduzir a nomenclatura usual dos escoamentos em meios
porosos. Assumiremos entao que o fluido é composto de trés fases, a saber agua, 6leo

e gas.

2.2 Nomenclatura

¢: Porosidade do meio.

p: Densidade do fluido (no caso monofasico).

s: Saturagao do fluido (no caso monofésico).

v: Velocidade do fluido (no caso monofasico).

- P: Pressao (no caso monofésico).

- K: Permeabilidade absoluta do meio poroso.



¢: Gravidade.

- s;: Saturacao da fase 7, i = w, 0,9, com s, + 5, + 55 = 1.
- P;: Pressao da fase 4, i = w, 0, g.

- p;: Densidade da fase 4, i = w, o0, g.

- v;: Velocidade da fase 4, i = w, 0, g.

- V: Velocidade de Darcy V' = v, + v, + vg.

- L: Comprimento do meio poroso.

- P;;: Pressao capilar (P; = P, — P}, com i,j = w, 0, g).

- p;: Viscosidade da fase i, 1 = w, 0, g.

- k.;: Permeabilidade relativa da fase i, « = w, 0, g.

k..
- \i: Mobilidade da fase i, i = w, 0, g, onde \; = —.
Hi

- A Mobilidade total, onde A = A, + Ao + Ay

- fir Fungao de fluxo fraciondrio da fase i, i = w,o0, g, onde f; = XZ

- x: Variavel espacial.

I
_@0—

- Varidvel temporal.

2.3 Hipoéteses Consideradas

Para obtermos o modelo que sera estudado, serao feitas algumas hipoteses
simplificadoras. Com isto o modelo obtido, embora bastante simplificado, permite
ainda captar as caracteristicas principais do escoamento, e é passivel de fazer um

tratamento matematico rigoroso.

- H1: O escoamento é trifasico e unidimensional.
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- H2: O fluido ocupa todo o espaco poroso da rocha.

- H3: A porosidade é constante, ou seja, tem o mesmo valor para qualquer tempo

e em qualquer posicao da rocha.
- H4: Os efeitos gravitacionais sao desprezados.
- H5: As trés fases sao imisciveis.
- H6: Nao existem fontes ou sumidouros.
- HT7: Os efeitos de compressibilidade das fases e da rocha sao despreziveis.
- H8: Os efeitos de capilaridade sao desprezados.

- H9: O fluido é isotérmico.
2.4 Deducao do Modelo

Para a engenharia de reservatoérios, no caso isotérmico, duas equagoes sao
fundamentais, a saber: a equacao do balanco de massa e a Lei de Darcy. Para um
fluido monofasico unidimensional estas equacoes sao dadas por:

Equacao do Balanco de Massa

0(9ps) , 9(pv)
ot ox

~0. (2.1)

Lei de Darcy
0P

o (2 ). o3

Estas equacoes modelam o escoamento de um fluido monofasico num meio
poroso; entretanto, para o fluido trifasico pode-se fazer uma extensao aplicando-se
estas equagoOes a cada uma das fases separadamente. Assim as equagoes (2.1) e (2.2)

tornam-se, respectivamente:

d (ppisi) + d (pivs)

—0, i=uw,o0.g; 2.3
ot O y 1= W,0,4; ( )
VU = _KE ( O - ng) , 1= W,0,4. (24)
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A hipotese H7 significa que p,, p, € py sao constantes, a hipotese H9 significa
que Ly, (o € [ty sa0 tomados constantes, e a hipotese H2 significa que s, + s, +s4 = 1.
Esquecendo por um instante as hipoteses H4 e H8 e considerando as demais hipoteses

teremos o seguinte sistema:

Sw+ S0+ 84 =1; (2.5)
kri P’L .
bi = _KE (%x - Pig) ;1= W,0,4; (2.6)
88@ 81)@- .
= = ; 2.7
(bat _'_ ax 07 ? w707g7 ( )

Se somarmos as trés equagoes em (2.7) teremos:

0 0
qba (8w + S0+ 84) + B (U + Vo +v,) = 0. (2.9)

Como s, + 5, + 54 = 1, segue que

0
8_x(vw + v, +v,) =0,

ou seja,
oV _
or

Portanto a velocidade de Darcy V' é funcdo apenas do tempo, isto é, V = V(¢). Por

0. (2.10)

outro lado, usando as equagoes em (2.6), temos:

3 3
kri aPz
V:Zvi:Z—Kﬁ(ax —pig>. (2.11)

i=1 i=1

Dai,

krw 8Pw kro 8Po kr 8P k:rw kro kr
V:—K( — 4+ = +—9—9) +K(—pw+—po+—gpg) g. (2.12)
pw O po Ox g Ox [ 0 Hg

Definindo a mobilidade relativa da fase 7 por,

k.
)\i:—fl, i=w,o,q, (2.13)
da equagao (2.12), obtemos
OP, OP, OP,
—KM\y——— — K\~ K\,—2L =V -K (A A A : 2.14
w 8$‘ o 8$‘ g 8$‘ 4 ( wpw+ OpO+ gpg)g ( )
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Derivando (2.8) com rela¢do a z, obtemos

or, _or._op,
or  Ox or

(2.15)

Assumindo que as pressoes capilares entre as fases sejam fungoes conhecidas da

saturacao, temos entdo que (2.14) e (2.15) formam um sistema nas variaveis ——

ox’

com i = w, 0, ¢g. Definimos agora a funcao de fluxo fracionaria da fase i por
Al
fi:X7 t=w,0,g9. (216)

Usando a definigao (2.16) e resolvendo o sistema (2.14)-(2.15), obtemos

or, V oP,, ang
a—x__E+(pwfw‘I“pofo+pgfg)g+ (fo +fg )7 (217)
or, V OP,, . 0Py,
or __K—)\+(pwfw+pofo+pgfg)g+ (fg fw ) ) (2'18)
op, V. OPuy | 0P
% - K\ +(pwfw+p0f0+pgfg) (fw fo &'E ) . (2'19)
Substituindo (2.17), (2.18) e (2.19) em (2.6), temos
Uy = [V — K\ (prw+fopo+fgpg)g
0Py, . 0Py,
0 (57522 4 1,752 ) + Khapas (2.20
Uo:fOV_K)‘ (prw+f0po+fgpg>g
0P, 0P,
(fg L — fu ) + K Xopog: (2.21)
Ug:ng_K)‘ (prw+f0p0+fgpg>g
0P, 0P,
+ KA (fw L+ fo g) + K Agpyg; (2.22)

Agora substituindo (2.20), (2.21) e (2.22) em (2.7), temos

05y,

¢8t

l‘ (fwv - )\wK (pwfw + pofo + pgfg) g) =
S 2 (o (2 g2 B
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s, 0

¢6t a_x(fov_)\OK(pwfw+pofo+pgfg)g):
0 oP,, OPyo\ Osy \ .
-2 (i1, (320 g, ) 01) 220
0sg
¢—+_<fgv A K(pwfw+pof0+pgfg) )
8 8ng OF,;\ 05y
837 ( (fw w fO ) 837 ) ) ( 5)
Lembrando de (2.16) que f; = Xi’ i =w,o,q, temos que
)\wfo = )\ofwa
)\ofg - )‘g.foa
)‘gfw = )\wfg~
Para simplificar as expressoes, definimos as funcoes auxiliares:
G = K (puwfuw+ pofo+ pyte) 9, (2.26)
aPCU}O aPCU]
By = 0 (1200 1P o
aPCO 8PCU)O
BZ (fg . fw ) ; (228)
By = K\, (fw ey g, 83”9) . (2.29)

Além disso, usando o fato de que V' = V/(¢), segue que as equagoes (2.23), (2.24) e

(2.25) podem ser reescritas como:

qsaﬁ +V—
0s,
ot
859

0
ox
0
o

2 (1

0

o Vs

Levando, agora, em conta as hipoteses

(Efeitos capilares desprezados), ou seja,

(2.30), (2.31) e (2.32) se torna:

0S8y

O TV5-

(-

Aw 0 &Sw
Ao 8 8sw
Ag B 8 05y
VG) = o (Bg—ax ) . (2.32)

H4 (Efeitos gravitacionais deprezados) e H8
fazendo G = By = B; = B3 = 0, o sistema,

9 fuw

R 0.
ox ’

(2.33)
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05, ofe

10) 5 + V() 5 0; (2.34)
0sg ofy

¢§ + V<t>8—:c = 0. (2.35)

Como usual, para fins teoricos, fazemos a adimensionalizagao no tempo e no
espaco:

T 1
Irp =— €

e =g [V

e desprezando o indice D, chegamos ao sistema adimensional

aSw + 8.fw (Swa So, Sg)

- - —0, (2.36)
05, Ofo(5w,50,85)

T e =0, (2.37)
95y X 0fy(Sw,50:59) _ 4 (2.38)

ot Ox
Levando em conta que s, + s, + s, = 1 e que f,, + f, + f;, = 1 , uma das equacoes
(2.36)-(2.38) pode ser desprezada, ja que uma das saturacoes pode ser obtida como
funcdo das outras duas. Para quaisquer das escolhas, o sistema (2.36)-(2.38) se reduz

a um sistema de Leis de Conservagao 2 x 2 da forma

8_U N OF(U)
ot ozr

=0, (2.39)

onde U e F(U) sao dados em termos de duas das saturagoes e das duas fungoes de
fluxo correspondentes escolhidas. Embora se necessite de apenas duas saturacoes para
representar um estado, muitas vezes vamos usar as trés componentes para representa-lo,
de modo que fique claro os valores das trés saturacoes neste estado.

Como mencionado na introducgao, existem dois modelos para as funcoes de
permeabilidades relativas bastante conhecidos na literatura, o de Stone e o de Corey.
No modelo de Stone a permeabilidade relativa do 6leo é considerada depender de duas
saturagoes, enquanto que as permeabilidades da agua e do gas sao dependentes apenas
da respectiva saturagio, isto &, kry = krw(Sw), Kro = kro(Sws Sq), krg = kig(Sg), ver

[2]. No modelo de Corey, o qual seréa utilizado em nosso trabalho, as permeabilidades
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relativas sao consideradas dependentes exclusivamente da saturacao da propria fase.
Baseados em dados experimentais, é usual considerar no modelo de Corey as seguintes
relagdes de dependencias para as permeabilidades relativas: k., (S0) = (Sw)%,
kro (S0) = (30)5 e krg(sy) = (sg)7, onde o, B e v sdo os chamados expoentes
de Corey. Baseados em trabalhos anteriores, ver [8], consideraremos oo = 3 = v = 2.

Assim as fungoes de fluxo fracionarios, definidas em (2.16), se tornam

S@?/,U/i .
i (Sw, Sos Sg) = ma t=w,o0,4, (2.40)
em que,
2 2 g2
A (Sws Sos 8g) = Sw oy oy % (2.41)
HBw Mo Mg

As saturagoes sy, s, € s, assumem valores no espago de estados, chamado de triangulo
de saturacgoes, que em coordenadas cartesianas para a escolha de s, e s, como variaveis

béasicas, é definido por
A ={(84,50); S0 >0, 5,>0, 0<s,+s, <1},
ou nas trés variaveis por,
A={(50,5,55); 0<s,<1, 0<s,<1, 0<s,<1, Su+S,+s,=1} (2.42)

E usual representar A em termos das trés saturacoes num triangulo equilatero
com coordenadas baricéntricas, ver [11]. A transformagao das coordenadas cartesianas
(Sw, So) do triangulo retangulo usual para o tridngulo equilatero, com coordenadas

(8w, So) é dada por,

gw = Sy + %7
V3 (2.43)
50 = 780.

A Figura A.2 é uma representacao do tridngulo de saturacoes usando coordenadas
baricéntricas. Nela os vértices GG, W e O representam estados consistindo de apenas
gas (s, = 1), apenas de agua (s, = 1) e apenas de 6leo (s, = 1), respectivamente.
O lado [G, W] representa estados consistindo de uma mistura de dgua e gés, em que
0<s,+s,<1les,=0.0lado [W, O] representa estados consistindo de uma mistura
de agua e 6leo, em que 0 < s, +5, < 1 e s, =0. Jaolado [G, O] representa estados

consistindo de uma mistura de gas e dleo, em que 0 < s, + s, <1e s, = 0.
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Para o problema de interesse neste trabalho estaremos considerando um
reservatorio consistindo de uma mistura de adgua/oleo (poco produtor), em que esta
mistura deve ser deslocada pela inje¢do de uma outra mistura do tipo dgua/gas num
pogo injetor. Assim os estados U_ e Uy em (1.4) serdo tomados nos lados [G, W] e

[W, O], respectivamente.
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Capitulo

Propriedades Basicas do Modelo

Matematico

3.1 Introducao

Descreveremos neste capitulo as ondas elementares e os conjuntos de bifurcacao
introduzidos genericamente no Capitulo 1, para o problema de Riemann associado ao
sistema (1.1) e (1.4), deduzido no Capitulo 2. Utilizaremos a notagao de intervalo na
reta para representar um segmento, retilineo ou nao. Por exemplo, o segmento [W, O]
representa o lado do triangulo de saturacoes ligando os vértices W e O, incluindo
seus extremos, onde estamos considerando o sentido de W para O. Por conveniencia
também representaremos a terna ordenada (s, S,, s4) por U.

O modelo de Corey, que estamos assumindo neste trabalho, tem a peculiaridade
de o sistema de leis de conservacao correspondente possuir um tinico ponto umbilico no
interior do triangulo de saturacoes, denotado por “U”. Este ponto umbilico possui
as seguintes componentes no espaco de estados (s,,S,,s,), dadas em termos das

viscosidades das fases por

i (M_w Fo @), (3.1)

plopl o
onde p = fu + fio + f1g.
As representacoes geométricas das curvas de Hugoniot, de rarefacao, das curvas
de onda e dos conjuntos de bifurcacao para o modelo aqui utilizado foram obtidos

computacionalmente, sendo que muitos deles também foram obtidos analiticamente, de



forma explicita. As figuras foram construidas considerando p,, = o = 1 e pg = 0.25,
embora todos os resultados deste Capitulo sejam validos para relagoes de viscosidades
arbitrarias. A verificacdo da admissibilidade das descontinuidades, pela condicao de
entropia de viscosidade com a matriz de viscosidade sendo a matriz identidade, também

foi feita computacionalmente.

3.2 Curvas de Rarefacao e Conjuntos de Inflexao

As curvas integrais e o conjunto de inflexao, definidos no Capitulo 1, associados
as familias caracteristicas 1 e 2 sao mostrados nas Figuras A.3 e A.4, respectivamente.
As setas indicam o sentido de crescimento dos valores caracteristicos sobre as curvas
integrais do campo caracteristico. Assim, as curvas com setas representam as curvas
integrais, e os conjuntos (curvas) para os quais as setas apontam representam os
conjuntos de inflexdo (pontos de valor maximo da velocidade caracteristica). Observe
que o sentido das setas mudam quando uma curva integral cruza o conjunto de inflexao.

Escolhendo as variaveis s,, e s, e as funcoes de fluxo fracionario f,, e f, no sistema

(2.36)-(2.38), a matriz Jacobiana do sistema (1.1) ¢ dada por

Ofw  Ofuw
dsw  0s,
AU) == dF(U) = . (3.2)
Afe  0fs
0S8y 05,

As expressoes das velocidades caracteristicas ou dos autovalores da matriz A(U)

em (3.2) sao dadas por,

1/0f, Of, 1 [(0fs Of,\>  Of, 0fs
5(@*3%)15\/ (a— aso) T4 as, D, (3.3)

Denotamos por A\; a velocidade caracteristica associada ao sinal negativo em (3.3), e

por Ay aquela associada ao sinal positivo em (3.3), de tal forma que A\; < \s.

Dessa maneira, fazendo uma substitui¢ao direta em (3.3) e usando as expressoes
de fu, e f, em (2.40), vemos que A;(U) se anula ao longo dos lados [G, W], [W, O] e
[G, O] do triangulo de saturagoes. Além disto, por um céalculo direto também verifica-

se que A; é positivo no interior do triangulo de saturacoes. Estes dois fatos justificam
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a presenca do conjunto de inflexdo - 1, onde A\;(U) atinge valores criticos ao longo das
curvas integrais associadas, obtidos computacionalmente, ver Figura A.3. Por outro
lado, também por substitui¢do direta temos que \y(U) = 0 nos vértices W, O e G do
triangulo de saturacoes e sao positivos nos outros estados do triangulo de saturagoes,
sendo que Ay cresce a partir dos vértices ao longo das curvas integrais correspondentes
até atingir um maximo, o que também justifica o conjunto de inflexao - 2, obtido

computacionalmente, ver Figura A.4.

3.3 Curvas de Hugoniot pelos lados do Triangulo de

Saturacoes

Nesta secao, vamos obter analiticamente a expressao que define a curva de
Hugoniot para estados arbitrarios nos lados do triangulo de saturagoes, que serao

utilizadas para a construcao da solucao do problema de Riemann considerado. Vamos

apresentar os calculos explicitos para estados U, = (s, s5,s)) representando dados

de produgao restritos ao lado [W, O] do triangulo de saturagoes.

Da condigao de Rankine-Hugoniot (1.9) para o sistema (2.36)-(2.38), segue que

0(8w — 85) = fu— [, (3.4)
0(50_53_) :fo_ :—a (35)
o(sy — s;) = f,— g+, (3.6)
em que fI com o = w, o, g representa a fungao de fluxo fracionério associada a

fase @ no estado U, definida em (2.40). Como U, € [W,0] teremos s; = 0 e,
consequentemente, f;~ = 0.

Separamos em dois casos a andlise da curva de Hugoniot: num deles s, = 0 e no
outro s, # 0.

Considere o caso s, = 0. Como f, =0 e s, + 5, = 1, as equacoes (3.4) e (3.6)
ficam restritas ao lado [W,O]. Dessa forma, um ramo da curva de Hugoniot por U,
coincide com o lado [W, O] do triangulo e a velocidade o é calculada usando qualquer

uma das equagoes (3.4) ou (3.5).
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Considere agora o caso s, # 0. Da equagao (3.4) temos,

S Mk 'y (3.7)

Sw — S
De (3.6) e (3.7), segue que
ot
foztu _Jo (3.8)

Sw — Sh S
Substituindo as expressoes de f,, e de f, dadas em (2.40) e apos algumas manipulagoes

algébricas, a equagao (3.8) fornece a seguinte equac¢ao quadratica, nas variaveis (S, So),
as? — bs2 + c8ySe + dsy + €8, + f =0, (3.9)

onde os seus coeficientes sao dados por,

He  bg(sh)®  (sh)?

= — 1
T At uwh+_%
s s (s)°

PtoAt  pp AT
—2(s,)?
2(s1)?
g 2w)
paAT
2 +)2
e = (Sw) _S+
pAt
f:8+— <8$)2
w ,uw)\+’

com AT = A\(U,) definido em (2.41).

A equacgao (3.9) estd na forma da equagdo geral de uma curva conica no plano.
Lembramos que, quando a? + b* + ¢ # 0, podemos classificar esta conica como uma
elipse, parabola ou hipérbole, ou outras curvas degeneradas destas, dependendo do

discriminante

b* — 4ac, (3.11)

ser negativo, nulo ou positivo. No caso dos coeficientes obtidos em (3.10), apos
substitui-los em (3.11) verificamos que o discriminante é positivo. Logo a equagao
(3.9) representa uma hipérbole.

A equagdo (3.9) pode ser resolvida explicitamente em termos da saturacio da
agua s, ou da saturacao do 6leo s,, dependendo das hipoteses do Teorema da Funcao

Implicita serem satisfeitas. Se considerarmos a saturacao do 6leo como funcao da
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saturagao da agua, isto é, s, = 5,(Sy), a equagao (3.9) se reduz a seguinte equacgio de
segundo grau,

—bs2 + (csy + €)s, + (ast, +ds, + f) = 0. (3.12)
Dessa maneira, resolvendo-se a equacao (3.12), temos que

. (csw +€) £ VA
o 2b Y

(3.13)

desde que,

A1 (8y) = (csy +€)* + 4db(as? + ds, + f) (3.14)
seja nao negativo. Por outro lado, se considerarmos a saturagao da dgua como funcao
da saturagao do oleo, isto é, s, = s,(S,), a equacao (3.9) pode ser reescrita na forma

as?, + (csy + d)s, + (es, — bsz + f) = 0. (3.15)

De maneira analoga, resolvendo-se a equacao (3.15), temos que

—(cs, + d) £ /Ay
2a ’

(3.16)

Sw =

desde que,
Ay(sy) = (s, + d)?* — 4a(es, — bs> + f) (3.17)

seja nao negativo.

Dessa forma, dependendo dos sinais dos discriminantes em (3.14) e (3.17), as
equagoes (3.12) e (3.15) em conjunto com a equagao s, = 0, exibem explicitamente
as expressoes que definem as curvas de Hugoniot para estados U, no lado [W, O] do
triangulo de saturagoes. Estas curvas de Hugoniot sempre consistirdo do lado [W, O]
conjuntamente com dois ramos de hipérboles internas ao triangulo de saturagoes, sendo
que um dos ramos contém o ponto U,, e por isto é chamado de ramo local, e o outro
é o ramo nao local. Nas Figuras A.5 e A.6, estao exibidas curvas de Hugoniots para
dois estados arbitrarios no lado [W, O], sendo U, = U; no segmento (D,0) e Uy = Uy
no segmento (W, D).

De maneira analoga, obtém-se as expressoes das curvas de Hugoniot para estados
nos lados [G, W] e [G, O], sendo que ndo as exiberemos aqui, uma vez que nao sao

utilizadas diretamente neste trabalho.
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3.4 Curvas de Hugoniot pelos pontos D, I/ e B

Nesta secao vamos obter explicitamente as expressoes que definem as curvas de
Hugoniot pelos pontos D, E e B dos lados do triangulo de saturacoes, definidos a seguir
e exibidos nas Figuras A.5 e A.6, inclusive calculando as coordenadas dos pontos de
bifurcacao secundaria destas curvas de Hugoniot.

Considere a reta 71, a qual passa pelo vértice G = (0,0, 1) e pelo ponto umbilico
U dado em (3.1), parametrizada por

Sp = &sw, (3.18)

w

S5g=1— 54 — So.

Assim, a interse¢ao desta reta r; com o lado [W, O] do triangulo de saturagoes, onde

54 = 0, define as coordenadas do ponto D por

D:( Hu Ho 0). (3.19)

Mo F o o + o

De maneira analoga, a interse¢ao da reta r9, que passa pelos pontos W = (1,0, 0)
e U, com o lado [G, O] do triangulo de saturacoes define as coordenadas do ponto E

por

E:(o Ko at ) (3.20)

"ot g o fig

Enquanto que a interseccio da reta 73, que passa pelos pontos O = (0,1,0) e U, com

o lado [G, W] do triangulo de saturacoes define as coordenadas do ponto B por

B:( Po__ o, —to ) (3.21)

o + g o+ fi

Para determinar a curva de Hugoniot por D basta aplicar as coordenadas de D
como sendo os estados a direita (s, 55, s]) nos coeficientes dados em (3.10) e substi-
tui-los em (3.9). Apos algumas manipulagoes e depois de multiplicar a equagao (3.9)
por (1 —s, —$,), a equagio que define a curva de Hugoniot por D é dada pelo seguinte
polinémio de terceiro grau nas variaveis s,, e S,:

(1 — 84 — So) (so — &sw> <(,uw + fg)Sw + Wso — ,uw) =0. (3.22)
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Portanto, da expressdo (3.22) vemos que a curva de Hugoniot por D degenera-se nos

trés segmentos de reta (veja Figura B.10):

[W,0] definido por: 1— s, — s, =0, (3.23)

|G,D]| definido por: s, = &sw, (3.24)

w

o (oo + fg)
Ho

[B,E| definido por:  (fy, + ftg)Sw + So — Hy = 0. (3.25)

A intersec¢do do ramo [B, E] da curva de Hugoniot por D, com o ramo [G, D]
define o ponto de bifurcacao secundaria de H(D), denotado por TP como exibido nas
Figuras A.7 e B.10, dado por

w o 2
TD:( a , a , at ) (3.26)
P F o + 20g P + flo + 241g " fuw + o + 211g

Um calculo explicito confirma a igualdade A\;(T?) = o(T"; D), ver defini¢ao (1.1.15).
Também por definicio temos que TP é uma extensao- 1 do ponto D, e é por isso que
o denotamos por TP. O valor de o(T?; D) seré calculado explicitamente na Subsecao
5.2 em termos das viscosidades.
De modo anélogo, a equacao que define a curva de Hugoniot pelo estado E do
lado [G, O] é dada pelo seguinte produto
o + w
(1—5,—5g) (sg — @so) ((uo + ) So + %39 — ,uo) =0, (3.27)
o g9
sendo o ponto de bifurcacdo secundaria, ou a extensdo - 1 de £, denotado por T'¥ como
exibido na Figura A.7, dado por

TF — ( 21 ad ac ) . (3.28)
2+ o+ g 2+ o + fig 2t + o + Hg

Por outro lado, a equacao que define a curva de Hugoniot pelo estado B do lado
(G, W], que também foi obtida em [1], é dada por:
(1= 5w — sg) (Sw - 'u_wsg) ((Ng + 1o)Sg + wsw - Ng) =0, (3.29)
Hg How
sendo que o estado de bifurcacao secundaria, ou a extensao - 1 de B, denotado por T'?
como exibido na Figura A.7, dado por

w 2 o
T8 = ( a , o : at] ) . (3.30)
P + 2o + gl + 2fo + fig puw + 2400 + 241
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3.5 Curvas de Hugoniot pelos vértices do Triangulo

de Saturacoes

Fixe inicialmente U, = G = (0,0,1). Considerando as duas primeiras equagoes

em (3.4) e (3.5) e as expressoes de f,, e fy em (2.40), obtemos

2
OSy = M, (3.31)
A(Sw, So, Sg)
2
rs, = — Solbo (3.32)
A(Sws So, Sg)
em que,
s2 sz s
ASw, 80, 8g) = 2+ 24+ -2L s5,=1—5,—5, (3.33)
O R A

Uma curva solu¢do para o sistema (3.31)-(3.32) é dada por s, =0 e s, # 0, em que o
é obtido da relacdo (3.31). A outra curva solugao é dada por s,, =0 e s, # 0, em que
o & obtido da relagdo (3.32). E claro que estas duas relagdes correspondem aos lados
[G,W] e [G, O] do triangulo de saturagoes.

Considerando-se s, e s, diferentes de zero podemos dividir (3.31) por (3.32),

obtendo
Sw 5o

[hw o
ou seja, uma terceira solucao da relagao de Rankine-Hugoniot é o segmento de reta

(G, D).

(3.34)

De maneira totalmente analoga, obtemos que a curva de Hugoniot pelo vértice

W é composta pelos lados [W, O], [W, G] e pelo segmento de reta [W, E] de equagao

S0 _ % (3.35)
Mo Il

enquanto que a curva de Hugoniot pelo vértice O é constituida dos lados [O, G|, [O, W]

e do segmento de reta [O, B] de equacao

Sw _ % (3.36)
P Hg
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3.6 Restricao do Fluxo ao longo do Segmento |G, D]

Considere as saturacoes (s, So, Sg) restritas ao ramo [G, D], definido em (3.32),
da curva de Hugoniot por GG exibidas nas Figuras A.5 ou A.6, por exemplo.

Defina a saturagao liquida agua/o6leo, denotada por s,,, como sendo
Swo 1= Sw + 5o =1 — s, (3.37)
e denote a soma das viscosidades da dgua e do 6leo por,
[hwo = + [o- (3.38)

Usando as equagoes (3.32) e (3.37) podemos reparametrizar as saturagoes s, e s,

Hw Ho s ~ :
POr Sy = ——Suo € Sy = ——Suwo- Substituindo estas expressoes de s, e s, no sistema

/’[/’LUO /’L'UJO
(1.1) e (1.4), obtemos

ot + 5 =0 (3.39)
Ho OSuo + o _ 0, (3.40)

fwo Ot or

onde as func¢oes de fluxo fracionério reparametrizadas sao dadas por

fp = o wo (3.41)

fo= L2 e : (3.42)
Hwo S%UO + = (]' - S%UO)
g
Substituindo (3.41) e (3.42) em (3.39) e (3.40), respectivamente, e definindo v = ,uwo,
g
temos que o sistema (1.1)-(1.4), se reduz a equagio de Buckley-Leverett dependendo
do parametro v,
OSwo O 52
— we =0. 3.43
ot * oz (S?UO +v(l - swo)Q) (3:43)
A equagao (3.43) pode, entdo, ser escrita na forma
se+ f(s;v), =0, (3.44)
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com

82

f(S, l/) = m € S = Sywo= Suw T So- (345)

Isto mostra que se tomarmos na condigao inicial (1.4) os vetores constantes U_ e U,
ao longo do segmento de reta [G, D], entdo a solu¢do do problema de Riemann para
o escoamento trifasico se reduz a resolucao da equacao de Buckley-Leverett para o
sistema bifésico nas variaveis s, e s.

Analogamente, mostra-se que o mesmo tipo de reducao ocorre quando
considerados U_ e U, nos segmentos de reta [W, E] e [O, B], e também nos lados
(G, W], |G,0] e [W,0], apenas reparametrizando convenientemente e definindo v

adequadamente.

3.7 Conjuntos de Bifurcacao

Nesta secao sao apresentados os conjuntos de Bifurcacao Secundaria definidos
em (1.1.15), que serdo tteis na construgdo da solu¢do do problema de Riemann a ser
considerado, no Capitulo 5, bem como os conjuntos de Extensao das fronteiras. Esses
conjuntos juntamente com as inflexoes sao fundamentais na construcao das curvas de
onda, uma vez que caracterizam mudangas na geometria e na estrutura interna das

curvas de onda que determinam a solucao do problema de Riemann.

3.7.1 Conjunto de Bifurcagao Secundaria

O conjunto de bifurcagao secundaria coincide com os segmentos de retas [B, O],
G, D] e [W, E] e esta exibido nas Figuras A.5 e A.6. Sobre estes segmentos de retas
falham as hipoteses do teorema de Bethe-Wendroff, e como consequencia a curva de
Hugoniot H(Uy) muda drasticamente sua geometria quando Uy cruza uma dessas retas
de bifurcacao. Veja as Figuras A.5 e A.6, com Uy = U; e Uy = U,, respectivamente, e
note a mudanca no perfil das curvas de Hugoniot por estes estados. Para Uy = U; vemos
que o ramo nao local (da hipérbole) tem intersec¢oes com o lado [G, W], enquanto que

para Uy = Uy o ramo nao local tem intersecgao com o lado [G, O]. Para Uy = D, isto
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é, para Uy exatamente num ponto do conjunto de bifurcacao secundéria, como pode
ser visto na Figura B.10, e como discutido na Secao 3.4, a hipérbole que define os dois
ramos da curva de Hugoniot se degenera em duas retas que se encontram no ponto de
bifurcagao secundaria TP. Para Uy num dos segmentos [B, U], [D,U] e [E,U] tem-se
uma bifurcacao secundaria - 1, ou seja, existe um estado U, onde a curva de Hugoniot
H(Up) se ramifica, com o(U,; Uy) = A\1(U,). Para Uy num dos segmentos [O, U], [G, U]
e [W,U] tem-se uma bifurcacdo secundaria - 2, ou seja, existe um estado U, onde a

curva de Hugoniot por Uy se ramifica, com o(U,; Uy) = Aa(U,).

3.7.2 Conjuntos de Extensao de Fronteira

Estes conjuntos sao extremamente relevantes na construcao das curvas de onda,
uma vez que também sao fronteiras onde as curvas de onda mudam de estrutura,
estando também associados a compostas. Os conjuntos de extensao das fronteiras
(W, 0], [W,G] e [G, O] associados as familias caracteristicas 1 e 2 uteis neste trabalho,
estao ilustrados na Figura A.7 e foram obtidos computacionalmente.

Para titulo de exemplificacao, considere uma curva de rarefacao partindo de
um estado I no segmento (G, B) do lado [G,W] cruzando a extensdao da fronteira
[G, O] associada a familia caracteristica - 1 num certo estado TV, e terminando no
estado F' do conjunto de inflexao - 1, conforme ilustrado na Figura A.8. Assumindo
a admissibilidade, a partir deste estado TV é possivel entdo atingir um estado N
na fronteira [G, O] por um choque caracteristico a esquerda, isto &, com velocidade
o(TN;N) = A\ (T"). Com a mesma construgao, pontos Y ao longo do segmento de
rarefagao - 1 (T, F') definem pontos Y’ no segmento (N, F'), de composta - 1 ao longo

da curva de onda - 1, com Y' € H(Y) e o(Y;Y') = A (Y).
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Capitulo

Curvas de Onda para o Sistema de

duas Equacoes

4.1 Introducao

Com o intuito de determinar a solugdo do Problema de Riemann (1.1) e (1.4),
este Capitulo se destina a apresentacao das curvas de onda associadas a familia
caracteristica - 1, para estados iniciais U_ no lado [G, W] do triangulo de saturagoes,
onde serao tomados os dados de injecao. As curvas de onda reversas associadas a
familia caracteristica - 2 serao apresentadas no Capitulo 5, quando da construcao da
solucao do problema de Riemann, apenas para dados de producao P restritos ao lado

[W, O] do triangulo de saturagoes.
4.2 Curvas de Onda-1

As curvas de onda - 1 sao obtidas com base nas curvas de rarefacao - 1 a partir
da fronteira [G, W], no Teorema de Bethe-Wendroff, e nos conjuntos de bifurcagao
apresentados no Capitulo 3. Os detalhes da construcao destas curvas de onda podem ser
encontradas em [24], por exemplo. A convengao usada para a representagao grafica dos
varios segmentos que fazem parte das curvas de onda é: (a) linhas solidas para indicar

segmentos de rarefacao, sendo as setas uma indicacao do crescimento da velocidade



caracteristica ao longo do segmento; (b) linhas segmentadas para indicar segmentos de
choques; (¢) linhas cruzadas para indicar segmentos de compostas.

Os segmentos dos conjuntos de bifurcacao e as curvas especiais que determinam
os segmentos do lado [G, W] do tridngulo de saturacoes para as quais a curva de on-
da - 1 por I, denotada por W(I), tenha uma estrutura de ondas distinta no espago de
estados sao mostrados na Figura A.8. Neste caso, esses conjuntos especiais sao a curva
[W, TP] que representa a extensao - 1 do segmento [W, D] do lado [W, O] do triangulo,
a curva [G,TF] que representa a extensdo - 1 do segmento [G, E] do lado [G, 0] do
triangulo de saturacoes e o segmento de bifurcacdo secundaria [B, U].

Relembremos na Figura A.8, que o estado TP é definido como sendo a extensio -
1 do ponto D pertencente ao lado [W, O] do triangulo de saturagoes, e por defini¢do
é tal que o(TP; D) = X\ (TP). Por sua vez, o estado T” é a interseccao do segmento
[W, U] de inflexdo - 1 com a extensao - 1 do lado [G, O] do triangulo de saturagoes.
O fato de T estar na extensdo - 1 do lado [G, O], faz com que ele seja extensao - 1
de um ponto deste lado do triangulo. Denotaremos tal ponto por J. Ou seja, T/ é
tal que o(T7; J) = A\;(T”7). Com base nesses estados especiais determinamos os estado
de injegdo que separam segmentos do lado [G, W], do triangulo de saturagoes, para
0s quais a sequencia de ondas elementares apresentam construcoes distintas no espaco
de estados. Desse modo, o estado I” é definido como sendo o ponto definido pela
intersecgdao da curva integral - 1 por TP com o lado [G,W]. Analogamente, o estado
de injecao I’ é definido como sendo o ponto na interseccao da curva integral - 1 por
T7 com o lado [G, W].

Os estados de injecao foram tomados de modo que sejam representativos para
cada um dos segmentos [G, I?), [I?, B), [B, '] e (I’,W), do lado [G, W] do triangulo
de saturacoes.

As demonstragoes dos Lemas, a seguir, podem ser encontradas em [8] e [20],
as quais foram construidas com base no conhecimento numeérico dos conjuntos de
bifurcacao, dos perfis das curvas de Hugoniot, da condi¢ao de admissibilidade e das

curvas de rarefagao.

Lema 4.2.1 (Veja a Figura A.8). Seja I um estado de inje¢ao arbitrdrio pertencente
ao segmento (G, IP) do lado |G, W] do triangulo de saturagoes. Sejam TN e F estados

na curva integral - 1 por I definidos pelas intersecgoes desta com a extensdo - 1 do
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lado |G, O] e com segmento de inflexao - 1 [G,TP], respectivamente. Entio W'(I) é

constituida pelos segmentos:
(a) rarefacio I, F);

(b) composta (F,N|, associada ao segmento de rarefacio [TV, F), com N no
segmento (G, E) do lado |G, O] e tal que o(TV; N) = A\ (TV).

Lema 4.2.2 (Veja a Figura A.8). Seja I um estado de inje¢ao arbitrdrio pertencente
ao segmento [IP, B] do lado [G, W] do tridingulo de saturagées. Sejam TN, TM e F
pontos na curva integral - 1 por I definidos pelas intersecgoes desta com a extensao - 1
do lado [G, O], com a extensio - 1 do lado [W,0] e com o segmento de inflexdo - 1

(TP, U], respectivamente. Entio W*'(I) é constituida pelos segmentos:
(a) rarefagio I, F);

(b) composta local (F,N], associada ao segmento de rarefacio [TV, F), com N no
segmento (G, E) do lado [G, O], e tal que o(TY; N) = X\ (TN);

(¢) composta nao-local [M, F'], associada ao segmento de rarefacio [TM, F], com M
no segmento (W, D) do lado [W, O] e F' no segmento do conjunto de bifurca¢ao
secunddria - 1 [U, D], de modo que o(F; F') = A\ (F) e o(T™; M) = X\ (TY).

Observacao 4.2.1 Para o caso em que I = IP teremos F = TP e o segmento de

composta nao-local [M, F'] se reduz ao estado D no lado [W,O].

Lema 4.2.3 (Veja a Figura A.9). Seja I um estado de injegao arbitrdrio no segmento
(B, I7] do lado [G,W] do triangulo de saturagoes. Sejam TV e T™ pontos na curva
integral - 1 por I definidos pelas intersec¢oes desta com a extensdo - 1 do lado [G, O]
e com a extensao - 1 do lado [W, O], respectivamente. Seja F definido pela intersec¢ao
da curva integral - 1 por I com o segmento de inflexao - 1 [T, U]. Entao W(I) é

constituida pelos segmentos:
(a) rarefagao I, F);

(b) composta local (F, M), associada ao segmento de rarefacio [T™,F), com M no

segmento (W, D) do lado [W, 0] e o(T™; M) = X\ (TM);

(¢c) composta nao-local [N, F'], associada ao segmento de rarefacio [TN,F], com
N no segmento |G, J] do lado [G,0] tal que o(TV;N) = MN(TV), e F' no
subtridngulo GUE € a extensao - 1 do estado F, isto €, o(F; F') = A\ (F).

Observacao 4.2.2 Para o caso em que [ = 17, teremos F' = T7 e o segmento de

composta nao-local [N, F'| se reduz ao estado J no lado [G,O)].
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Observacao 4.2.3 A diferenca entre a curva de onda - 1 dos Lemas 4.2.2 ¢ }.2.3 € a
mversao entre os ramos locais e nao locais. No Lema 4.2.2, o ramo nao local atinge o

lado [W, O] enquanto no Lema 4.2.3 o ramo nao local atinge o ramo [G, O].

Lema 4.2.4 (Veja a Figura A.9). Seja I um estado de injegao arbitrdrio no segmento
(I7,W) do lado |G, W] do tridngulo de satura¢oes. Sejam TM e F pontos na curva
integral - 1 por I definidos pelas intersec¢oes desta com a extensao - 1 do lado [W, O]
e com o segmento (W, T’] do conjunto de inflexdo - 1, respectivamente. Entao W*'(I)

€ constituida pelos segmentos:
(a) rarefagao I, F);

(b) composta (F,M], associada ao segmento de rarefacio [T, F), com M no

segmento (W, D) do lado [W, O] e tal que o(T™; M) = X\ (TM).

Observacao 4.2.4 A curva de onda dada no Lema 4.2./ € andloga aquela do
Lema 4.2.1, sendo que apenas houve uma troca nos pontos de extensao - 1 que definem
a composta local. No Lema 4.2.1 temos extensao - 1 do lado |G, 0] e no Lema 4.2.4
temos extensao - 1 do lado [W,O].

4.3 Ondas Transicionais

Temos de [8], [20], entre outros, que os choques transicionais para esse modelo
de Corey s6 ocorrem ao longo dos segmentos de retas [G,D], [B,0O] e [E, W],
correspondentes aos conjuntos de bifurcacao secundéria.

De acordo com a Figura B.10 que exibe a curva de Hugoniot pelo estado D no
lado [, O] do triangulo de saturagoes, e com os diagramas de velocidades ao longo
de [G, D] temos a existencia de um segmento de choque transicional - Sx e de um
segmento de choque - 1, Sy, na curva de Hugoniot por D.

A anélise do sistema de EDO’s que define a condicao de entropia de viscosidade,
que é o critério utilizado neste trabalho com a matriz de viscosidade B(U) sendo a
matriz identidade, é simples, porque a direcao instavel da reta por um ponto K no
segmento de choque transicional é a mesma da reta [G, D]. Além disso, entre K e D
nao hé outro ponto de equilibrio do sistema, sendo portanto esta mesma direcao estavel

em D, ver Figura B.8 com K = C,.
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Capitulo

Construcao da Solucao do Problema

de Riemann

5.1 Introducao

Baseados nos estudos feitos nos capitulos anteriores, apresentamos aqui a
construcao de uma solucao do problema de Riemann para condigoes iniciais
representativas de dados de injecao e dados de producao num reservatorio petrolifero.

O problema pratico que estamos interessados em resolver consiste em considerar
o pogo produtor contendo qualquer mistura do tipo dgua/6leo e queremos recuperar
este oleo pela inje¢io de uma mistura do tipo adgua/gas. Portanto, no triangulo de
saturacoes representado na Figura A.2, os dados de producao correspondem a um
ponto arbitrario P no lado [W, O] e os dados de inje¢do a um ponto arbitrario I no
lado [G, W].

Assim o problema pratico é traduzido no problema matematico de resolucao de
problemas de Riemann para o sistema de leis de conservacao (5.1), sob as condigbes

iniciais (5.2), como segue

((O0sw | Ofu
o "o =0
s, of,
= 5.1
ad T =0 (5.1)
Osg Of, B
\ Ot + or 0



U_.:=1 se <0,
Ulz,t =0) = (5.2)
U =P se x>0,
onde U = (S, So, Sg)-
Lembremos, do Capitulo 2, que as fungoes de fluxo fracionario do sistema (5.1),

obtidas para o modelo de Corey com permeabilidades relativas quadraticas, sao dadas

por
52,/
w\Pw; 90y = = s 5.3
f (8 S 89) )\(Swasoasg) ( )
55/ o
o\Pw; 20 = = s h.4
f (8 S 89) )\(Swasoasg) ( )
S5/ 1
g g9
wy <0 = bl 55
fg(S S 89) )\(Swasoa Sg) ( )
em que,
2 2 82
A(Sw), Sos Sg) = Sw oy Sy P9 (5.6)
fo o g
Sg=1— 54 — 5. (5.7)

Lembremos também que estamos considerando um modelo mais realistico do
que aqueles tratados em [8], [20], e que embora as viscosidades sejam consideradas

constantes, a viscosidade do gés é tomada inferior as outras duas, ou seja,

Hg < Ho = o, (5'8)

sendo que as figuras estao feitas com os valores ji,, = 1o, =1 e py = 0,25.

Uma vez apresentado o problema de Riemann em questao, passamos a construcao
de uma solucao do mesmo, cuja metodologia geral é apresentada a seguir. Na
construcao da solucao, inicialmente determinamos estados especiais ao longo do lado
[W, O] que definem segmentos disjuntos para estados de produgdo P cuja construgao
da solugao ocorra de maneira distinta. Fixado entao um estado P representativo num
destes segmentos, de maneira analoga determinamos estados especiais ao longo do lado
[G, W] que definem segmentos disjuntos para estados de injecdo I cuja construgao
da solucao ocorra de maneira distinta. Uma vez considerados todos os estados

representativos de injecao, fixamos um novo estado de producao e procedemos de forma
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analoga até que todos os casos representativos, tanto de producao como de injegao,
tenham sido considerados.

Antes de definir os segmentos representativos para estados de producao, vamos
analisar quais sao as possibilidades de conectar um determinado estado de producao P
a um estado intermediario M por uma das ondas elementares. Iniciemos considerando
as ondas de rarefacao. Da discussao na Secao 3.2 temos que A\; = 0 nos lados do
triangulo de saturacoes, em particular em P, e A; cresce no sentido de P para o
interior do triangulo ao longo da curva integral - 1. Logo, nao é possivel atingir P
por uma onda de rarefacao - 1, ver Figura A.3. Da mesma forma, como discutido na
Secao (3.2), temos que Ay = 0 nos vértices W, O e G do triangulo de saturagoes e
Ay cresce a partir dos mesmos ao longo das curvas integrais - 2, ver Figura A.4. Dali,
s6 é possivel conectar P a M por uma onda de rarefacao - 2, se M for um estado
que jaz ao longo do proprio lado [W, O], e desde que A\, seja crescente de M para P.
Assim, se o estado intermediario M estiver no interior do triangulo de saturacgoes s6
resta a possibilidade de P ser conectado & M através de uma onda de choque, desde,
obviamente, que M € H(P).

Como consequencia do que acabamos de discutir, para cada P fixado devemos
estudar em detalhes a curva de Hugoniot por P, com relacao a sua geometria e a
admissibilidade dos choques de um estado arbitrario M € H(P) para P, utilizando o
critério de entropia de viscosidade. Feito isto, devemos ainda analisar a possibilidade
de atingir P por ondas compostas, isto é, determinar e analisar os pontos em H(P)
caracterizados pelo Teorema de Bethe-Wendroff (1.1.14).

As descontinuidades admissiveis sao determinadas através do plano de fase do
sistema de EDO’s (1.13) obtido para a descontinuidade em questdo, com a matriz
de viscosidade B(U) sendo a matriz identidade. Estas descontinuidades sdo denotadas
tanto nas figuras como na sequencia de ondas que compoe a solucao, da seguinte forma:
choque - 1 por S, choque - 2 por S, choque transicional por Sx, choque compressivo
por Sc, como visto na Tabela da Secao 1.1.1. Com relacao as rarefagoes, denotaremos
a rarefacao - 1 por R; e a rarefacao - 2 por Rs.

Resumindo, a metodologia utilizada para determinar a sequencia de ondas que
compde a solugdo do problema de Riemann, para cada estado P fixado no lado [W, O]

do triangulo de saturagoes, é a seguinte:
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(4)

(i)

(iid)

(vit)

inicialmente determinamos a geometria da curva de Hugoniot por P no lado

[W, O], obtida explicitamente no Capitulo 3;

determinamos os choques - 2 de M € H(P) para P, que satisfaga a condigao
de entropia de viscosidade, através do plano de fase do sistema de EDO’s

correspondente;

a partir de cada estado M da extensdo - 2 de P, isto é, com \y(M) = o(M; P)
tal que o choque de M para P seja admissivel, determinamos a curva integral - 2
correspondente aos estados que podem ser conectados & M € H(P) por uma

onda de rarefacao - 2;

a partir das informagoes dos itens (i) e (iii), determinamos os estados genéricos
M que podem ser conectados & P por um choque - 2 ou por uma composta - 2 (do
tipo rarefacao/choque). Tais pontos sao representados geometricamente através

da curva de onda - 2 reversa por P, que é denotada por W2 (P);

fixado um estado de injegdo I no lado [G, W], determinamos o estado M, se
existir, definido pela interseccio de W' (I) com W2 (P), sendo W*'(I) obtida no
Capitulo 4;

para um estado de injegdo I fixado, caso nao haja intersecgao entre W*'(I)
e W?(P), procuramos um estado K numa possivel interseccio de W'(I)
com o segmento da curva de onda transicional pelo estado D de H(P), cuja

descontinuidade entre D e P seja admissivel e tal que o(K; D) < o(D; P);

baseados nos passos anteriores, descrevemos a sequencia de ondas que compoe a
solugao do problema de Riemann (5.1) - (5.2), para cada estado de producao P
fixado e de injecao I arbitréario, levando-se em conta a condi¢ao de compatibildade

geométrica entre as velocidades das ondas que fazem parte da sequencia.

Caso o passo (v) seja viavel, a solu¢ao do problema de Riemann consistira de no

maximo 2 ondas e um estado intermediario M, sendo uma onda - 1 de I para M e uma

onda - 2 de M para P, a nao ser que M coincida com P ou M coincida com I.

Caso seja necessario o passo (vi), entao a sequencia de ondas que determina a

solucao podera consistir de até 3 ondas e 2 estados intermediarios, K e D, sendo que
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genericamente a sequencia consistird de uma onda - 1 conectando I a K, de uma onda

transicional conectando K a D e de uma onda - 2 conectando D a P.

5.2 Definicao de alguns Estados Especiais

Lembremos que a condicao de Rankine-Hugoniot, relacionando uma descontinui-

dade entre U_ e Uy, que se propaga com velocidade o, para o sistema (5.1) é dada

por
(s, = sw) = fu = fu (5.9)
o(s, —s5)=fo =1 (5.10)
o(s; —sf)=f, — [ (5.11)

Baseados na metodologia geral apresentada inicialmente, vamos fixar os estados
especiais de producao ao longo do lado [W, O] que determinam construcoes de solugao
distintas. Um destes estados especiais é o estado D correspondente a interseccao da
reta de bifurcacio secundaria, pelos pontos G' e U, com o lado [W, O] do triangulo de
saturacoes.

Queremos saber se, além deste estado D, existem outros estados que determinam
construcoes distintas de solugoes do problema de Riemann com P no lado [W,O].
Estados o quais devem estar relacionados aos estados D e TP (que é a extensdo - 1 de
D definida em (3.26)) através da regra do Choque Triplo, determinando assim limites
para a perda de compatibilidade geométrica das velocidades.

Considere o estado TP da extensdo - 1 da fronteira [W, O], que por definicao é
tal que o(TP; D) = X\ (TP). Dai, como TP e D estdao no mesmo ramo [G, D] de H(D),
podemos usar a reducao obtida em (3.45) para determinar a velocidade de choque entre

TP e D. Dai,
f(TP) - f(D)

TP _ D
Swo Swo

o(T?; D) = : (5.12)

em que f é a funcao de fluxo fracionario para a equacao de Buckley-Leverett ao longo

do ramo [G, D], dada por (3.45) e aplicada aos pontos TP e D, cujas coordenadas sao

TD

o € asoma das coordenadas s, e s, do

dadas em (3.26) e (3.19), respectivamente, s
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D
wo

f(TP), obtemos

ponto TP e s & a soma das coordenadas s, e s, do ponto D. Assim, calculando

,U/’LUO
f(TP) = ———=2 5.13
T Mo + 41tg (5.13)

onde flyo = fy + 1o foi definido em (3.38). Por outro lado, temos que
f(D)=1. (5.14)

Substituindo (5.13) e (5.14) em (5.12), obtemos

2o + 4
o:=0c(T?;D) = M. (5.15)
Pawo + 4ig
Observe que poderiamos utilizar qualquer relagdo em (5.9)-(5.11) com U, = D e

U_ = TP para se obter a formula em (5.15).

Queremos determinar estados P = (s,, S,,0) no lado [W, O] tais que a regra do
choque triplo com TP e D seja verificada, isto ¢, pontos P no ramo [, O] da curva de
Hugoniot por D, tais que

o :=o(T?;D) = o(P; D). (5.16)

Como D e P devem estar no lado [W, O], é conveniente calcular a velocidade de choque
entre P e D, via a func¢do de fluxo fracionario do 6leo restrita ao lado [W, O], usando

a variavel s,. Portanto,

fo(P) = fo(D)

P _ oD
5o S5

o(P;D) =

: (5.17)

em que s é a coordenada s, do ponto P e s? é a coordenada s, do ponto D.
Substituindo (5.17) em (5.16), usando a expressao de f, dada em (5.4) e as
coordenadas de D dadas em (3.19), obtemos apos algumas manipulagoes algébricas o

seguinte polindmio de terceiro grau na variavel s,:

0 Hwo 32 + (Mo — 3Hto0 — flw) 33"‘

12 1ty
- ([LOO'—Q—O(I—O')) So+—=(1—0) =0, (5.18)
/’L'LUO /’[/’LUO

onde o valor de o é dado em (5.15).

Note que a coordenada s, de D, dada por s, = Ho ¢ vaiz de (5.18). Usando este
,L[/’LUO

fato, podemos decompor (5.18) da seguinte maneira,

(SO B /70 ) (Uﬂwosz + (o = 2H00 — fi) So + f1o(0 — 1)) =0. (5.19)
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Apos alguns célculos, encontramos as outras duas raizes de (5.19), dadas a seguir

(20 = 1) + p + VA,

S, =
20 o

e, (5.20)

_ % — 1 — VA,
5 o202 1)+ . (5.21)

20 o

em que A, = (fhy — f1o)? + 4ptuwptoo (2 —0) > 0, ja que de (5.15) temos 0 < o < 2. Dessa
maneira, encontramos dois pontos P; e P5 na reta contendo o lado [W, O], onde vale a

regra do choque triplo com os estados T° e D, dados por

P=(1-5,35,,0), (5.22)

P,=(1-5,,5,,0), e (5.23)

satisfazendo a seguinte cadeia de igualdades:
N(TP) = o(T?; D) = o(T?; P,) = o(T?; P,) = 0(D; P,) = o0(D; P,). (5.24)

Substituido os valores de fu,,, (o, 114 € 0, utilizados, obtemos que P, e P, estao de fato
no lado [W, O].

Dessa forma os segmentos ao longo do lado [W, O] do triangulo de saturagbes que
representarao dados de producao P com construgoes de solugoes distintas sao: [O, P],
(P, D], (D, Py e (P, W]. A secao a seguir trata da construcao da solugao do problema

de Riemann para estados de producao representativos nesses segmentos.

5.3 Construcao da Solucao do Problema de Riemann

Esta secao é dedicada a construcao da solucao do problema de Riemann
considerado. Iniciamos, entao, variando P a partir de O na direcao de W ao longo
do lado [W,0] do tridngulo de saturagoes. A solugao do problema de Riemann para o
caso do estado de producao P = O foi descrito em [1], e esta resumida na Figura B.1.
Resumidamente foi visto que quando é injetado agua pura, isto é I = W, a solucao

do problema de Riemann é a propria solucao de Buckley-Leverett ao longo do lado
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[W, O], a qual consiste de uma composta - 2 de W para O, constituida de uma onda de
rarefacao - 2 de W para W,, seguida por um choque - 2 de W, para O, caracteristico em
W, tal que o(W,;0) = \y(W,). Para a mistura de inje¢do correspondendo & [ = B, a
solucao pode ser descrita de trés maneiras no espaco de estados, porém representando
uma tnica solugao no espaco fisico - xt. Este caso de injegao foi chamado em [1] de caso
critico, por separar geometrias distintas na sequencia de ondas que conectam I & O no
espaco de estados. A solucao critica representa a mistura 6tima de injecao que pode
ser obtida por WAG, isto é por injecao alternada de dgua e gas. Uma das trés solucgoes
consiste de uma onda de rarefacao - 1 de B para B,, seguida de duas ondas de choque
com mesma velocidade: choque - 1 de B, para B! e choque - 2 de BYY para O. A
segunda solucao consiste de uma onda de rarefacao - 1 de B para B,, seguida de choque
compressivo de B, para O. Equanto que a terceira solucao consiste de uma rarefacao -
1 de B para B, seguida de duas ondas de choque com mesma velocidade, choque - 1
de B, para B e choque - 2 de BY para O. Para os outros casos, discutidos em [1],
com injecao entre B e W a construcao da solucao depende da curva de onda - 1 por [
atingir o lado [W, O] acima ou abaixo de W,. Para I no segmento [G, B] a construgao
é similar. Também em [1] foram definidos os termos “water dominated” para estados
de injecao I € (B, W], porque o altimo estado intermediario a ser conectado a O esta
no lado [W, O] sem a presenga da fase gés, e “gas dominated” para I € [G, B), porque
o 1dltimo estado intermediario esta no lado [G, O] sem a presenca da fase dgua. Para
mais detalhes ver [1].

Utilizamos as notagoes (RS); para representar uma onda composta - 1, (RS)s
para uma onda composta - 2, (RS);c para uma onda composta formada por uma
rarefacido - 1 seguida de um choque compressivo e (RS);x para uma composta
transicional formada por uma rarefacao - 1 seguida de um choque transicional, além

das notacgoes para choques e rarefacoes ja introduzidas.

5.3.1 Caso 1: Estados de Produgao P € (O, P|]

Na Figura B.2 ¢ exibida a curva de Hugoniot por P, obtida explicitamente na
Secdo 3.3. Apos a andlise do plano de fase, verificamos que a curva H(P) possui os
seguintes segmentos correspondentes a choques - 2 admissiveis que podem atingir P:

(G, C] no interior do triangulo de saturagdes, e [W,, P) no lado [W, O] do triangulo.
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Estes segmentos de choque - 2 foram determinados computacionalmente através de
graficos das velocidades caracteristicas e da velocidade de choque.

Os estados C, e G, na curva de Hugoniot por P , por defini¢ao correspondem &
extensoes do estado P com relacao as familias caracteristicas 1 e 2, respectivamente.
Portanto, sio tais que o(C,; P) = M (C.) e 0(Gs; P) = A(G.). O estado CY no
segmento [IW*, D] de choque - 2 no lado [W, O] é definido como sendo o ponto de H(P)

onde é satisfeita a regra do choque triplo com os estados P e C,, e é tal que

M(C,) =0o(C,; P) = 0(C,; CY) = o(CY; P).

*

Note que C, é a extensao - 1 tanto de P como de C’XV.

O estado CY no segmento de choque - 2 de H(P) com extremidade G, também
¢ definido pela regra do choque triplo com os estados P e C, (e também com CYV), o
qual também foi determinado computacionalmente. Assim vale a seguinte cadeia de

igualdades:
M(C,) =0(Cy; P) = 0(CY P) = 0(C,; CY = o(CY; P) = o(C,; CT). (5.25)

O estado W, € H(P) é também uma extensdo - 2 de P. Nele temos que
o(Wi; P) = Xo(W,) onde \y(W,) pode ser obtido como a derivada da fungio de fluxo
fracionaria do 6leo com relagao a saturacao do 6leo, restrita ao lado [W, O] do tridngulo

Afo
de saturagoes, isto é, Ao(W,) = —f(W*) w01

A partir de G, e de W, taef’ﬁos os segmentos da curva de composta - 2 como
parte da curva de onda - 2 reversa W?(P): [G,G.] e [W,W,]. Além disto, temos
que o segmento [O, P) de rarefagdo - 2 ndo é relevante para o problema de Riemann
considerado, ver Figura B.2. Assim, a curva de onda - 2 reversa W? (P), relevante em
nossa construcao, é dada pelos segmentos [G, G,| e [W, W,] de composta - 2, e pelos
segmentos [G,,CY] e [W,,C¥] de choque - 2. Resumidamente, temos os seguintes
estados especiais em W2 (P), mostrados na Figura B.2: P, C,, W,, CV, G.,, e CC.

Agora, com base nos segmentos que constituem W2 (P) e H(P) determinamos os
estados de inje¢ao que separam segmentos no lado [G, W] do triangulo de saturagoes
com construgoes distintas para a sequencia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann.

Os estados de injecio C, I+ e I% sdao definidos como sendo os estados para

0s quais as curvas de onda - 1 por eles, W'(C), W'(I"V*) e W(I%*), ver Capitulo 4,
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atingem os pontos CVV, W, e G,, respectivamente. Além disto, o ramo nao local de

W1(C) atinge o estado especial CC.

Seguindo a metodologia descrita, passemos entao a descricao da solugao do

problema de Riemann para o estado de produgdo P fixado no segmento (O, P;) e

o estado de injecao I nos segmentos do lado [G, W] determinados anteriormente. Por

conveniencia, para facilitar a comparagao com [1], vamos iniciar a descri¢ao da solugao

do problema de Riemann pelo estado I = W, variando o estado de injecao I a partir

de W para GG. Dessa maneira, temos entao as seguintes possibilidades de acordo com a

localizagao do estado I ao longo do lado [G, W] do tridngulo de saturagoes. Cada caso

pode ser acompanhado na Figura B.3.

()

Se I = W, ou seja, se for injetado apenas agua, entao a sequencia de ondas
que compoe a solucao do problema de Riemann é dada pela propria solucao da
equacao de Buckley-Leverett com a funcao de fluxo do 6leo f, restrita a fronteira
[W, O] do triangulo de saturacoes. Portanto, a sequencia de ondas que compde
a solucao é dada por uma onda de rarefacao - 2 de W para W,, seguida de uma

onda de choque - 2, caracteristico a esquerda, de W, para P;

Se I € [I"+,W) entdo a sequencia de ondas que compde a solugao do problema
de Riemann é constituida de uma composta - 1 de I para M, com M no segmento
(W, W.] do lado [W, O}, seguida de uma composta - 2 de M para P. Como visto no
Capitulo 4, a onda composta - 1 consiste de uma rarefacao - 1 de I para o estado
T no segmento (W, T"+] da extensao - 1 do segmento (W, W,] no lado [W, O],
com o(T; M) = A\ (T), seguida de um choque - 1 de 7" para M. Ja a composta - 2
consiste de uma rarefacao - 2 de M para W,, seguida de um choque - 2 de W,
para P, com o(W,; P) = \y(W,). Observamos que a composta - 2 também pode
ser vista como a solucao da equacao de Buckley-Leverett para a funcao de fluxo
fracionario f, restrita ao lado [W, O] e com dados iniciais M e P. Observamos

também que se I = [ entao T =T"* e M = W,;

Se I € (C,I"*), entao a sequencia de ondas que compde a solugao do problema
de Riemann é constituida por uma composta - 1 de I para M, onde M é um

estado no segmento (W,, CY) do lado [W, O] do triangulo de saturagoes, seguida
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de um choque - 2 de M para P. Como no item (b) a composta - 1 consiste de

uma onda de rarefacao - 1 de I para T seguida de um choque - 1 de T para M,

com T € (T™+,C,) da extensao - 1 de (W,,CY) e o(T; M) = A\ (T). Observe

que para I entre B e I'""* a composta - 1 de I para M é local, enquanto que para

I entre C' e B a composta é nao local, conforme visto no Capitulo 4;

Caso critico: se I = C', entao como consequencia da regra do choque triplo, a

sequencia de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann pode ser

descrita de trés maneiras distintas no espaco de estados, porém representando a

mesma solu¢ao no espaco fisico-xt:

(1)

composta - 1 (ndo local) de C para C}V, seguida de um choque - 2 de C
para P. A composta - 1 é constituida por uma onda de rarefacao de C' para

C., seguida pelo choque - 1 de C, para C!, com o(C,;C") = X\ (C,);

composta - 1 nao local de C' para C%, seguida de um choque - 2 de C¢
para P. A composta - 1 é constituida pela onda de rarefacao de C' para C,

seguida por um choque - 1 de C, para C%, com o(C.,; C%) = \(C,);

apenas uma onda composta de C' para P, definida pelo segmento de
rarefacao [C, C.] e pelo choque compressivo de C, para P, com o(C,; P) =
A1(Cy). Como sabemos, o choque compressivo pode ser visto como uma
sequencia de um choque - 1 seguida de um choque - 2, ambos com a mesma
velocidade. O que corresponde as mesmas soluges nos itens (1) e (2) no

espaco fisico-zt.

Lembramos que, conforme visto anteriormente, devido a regra do choque triplo

temos a seguinte cadeia de igualdades:

M(CL) = 0(Ci OF) = o(C: P) = 0(Cli P) = 0(C., CF) = 0(CY, P

(e) Se I € [I%+, () entdo a sequencia de ondas que compde a solucio do problema de

Riemann é constituida de uma composta - 1 de I para M, com M no segmento

[G.,CY de composta - 2 da curva de onda - 2 reversa W?(P), seguida de um

choque - 2 de M para P. De maneira aniloga ao caso (c¢), conforme visto no

Capitulo 4, a composta - 1 é constituida de uma onda de rarefacao - 1 de I para
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o estado T' no segmento [T%, C,] da extensao - 1 do segmento [G., C%) de cho-
que - 2 de W2 (P), e segue de T para M por um choque - 1, com o(T; M) = A\ (T).
Se ] =% entao T =T% e M = G,;

(f) Se I € (G, I%), entdo a sequencia de ondas que compde a solucio do problema de
Riemann ¢ constituida por uma composta - 1 de I para M, com M no segmento
(G, G,) de composta - 2 da curva de onda - 2 reversa W? (P), seguida de uma
composta - 2 de M para P. A composta - 1 é constituida pela onda de rarefa-
¢ao - 1 de I para T, seguida pelo choque - 1 de T para M, com o(T; M) = A\ (T)
e T no segmento (G,T%) da extensdo - 1 do segmento (G,G,) de W2(P). A
composta - 2 consiste de uma onda de rarefacao - 2 de M para G,, seguida pelo

choque - 2 de G, para P, com o(G,; P) = \y(G,);

(g) Se I = G, ou seja, se for injetado apenas gas, entdao a sequencia de ondas que
compoe a solugao do problema de Riemann s6 consiste de uma composta - 2 de
G para P. Esta composta consiste de uma onda de rarefacao de G para G,,
seguida por um choque - 2 de G, para P, com o(G,; P) = X (G,). Veja que
neste caso a solucao é analoga a solucao da equacao de Buckley-Leverett para o
caso I = W, a diferenga é apenas que o segmento de WW?(P) utilizado é interno
ao triangulo de saturagoes. Portanto, este caso é anilogo ao caso I = G de [1],
sendo que como P esté no segmento (O, P] do lado [W, O] a solugao nao envolve
apenas uma mistura do tipo gas/6leo, e sim uma mistura das trés componentes

gas/6leo/agua;

Em resumo, se o estado de produgao P estiver no segmento (O, P;| do lado [W, O],
entao as sequencias de ondas que compoe as solugcoes do problema de Riemann para
dados de inje¢ao na fronteira [W, G] do tridngulo de saturagoes podem ser representadas

esquematicamente como a seguir (ver Figura B.3):

(a) I=W: W (BS) P, (Buckley-Leverett ao longo de [W, O]);

RS)1 (RS)2

(b) I e[V, w). 1 5% p W% p,
(c) Ie(C 1Wy: 1 5% a2, p,
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(d) I = C, tem-se trés sequencias no espago de estados representando a mesma

solucao no espaco fisico - xt:

(1) ¢ &% ow 22, p,

)

2) ¢ % o6 22, p,

Y

e p,

Y

(3) C

So

() Ie[1%,0): 1'% a2, p,

)

(RS)1

(f) I e (G,16+): 1 T2 pp B2

P.

(g) I=G: G (B9 P, (analogo a Buckley-Leverett).

Comparando a Figura B.3 com a Figura B.1 (obtida em [1]) e fazendo P se
aproximar de O, vemos que C! (daqui) se aproxima de B! (de 14) e o segmento de
choque - 2 [G.,C] (daqui) se aproxima do segmento [G,, BY] (de 14) no lado [G, O],

enquanto que o estado C' (daqui) se aproxima de B (de 14).

Observacgao: Caso limite P = P;

Para o caso limite P = P;, cuja curva de Hugoniot por P estd exibida na
Figura B.4, temos os seguintes fatos: os estados C¢ e C, colapsam e passam a coincidir
com o estado T, assim como os estados C"V e D também colapsam. Logo, temos que
C¢ =C, =TP e C" = D. Dessa maneira, os segmentos de choque - 2 da H(P,)
anteriormente dados por [G,, C%] e [C, C,] se tornam um tinico segmento de choque - 2
que vai de C' até G,. Portanto, os estados especiais de H(P;) passam a ser apenas
P, TP, D =CY, G, e W,. Por consistencia de notagio, neste caso limite, também
denotamos o estado C' por I”, ja que C, coincide com TP e C¥ coincide com D. Além
disso, para o caso de injecao critica C, a sequencia de ondas que compoe a solucao do
problema de Riemann passa a ter duas, e nao mais trés, estruturas distintas no espaco
de estados, porém representando a mesma solu¢ao no espaco fisico-xt. As quais sao

dadas por:

(1) composta - 1 de C' = IP para D = CV, seguida de um choque - 2 de D = CV

para P;. A composta - 1 é constituida de uma rarefacio - 1 de C' = I” para T?,

seguida de um choque - 1 de TP para D, com o(T?; D) = )\ (T?P);
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(2) composta de C' = IP para Py, consistindo de uma onda de rarefagao - 1 de
C = IP para TP, seguida de um choque compressivo de TP para P, com
g

o(TP; Py) = A (TP).

Esquematicamente para o caso critico, temos:

(1) 1?5 p =, p,

(2) 1P B 7P 22, p.

5.3.2 Caso 2: Estados de Produgao P € (P, D)

Considere um estado de produgao P no segmento (Py, D) do lado [W, O]. Para
facilitar os argumentos, exibimos na Figura B.5 a curva de Hugoniot pelo estado P e
parte da curva de Hugoniot por D correspondente ao ramo [G, D]. Observe que H(P)
possui os seguintes segmentos correspondentes a choques - 2 admissiveis que podem
atingir P: [G., C.] no interior do triangulo de saturagoes, ver a Figura B.6, e [W,, P|
no lado [W, O]. Enquanto que a curva de Hugoniot H(D) exibe o segmento [G,, T"]
no interior do triangulo correspondente a choques transicionais, sendo que apenas o
segmento [C,, TP] sera 1til na construgao da solugdo, ver Figura B.6. A necessidade
do uso de choques transicionais se deve a existencia de estados I no lado [G, W] para
os quais W!(I) ndo tem intersecgao com W2(P). Assim a sequencia de ondas que
compoe a solucao do Problema de Riemann passa a ter casos com a presenca de trés
ondas, ao invés de apenas duas, sendo uma delas um choque transicional.

Os estados especiais de producao e interiores ao triangulo de saturagoes sao
anéalogos aos do caso limite P = P; no Caso 5.3.1, tendo apenas a mudanca no estado
C, que neste caso é definido pela intersecgao do segmento de choque - 2 de H(P) com
extremidade em G, e do segmento de choque transicional de H(D) ao longo do ramo
[G, D]. O plano de fase exibido na Figura B.8 para o choque transicional entre C, e D
mostra que o mesmo é admissivel. Para esse estado C, vale a regra do choque triplo
com D e P, isto é, o(Cy; P) = 0(Cy; D) = o(D; P). Com isto apenas os choques - 2 de
M para P, com M € [G,, C,], sao admissiveis segundo o critério de viscosidade (com a

matriz de viscosidade sendo a identidade), ver Figuras B.6 e B.7. De modo anélogo ao
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caso limite P = Py, para este caso, o estado O coincide com o estado D, e o estado
TP é a extensdao - 1 de D. Resumindo, temos os seguintes estados especiais para este
caso: P, TP, W,, C,, G, e D =CW.

Da mesma forma, a curva de onda - 2 reversa por P, W2 (P), é analoga aos casos
anteriores, possuindo os seguintes segmentos relevantes: [G,G,| de composta - 2, e
(G, C,] e [W,, P] de choque - 2.

Os estados especiais de injecao que definem segmentos com construgoes distintas
para a solugao (ver Figura B.9) sdo analogos ao caso anterior, acrescido do estado I7,
definido como sendo a intersec¢io da curva integral - 1 por TP com o lado [G, W].
Além disso, com relacio ao caso anterior, o estado C' agora estd no segmento (19, IP)
do lado [G, W].

Para os estados de injegao I € (IP, W] e I € [G, 1) a construgio da sequencia
de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann é anédloga a do Caso 5.3.1.
Diferencas relevantes na construcao da solucao sao observadas para os casos de injecao

I € [I9+,IP], como veremos a seguir (ver Figura B.9):

(a) Se I = W, ou seja, se for injetado apenas agua, entdo a sequencia de ondas
que compoe a solucao do problema de Riemann é dada pela propria solucao da
equacao de Buckley-Leverett com a funcao de fluxo do 6leo f, restrita a fronteira
[W, O] do triangulo de saturagoes, e é constituida por uma onda de rarefagao - 2
de W para W,, seguida de uma onda de choque - 2, caracteristico a esquerda, de

W, para P;

(b) Se I € [I"*, W) entdo a sequencia de ondas que compoe a solugao do problema de
Riemann é constituida de uma composta - 1 de [ para M, com M no segmento
(W, W.] do lado [W, O], seguida de uma composta - 2 de M para P. Tanto
a composta - 1 quanto a composta - 2 sao construidas de maneira analoga ao

item (b) do Caso 5.3.1;

(c) Se I € [IP, I"+), entao a sequencia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann é constituida por uma composta - 1 de I para M, onde M é um estado
no segmento (W, D) do lado [W, O] do triangulo de saturagoes, seguida de um
choque - 2 de M para P. A composta - 1 é analoga ao item (¢) do Caso 5.3.1.
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Observe que para I entre B e I+ a composta - 1 de I para M é local, e para [

entre I” e B a composta - 1 é nao local, de acordo com o Capitulo 4;

Se I € (C,IP), entao a sequencia que compoe a solugao do problema de Riemann
consiste de trés ondas: rarefacao - 1 de I para um estado K, com K pertencente
ao segmento de choque transicional [C,,T"] de H(D), seguida de um choque
transicional de K para D, que por sua vez é seguido de um choque - 2 de D para

P, com o(K; D) < o(D; P);

Caso critico: se I = C, entao a sequencia de ondas que compode a solucao do
problema de Riemann pode ser descrita de duas maneiras distintas no espaco de

estados, porém representando a mesma solucao no espaco fisico-xt:

(1) composta transicional de C' para D, seguida de um choque - 2 de D para P.
A composta transicional é constituida pela onda de rarefacao - 1 de C' para

C,, seguida pelo choque transicional de C, para D, com o(C,; D) = A\ (C,);

(2) rarefacdo - 1 de C para C,, seguida de um choque - 2 de C, para P.

Neste caso a solucao é a mesma no espago-xt pois, pela regra do choque triplo,

o(Cy; D) = o(D; P) = o(C.; P);

Se I € [I%, (), entdo a sequencia que compde a solucio do problema de Riemann
volta a possuir apenas duas ondas como nos casos anteriores. Sendo constituida
por uma composta - 1 de I para M, com M no segmento (G, C,) de choque - 2
da curva de onda - 2 reversa W2 (P), seguida de um choque - 2 de M para P.
Para I = I% temos que M = G, e o(G,; P) = X\ (G,);

Se I € (G, I%), entdo a sequencia de ondas que compde a solucio do problema de
Riemann ¢ constituida por uma composta - 1 de I para M, com M no segmento
(G, G,] de composta - 2 de W? (P), seguida de uma composta - 2 de M para P.
As ondas compostas 1 e 2 sao definidas de modo totalmente analogo ao item (f)

do Caso 5.3.1;

Se I = G, ou seja, se for injetado apenas gas, entdao a sequencia de ondas que
compoe a solucao do problema de Riemann consiste apenas de uma composta - 2

de G para P, analoga a solucao de Buckley-Leverett para [ = W.
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Assim, se P € (P;, D) entdo as sequencias de ondas que compoe as solugoes
do problema de Riemann para dados de injegao na fronteira [W, G| do triangulo de

saturagoes podem ser representadas esquematicamente como a seguir (ver Figura B.9):

(a) I=W:W (B P, (Buckley-Leverett ao longo de [, O));

(b) e[V, w): 155 p W2 p,

(c) Ie[rP, 1) 1% A 2, p,

Ry

d) Ie(C,IP): 12 g 5

K 2% D 22, p.

(e) I = C, tem-se duas sequencias no espago de estados representando a mesma

solucao no espaco fisico - xt:

Sx So

(1) o By . — D = P;

Y

2) ¢ & ¢, 2 py

(RS)1 Sa
—5

(f) T€(I%,C): 1 M =% P

(RS)1 (RS)2

(g) I€(G,I%]): 1~ M =5 P;

(h) I=G: G (B9 P, (analogo a Buckley-Leverett).

5.3.3 Caso 3: Estado de Producao P =D

Considere o estado de produgao P = D no lado [W, O], onde D é o extremo da
reta de bifurcacao secundaria [G, D]. Notemos também que D é um ponto do conjunto
de inflexdo - 2. A Figura B.10 exibe a curva de Hugoniot por D, a qual como provado
na Se¢ao 3.4, Egs. (3.23-3.25), consiste do lado [W, O], da reta [B, E] e da propria reta
(G, D]. O segmento [G,,T"] de H(D) corresponde & choques transicionais.

Como nos casos anteriores, os estados TP e G, na curva de Hugoniot por
P = D sao as extensoes do estado D com relacao as familias caracteristicas 1 e 2,
respectivamente, isto é, o(TP; D) = A\ (TP) e o(G,; D) = X(G,). Uma vez que o
estado de producao P coincide com D, o qual é um ponto de inflexao - 2, observamos

que o estado W, nao aparece para este caso. Assim, a curva de Hugoniot por P = D
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nao possui nenhum segmento de choque - 2 admissivel, mas apenas o segmento de
choque transicional [G,, T?], e o segmento de choque - 1 [T, D].

A curva de onda - 2 reversa W?2(D) consiste dos segmentos de rarefacio - 2
(W, D] e [O, D] no lado [W, O], ja que D & um ponto de inflexao - 2, ver Figura B.10. A
curva de onda reversa transicional W* (D) consiste do segmento de choque transicional
(G, TP] e do segmento de composta transicional [G,G,]. Observemos também que
todo o segmento [G, TP] esta no conjunto de inflexao - 1.

Em resumo, temos os seguintes pontos especiais em H(P), mostrados na
Figura B.10: D, G, e TP".

Os estados de injegdo que separam segmentos no lado [G, W] do triangulo de
saturacoes com estruturas distintas das sequencias de ondas que compoem a solucao
do problema de Riemann sdao I” e 1%, definidos pelas interseccoes das curvas inte-
grais - 1 por TP e por G, com o lado [G, W], respectivamente.

Dessa maneira, temos as seguintes possibilidades de solugao do problema de
Riemann, de acordo com a localizac¢ao do estado I ao longo do lado [G, W] do triangulo

de saturacoes (ver Figura B.11):

(a) Para I = W, ou seja, se for injetado apenas agua, entdo a sequencia de ondas
que compoe a solucao do problema de Riemann é dada pela propria solugcao da
equacao de Buckley-Leverett com a funcao de fluxo do 6leo f, restrita a fronteira
[W, O] do triangulo de saturacoes, e é constituida apenas por uma rarefagao - 2

de W para D, uma vez que D é um ponto de inflexdo - 2 ao longo do lado [W, O];

(b) Se I € (I”, W), entao a sequencia de ondas que compde a solucio do problema
de Riemann consiste de uma composta - 1 de I para M no segmento (W, D) de
W2 (D), seguida de uma rarefagao - 2 de M para P. A composta - 1 é constituida
pela onda de rarefagao - 1 de I para T', com T na extensao - 1 de (W, D), seguida

de um choque - 1 de T para M, com o(T; M) = \(T);

(c) Se I = IP, entao a sequencia de ondas que compde a solugdo do problema de
Riemann é formada por uma composta transicional de I” para D. Esta composta
consiste de uma onda de rarefacdo - 1 de I? para TP, seguida do choque de TP
para D, sendo que este choque é o limite entre um choque - 1 e um choque

transicional, com o(T?; D) = \(TP);

64



(d) Se I € [I%+,IP), entdo a sequencia de ondas que compde a solugio é constituida
por uma rarefacdo - 1 de I para K, com K no segmento (G,,TP) de choque de
W (D), seguida de um choque transicional de K para P, com o(K, D) > \(K).
Observemos que se [ = [, entdo K = G, e 0(G,; D) = \o(G.) > A\ (G.), sendo

este choque o limite entre um choque transicional e um choque - 2;

(e) Se I € (G, %), entdo a solucdo é dada por uma rarefacao - 1 de I para M, com
M no segmento (G,G,) de composta transicional de W' (D), seguida de uma
composta transicional de M para D. A onda composta é constituida de uma
onda de rarefacao - 2 de M para (., seguida do choque transicional de G, para

D, com o(G,; D) = M\(G.);

(f) Se I = G, ou seja, se for injetado apenas gas, entdo a solucdo é constituida por
uma onda composta transicional de I para D. Esta composta consiste de uma
onda de rarefacao - 2 de G para G,, seguida de um limite de choque transicional
com choque - 2 de G, para D, com o(G,; D) = X(G,). Como mostrado na
Secao 3.6 o sistema é reduzido a equagao escalar ao longo da reta [G, D]. Assim
a solucao coincide com a solucao da equacao de Buckley-Leverett com a funcao

de fluxo dada em (3.45) ao longo de [G, D).

Assim, se P = D entao as sequencias de ondas que compoe as solucoes do
problema de Riemann para dados de inje¢ao na fronteira [W,G] do triangulo de

saturagoes sao representadas esquematicamente como a seguir (ver Figura B.11):
(a) I=W: W L2, D, (Buckley-Leverett ao longo de [V, O]);
(b) I e P, w): 18 a2 p,

(c) I =1P: [P p

Y

Ry Sx

(d) I e[I% 1P): I = K =% D;
(e) I € (G,19): 11 a2 p,

(RS)2x
—=

f) I=G: G D, (Buckley-Leverett ao longo de [G, D).
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5.3.4 Caso 4: Estados de Produgao P € (D, P,

Seja P um estado de produgao arbitrario no segmento (D, P,) do lado [W, O]. A
curva de Hugoniot por este estado estd exibida na Figura B.12. Através de analises
dos planos de fase, observamos que a H(P) possui os seguintes segmentos de choques
admissiveis que podem atingir P: [G,,C.] no interior do triangulo de saturacoes e
[W., P] no lado [W, O] ambos correspondendo & choques - 2, e o segmento [TF, P] de
choque - 1. O estado C, é definido como sendo a interseccao do segmento de choque - 2
de H(P) com extremidade em G, e do segmento de choque transicional de H(D) ao
longo do ramo [G, D).

A curva de onda - 2 reversa W?2(P) é constituida pelos segmentos [G.,C.] e
[W,, P] de choque - 2, pelos segmentos [G,G.]| e [O,W,] de composta - 2, aléem do
segmento [W, P] de rarefacao - 2.

Considerando o ramo [G, D] da curva de Hugoniot por D, como no Caso 5.3.2,
temos também o segmento de choque transicional [C,, T"] na curva de onda transicional
reversa W' (D).

Neste caso, a sequencia de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann
também pode possuir trés ondas, similarmente ao Caso 5.3.2.

Assim, os estados especiais no lado [W, O] e no interior do triangulo de saturagoes
que definem segmentos cuja solucao do problema de Riemann tem estruturas distintas
sao Gy, C,, TP, D e P. O estado W, e todo o segmento [O, D] nao tem papel relevante,
uma vez que as curvas de onda - 1 provenientes do lado [G, W], para este caso, ndo os
atinge.

Baseados nos estados especiais anteriores temos os seguintes estados no lado
[G, W] que definem segmentos cujas solugoes tém estruturas distintas. O estado I é
definido como sendo o estado tal que a curva de onda - 1 por I” atinja P. Os estados
C' e I% sao definidos pelas interseccoes das curvas integrais - 1 por C, e G, com o lado
[G, W], respectivamente.

Assim, temos as seguintes possibilidades de solugao do problema de Riemann, de
acordo com a localizagao do estado I ao longo do lado [G, W] do triangulo de saturagoes

(ver Figura B.13):

(a) Se I = W, ou seja, se for injetado apenas dgua, entdo a sequencia de ondas
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que compoe a solucao do problema de Riemann é constituida apenas por uma
rarefacao - 2 de W para P, correspondendo a solugao da equacao de Buckley-

Leverett ao longo do lado [W, OJ;

Se I € (I”, W), entdo a sequencia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann é constituida por uma onda composta - 1 de I para M, com M no
segmento (W, P) do lado [, O], seguida de uma rarefacao - 2 de M para P. A
composta - 1 consiste de uma rarefacao - 1 de [ para o estado 7' no segmento
(W, TT) da extensio - 1 do segmento (W, P) no lado [W, 0], seguida de um
choque - 1 de T para M, com o(T, M) = \(T);

Se I = I”, entdo a sequencia de ondas que compde a solucio é constituida apenas
por uma onda composta - 1 de I para P. Esta composta - 1 consiste da onda
de rarefacio - 1 de I” para T, seguida do choque - 1 de T* para P, com

o(Tt; P) = \(TP);

Se I € [I”,I7), entao a sequencia de ondas que compoe a solugao do problema
de Riemann é constituida de uma onda composta - 1 de I para M, com M no
segmento (P, D] do lado [W, O], seguida de um choque - 2 de M para P. A
composta - 1 consiste de uma onda de rarefacdo - 1 de [ para T, com T no
segmento (77, TP] da extensdo - 1 do segmento (P, D] no lado [W, O], seguida
de um choque - 1 de T para M, com o(T; M) = A\ (T). Além disso, temos
que o(T; M) < o(M; P). No caso limite I = I”, entao T coincide com T e o
choque de TP para D é o limite entre um choque - 1 e um choque transicional,
que define a extensdao - 1 do estado D. Observe que se I estiver entre B e I”
entdao a composta - 1 de I para M é local, enquanto que se I estiver entre I” e

B entao a composta - 1 é nao local;

Se I € (C,IP), entao a sequencia de ondas que compde a solugio é constituida de
trés ondas: rarefacio - 1 de I para K, com K no segmento [C,, T") de inflexao - 1
(ou de choque transicional) , seguida de um choque transicional de K para D, que

por sua vez é seguido por um choque - 2 de D para P, com o(K; D) < o(D; P);

Caso critico: se I = C, entao a sequencia de ondas que compoée a solucao do

problema de Riemann pode ser descrita de duas maneiras distintas no espaco de
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(2)

estados, porém representando a mesma solucao no espaco fisico-zt:

(1) rarefacao - 1 de C para C,, seguida pelo choque transicional de C, para

D, que por sua vez ¢ seguido de um choque - 2 de D para P, com

o(Cy; D) = o(D; P);

(2) rarefacdo - 1 de C para C,, seguida de um choque - 2 de C, para P.

Se I € [I%+, (), entdo a sequencia de ondas que compde a solugio do problema de
Riemann volta a possuir duas ondas como nos casos anteriores. Sendo constituida
por uma rarefagdo - 1 de I para M, com M no segmento [G,,C,) de choque - 2
de W2 (P), seguida por um choque - 2 de M para P. Para [ = I temos que
M =G, e 0(G,; P) = \a(GL);

Se I € (G, %), entdo a sequencia de ondas que compde a solucao é constituida
por uma rarefagao - 1 de I para M, com M no segmento (G, G,) de composta - 2
de W?(P), seguida de uma onda composta - 2 de M para P. Esta composta - 2
consiste de uma onda de rarefacao - 2 de M para G, seguida de um choque - 2

de G, para P, com o(G,; P) = \y(G.);

Se I = G, ou seja, se for injetado apenas gas, entao a sequencia de ondas que
compoe a solugcao do problema de Riemann é constituida apenas por uma onda
composta - 2 de G para P. Esta composta consiste de uma onda de rarefacao - 2
de G para G.,, seguida de um choque - 2 de G, para P, com o(G,; P) = X\(G,),

a qual é andloga a solucao da equacao de Buckley-Leverett para [ = .

Em resumo, se P € (D, P,) entao as sequencias de ondas que compoe a solugao do

problema de Riemann para dados de injecao no lado [W, G| do tridngulo de saturagoes

podem ser representadas esquematicamente como a seguir (ver Figura B.13):

(a)
(b)

I=W: W 2 p, (Buckley-Leverett ao longo de [W, O]);

(RS)1 Ro

Ie(I?, W) I — M =% P;

Y

(RS)

(c) I =1 1" —= P,

(d) I €[IP,IP): I

Sa

(R—S);M—>

P;
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Ry

(e) T e (C,IP): I 2 g 5% p =

K—D—=P;

(f) I = C, tem-se duas sequencias no espaco de estados representando a mesma

solucao no espaco fisico - xt:

1) ¢ ¢, 25 p 2, p

2) ¢ o, 22 p

(g) I€[I%,C) I M- P,

R’

(h) I e (G,16): 11 pp 0%

M —= P;

Y

i) I=G: G (B9 P, (analogo a Buckley-Leverett).

Caso limite P = P,

No caso limite em que P = P, cuja curva de Hugoniot por P, estd exibida na
Figura B.14, temos as seguintes modificacdes. Analogamente ao caso P = P, o estado
intermediario M passa a coincidir com o estado D, o estado C, passa a coincidir com 7"
e o estado de injecdo critico C' passa a coincidir com I”. Assim, a curva de Hugoniot
H(P,) passa a possuir o seguinte segmento correspondente a choques - 2 admissivel
(G, TP], que anteriormente era apenas [G., C,], no interior do triangulo de saturacoes,
desaparecendo o segmento [C,, TP] de choque transicional.

Dessa maneira os estados especiais que definem segmentos com estruturas
distintas da solucao do problema de Riemann passam a ser apenas: G, C, = TP
e P. E, consequentemente, os estados especiais de inje¢do ao longo do lado [G, W]
passam a ser apenas 1%+, C' = I” e I”. Logo, neste caso limite, hi o desaparecimento
do choque transicional na sequencia de ondas que compoe a solucao do problema de
Riemann, voltando a mesma a possuir apenas duas ondas.

Desta forma temos que a solu¢ao muda no caso critico I = C, a qual passa a
ser dada por duas sequencias de ondas no espaco de estados, porém representando a

mesma solucao no espaco fisico-xt:

(1) composta - 1 de C' = IP para D, seguida de um choque - 2 de D para P,. Esta
composta - 1 consiste de uma onda de rarefacao - 1 de C' = I? para C, = TP,

seguida pelo choque - 1 de C, = TP para D, com o(C,; D) = X\y(C,);
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(2) composta de C' = I'” para P». Neste caso, a composta é constituida de uma onda
de rarefacao - 1 de C = IP para C, = T, seguida de um choque compressivo de
C, = TP para P, com o(C,; Py) = M\ (C.);
Esquematicamente para o caso critico, temos:

So

(@D%

(1) C Py

(2) ¢ e p,

5.3.5 Caso 5: Estados de Produgao P € (P, W)

Seja P um estado de produgao arbitrario no segmento (P, W) do lado [V, O]. A
Figura B.15 exibe a curva de Hugoniot por esse estado P. Observe que H(P) possui os
seguintes segmentos de choques admissiveis que podem atingir P: [G,, C,] no interior
do triangulo de saturagoes e [W,, P] no lado [W, O] correspondente a choques - 2 e
[P, T"] de choque - 1. Como nos casos anteriores os estados G, C, e W, sao extensoes
tais que 0(Gy; P) = Xo(G.), 0(Cy; P) = M (Cy) e a(W,; P) = Ao(W).

Baseados nestas informagoes, temos que W2(P) é constituida dos segmentos
(G, G,] e [O,W,] de composta - 2 e dos segmentos [W,, P| e [G,, C,] de choque - 2, além
do segmento [W, P] de rarefacdo - 2. O subsegmento [W,, D) nao tem papel relevante na
construcao da solucao porque as curvas de onda - 1 provenientes dos estados de injecao
ao longo do lado [G, W] nao o atinge. Neste caso, devido a regra do choque triplo,
voltamos a ter o estado C! no lado [W, O], tal que A(C.) = o(C,; C¥) = o(CY; P).
Observamos que nao hé relagio entre as posi¢oes de CYV e P, no lado [W, O], pois se P
se aproximar de P, entdo CV esta entre P, e D, porém se P se aproximar de W entdo
CW esta entre Py e WW.

Assim, os estados especiais que definem construcoes distintas de solucoes do
problema de Riemann sao G,, C,, CV e P. A partir deles temos os seguintes estados
no lado [G, W] determinando estruturas distintas nas sequencias de ondas que compoe
as solucoes: %, C e I”. Como nos casos anteriores, I” é definido como sendo o
estado tal que W!(I?) atinge o estado P. Os estados I%* e C sdo definidos pelas
interseccoes das curvas integrais da familia caracteristica - 1 por G, e C, com o lado

[G, W], respectivamente.
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Desta forma, temos as seguintes possibilidades de solucao do problema de

Riemann, de acordo com a localizacao do estado I ao longo do lado [G, W] do triangulo

de saturagoes (ver Figura B.16):

(a)

Se I = W, ou seja, se for injetado apenas agua, entao a sequencia de ondas
que compoe a solucao do problema de Riemann é constituida apenas por uma
rarefacao - 2 de W para P, coincidindo com a solucao de Buckley-Leverett ao

longo do lado [W, OJ;

Se I € (I”, W), entdo a sequencia de ondas que compoe a solu¢ao do problema
de Riemann é constituida por uma onda composta - 1 de I para M, com M no
segmento (W, P) do lado [, O], seguida de uma rarefacao - 2 de M para P. A
composta - 1 é constituida pela onda de rarefacao - 1 de I para T, com T no
segmento (W, TT) da extensao - 1 de (W, P), seguida de um choque - 1 de T para
M, com o(T, M) = X\ (T);

Se I = I”, entdo a sequencia de ondas que compde a solucdo é constituida apenas
por uma onda composta - 1 de I para P. Esta composta - 1 é constituida pela
onda de rarefaciao - 1 de I para T'7, seguida do choque - 1 de T'” para P, com

U(TP; P) = Al(TP);

Se I € (C,I”) a sequencia de ondas que compde a solugao do problema de
Riemann ¢ constituida por uma composta - 1 de I para M, com M no segmento
(P,C%) do lado [W, O], seguida de um choque - 2 de M para P. A composta - 1
consiste da onda de rarefacao - 1 de I para T', seguida do choque - 1 de T' para

M;

Caso critico: se I = (', como consequencia da regra do choque triplo, a sequencia
de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann pode ser obtida de duas
maneiras distintas no espaco de estados, porém representando a mesma solucao

no espaco fisico-zt:

(1) composta - 1 de I para CY, seguida de um choque - 2 de C}V para P. A
composta - 1 consiste da onda de rarefacao - 1 de C para C, seguida de um

choque - 1 de C, para CYV, com o(C,;CY) = X\ (C,);
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(f)

(2) composta de C' para P. Esta composta é constituida pela onda de rarefa-
¢ao - 1 de C para C, seguida pelo choque compressivo de C, para P, com

velocidade o(C; P) = A\ (CL);

Se I € [I%+, (), entdo a sequencia de ondas que compde a solugio do problema de
Riemann é constituida por uma rarefacao - 1 de I para M, com M no segmento
[G., C.) de choque - 2 de W?(P), seguida por um choque - 2 de M para P. Para
o caso limite I = I% temos que M = G, e 0(G,; P) = M\ (G,);

Se I € (G, %), entdo a sequencia de ondas que compde a solugao é constituida
por uma rarefagao - 1 de I para M, com M no segmento (G, G,) de composta - 2
de W2 (P), seguida de uma onda composta - 2 de M para P. Esta composta - 2
é definida pela onda de rarefacao - 2 de M para G,, seguida de um choque - 2 de
G, para P, com o(G,; P) = \(G,);

Se I = @G, ou seja, se for injetado apenas gas, entao a solucao é constituida
por uma onda composta - 2 de GG para P. Esta composta é definida pela onda
de rarefacao - 2 de G para G, seguida de um choque - 2 de G, para P, com
0(G4; P) = Ma(G.), a qual é andloga a solugao da equagao de Buckley-Leverett
para [ = W.

Em resumo, se P € (P, W) entao as sequencias de ondas que compoe a solugao

do problema de Riemann para dados de injegdo na fronteira [W, G| do triangulo de

saturagoes podem ser representadas esquematicamente como a seguir (ver Figura B.16):

()
(b)
(c)
()
(e)

I=W: W 2 p, (Buckley-Leverett ao longo de [W, O]);

re?,wy: 1% 2, p.
[=p:. p5% p.

Sa

[e(c, 1?): 10y 22 p.

I = C, tem-se duas sequencias no espaco de estados representando a mesma

solucao no espaco fisico - xt:
(1) ¢ &% ow 2, p,
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(2) ¢ =5 Py

Ry

(f) T€[I%,C) 12 pm -2

M — P;

M

R1

(g) T€(G,I1%): 1 p;

(h) I=G: G (B9 P, (analogo a Buckley-Leverett).
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Capitulo

Conclusoes

Neste trabalho foi construida a solucao do problema de Riemann para um sistema
de leis de conservacao modelando um escoamento em meio poroso com dados de
producao sendo uma mistura de dgua e 6leo e dados de injegao uma mistura de dgua e
gés. Construida a solucao para todos os dados de producao P representativos e todos
os dados de injecao I possiveis concluimos que para cada estado P de producao fixado
existem estados de injecao que separam construcgoes distintas de solucoes no espaco de
estados. Além disso, com excessao do caso limite para o estado de producao P = D,
sempre existe um caso critico de injecao para cada dado de producao fixado. Neste caso
critico, sempre ha duas ou trés maneiras de escrever a solucao no espaco de estados,
mas representando a mesma solu¢ao no espaco fisico - xt. Comparando os resultados
vimos que para P proximo de O a solucao aqui encontrada é também proxima daquela
descrita em [1|, mostrando assim a estabilidade da solugao e dependencia continua
com relacao aos dados iniciais. Para estados de producao numa faixa bem definida,
mostramos a presenca de choques transicionais na sequencia de ondas que compoe a
solucao do problema de Riemann. Nestes casos, a sequencia genérica passa de duas
para trés ondas, ou seja, obtemos uma construcao nao classica. Para cada estado de
producao P representativo acreditamos que o caso de injecao critica corresponde a
melhor estratégia de injegao, isto é, a que otimiza a recuperagao do 6leo residente no
reservatorio. Esta comparacao é um dos objetivos imediatos para o prosseguimento

deste trabalho.



hpendos A\
Apéndice

Figuras dos Capitulos 1,2,3 e 4

U- U

Figura A.1: Solucao do problema de Riemann por uma rarefagao

Sp+ Sy =1 I

Figura A.2: Triangulo de saturagoes em coordenadas baricéntricas



Figura A.3: Curvas integrais e conjunto de inflexao da familia caracterisitica - 1. As
linhas continuas representam as curvas integrais - 1, sendo que as setas indicam o
sentido de crescimento da velocidade caracteristica - 1 ao longo das curvas integrais.

As linhas tracejadas representam o conjunto de inflexao - 1.

N W

Figura A.4: Curvas integrais e conjunto de inflexao da familia caracterisitica - 2. As
linhas continuas representam as curvas integrais - 2, sendo que as setas indicam o
sentido de crescimento da velocidade caracteristica - 2 ao longo das curvas integrais.

As linhas tracejadas representam o conjunto de inflexao - 2.
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Figura A.5: Conjunto de bifurcacao secundaria e curva de Hugoniot por U;. As linhas
tracejadas [B, O], [G, D] e [W, E] representam o conjunto de bifurcagio secundaria, as

linhas continuas grossas representam a curva de Hugoniot por Uy .

G

B

Figura A.6: Conjunto de bifurcagao secundaria e curva de Hugoniot por U,. As linhas
tracejadas [B, O], [G, D] e [W, E] representam o conjunto de bifurcagio secundaria, as

linhas continuas grossas representam a curva de Hugoniot por Us,.
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Figura A.7: Conjuntos de extensao de fronteiras associados as familias caracteristicas
1e 2 Ascurvas [G,TF, 0], [W, TP, 0] e |G, T8, W] representam as extensdes - 1 dos
lados [G, O], [W, O] e [G, W], respectivamente. As curvas [a, b], [c,d] e [e, f] representam
as extensoes - 2 dos lados [W, O], [G, O] e [G, W], respectivamente.

G

Figura A.8: Curvas de onda - 1 para estados de injecao representativos de cada um
dos segmentos [G, IP) e [I”, B) no lado [G, W] do triangulo de saturagdes.
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Figura A.9: Curvas de onda - 1 para estados de injecao representativos de cada um
dos segmentos [B,I”] e (I7,W), do lado [G, W] do triangulo de saturagoes.
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Figuras do Capitulo 5

Figura B.1: Solugao para o Caso P = O. Fonte: [1].




G¢

Figura B.2: Curva de Hugoniot pelo estado P = (0.1,0.9,0) € (O, P;) representada
pelas linhas grossas. As linhas finas representam os conjuntos de extensao que

influenciam na construcao da solucao.

I 76+« 1 CBI[™I

Figura B.3: Solugao para o Caso 1: P € (O, Py].

81



G w

Figura B.4: Curva de Hugoniot pelo estado P = P; = (0.2764,0.7236,0) representada
pelas linhas grossas. As linhas finas representam os conjuntos de extensao que

influenciam na construcao da solucao.

Ge w

Figura B.5: Curva de Hugoniot pelo estado P € (P, D), com P = (0.4,0.6,0), e o
ramo |G, D] da curva de Hugoniot por D representados pelas linhas grossas. As linhas

finas representam os conjuntos de extensao que influenciam na construcao da solucao.
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Figura B.6: Plano de fase para um estado M; no segmento (G,,C,) da curva de
Hugoniot por P, com P € (P, D).

Figura B.7: Plano de fase para um estado M; no segmento (de choque - 2 de Lax)

w

da curva de Hugoniot por P, abaixo da reta de bifurca¢ao secundéria [G, D], com
Pe (P, D).



G

Figura B.8: Plano de fase para o estado C, na intersec¢ao da curva de Hugoniot por
P, P € (P, D), com a reta de bifurcacao secundaria [G, D].

I 11 C1 /°1 ™1

Figura B.9: Solugao para o Caso 2: P € (P, D).
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Figura B.10: Curva de Hugoniot pelo estado P = D = (0.5,0.5,0) representada pelas
linhas grossas. As linhas finas representam os conjuntos de extensao que influenciam

na construcao da solucao.

1 ]G* 1 ]D 1

Figura B.11: Solucao para o Caso 3: P = D.
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Figura B.12: Curva de Hugoniot pelo estado P = (0.6,0.4,0) € (D, P,) e o ramo
[G, D] da curva de Hugoniot por D representados pelas linhas grossas. As linhas finas

representam os conjuntos de extensao que influenciam na construcao da solucao.

1 IG*I CIIDI IP 1

Figura B.13: Solugao para o Caso 4: P € (D, Py).

86



G

Figura B.14: Curva de Hugoniot pelo estado P = P, = (0.7236,0.2764, 0) representada
pelas linhas grossas. As linhas finas representam os conjuntos de extensao que

influenciam na construcao da solucao.

o/

Figura B.15: Curva de Hugoniot pelo estado P = (0.85,0.15,0) € (P, W) representada
pelas linhas grossas. As linhas finas representam os conjuntos de extensao que

influenciam na construcao da solucao.
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Figura B.16: Solugao para o Caso 5: P € (P, W).
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