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Abstra
t
In this work we 
onsider the Riemann problem for a system of 
onservation lawsmodeling the oil re
overy for a three-phase �ow in a porous medium by the inje
tion ofa mixture of water and gas in a reservoir whi
h is initially �lled with a mixture of waterand oil. Using the theory of 
onservation laws, the solution of the Rieman problemis determined 
onsidering all possibilities for the produ
tion data. For ea
h of theseprodu
tion data, all possible 
ases for the inje
ted gas/water mixture are 
onsideredas well. For ea
h produ
tion 
ase it is shown the existen
e of some spe
ial inje
tiondata separating distin
t 
onstru
tions of solutions in the state spa
e. Moreover, amongthese spe
ial inje
tion data one of them is 
riti
al in the sense that the wave sequen
ethat des
ribes the solution 
an be represented by two or three distin
t paths in thestate spa
e, but 
onsisting of the same solution in the physi
al spa
e - xt. In generalthe solution of the Riemann problem 
onsists of a sequen
e of two waves separated byone intermediate 
onstant state when the produ
tion data are 
losed to the extremesituations where the initial water or oil saturations are maximal. For produ
tion datawith a more homogeneous initial water and oil proportion, the solution may 
onsistsup to three waves separated by two 
onstant intermediate states for some inje
tedmixtures 
ontaining a higher proportion of gas than water. In su
h 
ases a non
lassi
alwave, i. e. a transitional wave, must be used.
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Resumo
Neste trabalho é 
onsiderado o problema de Riemann para um sistemas de leisde 
onservação modelando a re
uperação de óleo de um reservatório petrolífero pelainjeção de uma mistura do tipo água e gás, supondo que o mesmo 
ontenha ini
ialmenteuma mistura do tipo água e óleo. A partir da teoria de Leis de Conservação édeterminada a solução do problema de Riemann 
onsiderando os vários 
asos possíveispara dados de produção. Para 
ada um desses dados de produção são 
onsideradostodos os 
asos possíveis de injeção da mistura água/gás. Para 
ada 
aso de produção émostrada a existen
ia de estados espe
iais de injeção separando 
onstruções distintasde soluções no espaço de estados. Além disso, entre esses estados espe
iais de injeçãoum deles é 
ríti
o, no sentido que a solução é dada de duas ou três maneiras distintas noespaço de estados, porém representando a mesma solução no espaço físi
o - xt. Em gerala solução do problema de Riemann 
onsiste de uma sequen
ia de duas ondas separadaspor um estado intermediário 
onstante quando o dado de produção está próximo desituações extremas, em que a saturação ini
ial da água ou do óleo é maximal. Paraestados de produção 
om uma proporção mais homogênea da mistura de água e óleo asolução pode 
onsistir de até três ondas para alguns 
asos de injeção de uma mistura
ontendo uma proporção maior de gás do que de água. Nesses 
asos uma onda não
lássi
a, i. e. uma onda transi
ional, deve ser usada.
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Introdução
É bastante 
onhe
ido na literatura que a produção de petróleo o
orre ini
ialmentede forma espontânea devido à atuação da energia natural do reservatório.No entanto, este pro
esso, 
hamado de Re
uperação Primária permite, em geral,que 
er
a de no máximo 25% do petróleo existente na jazida seja extraído. Esteper
entual pode ser aumentado utilizando té
ni
as espe
iais 
hamadas de re
uperaçõesSe
undária, Ter
iária e Avançada. Dentre as té
ni
as se
undárias existentes, as mais
onhe
idas são a injeção 
ontínua de água ou de gás, empregadas separadamente, a �mde melhorar a produção do óleo. No entanto, experimentos mostram que a 
ombinaçãoalternada destes dois métodos pode melhorar ainda mais o fator de re
uperação depetróleo.Neste trabalho estaremos interessados em um modelo matemáti
o de es
oamentoisotérmi
o, em um meio poroso, 
onsistindo de três fases móveis imis
íveis (óleo, águae gás).A modelagem matemáti
a para o es
oamento é feita baseando-se nas leis de
onservação de massa de 
ada uma das fases e na lei de força de Dar
y, também para
ada fase, que substitui a equação de momentum, [4℄, [12℄, [17℄ e [18℄. Baseados nestasleis físi
as, após algumas simpli�
ações das propriedades do �uido e do reservatóriopetrolífero, via de regra 
hegamos a um sistema de quatro equações diferen
iais par
iais(EDPs) não lineares dependentes de quatro in
ógnitas, as quais são as saturaçõesde duas das fases, haja vista que a ter
eira saturação é obtida a partir das outrasduas, a velo
idade e a pressão. Com algumas simpli�
ações adi
ionais o sistema geralpode ser desa
oplado num sistema nas saturações e num sistema para a velo
idade epressão. Restringiremos nosso fo
o ao sistema nas saturações. Devido o alto grau de




omplexidade deste sistema, 
aso não sejam feitas outras simpli�
ações adi
ionais, aresolução do mesmo é tarefa muito difí
il, para não dizer impossível.Assim, 
omo em outros modelos matemáti
os, é usual ini
iar o estudo da soluçãodo sistema de equações diferen
iais por 
asos bastante simpli�
ados de tal forma queseja possível o tratamento matemáti
o e que também se adquira indi
ações sobre o
omportamento do sistema mais 
ompleto. Dentre várias simpli�
ações que se faz,podemos desta
ar a porosidade 
onstante, a in
ompressibilidade das fases, a omissãode forças 
apilares entre as fases, a vazão 
onstante, as vis
osidades 
onstantes, et
.Aqui desta
amos as 
hamadas 
urvas de permeabilidade relativas para as quais existemdois modelos padrões na literatura (ver [3℄); o de Corey em que é 
onsiderado que apermeabilidade de 
ada fase é função apenas da saturação da própria fase e o de Stoneem que é 
onsiderado que a permeabilidade da fase óleo depende das três saturações.A prin
ipal diferença é que o modelo de Stone forne
e um sistema do tipo mistoelíti
o-hiperbóli
o em que há uma região interna ao triângulo de saturações onde asvelo
idades 
ara
terísti
as do sistema de EDPs linearizado são 
omplexas, enquantoque para o modelo de Corey esta região é reduzida à um ponto, onde as duas velo
idades
ara
terísti
as 
oin
idem, e o sistema tem 
omportamento tipi
amente hiperbóli
o, [19℄.Para a simulação da re
uperação de reservatórios petrolíferos as 
ondições ini
iaissão tomadas 
onstantes por partes 
om uma des
ontinuidade do tipo salto em 
adasaturação. Estas 
onstantes representam então os dados de injeção e os de produçãode um reservatório. Na teoria matemáti
a de leis de 
onservação este tipo de problemade valores ini
iais 
onstantes por partes é 
onhe
ido 
omo problema de Riemann e énele que estamos interessados.A evolução da resolução do problema de Riemann para o modelo de Corey temseguido essen
ialmente pelos seguintes passos, longe ainda do problema físi
o. Umprimeiro passo foi dado em [8℄, 
onsiderando as vis
osidades das três fases 
onstantese iguais em que há uma simetria tripla no triângulo das saturações. Para este 
aso asolução foi determinada 
ompletamente e a sequen
ia de ondas (ban
os de óleo, águaou gás) que 
ompõem o es
oamento foram perfeitamente des
ritos. Em seguida umsegundo passo foi dado em [20℄ e em [24℄, 
onsiderando-se a vis
osidade da fase águaligeiramente diferente das outras duas e então houve a quebra de uma simetria, restandoainda uma dupla simetria. 7



Nossa proposta então neste trabalho é dar mais um passo nesta direção
onsiderando-se pelo menos a vis
osidade do gás inferior às outras duas, 
om dadosde injeção do tipo uma mistura gás/água e dados de produção do tipo uma misturaóleo/água. Com isto também teremos uma simetria, mas 
om relação à outro eixodo triângulo de saturações. Juntando os passos dados em [8℄, [20℄ e [24℄, 
om este aser dado aqui a
reditamos que poderemos então ata
ar o problema mais geral das trêsvis
osidades distintas.Esta dissertação está organizada da seguinte maneira; sendo que o leitor jáini
iado no assunto pode ir diretamente ao Capítulo 5 onde está 
onstruída a soluçãodo problema de Riemann.No Capítulo 1 apresentamos os 
on
eitos e resultados bási
os ne
essários para oentendimento e desenvolvimento da dissertação. Foi feita uma abordagem à 
er
a desistemas de Leis de Conservação, tratando-se das 
ondições de entropia, e das de�niçõesde ondas elementares, 
urvas de ondas e 
onjuntos de bifur
ação.No Capítulo 2 apresentamos a modelagem matemáti
a para o es
oamentotrifási
o, in
luindo as hipóteses 
onsideradas e a dedução do modelo matemáti
o.No Capítulo 3 apresentamos as propriedades bifási
as do modelo matemáti
o,des
revendo as ondas elementares e os 
onjuntos de bifur
ação que foram introduzidosde maneira geral no Capítulo 1. Neste 
apítulo também obtemos analiti
amente as
urvas de Hugoniot para estados nos lados e nos vérti
es do triângulo de saturações.No Capítulo 4 apresentamos a 
onstrução das 
urvas de onda asso
iadas à família
ara
terísti
a - 1, ne
essárias para a 
onstrução da solução do problema de Riemannproposto.Por �m, no Capítulo 5, que é o prin
ipal 
apítulo desta dissertação, apresentamosa 
onstrução da sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema de Riemann.Ini
ialmente determinamos os estados espe
iais de produção no lado [W, O] do triângulode saturações que separam 
onstruções distintas da solução do problema de Riemann.Em seguida 
onstruimos as sequen
ias de ondas para 
ada tipo de dado de produção.Mostramos que para dados de produção próximos de óleo puro, ou próximos de águapura, a solução do problema de Riemann, em geral, 
onsiste de duas ondas separadaspor um estado intermediário 
onstante. Enquanto que, para dados de produção 
omuma proporção um pou
o menor de óleo, a solução em geral 
onsiste de três ondas e8



dois estados intermediários 
onstantes, sendo que uma destas ondas deve ser um 
hoquenão 
lássi
o (de Lax), isto é, um 
hoque transi
ional.Além disso, é determinado neste 
apítulo0.1 ObjetivoDeterminar a solução do problema de Riemann para o sistema de equaçõesdiferen
iais par
iais proveniente da modelagem matemáti
a de um es
oamento trifási
ounidimensional 
om uma simetria em que as vis
osidades da água, do óleo e do gás,mesmo que 
onstantes, são dadas de forma que a vis
osidade do gás seja inferior à daágua e à do óleo.
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Capı́tulo 1Preliminares
1.1 Sistema de Leis de ConservaçãoNesta seção são apresentados alguns elementos bási
os sobre sistemas de leis de
onservação, de modo que o texto da dissertação seja o máximo autosu�
iente. Umestudo mais amplo sobre o tema pode ser en
ontrado em [5℄, [19℄, [23℄, entre outros,nos quais estas preliminares estão baseadas. Uma das prin
ipais 
ara
terísti
as deuma lei de 
onservação, devido o seu 
ará
ter não linear, é a presença de soluçõesdes
ontínuas, ou 
hoques. Para efeitos da apli
ação 
onsiderada neste trabalho, assoluções por 
hoque representam frentes de óleo, água e gás sendo deslo
ados ao longode um reservatório de petróleo pela injeção de água e/ou gás.Um sistema de n leis de 
onservação unidimensional em n - variáveis é um sistemade equações diferen
iais par
iais (EDP), dependentes do tempo e de uma posiçãoespa
ial, da seguinte forma:

∂U (x, t)

∂t
+

∂F (U (x, t))

∂x
= 0, x ∈ IR, t ∈ IR+, (1.1)em que U ∈ Ω ⊂ IRn representa as variáveis de estado e F : Ω → IRn é a função de�uxo asso
iada, normalmente 
onsiderada de 
lasse C2(Ω). Em dinâmi
a dos �uidos o
onjunto Ω geralmente é referido 
omo o espaço de estados e IR × IR+ é referido 
omoo espaço físi
o-xt.De�nição 1.1.1 O sistema (1.1) é dito hiperbóli
o em Ω quando a matriz ja
obianade F, denotada por DF (U) = A(U), tem autovalores reais, λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn,



para todo U ǫ Ω. Se as desigualdades forem todas estritas o sistema é dito estritamentehiperbóli
o. Estados onde o
orre a igualdade entre velo
idades 
ara
terísti
as, são ditospontos de singularidade hiperbóli
a do sistema. No 
aso de existir uma singularidadehiperbóli
a isolada U∗ tal que DF (U∗) seja múltipla da matriz identidade, o ponto U∗é 
hamado de ponto umbíli
o.O problema de Cau
hy para o sistema (1.1) 
onsiste do sistema de equaçõesdiferen
iais par
ias, em (1.1), atrelado à uma 
ondição ini
ial previamente �xada,digamos,
U(x, 0) = U0(x), ∀x ∈ IR. (1.2)De�nição 1.1.2 Uma solução 
lássi
a do problema de Cau
hy é uma função

U : IR × [0,∞) → IRn de 
lasse C1(IR × (0,∞)) ∩ C0 (IR × [0,∞))que satisfaça o sistema de equações (1.1) e a 
ondição ini
ial (1.2).No entanto, sistemas hiperbóli
os, em parti
ular sistemas de leis de 
onservação,em geral apresentam soluções des
ontínuas, por isto faz-se ne
essário introduzir o
on
eito de solução fra
a a seguir.De�nição 1.1.3 Uma solução fra
a do problema de Cau
hy (1.1)-(1.2) é uma função
U ǫL1

Loc(IR × [0,∞)) tal que
∫

∞

0

∫

∞

−∞

[U(x, t)φt(x, t) + F (U(x, t))φx(x, t)] dxdt +

∫

∞

−∞

U0(x)φ(x, 0)dx = 0, (1.3)para toda função teste φ : IR × [0,∞) → IRn, de 
lasse C∞ e de suporte 
ompa
to em
IR × [0,∞).De agora em diante, entende-se por solução do problema de Cau
hy uma solução fra
a,a menos que seja expli
itado o 
ontrário.O problema de Riemann para um sistema de leis de 
onservação de n-equações e
n-in
ógnitas, 
entrado na posição x = 0, é um problema de Cau
hy parti
ular para osistema (1.1), 
om 
ondições ini
iais do tipo salto, 
omo a seguir:

U(x, t = 0) =







U− se x < 0

U+ se x > 0,
(1.4)em que U− e U+ representam vetores 
onstantes distintos. No 
aso U− é 
hamado deestado ini
ial à esquerda e U+ de estado ini
ial à direita.11



Dentre as soluções do problema de Riemann (1.1) e (1.4) desta
a-se a propriedaderadial das mesmas, isto é, se U(x, t) é solução, então U(ax, at), para a > 0, também oé. Portanto, é esperado que as soluções do problema de Riemann (1.1) e (1.4) sejam
onstantes ao longo de retas pela origem variando de a
ordo 
om suas in
linações, istoé, U(x, t) = U(x/t).Fazendo ξ = x/t, supondo que U(ξ) seja uma solução 
lássi
a não 
onstante esubstituindo-a em (1.1), temos
[A(U(ξ)) − ξI]U ′(ξ) = 0, (1.5)onde I é a matriz identidade do IRn e U ′(ξ) denota a derivada de U(ξ). Assim, 
omo

U ′(ξ) 6= 0, da equação (1.5) segue que U ′ deve ser um vetor 
ara
terísti
o (à direita)de A(U) asso
iado à velo
idade 
ara
terísti
a λ(U) = ξ. Portanto, as soluções suaves
entradas do sistema (1.1) jazem sobre as 
urvas integrais dos 
ampos 
ara
terísti
os(à direita) de A(U) no espaço de estados Ω. Ou seja, satisfazem o sistema de equaçõesdiferen
iais ordinárias (EDO),
U ′(ξ) = ei(U(ξ)), (1.6)em que ei denota um vetor 
ara
terísti
o (à direita) da matriz Ja
obiana A(U),asso
iado à velo
idade 
ara
terísti
a λi.De�nição 1.1.4 Dizemos que um estado 
onstante U+ é 
one
tável ao estado
onstante U− por uma onda de rarefação - i, se U− e U+ estão na mesma 
urva integraldo i-ésimo 
ampo 
ara
terísti
o de�nida por (1.6) e λi(U(ξ)) é 
res
ente 
om ξ, quando

U(ξ) varia no sentido de U− para U+.O fato de exigir que λi(U(ξ)) seja 
res
ente de U− para U+ signi�
a que no espaçofísi
o (x, t), a in
linação ξ = x/t deve ser estritamente 
res
ente de ξ− = λi(U−) para
ξ+ = λi(U+) de tal forma que as retas 
ara
terísti
as 
ubram toda a região entre asretas de in
linações λi(U−) e λi(U+), univo
amente, ver Figura A.1. Desta forma, apartir da equação ξ = λi(U(ξ)) é possível invertê-la e obter a expressão de U(ξ) 
omoa função inversa de λi(U(ξ)), isto é, U(ξ) = (λi)−1(ξ), ∀ ξ ∈ [ξ−, ξ+].De�nição 1.1.5 Uma 
urva de rarefação - i por um estado ini
ial U− é o 
onjunto dosestados U ∈ Ω que podem ser 
one
tados ao estado U− por uma onda de rarefação - i.12



A solução do problema de Riemann (1.1)-(1.4) por uma onda de rarefação - i tem aforma
U(x, t) =



















U−, se x ≤ λi(U−)t,

(λi)−1(x/t), se λi(U−)t ≤ x ≤ λi(U+)t,

U+, se x ≥ λi(U+)t .

(1.7)Dessa maneira a primeira restrição na determinação de soluções de problemas deRiemann é, pre
isamente, que, no 
aso de ondas de rarefação - i, se tenha no espaçofísi
o o 
res
imento da velo
idade 
ara
terísti
a λi(U(x/t)) em 
onsonân
ia 
om o
res
imento da in
linação x/t. Outro fato a se notar é que uma solução por umaonda de rarefação é 
ontínua, mas geralmente não é diferen
iável ao longo das retas
x/t = λi(U−) e x/t = λi(U+).De�nição 1.1.6 O i-ésimo 
ampo 
ara
terísti
o de A(U) é dito genuinamente nãolinear num sub
onjunto Ω′ ⊂ Ω, se ∇λi(U) · ei(U) 6= 0, para todo U ∈ Ω′. Em outraspalavras, se a i-ésima velo
idade 
ara
terísti
a é uma função estritamente monótonasobre a 
urva integral do 
ampo de linhas asso
iado, no sub
onjunto Ω′. Por outrolado, se ∇λi(U) · ei(U) ≡ 0, diz-se que o 
ampo é linearmente degenerado.O sistema (1.1) é dito genuinamente não linear em Ω′, se todos os seus 
ampos
ara
terísti
os são genuinamente não lineares em Ω′.Asso
iado ao 
on
eito de 
ampos genuinamente não lineares temos os pontosisolados ao longo das 
urvas integrais onde podem o
orrer pontos 
ríti
os no
res
imento de λi, ou seja, onde a não-linearidade genuina é perdida.De�nição 1.1.7 O 
onjunto de in�exão asso
iado à i-ésima família 
ara
terísti
a éformado pelos estados U ∈ Ω tais que ∇λi(U) · ei(U) = 0. Ou seja, o 
onjunto dein�exão é formado pelos pontos 
ríti
os das velo
idades 
ara
terísti
as, restritas as
urvas integrais dos respe
tivos 
ampos 
ara
terísti
os dados pela equação (1.6).Das de�nições (1.1.4)-(1.1.7) segue que pontos num 
onjunto de in�exão estãoasso
iados 
om pontos ini
iais ou pontos �nais de 
urvas de rarefação.Para 
ara
terizar soluções des
ontínuas do problema de Riemann (1.1) e (1.4),seja σ0 ∈ IR e 
onsidere a seguinte função

U(x, t) =







U− para x < σ0 t,

U+ para x > σ0 t,
(1.8)em que, U− e U+ são os vetores 
onstantes distintos dados em (1.4).13



Como 
onsequen
ia do teorema de Green apli
ado à igualdade em (1.3), a função(1.8) é uma solução fra
a do problema de Riemann (1.1) e (1.4) se satisfaz a 
hamada
ondição de Rankine-Hugoniot, dada a seguir
F (U+) − F (U−) − σ0(U+ − U−) = 0, (1.9)em que σ0 é a velo
idade de propagação da des
ontinuidade entre U− e U+. No 
aso,a reta x = σ0t no espaço físi
o-xt é dita uma reta de des
ontinuidades da solução.Considere agora na equação (1.9), U− sendo um estado �xo e σ0 e U+ variáveis.Dessa maneira, substitua σ0 por σ arbitrário em IR e U+ por U arbitrário em Ω.Portanto, o sistema (1.9) passa a ser visto 
omo um sistema de n equações algébri
asnas (n + 1) in
ógnitas σ e U :

H(U−, σ, U) ≡ F (U) − F (U−) − σ(U − U−) = 0. (1.10)Desta forma, a solução do sistema (1.10) representará generi
amente uma 
urva noespaço IR×Ω, que poderá ser parametrizada, digamos por um parâmetro ξ da seguinteforma, (σ(ξ), U(ξ)), ξ ∈ I ⊂ IR, onde I é um intervalo aberto de IR. Na 
onstruçãoda solução do problema de Riemann o interesse está na projeção desta 
urva no espaçode estados Ω, pois para 
ada par de vetores 
onstantes U− e U+ �xados, estaremosinteressados em determinar o valor σ0 tal que a equação (1.9) seja satisfeita; isto é, que
(σ0, U+) seja uma solução de (1.10).Analogamente, poderia ter sido �xado U+ no lugar de U− em (1.10). Então para
onsiderar os dois 
asos, seja U0 um estado qualquer em Ω.De�nição 1.1.8 Fixado U0 ∈ Ω, a 
urva de Hugoniot por U0, denotada por H(U0),é o 
onjunto dos estados U ∈ Ω tais que exista σ ∈ IR satisfazendo a equação (1.10),
om U− = U0 ou 
om U+ = U0.Portanto, a 
urva de Hugoniot por U0 = U− signi�
a os possíveis estados U+ ∈ Ω taisque a solução do problema de Riemann (1.1) e (1.4) é dada por uma solução des
ontínuana forma (1.8). Por sua vez, a 
urva de Hugoniot por U0 = U+ signi�
a os possíveisestados U− ∈ Ω tais que a solução do problema de Riemann (1.1) e (1.4) é dada poruma solução des
ontínua na forma (1.8).Quando ne
essário, a velo
idade de propagação σ de uma des
ontinuidade entre
U− e U+ será denotada por σ(U−; U+) já �
ando implí
ito que U− e U+ estão na mesma14




urva de Hugoniot.1.1.1 Condições de EntropiaSoluções �si
amente não relevantes apare
em na solução de problemas envolvendoequações não lineares, muitas vezes de
orrentes das simpli�
ações utilizadas no modelo.Dessa forma, as 
hamadas 
ondições de entropia tem a �nalidade de sele
ionar assoluções que são �si
amente relevantes. Desse modo, as soluções fra
as do problemade Riemann devem satisfazer as 
ondições de entropia.A 
ondição de entropia a seguir foi formulada por Lax, ver [19℄, para sistemasestritamente hiperbóli
os, genuinamente não-lineares, em termos de desigualdades.De�nição 1.1.9 (Condição de Entropia de Lax): uma des
ontinuidade entre osestados U− e U+, que se propaga 
om velo
idade σ é dita um 
hoque admissível segundoo 
ritério de Lax, ou apenas um 
hoque-i de Lax, se satisfaz as seguintes desigualdades,
λi−1(U−) < σ < λi(U−), λi(U+) < σ < λi+1(U+). (1.11)Embora as desigualdades (1.11) sejam mais utilizadas na forma
λi−1(U−) < σ < λi+1(U+), λi(U+) < σ < λi(U−).Note que um 
hoque-i de Lax está asso
iado à i-ésima família 
ara
terísti
a,no sentido que as retas 
ara
terísti
as asso
iadas à i-ésima família 
ara
terísti
a seen
ontram ao longo da reta de des
ontinuidade σ = x/t quando provenientes de ladosdistintos da des
ontinuidade.No 
aso de sistemas estritamente hiperbóli
os n × n, n > 1, 
om 
ampos
ara
terísti
os genuninamente não lineares ou linearmente degenerados, a solução doproblema de Riemann (1.1) e (1.4), 
om dados ini
iais próximos entre si, 
onsiste deuma sequen
ia de k-ondas de 
hoques de Lax e de rarefações separadas por (k − 1)estados intermediários 
onstantes, 
om k−1 ≥ 1 e k ≤ n, ver [19℄. Porém, para sistemasmais gerais podem ser ne
essárias mais do que n-ondas elementares para resolver oproblema de Riemann, ver [8℄, [20℄ e [22℄, entre outros. Neste 
aso, fatalmente apare
emdes
ontinuidades que não estão asso
iadas à um 
ampo 
ara
terísti
o espe
í�
o, istoé, que não satisfazem as desigualdades de Lax (1.11).15



Com a presença de singularidades hiperbóli
as e de 
ampos 
ara
terísti
os quedeixam de ser genuinamente não lineares em pontos isolados, 
omo é o 
aso do sistemaabordado nesta dissertação, a 
ondição de entropia de Lax passou a ser muito restritiva,a
arretando in
lusive a inexisten
ia de soluções para 
ertos sub
onjuntos de dadosini
iais em Ω. Dessa maneira, outras 
ondições de entropia surgiram. Uma delas é a
ondição de entropia de Oleinik para equações es
alares, generalizada por Liu para o
aso de sistemas estritamente hiperbóli
os 
om pontos de in�exão em algum 
ampo
ara
terísti
o, ver [14℄ e [15℄.Neste trabalho vamos utilizar a 
hamada 
ondição de entropia de vis
osidade,introduzida em [6℄, a qual está baseada numa aproximação parabóli
a do sistema deleis de 
onservação (1.1). Para tal, 
onsidere uma solução des
ontínua entre U− e U+do problema de Riemann (1.1) e (1.4) se propagando 
om velo
idade σ0. Em seguida,
onsidere a aproximação parabóli
a para o sistema (1.1), dada por
Ut + (F (U))x = ǫ(B(U)Ux)x, (1.12)
om ǫ > 0 e B(U) uma matriz positiva de�nida, 
onhe
ida 
omo a matriz de vis
osidadedo sistema (1.1).Com abuso de notação, 
onsideramos uma possível solução suave de (1.12) daforma U(x, t) = U

(

x−σ0t
ǫ

), satisfazendo as 
ondições de 
ontorno U(−∞) = U− e
U(+∞) = U+. Fazendo ξ = x−σ0t

ǫ
, substituíndo U(ξ) na equação (1.12), integrando em

ξ, e levando em 
onsideração a 
ondição de 
ontorno U(−∞) = U−, obtemos o seguintesistema de equações diferen
iais ordinárias
B(U)

dU
dξ

= F (U) − F (U−) − σ0(U − U−). (1.13)Da relação de Hugoniot (1.9), segue todos os pontos de equilíbrio do sistema de EDO's(1.13) estão sobre a 
urva de Hugoniot H(U−).De�nição 1.1.10 (Condição de Entropia de Vis
osidade): uma solução des
ontínuado problema (1.1) e (1.4) 
om velo
idade de propagação σ0 
one
tando os estados U−e U+ é admissível, segundo o 
ritério de vis
osidade, se existir uma órbita do sistemade equações diferen
iais ordinárias (1.13) de tal forma que
lim

ξ→−∞

U(ξ) = U− e lim
ξ→+∞

U(ξ) = U+. (1.14)16



Embora os pontos de equilíbrio U− e U+ sejam os 
onjuntos α e ω-limites da órbitareferida na de�nição (1.1.10), normalmente nos referimos à ela 
omo uma órbita
one
tando o estado U− ao estado U+. Observe que esta 
ondição de entropia não está, aprin
ípio, rela
ionada 
om uma família 
ara
terísti
a espe
í�
a e, portanto, a 
ondiçãode vis
osidade é apropriada para sistemas de leis de 
onservação não estritamentehiperbóli
os, que, 
omo já frisamos anteriormente, é o 
aso do sistema tratado nestadissertação.Para sistemas 2 × 2, a nomen
latura usada para as possíveis des
ontinuidadesentre dois estados U− e U+ estão listadas na Tabela a seguir.Nomen
latura Notação Desigualdades Ponto de Equilíbriodo Sistema (1.13)Choque-1 de Lax S1 λ1(U−) > σ > λ1(U+) U− : nó repulsor
λ2(U+) > σ U+ : selaChoque-2 de Lax S2 λ2(U−) > σ > λ2(U+) U− : sela
λ1(U+) < σ U+ : nó atratorChoque transi
ional SX λ1(U−) < σ < λ2(U−) U− : sela

λ1(U+) < σ < λ2(U+) U+ : selaChoque 
ompressivo SC λ2(U+) < σ < λ1(U−) U− : nó repulsor
U+ : nó atratorA nomen
latura referente aos pontos de equilíbrio e teoria de plano de fase desistemas aut�nomos pode ser vista em [21℄.Na Tabela anterior as desigualdades 
olo
adas são estritas, porém ao ser
onsiderada a 
ondição de entropia de vis
osidade uma (ou até duas) destasdesigualdades podem se tornar igualdades. Neste 
aso, dizemos que o 
hoque é
ara
terísti
o à esquerda quando σ = λ1(U−), ou quando σ = λ2(U−) e 
ara
terísti
oà direita quando σ = λ1(U+), ou quando σ = λ2(U+). Esses 
asos de igualdades são
hamados de 
asos limites. Consequentemente, um ponto de equilíbrio do tipo nó oudo tipo sela poderá se tornar, no limite, um ponto do tipo sela-nó, no entanto, por
onvenien
ia vamos utilizar a mesma nomen
latura e notação.
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1.1.2 Ondas CompostasUm fato que o
orre no 
aso de existen
ia de pontos de in�exão num 
ampo
ara
terísti
o, é a presença de soluções do problema de Riemann 
ombinando os doistipos de ondas, de 
hoque e de rarefação, porém sem estados intermediários 
onstantes,as separando no espaço físi
o - xt. Estas são as 
hamadas ondas 
ompostas, de�nidasa seguir.De�nição 1.1.11 Uma onda 
omposta do tipo rarefação/
hoque (ou 
hoque/rarefa-ção) é uma solução do problema de Riemann (1.1) e (1.4) 
onsistindo de uma sequen
iade uma onda de rarefação (ou de 
hoque) seguida de uma onda de 
hoque (ou derarefação), sem estados 
onstantes separando as duas ondas. Quando as duas ondasestiverem asso
iadas à i-ésima família temos uma 
omposta-i, 
aso 
ontrário temosuma 
omposta transi
ional.De�nição 1.1.12 Uma 
urva 
omposta do tipo rarefação/
hoque (ou 
hoque/rarefa-ção) por um estado U− é o 
onjunto dos estados U ∈ Ω, que são 
one
táveis à U− poruma onda 
omposta do tipo rarefação/
hoque (ou 
hoque/rarefação).Uma solução do problema de Riemann (1.1) e (1.4) por uma onda 
omposta dotipo rarefação - i/
hoque é da forma,
U(x, t) =



















U−, se x < λi(U−)t ,

(λi)
−1 (x/t) , se λi(U−)t ≤ x ≤ λi(UM)t ,

U+, se x > λi(UM)t ,

(1.15)em que, UM é um estado na 
urva de rarefação - i por U− e é tal que λi(UM) éa velo
idade de propagação do 
hoque de UM para U+. Frizamos que neste 
aso o
hoque é 
ara
terísti
o à esquerda.Assim, para a 
onstrução de uma 
urva 
omposta rarefação - i/
hoque por umestado U−, determinamos a 
urva de rarefação por U−, ligando U− a um estado UIno 
onjunto de in�exão - i, e para 
ada ponto UM nesta 
urva de rarefação, a partirde UI para U−, determinamos o estado U na 
urva de Hugoniot por UM tal que ades
ontinuidade de UM para U seja admissível (ou entrópi
a) e σ(UM ; U) = λi(UM ).De maneira análoga 
onstruímos a 
omposta 
hoque/rarefação - i. Dado umestado U−, determine UM ∈ H(U−) tal que σ(U−; UM) = λi(UM), de maneira que o
hoque seja admissível, e a partir de UM 
onsidere a 
urva de rarefação - i por UM .18



Assim, uma solução do problema de Riemann (1.1) e (1.4) por uma 
omposta
hoque/rarefação - i é da forma
U(x, t) =



















U−, se x < λi(UM)t ,

(λi)
−1 (x/t) , se λi(UM)t ≤ x ≤ λi(U+)t ,

U+, se x > λi(U+)t ,

(1.16)em que UM é um estado na 
urva de Hugoniot por U− e U+ é um estado na 
urva derarefação - i por UM , tal que σ(U−; UM) = λi(UM). Observe que neste 
aso o 
hoqueé 
ara
terísti
o à direita.1.1.3 Curvas de OndaAs 
hamadas 
urvas de onda são extensões dos 
on
eitos de 
urvas de rarefação ede 
hoque lo
ais de sistemas estritamente hiperbóli
os genuinamente não lineares parasistemas mais gerais, possuindo singularidades hiperbóli
as e 
ampos 
ara
terísti
os
om pontos de in�exão.Entendemos 
omo sendo as velo
idades ini
ial e �nal de uma onda de rarefação - i
one
tando U− à U+ 
omo as in
linações x/t = λi(U−) e x/t = λi(U+), respe
tivamente.Por outro lado, para uma onda de 
hoque de velo
idade σ0 entendemos tanto avelo
idade ini
ial quanto a velo
idade �nal 
omo sendo a in
linação da reta dedes
ontinuidades x/t = σ0.Uma sequen
ia de ondas que 
one
ta o estado U− ao estado U+ é dita satisfazera 
ondição de 
ompatibilidade geométri
a entre as velo
idades se a velo
idade �nal de
ada onda for não superior à velo
idade ini
ial da onda seguinte, quando per
orrida de
U− para U+.Baseados na idéia de sequen
ia de ondas, temos a seguinte de�nição para 
urvade onda.De�nição 1.1.13 Uma 
urva de onda por um estado ini
ial U− asso
iada à i-ésimafamília 
ara
terísti
a, ou 
urva de onda - i, é o 
onjunto de estados U ∈ Ω, quepodem ser 
one
tados à U− por uma sequen
ia de ondas elementares, sem estadosintermediários 
onstantes, asso
iadas à i-ésima família 
ara
terísti
a, satisfazendo a
ondição de 
ompatibilidade geométri
a entre as velo
idades.19



Geometri
amente, no espaço de estados uma 
urva de onda - i é 
onstituída desegmentos de 
urvas de rarefação - i, de 
hoques - i e de 
ompostas - i. Uma 
urvade onda - i por um estado ini
ial U− é denotada por W i(U−). Se houver 
hoquestransi
ionais na sequen
ia de onda que 
one
ta U− à U temos então uma 
urva deonda transi
ional, que será denotada por Wt(U−).Neste 
aso, estamos �xando U− e parametrizando os estados U+ que podem ser
one
tados à U− por uma sequen
ia de ondas. De maneira análoga, podemos �xaro estado U+ e parametrizar os estados U− que podem ser 
one
tados à U+ por umasequen
ia de ondas sem estados intermediários 
onstantes, obtendo assim a 
hamada
urva de onda reversa por U+, denotada por W i
−
(U+).1.1.4 Solução do Problema de RiemannDe maneira geral, assim 
omo no 
aso de sistemas estritamente hiperbóli
os
om 
ampos 
ara
terísti
os genuinamente não lineares, ou 
om 
ampos linearmentedegenerados, uma solução fra
a do problema de Riemann para o sistema (1.1) e(1.4) 
onsiste de uma sequên
ia de ondas de 
hoque, de rarefação e de 
ompostasseparadas por estados intermediários 
onstantes 
one
tando o estado U− ao estado U+.A sequen
ia de ondas que 
one
ta o estado U− ao estado U+ deve obede
er a 
ondiçãode 
ompatibilidade geométri
a de que, ao ser ini
iada em U−, a velo
idade ao �nal de
ada onda usada não seja superior à velo
idade ini
ial da onda subsequente. Portantoa 
onstrução da solução do problema de Riemann depende da geometria das 
urvas deonda.Assim, uma solução do problema de Riemann para o sistema (1.1) e (1.4) podeser vista 
omo uma sequen
ia de ondas de rarefação e de 
hoques, in
luindo as ondas
ompostas, inter
aladas por estados 
onstantes, 
one
tando U− e U+, 
om velo
idades
ompatíveis, isto é, satisfazendo a 
ondição de 
ompatibilidade geométri
a, no espaçofísi
o-xt.

20



1.1.5 Conjuntos de Bifur
açãoOs 
hamados 
onjuntos de bifur
ação são utilizados na 
onstrução de 
urvas deonda, uma vez que são responsáveis por mudanças na estrutura das 
urvas de ondas.Como demonstrado generi
amente em [19℄, a velo
idade σ é monótona ao longo desegmentos de 
urvas de Hugoniot 
orrespondentes aos 
hoques de Lax. Assim estadosao longo de 
urvas de Hugoniot onde a velo
idade de 
hoque atinge pontos de máximoou de mínimo são muitas vezes responsáveis por mudanças na estrutura das 
urvas deonda. Estes estados são 
ara
terizados pelo Teorema a seguir, ver [25℄, [16℄.Teorema 1.1.14 (Teorema de Bethe-Wendro�) Sejam U− ∈ Ω, U∗ ∈ Ω e li(U
∗)o vetor 
ara
terísti
o à esquerda de A(U∗) asso
iado à λi(U∗). Suponha que U∗ estejana 
urva de Hugoniot por U−, isto é, que exista ξ∗ ∈ IR tal que U∗ = U(ξ∗) e

H(U−, σ(ξ∗), U(ξ∗)) = 0. Suponha também que li(U(ξ∗)) · (U(ξ) − U−) 6= 0. Então
σ(U−; U(ξ∗)) = λi(U(ξ∗)) se, e somente se, dσ

dξ
(ξ∗) = 0. Neste 
aso ei(U(ξ∗)) =

dU

dξ
(ξ∗).Os pontos nos quais o Teorema de Bethe-Wendro� não se apli
a estão asso
iadosaos 
hamados 
onjuntos de bifur
ação se
undária do sistema (1.1).De�nição 1.1.15 O 
onjunto de bifur
ação se
undária, asso
iado à i-ésima família
ara
terísti
a, é de�nido por

Bi = {U− ∈ Ω : ∃(σ∗, U∗) ∈ IR × Ω, U∗ 6= U−,H(U−, σ∗, U∗) = 0,

λi(U
∗) = σ∗ e li(U

∗).(U∗ − U−) = 0} .O nome 
onjunto de bifur
ação se
undária se dá pelo fato de no ponto U∗ a
urva de Hugoniot H(U−) ter uma rami�
ação se
undária, não valendo as hipótesesdo Teorema da Função Implí
ita para a função H(U−, σ, U) no ponto (σ∗, U∗), verFigura B.10.Outro 
onjunto importante na 
onstrução das 
urvas de onda e na solução doproblema de Riemann são os 
hamados 
onjuntos de extensão de outros 
onjuntosdados em Ω. Ini
ialmente 
omeçamos pela extensão de um ponto de Ω.De�nição 1.1.16 Um estado genéri
o A é uma extensão - i de um estado B ∈ Ω se
H(A, λi(A), B) = 0, isto é, se A perten
e a 
urva de Hugoniot por B e σ(A; B) = λi(A).21



De�nição 1.1.17 A extensão - i de um 
onjunto B ⊂ Ω é o 
onjunto dos estados
A ∈ Ω tais que A é a extensão de algum estado B em B asso
iado à i-ésima família
ara
terísti
a, isto é,

Ei(B) = {A ∈ Ω : ∃B ∈ B , ∃ σ0 ∈ IR, 
om A 6= B,

H(A, σ0, B) = 0 e σ0 = λi(A)}.Note que a extensão não de�ne ne
essariamente uma apli
ação �um à um� entreo 
onjunto B e o 
onjunto de extensão-i de B.Finalmente, para en
errar estas preliminares, um teorema bastante útil na
onstrução das 
urvas de onda e na 
ara
terização de pontos onde há a perda de
ompatibilidade geométri
a entre velo
idades, ou mudanças na admissibilidade de
hoques é o seguinte, ver [24℄.Teorema 1.1.18 (Regra do Choque Triplo) Seja U− um estado qualquer de Ω talque H(U−) possui dois pontos U1 e U2 
om σ(U−; U1) = σ(U−; U2) = σ0. Então U2perten
e à 
urva de Hugoniot por U1 e σ(U1; U2) = σ0.
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Capı́tulo 2O Modelo Matemáti
o para oEs
oamento Trifási
o
2.1 IntroduçãoA dedução do modelo matemáti
o é feita a partir da Equação do Balanço deMassa e da Lei de Dar
y 
onsiderando algumas hipóteses para o �uido e o meio porosoem questão. Antes vamos introduzir a nomen
latura usual dos es
oamentos em meiosporosos. Assumiremos então que o �uido é 
omposto de três fases, a saber água, óleoe gás.2.2 Nomen
latura- φ: Porosidade do meio.- ρ: Densidade do �uido (no 
aso monofási
o).- s: Saturação do �uido (no 
aso monofási
o).- v: Velo
idade do �uido (no 
aso monofási
o).- P: Pressão (no 
aso monofási
o).- K: Permeabilidade absoluta do meio poroso.



- g: Gravidade.- s i: Saturação da fase i, i = w, o, g, 
om sw + so + sg = 1.- Pi: Pressão da fase i, i = w, o, g.- ρi: Densidade da fase i, i = w, o, g.- vi: Velo
idade da fase i, i = w, o, g.- V: Velo
idade de Dar
y V = vw + vo + vg.- L: Comprimento do meio poroso.- Pij: Pressão 
apilar (Pij = Pi − Pj , 
om i, j = w, o, g).- µi: Vis
osidade da fase i, i = w, o, g.- kri: Permeabilidade relativa da fase i, i = w, o, g.- λi: Mobilidade da fase i, i = w, o, g, onde λi =
kri

µi

.- λ: Mobilidade total, onde λ = λw + λo + λg.- fi: Função de �uxo fra
ionário da fase i, i = w, o, g, onde fi =
λi

λ
.- x: Variável espa
ial.- t: Variável temporal.

2.3 Hipóteses ConsideradasPara obtermos o modelo que será estudado, serão feitas algumas hipótesessimpli�
adoras. Com isto o modelo obtido, embora bastante simpli�
ado, permiteainda 
aptar as 
ara
terísti
as prin
ipais do es
oamento, e é passível de fazer umtratamento matemáti
o rigoroso.- H1: O es
oamento é trifási
o e unidimensional.24



- H2: O �uido o
upa todo o espaço poroso da ro
ha.- H3: A porosidade é 
onstante, ou seja, tem o mesmo valor para qualquer tempoe em qualquer posição da ro
ha.- H4: Os efeitos gravita
ionais são desprezados.- H5: As três fases são imis
íveis.- H6: Não existem fontes ou sumidouros.- H7: Os efeitos de 
ompressibilidade das fases e da ro
ha são desprezíveis.- H8: Os efeitos de 
apilaridade são desprezados.- H9: O �uido é isotérmi
o.2.4 Dedução do ModeloPara a engenharia de reservatórios, no 
aso isotérmi
o, duas equações sãofundamentais, a saber: a equação do balanço de massa e a Lei de Dar
y. Para um�uido monofási
o unidimensional estas equações são dadas por:Equação do Balanço de Massa
∂ (φρs)

∂t
+

∂ (ρv)

∂x
= 0. (2.1)Lei de Dar
y

v = −K

(

∂P

∂x
− ρg

)

. (2.2)Estas equações modelam o es
oamento de um �uido monofási
o num meioporoso; entretanto, para o �uido trifási
o pode-se fazer uma extensão apli
ando-seestas equações a 
ada uma das fases separadamente. Assim as equações (2.1) e (2.2)tornam-se, respe
tivamente:
∂ (φρisi)

∂t
+

∂ (ρivi)

∂x
= 0, i = w, o, g; (2.3)

vi = −K
kri

µi

(

∂Pi

∂x
− ρig

)

, i = w, o, g. (2.4)25



A hipótese H7 signi�
a que ρw, ρo e ρg são 
onstantes, a hipótese H9 signi�
aque µw, µo e µg são tomados 
onstantes, e a hipótese H2 signi�
a que sw + so + sg = 1.Esque
endo por um instante as hipóteses H4 e H8 e 
onsiderando as demais hipótesesteremos o seguinte sistema:
sw + so + sg = 1; (2.5)
vi = −K

kri

µi

(

∂Pi

∂x
− ρig

)

, i = w, o, g; (2.6)
φ

∂si

∂t
+

∂vi

∂x
= 0, i = w, o, g; (2.7)

Pij = Pi − Pj , i, j = w, o, g e i 6= j. (2.8)Se somarmos as três equações em (2.7) teremos:
φ

∂

∂t
(sw + so + sg) +

∂

∂x
(vw + vo + vg) = 0. (2.9)Como sw + so + sg = 1, segue que

∂

∂x
(vw + vo + vg) = 0,ou seja,

∂V

∂x
= 0. (2.10)Portanto a velo
idade de Dar
y V é função apenas do tempo, isto é, V = V (t). Poroutro lado, usando as equações em (2.6), temos:

V =
3

∑

i=1

vi =
3

∑

i=1

−K
kri

µi

(

∂Pi

∂x
− ρig

)

. (2.11)Daí,
V = −K

(

krw

µw

∂Pw

∂x
+

kro

µo

∂Po

∂x
+

krg

µg

∂Pg

∂x

)

+ K

(

krw

µw

ρw +
kro

µo

ρo +
krg

µg

ρg

)

g. (2.12)De�nindo a mobilidade relativa da fase i por,
λi =

kri

µi

, i = w, o, g, (2.13)da equação (2.12), obtemos
−Kλw

∂Pw

∂x
− Kλo

∂Po

∂x
− Kλg

∂Pg

∂x
= V − K (λwρw + λoρo + λgρg) g. (2.14)26



Derivando (2.8) 
om relação à x, obtemos
∂Pij

∂x
=

∂Pi

∂x
− ∂Pj

∂x
. (2.15)Assumindo que as pressões 
apilares entre as fases sejam funções 
onhe
idas dasaturação, temos então que (2.14) e (2.15) formam um sistema nas variáveis ∂Pi

∂x
,
om i = w, o, g. De�nimos agora a função de �uxo fra
ionária da fase i por

fi =
λi

λ
, i = w, o, g. (2.16)Usando a de�nição (2.16) e resolvendo o sistema (2.14)-(2.15), obtemos

∂Pw

∂x
= − V

Kλ
+ (ρwfw + ρofo + ρgfg) g +

(

fo

∂Pwo

∂x
+ fg

∂Pwg

∂x

)

, (2.17)
∂Po

∂x
= − V

Kλ
+ (ρwfw + ρofo + ρgfg) g +

(

fg

∂Pog

∂x
− fw

∂Pwo

∂x

)

, (2.18)
∂Pg

∂x
= − V

Kλ
+ (ρwfw + ρofo + ρgfg) g −

(

fw

∂Pwg

∂x
+ fo

∂Pog

∂x

)

. (2.19)Substituindo (2.17), (2.18) e (2.19) em (2.6), temos
vw = fwV − Kλw (fwρw + foρo + fgρg) g

− Kλg

(

fg

∂Pwo

∂x
+ fg

∂Pwg

∂x

)

+ Kλwρwg, (2.20)
vo = foV − Kλo (fwρw + foρo + fgρg) g

− Kλo

(

fg

∂Pog

∂x
− fw

∂Pwo

∂x

)

+ Kλoρog; (2.21)
vg = fgV − Kλg (fwρw + foρo + fgρg) g

+ Kλg

(

fw

∂Pwg

∂x
+ fo

∂Pog

∂x

)

+ Kλgρgg; (2.22)Agora substituindo (2.20), (2.21) e (2.22) em (2.7), temos
φ

∂sw

∂t
+

∂

∂x
(fwV − λwK (ρwfw + ρofo + ρgfg) g) =

=
∂

∂x

(

Kλw

(

fo

∂Pwo

∂sw

+ fg

∂Pwg

∂sw

)

∂sw

∂x

)

; (2.23)27



φ
∂so

∂t
+

∂

∂x
(foV − λoK (ρwfw + ρofo + ρgfg) g) =

=
∂

∂x

(

Kλo

(

fg

∂Pog

∂sw

− fw

∂Pwo

∂sw

)

∂sw

∂x

)

; (2.24)
φ

∂sg

∂t
+

∂

∂x
(fgV − λgK (ρwfw + ρofo + ρgfg) g) =

=
∂

∂x

(

−Kλg

(

fw

∂Pwg

∂sw

+ fo

∂Pog

∂sw

)

∂sw

∂x

)

; (2.25)Lembrando de (2.16) que fi =
λi

λ
, i = w, o, g, temos que
λwfo = λofw,

λofg = λgfo,

λgfw = λwfg.Para simpli�
ar as expressões, de�nimos as funções auxiliares:
G = K (ρwfw + ρofo + ρgfg) g, (2.26)
B1 = Kλw

(

fo

∂Pcwo

∂sw

+ fg

∂Pcwg

∂sw

)

, (2.27)
B2 = Kλo

(

fg

∂Pcog

∂sw

− fw

∂Pcwo

∂sw

)

, (2.28)
B3 = −Kλg

(

fw

∂Pcwg

∂sw

+ fw

∂Pcog

∂sw

)

. (2.29)Além disso, usando o fato de que V = V (t), segue que as equações (2.23), (2.24) e(2.25) podem ser rees
ritas 
omo:
φ

∂sw

∂t
+ V

∂

∂x

(

fw − λw

V
G

)

=
∂

∂x

(

B1
∂sw

∂x

)

, (2.30)
φ

∂so

∂t
+ V

∂

∂x

(

fo −
λo

V
G

)

=
∂

∂x

(

B2
∂sw

∂x

)

, (2.31)
φ

∂sg

∂t
+ V

∂

∂x

(

fg −
λg

V
G

)

=
∂

∂x

(

B3
∂sw

∂x

)

. (2.32)Levando, agora, em 
onta as hipóteses H4 (Efeitos gravita
ionais deprezados) e H8(Efeitos 
apilares desprezados), ou seja, fazendo G = B1 = B3 = B3 = 0, o sistema(2.30), (2.31) e (2.32) se torna:
φ

∂sw

∂t
+ V (t)

∂fw

∂x
= 0; (2.33)28



φ
∂so

∂t
+ V (t)

∂fo

∂x
= 0; (2.34)

φ
∂sg

∂t
+ V (t)

∂fg

∂x
= 0. (2.35)Como usual, para �ns teóri
os, fazemos a adimensionalização no tempo e noespaço:

xD =
x

L
e tD =

1

φL

∫ t

0

V (ξ) dξ,e desprezando o índi
e D, 
hegamos ao sistema adimensional
∂sw

∂t
+

∂fw(sw, so, sg)

∂x
= 0 , (2.36)

∂so

∂t
+

∂fo(sw, so, sg)

∂x
= 0 , (2.37)

∂sg

∂t
+

∂fg(sw, so, sg)

∂x
= 0 . (2.38)Levando em 
onta que sw + so + sg = 1 e que fw + fo + fg = 1 , uma das equações(2.36)-(2.38) pode ser desprezada, já que uma das saturações pode ser obtida 
omofunção das outras duas. Para quaisquer das es
olhas, o sistema (2.36)-(2.38) se reduzà um sistema de Leis de Conservação 2 × 2 da forma

∂U

∂t
+

∂F (U)

∂x
= 0, (2.39)onde U e F (U) são dados em termos de duas das saturações e das duas funções de�uxo 
orrespondentes es
olhidas. Embora se ne
essite de apenas duas saturações pararepresentar um estado, muitas vezes vamos usar as três 
omponentes para representá-lo,de modo que �que 
laro os valores das três saturações neste estado.Como men
ionado na introdução, existem dois modelos para as funções depermeabilidades relativas bastante 
onhe
idos na literatura, o de Stone e o de Corey.No modelo de Stone a permeabilidade relativa do óleo é 
onsiderada depender de duassaturações, enquanto que as permeabilidades da água e do gás são dependentes apenasda respe
tiva saturação, isto é, krw = krw(sw), kro = kro(sw, sg), krg = krg(sg), ver[2℄. No modelo de Corey, o qual será utilizado em nosso trabalho, as permeabilidades29



relativas são 
onsideradas dependentes ex
lusivamente da saturação da própria fase.Baseados em dados experimentais, é usual 
onsiderar no modelo de Corey as seguintesrelações de dependen
ias para as permeabilidades relativas: krw (sw) = (sw)α,
kro (so) = (so)

β e krg (sg) = (sg)
γ , onde α, β e γ são os 
hamados expoentesde Corey. Baseados em trabalhos anteriores, ver [8℄, 
onsideraremos α = β = γ = 2.Assim as funções de �uxo fra
ionários, de�nidas em (2.16), se tornam

fi (sw, so, sg) =
s2

i /µi

λ(sw, so, sg)
, i = w, o, g, (2.40)em que,

λ (sw, so, sg) =
s2

w

µw

+
s2

o

µo

+
s2

g

µg

. (2.41)As saturações sw, so e sg assumem valores no espaço de estados, 
hamado de triângulode saturações, que em 
oordenadas 
artesianas para a es
olha de sw e so 
omo variáveisbási
as, é de�nido por
∆′ = {(sw, so); sw ≥ 0, so ≥ 0, 0 ≤ sw + so ≤ 1},ou nas três variáveis por,

∆ = {(sw, so, sg); 0 ≤ sw ≤ 1, 0 ≤ so ≤ 1, 0 ≤ sg ≤ 1, sw+so+sg = 1}. (2.42)É usual representar △ em termos das três saturações num triângulo equilátero
om 
oordenadas bari
êntri
as, ver [11℄. A transformação das 
oordenadas 
artesianas
(sw, so) do triângulo retângulo usual para o triângulo equilátero, 
om 
oordenadas
(s̃w, s̃o) é dada por,











s̃w = sw +
so

2
,

s̃o =

√
3

2
so.

(2.43)A Figura A.2 é uma representação do triângulo de saturações usando 
oordenadasbari
êntri
as. Nela os vérti
es G, W e O representam estados 
onsistindo de apenasgás (sg = 1), apenas de água (sw = 1) e apenas de óleo (so = 1), respe
tivamente.O lado [G, W ] representa estados 
onsistindo de uma mistura de água e gás, em que
0 ≤ sw + sg ≤ 1 e so = 0. O lado [W, O] representa estados 
onsistindo de uma misturade água e óleo, em que 0 ≤ sw + so ≤ 1 e sg = 0. Já o lado [G, O] representa estados
onsistindo de uma mistura de gás e óleo, em que 0 ≤ so + sg ≤ 1 e sw = 0.30



Para o problema de interesse neste trabalho estaremos 
onsiderando umreservatório 
onsistindo de uma mistura de água/óleo (poço produtor), em que estamistura deve ser deslo
ada pela injeção de uma outra mistura do tipo água/gás numpoço injetor. Assim os estados U− e U+ em (1.4) serão tomados nos lados [G, W ] e
[W, O], respe
tivamente.
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Capı́tulo 3Propriedades Bási
as do ModeloMatemáti
o
3.1 IntroduçãoDes
reveremos neste 
apítulo as ondas elementares e os 
onjuntos de bifur
açãointroduzidos generi
amente no Capítulo 1, para o problema de Riemann asso
iado aosistema (1.1) e (1.4), deduzido no Capítulo 2. Utilizaremos a notação de intervalo nareta para representar um segmento, retilíneo ou não. Por exemplo, o segmento [W, O]representa o lado do triângulo de saturações ligando os vérti
es W e O, in
luindoseus extremos, onde estamos 
onsiderando o sentido de W para O. Por 
onvenien
iatambém representaremos a terna ordenada (sw, so, sg) por U .O modelo de Corey, que estamos assumindo neste trabalho, tem a pe
uliaridadede o sistema de leis de 
onservação 
orrespondente possuir um úni
o ponto umbíli
o nointerior do triângulo de saturações, denotado por �U�. Este ponto umbíli
o possuias seguintes 
omponentes no espaço de estados (sw, so, sg), dadas em termos dasvis
osidades das fases por

U =

(

µw

µ
,
µo

µ
,
µg

µ

)

, (3.1)onde µ = µw + µo + µg.As representações geométri
as das 
urvas de Hugoniot, de rarefação, das 
urvasde onda e dos 
onjuntos de bifur
ação para o modelo aqui utilizado foram obtidos
omputa
ionalmente, sendo que muitos deles também foram obtidos analiti
amente, de



forma explí
ita. As �guras foram 
onstruídas 
onsiderando µw = µo = 1 e µg = 0.25,embora todos os resultados deste Capítulo sejam válidos para relações de vis
osidadesarbitrárias. A veri�
ação da admissibilidade das des
ontinuidades, pela 
ondição deentropia de vis
osidade 
om a matriz de vis
osidade sendo a matriz identidade, tambémfoi feita 
omputa
ionalmente.3.2 Curvas de Rarefação e Conjuntos de In�exãoAs 
urvas integrais e o 
onjunto de in�exão, de�nidos no Capítulo 1, asso
iadosàs famílias 
ara
terísti
as 1 e 2 são mostrados nas Figuras A.3 e A.4, respe
tivamente.As setas indi
am o sentido de 
res
imento dos valores 
ara
terísti
os sobre as 
urvasintegrais do 
ampo 
ara
terísti
o. Assim, as 
urvas 
om setas representam as 
urvasintegrais, e os 
onjuntos (
urvas) para os quais as setas apontam representam os
onjuntos de in�exão (pontos de valor máximo da velo
idade 
ara
terísti
a). Observeque o sentido das setas mudam quando uma 
urva integral 
ruza o 
onjunto de in�exão.Es
olhendo as variáveis sw e so e as funções de �uxo fra
ionário fw e fo no sistema(2.36)-(2.38), a matriz Ja
obiana do sistema (1.1) é dada por
A(U) := dF (U) =













∂fw

∂sw

∂fw

∂so

∂fo

∂sw

∂fo

∂so













. (3.2)As expressões das velo
idades 
ara
terísti
as ou dos autovalores da matriz A(U)em (3.2) são dadas por,
1

2

(

∂fw

∂sw

+
∂fo

∂so

)

± 1

2

√

(

∂fw

∂sw

− ∂fo

∂so

)2

+ 4
∂fo

∂sw

∂fw

∂so

. (3.3)Denotamos por λ1 a velo
idade 
ara
terísti
a asso
iada ao sinal negativo em (3.3), epor λ2 aquela asso
iada ao sinal positivo em (3.3), de tal forma que λ1 ≤ λ2.Dessa maneira, fazendo uma substituição direta em (3.3) e usando as expressõesde fw e fo em (2.40), vemos que λ1(U) se anula ao longo dos lados [G, W ], [W, O] e
[G, O] do triângulo de saturações. Além disto, por um 
ál
ulo direto também veri�
a-se que λ1 é positivo no interior do triângulo de saturações. Estes dois fatos justi�
am33



a presença do 
onjunto de in�exão - 1, onde λ1(U) atinge valores 
ríti
os ao longo das
urvas integrais asso
iadas, obtidos 
omputa
ionalmente, ver Figura A.3. Por outrolado, também por substituição direta temos que λ2(U) = 0 nos vérti
es W , O e G dotriângulo de saturações e são positivos nos outros estados do triângulo de saturações,sendo que λ2 
res
e a partir dos vérti
es ao longo das 
urvas integrais 
orrespondentesaté atingir um máximo, o que também justi�
a o 
onjunto de in�exão - 2, obtido
omputa
ionalmente, ver Figura A.4.3.3 Curvas de Hugoniot pelos lados do Triângulo deSaturaçõesNesta seção, vamos obter analiti
amente a expressão que de�ne a 
urva deHugoniot para estados arbitrários nos lados do triângulo de saturações, que serãoutilizadas para a 
onstrução da solução do problema de Riemann 
onsiderado. Vamosapresentar os 
ál
ulos expli
itos para estados U+ = (s+
w , s+

o , s+
g ) representando dadosde produção restritos ao lado [W, O] do triângulo de saturações.Da 
ondição de Rankine-Hugoniot (1.9) para o sistema (2.36)-(2.38), segue que

σ(sw − s+
w) = fw − f+

w , (3.4)
σ(so − s+

o ) = fo − f+
o , (3.5)

σ(sg − s+
g ) = fg − f+

g , (3.6)em que f+
α 
om α = w, o, g representa a função de �uxo fra
ionário asso
iada àfase α no estado U+, de�nida em (2.40). Como U+ ∈ [W, O] teremos s+

g = 0 e,
onsequentemente, f+
g = 0.Separamos em dois 
asos a análise da 
urva de Hugoniot: num deles sg = 0 e nooutro sg 6= 0.Considere o 
aso sg ≡ 0. Como fg = 0 e sw + so = 1, as equações (3.4) e (3.6)�
am restritas ao lado [W, O]. Dessa forma, um ramo da 
urva de Hugoniot por U+
oin
ide 
om o lado [W, O] do triângulo e a velo
idade σ é 
al
ulada usando qualqueruma das equações (3.4) ou (3.5). 34



Considere agora o 
aso sg 6= 0. Da equação (3.4) temos,
σ =

fw − f+
w

sw − s+
w

. (3.7)De (3.6) e (3.7), segue que
fw − f+

w

sw − s+
w

=
fg

sg

. (3.8)Substituíndo as expressões de fw e de fg dadas em (2.40) e após algumas manipulaçõesalgébri
as, a equação (3.8) forne
e a seguinte equação quadráti
a, nas variáveis (sw, so),
as2

w − bs2
o + cswso + dsw + eso + f = 0, (3.9)onde os seus 
oe�
ientes são dados por,

a =
µg

µw

− µg(s
+
w)2

µ2
wλ+

− (s+
w)2

µwλ+
+ 1

b =
µg(s

+
w)2

µwµoλ+
+

(s+
w)2

µwλ+

c =
−2(s+

w)2

µwλ+
+ 1 (3.10)

d =
2(s+

w)2

µwλ+
− s+

w − 1

e =
2(s+

w)2

µwλ+
− s+

w

f = s+
w − (s+

w)2

µwλ+
,
om λ+ = λ(U+) de�nido em (2.41).A equação (3.9) está na forma da equação geral de uma 
urva 
�ni
a no plano.Lembramos que, quando a2 + b2 + c2 6= 0, podemos 
lassi�
ar esta 
�ni
a 
omo umaelipse, parábola ou hipérbole, ou outras 
urvas degeneradas destas, dependendo dodis
riminante

b2 − 4ac , (3.11)ser negativo, nulo ou positivo. No 
aso dos 
oe�
ientes obtidos em (3.10), apóssubstituí-los em (3.11) veri�
amos que o dis
riminante é positivo. Logo a equação(3.9) representa uma hipérbole.A equação (3.9) pode ser resolvida expli
itamente em termos da saturação daágua sw ou da saturação do óleo so, dependendo das hipóteses do Teorema da FunçãoImplí
ita serem satisfeitas. Se 
onsiderarmos a saturação do óleo 
omo função da35



saturação da água, isto é, so = so(sw), a equação (3.9) se reduz à seguinte equação desegundo grau,
−bs2

o + (csw + e)so + (as2
w + dsw + f) = 0. (3.12)Dessa maneira, resolvendo-se a equação (3.12), temos que

so =
(csw + e) ±

√
∆1

2b
, (3.13)desde que,

∆1(sw) = (csw + e)2 + 4b(as2
w + dsw + f) (3.14)seja não negativo. Por outro lado, se 
onsiderarmos a saturação da água 
omo funçãoda saturação do óleo, isto é, sw = sw(so), a equação (3.9) pode ser rees
rita na forma

as2
w + (cso + d)sw + (eso − bs2

o + f) = 0. (3.15)De maneira análoga, resolvendo-se a equação (3.15), temos que
sw =

−(cso + d) ±
√

∆2

2a
, (3.16)desde que,

∆2(so) = (cso + d)2 − 4a(eso − bs2
o + f) (3.17)seja não negativo.Dessa forma, dependendo dos sinais dos dis
riminantes em (3.14) e (3.17), asequações (3.12) e (3.15) em 
onjunto 
om a equação sg = 0, exibem expli
itamenteas expressões que de�nem as 
urvas de Hugoniot para estados U+ no lado [W, O] dotriângulo de saturações. Estas 
urvas de Hugoniot sempre 
onsistirão do lado [W, O]
onjuntamente 
om dois ramos de hipérboles internas ao triângulo de saturações, sendoque um dos ramos 
ontém o ponto U+, e por isto é 
hamado de ramo lo
al, e o outroé o ramo não lo
al. Nas Figuras A.5 e A.6, estão exibidas 
urvas de Hugoniots paradois estados arbitrários no lado [W, O], sendo U+ = U1 no segmento (D, O) e U+ = U2no segmento (W, D).De maneira análoga, obtém-se as expressões das 
urvas de Hugoniot para estadosnos lados [G, W ] e [G, O], sendo que não as exiberemos aqui, uma vez que não sãoutilizadas diretamente neste trabalho. 36



3.4 Curvas de Hugoniot pelos pontos D, E e BNesta seção vamos obter expli
itamente as expressões que de�nem as 
urvas deHugoniot pelos pontos D, E e B dos lados do triângulo de saturações, de�nidos a seguire exibidos nas Figuras A.5 e A.6, in
lusive 
al
ulando as 
oordenadas dos pontos debifur
ação se
undária destas 
urvas de Hugoniot.Considere a reta r1, a qual passa pelo vérti
e G = (0, 0, 1) e pelo ponto umbíli
o
U dado em (3.1), parametrizada por

so =
µo

µw

sw, (3.18)
sg = 1 − sw − so.Assim, a interseção desta reta r1 
om o lado [W, O] do triângulo de saturações, onde

sg = 0, de�ne as 
oordenadas do ponto D por
D =

(

µw

µw + µo

,
µo

µw + µo

, 0

)

. (3.19)De maneira análoga, a interseção da reta r2, que passa pelos pontos W = (1, 0, 0)e U , 
om o lado [G, O] do triângulo de saturações de�ne as 
oordenadas do ponto Epor
E =

(

0,
µo

µo + µg

,
µg

µo + µg

)

, (3.20)Enquanto que a interse
ção da reta r3, que passa pelos pontos O = (0, 1, 0) e U , 
omo lado [G, W ] do triângulo de saturações de�ne as 
oordenadas do ponto B por
B =

(

µw

µw + µg

, 0,
µg

µw + µg

)

. (3.21)Para determinar a 
urva de Hugoniot por D basta apli
ar as 
oordenadas de D
omo sendo os estados à direita (s+
w, s+

o , s+
g ) nos 
oe�
ientes dados em (3.10) e substi-tuí-los em (3.9). Após algumas manipulações e depois de multipli
ar a equação (3.9)por (1−sw −so), a equação que de�ne a 
urva de Hugoniot por D é dada pelo seguintepolin�mio de ter
eiro grau nas variáveis sw e so:

(1 − sw − so)

(

so −
µo

µw

sw

) (

(µw + µg)sw +
µw(µo + µg)

µo

so − µw

)

= 0. (3.22)37



Portanto, da expressão (3.22) vemos que a 
urva de Hugoniot por D degenera-se nostrês segmentos de reta (veja Figura B.10):[W,O℄ de�nido por: 1 − sw − so = 0, (3.23)[G,D℄ de�nido por: so =
µo

µw

sw, (3.24)[B,E℄ de�nido por: (µw + µg)sw +
µw(µo + µg)

µo

so − µw = 0. (3.25)A interse
ção do ramo [B, E] da 
urva de Hugoniot por D, 
om o ramo [G, D]de�ne o ponto de bifur
ação se
undária de H(D), denotado por TD 
omo exibido nasFiguras A.7 e B.10, dado por
TD =

(

µw

µw + µo + 2µg

,
µo

µw + µo + 2µg

,
2µg

µw + µo + 2µg

)

. (3.26)Um 
ál
ulo expli
ito 
on�rma a igualdade λ1(T
D) = σ(TD; D), ver de�nição (1.1.15).Também por de�nição temos que TD é uma extensão- 1 do ponto D, e é por isso queo denotamos por TD. O valor de σ(TD; D) será 
al
ulado expli
itamente na Subseção5.2 em termos das vis
osidades.De modo análogo, a equação que de�ne a 
urva de Hugoniot pelo estado E dolado [G, O] é dada pelo seguinte produto

(1 − so − sg)

(

sg −
µg

µo

so

) (

(µo + µw)so +
µo(µg + µw)

µg

sg − µo

)

= 0, (3.27)sendo o ponto de bifur
ação se
undária, ou a extensão - 1 de E, denotado por TE 
omoexibido na Figura A.7, dado por
TE =

(

2µw

2µw + µo + µg

,
µo

2µw + µo + µg

,
µg

2µw + µo + µg

)

. (3.28)Por outro lado, a equação que de�ne a 
urva de Hugoniot pelo estado B do lado
[G, W ], que também foi obtida em [1℄, é dada por:

(1 − sw − sg)

(

sw − µw

µg

sg

) (

(µg + µo)sg +
µg(µw + µo)

µw

sw − µg

)

= 0, (3.29)sendo que o estado de bifur
ação se
undária, ou a extensão - 1 de B, denotado por TB
omo exibido na Figura A.7, dado por
TB =

(

µw

µw + 2µo + µg

,
2µo

µw + 2µo + µg

,
µg

µw + 2µo + 2µg

)

. (3.30)
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3.5 Curvas de Hugoniot pelos vérti
es do Triângulode SaturaçõesFixe ini
ialmente U+ = G = (0, 0, 1). Considerando as duas primeiras equaçõesem (3.4) e (3.5) e as expressões de fw e f0 em (2.40), obtemos
σsw =

s2
w/µw

λ(sw, so, sg)
, (3.31)

σso =
s2

o/µo

λ(sw, so, sg)
, (3.32)em que,

λ(sw, so, sg) =
s2

w

µw

+
s2

o

µo

+
s2

g

µg

, sg = 1 − sw − so (3.33)Uma 
urva solução para o sistema (3.31)-(3.32) é dada por so = 0 e sw 6= 0, em que σé obtido da relação (3.31). A outra 
urva solução é dada por sw = 0 e so 6= 0, em que
σ é obtido da relação (3.32). É 
laro que estas duas relações 
orrespondem aos lados
[G, W ] e [G, O] do triângulo de saturações.Considerando-se sw e so diferentes de zero podemos dividir (3.31) por (3.32),obtendo

sw

µw

=
so

µo

, (3.34)ou seja, uma ter
eira solução da relação de Rankine-Hugoniot é o segmento de reta
[G, D].De maneira totalmente análoga, obtemos que a 
urva de Hugoniot pelo vérti
e
W é 
omposta pelos lados [W, O], [W, G] e pelo segmento de reta [W, E] de equação

so

µo

=
sg

µg

. (3.35)enquanto que a 
urva de Hugoniot pelo vérti
e O é 
onstituída dos lados [O, G], [O, W ]e do segmento de reta [O, B] de equação
sw

µw

=
sg

µg

. (3.36)
39



3.6 Restrição do Fluxo ao longo do Segmento [G, D]Considere as saturações (sw, so, sg) restritas ao ramo [G, D], de�nido em (3.32),da 
urva de Hugoniot por G exibidas nas Figuras A.5 ou A.6, por exemplo.De�na a saturação líquida água/óleo, denotada por swo, 
omo sendo
swo := sw + so = 1 − sg, (3.37)e denote a soma das vis
osidades da água e do óleo por,

µwo := µw + µo. (3.38)Usando as equações (3.32) e (3.37) podemos reparametrizar as saturações sw e sopor sw =
µw

µwo

swo e so =
µo

µwo

swo. Substituindo estas expressões de sw e so no sistema(1.1) e (1.4), obtemos
µw

µwo

∂swo

∂t
+

∂fw

∂x
= 0, (3.39)

µo

µwo

∂swo

∂t
+

∂fo

∂x
= 0, (3.40)onde as funções de �uxo fra
ionário reparametrizadas são dadas por

fw =
µw

µwo







s2
wo

s2
wo +

µwo

µg

(1 − s2
wo)






, (3.41)

fo =
µo

µwo







s2
wo

s2
wo +

µwo

µg

(1 − s2
wo)






. (3.42)Substituíndo (3.41) e (3.42) em (3.39) e (3.40), respe
tivamente, e de�nindo ν =

µwo

µg

,temos que o sistema (1.1)-(1.4), se reduz à equação de Bu
kley-Leverett dependendodo parâmetro ν,
∂swo

∂t
+

∂

∂x

(

s2
wo

s2
wo + ν(1 − swo)2

)

= 0. (3.43)A equação (3.43) pode, então, ser es
rita na forma
st + f(s; ν)x = 0, (3.44)40




om
f(s; ν) =

s2

s2 + ν(1 − s)2
e s ≡ swo = sw + so. (3.45)Isto mostra que se tomarmos na 
ondição ini
ial (1.4) os vetores 
onstantes U− e U+ao longo do segmento de reta [G, D], então a solução do problema de Riemann parao es
oamento trifási
o se reduz à resolução da equação de Bu
kley-Leverett para osistema bifási
o nas variáveis swo e sg.Analogamente, mostra-se que o mesmo tipo de redução o
orre quando
onsiderados U− e U+ nos segmentos de reta [W, E] e [O, B], e também nos lados

[G, W ], [G, O] e [W, O], apenas reparametrizando 
onvenientemente e de�nindo νadequadamente.3.7 Conjuntos de Bifur
açãoNesta seção são apresentados os 
onjuntos de Bifur
ação Se
undária de�nidosem (1.1.15), que serão úteis na 
onstrução da solução do problema de Riemann a ser
onsiderado, no Capítulo 5, bem 
omo os 
onjuntos de Extensão das fronteiras. Esses
onjuntos juntamente 
om as in�exões são fundamentais na 
onstrução das 
urvas deonda, uma vez que 
ara
terizam mudanças na geometria e na estrutura interna das
urvas de onda que determinam a solução do problema de Riemann.3.7.1 Conjunto de Bifur
ação Se
undáriaO 
onjunto de bifur
ação se
undária 
oin
ide 
om os segmentos de retas [B, O],
[G, D] e [W, E] e está exibido nas Figuras A.5 e A.6. Sobre estes segmentos de retasfalham as hipóteses do teorema de Bethe-Wendro�, e 
omo 
onsequen
ia a 
urva deHugoniot H(U0) muda drasti
amente sua geometria quando U0 
ruza uma dessas retasde bifur
ação. Veja as Figuras A.5 e A.6, 
om U0 = U1 e U0 = U2, respe
tivamente, enote a mudança no per�l das 
urvas de Hugoniot por estes estados. Para U0 = U1 vemosque o ramo não lo
al (da hipérbole) tem interse
ções 
om o lado [G, W ], enquanto quepara U0 = U2 o ramo não lo
al tem interse
ção 
om o lado [G, O]. Para U0 = D, isto41



é, para U0 exatamente num ponto do 
onjunto de bifur
ação se
undária, 
omo podeser visto na Figura B.10, e 
omo dis
utido na Seção 3.4, a hipérbole que de�ne os doisramos da 
urva de Hugoniot se degenera em duas retas que se en
ontram no ponto debifur
ação se
undária TD. Para U0 num dos segmentos [B, U ], [D, U ] e [E, U ] tem-seuma bifur
ação se
undária - 1, ou seja, existe um estado U∗ onde a 
urva de Hugoniot
H(U0) se rami�
a, 
om σ(U∗; U0) = λ1(U∗). Para U0 num dos segmentos [O, U ], [G, U ]e [W, U ] tem-se uma bifur
ação se
undária - 2, ou seja, existe um estado U∗ onde a
urva de Hugoniot por U0 se rami�
a, 
om σ(U∗; U0) = λ2(U∗).3.7.2 Conjuntos de Extensão de FronteiraEstes 
onjuntos são extremamente relevantes na 
onstrução das 
urvas de onda,uma vez que também são fronteiras onde as 
urvas de onda mudam de estrutura,estando também asso
iados à 
ompostas. Os 
onjuntos de extensão das fronteiras
[W, O], [W, G] e [G, O] asso
iados às famílias 
ara
terísti
as 1 e 2 úteis neste trabalho,estão ilustrados na Figura A.7 e foram obtidos 
omputa
ionalmente.Para título de exempli�
ação, 
onsidere uma 
urva de rarefação partindo deum estado I no segmento (G, B) do lado [G, W ] 
ruzando a extensão da fronteira
[G, O] asso
iada a família 
ara
terísti
a - 1 num 
erto estado TN , e terminando noestado F do 
onjunto de in�exão - 1, 
onforme ilustrado na Figura A.8. Assumindoa admissibilidade, a partir deste estado TN é possível então atingir um estado Nna fronteira [G, O] por um 
hoque 
ara
terísti
o à esquerda, isto é, 
om velo
idade
σ(TN ; N) = λ1(T

N). Com a mesma 
onstrução, pontos Y ao longo do segmento derarefação - 1 (TN , F ) de�nem pontos Y ′ no segmento (N, F ), de 
omposta - 1 ao longoda 
urva de onda - 1, 
om Y ′ ∈ H(Y ) e σ(Y ; Y ′) = λ1(Y ).
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Capı́tulo 4Curvas de Onda para o Sistema deduas Equações
4.1 IntroduçãoCom o intuito de determinar a solução do Problema de Riemann (1.1) e (1.4),este Capítulo se destina a apresentação das 
urvas de onda asso
iadas à família
ara
terísti
a - 1, para estados ini
iais U− no lado [G, W ] do triângulo de saturações,onde serão tomados os dados de injeção. As 
urvas de onda reversas asso
iadas àfamília 
ara
terísti
a - 2 serão apresentadas no Capítulo 5, quando da 
onstrução dasolução do problema de Riemann, apenas para dados de produção P restritos ao lado
[W, O] do triângulo de saturações.4.2 Curvas de Onda-1As 
urvas de onda - 1 são obtidas 
om base nas 
urvas de rarefação - 1 a partirda fronteira [G, W ], no Teorema de Bethe-Wendro�, e nos 
onjuntos de bifur
açãoapresentados no Capítulo 3. Os detalhes da 
onstrução destas 
urvas de onda podem seren
ontradas em [24℄, por exemplo. A 
onvenção usada para a representação grá�
a dosvários segmentos que fazem parte das 
urvas de onda é: (a) linhas sólidas para indi
arsegmentos de rarefação, sendo as setas uma indi
ação do 
res
imento da velo
idade




ara
terísti
a ao longo do segmento; (b) linhas segmentadas para indi
ar segmentos de
hoques; (
) linhas 
ruzadas para indi
ar segmentos de 
ompostas.Os segmentos dos 
onjuntos de bifur
ação e as 
urvas espe
iais que determinamos segmentos do lado [G, W ] do triângulo de saturações para as quais a 
urva de on-da - 1 por I, denotada por W1(I), tenha uma estrutura de ondas distinta no espaço deestados são mostrados na Figura A.8. Neste 
aso, esses 
onjuntos espe
iais são a 
urva
[W, T D] que representa a extensão - 1 do segmento [W, D] do lado [W, O] do triângulo,a 
urva [G, T E] que representa a extensão - 1 do segmento [G, E] do lado [G, O] dotriângulo de saturações e o segmento de bifur
ação se
undária [B, U ].Relembremos na Figura A.8, que o estado TD é de�nido 
omo sendo a extensão -
1 do ponto D perten
ente ao lado [W, O] do triângulo de saturações, e por de�niçãoé tal que σ(TD; D) = λ1(T

D). Por sua vez, o estado T J é a interse
ção do segmento
[W, U ] de in�exão - 1 
om a extensão - 1 do lado [G, O] do triângulo de saturações.O fato de T J estar na extensão - 1 do lado [G, O], faz 
om que ele seja extensão - 1de um ponto deste lado do triângulo. Denotaremos tal ponto por J . Ou seja, T J étal que σ(T J ; J) = λ1(T

J). Com base nesses estados espe
iais determinamos os estadode injeção que separam segmentos do lado [G, W ], do triângulo de saturações, paraos quais a sequen
ia de ondas elementares apresentam 
onstruções distintas no espaçode estados. Desse modo, o estado ID é de�nido 
omo sendo o ponto de�nido pelainterse
ção da 
urva integral - 1 por TD 
om o lado [G, W ]. Analogamente, o estadode injeção IJ é de�nido 
omo sendo o ponto na interse
ção da 
urva integral - 1 por
T J 
om o lado [G, W ].Os estados de injeção foram tomados de modo que sejam representativos para
ada um dos segmentos [G, ID), [ID, B), [B, IJ ] e (IJ , W ), do lado [G, W ] do triângulode saturações.As demonstrações dos Lemas, a seguir, podem ser en
ontradas em [8℄ e [20℄,as quais foram 
onstruídas 
om base no 
onhe
imento numéri
o dos 
onjuntos debifur
ação, dos per�s das 
urvas de Hugoniot, da 
ondição de admissibilidade e das
urvas de rarefação.Lema 4.2.1 (Veja a Figura A.8). Seja I um estado de injeção arbitrário perten
enteao segmento (G, ID) do lado [G, W ] do triângulo de saturações. Sejam TN e F estadosna 
urva integral - 1 por I de�nidos pelas interse
ções desta 
om a extensão - 1 do44



lado [G, O] e 
om segmento de in�exão - 1 [G, T D], respe
tivamente. Então W1(I) é
onstituída pelos segmentos:(a) rarefação [I, F ];(b) 
omposta (F, N ], asso
iada ao segmento de rarefação [TN , F ), 
om N nosegmento (G, E) do lado [G, O] e tal que σ(TN ; N) = λ1(T
N).Lema 4.2.2 (Veja a Figura A.8). Seja I um estado de injeção arbitrário perten
enteao segmento [ID, B] do lado [G, W ] do triângulo de saturações. Sejam TN , TM e Fpontos na 
urva integral - 1 por I de�nidos pelas interse
ções desta 
om a extensão - 1do lado [G, O], 
om a extensão - 1 do lado [W, O] e 
om o segmento de in�exão - 1

(TD, U ], respe
tivamente. Então W1(I) é 
onstituída pelos segmentos:(a) rarefação [I, F ];(b) 
omposta lo
al (F, N ], asso
iada ao segmento de rarefação [TN , F ), 
om N nosegmento (G, E) do lado [G, O], e tal que σ(TN ; N) = λ1(T
N);(
) 
omposta não-lo
al [M, F ′], asso
iada ao segmento de rarefação [TM , F ], 
om Mno segmento (W, D) do lado [W, O] e F ′ no segmento do 
onjunto de bifur
açãose
undária - 1 [U, D], de modo que σ(F ; F ′) = λ1(F ) e σ(TM ; M) = λ1(T

M).Observação 4.2.1 Para o 
aso em que I = ID teremos F = TD e o segmento de
omposta não-lo
al [M, F ′] se reduz ao estado D no lado [W, O].Lema 4.2.3 (Veja a Figura A.9). Seja I um estado de injeção arbitrário no segmento
(B, IJ ] do lado [G, W ] do triângulo de saturações. Sejam TN e TM pontos na 
urvaintegral - 1 por I de�nidos pelas interse
ções desta 
om a extensão - 1 do lado [G, O]e 
om a extensão - 1 do lado [W, O], respe
tivamente. Seja F de�nido pela interse
çãoda 
urva integral - 1 por I 
om o segmento de in�exão - 1 [T J , U ]. Então W1(I) é
onstituída pelos segmentos:(a) rarefação [I, F ];(b) 
omposta lo
al (F, M ], asso
iada ao segmento de rarefação [TM , F ), 
om M nosegmento (W, D) do lado [W, O] e σ(TM ; M) = λ1(T

M);(
) 
omposta não-lo
al [N, F ′], asso
iada ao segmento de rarefação [TN , F ], 
om
N no segmento [G, J ] do lado [G, O] tal que σ(TN ; N) = λ1(T

N), e F ′ nosubtriângulo GUE é a extensão - 1 do estado F , isto é, σ(F ; F ′) = λ1(F ).Observação 4.2.2 Para o 
aso em que I = IJ , teremos F = T J e o segmento de
omposta não-lo
al [N, F ′] se reduz ao estado J no lado [G, O].45



Observação 4.2.3 A diferença entre a 
urva de onda - 1 dos Lemas 4.2.2 e 4.2.3 é ainversão entre os ramos lo
ais e não lo
ais. No Lema 4.2.2, o ramo não lo
al atinge olado [W, O] enquanto no Lema 4.2.3 o ramo não lo
al atinge o ramo [G, O].Lema 4.2.4 (Veja a Figura A.9). Seja I um estado de injeção arbitrário no segmento
(IJ , W ) do lado [G, W ] do triângulo de saturações. Sejam TM e F pontos na 
urvaintegral - 1 por I de�nidos pelas interse
ções desta 
om a extensão - 1 do lado [W, O]e 
om o segmento [W, T J ] do 
onjunto de in�exão - 1, respe
tivamente. Então W1(I)é 
onstituída pelos segmentos:(a) rarefação [I, F ];(b) 
omposta (F, M ], asso
iada ao segmento de rarefação [TM , F ), 
om M nosegmento (W, D) do lado [W, O] e tal que σ(TM ; M) = λ1(T

M).Observação 4.2.4 A 
urva de onda dada no Lema 4.2.4 é análoga aquela doLema 4.2.1, sendo que apenas houve uma tro
a nos pontos de extensão - 1 que de�nema 
omposta lo
al. No Lema 4.2.1 temos extensão - 1 do lado [G, O] e no Lema 4.2.4temos extensão - 1 do lado [W, O].
4.3 Ondas Transi
ionaisTemos de [8℄, [20℄, entre outros, que os 
hoques transi
ionais para esse modelode Corey só o
orrem ao longo dos segmentos de retas [G, D], [B, O] e [E, W ],
orrespondentes aos 
onjuntos de bifur
ação se
undária.De a
ordo 
om a Figura B.10 que exibe a 
urva de Hugoniot pelo estado D nolado [W, O] do triângulo de saturações, e 
om os diagramas de velo
idades ao longode [G, D] temos a existen
ia de um segmento de 
hoque transi
ional - SX e de umsegmento de 
hoque - 1, S1, na 
urva de Hugoniot por D.A análise do sistema de EDO's que de�ne a 
ondição de entropia de vis
osidade,que é o 
ritério utilizado neste trabalho 
om a matriz de vis
osidade B(U) sendo amatriz identidade, é simples, porque a direção instável da reta por um ponto K nosegmento de 
hoque transi
ional é a mesma da reta [G, D]. Além disso, entre K e Dnão há outro ponto de equilíbrio do sistema, sendo portanto esta mesma direção estávelem D, ver Figura B.8 
om K = C∗. 46



Capı́tulo 5Construção da Solução do Problemade Riemann
5.1 IntroduçãoBaseados nos estudos feitos nos 
apítulos anteriores, apresentamos aqui a
onstrução de uma solução do problema de Riemann para 
ondições ini
iaisrepresentativas de dados de injeção e dados de produção num reservatório petrolífero.O problema práti
o que estamos interessados em resolver 
onsiste em 
onsideraro poço produtor 
ontendo qualquer mistura do tipo água/óleo e queremos re
uperareste óleo pela injeção de uma mistura do tipo água/gás. Portanto, no triângulo desaturações representado na Figura A.2, os dados de produção 
orrespondem a umponto arbitrário P no lado [W, O] e os dados de injeção a um ponto arbitrário I nolado [G, W ].Assim o problema práti
o é traduzido no problema matemáti
o de resolução deproblemas de Riemann para o sistema de leis de 
onservação (5.1), sob as 
ondiçõesini
iais (5.2), 
omo segue















































∂sw

∂t
+

∂fw

∂x
= 0,

∂so

∂t
+

∂fo

∂x
= 0,

∂sg

∂t
+

∂fg

∂x
= 0.

(5.1)



U(x, t = 0) =







U− := I se x < 0,

U+ := P se x > 0,
(5.2)onde U = (sw, so, sg).Lembremos, do Capítulo 2, que as funções de �uxo fra
ionário do sistema (5.1),obtidas para o modelo de Corey 
om permeabilidades relativas quadráti
as, são dadaspor

fw(sw, so, sg) =
s2

w/µw

λ(sw, so, sg)
, (5.3)

fo(sw, so, sg) =
s2

o/µo

λ(sw, so, sg)
, (5.4)

fg(sw, so, sg) =
s2

g/µg

λ(sw, so, sg)
, (5.5)em que,

λ(sw, so, sg) =
s2

w

µw

+
s2

o

µo

+
s2

g

µg

, e (5.6)
sg = 1 − sw − so. (5.7)Lembremos também que estamos 
onsiderando um modelo mais realísti
o doque aqueles tratados em [8℄, [20℄, e que embora as vis
osidades sejam 
onsideradas
onstantes, a vis
osidade do gás é tomada inferior às outras duas, ou seja,

µg ≤ µw = µo , (5.8)sendo que as �guras estão feitas 
om os valores µw = µo = 1 e µg = 0, 25.Uma vez apresentado o problema de Riemann em questão, passamos a 
onstruçãode uma solução do mesmo, 
uja metodologia geral é apresentada a seguir. Na
onstrução da solução, ini
ialmente determinamos estados espe
iais ao longo do lado
[W, O] que de�nem segmentos disjuntos para estados de produção P 
uja 
onstruçãoda solução o
orra de maneira distinta. Fixado então um estado P representativo numdestes segmentos, de maneira análoga determinamos estados espe
iais ao longo do lado
[G, W ] que de�nem segmentos disjuntos para estados de injeção I 
uja 
onstruçãoda solução o
orra de maneira distinta. Uma vez 
onsiderados todos os estadosrepresentativos de injeção, �xamos um novo estado de produção e pro
edemos de forma48



análoga até que todos os 
asos representativos, tanto de produção 
omo de injeção,tenham sido 
onsiderados.Antes de de�nir os segmentos representativos para estados de produção, vamosanalisar quais são as possibilidades de 
one
tar um determinado estado de produção Pa um estado intermediário M por uma das ondas elementares. Ini
iemos 
onsiderandoas ondas de rarefação. Da dis
ussão na Seção 3.2 temos que λ1 = 0 nos lados dotriângulo de saturações, em parti
ular em P , e λ1 
res
e no sentido de P para ointerior do triângulo ao longo da 
urva integral - 1. Logo, não é possível atingir Ppor uma onda de rarefação - 1, ver Figura A.3. Da mesma forma, 
omo dis
utido naSeção (3.2), temos que λ2 = 0 nos vérti
es W , O e G do triângulo de saturações e
λ2 
res
e a partir dos mesmos ao longo das 
urvas integrais - 2, ver Figura A.4. Daí,só é possível 
one
tar P a M por uma onda de rarefação - 2, se M for um estadoque jaz ao longo do próprio lado [W, O], e desde que λ2 seja 
res
ente de M para P .Assim, se o estado intermediário M estiver no interior do triângulo de saturações sóresta a possibilidade de P ser 
one
tado à M através de uma onda de 
hoque, desde,obviamente, que M ∈ H(P ).Como 
onsequen
ia do que a
abamos de dis
utir, para 
ada P �xado devemosestudar em detalhes a 
urva de Hugoniot por P , 
om relação a sua geometria e aadmissibilidade dos 
hoques de um estado arbitrário M ∈ H(P ) para P , utilizando o
ritério de entropia de vis
osidade. Feito isto, devemos ainda analisar a possibilidadede atingir P por ondas 
ompostas, isto é, determinar e analisar os pontos em H(P )
ara
terizados pelo Teorema de Bethe-Wendro� (1.1.14).As des
ontinuidades admissíveis são determinadas através do plano de fase dosistema de EDO's (1.13) obtido para a des
ontinuidade em questão, 
om a matrizde vis
osidade B(U) sendo a matriz identidade. Estas des
ontinuidades são denotadastanto nas �guras 
omo na sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução, da seguinte forma:
hoque - 1 por S1, 
hoque - 2 por S2, 
hoque transi
ional por SX , 
hoque 
ompressivopor SC , 
omo visto na Tabela da Seção 1.1.1. Com relação as rarefações, denotaremosa rarefação - 1 por R1 e a rarefação - 2 por R2.Resumindo, a metodologia utilizada para determinar a sequen
ia de ondas que
ompõe a solução do problema de Riemann, para 
ada estado P �xado no lado [W, O]do triângulo de saturações, é a seguinte: 49



(i) ini
ialmente determinamos a geometria da 
urva de Hugoniot por P no lado
[W, O], obtida expli
itamente no Capítulo 3;

(ii) determinamos os 
hoques - 2 de M ∈ H(P ) para P , que satisfaça a 
ondiçãode entropia de vis
osidade, através do plano de fase do sistema de EDO's
orrespondente;
(iii) a partir de 
ada estado M da extensão - 2 de P , isto é, 
om λ2(M) = σ(M ; P )tal que o 
hoque de M para P seja admissível, determinamos a 
urva integral - 2
orrespondente aos estados que podem ser 
one
tados à M ∈ H(P ) por umaonda de rarefação - 2;
(iv) a partir das informações dos itens (ii) e (iii), determinamos os estados genéri
os

M que podem ser 
one
tados à P por um 
hoque - 2 ou por uma 
omposta - 2 (dotipo rarefação/
hoque). Tais pontos são representados geometri
amente atravésda 
urva de onda - 2 reversa por P , que é denotada por W2
−
(P );

(v) �xado um estado de injeção I no lado [G, W ], determinamos o estado M , seexistir, de�nido pela interse
ção de W1(I) 
om W2
−
(P ), sendo W1(I) obtida noCapítulo 4;

(vi) para um estado de injeção I �xado, 
aso não haja interse
ção entre W1(I)e W2
−
(P ), pro
uramos um estado K numa possível interse
ção de W1(I)
om o segmento da 
urva de onda transi
ional pelo estado D de H(P ), 
ujades
ontinuidade entre D e P seja admissível e tal que σ(K; D) ≤ σ(D; P );

(vii) baseados nos passos anteriores, des
revemos a sequen
ia de ondas que 
ompõe asolução do problema de Riemann (5.1) - (5.2), para 
ada estado de produção P�xado e de injeção I arbitrário, levando-se em 
onta a 
ondição de 
ompatibildadegeométri
a entre as velo
idades das ondas que fazem parte da sequen
ia.Caso o passo (v) seja viável, a solução do problema de Riemann 
onsistirá de nomáximo 2 ondas e um estado intermediário M , sendo uma onda - 1 de I para M e umaonda - 2 de M para P , a não ser que M 
oin
ida 
om P ou M 
oin
ida 
om I.Caso seja ne
essário o passo (vi), então a sequen
ia de ondas que determina asolução poderá 
onsistir de até 3 ondas e 2 estados intermediários, K e D, sendo que50



generi
amente a sequen
ia 
onsistirá de uma onda - 1 
one
tando I a K, de uma ondatransi
ional 
one
tando K a D e de uma onda - 2 
one
tando D a P .5.2 De�nição de alguns Estados Espe
iaisLembremos que a 
ondição de Rankine-Hugoniot, rela
ionando uma des
ontinui-dade entre U− e U+, que se propaga 
om velo
idade σ, para o sistema (5.1) é dadapor
σ(s−w − s+

w) = f−

w − f+
w , (5.9)

σ(s−o − s+
o ) = f−

o − f+
o , (5.10)

σ(s−g − s+
g ) = f−

g − f+
g . (5.11)Baseados na metodologia geral apresentada ini
ialmente, vamos �xar os estadosespe
iais de produção ao longo do lado [W, O] que determinam 
onstruções de soluçãodistintas. Um destes estados espe
iais é o estado D 
orrespondente à interse
ção dareta de bifur
ação se
undária, pelos pontos G e U , 
om o lado [W, O] do triângulo desaturações.Queremos saber se, além deste estado D, existem outros estados que determinam
onstruções distintas de soluções do problema de Riemann 
om P no lado [W, O].Estados o quais devem estar rela
ionados aos estados D e TD (que é a extensão - 1 de

D de�nida em (3.26)) através da regra do Choque Triplo, determinando assim limitespara a perda de 
ompatibilidade geométri
a das velo
idades.Considere o estado TD da extensão - 1 da fronteira [W, O], que por de�nição étal que σ(TD; D) = λ1(T
D). Daí, 
omo TD e D estão no mesmo ramo [G, D] de H(D),podemos usar a redução obtida em (3.45) para determinar a velo
idade de 
hoque entre

TD e D. Daí,
σ(TD; D) =

f(TD) − f(D)

sT D

wo − sD
wo

, (5.12)em que f é a função de �uxo fra
ionário para a equação de Bu
kley-Leverett ao longodo ramo [G, D], dada por (3.45) e apli
ada aos pontos TD e D, 
ujas 
oordenadas sãodadas em (3.26) e (3.19), respe
tivamente, sT D

wo é a soma das 
oordenadas sw e sw do51



ponto TD e sD
wo é a soma das 
oordenadas sw e sw do ponto D. Assim, 
al
ulando

f(TD), obtemos
f(TD) =

µwo

µwo + 4µg

, (5.13)onde µwo = µw + µo foi de�nido em (3.38). Por outro lado, temos que
f(D) = 1. (5.14)Substituíndo (5.13) e (5.14) em (5.12), obtemos

σ := σ(TD; D) =
2µwo + 4µg

µwo + 4µg

. (5.15)Observe que poderíamos utilizar qualquer relação em (5.9)-(5.11) 
om U+ = D e
U− = TD para se obter a fórmula em (5.15).Queremos determinar estados P = (sw, so, 0) no lado [W, O] tais que a regra do
hoque triplo 
om TD e D seja veri�
ada, isto é, pontos P no ramo [W, O] da 
urva deHugoniot por D, tais que

σ := σ(TD; D) = σ(P ; D). (5.16)Como D e P devem estar no lado [W, O], é 
onveniente 
al
ular a velo
idade de 
hoqueentre P e D, via a função de �uxo fra
ionário do óleo restrita ao lado [W, O], usandoa variável so. Portanto,
σ(P ; D) =

fo(P ) − fo(D)

sP
o − sD

o

, (5.17)em que sP
o é a 
oordenada so do ponto P e sD

o é a 
oordenada so do ponto D.Substituíndo (5.17) em (5.16), usando a expressão de fo dada em (5.4) e as
oordenadas de D dadas em (3.19), obtemos após algumas manipulações algébri
as oseguinte polin�mio de ter
eiro grau na variável so:
σµwo s3

o + (µo − 3µoσ − µw) s2
o+

+

(

µoσ − 2
µ2

o

µwo

(1 − σ)

)

so +
µ2

o

µwo

(1 − σ) = 0, (5.18)onde o valor de σ é dado em (5.15).Note que a 
oordenada so de D, dada por so =
µo

µwo

é raiz de (5.18). Usando estefato, podemos de
ompor (5.18) da seguinte maneira,
(

so −
µo

µwo

)

(

σµwos
2
o + (µo − 2µoσ − µw) so + µo(σ − 1)

)

= 0. (5.19)52



Após alguns 
ál
ulos, en
ontramos as outras duas raízes de (5.19), dadas a seguir
so =

µo(2σ − 1) + µw +
√

∆∗

2σµwo

, e, (5.20)
so =

µo(2σ − 1) + µw −
√

∆∗

2σµwo

. (5.21)em que ∆∗ = (µw −µo)
2 +4µwµoσ(2−σ) > 0, já que de (5.15) temos 0 < σ < 2. Dessamaneira, en
ontramos dois pontos P1 e P2 na reta 
ontendo o lado [W, O], onde vale aregra do 
hoque triplo 
om os estados TD e D, dados por

P1 = (1 − so , so , 0) , (5.22)
P2 =

(

1 − so , so , 0
)

, e (5.23)satisfazendo a seguinte 
adeia de igualdades:
λi(T

D) = σ(TD; D) = σ(TD; P1) = σ(TD; P2) = σ(D; P1) = σ(D; P2). (5.24)Substituído os valores de µw, µo, µg e σ, utilizados, obtemos que P1 e P2 estão de fatono lado [W, O].Dessa forma os segmentos ao longo do lado [W, O] do triângulo de saturações querepresentarão dados de produção P 
om 
onstruções de soluções distintas são: [O, P1],
(P1, D], (D, P2] e (P2, W ]. A seção a seguir trata da 
onstrução da solução do problemade Riemann para estados de produção representativos nesses segmentos.5.3 Construção da Solução do Problema de RiemannEsta seção é dedi
ada a 
onstrução da solução do problema de Riemann
onsiderado. Ini
iamos, então, variando P a partir de O na direção de W ao longodo lado [W,O℄ do triângulo de saturações. A solução do problema de Riemann para o
aso do estado de produção P = O foi des
rito em [1℄, e está resumida na Figura B.1.Resumidamente foi visto que quando é injetado água pura, isto é I = W , a soluçãodo problema de Riemann é a própria solução de Bu
kley-Leverett ao longo do lado53



[W, O], a qual 
onsiste de uma 
omposta - 2 de W para O, 
onstituída de uma onda derarefação - 2 de W para W∗, seguida por um 
hoque - 2 de W∗ para O, 
ara
terísti
o em
W∗, tal que σ(W∗; O) = λ2(W∗). Para a mistura de injeção 
orrespondendo à I = B, asolução pode ser des
rita de três maneiras no espaço de estados, porém representandouma úni
a solução no espaço físi
o - xt. Este 
aso de injeção foi 
hamado em [1℄ de 
aso
ríti
o, por separar geometrias distintas na sequen
ia de ondas que 
one
tam I à O noespaço de estados. A solução 
ríti
a representa a mistura ótima de injeção que podeser obtida por WAG, isto é por injeção alternada de água e gás. Uma das três soluções
onsiste de uma onda de rarefação - 1 de B para B∗, seguida de duas ondas de 
hoque
om mesma velo
idade: 
hoque - 1 de B∗ para BW

∗
e 
hoque - 2 de BW

∗
para O. Asegunda solução 
onsiste de uma onda de rarefação - 1 de B para B∗, seguida de 
hoque
ompressivo de B∗ para O. Equanto que a ter
eira solução 
onsiste de uma rarefação -

1 de B para B∗ seguida de duas ondas de 
hoque 
om mesma velo
idade, 
hoque - 1de B∗ para BG
∗

e 
hoque - 2 de BG
∗

para O. Para os outros 
asos, dis
utidos em [1℄,
om injeção entre B e W a 
onstrução da solução depende da 
urva de onda - 1 por Iatingir o lado [W, O] a
ima ou abaixo de W∗. Para I no segmento [G, B] a 
onstruçãoé similar. Também em [1℄ foram de�nidos os termos �water dominated� para estadosde injeção I ∈ (B, W ], porque o último estado intermediário a ser 
one
tado a O estáno lado [W, O] sem a presença da fase gás, e �gas dominated� para I ∈ [G, B), porqueo último estado intermediário está no lado [G, O] sem a presença da fase água. Paramais detalhes ver [1℄.Utilizamos as notações (RS)1 para representar uma onda 
omposta - 1, (RS)2para uma onda 
omposta - 2, (RS)1C para uma onda 
omposta formada por umararefação - 1 seguida de um 
hoque 
ompressivo e (RS)1X para uma 
ompostatransi
ional formada por uma rarefação - 1 seguida de um 
hoque transi
ional, alémdas notações para 
hoques e rarefações já introduzidas.5.3.1 Caso 1: Estados de Produção P ∈ (O, P1]Na Figura B.2 é exibida a 
urva de Hugoniot por P , obtida expli
itamente naSeção 3.3. Após a análise do plano de fase, veri�
amos que a 
urva H(P ) possui osseguintes segmentos 
orrespondentes à 
hoques - 2 admissíveis que podem atingir P :
[G∗, C] no interior do triângulo de saturações, e [W∗, P ) no lado [W, O] do triângulo.54



Estes segmentos de 
hoque - 2 foram determinados 
omputa
ionalmente através degrá�
os das velo
idades 
ara
terísti
as e da velo
idade de 
hoque.Os estados C∗ e G∗, na 
urva de Hugoniot por P , por de�nição 
orrespondem àextensões do estado P 
om relação às famílias 
ara
terísti
as 1 e 2, respe
tivamente.Portanto, são tais que σ(C∗; P ) = λ1(C∗) e σ(G∗; P ) = λ2(G∗). O estado CW
∗

nosegmento [W ∗, D] de 
hoque - 2 no lado [W, O] é de�nido 
omo sendo o ponto de H(P )onde é satisfeita a regra do 
hoque triplo 
om os estados P e C∗, e é tal que
λ1(C∗) = σ(C∗; P ) = σ(C∗; C

W
∗

) = σ(CW
∗

; P ).Note que C∗ é a extensão - 1 tanto de P 
omo de CW
∗
.O estado CG

∗
no segmento de 
hoque - 2 de H(P ) 
om extremidade G∗ tambémé de�nido pela regra do 
hoque triplo 
om os estados P e C∗ (e também 
om CW

∗
), oqual também foi determinado 
omputa
ionalmente. Assim vale a seguinte 
adeia deigualdades:

λ1(C∗) = σ(C∗; P ) = σ(CG
∗

; P ) = σ(C∗; C
G
∗

) = σ(CW
∗

; P ) = σ(C∗; C
W
∗

). (5.25)O estado W∗ ∈ H(P ) é também uma extensão - 2 de P . Nele temos que
σ(W∗; P ) = λ2(W∗) onde λ2(W∗) pode ser obtido 
omo a derivada da função de �uxofra
ionária do óleo 
om relação a saturação do óleo, restrita ao lado [W, O] do triângulode saturações, isto é, λ2(W∗) =

∂fo

∂so

(W∗) |[W,O].A partir de G∗ e de W∗ temos os segmentos da 
urva de 
omposta - 2 
omoparte da 
urva de onda - 2 reversa W2
−
(P ): [G, G∗] e [W, W∗]. Além disto, temosque o segmento [O, P ) de rarefação - 2 não é relevante para o problema de Riemann
onsiderado, ver Figura B.2. Assim, a 
urva de onda - 2 reversa W2

−
(P ), relevante emnossa 
onstrução, é dada pelos segmentos [G, G∗] e [W, W∗] de 
omposta - 2, e pelossegmentos [G∗, C

G
∗

] e [W∗, C
W
∗

] de 
hoque - 2. Resumidamente, temos os seguintesestados espe
iais em W2
−
(P ), mostrados na Figura B.2: P , C∗, W∗, CW

∗
, G∗, e CG

∗
.Agora, 
om base nos segmentos que 
onstituem W2

−
(P ) e H(P ) determinamos osestados de injeção que separam segmentos no lado [G, W ] do triângulo de saturações
om 
onstruções distintas para a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problemade Riemann.Os estados de injeção C, IW∗ e IG∗ são de�nidos 
omo sendo os estados paraos quais as 
urvas de onda - 1 por eles, W1(C), W1(IW∗) e W1(IG∗), ver Capítulo 4,55



atingem os pontos CW
∗
, W∗ e G∗, respe
tivamente. Além disto, o ramo não lo
al de

W1(C) atinge o estado espe
ial CG
∗
.Seguindo a metodologia des
rita, passemos então à des
rição da solução doproblema de Riemann para o estado de produção P �xado no segmento (O, P1) eo estado de injeção I nos segmentos do lado [G, W ] determinados anteriormente. Por
onvenien
ia, para fa
ilitar a 
omparação 
om [1℄, vamos ini
iar a des
rição da soluçãodo problema de Riemann pelo estado I = W , variando o estado de injeção I a partirde W para G. Dessa maneira, temos então as seguintes possibilidades de a
ordo 
om alo
alização do estado I ao longo do lado [G, W ] do triângulo de saturações. Cada 
asopode ser a
ompanhado na Figura B.3.(a) Se I = W , ou seja, se for injetado apenas água, então a sequen
ia de ondasque 
ompõe a solução do problema de Riemann é dada pela própria solução daequação de Bu
kley-Leverett 
om a função de �uxo do óleo fo restrita à fronteira

[W, O] do triângulo de saturações. Portanto, a sequen
ia de ondas que 
ompõea solução é dada por uma onda de rarefação - 2 de W para W∗, seguida de umaonda de 
hoque - 2, 
ara
terísti
o à esquerda, de W∗ para P ;(b) Se I ∈ [IW∗, W ) então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problemade Riemann é 
onstituída de uma 
omposta - 1 de I para M , 
om M no segmento
(W, W∗] do lado [W, O], seguida de uma 
omposta - 2 de M para P . Como visto noCapítulo 4, a onda 
omposta - 1 
onsiste de uma rarefação - 1 de I para o estado
T no segmento (W, T W∗] da extensão - 1 do segmento (W, W∗] no lado [W, O],
om σ(T ; M) = λ1(T ), seguida de um 
hoque - 1 de T para M . Já a 
omposta - 2
onsiste de uma rarefação - 2 de M para W∗, seguida de um 
hoque - 2 de W∗para P , 
om σ(W∗; P ) = λ2(W∗). Observamos que a 
omposta - 2 também podeser vista 
omo a solução da equação de Bu
kley-Leverett para a função de �uxofra
ionário fo restrita ao lado [W, O] e 
om dados ini
iais M e P . Observamostambém que se I = IW∗ então T = TW∗ e M = W∗;(
) Se I ∈ (C, IW∗), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problemade Riemann é 
onstituída por uma 
omposta - 1 de I para M , onde M é umestado no segmento (W∗, C

W
∗

) do lado [W, O] do triângulo de saturações, seguida56



de um 
hoque - 2 de M para P . Como no item (b) a 
omposta - 1 
onsiste deuma onda de rarefação - 1 de I para T seguida de um 
hoque - 1 de T para M ,
om T ∈ (TW∗ , C∗) da extensão - 1 de (W∗, C
W
∗

) e σ(T ; M) = λ1(T ). Observeque para I entre B e IW∗ a 
omposta - 1 de I para M é lo
al, enquanto que para
I entre C e B a 
omposta é não lo
al, 
onforme visto no Capítulo 4;(d) Caso 
ríti
o: se I = C, então 
omo 
onsequen
ia da regra do 
hoque triplo, asequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema de Riemann pode serdes
rita de três maneiras distintas no espaço de estados, porém representando amesma solução no espaço físi
o-xt:(1) 
omposta - 1 (não lo
al) de C para CW

∗
, seguida de um 
hoque - 2 de CW

∗para P . A 
omposta - 1 é 
onstituída por uma onda de rarefação de C para
C∗, seguida pelo 
hoque - 1 de C∗ para CW

∗
, 
om σ(C∗; C

W
∗

) = λ1(C∗);(2) 
omposta - 1 não lo
al de C para CG
∗
, seguida de um 
hoque - 2 de CG

∗para P . A 
omposta - 1 é 
onstituída pela onda de rarefação de C para C∗,seguida por um 
hoque - 1 de C∗ para CG
∗
, 
om σ(C∗; C

G
∗

) = λ1(C∗);(3) apenas uma onda 
omposta de C para P , de�nida pelo segmento derarefação [C, C∗] e pelo 
hoque 
ompressivo de C∗ para P , 
om σ(C∗; P ) =

λ1(C∗). Como sabemos, o 
hoque 
ompressivo pode ser visto 
omo umasequen
ia de um 
hoque - 1 seguida de um 
hoque - 2, ambos 
om a mesmavelo
idade. O que 
orresponde as mesmas soluções nos itens (1) e (2) noespaço físi
o-xt.Lembramos que, 
onforme visto anteriormente, devido a regra do 
hoque triplotemos a seguinte 
adeia de igualdades:
λ1(C∗) = σ(C∗; C

W
∗

) = σ(CW
∗

; P ) = σ(C∗; P ) = σ(C∗, C
G
∗

) = σ(CG
∗
, P );(e) Se I ∈ [IG∗ , C) então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema deRiemann é 
onstituída de uma 
omposta - 1 de I para M , 
om M no segmento

[G∗, C
G
∗

] de 
omposta - 2 da 
urva de onda - 2 reversa W2
−
(P ), seguida de um
hoque - 2 de M para P . De maneira análoga ao 
aso (c), 
onforme visto noCapítulo 4, a 
omposta - 1 é 
onstituída de uma onda de rarefação - 1 de I para57



o estado T no segmento [TG∗ , C∗] da extensão - 1 do segmento [G∗, C
G
∗

) de 
ho-que - 2 deW2
−
(P ), e segue de T para M por um 
hoque - 1, 
om σ(T ; M) = λ1(T ).Se I = IG∗ , então T = TG∗ e M = G∗;(f) Se I ∈ (G, IG∗), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema deRiemann é 
onstituída por uma 
omposta - 1 de I para M , 
om M no segmento

(G, G∗) de 
omposta - 2 da 
urva de onda - 2 reversa W2
−
(P ), seguida de uma
omposta - 2 de M para P . A 
omposta - 1 é 
onstituída pela onda de rarefa-ção - 1 de I para T , seguida pelo 
hoque - 1 de T para M , 
om σ(T ; M) = λ1(T )e T no segmento (G, T G∗) da extensão - 1 do segmento (G, G∗) de W2

−
(P ). A
omposta - 2 
onsiste de uma onda de rarefação - 2 de M para G∗, seguida pelo
hoque - 2 de G∗ para P , 
om σ(G∗; P ) = λ2(G∗);(g) Se I = G, ou seja, se for injetado apenas gás, então a sequen
ia de ondas que
ompõe a solução do problema de Riemann só 
onsiste de uma 
omposta - 2 de

G para P . Esta 
omposta 
onsiste de uma onda de rarefação de G para G∗,seguida por um 
hoque - 2 de G∗ para P , 
om σ(G∗; P ) = λ2(G∗). Veja queneste 
aso a solução é análoga à solução da equação de Bu
kley-Leverett para o
aso I = W , a diferença é apenas que o segmento de W2
−
(P ) utilizado é internoao triângulo de saturações. Portanto, este 
aso é análogo ao 
aso I = G de [1℄,sendo que 
omo P está no segmento (O, P1] do lado [W, O] a solução não envolveapenas uma mistura do tipo gás/óleo, e sim uma mistura das três 
omponentesgás/óleo/água;Em resumo, se o estado de produção P estiver no segmento (O, P1] do lado [W, O],então as sequen
ias de ondas que 
ompõe as soluções do problema de Riemann paradados de injeção na fronteira [W, G] do triângulo de saturações podem ser representadasesquemati
amente 
omo a seguir (ver Figura B.3):(a) I = W : W

(RS)2−→ P , (Bu
kley-Leverett ao longo de [W, O]);(b) I ∈ [IW∗ , W ): I
(RS)1−→ M

(RS)2−→ P ;(
) I ∈ (C, IW∗): I
(RS)1−→ M

S2−→ P ; 58



(d) I = C, tem-se três sequen
ias no espaço de estados representando a mesmasolução no espaço físi
o - xt:(1) C
(RS)1−→ CW

∗

S2−→ P ;(2) C
(RS)1−→ CG

∗

S2−→ P ;(3) C
(RS)1C−→ P ;(e) I ∈ [IG∗ , C): I

(RS)1−→ M
S2−→ P ;(f) I ∈ (G, IG∗): I

(RS)1−→ M
(RS)2−→ P ;(g) I = G: G

(RS)2−→ P , (análogo à Bu
kley-Leverett).Comparando a Figura B.3 
om a Figura B.1 (obtida em [1℄) e fazendo P seaproximar de O, vemos que CW
∗

(daqui) se aproxima de BW
∗

(de lá) e o segmento de
hoque - 2 [G∗, C] (daqui) se aproxima do segmento [G∗, B
G
∗
] (de lá) no lado [G, O],enquanto que o estado C (daqui) se aproxima de B (de lá).Observação: Caso limite P = P1Para o 
aso limite P = P1, 
uja 
urva de Hugoniot por P1 está exibida naFigura B.4, temos os seguintes fatos: os estados CG

∗
e C∗ 
olapsam e passam a 
oin
idir
om o estado TD, assim 
omo os estados CW

∗
e D também 
olapsam. Logo, temos que

CG
∗

= C∗ = TD e CW
∗

= D. Dessa maneira, os segmentos de 
hoque - 2 da H(P1)anteriormente dados por [G∗, C
G
∗

] e [C, C∗] se tornam um úni
o segmento de 
hoque - 2que vai de C até G∗. Portanto, os estados espe
iais de H(P1) passam a ser apenas
P1, TD, D = CW

∗
, G∗ e W∗. Por 
onsisten
ia de notação, neste 
aso limite, tambémdenotamos o estado C por ID, já que C∗ 
oin
ide 
om TD e CW

∗

oin
ide 
om D. Alémdisso, para o 
aso de injeção 
ríti
a C, a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução doproblema de Riemann passa a ter duas, e não mais três, estruturas distintas no espaçode estados, porém representando a mesma solução no espaço físi
o-xt. As quais sãodadas por:(1) 
omposta - 1 de C = ID para D = CW

∗
, seguida de um 
hoque - 2 de D = CW

∗para P1. A 
omposta - 1 é 
onstituída de uma rarefação - 1 de C = ID para TD,seguida de um 
hoque - 1 de TD para D, 
om σ(TD; D) = λ1(T
D);59



(2) 
omposta de C = ID para P1, 
onsistindo de uma onda de rarefação - 1 de
C = ID para TD, seguida de um 
hoque 
ompressivo de TD para P1, 
om
σ(TD; P1) = λ1(T

D).Esquemati
amente para o 
aso 
ríti
o, temos:(1) ID (RS)1−→ D
S2−→ P1;(2) ID R1−→ TD SC−→ P1.5.3.2 Caso 2: Estados de Produção P ∈ (P1, D)Considere um estado de produção P no segmento (P1, D) do lado [W, O]. Parafa
ilitar os argumentos, exibimos na Figura B.5 a 
urva de Hugoniot pelo estado P eparte da 
urva de Hugoniot por D 
orrespondente ao ramo [G, D]. Observe que H(P )possui os seguintes segmentos 
orrespondentes a 
hoques - 2 admissíveis que podematingir P : [G∗, C∗] no interior do triângulo de saturações, ver a Figura B.6, e [W∗, P ]no lado [W, O]. Enquanto que a 
urva de Hugoniot H(D) exibe o segmento [G∗, T

D]no interior do triângulo 
orrespondente a 
hoques transi
ionais, sendo que apenas osegmento [C∗, T
D] será útil na 
onstrução da solução, ver Figura B.6. A ne
essidadedo uso de 
hoques transi
ionais se deve a existen
ia de estados I no lado [G, W ] paraos quais W1(I) não tem interse
ção 
om W2

−
(P ). Assim a sequen
ia de ondas que
ompõe a solução do Problema de Riemann passa a ter 
asos 
om a presença de trêsondas, ao invés de apenas duas, sendo uma delas um 
hoque transi
ional.Os estados espe
iais de produção e interiores ao triângulo de saturações sãoanálogos aos do 
aso limite P = P1 no Caso 5.3.1, tendo apenas a mudança no estado

C∗, que neste 
aso é de�nido pela interse
ção do segmento de 
hoque - 2 de H(P ) 
omextremidade em G∗ e do segmento de 
hoque transi
ional de H(D) ao longo do ramo
[G, D]. O plano de fase exibido na Figura B.8 para o 
hoque transi
ional entre C∗ e Dmostra que o mesmo é admissível. Para esse estado C∗ vale a regra do 
hoque triplo
om D e P , isto é, σ(C∗; P ) = σ(C∗; D) = σ(D; P ). Com isto apenas os 
hoques - 2 de
M para P , 
om M ∈ [G∗, C∗], são admissíveis segundo o 
ritério de vis
osidade (
om amatriz de vis
osidade sendo a identidade), ver Figuras B.6 e B.7. De modo análogo ao60




aso limite P = P1, para este 
aso, o estado CW
∗


oin
ide 
om o estado D, e o estado
TD é a extensão - 1 de D. Resumindo, temos os seguintes estados espe
iais para este
aso: P , TD, W∗, C∗, G∗ e D = CW

∗
.Da mesma forma, a 
urva de onda - 2 reversa por P , W2

−
(P ), é análoga aos 
asosanteriores, possuindo os seguintes segmentos relevantes: [G, G∗] de 
omposta - 2, e

[G∗, C∗] e [W∗, P ] de 
hoque - 2.Os estados espe
iais de injeção que de�nem segmentos 
om 
onstruções distintaspara a solução (ver Figura B.9) são análogos ao 
aso anterior, a
res
ido do estado ID,de�nido 
omo sendo a interse
ção da 
urva integral - 1 por TD 
om o lado [G, W ].Além disso, 
om relação ao 
aso anterior, o estado C agora está no segmento (IG∗ , ID)do lado [G, W ].Para os estados de injeção I ∈ (ID, W ] e I ∈ [G, IG∗) a 
onstrução da sequen
iade ondas que 
ompõe a solução do problema de Riemann é análoga a do Caso 5.3.1.Diferenças relevantes na 
onstrução da solução são observadas para os 
asos de injeção
I ∈ [IG∗ , ID], 
omo veremos a seguir (ver Figura B.9):(a) Se I = W , ou seja, se for injetado apenas água, então a sequen
ia de ondasque 
ompõe a solução do problema de Riemann é dada pela própria solução daequação de Bu
kley-Leverett 
om a função de �uxo do óleo fo restrita à fronteira

[W, O] do triângulo de saturações, e é 
onstituída por uma onda de rarefação - 2de W para W∗, seguida de uma onda de 
hoque - 2, 
ara
terísti
o à esquerda, de
W∗ para P ;(b) Se I ∈ [IW∗ , W ) então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema deRiemann é 
onstituída de uma 
omposta - 1 de I para M , 
om M no segmento
(W, W∗] do lado [W, O], seguida de uma 
omposta - 2 de M para P . Tantoa 
omposta - 1 quanto a 
omposta - 2 são 
onstruídas de maneira análoga aoitem (b) do Caso 5.3.1;(
) Se I ∈ [ID, IW∗), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problemade Riemann é 
onstituída por uma 
omposta - 1 de I para M , onde M é um estadono segmento (W∗, D) do lado [W, O] do triângulo de saturações, seguida de um
hoque - 2 de M para P . A 
omposta - 1 é análoga ao item (c) do Caso 5.3.1.61



Observe que para I entre B e IW∗ a 
omposta - 1 de I para M é lo
al, e para Ientre ID e B a 
omposta - 1 é não lo
al, de a
ordo 
om o Capítulo 4;(d) Se I ∈ (C, ID), então a sequen
ia que 
ompõe a solução do problema de Riemann
onsiste de três ondas: rarefação - 1 de I para um estado K, 
om K perten
enteao segmento de 
hoque transi
ional [C∗, T
D] de H(D), seguida de um 
hoquetransi
ional de K para D, que por sua vez é seguido de um 
hoque - 2 de D para

P , 
om σ(K; D) < σ(D; P );(e) Caso 
ríti
o: se I = C, então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução doproblema de Riemann pode ser des
rita de duas maneiras distintas no espaço deestados, porém representando a mesma solução no espaço físi
o-xt:(1) 
omposta transi
ional de C para D, seguida de um 
hoque - 2 de D para P .A 
omposta transi
ional é 
onstituída pela onda de rarefação - 1 de C para
C∗, seguida pelo 
hoque transi
ional de C∗ para D, 
om σ(C∗; D) = λ1(C∗);(2) rarefação - 1 de C para C∗, seguida de um 
hoque - 2 de C∗ para P .Neste 
aso a solução é a mesma no espaço-xt pois, pela regra do 
hoque triplo,

σ(C∗; D) = σ(D; P ) = σ(C∗; P );(f) Se I ∈ [IG∗ , C), então a sequen
ia que 
ompõe a solução do problema de Riemannvolta a possuir apenas duas ondas 
omo nos 
asos anteriores. Sendo 
onstituídapor uma 
omposta - 1 de I para M , 
om M no segmento (G∗, C∗) de 
hoque - 2da 
urva de onda - 2 reversa W2
−
(P ), seguida de um 
hoque - 2 de M para P .Para I = IG∗ temos que M = G∗ e σ(G∗; P ) = λ2(G∗);(g) Se I ∈ (G, IG∗), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema deRiemann é 
onstituída por uma 
omposta - 1 de I para M , 
om M no segmento

[G, G∗] de 
omposta - 2 de W2
−
(P ), seguida de uma 
omposta - 2 de M para P .As ondas 
ompostas 1 e 2 são de�nidas de modo totalmente análogo ao item (f)do Caso 5.3.1;(h) Se I = G, ou seja, se for injetado apenas gás, então a sequen
ia de ondas que
ompõe a solução do problema de Riemann 
onsiste apenas de uma 
omposta - 2de G para P , análoga à solução de Bu
kley-Leverett para I = W .62



Assim, se P ∈ (P1, D) então as sequen
ias de ondas que 
ompõe as soluçõesdo problema de Riemann para dados de injeção na fronteira [W, G] do triângulo desaturações podem ser representadas esquemati
amente 
omo a seguir (ver Figura B.9):(a) I = W : W
(RS)2−→ P , (Bu
kley-Leverett ao longo de [W, O]);(b) I ∈ [IW∗ , W ): I

(RS)1−→ M
(RS)2−→ P ;(
) I ∈ [ID, IW∗): I

(RS)1−→ M
S2−→ P ;(d) I ∈ (C, ID): I

R1−→ K
SX−→ D

S2−→ P ;(e) I = C, tem-se duas sequen
ias no espaço de estados representando a mesmasolução no espaço físi
o - xt:(1) C
R1−→ C∗

SX−→ D
S2−→ P ;(2) C

R1−→ C∗

S2−→ P ;(f) I ∈ (IG∗ , C): I
(RS)1−→ M

S2−→ P ;(g) I ∈ (G, IG∗ ]: I
(RS)1−→ M

(RS)2−→ P ;(h) I = G: G
(RS)2−→ P , (análogo à Bu
kley-Leverett).5.3.3 Caso 3: Estado de Produção P = DConsidere o estado de produção P = D no lado [W, O], onde D é o extremo dareta de bifur
ação se
undária [G, D]. Notemos também que D é um ponto do 
onjuntode in�exão - 2. A Figura B.10 exibe a 
urva de Hugoniot por D, a qual 
omo provadona Seção 3.4, Eqs. (3.23-3.25), 
onsiste do lado [W, O], da reta [B, E] e da própria reta

[G, D]. O segmento [G∗, T
D] de H(D) 
orresponde à 
hoques transi
ionais.Como nos 
asos anteriores, os estados TD e G∗ na 
urva de Hugoniot por

P = D são as extensões do estado D 
om relação às famílias 
ara
terísti
as 1 e 2,respe
tivamente, isto é, σ(TD; D) = λ1(T
D) e σ(G∗; D) = λ2(G∗). Uma vez que oestado de produção P 
oin
ide 
om D, o qual é um ponto de in�exão - 2, observamosque o estado W∗ não apare
e para este 
aso. Assim, a 
urva de Hugoniot por P = D63



não possui nenhum segmento de 
hoque - 2 admissível, mas apenas o segmento de
hoque transi
ional [G∗, T
D], e o segmento de 
hoque - 1 [TD, D].A 
urva de onda - 2 reversa W2

−
(D) 
onsiste dos segmentos de rarefação - 2

[W, D] e [O, D] no lado [W, O], já que D é um ponto de in�exão - 2, ver Figura B.10. A
urva de onda reversa transi
ional Wt
−
(D) 
onsiste do segmento de 
hoque transi
ional

[G∗, T
D] e do segmento de 
omposta transi
ional [G, G∗]. Observemos também quetodo o segmento [G, T D] está no 
onjunto de in�exão - 1.Em resumo, temos os seguintes pontos espe
iais em H(P ), mostrados naFigura B.10: D, G∗ e TD.Os estados de injeção que separam segmentos no lado [G, W ] do triângulo desaturações 
om estruturas distintas das sequen
ias de ondas que 
ompoem a soluçãodo problema de Riemann são ID e IG∗, de�nidos pelas interse
ções das 
urvas inte-grais - 1 por TD e por G∗ 
om o lado [G, W ], respe
tivamente.Dessa maneira, temos as seguintes possibilidades de solução do problema deRiemann, de a
ordo 
om a lo
alização do estado I ao longo do lado [G, W ] do triângulode saturações (ver Figura B.11):(a) Para I = W , ou seja, se for injetado apenas água, então a sequen
ia de ondasque 
ompõe a solução do problema de Riemann é dada pela própria solução daequação de Bu
kley-Leverett 
om a função de �uxo do óleo fo restrita à fronteira
[W, O] do triângulo de saturações, e é 
onstituída apenas por uma rarefação - 2de W para D, uma vez que D é um ponto de in�exão - 2 ao longo do lado [W, O];(b) Se I ∈ (ID, W ), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problemade Riemann 
onsiste de uma 
omposta - 1 de I para M no segmento (W, D) de
W2

−
(D), seguida de uma rarefação - 2 de M para P . A 
omposta - 1 é 
onstituídapela onda de rarefação - 1 de I para T , 
om T na extensão - 1 de (W, D), seguidade um 
hoque - 1 de T para M , 
om σ(T ; M) = λ1(T );(
) Se I = ID, então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema deRiemann é formada por uma 
omposta transi
ional de ID para D. Esta 
omposta
onsiste de uma onda de rarefação - 1 de ID para TD, seguida do 
hoque de TDpara D, sendo que este 
hoque é o limite entre um 
hoque - 1 e um 
hoquetransi
ional, 
om σ(TD; D) = λ1(T

D);64



(d) Se I ∈ [IG∗ , ID), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução é 
onstituídapor uma rarefação - 1 de I para K, 
om K no segmento (G∗, T
D) de 
hoque de

Wt
−
(D), seguida de um 
hoque transi
ional de K para P , 
om σ(K, D) > λ1(K).Observemos que se I = IG∗ , então K = G∗ e σ(G∗; D) = λ2(G∗) > λ1(G∗), sendoeste 
hoque o limite entre um 
hoque transi
ional e um 
hoque - 2;(e) Se I ∈ (G, IG∗), então a solução é dada por uma rarefação - 1 de I para M , 
om

M no segmento (G, G∗) de 
omposta transi
ional de Wt
−
(D), seguida de uma
omposta transi
ional de M para D. A onda 
omposta é 
onstituída de umaonda de rarefação - 2 de M para G∗, seguida do 
hoque transi
ional de G∗ para

D, 
om σ(G∗; D) = λ2(G∗);(f) Se I = G, ou seja, se for injetado apenas gás, então a solução é 
onstituída poruma onda 
omposta transi
ional de I para D. Esta 
omposta 
onsiste de umaonda de rarefação - 2 de G para G∗, seguida de um limite de 
hoque transi
ional
om 
hoque - 2 de G∗ para D, 
om σ(G∗; D) = λ2(G∗). Como mostrado naSeção 3.6 o sistema é reduzido à equação es
alar ao longo da reta [G, D]. Assima solução 
oin
ide 
om a solução da equação de Bu
kley-Leverett 
om a funçãode �uxo dada em (3.45) ao longo de [G, D].Assim, se P = D então as sequen
ias de ondas que 
ompõe as soluções doproblema de Riemann para dados de injeção na fronteira [W, G] do triângulo desaturações são representadas esquemati
amente 
omo a seguir (ver Figura B.11):(a) I = W : W
R2−→ D, (Bu
kley-Leverett ao longo de [W, O]);(b) I ∈ (ID, W ): I

(RS)1−→ M
R2−→ D;(
) I = ID: ID (RS)1X−→ D;(d) I ∈ [IG∗ , ID): I

R1−→ K
SX−→ D;(e) I ∈ (G, IG∗): I

R1−→ M
(RS)2X−→ D;(f) I = G: G

(RS)2X−→ D, (Bu
kley-Leverett ao longo de [G, D]).
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5.3.4 Caso 4: Estados de Produção P ∈ (D, P2]Seja P um estado de produção arbitrário no segmento (D, P2) do lado [W, O]. A
urva de Hugoniot por este estado está exibida na Figura B.12. Através de análisesdos planos de fase, observamos que a H(P ) possui os seguintes segmentos de 
hoquesadmissíveis que podem atingir P : [G∗, C∗] no interior do triângulo de saturações e
[W∗, P ] no lado [W, O] ambos 
orrespondendo à 
hoques - 2, e o segmento [T P , P ] de
hoque - 1. O estado C∗ é de�nido 
omo sendo a interse
ção do segmento de 
hoque - 2de H(P ) 
om extremidade em G∗ e do segmento de 
hoque transi
ional de H(D) aolongo do ramo [G, D].A 
urva de onda - 2 reversa W2

−
(P ) é 
onstituída pelos segmentos [G∗, C∗] e

[W∗, P ] de 
hoque - 2, pelos segmentos [G, G∗] e [O, W∗] de 
omposta - 2, além dosegmento [W, P ] de rarefação - 2.Considerando o ramo [G, D] da 
urva de Hugoniot por D, 
omo no Caso 5.3.2,temos também o segmento de 
hoque transi
ional [C∗, T
D] na 
urva de onda transi
ionalreversa Wt

−
(D).Neste 
aso, a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema de Riemanntambém pode possuir três ondas, similarmente ao Caso 5.3.2.Assim, os estados espe
iais no lado [W, O] e no interior do triângulo de saturaçõesque de�nem segmentos 
uja solução do problema de Riemann tem estruturas distintassão G∗, C∗, TD, D e P . O estado W∗ e todo o segmento [O, D] não tem papel relevante,uma vez que as 
urvas de onda - 1 provenientes do lado [G, W ], para este 
aso, não osatinge.Baseados nos estados espe
iais anteriores temos os seguintes estados no lado

[G, W ] que de�nem segmentos 
ujas soluções têm estruturas distintas. O estado IP éde�nido 
omo sendo o estado tal que a 
urva de onda - 1 por IP atinja P . Os estados
C e IG∗ são de�nidos pelas interse
ções das 
urvas integrais - 1 por C∗ e G∗ 
om o lado
[G, W ], respe
tivamente.Assim, temos as seguintes possibilidades de solução do problema de Riemann, dea
ordo 
om a lo
alização do estado I ao longo do lado [G, W ] do triângulo de saturações(ver Figura B.13):(a) Se I = W , ou seja, se for injetado apenas água, então a sequen
ia de ondas66



que 
ompõe a solução do problema de Riemann é 
onstituída apenas por umararefação - 2 de W para P , 
orrespondendo à solução da equação de Bu
kley-Leverett ao longo do lado [W, O];(b) Se I ∈ (IP , W ), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problemade Riemann é 
onstituída por uma onda 
omposta - 1 de I para M , 
om M nosegmento (W, P ) do lado [W, O], seguida de uma rarefação - 2 de M para P . A
omposta - 1 
onsiste de uma rarefação - 1 de I para o estado T no segmento
(W, T P ) da extensão - 1 do segmento (W, P ) no lado [W, O], seguida de um
hoque - 1 de T para M , 
om σ(T, M) = λ1(T );(
) Se I = IP , então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução é 
onstituída apenaspor uma onda 
omposta - 1 de I para P . Esta 
omposta - 1 
onsiste da ondade rarefação - 1 de IP para T P , seguida do 
hoque - 1 de T P para P , 
om
σ(T P ; P ) = λ1(T

P );(d) Se I ∈ [ID, IP ), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problemade Riemann é 
onstituída de uma onda 
omposta - 1 de I para M , 
om M nosegmento (P, D] do lado [W, O], seguida de um 
hoque - 2 de M para P . A
omposta - 1 
onsiste de uma onda de rarefação - 1 de I para T , 
om T nosegmento (T P , TD] da extensão - 1 do segmento (P, D] no lado [W, O], seguidade um 
hoque - 1 de T para M , 
om σ(T ; M) = λ1(T ). Além disso, temosque σ(T ; M) < σ(M ; P ). No 
aso limite I = ID, então T 
oin
ide 
om TD e o
hoque de TD para D é o limite entre um 
hoque - 1 e um 
hoque transi
ional,que de�ne a extensão - 1 do estado D. Observe que se I estiver entre B e IPentão a 
omposta - 1 de I para M é lo
al, enquanto que se I estiver entre ID e
B então a 
omposta - 1 é não lo
al;(e) Se I ∈ (C, ID), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução é 
onstituída detrês ondas: rarefação - 1 de I para K, 
om K no segmento [C∗, T

D) de in�exão - 1(ou de 
hoque transi
ional) , seguida de um 
hoque transi
ional de K para D, quepor sua vez é seguido por um 
hoque - 2 de D para P , 
om σ(K; D) < σ(D; P );(f) Caso 
ríti
o: se I = C, então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução doproblema de Riemann pode ser des
rita de duas maneiras distintas no espaço de67



estados, porém representando a mesma solução no espaço físi
o-xt:(1) rarefação - 1 de C para C∗, seguida pelo 
hoque transi
ional de C∗ para
D, que por sua vez é seguido de um 
hoque - 2 de D para P , 
om
σ(C∗; D) = σ(D; P );(2) rarefação - 1 de C para C∗, seguida de um 
hoque - 2 de C∗ para P .(g) Se I ∈ [IG∗ , C), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema deRiemann volta a possuir duas ondas 
omo nos 
asos anteriores. Sendo 
onstituídapor uma rarefação - 1 de I para M , 
om M no segmento [G∗, C∗) de 
hoque - 2de W2
−
(P ), seguida por um 
hoque - 2 de M para P . Para I = IG∗ temos que

M = G∗ e σ(G∗; P ) = λ2(G∗);(h) Se I ∈ (G, IG∗), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução é 
onstituídapor uma rarefação - 1 de I para M , 
om M no segmento (G, G∗) de 
omposta - 2de W2
−
(P ), seguida de uma onda 
omposta - 2 de M para P . Esta 
omposta - 2
onsiste de uma onda de rarefação - 2 de M para G∗, seguida de um 
hoque - 2de G∗ para P , 
om σ(G∗; P ) = λ2(G∗);(i) Se I = G, ou seja, se for injetado apenas gás, então a sequen
ia de ondas que
ompõe a solução do problema de Riemann é 
onstituída apenas por uma onda
omposta - 2 de G para P . Esta 
omposta 
onsiste de uma onda de rarefação - 2de G para G∗, seguida de um 
hoque - 2 de G∗ para P , 
om σ(G∗; P ) = λ2(G∗),a qual é análoga à solução da equação de Bu
kley-Leverett para I = W .Em resumo, se P ∈ (D, P2) então as sequen
ias de ondas que 
ompõe a solução doproblema de Riemann para dados de injeção no lado [W, G] do triângulo de saturaçõespodem ser representadas esquemati
amente 
omo a seguir (ver Figura B.13):(a) I = W : W

R2−→ P , (Bu
kley-Leverett ao longo de [W, O]);(b) I ∈ (IP , W ): I
(RS)1−→ M

R2−→ P ;(
) I = IP : IP (RS)1−→ P ;(d) I ∈ [ID, IP ): I
(RS)1−→ M

S2−→ P ; 68



(e) I ∈ (C, ID): I
R1−→ K

SX−→ D
S2−→ P ;(f) I = C, tem-se duas sequen
ias no espaço de estados representando a mesmasolução no espaço físi
o - xt:(1) C

R1−→ C∗

SX−→ D
S2−→ P ;(2) C

R1−→ C∗

S2−→ P ;(g) I ∈ [IG∗ , C): I
R1−→ M

S2−→ P ;(h) I ∈ (G, IG∗): I
R1−→ M

(RS)2−→ P ;(i) I = G: G
(RS)2−→ P , (análogo à Bu
kley-Leverett).Caso limite P = P2No 
aso limite em que P = P2 
uja 
urva de Hugoniot por P2 está exibida naFigura B.14, temos as seguintes modi�
ações. Analogamente ao 
aso P = P1, o estadointermediárioM passa a 
oin
idir 
om o estado D, o estado C∗ passa a 
oin
idir 
om TDe o estado de injeção 
ríti
o C passa a 
oin
idir 
om ID. Assim, a 
urva de Hugoniot

H(P2) passa a possuir o seguinte segmento 
orrespondente à 
hoques - 2 admissível
[G∗, T

D], que anteriormente era apenas [G∗, C∗], no interior do triângulo de saturações,desapare
endo o segmento [C∗, T
D] de 
hoque transi
ional.Dessa maneira os estados espe
iais que de�nem segmentos 
om estruturasdistintas da solução do problema de Riemann passam a ser apenas: G∗, C∗ ≡ TDe P2. E, 
onsequentemente, os estados espe
iais de injeção ao longo do lado [G, W ]passam a ser apenas IG∗ , C ≡ ID e IP . Logo, neste 
aso limite, há o desapare
imentodo 
hoque transi
ional na sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema deRiemann, voltando a mesma a possuir apenas duas ondas.Desta forma temos que a solução muda no 
aso 
ríti
o I = C, a qual passa aser dada por duas sequen
ias de ondas no espaço de estados, porém representando amesma solução no espaço físi
o-xt:(1) 
omposta - 1 de C = ID para D, seguida de um 
hoque - 2 de D para P2. Esta
omposta - 1 
onsiste de uma onda de rarefação - 1 de C = ID para C∗ ≡ TD,seguida pelo 
hoque - 1 de C∗ = TD para D, 
om σ(C∗; D) = λ2(C∗);69



(2) 
omposta de C = ID para P2. Neste 
aso, a 
omposta é 
onstituída de uma ondade rarefação - 1 de C = ID para C∗ ≡ TD, seguida de um 
hoque 
ompressivo de
C∗ = TD para P2, 
om σ(C∗; P2) = λ1(C∗);Esquemati
amente para o 
aso 
ríti
o, temos:(1) C

(RS)1−→ D
S2−→ P2;(2) C

(RS)1C−→ P2.5.3.5 Caso 5: Estados de Produção P ∈ (P2, W )Seja P um estado de produção arbitrário no segmento (P2, W ) do lado [W, O]. AFigura B.15 exibe a 
urva de Hugoniot por esse estado P . Observe que H(P ) possui osseguintes segmentos de 
hoques admissíveis que podem atingir P : [G∗, C∗] no interiordo triângulo de saturações e [W∗, P ] no lado [W, O] 
orrespondente a 
hoques - 2 e
[P, T P ] de 
hoque - 1. Como nos 
asos anteriores os estados G∗, C∗ e W∗ são extensõestais que σ(G∗; P ) = λ2(G∗), σ(C∗; P ) = λ1(C∗) e σ(W∗; P ) = λ2(W∗).Baseados nestas informações, temos que W2

−
(P ) é 
onstituída dos segmentos

[G, G∗] e [O, W∗] de 
omposta - 2 e dos segmentos [W∗, P ] e [G∗, C∗] de 
hoque - 2, alémdo segmento [W, P ] de rarefação - 2. O subsegmento [W∗, D) não tem papel relevante na
onstrução da solução porque as 
urvas de onda - 1 provenientes dos estados de injeçãoao longo do lado [G, W ] não o atinge. Neste 
aso, devido a regra do 
hoque triplo,voltamos a ter o estado CW
∗

no lado [W, O], tal que λ1(C∗) = σ(C∗; C
W
∗

) = σ(CW
∗

; P ).Observamos que não há relação entre as posições de CW
∗

e P2 no lado [W, O], pois se Pse aproximar de P2 então CW
∗

está entre P2 e D, porém se P se aproximar de W então
CW

∗
está entre P2 e W .Assim, os estados espe
iais que de�nem 
onstruções distintas de soluções doproblema de Riemann são G∗, C∗, CW

∗
e P . A partir deles temos os seguintes estadosno lado [G, W ] determinando estruturas distintas nas sequen
ias de ondas que 
ompõeas soluções: IG∗ , C e IP . Como nos 
asos anteriores, IP é de�nido 
omo sendo oestado tal que W1(IP ) atinge o estado P . Os estados IG∗ e C são de�nidos pelasinterse
ções das 
urvas integrais da família 
ara
terísti
a - 1 por G∗ e C∗ 
om o lado

[G, W ], respe
tivamente. 70



Desta forma, temos as seguintes possibilidades de solução do problema deRiemann, de a
ordo 
om a lo
alização do estado I ao longo do lado [G, W ] do triângulode saturações (ver Figura B.16):(a) Se I = W , ou seja, se for injetado apenas água, então a sequen
ia de ondasque 
ompõe a solução do problema de Riemann é 
onstituída apenas por umararefação - 2 de W para P , 
oin
idindo 
om a solução de Bu
kley-Leverett aolongo do lado [W, O];(b) Se I ∈ (IP , W ), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problemade Riemann é 
onstituída por uma onda 
omposta - 1 de I para M , 
om M nosegmento (W, P ) do lado [W, O], seguida de uma rarefação - 2 de M para P . A
omposta - 1 é 
onstituída pela onda de rarefação - 1 de I para T , 
om T nosegmento (W, T P ) da extensão - 1 de (W, P ), seguida de um 
hoque - 1 de T para
M , 
om σ(T, M) = λ1(T );(
) Se I = IP , então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução é 
onstituída apenaspor uma onda 
omposta - 1 de I para P . Esta 
omposta - 1 é 
onstituída pelaonda de rarefação - 1 de I para T P , seguida do 
hoque - 1 de T P para P , 
om
σ(T P ; P ) = λ1(T

P );(d) Se I ∈ (C, IP ) a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema deRiemann é 
onstituída por uma 
omposta - 1 de I para M , 
om M no segmento
(P, CW

∗
) do lado [W, O], seguida de um 
hoque - 2 de M para P . A 
omposta - 1
onsiste da onda de rarefação - 1 de I para T , seguida do 
hoque - 1 de T para

M ;(e) Caso 
ríti
o: se I = C, 
omo 
onsequen
ia da regra do 
hoque triplo, a sequen
iade ondas que 
ompõe a solução do problema de Riemann pode ser obtida de duasmaneiras distintas no espaço de estados, porém representando a mesma soluçãono espaço físi
o-xt:(1) 
omposta - 1 de I para CW
∗
, seguida de um 
hoque - 2 de CW

∗
para P . A
omposta - 1 
onsiste da onda de rarefação - 1 de C para C∗, seguida de um
hoque - 1 de C∗ para CW

∗
, 
om σ(C∗; C

W
∗

) = λ1(C∗);71



(2) 
omposta de C para P . Esta 
omposta é 
onstituída pela onda de rarefa-ção - 1 de C para C∗, seguida pelo 
hoque 
ompressivo de C∗ para P , 
omvelo
idade σ(C∗; P ) = λ1(C∗);(f) Se I ∈ [IG∗ , C), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução do problema deRiemann é 
onstituída por uma rarefação - 1 de I para M , 
om M no segmento
[G∗, C∗) de 
hoque - 2 de W2

−
(P ), seguida por um 
hoque - 2 de M para P . Parao 
aso limite I = IG∗ temos que M = G∗ e σ(G∗; P ) = λ2(G∗);(g) Se I ∈ (G, IG∗), então a sequen
ia de ondas que 
ompõe a solução é 
onstituídapor uma rarefação - 1 de I para M , 
om M no segmento (G, G∗) de 
omposta - 2de W2

−
(P ), seguida de uma onda 
omposta - 2 de M para P . Esta 
omposta - 2é de�nida pela onda de rarefação - 2 de M para G∗, seguida de um 
hoque - 2 de

G∗ para P , 
om σ(G∗; P ) = λ2(G∗);(h) Se I = G, ou seja, se for injetado apenas gás, então a solução é 
onstituídapor uma onda 
omposta - 2 de G para P . Esta 
omposta é de�nida pela ondade rarefação - 2 de G para G∗ seguida de um 
hoque - 2 de G∗ para P , 
om
σ(G∗; P ) = λ2(G∗), a qual é análoga à solução da equação de Bu
kley-Leverettpara I = W .Em resumo, se P ∈ (P2, W ) então as sequen
ias de ondas que 
ompõe a soluçãodo problema de Riemann para dados de injeção na fronteira [W, G] do triângulo desaturações podem ser representadas esquemati
amente 
omo a seguir (ver Figura B.16):(a) I = W : W

R2−→ P , (Bu
kley-Leverett ao longo de [W, O]);(b) I ∈ (IP , W ): I
(RS)1−→ M

R2−→ P ;(
) I = P : P
(RS)1−→ P ;(d) I ∈ (C, IP ): I

(RS)1−→ M
S2−→ P ;(e) I = C, tem-se duas sequen
ias no espaço de estados representando a mesmasolução no espaço físi
o - xt:(1) C

(RS)1−→ CW
∗

S2−→ P ; 72



(2) C
(RS)1C−→ P ;(f) I ∈ [IG∗ , C): I

R1−→ M
S2−→ P ;(g) I ∈ (G, IG∗): I

R1−→ M
(RS)2−→ P ;(h) I = G: G

(RS)2−→ P , (análogo à Bu
kley-Leverett).
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Capı́tulo 6Con
lusões
Neste trabalho foi 
onstruída a solução do problema de Riemann para um sistemade leis de 
onservação modelando um es
oamento em meio poroso 
om dados deprodução sendo uma mistura de água e óleo e dados de injeção uma mistura de água egás. Construída a solução para todos os dados de produção P representativos e todosos dados de injeção I possíveis 
on
luimos que para 
ada estado P de produção �xadoexistem estados de injeção que separam 
onstruções distintas de soluções no espaço deestados. Além disso, 
om ex
essão do 
aso limite para o estado de produção P = D,sempre existe um 
aso 
ríti
o de injeção para 
ada dado de produção �xado. Neste 
aso
ríti
o, sempre há duas ou três maneiras de es
rever a solução no espaço de estados,mas representando a mesma solução no espaço físi
o - xt. Comparando os resultadosvimos que para P próximo de O a solução aqui en
ontrada é também próxima daquelades
rita em [1℄, mostrando assim a estabilidade da solução e dependen
ia 
ontínua
om relação aos dados ini
iais. Para estados de produção numa faixa bem de�nida,mostramos a presença de 
hoques transi
ionais na sequen
ia de ondas que 
ompõe asolução do problema de Riemann. Nestes 
asos, a sequen
ia genéri
a passa de duaspara três ondas, ou seja, obtemos uma 
onstrução não 
lássi
a. Para 
ada estado deprodução P representativo a
reditamos que o 
aso de injeção 
ríti
a 
orresponde àmelhor estratégia de injeção, isto é, a que otimiza a re
uperação do óleo residente noreservatório. Esta 
omparação é um dos objetivos imediatos para o prosseguimentodeste trabalho.



Apêndice AFiguras dos Capítulos 1,2,3 e 4

U− U+
x

t

Figura A.1: Solução do problema de Riemann por uma rarefação
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Figura A.2: Triângulo de saturações em 
oordenadas bari
êntri
as
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O

G WFigura A.3: Curvas integrais e 
onjunto de in�exão da família 
ara
terísiti
a - 1. Aslinhas 
ontínuas representam as 
urvas integrais - 1, sendo que as setas indi
am osentido de 
res
imento da velo
idade 
ara
terísti
a - 1 ao longo das 
urvas integrais.As linhas tra
ejadas representam o 
onjunto de in�exão - 1.
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G W
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Figura A.4: Curvas integrais e 
onjunto de in�exão da família 
ara
terísiti
a - 2. Aslinhas 
ontínuas representam as 
urvas integrais - 2, sendo que as setas indi
am osentido de 
res
imento da velo
idade 
ara
terísti
a - 2 ao longo das 
urvas integrais.As linhas tra
ejadas representam o 
onjunto de in�exão - 2.
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Figura A.5: Conjunto de bifur
ação se
undária e 
urva de Hugoniot por U1. As linhastra
ejadas [B, O], [G, D] e [W, E] representam o 
onjunto de bifur
ação se
undária, aslinhas 
ontínuas grossas representam a 
urva de Hugoniot por U1.
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Figura A.6: Conjunto de bifur
ação se
undária e 
urva de Hugoniot por U2. As linhastra
ejadas [B, O], [G, D] e [W, E] representam o 
onjunto de bifur
ação se
undária, aslinhas 
ontínuas grossas representam a 
urva de Hugoniot por U2.
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Figura A.7: Conjuntos de extensão de fronteiras asso
iados às famílias 
ara
terísti
as
1 e 2. As 
urvas [G, T E, O], [W, T D, O] e [G, T B, W ] representam as extensões - 1 doslados [G, O], [W, O] e [G, W ], respe
tivamente. As 
urvas [a, b], [c, d] e [e, f ] representamas extensões - 2 dos lados [W, O], [G, O] e [G, W ], respe
tivamente.

+
+

+
+

+
++++++

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

++

+

+ + ++

+

+

E

D

T
N

T
D

T

T

N

MF

FN

N

M

U

F
,

E
T

I D
I BI

WG

O

Figura A.8: Curvas de onda - 1 para estados de injeção representativos de 
ada umdos segmentos [G, ID) e [ID, B) no lado [G, W ] do triângulo de saturações.
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ada umdos segmentos [B, IJ ] e (IJ , W ), do lado [G, W ] do triângulo de saturações.
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Apêndice BFiguras do Capítulo 5
O

G W

B
W

*

T
W

W
*

*B

T
W

T

G
*

B
*

G

B I II1 2

2

1T

T

J

U

2

1

Figura B.1: Solução para o Caso P = O. Fonte: [1℄.
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Figura B.2: Curva de Hugoniot pelo estado P = (0.1, 0.9, 0) ∈ (O, P1) representadapelas linhas grossas. As linhas �nas representam os 
onjuntos de extensão quein�uen
iam na 
onstrução da solução.
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W* IFigura B.3: Solução para o Caso 1: P ∈ (O, P1].
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Figura B.4: Curva de Hugoniot pelo estado P = P1 = (0.2764, 0.7236, 0) representadapelas linhas grossas. As linhas �nas representam os 
onjuntos de extensão quein�uen
iam na 
onstrução da solução.
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Figura B.5: Curva de Hugoniot pelo estado P ∈ (P1, D), 
om P = (0.4, 0.6, 0), e oramo [G, D] da 
urva de Hugoniot por D representados pelas linhas grossas. As linhas�nas representam os 
onjuntos de extensão que in�uen
iam na 
onstrução da solução.
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Figura B.6: Plano de fase para um estado M1 no segmento (G∗, C∗) da 
urva deHugoniot por P , 
om P ∈ (P1, D).
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Figura B.7: Plano de fase para um estado M2 no segmento (de 
hoque - 2 de Lax)da 
urva de Hugoniot por P , abaixo da reta de bifur
ação se
undária [G, D], 
om
P ∈ (P1, D).
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Figura B.8: Plano de fase para o estado C∗ na interse
ção da 
urva de Hugoniot por
P , P ∈ (P1, D), 
om a reta de bifur
ação se
undária [G, D].
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Figura B.10: Curva de Hugoniot pelo estado P = D = (0.5, 0.5, 0) representada pelaslinhas grossas. As linhas �nas representam os 
onjuntos de extensão que in�uen
iamna 
onstrução da solução.
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Figura B.12: Curva de Hugoniot pelo estado P = (0.6, 0.4, 0) ∈ (D, P2) e o ramo
[G, D] da 
urva de Hugoniot por D representados pelas linhas grossas. As linhas �nasrepresentam os 
onjuntos de extensão que in�uen
iam na 
onstrução da solução.
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G WFigura B.14: Curva de Hugoniot pelo estado P = P2 = (0.7236, 0.2764, 0) representadapelas linhas grossas. As linhas �nas representam os 
onjuntos de extensão quein�uen
iam na 
onstrução da solução.
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Figura B.15: Curva de Hugoniot pelo estado P = (0.85, 0.15, 0) ∈ (P2, W ) representadapelas linhas grossas. As linhas �nas representam os 
onjuntos de extensão quein�uen
iam na 
onstrução da solução.
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