
Resumo

Neste trabalho, estudamos um devido a Kryszewi e Szulkin, o qual completa o

bem conhecido resultado devido a Rabinowitz, no sentido que, é possivel considerar

uma decomposição do tipo X = Y ⊕ Z com Y e Z tendo dimensão infinita. Usando

o Teorema do Linking Generalizado acima, iremos provar a existência de solução não-

trivial para dois sistemas de equações de Poisson acopladas com crescimento crítico em

domínios não-limitados.



Abstract

In this work, we study a Generalized Linking Theorem due Kryszewi and Szulkin,

which complets a well know result due Rabinowitz, in the sense that, it is possible

to consider a decomposition of the type X = Y ⊕ Z, with Y and Z have infinite

dimensional. Using the above Generalized Linking Theorem, we prove the existence of

nontrivial solutions to two systems of coupled Poisson equations with critical growth

in unbounded domains.
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Introdução

No Teorema de Linking devido a Rabinowitz, consideramos o espaço de Banach

X = Y ⊕ Z e supomos Y um subespaço de dimensão finita. No nosso trabalho nos

propomos a demonstrar um Teorema do Linking Generalizado, neste Teorema consi-

deramos o espaço X como descrito acima e teremos a grande vantagem dos espaços Y

e Z poderem ter dimensão infinita.

Além disso, aplicaremos o Teorema do linking Generalizado no estudo da exis-

tência de solução para os seguintes sistemas de equações de Poisson acopladas com

crescimento crítico em dominios não-limitados:


















−∆u = |v|2∗−2v,

−∆v = |u|2∗−2u,

u, v ∈ D1,2
0 (Ω∗),

(1)

e


















−∆u = γv + |v|2∗−2v,

−∆v = λu+ |u|2∗−2u,

u, v ∈ H1
0 (Ω∗∗),

(2)

onde Ω∗ e Ω∗∗ são domínios do R
N não-limitados que serão descritos no capítulo 4.

Nosso trabalho está organizado do seguinte modo: No Capítulo 1, seguindo as

referência [15], [12] e [5], demonstramos os principais Teoremas de Minimax, entre ele

o Teorema do Linking devido a Rabinowitz.

No Capítulo 2, baseado em [15], estudaremos a existência de solução para duas

EDP’s Elípticas, na primeira, o termo não-linear apresenta crescimento sub-crítico. Já

na segunda, que é um problema similar ao sistema (2), o termo não-linear apresenta
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crescimento crítico. Mostraremos também, usando a hipótese de Ω ser um domínio

regular, limitado e estrelado com relação a origem, um resultado ideal quanto a exis-

tência de solução para o problema com crescimento crítico, veja o Teorema 2.6 e a

Proposição 2.7.

No Capítulo 3 mostraremos, usando [15] e [8], o Teorema do Linking Generalizado

devido a Kryszewki e Szulkin. Para tanto definiremos uma nova classe de funções, as

funções admissíveis e construiremos uma Teoria do Grau para esta classe de funções.

Por fim, no Capítulo 4, seguindo [4] e usando o Corolário do Teorema do Linking

Generalizado, demonstraremos os Teoremas de Existência de Solução para os problemas

(1) e (2).



Capítulo 1

Teoremas de Minimax

Neste capítulo apresentaremos alguns Teoremas de Minimax, estes terão uma

grande importância na demonstração de vários dos pricipais resultados desenvolvidos

em nosso trabalho. Entre os teoremas que apresentaremos, destacamos o Teorema do

Linking, para o qual faremos uma generalização no Capítulo 3. Nesse estudo usamos

como principais referências [15], [5] e [12].

1.1 Lema de Deformação

Nessa seção apresentaremos uma versão quantitativa do Lema de Deformação

para funções continuamente diferenciáveis definidas em espaços de Banach. Para tanto

faremos o uso do conceito de Campo PseudoGradiente.

Definição 1.1 Sejam M um espaço métrico, X um espaço de Banach e h : M −→
X ′ \ {0} uma aplicação contínua. Um campo vetorial pseudogradiente para h em M

é uma campo vetorial contínuo, localmente Lipschitz g : M −→ X tal que, para todo

u ∈M

‖g(u)‖ ≤ 2‖h(u)‖

e

〈h(u), g(u)〉 ≥ ‖h(u)‖2.
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Lema 1.1 Sob as hipóteses da Definição anterior, existe um campo vetorial pseudo-

gradiente para h em M .

Demonstração. Por definição, para todo v ∈M

‖h(v)‖ = sup
x∈X

‖x‖=1

|〈h(v), x〉|.

Por propriedades de supremo segue que, para cada ǫ > 0 existe x0 ∈ X tal que

|〈h(v), x0〉| > ‖h(v)‖ − ǫ.

Em particular, considerando ǫ = ‖h(v)‖
3

, existe x0 tal que

|〈h(v), x0〉| >
2

3
‖h(v)‖.

Defina

y =
3

2
‖h(v)‖x0,

note que

‖y‖ =
3

2
‖h(v)‖‖x0‖ =

3

2
‖h(v)‖ < 2‖h(v)‖

e

〈h(v), y〉 =
3

2
‖h(v)‖〈h(v), x0〉 >

3

2
‖h(v)‖2

3
‖h(v)‖ = ‖h(v)‖2.

Como h é contínua, existe uma vizinhança aberta Nv de v tal que

‖y‖ ≤ 2‖h(u)‖ e 〈h(u), y〉 ≥ ‖h(u)‖2, ∀u ∈ Nv. (1.1)

A família

N = {Nv; v ∈M}

é uma cobertura aberta para M . Como M é um espaço métrico, o mesmo é paracom-

pacto, veja [6], então existe uma cobertura aberta localmente finita

M = {Mi; i ∈ I}

mais fina que N . Desta forma, existe y = yi tal que (1.1) é satisfeita para todo u ∈Mi.

Defina em M

ρi(u) = dist(u,X \Mi)
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e

g(u) =
∑

i∈I

ρi(u)
∑

j∈I ρj(u)
yi. (1.2)

Como cada u ∈ M só pertence a um número finito de M ′
is, segue que as somas em

(1.2) são finitas. Assim, g(u) é uma combinação convexa dos yi que verificam

‖yi‖ ≤ 2‖h(u)‖, ∀u ∈Mi

e

〈h(u), yi〉 ≥ ‖h(u)‖2, ∀u ∈Mi.

Agora, provaremos que g é uma campo pseudogradiente para h em M . Ora, dado

u ∈ X, temos

g(u) =
ρ1(u)

∑N
j=1 ρj(u)

y1 + · · · + ρN(u)
∑N

j=1 ρj(u)
yN ,

daí

‖g(u)‖ ≤ ρ1(u)
∑N

j=1 ρj(u)
‖y1‖ + · · · + ρN(u)

∑N
j=1 ρj(u)

‖yN‖.

Logo,

‖g(u)‖ ≤ 2‖h(u)‖
∑N

i=1 ρi(u)
∑N

j=1 ρj(u)
= 2‖h(u)‖.

Por outro lado,

〈h(u), g(u)〉 =
ρ1(u)

∑N
j=1 ρj(u)

〈h(u), y1〉 + · · · + ρN(u)
∑N

j=1 ρj(u)
〈h(u), yN〉

≥ ‖h(u)‖2

∑N
i=1 ρi(u)

∑N
j=1 ρj(u)

= ‖h(u)‖2.

Claramente g é uma aplicação contínua, falta mostrarmos que g é localmente Lips-

chitz. Para mostramos este fato, basta provarmos que cada parcela de g é localmente

Lipschitz. Para fixar idéias, concideremos N = 2 e analisemos a parcela

f(u) =
ρ1(u)

ρ1(u) + ρ2(u)
y1.

Note que,

f(u) − f(v) =
ρ1(u)

ρ1(u) + ρ2(u)
y1 −

ρ1(v)

ρ1(v) + ρ2(v)
y1,

desenvolvendo

f(u) − f(v) =
ρ1(u)ρ1(v) + ρ1(u)ρ2(v) − ρ1(u)ρ1(v) − ρ2(u)ρ1(v)

[ρ1(u) + ρ2(u)][ρ1(v) + ρ2(v)]
y1,
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o que implica

f(u) − f(v) =
ρ1(u)ρ2(v) − ρ2(u)ρ1(v)

[ρ1(u) + ρ2(u)][ρ1(v) + ρ2(v)]
y1.

Somando e subtraindo ρ1(v)ρ2(v), obtemos

f(u) − f(v) =
ρ1(u)ρ2(v) − ρ1(v)ρ2(v) + ρ1(v)ρ2(v) − ρ2(u)ρ1(v)

[ρ1(u) + ρ2(u)][ρ1(v) + ρ2(v)]
y1

=

{

[ρ1(u) − ρ1(v)]ρ2(v) + ρ1(v)[ρ2(v) − ρ2(u)]

[ρ1(u) + ρ2(u)][ρ1(v) + ρ2(v)]

}

y1.

Consequentemente,

‖f(u) − f(v)‖ =

{

ρ2(v)

[ρ1(u) + ρ2(u)][ρ1(v) + ρ2(v)]
|ρ1(u) − ρ1(v)|

+
ρ1(v)

[ρ1(u) + ρ2(u)][ρ1(v) + ρ2(v)]
|ρ2(v) − ρ2(u)|

}

‖y1‖.

Uma vez que, |ρ1(u) − ρ1(v)| ≤ ‖u− v‖, temos

‖f(u) − f(v)‖ =

{

ρ2(v)

[ρ1(u) + ρ2(u)][ρ1(v) + ρ2(v)]
‖u− v‖

+
ρ1(v)

[ρ1(u) + ρ2(u)][ρ1(v) + ρ2(v)]
‖u− v‖

}

‖y1‖.

Como ρ1(u) + ρ2(u) > 0, existem a > 0 e uma vizinhança Vu tal que

ρ1(v) + ρ2(v) > a, ∀v ∈ Vu.

Além disso,
ρ2(v)

ρ1(v) + ρ2(v)
,

ρ1(v)

ρ1(v) + ρ2(v)
≤ 1.

Logo,

‖f(u) − f(v)‖ =
1

a
‖y1‖‖u− v‖

≤ 2

a
‖h(u)‖‖u− v‖, ∀u, v ∈ Vu.

Portanto, a aplicação g é localmente lipschitziana.

No que segue consideraremos os seguintes conjuntos

ϕd = {u ∈ X; ϕ(u) ≤ d}

e

Sλ = {u ∈ X, dist(u, S) ≤ λ}.



12

Lema 1.2 (Lema de Deformação) Sejam X um espaço de Banach, ϕ ∈ C1(X,R),

S ⊂ X, c ∈ R e ǫ, δ > 0 tais que,

‖ϕ′(u)‖ ≥ 8ǫ

δ
, ∀u ∈ ϕ−1([c− 2ǫ, c+ 2ǫ]) ∩ S2δ. (1.3)

Então, existe η ∈ C([0, 1] ×X,X) tal que

(i) η(t, u) = u, sempre que t = 0 ou se u 6∈ ϕ−1([c− 2ǫ, c+ 2ǫ]) ∩ S2δ;

(ii) η(1, ϕc+ǫ ∩ S) ⊂ ϕc−ǫ;

(iii) η(t, ·) é um homeomorfismo;

(iv) ‖η(t, u) − u‖ ≤ δ, ∀u ∈ X e ∀t ∈ [0, 1];

(v) ϕ(η(cdot, u)) é não-crescente, ∀u ∈ X;

(vi) ϕ(η(t, u)) < c, ∀u ∈ ϕc ∩ Sδ, ∀t ∈ [0, 1].

Demonstração. Pelo Lema 1.1 existe um campo vetorial pseudogradiente g

para ϕ′ em M = {u ∈ X; ϕ′(u) 6= 0}. Denotemos por A e B os seguintes conjuntos:

A = ϕ−1([c− 2ǫ, c+ 2ǫ]) ∩ S2δ

B = ϕ−1([c− ǫ, c+ ǫ]) ∩ Sδ

e definamos a aplicação

ψ : X −→ R

u 7→ ψ(u) =
dist(u,X \ A)

dist(u,X \ A) + dist(u,B)
.

Observe que, ψ é uma aplicação contínua, localmente lipschitziana , com ψ ≡ 1

em B e ψ ≡ 0 em X \ A. Considere,

f : X −→ X

u 7→ f(u) =







0, se u ∈ X \ A
−ψ(u) g(u)

‖g(u)‖2 , se u ∈ A.

Afirmação 1.2 A aplicação f é localmente lipschitziana.
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De fato, para demonstramos nossa afirmação estudemos os seguintes casos:

1) Se u, v ∈ X \ A, temos

‖f(u) − f(v)‖ = 0 ≤ ‖u− v‖.

2) Se u ∈ X \ A e v ∈ A, temos

‖f(u) − f(v)‖ = ‖ψ(v)
g(v)

‖g(v)‖2
‖.

Uma vez que, ψ(u) = 0, podemos escrever

‖f(u) − f(v)‖ = ‖ψ(u)
g(v)

‖g(v)‖2
− ψ(v)

g(v)

‖g(v)‖2
‖ =

1

‖g(v)‖‖ψ(u) − ψ(v)‖.

Como u ∈ A, ‖g(u)‖ ≥ 8ǫ
δ

e sendo ψ localmente lipschitziana, existe uma vizi-

nhança Vv de v tal que

‖ψ(u) − ψ(v)‖ ≤ ‖u− v‖, ∀u ∈ Vv.

Logo,

‖f(u) − f(v)‖ ≤ δ

8ǫ
c‖u− v‖, ∀u ∈ Vv.

3) Por fim, se u, v ∈ A, temos

‖f(u) − f(v)‖ = ‖ − ψ(u)
g(u)

‖g(u)‖2
+ ψ(v)

g(v)

‖g(v)‖2
‖,

o que implica,

‖f(u) − f(v)‖ = ‖ − ψ(u)
g(u)

‖g(u)‖2
+ ψ(v)

g(u)

‖g(u)‖2
− ψ(v)

g(u)

‖g(u)‖2
+ ψ(v)

g(v)

‖g(v)‖2
‖

≤ 1

‖g(u)‖‖ψ(u) − ψ(v)‖ + ‖ψ(v)‖‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖.

Como ψ é localmente lipschitziana, já vimos que para existe uma vizinhança Vv

tal que
1

‖g(u)‖‖ψ(u) − ψ(v)‖ ≤ δ

8ǫ
c‖u− v‖, ∀u ∈ Vv.

Por outro lado,

‖ψ(u)‖‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖ ≤ ‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖

≤ ‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(u)

‖g(v)‖2
+

g(u)

‖g(v)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖.
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Pela Desigualdade Triangular, obtemos

‖ψ(u)‖‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖ ≤ ‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(u)

‖g(v)‖2
‖ + ‖ g(u)

‖g(v)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖,

desenvolvendo,

‖ψ(u)‖‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖ ≤ ‖g(u)‖

‖g(u)‖2‖g(v)‖2
| ‖g(v)‖2 − ‖g(u)‖2|

+
1

‖g(v)‖2
‖g(u) − g(v)‖.

Daí

‖ψ(u)‖‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖ ≤ ‖g(u)‖

‖g(u)‖2‖g(v)‖2
| ‖g(v)‖2 − ‖g(u)‖g(v)‖ +

+ ‖g(u)‖g(v)‖‖ − ‖g(u)‖2|

+
1

‖g(v)‖2
‖g(u) − g(v)‖,

então, pela desigualdade triangular

‖ψ(u)‖‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖ ≤ 1

‖g(v)‖2
‖g(u) − g(v)‖

+
1

‖g(u)‖‖g(v)‖‖g(u) − g(v)‖

+
1

‖g(v)‖2
‖g(u) − g(v)‖.

Como g é localmente lipschitziana e ‖g(w)‖ ≥ 8ǫ
δ
, ∀w ∈ A. Então, pela últma

desigualdade existe uma vizinhança Vv tal que

‖ψ(u)‖‖ g(u)

‖g(u)‖2
− g(v)

‖g(v)‖2
‖ ≤ C2‖u− v‖, ∀u ∈ Vv.

Desta forma concluímos que f é uma aplicação localmente Lipschitz.

Considere o problema de Cauchy,

(P.C)







d
dt
σ(t, u) = f(σ(t, u))

σ(0, u) = u.

Como f é contínua, localmente Lipschitziana com ‖f(u)‖ ≤ δ
8ǫ

em X. Então para cada

u ∈ X o problema (P.C) tem uma única solução σ(·, u) definida em R. Além disso, σ

é continua em R ×X. Veja o Teorema C.5.
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Definamos

η : [0, 1] ×X −→ X

(t, u) 7→ η(t, u) = σ(8ǫ, u).

Para t ≥ 0 temos

‖σ(t, u) − u‖ = ‖σ(t, u) − σ(0, u)‖.

Do Teorema fundamental do Cálculo, segue que

‖σ(t, u) − u‖ = ‖
∫ t

0

d

dτ
σ(τ, u)dτ‖.

Como σ(τ, u) é solução do problema (P.C), obtemos

‖σ(t, u) − u‖ = ‖
∫ t

0

f(σ(τ, u))dτ‖

≤
∫ t

0

‖f(σ(τ, u))‖dτ

≤
∫ t

0

δ

8ǫ
dτ.

Portanto,

‖σ(t, u) − u‖ ≤ δ

8ǫ
t. (1.4)

Temos também, pela Regra da Cadeia

d

dt
(σ(t, u)) = 〈ϕ′(σ(t, u)),

d

dt
σ(t, u)〉.

Como σ(t, u) é solução do problema (P.C), segue que

d

dt
ϕ(σ(t, u)) = 〈ϕ′(σ(t, u)), f(σ(t, u))〉

= 〈ϕ′(σ(t, u)),−ψ(σ(t, u))
g(σ(t, u))

‖g(σ(t, u))‖2
〉

=
−ψ(σ(t, u))

‖g(σ(t, u))‖2
〈ϕ′(σ(t, u)), g(σ(t, u))〉.

Da definição de campo vetorial pseudogradiente, obtemos

d

dt
ϕ(σ(t, u)) ≤ −ψ(σ(t, u))

4‖ϕ′(σ(t, u))‖2
‖ϕ′(σ(t, u))‖2 =

−ψ(σ(t, u))

4
. (1.5)

Verificação de (i): Dado u ∈ x \ A, defina

σ̂(t, u) = u, ∀t ∈ [0, 1].
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Observe que,






d
dt
σ̂(t, u) = 0 = f(σ̂(t, u))

σ̂(0, u) = u

Uma vez que o problema (P.C) tem uma única solução, concluímos que

σ(t, u) = σ̂(t, u) = u, ∀u ∈ X \ A.

Portanto,

η(t, u) = σ(8ǫt, u) = u, se t = 0 ou se u ∈ X \ A.

Verificação de (iv): De (1.4) segue que

‖η(t, u) − u‖ = ‖σ(8ǫt, u) − u‖ ≤ δ

8ǫ
8ǫt = δt ≤ δ.

Verificação de (v): De (1.5),concluímos que ϕ(σ(·, u)) é não-crescente, para todo

u ∈ X.

Verificação de (ii): Dado u ∈ ϕc+ǫ ∩ S. Se existir t ∈ [0, 8ǫ] tal que

ϕ(σ(t, u)) < c− ǫ.

Então,do item (v), temos

ϕ(η(1, u)) = ϕ(σ(8ǫ, u)) ≤ qϕ(σ(t, u)) < c− ǫ.

Por outro lado, se

σ(t, u) ∈ ϕ−1([c− ǫ, c+ ǫ]), ∀t ∈ [0, 8ǫ],

então, σ(t, u) ∈ B, pois por (1.4)

‖σ(t, u) − u‖ < δ

8ǫ
t < δ,

ou seja, σ(t, u) ∈ Sδ.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos

ϕ(σ(8ǫ, u)) − ϕ(σ(0, u)) =

∫ 8ǫ

0

d

dt
ϕ(σ(t, u))dt.

Por (1.5), segue que

ϕ(σ(8ǫ, u)) ≤ ϕ(u) − 1

4

∫ 8ǫ

0

ψ(σ(t, u))dt,
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daí e pela definição de ψ, obtemos

ϕ(σ(8ǫ, u)) ≤ ϕ(u) − 1

4

∫ 8ǫ

0

dt,

logo

ϕ(σ(8ǫ, u)) ≤ c+ ǫ− 2ǫ = c− ǫ = c− ǫ.

Portanto,

ϕ(η(1, u)) ≤ c− ǫ.

Verificação de (iii): Primeiro, observemos que

σ(t, σ(s, u)) = σ(t+ s, u).

Ora, tanto σ(t, σ(s, u)), quanto σ(t+ s, u) são soluções do problema de Cauchy,






d
dt
σ(t, u) = f(σ(t, u))

σ(0, u) = σ(s, u).

Então, pela unicidade da solução, segue que

σ(t, σ(s, u)) = σ(t+ s, u).

Agora, defina

ξ : X −→ X

u 7→ ξ(u) = σ(8ǫt, u).

e

γ : X −→ X

u 7→ γ(u) = σ(−8ǫt, u).

Note que,

(ξ ◦ γ)(u) = ξ(σ(−8ǫt, u)) = σ(8ǫt, σ(−8ǫt, u)),

Como σ(t, σ(s, u)) = σ(t+ s, u), temos

(ξ ◦ γ)(u) = ξ(σ(−8ǫt, u)) = σ(8ǫ− 8ǫ, u) = σ(0, u) = u.

Analogamente,

(γ ◦ ξ)(u) = u.

Como ξ e γ são funções contínuas, concluímos que η(t, ·) é um homeomorfismo,

para todo t ∈ [0, 1].
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Verificação de (vi): Dado u ∈ ϕc ∩ Sδ, temos

ϕ(η(0, u)) = ϕ(u) ≤ c.

Se ϕ(u) < c, segue do fato de ϕ(η(·, u)) ser não-crescente que

ϕ(η(t, u)) < c, ∀t ∈ [0, 1].

Por outro lado, se ϕ(u) = c,uma vez que estamos supondo u ∈ Sδ, temos u ∈ B.

Por (1.5) e da definição de ψ, temos

d

dt
ϕ(u) ≤ −ψ(u)

4
=

−1

4
< 0.

Como d
dt
ϕ(σ(·, u)) é contínua, existe ǫ0 > 0 tal que

d

dt
ϕ(σ(τ, u)) < 0, ∀τ ∈ (0, ǫ0).

Então

ϕ(σ(τ, u)) < ϕ(σ(0, u)) = ϕ(u) = c.

Uma vez que, ϕ(σ(·, u)) é não-crescente para todo t ∈ [0, 1], obtemos

ϕ(σ(t, u)) ≤ ϕ(σ(τ, u)) < c, ∀t ∈ [ǫ0, 1].

Portanto,

ϕ(σ(t, u)) < c, ∀t ∈ (0, 1].

1.2 Teoremas de Minimax

Nesta seção estudaremos o principio geral de Minimax e faremos algumas aplica-

ções, entre elas demonstraremos os Teoremas do Passo da Montanha do Linking.

Teorema 1.3 Sejam X um espaço de Banach, M0 um subespaço fechado de um espaço

métrico M e Γ0 ⊂ C(M0, X). Defina

Γ = {γ ∈ C(M,X); γ|M0 ∈ Γ0}.
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Se ϕ ∈ C1(X,R) satisfaz

+∞ > c := inf
γ∈Γ

sup
u∈M

ϕ(γ(u)) > a := sup
γ0∈Γ0

sup
u∈M0

ϕ(γ0(u)) (1.6)

então, para todo ǫ ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0 e γ ∈ Γ tal que

sup
M

(ϕ ◦ γ) ≤ c+ ǫ, (1.7)

existe u ∈ X tal que

a) c− 2ǫ ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ǫ

b) dist(u, γ(M)) ≤ 2δ

c) ‖ϕ′(u)‖ ≤ 8ǫ
δ
.

Demonstração. Suponhamos que a tese é falsa. Assim as hipótese do Lema 1.2 são

satisfeitas para S = γ(M). Por hipótese, temos

ǫ ∈ (0, (c− a)/2),

então

c− 2ǫ > a. (1.8)

Definamos

β : M −→ X

u 7→ β(u) = η(1, γ(u)).

Para todo u ∈M0, e para cada γ0 ∈ Γ0, temos por (1.6) que

ϕ(γ0(u)) < a

da desigualdade (1.8), segue que

γ0(u) 6∈ ϕ−1([c− 2ǫ, c+ 2ǫ]) ∩ S2δ.

Pelo item (i) do Lema de Deformação, temos

β(u) = η(1, γ0(u)) = γ0(u),
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logo β ∈ Γ. Segue de (1.7) que

γ(u) ∈ ϕc+ǫ, ∀u ∈M.

Pelo item (ii) do Lema de Deformação, temos

ϕ(β(u)) = ϕ(η(1, γ(u))) ≤ c− ǫ, ∀u ∈M,

logo

sup
u∈M

ϕ(β(u)) ≤ c− ǫ,

o que contradiz a definição de c.

Teorema 1.4 Sob as hipóteses do último Teorema, existe uma seqüência (un) ⊂ X

satisfazendo

ϕ(un) → c, ϕ′(un) → 0.

Em particular, se satisfaz a condição (PS)c, então c é um valor crítico de ϕ.

Demonstração. Pelo Teorema anterior, para cada ǫ ∈ (0, (c−a)/2) existe u ∈ X

tal que

c− 2ǫ ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ǫ

e

‖ϕ′(u)‖ ≤ 8ǫ/δ.

Para cada n ∈ N considere ǫ = (c− a)/2n. Então, existe un ∈ X tal que

c− (c− a)/n ≤ ϕ(un) ≤ c+ (c− a)/n

e

‖ϕ′(un)‖ ≤ 8(c− a)/nδ.

Assim, quando n→ +∞, temos

c ≤ lim
n→+∞

ϕ(un) ≤ c

e

lim
n→+∞

‖ϕ′(un)‖ ≤ 0.
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Portanto,

ϕ(un) → c e ϕ′(un) → 0.

Teorema 1.5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaço de Banach,

ϕ ∈ C1(X,R), e ∈ X e r > 0 são tais que ‖e‖ > r e

b := inf
‖u‖=r

ϕ(u) > ϕ(0) ≥ ϕ(e).

Se ϕ satisfaz a condição (PS)c com

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)),

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0, γ(1) = e},

então c é um valor crítico de ϕ.

Demonstração. È sulficiente aplicarmos o Teorema anterior com M = [0, 1],

M0 = {0, 1}, Γ0 = {γ0}, γ0(0) = 0 e γ0(1) = e.

Teorema 1.6 (Teorma do Ponto de Sela) Seja X = Y ⊕Z um espaço de Banach

com dimY < +∞. Defina, para ρ > 0,

M = {u ∈ Y ; ‖u‖ ≤ ρ}

M0 = {u ∈ Y ; ‖u‖ = ρ}.

Seja ϕ ∈ C1(X,R) tal que

b := inf
Z
ϕ > a := max

M0

ϕ.

Se ϕ satisfaz a condição (PS)c, com

c := inf
γ∈Γ

max
u∈M

ϕ(γ(u))

Γ := {γ ∈ C(M,X); γ|M0 = id},

então c é um valor crítico de ϕ.



22

Demonstração. Para aplicarmos o Teorema 1.4 devemos verificar que c ≥ b.

Para tanto, mostraremos que para cada γ ∈ Γ,

γ(M) ∩ Z 6= ∅.

Logo, existe u ∈ γ(M) ∩ Z, tal que

max
M

(ϕ ◦ γ) ≥ ϕ(γ(v)) = γ(u) ≥ inf
Z
ϕ, ∀γ ∈ Γ.

Portanto,

c ≥ b.

Denotemos por P a projeção de X sobre Y tal que PZ = {0}. Se γ(M) ∩ Z = ∅,
então a aplicação

R : M −→ M0

u 7→ R(u) = ρ
Pγ(u)

‖Pγ(u)‖ ,

é uma retração de M sobre M0.

De fato, como γ(u) 6∈ Z, temos Pγ(u) 6= 0, ∀u ∈ M e portanto, a aplicação R

está bem definida. Além disso, para u ∈M0 segue que

R(u) = ρ
Pγ(u)

‖Pγ(u)‖

= ρ
P (u)

‖P (u)‖
= ρ

u

‖u‖ = u.

Pelo Propriedade da não-contração da bola unitária (Propriedade (C10) do Apên-

dice A) segue que R não pode ser uma retração de M em M0. Portanto,

γ(M) ∩ Z 6= ∅.

Agora, demonstraremos o Teorema do Linking, para tanto consideramos X = Y ⊕
Z, com dimY < +∞. No Capítulo 3 mostraremos uma generalização desse Teorema,

onde não faremos restrições a dimensão de Y .

Definição 1.7 Seja S um subconjunto fechado de um espaço de Banach, Q uma sub-

variedade de V com froteira ∂Q. Dizemos que exite um linking entre S e ∂Q quando
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1) S ∩ ∂Q = ∅

2) Para qualquer h ∈ C(V, V ) tal que h|∂Q = id, temos h(Q) ∩ S 6= ∅.

Teorema 1.8 Seja X = Y ⊕ Z um espaço de Banach com dimY < +∞. Sejam

ρ > r > 0 e z ∈ Z tal que ‖z‖ = 1. Defina

M := {u = y + λz; ‖u‖ ≤ ρ, λ ≥ 0, y ∈ Y }

M0 := {u = y + λz; y ∈ Y, ‖u‖ = ρ e λ ≥ 0 ou ‖u‖ ≤ ρ e λ = 0}

N := {u ∈ Z; ‖u‖ = r}.

Seja ϕ ∈ C1(X,R) tal que

b := inf
N
ϕ > a := max

M0

ϕ.

Se ϕ satisfaz a condição (PS)c com

c := inf
γ∈Γ

max
u∈M

ϕ(γ(u))

Γ := {γ ∈ C(M,X); γ|M0 = id},

então c é um valor crítico para ϕ.

Demonstração. Para aplicarmos o Teorema 1.4 devemos provar que c ≥ b.

Denotemos por P a projeção de X sobre Y. Note que, para γ ∈ Γ,

γ(M) ∩N 6= ∅ ⇔ ∃u ∈M tal que Pγ(u) = 0 e ‖(id− P )γ(u)‖ = r. (1.9)

Defina

φ : [0, ρ] ×Bρ ∩ Y −→ Y ⊕ Rz

(λ, y) 7→ φ(λ, y) = Pγ(y + λz) + ‖(id− P )γ(y + λz)‖z.

Por hipótese, γ|M0 = id. Então, se u = y + λz ∈M0, temos

(id− P )γ(y + λz) = (id− P )(y + λz) = λz.

Assim,

φ(λ, y) = y + λz,

ou seja, φ|M0 = id.
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Em particular, rz 6∈ φ(M0), pois rz ∈ int(M). Desta forma faz sentido falarmos

no grau de Brouwer para a aplicação φ em rz cor relação a M . Das propriedades (C8)

e (C1) do Apêndice A, temos

d(φ,M, rz) = d(id,M, rz) = 1.

Da propriedade (C2), existe u ∈M tal que

φ(u) = rz.

Desta forma, mostramos que existe u ∈M tal que

Pγ(u) = 0

‖(id− P )γ(u)‖ = r,

e portanto,

γ(M) ∩N 6= ∅.

Então, existe v ∈ N tal que

max
M

(ϕ ◦ γ) ≥ ϕ(γ(v)) = ϕ(u) ≥ inf
N
ϕ,

portanto

c ≥ b.



Capítulo 2

O Caso Escalar

Neste Capítulo estudaremos dois problemas de Dirichlet, o primeiro com o termo

não-linear apresentando crescimento subcrítico e o segundo com o termo não-linear

apresentando crescimento crítico. Este esgundo problema corresponde ao caso escalar

do problema (∗∗) que estudaremos no Capítulo 4. Nossa referência principal para o

desenvolvimento desse capítulo foi [15]

2.1 Funções Diferenciáveis

Nesta seção recordaremos algumas noções de Diferenciabilidade.

Definição 2.1 Seja ϕ : U −→ R onde U é um subconjunto aberto de um espaço de

Banach X. O funcional ϕ tem uma derivada a Gateaux f ∈ X ′ em u ∈ U quando,

para todo h ∈ X,

lim
t→0

1

t
[ϕ(u+ th) − ϕ(u) − 〈f, th〉] = 0.

A derivada a Gateaux em u é denotada por ϕ′(u).

Proposição 2.2 Se ϕ tem uma derivada a Gateaux contínua em U , então ϕ ∈ C1(U,R).

Demonstração. Dado h ∈ X segue do Teorema do Valor Médio que existe

θ ∈ [0, 1] tal que

ϕ(u+ h) − ϕ(u) = 〈ϕ′(u+ θh), h〉.
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Definindo,

r(h) = ϕ(u+ h) − ϕ(u) − 〈ϕ′(u), h〉.

Então
r(h)

‖h‖ = 〈ϕ′(u− θh) − ϕ′(u),
h

‖h‖〉.

Ora,
∥

∥

∥

∥

r(h)

‖h‖

∥

∥

∥

∥

≤ ‖ϕ′(u− θh) − ϕ′(u)‖
∥

∥

∥

∥

h

‖h‖

∥

∥

∥

∥

≤ ‖ϕ′(u− θh) − ϕ′(u)‖.

Assim, a continuidade da derivada a Gateaux implica lim
h→0

r(h)

h
= 0, logo ϕ é diferen-

ciável em U e como suas derivadas são contínuas, temos ϕ ∈ C1(U,R).

Proposição 2.3 Seja Ω um subconjunto aberto de R
N e seja 2 < p < +∞. O funcional

φ(u) =

∫

Ω

|u|p

é de classe C2(Lp(Ω),R) e

〈φ′(u), h〉 = p

∫

Ω

|u|p−2uh.

Demonstração. Existência da Derivada de Gateaux. Sejam u, h ∈ Lp(Ω).

Dados x ∈ Ω e 0 < |t| < 1 e definindo

G : R −→ R

s 7→ G(s) = |s|p.

Então, pelo Teorema do Valor Médio, existe λ ∈ (0, 1) tal que

|G(u(x) + th(x)) −G(x)| = |G′(u(x) + λth(x))||(u(x) + th(x)) − u(x)|,

ou seja,

||u(x) + th(x)|p − |u(x)|p|/|t| = p|u(x) + λth(x)|p−1|h(x)|,

ou ainda,

||u(x) + th(x)|p − |u(x)|p|/|t| ≤ p[|u(x)| + |h(x)|]p−1|h(x)|.

A Desigualdade de Hölder implica que

[|u(x)| + |h(x)|]p−1|h(x)| ∈ L1(Ω).
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Além disso,

[|u(x) + th(x)|p − |u(x)|p]/|t| → p|u(x)|p−2u(x)h(x), quando t→ 0.

Logo, segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

〈φ′(u), h〉 = p

∫

Ω

|u|p−2uh dx.

Continuidade da Derivada a Gateaux. Definamos f(u) = p|u|p−2u. Suponha

que un → u em Lp. O Teorema C.1 ou C.3 implica que f(un) → f(u) em Lq, onde

q = p/(p− 1). Nós obtemos, pela desigualdade de Hölder,

|〈φ′(un) − φ′(u), h〉| ≤ ‖f(un) − f(u)‖q‖h‖p,

e então

‖φ′(un) − φ′(u)‖ ≤ ‖f(un) − f(u)‖q → 0, quando n→ ∞.

Existência da Segunda Derivada a Gateaux. Sejam u, h, v ∈ Lp(Ω). Dados

x ∈ Ω e 0 < |t| < 1 e definindo

H : R −→ R

s 7→ H(s) = f(s)|v(x)|.

Então, pelo Teorema do Valor Médio, existe λ ∈ (0, 1) tal que

|H(u(x) + th(x)) −H(u(x))| = |H ′(u(x) + λth(x))||(u(x) + th(x)) − u(x)|,

ou seja,

|[f(u(x) + th(x)) − f(u(x))]v(x)|/|t| = p(p− 1)|u(x) + λth(x)|p−2|h(x)||v(x)|,

ou ainda

|[f(u(x) + th(x)) − f(u(x))]v(x)|/|t| ≤ p(p− 1)[|u(x)| + |h(x)|]p−2|h(x)||v(x)|.

Note que

[|u(x)| + |h(x)|]p−2|h(x)||v(x)| =
[|u(x)| + |h(x)|]p−1

[|u(x)| + |h(x)|] |h(x)||v(x)|,

como [|u(x)| + |h(x)|] ≥ |h(x)|, temos

[|u(x)| + |h(x)|]p−2|h(x)||v(x)| ≤ [|u(x)| + |h(x)|]p−1|v(x)| ∈ L1(Ω).
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Além disso,

[f(u(x) + th(x)) − f(u(x))]v(x)/|t| → p.(p− 1)|u(x)|p−2h(x)v(x), quando t→ 0.

Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

〈φ”(u)h, v〉 = p(p− 1)

∫

Ω

|u|p−2hvdx.

Continuidade da Segunda Derivada a Gateaux. Definamos g(u) = p(p −
1)|u|p−2. Suponha que un → u em Lp. O Teorema C.1 ou C.3 implicam que g(un) →
g(u) em Lr, onde r = p/(p− 2). Da Desigualdade de Hölder, obtemos

|〈(φ”(un) − φ”(u))h, v〉| ≤ ‖g(un) − g(u)‖r‖h‖p‖v‖p,

portanto,

‖φ”(un) − φ”(u)‖ ≤ ‖g(un) − g(u)‖r → 0, quando n→ ∞.

Corolário 2.4 Seja 2 < p < +∞ se N = 1, 2 e 2 < p ≤ 2∗ se N ≥ 3. O funcional

φ ∈ C2(H1
0 (Ω),R).

Demonstração. Este resultado segue imediatamente da Imersão de Sobolev,

H1
0 (Ω) →֒ Lp(Ω),







2 < p < +∞ se N = 1, 2

2 < p ≤ 2∗ se N ≥ 3.

2.2 Problema de Dirichlet Semilinear

Nesta seção consideraremos o problema

(P1)







− ∆u+ λu+ |u|p−2u,

u ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω),

onde Ω é um domínio de R
N . Nosso resultado principal é o seguinte:

Teorema 2.5 Suponha que |Ω| < +∞ e 2 < p < 2∗. Então o problema (P1) tem uma

solução não-trivial se, e somente se, λ > λ1(Ω).
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Observação 2.1 Uma solução não-trivial de (P1) é uma função u ∈ H1
0 (Ω), com

u ≥ 0 e

−
∫

Ω

∆uvdx =

∫

Ω

[up−1 − λu]vdx, ∀v ∈ H1
0 .

Observação 2.2 A constante λ1(Ω) é o primeiro auto-valor de −∆ em H1
0 (Ω).

Demonstração. Suponha que u é uma solução não-trivial de (P1). Seja e1 uma

auto-função positiva de −∆ associada a λ1 = λ1(Ω). Então

λ

∫

Ω

ue1dx =

∫

Ω

(up−1 + ∆u)e1dx ≥
∫

Ω

∆ue1dx = −λ1

∫

Ω

ue1dx.

Portanto,

λ > −λ1.

Reciprocamente, suponha que λ > −λ1. Considere c1 := 1 + min{0, λ/λ1} > 0,

então pela Desigualdade de Poicaré

‖∇u‖2
2 + λ‖u‖2

2 ≥ c1‖∇u‖2
2. (2.1)

Em H1
0 (Ω), consideremos a norma

‖u‖ :=
√

‖∇u‖2
2 + λ‖u‖2

2.

De (2.1) segue que esta norma é equivalente a norma usual de H1
0 (Ω).

Pelo Coroláro 2.4, o funcional

ϕ(u) =

∫

Ω

[
|u|2
2

+ λ
u2

2
− (u+)p

p
]dx

é de classe C2(H1
0 (Ω),R). No que segue verificaremos que as hipóteses do Teorema do

Passo da Montanha são satisfeitas . A condição (PS)c seguirá do próximo lema. Pelo

Teorema de Imersão de Sobolev, existe c2 > 0 tal que

‖u‖p ≤ c2‖u‖,

então,

ϕ(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − 1

p
‖u‖p

p ≥
1

2
‖u‖2 − cp2

p
‖u‖p.

e portanto, existe r > 0 tal que

b := inf
‖u‖=r

ϕ(u) > 0 = ϕ(0).
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Seja u ∈ H1
0 (Ω) com u > 0 em Ω. Nós temos, para t ≥ 0,

ϕ(tu) =
t2

2
(‖∇u‖2

2 + λ‖u‖2
2) −

tp

p
‖u‖p

p.

Como p > 2, existe t0 > 0 tal que e = tu, ‖e‖ > r e ϕ(e) ≤ 0.

Desta forma, segue do Teorema do Passo da Motanha que ϕ tem um valor crítico,

e portanto o problema

− ∆u+ λu = (u+)p−1

u ∈ H1
0 (Ω),

tem uma solução não-trivial. Multiplicando a equação por u− e integrando em Ω,

obtemos
∫

Ω

|∇u−|2dx+ λ

∫

Ω

|u−|2dx = 0,

isto é,

‖u−‖2 = 0.

Portanto,

u− = 0.

Assim, concluímos que u é solução de (P1).

Lema 2.1 Seja 2 < p < 2∗, se λ > −λ1 qualquer seqüência (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que

d := sup
n
ϕ(un) < +∞, ϕ′(un) → 0

contém uma subseqüência convergente.

Demonstração. Para n grande, temos

‖ϕ′(un)‖ < 2ǫ.

Note que,

‖ϕ′(un)‖ = sup
‖v‖=1

|〈ϕ′(un), v〉| ≥ |〈ϕ′(un), un〉|
‖un‖

,

logo,

|〈ϕ′(un), un〉| < 2ǫ‖un‖.
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Então,

d+
2ǫ

p
‖un‖ ≥ ϕ(un) +

1

p
|〈ϕ′(un), un〉|

≥ ϕ(un) − 1

p
〈ϕ′(un), un〉

≥ (
1

2
− 1

p
)(‖∇un‖2

2 + λ‖un‖2
2)

≥ (
1

2
− 1

p
)‖un‖2.

Daí, segue que ‖un‖ é limitado.

Como H1
0 (Ω) é um espaço reflexivo, passando a uma subseqüência se necessário,

temos

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Devido a imersão compacta de H1
0 (Ω) em Lp(Ω), para 2 < p < 2∗, temos

un → u em Lp(Ω).

Pelo Teorema C.3 temos

|un|p−1 → |u|p−1 em Lq(Ω),

onde q = p
p−1

.

Observe que

‖un − u‖2 = 〈ϕ′(un) − ϕ′(u), un − u〉 +

∫

Ω

[|un|p−1 − |u|p−1](un − vn)dx

Como

〈ϕ′(un) − ϕ′(u), un − u〉 → 0,

pois

〈ϕ′(un) − ϕ′(u), un − u〉 = 〈ϕ′(un), un〉 − 〈ϕ′(un), u〉 − 〈ϕ′(u), un〉 + 〈ϕ′(u), u〉.

Por hipótese, temos

〈ϕ′(un), un〉, 〈ϕ′(un), u〉 → 0

e como

un ⇀ u,

obtemos

〈ϕ′(u), un〉 → 〈ϕ′(u), u〉.
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Por outro lado, temos pela Desigualdade de Hölder que

|
∫

Ω

[|un|p−1 − |u|p−1](un − vn)dx| ≤ ‖|un|p−1 − |u|p−1‖q‖un − vn‖p → 0.

Desta forma, concluímos que

‖un − u‖ → 0.

2.3 Não-Linearidade Crítica

Esta seção será devotada ao estuod do problema

(P2)







−∆u+ λu = |u|2∗−2u

u ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω),

onde Ω é um domínio limitado de R
N , N ≥ 3 e λ ≥ −λ1. Do Corolário 2.4, segue que

o funcional

ϕ(u) :=

∫

Ω

[ |∇u|2
2

+
λu2

2
− (u+)2∗

2∗

]

dx

é de classe C2(H1
0 (Ω),R). Além disso, consideraremos em H1

0 (Ω) a norma definida por

‖u‖ =
√

‖∇u‖2
2 + λ‖u‖2

2.

No que segue consideremos

S = inf
u∈H1

0 (Ω)

‖∇u‖2
2

‖u‖2
2∗
.

Lema 2.2 Qualquer seqüência (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que

d := sup
n
ϕ(un) < c∗ =

SN/2

N
, ϕ′(un) → 0,

contém uma subseqüência convergente.

Demonstração. Como já vimos na demonstração do Lema 2.1, (‖un‖) é limi-

tada. Passando a uma subseqüência se necessário, podemos supor

un ⇀ u, em H1
0 (Ω)

un → u, em L2(Ω)

un(x) → u(x) q.t.p em Ω.
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Devido a imersão contínua H1
0 (Ω) →֒ L2∗(Ω), temos (un) limitada em L2∗(Ω), e

sendo
∫

Ω

[|(u+
n )2∗−1|]2N/N+2dx =

∫

Ω

|un|2
∗

,

concluímos que ((u+
n )2∗−1) é limitada em L2N/N+2(Ω), então, a menos de uma sub-

seqüência temos

(u+
n )2∗−1 ⇀ (u+)2∗−1 em L2N/N+2(Ω).

Observe que,

〈ϕ′(un), v〉 =

∫

Ω

[∇un∇v + λunv − (u+
n )2∗−1v]dx, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (2.2)

Como un ⇀ u em H1
0 (Ω) e H1

0 (Ω) é um espaço de Hilbert munido do produto interno

(u, v) =

∫

Ω

∇u∇vdx,

segue do Teorema da Representação de Riesz que,

(un, v) → (u, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Isto é,
∫

Ω

∇un∇vdx→
∫

Ω

∇u∇vdx. (2.3)

Note que,
∫

Ω

unvdx→
∫

Ω

uvdx (2.4)

pois,

|
∫

Ω

unvdx−
∫

Ω

uvdx| ≤
∫

Ω

|un − u||v|dx

pelo desigualdade de Hölder, temos

|
∫

Ω

unvdx−
∫

Ω

uvdx| ≤ ‖un − u‖2‖v‖2 → 0.

Além disso, segue da definição de convergência fraca que

∫

Ω

(u+
n )2∗−1vdx→

∫

Ω

(u+)2∗−1vdx. (2.5)

Uma vez que, supomos ϕ′(un) → 0, segue de (2.2)-(2.5) que

∫

Ω

[∇u∇v + λuv]dx =

∫

Ω

(u+)2∗−1vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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Em particular, se considerarmos v = u, obtemos

ϕ(u) =
1

2

∫

Ω

[|∇u|2 + λu2]dx− 1

2∗

∫

Ω

(u+)2∗dx

=
1

2

∫

Ω

(u+)2∗−1udx− 1

2∗

∫

Ω

(u+)2∗dx

= (
1

2
− 1

2∗
)‖u+‖2∗

2∗ ≥ 0 (2.6)

Agora, escrevamos

vn = un − u,

como (un) é limitada em L2∗(Ω) e un(x) → u(x) q.t.p em Ω, temos pelo Teorema de

Brézis-Lieb (Teorema C.4)

1

2∗

∫

Ω

(u+
n )2∗dx =

1

2∗

∫

Ω

(u+)2∗dx+
1

2∗

∫

Ω

(v+
n )2∗dx+ o(1).

passando a uma subseqüência se necessário, podemos supor ϕ(un) → c ≤ d. Veja que,

ϕ(u) +
‖vn‖2

2
− 1

2∗

∫

Ω

(u+
n )2∗dx =

= ϕ(u) +
1

2
(‖un‖2 − ‖u‖2 − o(1)) +

1

2∗
[−

∫

Ω

(u+
n )2∗dx+

∫

Ω

(u+)2∗dx] + o(1)

= ϕ(un) +
o(1)

2
.

Logo,

ϕ(u) +
‖vn‖2

2
− 1

2∗

∫

Ω

(u+
n )2∗dx→ c (2.7)

Como 〈ϕ′(un), un〉 → 0, obtemos

‖vn‖2 −
∫

Ω

(v+
n )2∗dx

= ‖un‖2 − ‖u‖2 − o(1) −
∫

Ω

(u+
n )2∗dx+

∫

Ω

(u+)2∗dx+ 2∗o(1)

= 〈ϕ′(un), un〉 − 〈ϕ′(u), u〉 − (2∗ − 1)o(1).

Então,

‖vn‖2 −
∫

Ω

(v+
n )2∗dx→ 〈−ϕ′(u), u〉 = 0

Portanto, podemos supor

‖vn‖2 → b e
∫

Ω

(v+
n )2∗dx→ b.
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Uma vez que, vn → 0 em L2(Ω), segue que

‖∇vn‖2
2 → b.

Da definição de S, temos

‖∇vn‖2
2 ≥ S‖vn‖2

2∗

e então,

b ≥ Sb2/2∗ ,

logo, b = 0 ou b ≥ SN/2. Se b=0, acabou. Suponhamos então, b ≥ SN/2. De (2.6) e

(2.7), obtemos

‖vn‖2

2
− 1

2∗

∫

Ω

(v+
n )2∗dx ≤ ϕ(u) +

‖vn‖2

2
− 1

2∗

∫

Ω

(v+
n )2∗dx.

Passando ao limite com n→ +∞, temos

b

2
− b

2∗
≤ c.

Logo,

c∗ = (
1

2
− 1

2∗
)SN/2 ≤ (

1

2
− 1

2∗
)b ≤ c ≤ d < c∗,

o que é absurdo. Portanto,

‖vn‖2 → 0,

implicando que, a menos de uma subseqüência (un) é converge para u em H1
0 (Ω).

Teorema 2.6 (Brézis-Niremberg) Seja Ω um domínio limitado de R
N , com N ≥ 4.

Se −λ1 < λ < 0, então o problema (P2) tem uma solução não-trivial.

Demonstração. É sulficiente aplicarmos o Teorema do Passo da Montanha para

um valor c < c∗. Segue do próximo lema que existe v ∈ H1
0 (Ω), não-negativo e tal que

‖v‖2/‖v‖2
2∗ < S.

Observe que,

0 < max
t≥0

ϕ(tv) = max
t≥0

(

t2

2
‖v‖2 − t2

∗

2∗

∫

Ω

v2∗dx

)

=
(

‖v‖2/‖v‖2
2∗

)N/2
/N

< SN/2/N = c∗. (2.8)
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Sendo,

ϕ(u) =
‖u‖2

2
− 1

2∗
‖u‖2∗

2∗

≤ ‖u‖2

2
− 1

2∗S2∗/2
‖∇u‖2∗

2 .

considerando c1 como no Teorema 2.5, temos

ϕ(u) ≥ ‖u‖2

2
− 1

c2
∗

1 S
2∗/2

‖u‖2∗ .

Logo, existe r > 0 tal que

b := inf
‖u‖=r

ϕ(u) > 0 = ϕ(0).

Também, existe t0 > 0 tal que ‖t0v‖ > r e ϕ(t0v) < 0. Segue de (2.8) que

max
t∈[0,1]

ϕ(tt0v) < c∗.

Então, segue do Lema 2.2 e do Teorema do Passo da Montanha que ϕ tem um

valor crítico c ∈ [b, c∗). Logo, o problema






−∆u+ λu = (u+)2∗−1

u ∈ H1
0 (Ω)

tem uma solução não-trivial u. Multiplicando a equação por u− e integrando obtemos

u− = 0,

portanto u é solução de (P2).

Considere a aplicação

U : R
N −→ R

N

x 7→ U(x) =
[N(N − 2)](N−2)/4

[1 + |x|2](N−2)/2

Está aplicação é tal que
‖∇U‖2

2

‖U‖2
2∗

= S,

uma demonstração para isto pode ser vista em [15]. Note que, para λ < 0, temos

‖U‖2

‖U‖2
2∗

=
‖∇U‖2

2 + λ‖U‖2
2

‖U‖2
2∗

<
‖∇U‖2

2

‖U‖2
2∗

= S.

Mas, U 6∈ H1
0 (Ω), então é necessário "concentrar"U próximo de um ponto de Ω e depois

mutiplicar pela função truncamento.
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Lema 2.3 Sob as hipóteses do Teorema 2.6, existe uma aplicação não-negativa v ∈
H1

0 (Ω) tal que

‖v‖2/‖v‖2
2∗ < S.

Demonstração. Suponhamos que 0 ∈ Ω. Considere ψ ∈ C∞
0 (Ω) uma função

não-negativa tal que

ψ ≡ 1 em B(0, ρ),

com ρ > 0.

Dado ǫ > 0, defina

Uǫ(x) = ǫ(2−N)/2U(x/ǫ)

e

uǫ(x) = ψ(x)Uǫ(x).

Após alguns cálculos, obtemos

−∆Uǫ = (Uǫ)
2∗−1,

Logo,

‖∇Uǫ‖2
2 = ‖Uǫ‖2∗

2∗ . (2.9)

Por outro lado,
‖∇Uǫ‖2

2

‖Uǫ‖2
2∗

=
ǫ2−N‖∇U‖2

2

ǫ2−N‖U‖2
2∗

= S. (2.10)

De (2.9) e (2.10), obtemos

SN/2 = ‖∇Uǫ‖2
2 = ‖Uǫ‖2∗

2∗ .

Para ǫ→ 0+, temos
∫

Ω

|∇uǫ|2dx =

∫

RN

|∇Uǫ|2dx+O(ǫN−2) = SN/2 +O(ǫN−2)
∫

Ω

|uǫ|2
∗

dx =

∫

RN

|∇Uǫ|2
∗

dx+O(ǫN) = SN/2 +O(ǫN)
∫

Ω

|uǫ|2dx =

∫

B(0,ρ)

|Uǫ|2dx+O(ǫN−2)

≥
∫

B(0,ǫ)

[N(N − 2)ǫ2]N−2/2

[2ǫ2]N−2
dx

∫

ǫ<|x|<ρ

[N(N − 2)ǫ2]N−2/2

[2|x|2]N−2
dx+O(ǫN−2)

≥







dǫ2|lnǫ| +O(ǫ2, se N = 4)

dǫ2 +O(ǫN−2), se N ≥ 5,
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onde d é uma constante positiva. se N=4, obtemos

‖uǫ‖2

‖uǫ‖2
2∗

≤ S2 + λdǫ2|lnǫ| +O(ǫ2)

(S2 +O(ǫ?))1/2

<
S2 + λdǫ2|lnǫ| +O(ǫ2)

S

≤ S + λdǫ2|lnǫ|S−1 +O(ǫ2) < S,

para ǫ suficientemente pequeno.

Analogamente, se N ≥ 5, temos

‖uǫ‖2

‖uǫ‖2
2∗

≤ SN/2 + λdǫ2 +O(ǫN−2)

(SN/2 +O(ǫN))2/2∗

≤ S + λdǫ2S(2−N)/2 +O(ǫN−2) < S,

para ǫ suficientemente pequeno.

Proposição 2.7 Suponha que o problema (P2) tem uma solução não-trivial, então

λ > −λ1. Além disso, se Ω é um domínio regular, limitado e estrelado, temos λ < 0.

Demonstração. A primeira parte é análoga ao que fizemos na demonstração do

Teorema 2.5. Agora, sejam Ω um domínio de R
N , como na hipótese e u ∈ H1

0 (Ω) tal

que

−∆u = au,

com a = u2∗−2 − λ. Observe que, a ∈ LN/2(Ω), pois

∫

Ω

|a|N/2dx =

∫

Ω

|u2∗−2 − λ|N/2dx ≤ c

(
∫

Ω

|u|2∗ +

∫

Ω

λN/2dx

)

< +∞.

Pelo Teorema de Brézis-Kato (Teorema C.7), temos

u ∈ Lp(Ω), ∀ p ∈ [1,+∞).

Logo,

au ∈ Lq(Ω),

com q = p
2∗−1

, onde p > 2∗ − 1. Do Teorema C.8 temos

u ∈ W 2,q(Ω) ∩H1
0 (Ω)
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e pela regularização Bootstrap, veja [1], obetmos

u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).

Da Identidade de Pohozaev (Teorema B.1) segue que

1

2

∫

∂Ω

|∇u|2(σ.ν)dσ =

∫

Ω

[N(
u2∗

2∗
− λu2

2
) − N − 2

2
|∇u|2]dx

=

∫

Ω

[N(
u2∗

2∗
− λu2

2
) − N − 2

2
(u2∗ − λu2)]dx

= −λ
∫

Ω

u2dx.

Como Ω é estrelado sobre a origem, temos σ.ν > 0 em ∂Ω. Daí, segue que λ ≤ 0., Se

λ = 0, então ∇u = 0 em ∂Ω e obtemos pelo problema (P2)

0 = −
∫

Ω

∆udx =

∫

Ω

u2∗−1dx,

e portanto u = 0.



Capítulo 3

Teorema de Linking Generalizado

Neste capítulo iremos generalizar o Teorema do Linking visto no Capítulo 1, aqui

consideraremos X = Y ⊕ Z, mas não faremos restrição alguma quanto a dimensão do

espaço Y . Para realizarmos esta demonstração precisaremos fazer uso da Teoria do grau

de Kryszewski e Szulkin, que estudaremos na próxima seção. A teoria desenvolvida

neste capítulo tem por referência basicamente [8] e [15].

3.1 Teoria do Grau de Kryszewki e Szulkin

Seja (ek)k∈N uma seqüência ortonormal total do espaço de Hilbert separável E e

considere a aplicação ||| · ||| : E −→ R, definida por:

|||u||| =
+∞
∑

k=1

1

2k
|(u, ek)|, (3.1)

onde (·, ·) denota o produto interno do espaço E. Note que,

|||u||| ≤ ||u||,∀u ∈ E. (3.2)

Com efeito, pela Desigualdade de Schwarz temos

|(u, ek)| ≤ ‖u‖‖ek‖ = ‖u‖.1 = ‖u‖.

Então,

|||u||| =
+∞
∑

k=1

1

2k
|(u, ek)| ≤

+∞
∑

k=1

1

2k
‖u‖,
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ou seja,

|||u||| ≤ ‖u‖
+∞
∑

k=1

1

2k
.

Como a série
+∞
∑

k=1

1

2k
converge para 1, concluímos que

|||u||| ≤ ‖u‖.

Desta desigualdade segue que, a aplicação |||�||| está bem definida. Pode-se provar

também que a aplicação ||| � ||| define uma norma do espaço E.

No que segue, denotaremos a topologia gerada pela norma ||| � ||| pela letra grega

σ e todas as referências a esta topologia serão feitas usando este símbolo.

Proposição 3.1 Se (un) é uma seqüência limitada em E, então

un ⇀ u⇐⇒ un
σ→ u.

Demonstração. Supondo que,

un ⇀ u em E,

temos

〈f, un〉 → 〈f, u〉, ∀f ∈ E ′.

O Teorema da Representação de Riesz nos permite identificar E ′ com E, desta forma

(v, un) → (v, u),∀v ∈ E.

Em particular,

(un − u, ek) → 0, ∀k ∈ N.

Defina,

fk : N −→ R

n 7−→ fk(n) =
1

2k
|(un − u, ek)|.

Como,

un ⇀ u,
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existe C > 0 tal que

|||un − u||| < C.

Então,

|fk(n)| = | 1

2k
|(un − u, ek)||,

daí,

|fk(n)| ≤ 1

2k
‖un − u‖‖ek‖,

e portanto,

|fk(n)| ≤ C

2k
.

Por sua vez,
+∞
∑

k=1

C

2k
= C < +∞.

Assim, a série
+∞
∑

k=1

fk é normalmente convergente. Então, pelo Teste de Weierstrass

(C.10) e pelo Teorema C.11 , temos

lim
n→+∞

+∞
∑

k=1

1

2k
|(un − u, ek)| = 0,

pois,
+∞
∑

k=1

fk converge uniformemente,e, para cada k ∈ N

lim
n→+∞

fk(n) = lim
n→+∞

|(un − u, ek)| = 0.

Reciprocamente, suponhamos que un
σ→ u. Como (un)n∈N é uma seqüência limi-

tada em um espaço reflexivo E, existe uma subseqüência (unj
) ⊂ (un) tal que

unj
⇀ v em E.

Pela primeira parte da demonstração, segue que

unj

σ→ v

Ora, por hipótese un
σ→ u, então toda subseqüência de {un} converge para u pela

topologia σ. Em particular,

unj

σ→ u.
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Uma vez que, (E, σ) é um espaço de Hausdorff, concluímos que

u = v.

Como, para cada subseqüência {unj
} de {un} podemos obter uma sub-subseqüência

{unjk
} tal que

unjk
⇀ u,

daí,

〈f, unjk
〉 → 〈f, u〉; ∀f ∈ E ′,

concluímos pela Proposição C.12, que

〈f, un〉 → 〈f, u〉; ∀f ∈ E ′

isto é,

un ⇀ u.

Definição 3.2 Seja U um conjunto aberto e limitado de E tal que U é σ-fechado.

Dizemos que uma aplicação

f : U −→ E

é admssível quando:

a) 0 6∈ f(∂U);

b) fé σ − contínua;

c) cada ponto u ∈ U tem uma σ− vizinhança Nu tal que (id− f)(Nu ∩U) está contido

em um subespaço de dimensão finita do espaço E.

Na demonstração do Teorema (3.5) mostraremos que para cada v ∈ U fixado a aplicação

id− v : U −→ E,

é admissível.

Agora, definiremos o grau para uma aplicação admissível.

Seja f uma aplicação admissível. Como {0} é um conjunto σ-fechdo de E e f

é σ-contínua, segue que, f−1(0) é um conjunto σ-fechado de U . Dada uma seqüência
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(un) ⊂ f−1(0) ⊂ U . Note que, (un) limitada, pois U é um conjunto limitado. Sendo E

um espaço de Banach reflexivo, existe uma subseqüência (unj
) ⊂ (un) tal que

unj
⇀ u em E.

Da Proposição 3.1 temos,

unj

σ→ u em E.

Como f−1(0) é σ-fechado, obtemos

u ∈ f−1(0).

Assim, temos f−1(0) σ-compacto em E.

Para cada u ∈ f−1(0), considere a σ-vizinhança de u,Nu, tal que (id−f)(Nu∩U)

está contido em um subespaço de dimensão finita de E. Note que,

⋃

u∈f−1(0)

(Nu ∩ U)

é uma cobertura σ−aberta para f−1(0). Da σ−compacidade de f−1(0) segue que,

existem u1, u2, ..., un ∈ f−1(0) tais que

f−1(0) ⊂ V =
n

⋃

m=1

(Num
∩ U).

O conjunto V é σ−aberto e exite um subespaço de dimensão finita F de E tal que

(id− f)(V ) ⊂ F.

Observação 3.1 F = (id− f)(Nu1 ∩U)⊕ (id− f)(Nu2 ∩U)⊕ ...⊕ (id− f)(Nun
∩U).

Definimos o grau da aplicação admissível f em 0 com relação a U por

deg(f, U, 0) = degB(f |V ∩F , V ∩ F, 0); (3.3)

onde degB denota o grau de Brouwer.

Observação 3.2 Denotando,

d1(u, v) = ‖u− v‖
e

d2(u, v) = |||u− v|||.
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Da desigaldade (3.2) segue que d1 refina d2, pois

id : (E, d1) −→ (E, d2)

é contiínua. Logo todo conjunto σ−aberto (resp. σ−fechado) é aberto pela topologia

usual(resp. fechado). Veja [11].

Proposição 3.3 A definição do grau para uma aplicação admissível é consintente.

Demonstração.

a) Primeiramente, mostraremos que o grau de brouwer da aplicação f |V ∩F em 0 está

bem definido.

Defina,

f̃ = f |V ∩F .

Observe que,

f̃
−1

(0) = f−1(0) ⊂ V ∩ F.

Já sabemos que f−1(0) ⊂ V , falta mostrar que f−1(0) ⊂ F. Ora, dado u ∈ f−1(0),

então u ∈ V . Assim,

(id− f)(u) ∈ F

ou seja,

u− f(u) ∈ F.

Como f(u) = 0, concluímos que u ∈ F . Uma vez que, f−1(0) é compacto em F

e V ∩ F é aberto em F , então

f−1(0) ⊂ V ∩ F = intF (V ∩ F )

o que implica

0 6∈ f(∂F (V ∩ F )).

Além disso, f̃ é contínua, pois sendo F um subespaço de dimensão finita, segue

que a norma ||| · ||| é equivalente a norma usual. Logo,

un → u⇒ un
σ→ u⇒ f̃(un)

σ→ f̃(u) ⇒ f̃(un) → f̃(u).

Portanto, faz sentido falarmos em,

degB(f |V ∩F , V ∩ F, 0).
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b) Agora nós mostraremos que a definição do grau para uma aplicação admissível

independe da escolha do subespaço de dimensão finita. De fato, dado G ⊂ E um

subespaço de dimensão finita tal que

(id− f)(V ) ⊂ G.

Definamos,

G1 = F ⊕G.

Pela Propriedade da Contração (Teorema A.3)

degB(f |G1∩V , G1 ∩ V, 0) = degB(f |G∩V , G ∩ V, 0). (3.4)

Aplicando outra vez a Propriedade da contração

degB(f |G1∩V , G1 ∩ V, 0) = degB(f |F∩V , F ∩ V, 0). (3.5)

De (3.4) e (3.5), segue que

degB(f |F∩V , F ∩ V, 0) = degB(|fG∩V , G ∩ V, 0),

ou seja, o grau independe da escolha do subespaço de dimensão finita.

c) Por fim mostraremos que a definição do grau para uma aplicação admissível in-

depende da escolha da vizinhança σ−aberta. Com efeito, seja W uma outra

vizinhança aberta contendo f−1(0) e tal que

(id− f)(W ) ⊂ F.

Definindo

W1 = W ∪ V.

Pelo Teorema da Excisão (Propriedade (C6) Apêndice A)

degB(fF∩W1 , F ∩W1, 0) = degB(fF∩W , F ∩W, 0). (3.6)

Ainda pelo Teorema da excisão

degB(fF∩W1 , F ∩W1, 0) = degB(fF∩V , F ∩ V, 0). (3.7)
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De (3.6) e (3.7), segue que

degB(fF∩W , F ∩W, 0) = degB(fF∩V , F ∩ V, 0).

Assim, concluímos que a definição do grau de uma aplicação admissível independe

da escolha da vizinhança σ−aberta .

Definição 3.4 Uma aplicação h : [0, 1]×U −→ E é uma homotopia admissível quando:

a) 0 6∈ h([0, 1] × ∂U);

b) h é σ − contínua;

c) a cada ponto (t, u) ∈ [0, 1]×U está associado uma σ−vizinhança aberta N(t,u) e um

subespaço W ⊂ E tal que dimW <∞ e

{v − h(s, v); (s, v) ∈ N(t,u) ∩ ([0, 1] × U)} ⊂ W.

Teorema 3.5

a) (Normalização) Se v ∈ U , então deg(id− v, U, 0) = 1.

b) (Existência) Se f é admissível e deg(f, U, 0) 6= 0 então 0 ∈ f(U).

c) (Invariância por Homotopia) Se h é uma homotopia admissível então deg(h(t, ·), U, 0)

é constante para todo t ∈ [0, 1].

Demonstração.

a) Primeiramente devemos provar que dado v ∈ U, então a aplicação id− v : U −→ E

é admissível. Vejamos

(i) Uma vez que,

(id− v)(u) = 0 ⇐⇒ u− v = 0 ⇐⇒ u = v,

e v ∈ U, concluímos que 0 6∈ (id− v)(∂U).
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(ii) Dada uma seqüência (un) ⊂ U tal que

un
σ→ u em U,

então,

(id− v)(un) = un − v
σ→ u− v = (id− v)(u).

Portanto, f é σ−contínua.

(iii) Por fim, para cada ponto u ∈ U,

(id− (id− v))(u) = v.

Assim, para qualquer vizinhança Nu de u, temos

(id− (id− v))(Nu ∩ U) = {v}.

Visto isso, podemos falar em deg(id− v, U, 0), que por definição

deg(id− v, U, 0) = degB((id− v)|V ∩F , V ∩ F, 0).

Por propriedade do grau de Brouwer, temos

deg(id− v, U, 0) = degB(id|V ∩F , V ∩ F, v) = 1,

pois v ∈ V ∩ F.

b) Por definição,

0 6= deg(f, U, 0) = degB(f |V ∩F , V ∩ F, 0).

Da Propriedade da Existência para o grau de Brouwer segue que,

0 ∈ f(V ∩ F ) ⊂ f(U).

c) Uma vez que, h(t, ·)−1(0) é σ−compacto, a projeção K de h(t, ·)−1(0) em U também

é σ−compacto. Então existe um subconjunto aberto W de [0, 1] × U tal que

[0, 1] ×K ⊂ W

e {u− h(t, u), (t, u) ∈ W} está contido em um subespaço de dimensão finita F .

Como K é compacto existe um subconjunto aberto V ⊂ U tal que

[0, 1] ×K ⊂ [0, 1] × V ⊂ W.
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Daí, segue que

0 6∈ h([0, 1] × ∂(V ∩ F )).

Logo, h|[0,1]×(V ∩F ) é uma homotopia contínua. Por definição

deg(h(t, ·), U, 0) = degB(h(t, ·)|V ∩F , V ∩ F, 0).

Portanto, a invariância por homotopia do grau de Brouwer implica

deg(h(t, ·), U, 0) ≡ const., ∀ t ∈ [0, 1].

3.2 Campo Pseudogradiente

Sejam Y um subespaço separável de um espaço de Hilbert X e Z = Y ⊥. Deno-

taremos por PY : X −→ Y e PZ : X −→ Z as projeções ortogonais de X em Y e em

Z, respectivamente. Em X definimos a norma

|||u|||0 = max(‖PZu‖,
+∞
∑

k=1

1

2k
|(PY u, ek)|); (3.8)

onde (ek) é uma seqüência ortonormal total em Y . A topologia gerada por ||| · |||0 será

denotada por τ e todas as referências feitas a esta topologia serão acompanhadas deste

símbolo.

Note que,

‖PZu‖ ≤ |||u|||0 ≤ ‖u‖.

A primeira destas desigualdades é evidente. Agora, pelo que mostramos na Seção 3.1

+∞
∑

k=1

1

2k
|(PY u, ek)|) ≤ ‖PY u‖.

Logo,

|||u|||0 ≤ max(‖PZu‖, ‖PY u‖) ≤ ‖u‖.

Proposição 3.6 Se (un) ⊂ Xé limitada, temos

un
τ→ u⇐⇒ PY un ⇀ PY u e PZun → PZu. (3.9)
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Demonstração. A demonstração segue da Proposição 3.1.

Nossa hipótese básica é:

(A) ϕ ∈ C1(X,R) é τ−semicontínua superiormente ∇ϕ é fracamente sequencial-

mente contínua e existem α < β e ε > 0 tais que

‖ϕ′(u)‖ > ε, ∀u ∈ ϕ−1([α, β]). (3.10)

Lema 3.1 Sob a hipótese (A), existem uma τ−vizinhança aberta V de ϕβ e um campo

vetorial f : V −→ X satisfazendo:

a) f é localmente lipschitziana e τ−localmente τ−lipschitziana;

b) cada ponto u ∈ V tem uma τ−vizinhança Vu tal que f(Vu) está contido em um

subespaço de dimensão finita do espaço X;

c) m := sup
u∈V

‖f(u)‖ < +∞ e (∇ϕ(u), f(u)) ≥ 0, ∀u ∈ V ;

d) (∇ϕ(u), f(u)) ≥ 1, ∀u ∈ ϕ−1([α, β]).

Demonstração. Inicialmente, definamos

g : ϕ−1([α, β]) −→ X

v 7−→ g(v) =
2 ∇ϕ(v)

‖∇ϕ(v)‖2
.

Como, por hipótese, ∇ϕ é fracamente sequencialmente contínuo, existe uma τ−vizinhança

aberta Nv de v tal que

(∇ϕ(u), g(v)) > 1, ∀u ∈ Nv. (3.11)

Com efeito, definindo a função

ξ : Nv −→ R

u 7−→ ξ(u) = (∇ϕ(u), g(v)).

Observe que, ξ é τ−contínua, pois dada uma sequüência (un) ⊂ Nv tal que

un
τ→ u⇒ PY un ⇀ PY u e PZun → PZu,

ou seja,

un
τ→ u⇒ un ⇀ u.
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Como ∇ϕ é fracamente sequencialmente contínua, concluímos que,

un
τ→ u⇒ (∇ϕ(u), h) → (∇ϕ(u), h), ∀h ∈ X.

Em particular,

un
τ→ u⇒ ξ(un) → ξ(u).

Uma vez que,

ξ(v) = (∇ϕ(v), g(v)) =
2 (∇ϕ(v),∇ϕ(v))

‖∇ϕ(v)‖2
= 2 > 1.

Segue da τ−continuidade de ξ, que existe uma τ−vizinhança aberta Nv de v tal que

(∇ϕ(u), g(v)) > 1, ∀u ∈ Nv.

Como, por hipótese, ϕ é τ−semicontínua superiormente, segue que Ñ = ϕ−1((−∞, α))

é τ−aberto. Então a família,

N = {Nv, α ≤ ϕ(v) ≤ β} ∪ {Ñ}

é uma cobertura τ−aberta para ϕβ. Sendo (ϕβ, τ) um espaço métrico, o mesmo é

paracompacto,veja [6], e portanto, existe uma cobertura τ−aberta τ−localmente finita

M = {Mi, i ∈ I}

de ϕβ que refina N . Definimos então a τ−vizinhança aberta de ϕβ

V =
⋃

i∈I

Mi.

Considere {λi, i ∈ I} uma partição da unidade τ−lipschitziana em (ϕβ, τ) subordinada

a M e defina

f : V −→ X

u 7→ f(u) =
∑

i∈I

λi(u)wi,

onde wi é definido da seguinte forma, se Mi ⊂ Nvi
, para algum vi ∈ ϕ−1([α, β]) defini-

mos wi = g(vi), caso contrário wi = 0.

Observação 3.3 A existência desta partição da unidade para (ϕβ, τ) é garantida pelo

Teorema (C.13).
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Verificação de a): Como as funções λi : V −→ R são τ−lipschitzianas para todo

i ∈ I. Então, para cada i ∈ I existe Li > 0 tal que

|λi(u1) − λi(u2)| ≤ Li|||u1 − u2||| ≤ Li‖u1 − u2‖, com u1, u2 ∈ V.

Da definição de partição da unidade segue que, para cada u ∈ X fixado, existem

uma τ−vizinhança e uma quantidade finita de índices {i1, i2, · · · , in} tais que

Vu ∩ supp(λi) 6= ∅ ⇐⇒ i ∈ {i1, i2, · · · , in}.

Logo, dados u1, u2 ∈ Vu, temos

‖f(u1) − f(u2)‖ = ‖
n

∑

k=1

λik(u1)wik −
n

∑

k=1

λik(u2)wik‖,

ou ainda,

‖f(u1) − f(u2)‖ = ‖
n

∑

k=1

(λik(u1) − λik(u2))wik‖,

daí,

‖f(u1) − f(u2)‖ ≤
n

∑

k=1

|λik(u1) − λik(u2))| ‖wik‖,

de onde,

‖f(u1) − f(u2)‖ ≤
n

∑

k=1

Lik |||u1 − u2||| ‖wik‖.

Portanto

‖f(u1) − f(u2)‖ ≤ C|||u1 − u2||| ≤ C‖u1 − u2‖.

Isto é, f é τ−localmente τ−lipschitziana. Como Vu é uma τ−vizinhança aberta,

segue da Observação 3.2 que Vu é uma vizinhança aberta e portanto, f é local-

mente lipschitziana.

Verificação de b): Para cada u ∈ V existe uma τ−vizinhança Vu tal que o conjunto

Iu := {i ∈ I; Vu ∩Mi 6= ∅}

é finito, digamos Iu = {i1, i2, · · · , in}. Portanto, f(Vu) é um subespaço de X

gerado por no máximo n vetores.

Verificação de c): Note que,

‖wik‖ ≤ 2

ǫ
, (3.12)
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pois, se Mik ⊂ Nvk
, temos vk ∈ ϕ−1([α, β]), logo

‖∇ϕ(vk)‖ ≥ ε,

e portanto

‖wik‖ = ‖g(vk)‖ =
2

‖∇ϕ(vk)‖
≤ 2

ε
.

Caso contrario,

‖wik‖ = 0

Então,

‖f(u)‖ = ‖
n

∑

k=1

λik(u)wik‖.

Assim,

‖f(u)‖ ≤
n

∑

k=1

λik(u)‖wik‖,

da equação (3.12) obtemos

‖f(u)‖ ≤
n

∑

k=1

2

ε
λik(u),

ou ainda,

‖f(u)‖ ≤ 2

ε

n
∑

k=1

λik(u) =
2

ε
.

Portanto,

m := sup
u∈V

‖f(u)‖ < +∞.

Além disso, para todo u ∈ V , temos

(∇ϕ(u), f(u)) = (∇ϕ(u),
n

∑

k=1

λik(u)wik),

de onde segue,

(∇ϕ(u), f(u)) =
n

∑

k=1

λik(u)(∇ϕ(u), wik).

Pela definição de wik temos,

(∇ϕ(u),Wik) =







(∇ϕ(u), 0) = 0, se Mik ⊂ Ñ

(∇ϕ(u), g(vk)) ≥ 0, se Mik ⊂ Nvk

Portanto,

(∇ϕ(u), f(u)) ≥ 0.
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Verificação de d): Dado u ∈ ϕ−1([α, β]), como {λi, i ∈ I} é uma partição da unidade

subordinada a M, temos para cada i ∈ I

supp(λi) ⊂Mi.

Da definição de partição da unidade segue que existe uma coleção finita de índices

{i1, i2, · · · , in} tais que

u ∈ supp(λi) ⇐⇒ i ∈ {i1, i2, · · · , in}.

Assim,

u ∈ supp(λik) ⊂Mik , ∀k ∈ {1, 2, · · · , n}.

Além disso, para cada ik deve existir um vk ∈ ϕ−1([α, β]) tal que

Mik ⊂ Nvk
.

Caso contrário teriamos

Mik ⊂ Ñ

e portanto,

u 6∈Mik ,

o que é absurdo.

Desta forma,

u ∈ Nvk
, ∀k ∈ {1, 2, · · · , n}.

Daí segue que,

(∇ϕ(u), g(vk)) > 1, ∀k ∈ {1, 2, · · · , n}.

Logo,

(∇ϕ(u), f(u)) =
n

∑

k=1

λik(u)(∇ϕ(u), g(vk)) >
n

∑

k=1

λik(u) = 1.

Lema 3.2 (Desigualdade de Gronwall) Se a, b ≥ 0 e f ∈ C([0, T ],R+) satifaz

f(t) ≤ a + b

∫ t

0

f(s)ds; ∀t ∈ [0, T ].

Então,

f(t) ≤ aebt, ∀t ∈ [0, T ].
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Demonstração. Se b = 0 o resultado é óbvio. Suponhamos b > 0, então

d

dt
(e−bt

∫ t

0

f(s)ds) = −be−bt

∫ t

0

f(s)ds + e−btf(t),

pela hipótese, segue que

d

dt
(e−bt

∫ t

0

f(s)ds) ≤ −be−bt

∫ t

0

f(s)ds + e−bt(a + b

∫ t

0

f(s)ds),

daí
d

dt
(e−bt

∫ t

0

f(s)ds) ≤ ae−bt.

Assim,

e−bt

∫ t

0

f(s)ds ≤
∫ t

0

ae−bsds,

logo

e−bt

∫ t

0

f(s)ds ≤ −a
b
(e−bt − 1) =

a

b
(1 − e−bt) (3.13)

Pela hipótese e pela desigualdade (3.13) obtemos,

f(t) ≤ a + b(
a

b
(ebt − 1)) = aebt.

Agora, consideremos o problema de Cauchy

(P.C) :







d
dt
η(t, u) = −f(η(t, u))

η(0, u) = u ∈ ϕβ.

Lema 3.3 sob a hipótese (A), o campo vetorial η está bem definido em R
+ × ϕβ e

satisfaz as seguintes propriedades:

a) existe T > 0 tal que

η(t, ϕβ) ⊂ ϕα;

b) cada ponto (t, u) ∈ [0, T ] × ϕβ tem uma τ−vizinhança N(t,u) tal que

{v − η(s, v); (s, v) ∈ N(t, u) ∩ ([0, T ] × ϕβ)}

está contido em um subespaço de dimensão finita de X;

c) η é τ−contínuo.
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Demonstração. Pelo Lema (3.1) segue que f é localmente lipschitziana e limitada

em V , então para cada u ∈ ϕβ o problema (P.C) admite uma única solução contínua

η(·, u), ∀t ∈ R, veja o Teorema C.5. No que segue consideraremos as soluções com

t ∈ R
+.

Observe que,
d

dt
ϕ(η(t, u)) = (∇ϕ(η(t, u)),

d

dt
η(t, u)),

como η(t, u) é solução de (P.C), temos

d

dt
ϕ(η(t, u)) = (∇ϕ(η(t, u)),−f(η(t, u))),

daí e pelo item c) do Lema (3.1), segue que

d

dt
ϕ(η(t, u)) = −(∇ϕ(η(t, u)), f(η(t, u))) ≤ 0.

Portanto, ϕ(η(·, u)) é não crescente.

a) Dado u ∈ ϕβ e escolhendo T = (β − α). Se existir t ∈ [0.T ] tal que ϕ(η(t, u)) < α,

então, segue do fato de ϕ(η(·, u)) ser não-crescente que

ϕ(η(T, u)) < α.

Por outro lado, se η(t, u) ∈ ϕ−1([α, β]), ∀t ∈ [0, T ], temos

ϕ(η(T, u)) = ϕ(u) +

∫ T

0

d

dt
ϕ(η(t, u))dt,

pela regra da cadeia

ϕ(η(T, u)) = ϕ(u) +

∫ T

0

(∇ϕ(η(t, u)), f(η(t, u)))dt.

Pelo item d) do Lema (3.1), temos

(∇ϕ(η(t, u)), f(η(t, u))) > 1.

Então,

ϕ(η(T, u)) < ϕ(u) − T < β − (β − α) = α.

b) Dado (t0, u0) ∈ [0, T ] × ϕβ. O conjunto K = η([0, T ] × {u0}) é um conjunto com-

pacto, poís é a imagem por uma aplicação contínua de um conjunto compacto,



57

logo, K é τ−compacto. Para cada v ∈ K existe uma vizinhança Nv tal que f é

lipschtziana em Nv. Note que,
⋃

v∈K

Nv forma uma cobertura τ− aberta para K.

Sendo K τ−compacto, existe uma cobertura finita
n

⋃

j=1

Nvj
, onde as vizinhanças

Nvj
se intersectam duas a duas. Assim,

K ⊂
n

⋃

j=1

Nvj
⊂ V.

Desta forma, existem k > 0 e r > 0 tais que

u, v ∈
n

⋃

j=1

Nvj
⇒ |f(u) − f(v)| ≤ |u− v|

e

B(K, r) ⊂
n

⋃

j=1

Nvj
⊂ V.

Isto é,

U := {u ∈ X, |||u−K||| < r} ⊂ V,

u, v ∈ U ⇒ |||f(u) − f(v)||| ≤ k|||u− v|||,

e

f(U) ⊂ W, com dim(W ) < +∞.

A existência de B(K, r) é garantida pelo Teorema (C.14).

Dados δ > 0 t ∈ [0, T ] e u ∈ ϕβ, com

|||u− u0||| < δ.

Considerando δ < re−kT temos, η(0, u) ∈ U , pois

|||η(0, u) − η(0, u0)||| = |||u− u0||| < re−KT < r.

Como a aplicação

|||η(·, u) − η(·, u0)|||

é contínua, segue que existe ε > 0 tal que

t′ ∈ (0, ε] ⇒ |||η(t′, u) − η(t′, u0)||| < r.
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Observe também que, se η(s, u) ∈ U , para 0 ≤ s < t. Então,

|||η(t, u)−η(t, u0)||| = |||η(t, u)−η(0, u)+η(0, u)−η(0, u0)+η(0, u0)−η(t, u0)|||,

pela desigualdade triangular temos,

|||η(t, u) − η(t, u0)||| ≤ |||u− u0||| + |||η(t, u) − η(0, u) + η(0, u0) − η(t, u0)|||,

pelo Teorema Fundamental do Cálculo, obtemos

|||η(t, u) − η(t, u0)||| ≤ |||u− u0||| + |||
∫ t

0

d

ds
η(s, u)ds−

∫ t

0

d

ds
η(s, u0)ds|||,

do problema (P.C) segue que

|||η(t, u) − η(t, u0)||| ≤ |||u− u0||| + ||| −
∫ t

0

f(η(s, u))ds+

∫ t

0

f(η(s, u0))ds|||,

de onde,

|||η(t, u) − η(t, u0)||| ≤ |||u− u0||| +
∫ t

0

|||f(η(s, u)) − f(η(s, u0))|||ds,

da escolha de U , obtemos

|||η(t, u) − η(t, u0)||| ≤ |||u− u0||| + k

∫ t

0

|||η(s, u) − η(s, u0)|||ds.

Então, segue da Desiguldade de Gronwall que,

|||η(t, u) − η(t, u0)||| ≤ |||u− u0|||ekt ≤ |||u− u0|||ekT .

Em particular, para δ < re−kT obtemos

|||η(t, u) − η(t, u0)||| ≤ r,

de onde segue

η(t, u) ∈ U.

Desta forma, podemos concluir que para todo 0 ≤ t < T e |||u−u0||| < δ < re−kT ,

temos

η(t, u) ∈ U.

Assim,

u− η(t, u) = −
∫ t

0

d

ds
η(s, u)ds =

∫ t

0

f(η(s, u))ds ∈ W
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c) Seja 0 < δ < re−kT . Se |||u− u0||| < δ, |t− t0| < δ e 0 < t < T , temos

|||η(t, u) − η(t0, u0)||| = |||η(t, u) − η(t, u0) + η(t, u0) − η(t0, u0)|||,

da desigualdade triangular temos

|||η(t, u) − η(t0, u0)||| ≤ |||η(t, u) − η(t, u0)||| + |||η(t, u0) − η(t0, u0)|||,

do Teorema Fundamental do Cálculo segue que,

|||η(t, u) − η(t0, u0)||| ≤ |||η(t, u) − η(t, u0)||| + |||
∫ t

t0

d

ds
η(s, u0)ds|||,

do problema (P.C) obtemos

|||η(t, u) − η(t0, u0)||| ≤ |||η(t, u) − η(t, u0)||| + |||
∫ t

t0

f(η(s, u0))ds|||,

ou ainda

|||η(t, u) − η(t0, u0)||| ≤ |||η(t, u) − η(t, u0)||| +
∫ t

t0

|||f(η(s, u0))|||ds.

Assim, segue do item anterior e do item c) do Lema 3.1 que

|||η(t, u) − η(t0, u0)||| ≤ r +m|t− t0| < ekT δ +mδ = (ekT +m)δ.

Portanto, η é τ−contínua.

3.3 Teorema de Linking Generalizado

Nesta seção demosnstraremos o Teorema do Linking Generalizado, como no

Teorema do Linking que demonstramos no Capítulo 2 consideraremos um espaço

X = Y ⊕ Z, no entanto não faremos nenhuma restrição quanto a dimensão dos subes-

paços Y e Z.

Sejam Y um subespaço separável de um espaço de Hilbert X e Z = Y ⊥. Sejam

PY : X −→ Y e PZ : X −→ Z as projeções ortogonais de X em Y e em Z respectiva-

mente. A τ−topologia em X é a gerada pela norma (3.8). Dados ρ > r > 0 e z ∈ Z

tal que ‖z‖ = 1. Definamos

M = {u = y + λz; ‖u‖ ≤ ρ e y ∈ Y }

M0 = {u = y + λz; y ∈ Y, ‖u‖ = ρ e λ ≥ 0 ou ‖u‖ ≤ 0e λ = 0}

N = {u ∈ Z; ‖u‖ = r}.
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No próximo teorema consideraremos uma função ϕ ∈ C1(X,R) tal que:

ϕ é τ − semicontínua superiormente e ∇ϕ é fracamente (3.14)

sequencialmente contínuo;

e

b := inf
N
ϕ > 0 = sup

M0

ϕ, d := sup
M

ϕ < +∞. (3.15)

Observação 3.4 Veremos no Capítulo 4 que existe uma função ϕ com essas proprie-

dades.

Teorema 3.7 (Kryszewski- Szulkin) Se ϕ é como enunciamos anteriormente, exis-

tem c ∈ [b, d] e uma seqüência (un) ⊂ X tais que

ϕ(un) → c e ϕ′(un) → 0.

Demonstração.

a) Suponhamos, por contradição, que existe ε > 0 tal que

‖ϕ′(u)‖ ≥ ε, ∀u ∈ ϕ−1([b− ε, d+ ε]). (3.16)

Seja η o campo vetorial definido no Lema 3.3. Como

M ⊂ ϕd+ε,

segue do item a) do Lema 3.3 que existe T > 0 tal que

η(T,M) ∈ ϕb−ε. (3.17)

De (3.14) e (3.16) segue que a hipótese (A) é satisfeita para α = b−ε e β = d+ε.

b) Seja U o interior de M em E = Y ⊕Rz. A topologia induzida em E pela topologia

τ é a topologia σ gerada pela norma (3.1). Concideremos a aplicação h : [0, T ]×
M −→ E definida por

h(t, u) = PY (η(t, u)) + (‖PZ(η(t, u))‖ − r)z.

Afirmação 3.8 h é uma homotopía admissível, ou seja
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1) 0 6∈ h([0, T ] × ∂M)

2) h é σ−contínua

3) para cada ponto (t, u) ∈ [0, T ]×U existe uma σ−vizinhança aberta N(t, u) tal

que {v− h(s, v); (s, v) ∈ N(t,u) ∩ ([0, T ]×U)} está contido em um subespaço

de E com dimensão finita.

De fato,

1) Observe que,

h(t, u) = 0 ⇔ PY (η(t, u)) + (‖PZ(η(t, u))‖ − r)z = 0,

isto é

h(t, u) = 0 ⇔ PY (η(t, u)) = 0 e ‖PZ(η(t, u))‖ = r.

Logo,

h(t, u) = 0 ⇔ η(t, u) ∈ N. (3.18)

Suponhamos, por contradição, que

0 ∈ h([0, T ] × ∂U).

Então, existe (t, u) ∈ [0, T ] × ∂U tal que h(t, u) = 0. De (3.18) segue que

η(t, u) ∈ N.

Pela hipótese (3.15) temos

inf
N
ϕ = b > 0 = sup

∂U
ϕ.

Então,

0 = sup
∂U

ϕ ≥ ϕ(u) = ϕ(η(0, u)) ≥ ϕ(η(t, u)) ≥ b > 0,

o que é absurdo.

Portanto,

0 6∈ h([0, T ] × ∂U).

2) Da definição de h e do item c) do Lema 3.3 segue que h é σ−contínua.
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3) Do item b) do Lema 3.3 segue que para cada (t, u) ∈ [0, T ] × U existem uma

σ−vizinhança N(t,u) e um subespaço W de E, onde dimW < +∞, tais que

{v − η(s, v); (s, v) ∈ N(t,u) ∩ ([0, T ] × U)} ⊂ W.

Assim, para todo (s, v) ∈ N(t,u) ∩ ([0, T ] × U), temos

v − h(s, v) = v − [PY (η(s, v)) + (‖PZ(η(s, v))‖ − r)z],

logo,

v − h(s, v) = [v − PY (η(s, v))] + [(‖PZ(η(s, v))‖ − r)z] ∈ W ⊕ Rz.

Como W ⊕ Rz é um subespaço de dimensão finita de E, concluímos nossa

afirmação.

Visto isso, segue do Teorema 3.5 que

deg(h(T, ·), U, 0) = deg(h(0, ·), U, 0),

isto é

deg(h(T, ·), U, 0) = deg(id− rz, U, 0) = 1.

Então existe u ∈ U tal que

h(T, u) = 0.

Por (3.18),

η(T, u) ∈ N

e portanto,

ϕ(η(T, u)) ≥ b.

Por outro lado, temos por (3.17)

ϕ(η(T, u)) ≤ b− ε,

o que é absurdo.

Portanto, existem c ∈ [b, d] e uma seqüência (un) ⊂ X tal que

ϕ(un) → 0 e ϕ′(un) → 0.
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O corolário que enunciaremos a seguir encontra-se no [15], no entanto a demons-

tração a seguir foi desenvolvida por nós. Vale resaltar também, que este corolário será

de grande importância no desenvolvimento do próximo capítulo.

Corolário 3.9 Seja ψ ∈ C1(X,R) uma função fracamente sequencialmente semicontí-

nua inferiormente, limitada inferiormente e tal que ∇ψ é fracamente sequencialmente

contínuo. Se

ϕ(u) :=
‖PZu‖2

2
− ‖PY u‖2

2
− ψ(u)

satisfaz a hipótese (3.15) então a conclusão do Teorema 3.7 é válida para ϕ.

Demonstração. Iremos mostrar que ϕ satisfaz (3.14), ou seja,

(i) ϕ é τ−semicontínua superiormente,

(ii) ∇ϕ é fracamente sequencialmente contínuo.

Verificação de (i): Devemos provar que,

ϕr := {x ∈ X;ϕ(x) ≥ r} é τ − fechado, ∀r ∈ R.

Ora, dada uma seqüência(um) ⊂ ϕr tal que

um
τ→ u.

Note que, para cada m ∈ N, temos

r ≤ ϕ(um) =
‖PZum‖2

2
− ‖PY um‖2

2
− ψ(um).

Recorde que,

um
τ→ u⇒ ‖PZum‖ → ‖PZu‖.

Então, existe k1 > 0 tal que

‖PZum‖ ≤ k1, ∀m ∈ N.

Por hipótese, existe k2 > 0 tal que

ψ(um) ≥ k2, ∀m ∈ N.
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Então,

r ≤ k2
1

2
− ‖PY um‖2

2
− k2.

Daí,
‖PY um‖2

2
≤ k2

1

2
− k2 − r,

ou seja,
‖PY um‖2

2
≤ K, onde K > 0.

Desta forma a seqüência (um) é limitada. Logo, segue da Proposição 3.6 que

um ⇀ u. Sendo, por hipótese, ψ é fracamente semicontínua inferiormente, temos

r ≤ lim sup
m→+∞

ϕ(um) = ϕ(u).

Portanto, ϕr é τ−fechado para todo r ∈ R.

Verificação de (ii): Note que

(∇ϕ(u), h) = (PZu, h) − (PY u, h) − (∇ψ(u), h), ∀h ∈ X.

Temos pelo Teorema C.15

um ⇀ u em X ⇒







PY um ⇀ PY u

PZum ⇀ PZu;

logo, para todo h ∈ X

(PY um, h) → (PY u, h)

(PZum, h) → (PZu, h).

Além disso, temos por hipótese, ∇ψ fracamente sequencialmente contínuo. En-

tão, concluímos que ∇ϕ é fracamente sequencialmente contínuo.

Desta forma, mostramos que ϕ satisfaz as hipóteses (3.14) e (3.15), e portanto o Teo-

rema 3.7 se verifica para ϕ.



Capítulo 4

Sistemas de Equações de Poisson

Acopladas com Crescimento Crítico

em domínios Não-Limitados

Neste capítulo consideraremos os seguintes sistemas de equações de Poisson com

crescimento crítico em domínios não-limitados


















−∆u = |v|2∗−2v,

−∆v = |u|2∗−2u,

u, v ∈ D1,2
0 (Ω∗),

e


















−∆u = γv + |v|2∗−2v,

−∆v = λu+ |u|2∗−2u,

u, v ∈ H1
0 (Ω∗∗),

onde Ω∗ = R
N \ E com E =

⋃

a∈ZN

(a+ ω∗) para um domínio contendo a origem

ω∗ ⊂ ω∗ ⊂ B(0,
1

2
)

e Ω∗∗ = R
l ×ω∗∗ é um domínio cilindrico, com ω∗∗ um domínio limitado de R

N−l, para

1 ≤ l ≤ N − 1, 0 < γ, λ < λ1(Ω∗∗), onde

λ1(Ω∗∗) := inf{
∫

Ω∗∗

|∇u|2dx; u ∈ H1
0 (Ω∗∗) e

∫

Ω∗∗

u2dx = 1}.
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Nosso obletivo será demonstrar o seguintes Teoremas:

Teorema 4.1 O problema (1) tem uma solução não-trivial.

Teorema 4.2 Se γ, λ ∈ (0, λ1(Ω∗∗)), então o problema (2) tem uma solução não-

trivial.

Nestes dois teoremas quando dizemos solução estamos nos referindo a solução no sentido

fraco. Como (1) e (2) têm uma estrutura variacional, suas soluções são os pontos críticos

dos funcionais

ϕ(u, v) =

∫

Ω∗

[∇u∇v − |u|2∗

2∗
− |v|2∗

2∗
]dx,

e

ϕ1(u, v) =

∫

Ω∗

[∇u∇v − γu2

2
− λv2

2
− |u|2∗

2∗
− |v|2∗

2∗
]dx,

respectivamente.

4.1 Principais Lemas Técnicos

Consideremos o espaço

D1,2(RN) = {u ∈ L2∗(RN); ∇u ∈ L2(RN)},

munido com o produto interno

(u, v) =

∫

RN

∇u∇vdx

e denotemos a norma associada a este produto interno por ‖u‖. O Teorema de Imersão

de Sobolev afirma que a imersão

D1,2(RN) →֒ L2∗(RN)

é contínua.

Para um domínio Ω ⊂ R
N , denotamos por D1,2

0 (Ω) o completamento de C∞
0 na

norma ‖·‖. Note que,D1,2(RN) = D1,2
0 (RN) e quando valer a Desigualdade de Poincaré,

D1,2
0 (Ω) = H1

0 (Ω).
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Observação 4.1 A imersão D1,2(RN) →֒ L2∗(RN) não é compacta.

De fato, considere a aplicação






ϕ ∈ C∞
0 com, supp ϕ ⊂ B(0, 1)

ϕ(x) > 0, para |x| < 1

Defina, un(x) = ϕ(x− 2ne1). Observe que,

‖un‖ = [

∫

RN

|∇un|2]
1
2 = ‖∇ϕ‖2 = ‖ϕ‖ que é limitada em D1,2(RN).

Mas,

‖un − um‖2∗ = 2‖ϕ‖2∗ > 0.

No entanto, temos o seguinte resultado:

Lema 4.1 Se un ⇀ u em D1,2(RN), então un → u em L2
loc(R

N).

Demonstração. Como D1,2(RN) →֒ L2∗(RN), existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖2∗ ≤ C‖u‖,

ou seja,

(

∫

RN

|u|2∗dx) 2
2∗ ≤ C

∫

RN

|∇u|2dx.

Daí,
1

C
≤

∫

RN |∇u|2dx
(
∫

RN |u|2∗) 2
2∗
.

Definamos,

S := inf{ 1

C
;

1

C
≤

∫

RN |∇u|2dx
(
∫

RN |u|2∗) 2
2∗

}.

Para cada R > 0 e u ∈ D1,2(RN), temos pela Desigualdade de Hölder

∫

B(0,R)

|u|2dx ≤ [

∫

B(0,R)

|u|2∗dx] 2
2∗ [

∫

B(0,R)

dx].

O que implica
∫

B(0,R)

|u|2dx ≤ S−1 [

∫

B(0,R)

|∇u|2dx](WNR
N)

2
N .

Logo,
∫

B(0,R)

|u|2dx ≤ C̃
∫

B(0,R)

|∇u|2dx. (4.1)
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Se un ⇀ u, em D1,2(RN), temos por propriedade de convergência fraca que ‖un‖ é

limitado. Da desigualdade (4.1), segue que,

‖un‖L2(B(0,R)) e ‖∇un‖L2(B(0,R))

são limitadas, ou seja, (un) é limitada em W 1,2(B(0, R)). Uma vez que,

W 1,2(B(0, R)) →֒
comp L2(B(0, R)),

então, passando a uma subseqüência se necessário,

un → v em L2(B(0, R)), ∀R > 0. (4.2)

Por outro lado, segue do Teorema da Representação de Riesz, que dado w ∈ C∞
0 (B(0, R)),

temos

(un, w) → (u,w),

ou seja,

lim
n→+∞

∫

B(0,R)

∇un ∇w dx =

∫

B(0,R)

∇u ∇w dx].

Assim,

lim
n→+∞

∫

B(0,R)

un ∆w dx = lim
n→+∞

[−
∫

B(0,R)

∇un ∇w dx,

daí,

lim
n→+∞

∫

B(0,R)

un ∆w dx = −
∫

B(0,R)

∇u ∇w dx.

Logo,

lim
n→+∞

∫

B(0,R)

un ∆w dx =

∫

B(0,R)

u ∆w dx. (4.3)

Em contrapartida, passando a uma subseqüência se necessário, segue de (4.2)

lim
n→+∞

∫

B(0,R)

un ∆w dx =

∫

B(0,R)

v ∆w dx. (4.4)

De (4.3) e (4.4) segue,

∫

B(0,R)

u ∆w dx =

∫

B(0,R)

v ∆w dx.

Pelo Lema de Du Bois-Raymond temos,

u = v, q.t.p em B(0, R).
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Portanto,

un → u em L2
loc(R

N).

O seguinte Lema é um corolário em domínios cilindricos de um resultado devido

a Ramos,Wang e Willem em R
N , veja [13]

Lema 4.2 (Ramos,Wang and Willem) Seja r > 0. Se (un) é limitada em H1
0 (Ω∗∗)

e se

sup
x∈Ω∗∗

∫

B(x,r)

|un|2
∗

dx→ 0, quando n→ +∞,

então un → 0 em L2∗(Ω∗∗).

Agora, estabelecermos um resultado análogo em D1,2
0 (Ω∗).

Lema 4.3 Seja r ≥
√
N , e (un) ⊂ D1,2

0 (Ω∗) uma seqüência limitada. Se

sup
a∈ZN

∫

B(a,r)∩Ω∗

|un|2
∗

dx→ 0, quando n→ +∞,

então un → 0 em L2∗(Ω∗).

Demonstração. Sejam u ∈ C∞
0 (Ω∗) e a ∈ Z

N . Devido a invariância por translações

em Z
N , isto é

∫

B(a,r)∩Ω∗

|un(y)| =

∫

B(0,r)∩Ω∗

|un(x+ a)|,

podemos supor que a = 0. Denote

U = B(0, r) \ ω∗

e defina

H : U −→ R
N

x 7−→ H(x) = (−1 +
2r

|x|)x.,

Denotemos W = H(U) e V = W ∪ U . Mostraremos agora que H satisfaz as hipó-

teses do Teorema da Aplicação Inversa. Para facilitar os cálculos, considere N = 2.

Primeiramente, segue da definição que H ∈ C∞(RN). Além disso,

J(H(x)) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 + 2r
|x| −

2rx2
1

|x|3 −2rx1x2

|x|3

−2rx1x2

|x|3 −1 + 2r
|x| −

2rx2
2

|x|3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Calculando este determinante, obtemos

J(H(x)) = −(−1 +
2r

|x|) < −1 6= 0.

Fixe ε > 0 tal que B(0, ε) ⊂ ω∗ e defina

Uε = B(0, r + ε) \B(0, ε).

e

H̃ : Uε −→ R
N

x 7−→ H̃(x) = (−1 +
2r

|x|)x.

Das condições verificadas anteriormente e do Teorema da aplicação Inversa segue que,

para cada x ∈ Uε existem vizinhanças, x ∈ V1 ⊂ Uε e H̃(x) ∈ V2 ⊂ R
N tais que

H̃ : V1 −→ V2

é um difeomorfismo de classe C∞. Note também que, H̃ é injetiva, pois se

H̃(x) = H̃(y),

temos

x =
(−1 + 2r

|y|)

(−1 + 2r
|x|)

y,

ou seja, x e y têm as mesmas direções e sentidos. Logo

x = ty, t > 0

de onde segue que |x| = t|y|. Daí

ty =
(−1 + 2r

|y|)

(−1 + 2r
t|y|)

y.

De onde, obtemos

t = 1.

Portanto,

x = y.

Desta forma concluímos que,

H̃ : Uε −→ H̃(Uε)
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é um difeomorfismo de classe C∞ e portanto, H̃| U = H é um difeomorfismo de classe

C∞.

Para cada φ ∈ C∞
0 (V ), temos pelo Teorema do Divergente

∫

W

u(H−1(x))
∂

∂xi

φ(x)dx = −
∫

W

φ(x)
∂

∂xi

(u(H−1(x)))dx +

∫

∂W

u(H−1(x))φ(x)νdS.

Daí,

∫

W

u(H−1(x))
∂

∂xi

φ(x)dx = −
∫

W

φ(x)
∂

∂xi

(u(H−1(x)))dx −
∫

∂B(0,r)

u(H−1(x))φ(x)νdS

+

∫

H(∂ω∗)

u(H−1(x))φ(x)νdS.

Como φ ∈ C∞
0 (V ), temos

φ(x) = 0, ∀x ∈ H(∂ω∗).

Assim,

∫

W

u(H−1(x))
∂

∂xi

φ(x)dx = −
∫

W

φ(x)
∂

∂xi

(u(H−1(x)))dx−
∫

∂B(0,r)

u(H−1(x))φ(x)νdS. (4.5)

Também pelo Teorema do Divergente, temos

∫

U

u(x)
∂

∂xi

φ(x)dx = −
∫

U

φ(x)
∂

∂xi

u(x)dx +

∫

∂U

u(x)φ(x)νdS.

Ou ainda,

∫

U

u(x)
∂

∂xi

φ(x)dx = −
∫

U

φ(x)
∂

∂xi

u(x)dx +

∫

∂B(0,r)

u(x)φ(x)νdS

−
∫

∂ω∗

u(x)φ(x)νdS.

Uma vez que, φ ∈ C∞
0 (V ), temos

φ(x) = 0, ∀x ∈ ∂ω∗.

Portanto,

∫

U

u(x)
∂

∂xi

φ(x)dx = −
∫

U

φ(x)
∂

∂xi

u(x)dx

+

∫

∂B(0,r)

u(x)φ(x)νdS . (4.6)
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Definindo,

u∗ : V −→ R

x 7→ u∗(x) =







u(x), se x ∈ U,

u(H−1(x)), se x ∈ W.

Temos por (4.5) e (4.6)
∫

V

u∗(x)
∂

∂xi

φ(x)dx = −
∫

V

φ(x)[
∂

∂xi

χU(x) +
∂

∂xi

u(H−1(x))χW (x)]dx. (4.7)

Observe que,
∫

W

|∇xu(H
−1(x))|2dx =

∫

H(U)

|∇x(u ◦H−1)(x)|2dx.

Pelo Teorema da Mudança de Variáveis, obtemos
∫

W

|∇xu(H
−1(x))|2dx =

∫

U

|∇x(u ◦H−1)(H(y))|2| det J(H(y))|dy.

Ou ainda
∫

W

|∇xu(H
−1(x))|2dx =

∫

U

|∇xu(y)|2| det J(H(y))|dy.

Então pela Regra da Cadeia, segue que
∫

W

|∇xu(H
−1(x))|2dx =

∫

U

|∇yu(y).J(H−1(x))|2| det J(H(y))|dy.

Denote,

xi = 〈∇yu(y), (
∂

∂xi

H−1
1 (x),

∂

∂xi

H−1
2 (x), · · · , ∂

∂xi

H−1
N (x))〉.

Assim,
∫

W

|∇xu(H
−1(x))|2dx =

∫

U

|(x1, x2, · · · , xN)|2| det J(H(y))|dy.

Ou seja,
∫

W

|∇xu(H
−1(x))|2dx =

∫

U

(x2
1 + x2

2 + · · · + x2
N)| det J(H(y))|dy.

Da Desigualdade de Schwarz , temos

x2
i ≤ |∇yu(y)|2.|(

∂

∂xi

H−1
1 (x),

∂

∂xi

H−1
2 (x), · · · , ∂

∂xi

H−1
N (x))|2.

Assim,

∫

W

|∇xu(H
−1(x))|2dx ≤

∫

U

|∇yu(y)|2(
N

∑

i=1

|( ∂

∂xi

H−1
1 (x),

∂

∂xi

H−1
2 (x), · · · , ∂

∂xi

H−1
N (x))|2)

| det J(H(y))|dy.
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Sejam,

c1 = max
y∈U

| det J(H(y))|

e

c2 = max
x∈W

(
N

∑

i=1

|( ∂

∂xi

H−1
1 (x),

∂

∂xi

H−1
2 (x), · · · , ∂

∂xi

H−1
N (x))|2).

Então,
∫

W

|∇xu(H
−1(x))|2dx ≤ c1c2

∫

U

|∇yu(y)|2dy. (4.8)

Observe que u∗ ∈ L2(V ),pois

∫

V

|u∗|2dx =

∫

U

|u(x)|2dx+

∫

W

|u(H−1(x))|2dx,

como u ∈ L2(U) e

∫

W

|u(H−1(x))|2dx =

∫

U

|(u ◦H−1)(H(y))|2| det J(H(y))|,

ou seja
∫

W

|u(H−1(x))|2dx ≤ c1

∫

U

|u(y)|2,

e portanto,

u∗ ∈ L2(V ).

Temos também,

∫

V

|∇xu
∗|2dx =

∫

U

|∇xu(x)|2dx+

∫

W

|∇xu(H
−1(x))|2.

De (4.8) segue que,

∫

V

|∇xu
∗|2dx ≤

∫

U

|∇xu(x)|2dx+ c1c2

∫

U

|∇yu(y)|2dy = (1 + c1c2)‖∇xu‖2
L2(U).

Assim, concluímos que,

∇xu
∗ ∈ L2(V ).

De (4.7) e da Desigualdade de Hölder, segue que

|
∫

V

u∗(x)
∂

∂xi

φdx| = |
∫

V

∂

∂xi

u∗φdx| ≤ ‖∇u∗‖L2(V )‖φ‖L2(V ).

Do Teorema C.16, obtemos

u∗ ∈ H1
0 (V ).
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Além disso,

‖∇u∗‖L2(V ) ≤ c‖∇u‖L2(U) = c‖∇u‖L2(U∩Ω∗), (4.9)

com

c = 1 + c1c2.

Como U ∩ Ω∗ ⊂ V , temos

‖u∗‖L2∗ (U∩Ω∗) ≤ ‖u∗‖L2∗ (V ).

Das Imersões de Sobolev, segue que

‖u∗‖L2∗ (U∩Ω∗) ≤ k1‖u∗‖ = k1(‖u∗‖L2(V ) + ‖∇u∗‖L2(V )).

Pela Desigualdade de Poicaré, temos

‖u∗‖L2∗ (U∩Ω∗) ≤ k2‖∇u∗‖L2(V ).

De (4.9)

‖u∗‖L2∗ (U∩Ω∗) ≤ k‖∇u‖L2(U∩Ω∗).

Como u = u∗ em U ∩ Ω∗, temos
∫

U∩Ω∗

|u|2∗dx ≤ k(

∫

U∩Ω∗

|∇u|2dx) 2∗

2 . (4.10)

Usando a Z
N invariância e a densidade de C∞

0 (Ω∗) em D1,2
0 (Ω∗), obtemos para todo

u ∈ D1,2
0 (Ω∗)

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2∗dx ≤ k(

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2dx) 2∗

2 . (4.11)

Logo, para qualquer λ > 0, temos

(

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2∗dx)λ ≤ kλ(

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2dx) 2∗

2
λ,

isto é
∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2∗dx ≤ Kλ(

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2dx) 2∗

2
λ(

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2∗dx)1−λ.

Em particular, escolhendo λ = 2
2∗
, obtemos

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2∗dx ≤ K0(

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2dx)(
∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2∗dx) 2∗−2
2∗ .

Daí
∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2∗dx ≤ K0(

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2dx)[ sup
a∈ZN

(

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2∗dx)] 2∗−2
2∗ .
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Como esta desigualdade é válida para todo a ∈ Z
N , obtemos

∫

Ω∗

|u|2∗dx ≤ K0(

∫

Ω∗

|u|2dx)[ sup
a∈ZN

(

∫

B(a,r)∩Ω∗

|u|2∗dx)] 2∗−2
2∗ .

Portanto, segue das hipóteses que,

un → 0 em L2∗(Ω∗).

4.2 Propriedades do Funcional ϕ

Nesta seção estabeleceremos resultados gerais relacionados ao funcional ϕ men-

cionado na introdução. Seja Ω um domínio em R
N e denotemos

X = D1,2
0 (Ω) ×D1,2

0 (Ω),

o espaço de Hilbert munido com o produto interno

((u, v), (u1, v1)) =

∫

Ω

(∇u∇u1 + ∇v∇v1)dx. (4.12)

Consideremos os conjuntos

Y = {(−v, v) ∈ X} e Z = {(u, u) ∈ X}.

Observe que,

X = Y ⊕ Z,

pois, dado (u, v) ∈ X, temos

(u, v) =
1

2
(−(v − u), v − u) +

1

2
(u+ v, u+ gv).

Denotaremos por PY (resp. PZ) a projeção de X sobre Y (resp. Z).

Definindo o funcional

ϕ : X −→ R

(u, v) 7→ ϕ(u, v) =

∫

Ω

[∇u∇v − |u|2∗

2∗
− |v|2∗

2∗
]dx.

Então,

ϕ(u, v) =
‖PZ(u, v)‖2

2
− ‖PY (u, v)‖2

2
− ψ(u, v),

onde

ψ(u, v) =

∫

Ω

[
|u|2∗

2∗
+

|v|2∗

2∗
]dx.
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Lema 4.4 O funcional ψ ∈ C1(Ω) e é fracamente sequencialmente semicontínuo infe-

riormente. Além disso, dados (u, v), (w, z) ∈ X, temos

〈ϕ′(u, v), (w, z)〉 =

∫

Ω

[∇u∇z + ∇v∇w − |u|2∗−2uw − |v|2∗−2vz]dx.

Demonstração. Na Proposição 2.3 mostramos que ψ ∈ C2(Ω). Agora, dados (un) ⊂
D1,2

0 (Ω) e u ∈ D1,2
0 (Ω) tais que un ⇀ uem D1,2

0 (Ω). Das propriedades de convergência

fraca (veja [3]), temos ‖un‖ limitada. Da imersão contínua

D1,2
0 (Ω) →֒ L2∗(Ω),

segue que (un) é uma seqüência limitada em L2∗(Ω). Sendo L2∗(Ω) um espaço reflexivo,

existe uma subseqüência (unj
) ⊂ (un) tal que

unj
⇀ u0 em L2∗(Ω).

Então, para todo ξ ∈ C∞(Ω), temos

−
∫

Ω

u0∆ξdx = − lim

∫

Ω

unj
∆ξdx = lim

∫

Ω

∇unj
∇ξdx =

=

∫

Ω

∇u∇ξdx = −
∫

Ω

u∆ξdx.

Logo, pelo Lema de Du Bois-Raymond, concluímos que

u = u0 q.t.p em Ω.

Uma vez que, para toda subseqüência pode-se obter uma sub-subseqüência que

converge fraco para u em L2∗(Ω), temos pela Proposição C.12 que

un ⇀ u emL2∗(Ω).

Portanto, por propriedade de convergência fraca, temos

lim inf ‖un‖L2∗ (Ω) ≥ ‖u‖L2∗ (Ω).

Analogamente mostramos que, se vn ⇀ v em D1,2
0 (Ω) implica em

lim inf ‖vn‖L2∗ (Ω) ≥ ‖v‖L2∗ (Ω).

Portanto,

(un, vn) ⇀ (u, v) emX ⇒ lim inf ψ(un, vn) ≥ ψ(u, v).
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Além disso, observe que

lim
t→0

1

t

∫

Ω

[∇(u+ tw)∇(v + tz) −∇u∇v]dx = lim
t→0

1

t

∫

Ω

[t(∇u∇z + ∇w∇v) +

+ t2∇w∇z]dx.

Logo,

lim
t→0

1

t

∫

Ω

[∇(u+ tw)∇(v + tz) −∇u∇v]dx =

∫

Ω

[∇u∇z + ∇w∇v]dx. (4.13)

Uma vez que,

〈ϕ′(u, v), (w, z)〉 = lim
t→0

ϕ(u+ tw, v + tz) − ϕ(u, v)

t
.

Temos pela Proposição 2.3 e pela identidade (4.13) que

〈ϕ′(u, v), (w, z)〉 =

∫

Ω

[∇u∇z + ∇v∇w − |u|2∗−2uw − |v|2∗−2vz]dx.

Lema 4.5 A aplicação ψ′ é fracamente sequencialmente contínua.

Demonstração. Suponha que (un, vn) ⇀ (u, v) em X. Então, como já vimos ante-

riormente, (un) e (vn) são limitadas em L2∗(Ω), e portanto (|un|2∗−2un) e (|vn|2∗−2vn)

são limitadas em L
2∗

2∗−1 (Ω). Sendo L
2∗

2∗−1 (Ω) um espaço reflexivo, existem (|unj
|2∗−2unj

),

(|vnj
|2∗−2vnj

), u1, u2 ∈ L
2∗

2∗−1 (Ω), tais que

|unj
|2∗−2unj

⇀ u1

e

|vnj
|2∗−2vnj

⇀ u2,

ou seja
∫

Ω

|unj
|2∗−2unj

wdx→
∫

Ω

u1wdx, ∀w ∈ L2∗ (4.14)

e
∫

Ω

|vnj
|2∗−2vnj

zdx→
∫

Ω

u2zdx, ∀z ∈ L2∗ . (4.15)

Pelo Lema 4.1, temos

un → u e vn → v em L2
loc(Ω).
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Desta forma, (
|unj

|2∗

2∗
) é limitada em L1 e

|unj
|2∗

2∗
→ |u|2∗

2∗
q.t.p em Ω. Então segue do

Teorema C.4 que
|unj

|2∗

2∗
⇀ |u|2∗

2∗
em L1(Ω). Logo,

∫

Ω)

|u|2∗−2uwdx = −
∫

Ω)

|u|2∗

2∗
w′dx = − lim

∫

Ω

|unj
|2∗

2∗
w′dx.

Ou ainda
∫

Ω)

|u|2∗−2uw = lim

∫

Ω)

|unj
|2∗−2unj

wdx

De (4.14) segue que
∫

Ω)

|u|2∗−2uw =

∫

Ω)

u1w.

Pelo Lema de Du Bois- Raimond, temos

u1 = |u|2∗−2u, q.t.p.

Analogamente mostramos que

u2 = |v|2∗−2v, q.t.p.

Portanto, usando a Proposição C.12, temos para todos w, z ∈ C∞
0

∫

Ω

[|un|2
∗−2unw + |vn|2

∗−2vnz]dx→
∫

Ω

[|u|2∗−2uw + |v|2∗−2vz]dx,

ou seja

〈ψ′(un, vn), (w, z)〉 → 〈ψ′(u, v), (w, z)〉.

Além disso, (ψ′(un, vn)) é limitada em X, pois pela Desigualdade de Hölder temos

|〈ψ′(un, vn), (w, z)〉| ≤ ‖|un|2
∗−2un‖

L
2∗

2∗−1
‖w‖L2∗ + ‖|vn|2

∗−2vn‖
L

2∗

2∗−1
‖z‖L2∗ .

Logo,

‖ψ′(un, vn)‖ ≤ sup
‖(w,z)‖=1

|〈ψ′(un, vn), (w, z)〉| ≤ ‖|un|2
∗−2un‖

L
2∗

2∗−1
+‖|vn|2

∗−2vn‖
L

2∗

2∗−1
‖ ≤ K.

Sendo X um espaço reflexivo, existe (ψ′(unj
, vnj

)) tal que

ψ′(unj
, vnj

) ⇀ (w1, w2) em X.

Assim,

〈ψ′(unj
, vnj

), (w, z)〉 → 〈(w1, w2), (w, z)〉.
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Por outro lado,

〈ψ′(unj
, vnj

), (w, z)〉 → 〈ψ′(u, v), (w, z)〉.

Portanto,

(w1, w2) = ψ′(u, v).

Usando novamente a Proposição C.12, concluímos que ψ′(un, vn) ⇀ ψ′(u, v).

Agora, mostraremos que o funcional ϕ satisfaz a hipótese (3.15) do Corolário

devido a Kryszewski e Szulkin (Corolário 3.9). Fixemos (z, z) ∈ Z tais que ‖(z, z)‖ = 1.

Lema 4.6 Existe r > 0 tal que

b = inf
(u,u)∈Z

‖(u,u)‖=r

ϕ(u, u) > 0 = min
(u,u)∈Z

‖(u,u)‖≤r

ϕ(u, u).

Além disso, existe ρ > r tal que

max
M0

ϕ = 0 e d = sup
M

ϕ < +∞.

Onde M e M0 são os conjuntos definidos na Seção 3.3 do Capítulo 3.

Demonstração. Dado (u, u) ∈ Z, temos

ϕ(u, u) =

∫

Ω

[|∇u|2 − 2|u|2∗

2∗
]dx =

‖(u, u)‖2

2
−

‖(u, u)‖2∗

L2∗ (Ω)×L2∗ (Ω)

2∗
.

Da imersão contínia, D1,2
0 (Ω) →֒ L2∗(Ω), obtemos

ϕ(u, u) ≥ ‖(u, u)‖2

2
− C‖(u, u)‖2∗ ,

então existe r > 0 tal que

b = inf
(u,u)∈Z

‖(u,u)‖=r

ϕ(u, u) > 0 = min
(u,u)∈Z

‖(u,u)‖≤r

ϕ(u, u).

Agora, observe que em Y , temos

ϕ(−v, v) = −
∫

Ω

|∇v|2dx− 2

2∗

∫

Ω

|v|2∗dx,

ou seja

ϕ(−v, v) = −‖(−v, v)‖2

2
− 2

2∗

∫

Ω

|v|2∗dx ≤ 0.
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Por outro lado,

ϕ((−v, v) + λ(z, z)) =

∫

Ω

[∇(−v + λz)∇(v + λ) − | − v + λz|2∗

2∗
− |v + λz|2∗

2∗
]dx.

Daí,

ϕ((−v, v)+λ(z, z)) = −1

2
‖(−v, v)‖2+

λ2

2
‖(z, z)‖2− 1

2∗
(‖−v+λz‖2∗

L2∗ (Ω)+‖v+λz‖2∗

L2∗ (Ω)).

Como,

(‖ − v + λz‖2∗

L2∗ (Ω) + ‖v + λz‖2∗

L2∗ (Ω)) ≥ 22∗λ2∗‖z‖2∗

L2∗ (Ω) ≥ λ2∗‖(z, z)‖2∗

L2∗ (Ω)×L2∗ (Ω),

e

‖(z, z)‖ =
‖(z, z)‖L2∗ (Ω)×L2∗ (Ω)

‖(z, z)‖L2∗ (Ω)×L2∗ (Ω)

≤ C.‖(z, z)‖L2∗ (Ω)×L2∗ (Ω).

Então,

ϕ((−v, v) + λ(z, z)) ≤ −1

2
‖(−v, v)‖2 +

λ2

2
− Cλ2∗ . (4.16)

Para w ∈ Y ⊕ R(z, z), temos

ϕ(w) → −∞, desde que ‖w‖ → +∞.

Com efeito,

‖w‖2 = ‖(−v + λz, v + λz)‖2

= ‖(−v, v)‖ + λ2‖(z, z)‖2

= ‖(−v, v)‖2 + λ2.

Logo,

‖w‖ → +∞ ⇒ λ→ +∞.

Da inequação (4.16), temos

ϕ(w) ≤ −1

2
(‖(−v, v)‖2 + λ2) + (λ2 − cλ2∗).

Observe que,

0 ≤ (λ2 − Cλ2∗) < +∞, se 0 ≤ λ ≤ (
1

C
)1/(2∗−2) e

( λ2 − Cλ2∗) < 0, se λ > (
1

C
)1/(2∗−2).
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Desta forma,

ϕ(w) → −∞, sempre que ‖w‖ → +∞.

Assim, existe ρ > r > 0 tal que

‖w‖ ≥ ρ⇒ ϕ(w) < 0.

Para este ρ fixado definimos o conjunto M0. Então se w ∈ 0 temos uma das seguintes

possibilidades:

• ‖w‖ = ρ e λ ≥ 0 ⇒ ϕ(w) < 0, ou

• ‖w‖ ≤ ρ e λ = 0 ⇒ ϕ(w) = ϕ(−v, v) ≤ 0.

Além disso, como ϕ(0, 0) = 0, concluímos que

max
M0

ϕ = 0.

Por outro lado, mostraremos que a imagem por ϕ de um conjunto limitado é

limitada. desta forma, sendo M um conjunto limitado, temos ϕ(M) é limitado e

portanto,

d = sup
M

ϕ < +∞.

Então, fixado K > 0, considere o conjunto

AK = {(u, v) ∈ X; ‖(u, v)‖ ≤ K}.

Observe que para qualquer (u, v) ∈ AK , temos

|ϕ(u, v)| = |
∫

Ω

[∇u∇v − |u|2∗

2∗
− |v|2∗

2∗
]dx| ≤

∫

Ω

|∇u∇v − |u|2∗

2∗
− |v|2∗

2∗
|dx.

Pela Desigualdade Triângular, obtemos

|ϕ(u, v)| ≤
∫

Ω

|∇u∇v|dx+
1|u|2∗

2∗
‖(u, v)‖2∗

L2∗ (Ω)×L2∗ (Ω).

Da Desigualdade de Schwarz, obtemos

|ϕ(u, v)| ≤
∫

Ω

|∇u| |∇v|dx+
1|u|2∗

2∗
C2∗

1 ‖(u, v)‖2∗ ≤ 1

2

∫

Ω

(|∇u|2 + |∇v|2)+K1‖(u, v)‖2∗ .

Daí,

|ϕ(u, v)| ≤ ‖(u, v)‖
2

+K1‖(u, v)‖2∗ ≤ K

2
+K1K

2∗ .

Concluindo nossa afirmação.
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Lema 4.7 Existem c ∈ [b, d] e uma seqüência limitada ((un, vn)) ⊂ X tal que

ϕ(un, vn) → c e ϕ′(un, vn) → 0. (4.17)

Demonstração. Segue do Corolário do Teorema do Linking Generalizado (Corolário

3.9 ) e dos Lemas 4.4-4.6 que existem c ∈ [b, d] e uma seqüência ((un, vn)) ⊂ X

satisfazendo (4.17). Então, falta mostrarmos que a seqüência ((un, vn)) é limitada.

Observe que,

ϕ(un, vn)− 1
2

〈ϕ′(un, vn), (un, vn)〉

=

∫

Ω

[∇u∇v − |un|2∗

2∗
− |vn|2∗

2∗
− 1

2
(2∇un∇vn − |un|2

∗ − |vn|2
∗

)]dx

= µ(‖un‖2∗

L2∗ (Ω) + ‖vn‖2∗

L2∗ (Ω)), (4.18)

onde µ = (1
2
− 1

2∗
). Como ϕ(un, vn) → c e ϕ′(un, vn) → 0, temos para todo ǫ > 0 e para

n ∈ N suficientemente grande temos

‖ϕ′(un, vn)‖ < ǫ e c− ǫ < |ϕ(un, vn)| < c+ ǫ.

Uma vez que

|ϕ(un, vn)− 1
2

〈ϕ′(un, vn), (un, vn)〉|

≤ |ϕ(un, vn)| + 1

2
|〈ϕ′(un, vn), (un, vn)〉|

≤ |ϕ(un, vn)| + 1

2
‖ϕ′(un, vn)‖‖(un, vn)‖. (4.19)

Temos também,

|ϕ(un, vn)− 1
2

〈ϕ′(un, vn), (un, vn)〉|

≥ |ϕ(un, vn)| − 1

2
|〈ϕ′(un, vn), (un, vn)〉|

≥ |ϕ(un, vn)| − 1

2
‖ϕ′(un, vn)‖‖(un, vn)‖. (4.20)

De (4.18)- (4.20), obtemos

c+ ǫ+ ǫ‖(un, vn)‖ ≥ µ(‖un‖2∗

L2∗ (Ω) + ‖vn‖2∗

L2∗ (Ω)) ≥ c− ǫ− ǫ‖(un, vn)‖. (4.21)

Por outro lado,

‖Q(un, vn)‖− ǫ ‖Q(un, vn)‖

≤ |‖Q(un, vn)‖2 − 1

2
〈ϕ′(un, vn, un + vn)〉|.
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Ou seja,

‖Q(un, vn)‖− ǫ ‖Q(un, vn)‖

≤
∫

Ω

[(|un|2
∗−2un + |vn|2

∗−2vn)(
un + vn

2
)]dx

≤
∫

Ω

|un|2
∗−1|un + vn

2
|dx+

∫

Ω

|vn|2
∗−1vn|

un + vn

2
|dx.

Da Desigualdade de Hölder, obtemos

‖Q(un, vn)‖− ǫ ‖Q(un, vn)‖

≤ (‖un‖2∗−1
L2∗ (Ω)

+ ‖vn‖2∗−1
L2∗ (Ω)

)‖un + vn

2
‖L2∗ (Ω)

≤ ‖Q(un, vn)‖L2∗ (Ω)×L2∗ (Ω)(‖un‖2∗−1
L2∗ (Ω)

+ ‖vn‖2∗−1
L2∗ (Ω)

).

Pela imersão contínua D1,2
0 (Ω) →֒ L2∗ ,segue que

‖Q(un, vn)‖− ǫ ‖Q(un, vn)‖

≤ K‖Q(un, vn)‖(‖un‖2∗−1
L2∗ (Ω)

+ ‖vn‖2∗−1
L2∗ (Ω)

).

Analogamente,

‖P (un, vn)‖− ǫ ‖P (un, vn)‖

≤ K‖P (un, vn)‖(‖un‖2∗−1
L2∗ (Ω)

+ ‖vn‖2∗−1
L2∗ (Ω)

).

Somando as duas inequações anteriores, obtemos

‖Q(un, vn)‖ + ‖P (un, vn)‖ − 2ǫ ≤ 2K(‖un‖2∗−1
L2∗ (Ω)

+ ‖vn‖2∗−1
L2∗ (Ω)

).

Note que,

‖(un, vn)‖ = ‖P (un, vn) +Q(un, vn)‖ ≤ ‖Q(un, vn)‖ + ‖P (un, vn)‖,

e pela convexidade da aplicação x 7→ |x|2∗/(2∗−1), temos

2K(‖un‖2∗−1
L2∗ (Ω)

+ ‖vn‖2∗−1
L2∗ (Ω)

) ≤ 2K(‖un‖2∗

L2∗ (Ω) + ‖vn‖2∗

L2∗ (Ω))
(2∗−1)/2∗ .

Da inequação (4.21) obtemos

2K(‖un‖2∗−1
L2∗ (Ω)

+ ‖vn‖2∗−1
L2∗ (Ω)

) ≤ 2K(
c+ ǫ

µ
+
ǫ

µ
‖(un, vn)‖)(2∗−1)/2∗ .
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Logo,

2K(‖un‖2∗−1
L2∗ (Ω)

+ ‖vn‖2∗−1
L2∗ (Ω)

) ≤ c1 + c2‖(un, vn)‖(2∗−1)/2∗ .

Portanto,

‖(un, vn)‖ − 2ǫ ≤ c1 + c2‖(un, vn)‖(2∗−1)/2∗ .

Desta forma, concluímos que a seqüência ((un.vn)) é limitada emX.

4.3 Demonstração dos Teoremas Principais

Nesta seção apresentaremos as demonstrações dos principais resultados deste ca-

pítulo, que são os Teoremas 4.1 e 4.2.

Primeiramente, estudaremos a existência de solução não-trivial para o seguinte

sistema de equaçõesde Poisson acopladas:


















−∆u = |v|2∗−2v,

−∆v = |u|2∗−2u,

u, v ∈ D1,2
0 (Ω∗),

Uma vez que, esse sistema é hamiltoneano, o funcional energia associado a este sitema

é dado por,

ϕ(u, v) =

∫

Ω∗

[∇u∇v − |u|2∗

2∗
− |v|2∗

2∗
]dx,

e portanto, procurar soluções para (1) é equivalente a procurar os pontos críticos do

funcional ϕ.

Demontração do Teorema 4.1. Considerando Ω = Ω∗. Pelo Lema 4.7, existe

uma seqüência ((un, vn)) ⊂ X limitada, satisfazendo (4.17).

Suponhamos que,

δ1 = lim
n→+∞

sup
a∈ZN

∫

B(a,
√

N)∩Ω∗

|un|2
∗

dx = 0,

e

δ2 = lim
n→+∞

sup
a∈ZN

∫

B(a,
√

N)∩Ω∗

|vn|2
∗

dx = 0.

Segue do Lema 4.3 que un, vn → 0 em L2∗(Ω∗). Recorde que,

c+ ǫ+ ǫ‖(un, vn)‖ ≥ µ(‖un‖2∗

L2∗(Ω∗) + ‖vn‖2∗

L2∗(Ω∗)) ≥ c− ǫ− ǫ‖(un, vn)‖.
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Uma vez que, ((un.vn)) é limitada em X, existe K > 0 tal que

‖(un, vn)‖ ≤ K.

Logo,

c+ ǫ+ ǫK ≥ µ(‖un‖2∗

L2∗(Ω∗) + ‖vn‖2∗

L2∗(Ω∗)) ≥ c− ǫ− ǫK.

Passando ao limite com n→ +∞, obtemos

c+ ǫ+ ǫK ≥ 0 ≥ c− ǫ− ǫK, ∀ǫ > 0.

Portanto,c = 0.O que é absurdo, pois c > b > 0. Então,l devemos ter δ = max{δ1, δ2} >
0.

Afirmação 4.3 Passando a uma subseqüência se necessário, existe an ∈ Z
N tal que

∫

B(an,
√

N)∩Ω∗

(|un|2
∗

+ |vn|2
∗

)dx >
δ

2
.

De fato, considere δ1 ≥ δ2, passando a uma subseqüência se necessário, temos por

propriedade de lim sup

sup
a∈ZN

∫

B(a,
√

N)∩Ω∗

|un|2
∗

> δ1 > 0.

Pela definição de limite, segue que para todo ǫ > 0, existe n0 ∈ N tal que

n ≥ n0 ⇒ sup
a∈ZN

∫

B(a,
√

N)∩Ω∗

|un|2
∗

= 0,

e

sup
a∈ZN

∫

B(a,
√

N)∩Ω∗

|un|2
∗ ∈ (δ1 − ǫ, δ1 + ǫ).

Em particular, se considerarmos ǫ = δ1
2
, temos

n ≥ n0 ⇒ sup
a∈ZN

∫

B(a,
√

N)∩Ω∗

|un|2
∗

>
δ1
2
.

Por propriedde de supremo, existe an ∈ Z
N tal que

∫

B(an,
√

N)∩Ω∗

|un|2
∗

>
δ1
2

=
δ

2
.

Logo,
∫

B(an,
√

N)∩Ω∗

(|un|2
∗

+ |vn|2
∗

)dx >
δ1
2

+

∫

B(an,
√

N)∩Ω∗

|vn|2
∗

dx ≥ δ1
2

=
δ

2
.
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Procedemos de forma análoga se δ2 ≥ δ1.

A seqüência ((ûn, v̂n)) definida por ûn = un(x+ an) e v̂n = vn(x+ an) é tal que

∫

B(0,
√

N)∩Ω∗

(|ûn|2
∗

+ |v̂n|2
∗

)dx >
δ

2

e satisfaz (4.17). Passando a uma subseqüência , se necessário, temos

(ûn, v̂n) ⇀ (u, v) em X.

Pelo Lema 4.1 temos ûn → u e v̂n → v em L2
loc(Ω∗). Portanto, (u, v) 6= 0.

Por fim, a continuidade sequencialmente fraca de ∇ϕ implica em

0 ≤ ‖∇ϕ(u, v)‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖∇ϕ(un, vn)‖ = 0.

Consequentemente, (u, v) é uma solução não-trivial de (1).

Agora, estudaremos o senginte problema em Ω∗∗ = R
l×ω∗∗ um domínio cilíndrico,

com ω∗∗ um domínio limitado em R
N−l e 1 ≤ l ≤ N − 1:



















−∆u = γv|v|2∗−2v,

−∆v = λu|u|2∗−2u,

u, v ∈ H1
0 (Ω∗∗),

onde 0 < γ, λ < λ1(Ω∗∗), com λ1(Ω∗∗) sendo a melhor constante na Desigualdade de

Poicaré.

Consideremos X = H1
0 (Ω∗∗) × H1

0 (Ω∗∗), da Desigualdade de Poincaré obtemos

que a norma usual de X é equivalente a norma induzida pelo produto interno definido

em (4.12). Considere também os conjuntos

Y = {(−v, v) ∈ X} e Z = {(u, u) ∈ X}.

e denotemos por PY (resp.PZ) a projeção ortogonal de X em Y (resp. Z).

Sendo (2) um sistema hamiltoneano então o funcional energia associado a este

sistema e definido por

ϕ1 : X −→ R

(u, v) 7→ ϕ1(u, v) =

∫

Ω∗

[∇u∇v − γu2

2
− λv2

2
− |u|2∗

2∗
− |v|2∗

2∗
]dx.
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Assim, o problema de encontrar soluções para o problema (∗∗) reduz-se a encontrar

pontos críticos do funcional ϕ1. Observe que,

ϕ1(u, v) =
‖PZ(u,v)‖2

2
−

‖PY (u,v)‖2

2
− ψ(u, v) − ψ̂(u, v),

ou seja,

ϕ1(u, v) = ϕ(u, v) − ψ̂(u, v),

onde ψ̂(u, v) =
∫

Ω∗∗
[γu2

2
+ λv2

2
]dx.

Da Proposição 2.3 segue que, ψ̂ ∈ C1(X,R), e procedendo de forma análoga a

que fizemos para ψ, pode-se provar que ψ̂ é fracamente sequencialmente semicontínua

inferiormente e ψ̂′ é fracamente sequencialmente contínua e além disso,

〈ψ̂′(u, v), (w, z)〉 =

∫

Ω∗∗

[γuw + λvz]dx.

O seguinte resultado estabelece a existência de uma seqüência limitada de Palais-

Smale para o funcional ϕ1.

Lema 4.8 Existem c > o e uma seqüência limitada ((un, vn)) ⊂ X tal que

ϕ1(u, v) → c > 0 e ϕ′
1(u, v) → 0. (4.22)

Demonstração. Definamos,

β =
(γ − λ)

2
.

Observe que,

ϕ1(u, u) =
1

2
‖(u, u)‖2 − β

2
‖(u, u)‖L2(Ω∗∗)×L2(Ω∗∗

− 1

2∗
‖(u, u)‖L2∗ (Ω∗∗)×L2∗ (Ω∗∗).

Pela Desigualdade de Poicaré e pelo Teorema de Imersão de Sobolev, existe uma cons-

tante C > 0 tal que

ϕ(u, u) ≥ (
λ1(Ω∗∗) − β

2λ1(Ω∗∗)
)‖(u, u)‖2 − C‖(u, u)‖2∗ .

Então, se considerarmos

0 < r < (
λ1(Ω∗∗) − β

2λ1(Ω∗∗)
)1/(2∗−2),

temos,

b = inf
(u,u)∈Z

‖(u,u)‖=r

ϕ1(u, u) > 0 = min
(u,u)∈Z

‖(u,u)‖≤r

aϕ1(u, u). (4.23)
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Por argumentos análogos aos usados no Lema 4.6, existe ρ > r tal que

max
M0

ϕ1 = 0 e d = sup
M

ϕ1 < +∞. (4.24)

Temos pelo Corolário do Teorema do Linking Generalizado (Coroláro 3.16 a existên-

cia de uma seqüência ((un, vn)) ⊂ X satisfazendo (4.22) para c ∈ [b, d]. Novamente,

devemos provar que esta seqüência é limitada. Vejamos,

ϕ1(un, vn) − 1

2
〈ϕ′

1(un, vn), (un, vn)〉 = ϕ(un, vn) − 1

2
〈ϕ′(un, vn), (un, vn)〉.

Então, como já vimos na demonstração do Lema 4.7

c+ ǫ+ ǫ‖(un, vn)‖ ≥ µ(‖un‖2∗

L2∗ + ‖vn‖2∗

L2∗ ) ≥ c− ǫ− ǫ‖(un, vn)‖.

Sem perda de generalidade, suponhamos λ ≥ γ. Observe que

1

2
|〈ψ̂′(un, vn), (un + vn, un + vn)〉| =

1

2
|
∫

Ω∗∗

[γun(un + vn) + λvn(un + vn)]dx|

=
1

2
|
∫

Ω∗∗

[γu2
n + γunvn + λunvn + λv2

n]dx|

≤ λ

2

∫

Ω∗∗

|u2
n + 2unvn + v2

n|dx.

Logo,

1

2
|〈ψ̂′(un, vn), (un + vn, un + vn)〉| ≤ λ

2

∫

Ω∗∗

|un + vn|2dx,

≤ λ

2
‖un + vn‖2

L2

Pela Desigualdade de Poincaré, obtemos

1

2
|〈ψ̂′(un, vn), (un + vn, un + vn)〉| ≤ λ

2λ1(Ω∗∗)
‖∇(un + vn)‖2

L2

≤ λ

4λ1(Ω∗∗)
‖(un + vn, un + vn)‖2.

Ou seja,
1

2
|〈ψ̂′(un, vn), (un + vn, un + vn)〉| ≤ λ

λ1(Ω∗∗)
‖PZ(un, vn)‖2.

Analogamente, mostramos

1

2
|〈ψ̂′(un, vn), (un + vn, un + vn)〉| ≤ λ

λ1(Ω∗∗)
‖PY (un, vn)‖2.
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Note que,

(
λ1(Ω∗∗ − λ)

λ1(Ω∗∗)
)‖PZ(un, vn)‖2 − ǫ‖PZ(un, vn)‖

≤ |‖PZ(un, vn)‖2 − 1

2
〈ϕ′(un, vn), (un + vn, un + vn)〉|

− 1

2
|〈ψ̂′(un, vn), (un + vn, un + vn)〉|.

Então,

(
λ1(Ω∗∗ − λ)

λ1(Ω∗∗)
)‖PZ(un, vn)‖2 − ǫ‖PZ(un, vn)‖

≤ |‖PZ(un, vn)‖2 − 1

2
〈ϕ′(un, vn), (un + vn, un + vn)〉|

≤ K‖PZ(un, vn)‖(‖un‖2∗−1
L2∗ + ‖vn‖2∗−1

L2∗ ),

ou seja,

(
λ1(Ω∗∗ − λ)

λ1(Ω∗∗)
)‖PZ(un, vn)‖ − ǫ ≤ K(‖un‖2∗−1

L2∗ + ‖vn‖2∗−1
L2∗ ).

Analogamente,

(
λ1(Ω∗∗ − λ)

λ1(Ω∗∗)
)‖PY (un, vn)‖ − ǫ ≤ K(‖un‖2∗−1

L2∗ + ‖vn‖2∗−1
L2∗ ).

Procedendo da mesma forma que fizemos no Lema 4.7, concluímos que ((un, vn)) é

limitada emX.

Demonstração do Teorema 4.2. Seja ((un, vn)) ⊂ X a seqüência limitada

dada no Lema 4.8 e defina

δ1 = lim
n→+∞

sup
x∈Ω∗∗

∫

B(x,1)

|un|2
∗

dx,

e

δ2 = lim
n→+∞

sup
x∈Ω∗∗

∫

B(x,1)

|vn|2
∗

dx.

Repetindo o mesmo argumento usado na prova do Teorema 4.1, temos

δ = max δ1, δ2 > 0,

então, passando a uma subseqüência se necessário, existe xn = (yn, zn) ∈ Ω∗∗ tal que

∫

B(xn,1)

[|un|2
∗

+ |vn|2
∗

]dx >
δ

2
.
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Definindo a seqüência (ûn, v̂n) por

ûn(x) = un(y + yn, z)

e

v̂n(x) = vn(y + yn, z).

Pelo Teorema da Mudança de Variáveis, temos

∫

B((0,zn),1)

[|ûn|2
∗

+ |v̂n|2
∗

]dx >
δ

2
.

e satisfaz a condição (P.S).

Considerando,

R = max
z∈ω∗∗

|z|,

obtemos

B((0, zn), 1) ⊂ B(0, R + 1).

Assim,
∫

B(0,R+1)

[|ûn|2
∗

+ |v̂n|2
∗

]dx >
δ

2
.

Finalmente, passando a uma subseqüência se necessário obtemos

(ûn, v̂n) ⇀ (u, v) em X.

Por um argumento análogo ao usado na demonstração do Teorema 4.1, concluímos que

(u, v) é uma solução não-trivial de (2).



Apêndice A

Teoria do Grau de Brouwer

Neste apêndice definiremos o Grau de Brouwer e apresentaremos os resultados

referentes a esta Teoria de maior relevância no nosso trabalho. As demonstrações dos

resultados a seguir, podem ser encontrados em [2].

Primeiramente, definiremos o grau para o caso regular. Considere Ω ⊂ R
N um

aberto limitado.

Definição A.1 Sejam ϕ ∈ C1(Ω,RN), S = {x ∈ Ω; Jϕ(x) = 0}, onde Jϕ representa

a matriz jacobiana de ϕ e b ∈ R
N , com b 6∈ ϕ(∂Ω)∪ϕ(S). Definimos o grau topológico

de Brouwer da aplicação ϕ em relação a Ω no ponto b, como sendo o número inteiro

deg(ϕ,Ω, b) =
∑

ξi∈ϕ−1({b})
sgn(Jϕ(ξi)), (A.1)

onde sgn é a função sinal que é definida por

sgn(t) =







1, se t > 0

−1, se t < 0.

Afirmação A.2 A soma em (A.1), é finita.

De fato, mostraremos que o conjunto ϕ−1({b}) é finito. Primeiramente, observe

que se x ∈ ϕ−1({b}), temos

Jϕ(x) 6= 0,
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então, em virtude do Teorema da Aplicação Inversa, ϕ é um diferomorfismo de uma

vizinhança U de x sobre uma vinhança V de b.

Tendo em vista que ϕ−1({b}) é fechado em Ω, temos ϕ−1({b}) fechado e limitado

em R
N . Portanto, ϕ−1({b}) é compacto.

Para cada x ∈ ϕ−1({b}), considere a bola Brx
(x) ⊂ Ux. Desse modo,

ϕ−1({b}) ⊂
⋃

x∈ϕ−1({b})
Brx

(x),

isto é, {Brx
(x)}x∈ϕ−1({b}) é um cobertura aberta para o compacto ϕ−1({b}), segue do

Teorema de Borel-Lebesge que podemos extrair uma subcobertura finita dessa cober-

tura de modo que

ϕ−1({b})
k

⋃

j=1

({b})Brj
(xj),

mostrando que ϕ−1({b}) é finito.

A definição de Grau pode ser estendida para uma caso mais geral, onde consi-

deramos ϕ ∈ C(Ω,RN) e b 6∈ ϕ(∂Ω). Para uma descrisão detalhada desse processo,

consulte [??].

No que segue enuciamos os principais propriedades do Grau Topológico de Brouwer:

(P1) Sejam ϕ ∈ C(Ω,RN) e b 6∈ ϕ(∂Ω). Existe uma vizinhança V de ϕ na topologia

C(Ω,RN), tal que para todo ψ ∈ V temos

(i) b 6∈ ψ(∂Ω)

(ii) deg(ϕ,Ω, b) = deg(ψ,Ω, b).

(P2) (Invariância do Grau por Homotopia) Sejam H ∈ C(Ω × [0, 1].RN) e b 6∈
H(∂Ω × [0, 1]). Então, deg(H(·, t),Ω, b) é constante para todo t ∈ [0, 1].

(P3) O grau é constante em componentes conexas de R
N \ ϕ(∂Ω).

(P4)(Aditividade) Seja Ω = Ω1 ∪ Ω2, com Ω1,Ω2 abertos, disjuntos e limitados. Se

b 6∈ ϕ(∂Ω1) ∪ ϕ(Ω2), então

deg(ϕ,Ω, b) = deg(ϕ,Ω1, b) + deg(ϕ,Ω2, b).

Os resultados a seguir são consequência das propriedades anteriores:
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(C1)(Normalização) Seja I a projeção canônica de Ω em R
N , então

deg(I,Ω, b)







1, se b ∈ Ω

0, se b 6∈ Ω.

(C2)(Existência de Solução) Se deg(ϕ,Ω, b) 6= 0, então existe x0 ∈ Ω tal que

ϕ(x0) = b.

(C3) Se b 6∈ ϕ(Ω), então

deg(ϕ,Ω, b) = 0.

(C4) Se deg(ϕ,Ω, b) 6= 0, então existe δ > 0 tal que

Bδ(b) ⊂ ϕ(Ω).

(C5) Se ϕ(Ω) está contido num subespaço próprio de R
N , temos

deg(ϕ,Ω, b) = 0.

(C6)(Excisão) Seja K ⊂ Ω um compacto e b 6∈ ϕ(K) ∪ ϕ(∂Ω). Então,

deg(ϕ,Ω, b) = deg(ϕ,Ω \K, b).

(C7) Seja {Ωi}i∈I uma família de conjuntos abertos contidos em Ω, dois a dois disjuntos,

e b um ponto tal que

ϕ−1(b) ⊂
⋃

i∈I

Ωi.

Então, deg(ϕ,Ωi, b) = 0 exceto de um número finito de índices i ∈ I e mais

deg(ϕ,Ω, b) −
∑

i∈I

deg(ϕ.Ωi, b).

(C8)(Dependência da Fronteira) Suponha que ϕ = ψ em ∂Ω e que ϕ, ψ ∈ C(Ω,RN).

Então, para todo b 6∈ ϕ(∂Ω) = ψ(∂Ω), temos

deg(ϕ,Ω, b) = deg(ψ,Ω, b).
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(C9) Sendo ϕ, ψ ∈ C(Ω,RN), e supondo que Ĥ ∈ C(∂Ω × [0, 1],RN) com,

Ĥ(·, 0) = ϕ|∂Ω e Ĥ(·, 1) = ψ|∂Ω,

tem-se que

deg(ϕ,Ω, b) = deg(ψ,Ω, b).

(C10) (Não-Contração da Bola Unitária) Não existe uma aplicação ϕ : B1(0) −→
∂B1(0), com ϕ|∂B1(0) = I.

(C11) Se N é impar, não existe aplicação

H : SN−1 × [0, 1] −→ SN−1

verificando H(x, 0) = x e H(x, 1) = −1, para todo x ∈ SN−1.

(C12) Se N é impar, não existe aplicação contínua ϕ : SN−1 −→ R
N com ϕ(x) 6= 0 e

(ϕ(x), x) = 0, ∀x ∈ SN−1.

Teorema A.3 (Propriedade de Contração) (veja [15] ) Seja f ∈ C(Ω,RN) tais

que 0 6∈ f(∂Ω). Se existe um subespaço Y de R
N tal que (id− f)(U) ⊂ Y então

deg(f,Ω, 0) = deg(f |Ω∩Y ,Ω ∩ Y, 0).



Apêndice B

Identidade de Pohozaev

Neste Apêndice demonstraremos a Identidade de Pohozaev. Para tanto conside-

raremos Ω um domínio limitado e regular do R
N , N ≥ 3. Con sidere o problema

(P ) :







−∆u = f(u)

u ∈ H1
0 (Ω)

Teorema B.1 Seja f ∈ C1(R,R) e Ω um domínio de R
N , N ≥ 3, limitado e regu-

lar.Dado u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), tal que u satisfaz (P ) temos

1

2

∫

∂Ω

|∇u|2σ · νdσ = N

∫

Ω

F (u)dx− N − 2

2

∫

Ω

|∇u|2dx,

onde ν é o vetor unitário normal exterior a ∂Ω, e F é a primitiva de f .

Demonstração. Segue de (P ) que,

0 = [∆u+ f(u))]x · ∇u.

Observe que,

div(xF (u)) = div(x1F (u), · · · , xnF (u))

=
∂

∂x1

(x1F (u)) + · · · + ∂

∂xN

(xNF (u))

= (F (u) + x1
∂

∂x1

F (u)) + · · · + (F (u) + x1
∂

∂x1

F (u))

= NF (u) + f(u)x · ∇u. (B.1)
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Além disso, após algumas manipulaçôes algébricas, obtemos

div(∇u(x · ∇u) − x
|∇u|2

2
) +

N − 2

2
|∇u|2. (B.2)

Pelo Teorema do Divergente, segue que

∫

∂Ω

[σF (u) + ∇u(σ · ∇u) − σ
|∇u|2

2
] · νdσ =

∫

Ω

div[σF (u) + ∇u(σ · ∇u) − σ
|∇u|2

2
]dx.

De (B.1) e (B.2), temos

∫

∂Ω

[σF (u) + ∇u(σ · ∇u) − σ
|∇u|2

2
] · νdσ =

∫

Ω

div[NF (u) − N − 2

2
|∇u|2]dx.

Como u ∈ H1
0 (Ω) ∩ C(Ω), então u = 0, em ∂Ω. Logo,

F (u) = 0 em ∂Ω.

Uma vez que, ∇u é paralelo a ν, podemos escrever

∇u = (∇u · ν)ν.

Assim,

∫

∂Ω

[∇u(σ · ∇u)]νdσ =

∫

∂Ω

(σ · ∇u)(∇u · ν)dσ

=

∫

∂Ω

(σ · (∇u · ν)ν)(∇u · ν)dσ

=

∫

∂Ω

(∇u · ν)2(σ · ν)dσ

=

∫

∂Ω

|nablau|2(σ · ν)dσ

Portanto,
1

2

∫

∂Ω

|∇u|2σ · νdσ = N

∫

Ω

F (u)dx− N − 2

2

∫

Ω

|∇u|2dx.



Apêndice C

Resultados Ultilizados

No que segue enunciaremos os teoremas que foram ultilizados no decorrer do

trabalho.

Teorema C.1 [15] Suponha que |Ω| <∞, 1 ≤ p, r < +∞, f ∈ C(Ω × R,R) e

|f(x, u)| ≤ c(1 + |u|p/r).

Então, para todo u ∈ Lp(Ω), f(·, u) ∈ Lr(Ω) e o operador

A : Lp(Ω) −→ Lr(Ω)

u 7→ A(u) = f(x, u)

é contínuo.

Definição C.2 [15] No espaço Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), definimos a norma

‖u‖p∧q = ‖u‖p + ‖u‖q.

No espaço Lp(Ω) ⊕ Lr(Ω) definimos a norma

‖u‖p∨q = inf{‖v‖p + ‖w‖q; v ∈ Lp(Ω), w ∈ Lq(Ω) e u = v + w}.

Teorema C.3 [15] Suponha que 1 ≤ p, q, r, s <∞, f ∈ C(Ω × R,R) e

|f(x, u)| ≤ c(|u|p/r + |u|q/s).
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Então, para todo u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), f(·, u) ∈ Lr(Ω) ⊕ Ls(Ω) e o operador

A : Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) −→ Lr(Ω) ⊕ Ls(Ω)

u 7→ A(u) = f(x, u)

Teorema C.4 [15][Brésiz-Lieb] Sejam Ω um subconjunto aberto de R
N e (un) ⊂

Lp(Ω), 1 ≤ p < +∞. Se

a) (un) é limitada em Lp(Ω),

b) un(x) → u(x), q.t.p em Ω, então

lim
n→+∞

(‖un‖p
p − ‖un − u‖p

p) = ‖u‖p
p

Observação C.1 [15] Sob as hipóteses do último Teorema, un ⇀ u em Lp(Ω).

Teorema C.5 [9] Sejam E um espaço de Banach, U ⊂ E um aberto e f : U −→ E

um campo vetorial lipschitziano com constante de Lipschitz K > 0. Dados x0 ∈ U,

0 < a < 1, supondo que

B2a(x0) ⊂ U

e que f é limitado por uma constante L > 0 nesta bola. Se b é um número positivo tal

que b < a/L e b < 1/K, então existe um única aplicação

σ : (−b, b) ×Ba(x0) −→ U

tal que






d
dt
σ(t, x) = f(σ(t, x))

σ(0, x) = x.

Corolário C.6 [9] A aplicação σ definida no Teorema anterior é contínua.

Teorema C.7 (Brézis-Kato) [14] Sejam Ω um domínio de R
N e g : Ω × R −→ R

uma função de Carathéodory tal que para quase todo x ∈ Ω, vale

|g(x, u)| ≤ a(x)(1 + |u|),

onde a ∈ L
N/2
loc (Ω). Se u ∈ H1

loc(Ω) é uma solução da equação

−∆u = g(x, u) em Ω.

Então, u ∈ Lq
loc(Ω) para qualquer q < +∞. Se u ∈ H1

0 (Ω) e a ∈ LN/2(Ω), então

u ∈ Lq(Ω) para qualquer q < +∞



99

Teorema C.8 [7] Seja f ∈ Lp(Ω) com 1 < p < +∞. Então existe um único u ∈
W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) tal que






−∆u = f, em Ω,

u = 0, em ∂Ω.

Além disso, existe c > 0 que não depende de f ou de u tal que

‖u‖2,p ≤ c‖f‖p.

Definição C.9 [10] Uma série de funções fn : X ⊂ R −→ R diz-se normalmente con-

vergente quando existe uma seqüência de constantes an ≥ 0 tais que
∑+∞

n=1 an converge

e |fn(x)| ≤ an para todo n ∈ N e todo x ∈ X.

Teorema C.10 (Teste de Weierstrass) (Veja [10]) Se
∑+∞

n=1 fn é normalmente con-

vergente, então
∑+∞

n=1 |fn| e
∑+∞

n=1 fn são uniformemente convergentes.

Teorema C.11 (Veja [10]) Seja a um ponto de acumulação de X. Se a série
∑+∞

n=1 fn

é uniformemente convergente para f em X e para cada n ∈ N, existe Ln = limx→a fn(x),

então
∑+∞

n=1 Ln converge para limx→a f(x).

Proposição C.12 Dados (un) ⊂ R e u ∈ R. Então, un → u se, e somente se, toda

subseqüência admitir uma sub-subseqüência que converge para u.

Teorema C.13 (Veja [6]) Para todo espaço metrico X as segintes condições são equi-

valentes:

(i) O espaço X é paracompacto.

(ii) Todo cobertura aberta do espaço X tem uma partição da unidade localmente finita

subordinada a ela.

(iii) Toda cobertura aberta do espaço X tem uma partição da unidade subordinada a

ela.

Teorema C.14 (Veja [6]) Em um espaço métrico, para todo compacto K e qualquer

conjunto aberto A contendo K, existe r > 0 tal que B(K, r) ⊂ A.
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Teorema C.15 (Veja [3]) Sejam E e F dois espaços de Banach. Se T é um operador

linear e contínuo de E e F . Então T é contínuo de E pela topologia fraca em F pela

topologia fraca. E reciprocamente.

Teorema C.16 (Veja [3]) Suponha Ω de clase C1. Seja u ∈ Lp(Ω), com 1 < p < +∞.

As segintes propiedades são equivalentes

(i) u ∈ W 1,p
0 (Ω).

(ii) Existe uma constante C talç que

|
∫

Ω

u
∂

∂xi

ϕ| ≤ C‖ϕ‖p′ , ∀ϕ ∈ C1
0(RN) e ∀i = 1, 2, · · · , N.

(iii) A função u(x) =







u(x), x ∈ Ω

0, v ∈ R
N \ Ω.
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