Resumo

Neste trabalho, estudamos um devido a Kryszewi e Szulkin, o qual completa o
bem conhecido resultado devido a Rabinowitz, no sentido que, é possivel considerar
uma decomposi¢ao do tipo X =Y & Z com Y e Z tendo dimensao infinita. Usando
o Teorema do Linking Generalizado acima, iremos provar a existéncia de solugdo nao-
trivial para dois sistemas de equagoes de Poisson acopladas com crescimento critico em

dominios nao-limitados.



Abstract

In this work, we study a Generalized Linking Theorem due Kryszewi and Szulkin,
which complets a well know result due Rabinowitz, in the sense that, it is possible
to consider a decomposition of the type X = Y & Z, with Y and Z have infinite
dimensional. Using the above Generalized Linking Theorem, we prove the existence of
nontrivial solutions to two systems of coupled Poisson equations with critical growth

in unbounded domains.
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Introducao

No Teorema de Linking devido a Rabinowitz, consideramos o espaco de Banach
X =Y & Z e supomos Y um subespago de dimensao finita. No nosso trabalho nos
propomos a demonstrar um Teorema do Linking Generalizado, neste Teorema consi-
deramos o espago X como descrito acima e teremos a grande vantagem dos espagos Y
e Z poderem ter dimensao infinita.

Além disso, aplicaremos o Teorema do linking Generalizado no estudo da exis-
téncia de solucao para os seguintes sistemas de equagoes de Poisson acopladas com

crescimento critico em dominios nao-limitados:

)
—Au = [v]* ",

—Av = |ul? 2y, (1)
u,v € Dy (),

—Au = yv+ > 2,

: (2)

*__
2 2U

—Av = Au+|u
u,v € Hi (),

\

onde Q, e €,, sdo dominios do R nao-limitados que serdao descritos no capitulo 4.
Nosso trabalho esta organizado do seguinte modo: No Capitulo 1, seguindo as
referéncia [15], [12] e [5], demonstramos os principais Teoremas de Minimax, entre ele
o Teorema do Linking devido a Rabinowitz.
No Capitulo 2, baseado em [15], estudaremos a existéncia de solugdo para duas
EDP’s Elipticas, na primeira, o termo nao-linear apresenta crescimento sub-critico. Ja

na segunda, que é um problema similar ao sistema (2), o termo nao-linear apresenta



7

crescimento critico. Mostraremos também, usando a hipotese de 2 ser um dominio
regular, limitado e estrelado com relagao a origem, um resultado ideal quanto a exis-
téncia de solucao para o problema com crescimento critico, veja o Teorema 2.6 e a
Proposicao 2.7.

No Capitulo 3 mostraremos, usando [15] e [8], o Teorema do Linking Generalizado
devido a Kryszewki e Szulkin. Para tanto definiremos uma nova classe de fungoes, as
fungoes admissiveis e construiremos uma Teoria do Grau para esta classe de fungoes.

Por fim, no Capitulo 4, seguindo [4] e usando o Corolario do Teorema do Linking

Generalizado, demonstraremos os Teoremas de Existéncia de Solugao para os problemas

(1) e (2).



Capitulo 1

Teoremas de Minimax

Neste capitulo apresentaremos alguns Teoremas de Minimax, estes terao uma
grande importancia na demonstracao de varios dos pricipais resultados desenvolvidos
em nosso trabalho. Entre os teoremas que apresentaremos, destacamos o Teorema do
Linking, para o qual faremos uma generalizacao no Capitulo 3. Nesse estudo usamos

como principais referéncias [15], [5] e [12].

1.1 Lema de Deformacao

Nessa secao apresentaremos uma versao quantitativa do Lema de Deformagao
para fungoes continuamente diferenciaveis definidas em espacos de Banach. Para tanto

faremos o uso do conceito de Campo PseudoGradiente.

Definicao 1.1 Sejam M um espagco métrico, X um espa¢o de Banach e h : M —
X'\ {0} uma aplica¢io continua. Um campo vetorial pseudogradiente para h em M
€ uma campo vetorial continuo, localmente Lipschitz g : M — X tal que, para todo

ueM
lg(w)]| < 2[[A(w)]]

(h(w), g(w)) > [Ih(u)]*.



9

Lema 1.1 Sob as hipdteses da Definicao anterior, existe um campo vetorial pseudo-

gradiente para h em M.

Demonstragao. Por defini¢ao, para todo v € M

1B} = sup [{(0), 2]

llzll=1
Por propriedades de supremo segue que, para cada ¢ > 0 existe o € X tal que
[(h(v), z0)| > [[A(v)]| — .

Em particular, considerando € = M, existe xy tal que

(o), 7)) > = [IA(0)]|

y 0

note que

loll = 21k lzoll = A < 21h0)

3 3 2
(h(©),y) = SIR@)IAW), 20) > S IR@IZIR@)I = IA@)]*
Como h é continua, existe uma vizinhanca aberta N, de v tal que

lyll < 212wl e (h(w),y) = Ih(w)]]*, Yu € N,. (1.1)

A familia

N ={N,; ve M}

é uma cobertura aberta para M. Como M é um espago métrico, 0 mesmo é paracom-

pacto, veja [6], entao existe uma cobertura aberta localmente finita

mais fina que /. Desta forma, existe y = y; tal que (1.1) é satisfeita para todo u € M;.
Defina em M
pi(u) = dist(u, X \ M,;)
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u pi(u) ,
M= ™

Como cada u € M s6 pertence a um ntmero finito de M/s, segue que as somas em

(1.2)

(1.2) sao finitas. Assim, g(u) é uma combinagdo convexa dos y; que verificam

il < 2[[h(u)ll, Yu € M;

(h(w),y:) > [R(u)]]*, Yu € M;.

Agora, provaremos que g é uma campo pseudogradiente para h em M. Ora, dado

u € X, temos

=S TS ™
dai
p1(w) pn(u)
lg(u)| < S o )Hy |+ +—ij1pj<u)||ywll-
Logo,

Z]'\;l pz(u)
lg(u)|l < 2||h( )HZj-V:lpj(U) 2||h(u)]]

Por outro lado,

p1(u u
(h(u), g(u)) = Nl#(h(w, Y1)+t ZN—()WU), Yn)
Zj:l pj(u) Zj:l pi(u)
>y pilu)
M) |* EF—— = )]
Zj:l pj(u)
Claramente g é uma aplicacao continua, falta mostrarmos que g é localmente Lips-

chitz. Para mostramos este fato, basta provarmos que cada parcela de ¢ é localmente

Lipschitz. Para fixar idéias, concideremos N = 2 e analisemos a parcela

Note que,
) = p1(u) - p1(v)
T =10 = )+ ™ ™ o) + o)™
desenvolvendo
) — pr(u)p1(v) + pr(w)pa(v) — pr(w)pr(v) — pa(u)pr(v)
ft) = 7tv) [p1w) + pa()lp1(0) + pa(0)] &
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o que implica W) Wor(v)
— (o) = P1\U)p2(V) — p2(U)pP1{V
T =T = )+ alllon(0) + ]
Somando e subtraindo p;(v)p2(v), obtemos

Y1

~fly) = p1(w)p2(v) — p1(v)p2(v) + pi(v)p2(v) — pa(u)pi(v)
flu) =) (o1 () + 21 (0) + palo)] b
) gmwwwmmmmo+mwmmw—pmM}%.

[p1(u) + p2(u)][p1(v) + pa(v)]

Consequentemente,
_ p2(v) _
17() = F )= {M@o+WWmew+mwNMW) pi(o)
pi{e) wm»—mwﬂbwm
(i) + 2@ (i (@) + palo)]

Uma vez que, |p1(u) — p1(v)] < ||lu — v]|, temos

1) = F)| = {[ pa(v) o — o]

p1(w) + pa(w)][p1(v) + p2(v)]

p1(v) W
[o1(w) + p2(u)][pr(v) + pa2(v)] e H} ool

Como py(u) + p2(u) > 0, existem a > 0 e uma vizinhanga V,, tal que

p1(v) + p2(v) > a, Yv €V,.

Além disso,
p2(v) plv)
p1(v) + pa(v)” pr(v) + p2(v) ~

Logo,

1

1f(w) = @l = —lyllllu—ll
2
< i) llu = oll, Yu,v € Vi,

Portanto, a aplicacao g é localmente lipschitziana.

No que segue consideraremos os seguintes conjuntos

o' ={ueX; p(u) <d}

Sy ={u € X,dist(u,S) < A}.



12

Lema 1.2 (Lema de Deformagao) Sejam X um espago de Banach, ¢ € C1(X,R),
SCcX,ceReed >0 tais que,

8¢

5 Yu € o 1 ([c — 2¢, ¢+ 2€¢]) N Sas. (1.3)

' ()l =
Entao, existe n € C([0,1] x X, X) tal que
(i) n(t,u) = u, sempre que t =0 ou se u & ¢ ([c — 2¢, ¢ + 2€]) N Sas;
(ii) n(1,¢FNS) C 5
(iii) n(t,-) € wm homeomorfismo;
(iv) |In(t,u) —ul]| <6, Yu e X eVt €0, 1];
(v) p(n(cdot,u)) € nao-crescente, Vu € X;

(vi) p(n(t,u)) <c, Yu € p°NSs, Vte0,1].

Demonstragao. Pelo Lema 1.1 existe um campo vetorial pseudogradiente g
para ¢ em M = {u € X; ¢'(u) # 0}. Denotemos por A e B os seguintes conjuntos:
— (e — 26,c+2d)) N

= Hc—ec+e)NSs

e definamos a aplicacao

v: X — R

B dist(u, X \ A)
v ) = dist(u, X \ A) + dist(u, B)

Observe que, 1 é uma aplicacao continua, localmente lipschitziana , com ¥ = 1

em B ey =0em X\ A. Considere,

f: X — X
0, se ueX\A
—p(u) 2 se  u€ A

llg(w)l>”

u e f()=

Afirmagao 1.2 A aplicagao [ € localmente lipschitziana.
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De fato, para demonstramos nossa afirmacao estudemos os seguintes casos:

1) Se u,v € X \ A, temos
1f(u) = F)l =0 < [lu —v]].

2) Seue X\ Aewve A, temos

1) — )] = )22,

[g(v)][2
Uma vez que, ¥(u) = 0, podemos escrever
1) = F@) = )22 )29y Ly — g
[g(v)]? lg()I[2"  [lg(v)]]

Como u € A, ||g(u)|| > 5 e sendo t localmente lipschitziana, existe uma vizi-

nhanca V,, de v tal que
[(u) = ()] < llu—vl, Vu eV,

Logo,
)
[f(w) = f0)]| < §C|lu — ||, Yu eV,

3) Por fim, se u,v € A, temos

1£@) — F@) = | — )2 1)Ly

FOERRSATOIE
o que implica,
et @) a) g ()
7 =gl = ¢<Mmmu+¢(ﬁamw Y T P!
) OO
o) ~ ol + Il = 7o
Como v é localmente lipschitziana, ja vimos que para existe uma vizinhanca V,,
tal que
1 1)
() = )l < gellu o, Yu e Vi
Por outro lado,
s g i o)
IR~ ToE! < 'k~ HeR!

gw) _ _g(w)  _g(w) _ g(v)

S P " Ta@E T T~ T E"
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Pela Desigualdade Triangular, obtemos

gw)  g(v) gw) g gw)  g()
e g ~ TaE! = @i ~ Tl T s E ~ TawE"
desenvolvendo,
ow) o) oG] P
WM e ~ TP = TawiElg@p! Ol
1
b lo - gl
Dai
W) gl ol S
T2 - Sy < o) — ol +
£ gl — g
1
entao, pela desigualdade triangular
o) __sto 1 )
1

T Tet@ Mgt et 9l
1
bl - gl

g

Como g ¢ localmente lipschitziana e [|g(w)|| > 5%, Vw € A. Entao, pela tltma

desigualdade existe uma vizinhanca V,, tal que

w090 o e

Desta forma concluimos que f é uma aplicacao localmente Lipschitz.

Considere o problema de Cauchy,

so(tu) = flo(t,u)
o(0,u) = u.

(P.C)

Como f ¢ continua, localmente Lipschitziana com || f(u)|| < £ em X. Entdo para cada
u € X o problema (P.C') tem uma tunica solugao o(-,u) definida em R. Além disso, o

é continua em R x X. Veja o Teorema C.5.
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Definamos
n:00,1]xX — X
(t,u) +— n(t,u) = o(8¢,u).

Para ¢ > 0 temos

lo(t,w) = ul = [lo(t, u) = a(0,u)

Do Teorema fundamental do Calculo, segue que

t
d
ot~ ull = | [ -otrwyar]|
0 T

Como o(T,u) ¢ solugao do problema (P.C'), obtemos

lot, u) —ull = ||/Of(U(TaU))dT||

IN

[ 15t wiin
/Ot édT.

5
lo(t.u) = ul < . (1.4)

IN

Portanto,

Temos também, pela Regra da Cadeia

@ (o(tu) = (/o). To(t,u))

Como o(t,u) é solugdo do problema (P.C'), segue que

%¢<a<t,u>> = (P(o(t,w), flo(t,u))

_ <gp’(0’(t, w)), —(o(t, u>>m
B {CAUL) e
a Hg(a(t,U))sz( Lkttt

Da definicao de campo vetorial pseudogradiente, obtemos

i o u _w((j(t?u))
a7 S Qe w) P

Verificagao de (i): Dado u € x \ A, defina

' (o(t, w)|* = ———"—

(1.5)

o(t,u) =u, Vt € 0,1].
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Observe que,

%A(t,u) = 0= f(6(t u))
g(0,u) = u
)

Uma vez que o problema (P.C') tem uma tnica solug¢ao, concluimos que

o(t,u) =0o(t,u) =u, Yu e X \ A.

Portanto,

n(t,u) = o(8et,u) =u, set =0ouseuec X\ A.
Verificagao de (iv): De (1.4) segue que

)
In(t,u) —ul| = ||o(8et,u) —u| < 8—8et =t < 0.
€

Verificagao de (v): De (1.5),concluimos que ¢(o(-,u)) é nao-crescente, para todo

ue X.
Verificagao de (ii): Dado u € ¢“™ N S. Se existir ¢ € [0, 8¢| tal que
o(o(t,u)) <c—e.
Entao,do item (v), temos
o (1(1,)) = (0 (8e,w)) < qplo(t,u) < e — e
Por outro lado, se
o(t,u) € o ([c— e c+¢€), Vt € 0,8,
entdo, o(t,u) € B, pois por (1.4)
fo(tuw) —ull < ot <4
o(t,u) —u|| < —
Y 86 )
ou seja, o(t,u) € Ss.
Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos
8¢ d
plotse )~ plo0.0) = [ Sttt
0

Por (1.5), segue que

plo@eu) splu) =7 | Ploltu))dt,
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dai e pela defini¢ao de 1, obtemos
1 8e
plotsen) < plw -4 [
0

logo
p(o(8e,u)) <c+e—2e=c—e=c—e

Portanto,
pn(lu)) <c—e
Verificagao de (iii): Primeiro, observemos que
o(t,o(s,u)) =o(t+s,u).
Ora, tanto o(t,o(s,u)), quanto o(t + s,u) sao solugdes do problema de Cauchy,

Gotu) = [(o(t,u)
o(0,u) = o(s,u).
Entao, pela unicidade da solugao, segue que

o(t,o(s,u)) =o(t+s,u).

Agora, defina

Note que,
(€ o) (u) = E(o(=8et, u)) = o(8et, o(=8et, u)),
Como o(t,o(s,u)) = o(t + s,u), temos
(Eoy)(u) =&(o(—8et,u)) = 0(8€ — 8¢, u) = o(0,u) = u.
Analogamente,
(Yo &)(u) =u.
Como & e v s@o fungoes continuas, concluimos que 7(t,-) é um homeomorfismo,

para todo t € [0,1].
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Verificagao de (vi): Dado u € ¢°N Ss, temos
p(n(0,v)) = p(u) < c
Se p(u) < ¢, segue do fato de p(n(-,u)) ser nao-crescente que

e(n(t,u)) < e, Vtelo,1].

Por outro lado, se p(u) = c,uma vez que estamos supondo u € Sy, temos u € B.

Por (1.5) e da definigao de %, temos

d —(u) -1
Egp(u) < 1 -1 < 0.

Como ZL¢(o(-,u)) é continua, existe € > 0 tal que
d
EQD(U(T, w)) <0, V7 € (0,€).

Entao
p(o(r,u)) < ¢(a(0,u) = p(u) =c.

Uma vez que, p(o(-,u)) é ndo-crescente para todo t € [0, 1], obtemos
olo(t,u)) < plo(t,u)) < ¢, Vt € [e,1].

Portanto,

e(o(t,u)) <c, Vte (0,1].

1.2 Teoremas de Minimax

Nesta se¢ao estudaremos o principio geral de Minimax e faremos algumas aplica-

coes, entre elas demonstraremos os Teoremas do Passo da Montanha do Linking.

Teorema 1.3 Sejam X um espago de Banach, My um subespago fechado de um espago

métrico M e I'y C C(My, X). Defina

I'= {7 € C(MaX>a 7|Mo € FO}
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Se ¢ € CY(X,R) satisfaz
+00 > ¢ = inf sup ¢(y(u)) > a := sup sup p(yo(u)) (1.6)

Yl weM Y0€lo u€Mo

entao, para todo € € (0,(c —a)/2),6 >0 e~y €T tal que
s&p(woy) <c+e, (1.7)
existe u € X tal que
a) c—2e<pu) <c+2e
b) dist(u,v(M)) < 26
c) ')l < 5.

Demonstragao. Suponhamos que a tese é falsa. Assim as hipotese do Lema 1.2 sao

satisfeitas para S = v(M). Por hipotese, temos
€€ (07 (C - CL)/Q),

entao

c—2€>a. (1.8)

Definamos

6. M — X

u = Bu) =n(1,y(w).
Para todo u € My, e para cada 7o € I'g, temos por (1.6) que
p(r0(u) <a
da desigualdade (1.8), segue que
Yo(u) € ¢ ([e — 2¢, ¢ + 2€]) N Sas.
Pelo item (i) do Lema de Deformagao, temos

Bu) =n(L70(u)) = 70(u),
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logo 3 € I'. Segue de (1.7) que
y(u) € p°t¢, Yu € M.

Pelo item (ii) do Lema de Deformagao, temos

p(Bu) = pn(1,v(uw)) <c—¢ Yue M,

logo

sup (8(u)) < c—¢
ueM

o que contradiz a defini¢ao de c.

Teorema 1.4 Sob as hipdteses do ultimo Teorema, existe uma seqiéncia (u,) C X

satisfazendo
@(un) — C, Spl(un> — 0.

Em particular, se satisfaz a condigcao (PS)., entdo ¢ é um valor critico de ¢.

Demonstragao. Pelo Teorema anterior, para cada € € (0, (c—a)/2) existe u € X
tal que
c—2e < pu) <c+ 2

' ()] < 8e/o.

Para cada n € N considere € = (¢ — a)/2n. Entao, existe u, € X tal que

c—(c—a)/n<p(u,) <c+(c—a)/n

1’ (un)|| < 8(c — a)/nd.

Assim, quando n — +00, temos

c< lim ¢(u,) <c

n—-+o0o

lim |’ (un) || < 0.

n——4oo
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Portanto,

o(u,) — ce ¢ (u,) — 0.

Teorema 1.5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach,

€ CY(X,R), e€ X er >0 sdo tais que |le]| >r e

b:= inf o(u) > ¢(0) > p(e).

[[ul|=r

Se ¢ satisfaz a condigao (PS). com

;= inf t
¢ = Inf max (1)),

I = {y e C([0,1], X); 7(0) =0, 7(1) = e},
entao ¢ € um valor critico de .

Demonstragao. E sulficiente aplicarmos o Teorema anterior com M = [0, 1],

My = {0,1}, To = {70}, 7%(0) = 0 ¢ 30(1) = .

Teorema 1.6 (Teorma do Ponto de Sela) Seja X =Y @© Z um espago de Banach

com dimY < +o00. Defina, para p > 0,
M ={ueY; [jul| < p}

My ={ueY; [lul = p}.

Seja ¢ € CHX,R) tal que

b:= 1IZ1fgp>a:: I%X@.

Se ¢ satisfaz a condigao (PS)., com

:= inf
¢ = inf maxe(y(u))

I = {7 € C(MaX)a 7‘M0 = Zd}?

entao ¢ é um wvalor critico de .
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Demonstracgao. Para aplicarmos o Teorema 1.4 devemos verificar que ¢ > b.

Para tanto, mostraremos que para cada v € I,
Y(M)YNZ # 0.
Logo, existe u € v(M) N Z, tal que

max(p o) = ¢(y(v)) = (u) > infp, ¥y T

Portanto,

c>b.

Denotemos por P a projegao de X sobre Y tal que Pz = {0}. Sey(M)NZ =1,

entao a aplicagao

R: M — M,

R P

[Py(u)]”
¢ uma retracao de M sobre M.
De fato, como y(u) &€ Z, temos Py(u) # 0, Yu € M e portanto, a aplicagdo R

estd bem definida. Além disso, para u € M, segue que

R(u) = p—HPwu)

Pry(u)l
P(u)
1P

p

Pelo Propriedade da nao-contragao da bola unitéaria (Propriedade (C1o) do Apén-

dice A) segue que R nao pode ser uma retracao de M em M,. Portanto,

y(M)N Z # 0.

Agora, demonstraremos o Teorema do Linking, para tanto consideramos X =Y ®
Z, com dimY < +o0o. No Capitulo 3 mostraremos uma generalizagao desse Teorema,

onde nao faremos restri¢oes a dimensao de Y.

Definicao 1.7 Seja S um subconjunto fechado de um espaco de Banach, () uma sub-

variedade de V' com froteira 0Q). Dizemos que exite um linking entre S e 0Q) quando
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1) SN =10
2) Para qualquer h € C(V,V) tal que hlog = id, temos h(Q) NS # 0.

Teorema 1.8 Seja X =Y @& Z um espaco de Banach com dimY < +4oo. Sejam
p>r>0ez€Z tal que ||z|| = 1. Defina

M ={u=y+Xz; |lu|<p, A >0, yeY}
My ={u=y+Xz yeY |ul=per>0oulul| <per=0}

N ={ueZ; [jul =r}.

Seja ¢ € CH(X,R) tal que

b:= 1%fg0>a:: Hjl\%)xgp.

Se ¢ satisfaz a condigcao (PS). com

:= inf
¢ = infmaxo(y(u)

I' = {’7 S C<M7X)7 ’V|M0 = Zd}?
entao ¢ € um valor critico para ¢.

Demonstragao. Para aplicarmos o Teorema 1.4 devemos provar que ¢ > b.

Denotemos por P a projecao de X sobre Y. Note que, para v € T,
Y(M)NN #0 < Ju e M tal que Py(u) =0 e |[(id — P)y(u)| = (1.9)
Defina

¢:[0,p] xB,NY — Y @Rz

Ny) = o\ y) = Py(y+A2) + [|(id — P)y(y + Az)]|=.
Por hipotese, |y, = id. Entao, se u = y + Az € My, temos
(id — P)y(y + \2) = (id — P)(y 4+ A\z) = Az

Assim,

PN\, y) =y + Az,

ou seja, ¢|y, = id.
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Em particular, rz € ¢(My), pois rz € int(M). Desta forma faz sentido falarmos
no grau de Brouwer para a aplicacao ¢ em rz cor relagao a M. Das propriedades (Cs)

e (C1) do Apéndice A, temos
d(¢, M,rz) =d(id, M,rz) = 1.
Da propriedade (C3), existe u € M tal que
o(u) =rz.
Desta forma, mostramos que existe u € M tal que

Py(u) =0

[(id = P)y(u)l| =,

e portanto,

Y(M)NN # 0.

Entao, existe v € N tal que

max(p o) = ¢(y(v)) = p(u) > inf p,

portanto



Capitulo 2

O Caso Escalar

Neste Capitulo estudaremos dois problemas de Dirichlet, o primeiro com o termo
nao-linear apresentando crescimento subcritico e o segundo com o termo nao-linear
apresentando crescimento critico. Este esgundo problema corresponde ao caso escalar
do problema (k%) que estudaremos no Capitulo 4. Nossa referéncia principal para o

desenvolvimento desse capitulo foi [15]

2.1 Funcoes Diferenciaveis

Nesta secao recordaremos algumas nocoes de Diferenciabilidade.

Definicao 2.1 Seja ¢ : U — R onde U é um subconjunto aberto de um espaco de
Banach X. O funcional @ tem uma derivada a Gateaux f € X' em u € U quando,
para todo h € X,

lim %[gp(u +th) — o(u) — (f, th)] = 0.

t—0

A derivada a Gateaur em u € denotada por ¢'(u).
Proposigao 2.2 Se p tem uma derivada a Gateaux continua em U, entio o € C*(U,R).

Demonstragao. Dado h € X segue do Teorema do Valor Médio que existe
0 € [0, 1] tal que
p(u+h) —o(u) = (&' (u+0h), h).
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Definindo,
r(h) = @(u+h) = p(u) = (¢'(u), h)
Entao
T<h) / / h
T = (@' (u=0h) — @' (u), 7).
172l 172l
Ora,
r(h) h
|t < 1w = om = | | < Bt = om -
Assim, a continuidade da derivada a Gateaux implica ]lliné TT = 0, logo ¢ é diferen-

cidvel em U e como suas derivadas sao continuas, temos ¢ € C'(U,R).

Proposicao 2.3 Seja Q um subconjunto aberto de RN e seja2 < p < +o00. O funcional

otw) = [ 1up

¢ de classe C*(LP(Q),R) e

<wm»mzp/hm*mL

Q

Demonstracao. Existéncia da Derivada de Gateaux. Sejam u,h € L*(Q2).

Dados x € Q e 0 < |t| < 1 e definindo

G:R — R
s —  G(s)=|s]’.

Entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0, 1) tal que
|G (u(z) + th(z)) — G(x)| = |G (u(x) + Ath(2))||(u(z) + th(z)) — u(z)],

ou seja,

lu(z) + th(z)[F — Ju(@)I”|/[t] = plu(x) + Ath(z)["~ h(z)],

ou ainda,

lu(z) + th(@)[” — Ju(@)”|/[t] < pllu(@)] + ()P~ |A(z)].

A Desigualdade de Holder implica que

[u@)] + ()P~ |2 (2)] € LN(9).
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Além disso,
[lu(@) + th(z)[” — [u(@)?)/[t| — plu(z)P~*u(z)h(z), quando t — 0.

Logo, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

(¢'(u),h) = p/Q |u|P~2uh dz.

Continuidade da Derivada a Gateaux. Definamos f(u) = p|u|’~?u. Suponha
que u, — u em LP. O Teorema C.1 ou C.3 implica que f(u,) — f(u) em L% onde

g =p/(p—1). Nos obtemos, pela desigualdade de Holder,

(¢ (un) = &' (w), B < {If (un) = f(u)lgllllp,

e entao
6" (un) — &' (W)|| < |If(un) = f(u)|l;, — 0, quando n — oo.

Existéncia da Segunda Derivada a Gateaux. Sejam u, h,v € LP(2). Dados

r€Qel<|t| <1 edefinindo

H-R — R
s = H(s)= f(s)|v(z)].

Entdo, pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0,1) tal que
|H(u(z) + th(x)) — H(u(x))| = [H'(u(z) + Mh(z))[[(u(r) + th(z)) — u(z)],
ou seja,
[f (ul@) + th(z)) = fu(@))]v()|/|t] = p(p — D)u(z) + Xth(2)["~?|h(2)[[v(2)],
ou ainda
[f (u(x) + th(z)) = f(u(@)]v(@)]/[t] < plp = V[Ju(@)] + [h(@)]P~2|h(2)|[v(@)].

Note que

[lu(z)] + [h(z) [P~
[lu(@)] + [h(2)]]

[lu(@)| + [A(@)[]~2| () |v(z)] = (@)l [v(@)];

como [|u(z)| + |h(z)|] > |h(z)|, temos

[u@)] + (@) P~ |h(@)lv()] < [[u(@)] + [2(2)[P o(z)] € L1 Q).
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Além disso,
[F(u() + thx)) — Fu(@)o(@) /[t — p.(p — Dlu(@)P2h(z)o(x), quando ¢ — 0.

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

(¢” (u)h,v) =p(p — 1) /Q u|P2hod.

Continuidade da Segunda Derivada a Gateaux. Definamos g(u) = p(p —
1)|u|P~2. Suponha que u,, — u em LP. O Teorema C.1 ou C.3 implicam que g(u,) —

g(u) em L" onde r = p/(p — 2). Da Desigualdade de Holder, obtemos

(97 (un) = ¢” (w)h, v} < [g(un) = g(w)ll[Allp]lv]lp,

portanto,

167 () — & ()|l < |lg(un) — g(w)], — 0, quando n — oo.

Corolario 2.4 Seja2 <p< +o0o se N =1,2e2<p<2*se N>3. O funcional
¢ € C*(Hy(),R).
Demonstragao. Este resultado segue imediatamente da Imersao de Sobolev,

2<p<+oose N=1,2
2<p<2tse N> 3.

Hy(Q) — LP(Q),

2.2 Problema de Dirichlet Semilinear

Nesta secao consideraremos o problema

— Au+ M+ |ulP?u,

(F1)
u >0, ue HH(Q),

onde € ¢ um dominio de RY. Nosso resultado principal ¢ o seguinte:

Teorema 2.5 Suponha que || < 400 e 2 < p < 2*. Entdo o problema (Py) tem uma

solugao nao-trivial se, e somente se, A > A1 ().
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Observagao 2.1 Uma solugdo ndo-trivial de (P) é uma fungio u € H}(Q), com
u>0e
—/ Auvdr = /[up_l — \ujvdz, Yv € Hj.
Q Q

Observagao 2.2 A constante \(Q) € o primeiro auto-valor de —A em Hy(£2).

Demonstragao. Suponha que u é uma solu¢ao nao-trivial de (P;). Seja e; uma

auto-fungao positiva de —A associada a A\; = A\1(€2). Entao

/\/ueldx: /(up_l—i-Au)eldx Z/Aueldx: —Al/ueldx.
Q Q Q Q

Portanto,

A > —)\1.

Reciprocamente, suponha que A > —\;. Considere ¢; := 1 + min{0,\/\;} > 0,

entao pela Desigualdade de Poicaré
IVull3 + Allullz > e Vullz. (2.1)

Em H{ (), consideremos a norma

lall == \/1Vull3 + A3

De (2.1) segue que esta norma ¢ equivalente a norma usual de H} ().

Pelo Corolaro 2.4, o funcional

w (W)

go(u):/Q[T—i-A?— p |dx

¢ de classe C?(H}(9),R). No que segue verificaremos que as hipoteses do Teorema do

Passo da Montanha sao satisfeitas . A condigdo (PS). seguird do proximo lema. Pelo

Teorema de Imersao de Sobolev, existe co > 0 tal que
[ullp < calfull,

entao,

1 1 1
MWZ—MW—5MW>—

A
b glull* = ull.
p

e portanto, existe r > 0 tal que

b:= inf p(u) > 0= p(0).

l[ull=r
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Seja u € H}(2) com u > 0 em 2. Nos temos, para t > 0,

t2 2 2 v p
pltu) = S ([Vullz + Allullz) ;Hqu-

Como p > 2, existe ty > 0 tal que e = tu, |le]| > r e p(e) < 0.
Desta forma, segue do Teorema do Passo da Motanha que ¢ tem um valor critico,

e portanto o problema

— Au+du= (u")P?

u € Ho(9),

tem uma solucao nao-trivial. Multiplicando a equacao por u~ e integrando em (2,

obtemos
/ |Vu™ |*dx + )\/ |u™|*dx = 0,
Q Q
isto é,
[u”|* = 0.
Portanto,
u =0.

Assim, concluimos que u é solugao de (P).

Lema 2.1 Seja 2 < p < 2%, se A\ > —\; qualquer seqiiéncia (u,) C H () tal que
d:=supp(u,) < +o00, ¢ (u,) — 0
contém uma subseqiiéncia convergente.

Demonstragao. Para n grande, temos

1" (un) | < 2e.

Note que,

I ()l = stup 1), 0y > 1) ]

lol|=1 [ [ —

logo,
(6 () un)| < 2¢[un ]|



Entao,
2¢ 1
d+ —llunll > @(ua) + =@ (un), un)l
p p
1
> @(un) - ];<Sol(un>7“n>
1 1 9 9
z (5~ ]—9)(||Vun||z + Alluall2)
1 1
> (Z_2 2
> (5= Dl

Dai, segue que ||u,|| é limitado.
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Como H}(2) é um espago reflexivo, passando a uma subseqiiéncia se necessério,

temos

U, — u em Hy ().

Devido a imersdo compacta de Hg () em LP(Q), para 2 < p < 2*, temos
u, — u em LP(Q).

Pelo Teorema C.3 temos

[un]"™" = JulP™t em L(Q),

_p_

onde ¢ = o5

Observe que

[ — ul® = (¢ (un) — @' (u), up —u) + /Q[|un|p1 — [ulP ] (up — vn)d
Como
<90,(un) - Spl(u)a Uy — u) — 0,

pois

(@' (un) = &' (w), un — ) = (¢ (un), un) = (&' (tn), u) = (&' (), un) + (&' (w), u).

Por hipotese, temos
(' (n), un), (@' (tn), u) — 0
e como
Uy — U,
obtemos

(@' (), un) = (¢ (u), u).
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Por outro lado, temos pela Desigualdade de Hélder que

| [ ™" = [l (= va)dz] < lunl”™" = ul"lgllun = vall, — 0.
Q

Desta forma, concluimos que

|un, — u|| — 0.

2.3 Nao-Linearidade Critica

Esta secao serd devotada ao estuod do problema

—Au+ = |[u* "2u

(F2)
u>0, ue Hy(Q),

onde € ¢ um dominio limitado de RY, N >3 e A > —\;. Do Corolario 2.4, segue que

Vul? M2 (uh)?
= — d

o funcional

¢ de classe C?(H}(Q2),R). Além disso, consideraremos em H(}(Q) a norma definida por

lall = /117l + Al 3

No que segue consideremos

[Vull3

weti(@) [Ju

g —

2
2*
Lema 2.2 Qualquer seqiiéncia (u,) C Hi () tal que

SN/2
d .= n) <=
sup (u )<=

/
y P (un) - O)
contém uma subseqiiéncia convergente.

Demonstracao. Como ja vimos na demonstracao do Lema 2.1, (||uy||) é limi-

tada. Passando a uma subseqiiéncia se necessario, podemos supor
U, — u, em Hy(Q)
U, — u, em L*(Q)

un () — u(zr) g.t.p em Q.
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Devido a imersao continua H}(Q) — L* (Q), temos (u,) limitada em L? (Q), e

St = [,
Q Q

concluimos que ((u})?~1) ¢ limitada em L*N/N*2(Q)), entdo, a menos de uma sub-

sendo

2%
Y

seqiiéncia temos

(ui-)?‘—l N <u+)2*—1 em L2N/N+2(Q).

Observe que,

(' (up),v) = /Q[Vuan + Mupv — (wh)? "ldz, Yo € HY(Q). (2.2)

n

Como u,, — u em H}(2) e H}(Q) ¢ um espago de Hilbert munido do produto interno

(u,v) :/Vqudaz,
Q

segue do Teorema da Representacao de Riesz que,

(Un,v) — (u,v), Yo € Hy(Q).

Isto é,
/VunVde%/VuVUda:. (2.3)
Q Q
Note que,
/unvdxﬁ/uvd:c (2.4)
Q Q
pois,

|/unvdx—/uvdm| §/|un—u||v|dx
Q Q Q

pelo desigualdade de Holder, temos

]/unvdx — / wodzx| < [|u, — ull2]|v||2 — O.
Q Q
Além disso, segue da definicao de convergéncia fraca que
/(u:)Q*lvd:c — /(u+)2*1vd:c. (2.5)
Q Q
Uma vez que, supomos ¢'(u,) — 0, segue de (2.2)-(2.5) que

/[VUVU + Auv|dx = /(u+)2*_lvd:r, Vv € Hy(92).
Q 0
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Em particular, se considerarmos v = wu, obtemos

olu) = ;/Uwﬁﬂu ——/ do
_ /( 2_1udx——/

= (55l >0 (2.6

Agora, escrevamos
Uy = Up — U,
como (u,) é limitada em L?" (Q) e u,(z) — u(z) ¢.t.p em Q, temos pelo Teorema de
Brézis-Lieb (Teorema C.4)

1 . 1
— [ (w))¥dr = —
Q

1 *
5 ! 5 ( 2 dr + — (:)2d:v+0(1).

2*
passando a uma subseqiiéncia se necessario, podemos supor ¢(u,) — ¢ < d. Veja que,
Jlva]l* 1 / 12
_ = dr =
olw) + V5 - o [ (e
1

= () + 2l — Jull? — (1) + [~ / (w!)? da + / (u")? dz] + o(1)

2*

Logo,

() 1onl” L /Q(u;)% e (2.7)

2 2%

Como (¢'(up), un) — 0, obtemos

loalP — / (o7)? du

= 2 JJul® — o(1) - / (u)? du + / (u") di + 20(1)
= () ) — (P (), w) — (2° — 1)o(1).

Entao,
Jonl? = [ ()7 o (~¢'(w), ) =0
Q

Portanto, podemos supor

fonll? = e [ (o) de b,
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Uma vez que, v, — 0 em L?(Q), segue que

IVvallz — b.
Da definigao de S, temos
IVoall3 = Slvall3.
e entao,
b> SH¥?*,

logo, b = 0 ou b > SN2, Se b=0, acabou. Suponhamos entdo, b > S/2. De (2.6) e
(2.7), obtemos

[

" U |? 1 .
2 P /(U:Lr)2 dx < 90<U> + ” 2” - _/<UTJ{>2 dx.
Q Q

2*

Passando ao limite com n — —+o00, temos

9 — ﬂ <c.
2 2~
Logo,
c*:(%—%)SN”g(%—%)b§c§d<c*,
o que ¢é absurdo. Portanto,
[val* — 0,

implicando que, a menos de uma subseqiiéncia (u,,) é converge para u em Hj (£2).

Teorema 2.6 (Brézis-Niremberg) Seja Q um dominio limitado de RN, com N > 4.

Se =\ < A <0, entao o problema (Py) tem uma solu¢ao nao-trivial.

Demonstracao. E sulficiente aplicarmos o Teorema do Passo da Montanha para

um valor ¢ < ¢*. Segue do proximo lema que existe v € Hg (), nao-negativo e tal que

2
5 <O,

lol*/ 1l

Observe que,

I
0 < maxp(tv) = max §||v|| - ve dx
Q

>0 >0 2%
N/2
(lolP/llvll3.) ™" /N

< SNPIN = (2.8)
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Sendo,
[ R —r
p(u) = 9 g“u 5
Ju]|? 1 :
considerando ¢; como no Teorema 2.5, temos
[Ju]? 1 :

Logo, existe r > 0 tal que

b:= inf p(u) > 0= p(0).

l[ull=r

Também, existe to > 0 tal que |[tev|| > r e p(tov) < 0. Segue de (2.8) que

tt < c".
ey lttov) < c

Entao, segue do Lema 2.2 e do Teorema do Passo da Montanha que ¢ tem um

valor critico ¢ € [b, ¢*). Logo, o problema

—Au+ du = (u)? 1
u € Hy(Q)

tem uma solucao nao-trivial u. Multiplicando a equagao por v~ e integrando obtemos

portanto u é solucao de (Py).

Considere a aplicacao

U:RY — RV

Esté aplicacao é tal que
Ivul _
U

uma demonstragao para isto pode ser vista em [15]. Note que, para A < 0, temos

I _ VUl = AN _ VULl _ o
1U113- 1U113- v

Mas, U & H}(12), entdo é necessério "concentrar"U proximo de um ponto de €2 e depois

?

2
2%

2
2*

mutiplicar pela funcao truncamento.
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Lema 2.3 Sob as hipdoteses do Teorema 2.6, existe uma aplicacdo nao-negativa v €
H} () tal que
o[/ N3 < S.

Demonstragao. Suponhamos que 0 € Q. Considere ¢ € C§°(2) uma fungao
nao-negativa tal que

¢=1em B(0,p),

com p > 0.
Dado € > 0, defina
Ud(z) = €Mz /e)

Apo6s alguns célculos, obtemos

_AUE = (Ue)2 717
Logo,
VU5 = (2.9)
Por outro lado,
VU3 _ e MIVUI3
= =S. 2.10
[0~ N 210
De (2.9) e (2.10), obtemos
SN2 = VU3 =

Para ¢ — 07, temos

IV [2de = / VU dz + O(N-2) = §N/2 1 O(N-2)
9] RN

Ydr = / VU |* dz + O(eY) = SN2 4 O(V)
Q RN

u 2dz = / U 2z + O(eV2)
B(0,p)

N — 2)2|N-2/2 N(N — 2)e2]N-2/2
PRy TS e
B(0,¢) e<|z|<p

Q

v

[2€2]V= 2|
de?|lne| + O(e*, se N = 4)
de? + O(eV72), se N > 5,
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onde d é uma constante positiva. se N=4, obtemos

|| < S? + \dé?|Ine| + O(€?)
ST (52 + O(e?))1/2
S? + \dé?|lne| + O(€e?)
S
< S+ Mde|lne|l ST+ O(?) < S,

<

para e suficientemente pequeno.

Analogamente, se N > 5, temos

lucll* S+ Ade? + O(M?)
T (SR O(EM)
< SHMESEN2 L O(N?) < S,

| e

para € suficientemente pequeno.

Proposicao 2.7 Suponha que o problema (Py) tem uma solugdo nao-trivial, entdo

A > =)\, Além disso, se Q € um dominio reqular, limitado e estrelado, temos \ < 0.

Demonstragao. A primeira parte é andloga ao que fizemos na demonstracao do
Teorema 2.5. Agora, sejam (2 um dominio de RY, como na hipétese e u € H}(Q) tal
que

—Au = au,

com a = u? ~2 — \. Observe que, a € L"/%(Q), pois

/IaIN/Qd:c:/ ju? =2 — AN2dz < c(/ |u|2*+/>\N/2dx) < 4o00.
Q Q Q Q

Pelo Teorema de Brézis-Kato (Teorema C.7), temos
ue LP(Q), Vpell,+0).

Logo,
au € L1(Q),

com q = 5=, onde p > 2* — 1. Do Teorema C.8 temos

u € W1(Q) N HY ()
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e pela regularizacao Bootstrap, veja [1], obetmos
u € C*HQ) N oY Q).

Da Identidade de Pohozaev (Teorema B.1) segue que

1 9 u¥  A?, N -2 9
- . I (- LA
5 | [VuPle)ds |6 =550 - Sl
u? P O N-—-2, .. )
J VG = 50 - S5~ xas

Como (2 é estrelado sobre a origem, temos o.rv > 0 em 0€). Dali, segue que A < 0., Se

A =0, entdo Vu = 0 em 02 e obtemos pelo problema (P)

Oz—/Audxz/uQ*_ldx,
Q Q

e portanto u = 0.



Capitulo 3

Teorema de Linking Generalizado

Neste capitulo iremos generalizar o Teorema do Linking visto no Capitulo 1, aqui

consideraremos X =Y @ Z, mas nao faremos restricao alguma quanto a dimensao do

espago Y. Para realizarmos esta demonstragao precisaremos fazer uso da Teoria do grau

de Kryszewski e Szulkin, que estudaremos na proxima secao. A teoria desenvolvida

neste capitulo tem por referéncia basicamente [8] e [15].

3.1 Teoria do Grau de Kryszewki e Szulkin

Seja (er)ren uma seqiiéncia ortonormal total do espago de Hilbert separavel E e

considere a aplicagao ||| - ||| : £ — R, definida por:
+o00 1
ulll = oel(u ex)],
k=1

onde (+,-) denota o produto interno do espago E. Note que,
ull] < [lull, Vu € E.
Com efeito, pela Desigualdade de Schwarz temos
|(u, ex)| < l[ullllexl] = [Jull.1 = flu].

Entao,
+oo +o0 1

1
lolll = 3 ol el < 3 o lull

k=1 k=1

(3.1)

(3.2)
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ou seja,
+00 1
lelll < Nl 57
k=1
“+o0
Como a série Z o" converge para 1, concluimos que
k=1

ull] < flull-

Desta desigualdade segue que, a aplicagao

esta bem definida. Pode-se provar
também que a aplicagao ||| . ||| define uma norma do espago E.
No que segue, denotaremos a topologia gerada pela norma ||| . ||| pela letra grega

o e todas as referéncias a esta topologia serao feitas usando este simbolo.
Proposicao 3.1 Se (u,) € uma seqiiéncia limitada em E, entao
g
Up — U <= Uy — U.
Demonstragao. Supondo que,
U, — u em F,

temos
<f7un> - <f,U>, Vf e E'.

O Teorema da Representagao de Riesz nos permite identificar £’ com E, desta forma
(v,u,) — (v,u),Yv € E.

Em particular,

(up, —u,ex) — 0, VkeN.

Defina,

Como,

Uy — U,
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existe C' > 0 tal que

[[fun = wll] < C.

Entao,
1
| fr(n)] = |§ (un — u,ex)]],
dai,
1
[fu(m) < S llwn = ullllexl
e portanto,
C

Por sua vez,

+oo

C
k=1
+00
Assim, a série r ¢ normalmente convergente. Entao, pelo Teste de Weierstrass
g
k=1

(C.10) e pelo Teorema C.11 , temos

+00 1

nl_l)r_’l_lOOZQ_kKun u7ek)| =0,
k=1
+o0
pois, Z fr converge uniformemente,e, para cada k € N
k=1

lim fi(n)= lm |(u, —u,ex)| =0.

n—-+o0o n—-+00

. g . TN . . .
Reciprocamente, suponhamos que u,, — u. Como (u,),en € uma seqiiéncia limi-

tada em um espaco reflexivo F, existe uma subseqiiéncia (u,;) C (u,) tal que
Up; — U €em E.

Pela primeira parte da demonstragao, segue que

Ora, por hipétese u, — u, entdo toda subseqiiéncia de {u,} converge para u pela

topologia . Em particular,
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Uma vez que, (F, o) é um espago de Hausdorff, concluimos que

Como, para cada subseqiiéncia {u,,} de {u,} podemos obter uma sub-subseqiiéncia

{un,, } tal que

Up, — U,
Tk
dai,
(Frun, ) — (fou); VS € B,

concluimos pela Proposicao C.12, que
(frun) — (fu); Vf e £

isto é,

Uy — U.

Definicao 3.2 Seja U um conjunto aberto e limitado de E tal que U é o-fechado.

Dizemos que uma aplicagao

€ admssivel quando:
a) 0¢ f(OU);
b) fé o — continua;

c) cada ponto uw € U tem uma o — vizinhanga N, tal que (id— f)(N,NU) estd contido

em um subespaco de dimensao finita do espaco E.

Na demonstragao do Teorema (3.5) mostraremos que para cada v € U fixado a aplicagao
id—v:U — E,

¢ admissivel.
Agora, definiremos o grau para uma aplicacao admissivel.
Seja f uma aplicagao admissivel. Como {0} é um conjunto o-fechdo de E e f

é o-continua, segue que, f~(0) é um conjunto o-fechado de U. Dada uma seqiiéncia
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(u,) C f~1(0) Cc U. Note que, (u,) limitada, pois U ¢ um conjunto limitado. Sendo E
um espago de Banach reflexivo, existe uma subseqiiéncia (u,,) C (u,) tal que
Up;, — uem E.
Da Proposigao 3.1 temos,
U, % wem E.

Como f~1(0) é o-fechado, obtemos

u € f10).

Assim, temos f~1(0) o-compacto em E.
Para cada u € f~1(0), considere a o-vizinhanga de u,N,, tal que (id— f)(N,NU)
esta contido em um subespaco de dimensao finita de E. Note que,
U o)
ue f~1(0)
¢ uma cobertura o—aberta para f~!(0). Da o—compacidade de f~1(0) segue que,

existem uy, ug, ..., u, € f1(0) tais que

n

f0)ycv=J W, n0).

m=1

O conjunto V' é o—aberto e exite um subespaco de dimensao finita F' de E tal que
(id = f)(V) C F.
Observacao 3.1 F = (id — f)(N,, NU) @ (id — f)(Nu, NU) @ ... & (id — f)(Ny, NU).
Definimos o grau da aplicacao admissivel f em 0 com relacao a U por
deg(f,U,0) = degp(f|var,V N F,0); (3.3)
onde degp denota o grau de Brouwer.

Observacao 3.2 Denotando,

dy(u,v) = Jlu—of
e

da(u,v) = |[ju— ]|
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Da desigaldade (3.2) seque que dy refina ds, pois
d - (E,dl) — (E,dg)

¢ contitnua. Logo todo conjunto o—aberto (resp. o—fechado) é aberto pela topologia

usual(resp. fechado). Veja [11].
Proposigao 3.3 A definicio do grau para uma aplicagao admissivel é consintente.

Demonstracgao.
a) Primeiramente, mostraremos que o grau de brouwer da aplicagdo f|ynr em 0 esta
bem definido.
Defina,
f =f ‘VmF-
Observe que,
fO)=f0)cVnkF

J& sabemos que f~1(0) C V, falta mostrar que f~1(0) C F. Ora, dadou € f~1(0),
entao u € V. Assim,

(id = f)(u) € F

ou seja,

u— f(u) € F.

Como f(u) = 0, concluimos que u € F. Uma vez que, f~(0) é compacto em F

e VN F éaberto em F, entao
) cVNF=intg(VNF)
o que implica
0¢& f(Or(V NF)).

Além disso, fé continua, pois sendo F um subespaco de dimensao finita, segue

que a norma ||| - ||| é equivalente a norma usual. Logo,

un—>u:>uni>u:>f(un)i>f(u)=>f(un)—>f(u).

Portanto, faz sentido falarmos em,

degB(f|VmF, VN F, O)
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b) Agora ndés mostraremos que a definicdo do grau para uma aplicacdo admissivel
independe da escolha do subespaco de dimensao finita. De fato, dado G C E um

subespaco de dimensao finita tal que
(id— f)(V) C G.

Definamos,

Pela Propriedade da Contragao (Teorema A.3)

degs(fleinv, G1 NV, 0) = degp(flanv, GNV,0). (3.4)

Aplicando outra vez a Propriedade da contracao
degp(flanv, G1 NV,0) = degs(f|rav, F NV, 0). (3.5)
De (3.4) e (3.5), segue que
degp(flrrv, F NV,0) = degp(|fonv, GNV,0),
ou seja, o grau independe da escolha do subespaco de dimensao finita.

c) Por fim mostraremos que a definigdo do grau para uma aplicacdo admissivel in-
depende da escolha da vizinhanca o—aberta. Com efeito, seja W uma outra

vizinhanga aberta contendo f~1(0) e tal que
(id — f) (W) C F.

Definindo
W, =WulV.

Pelo Teorema da Excisdo (Propriedade (Cg) Apéndice A)
degB(fmeI,F N Wl, O) = degB(meW, Fn VV, O) (36)
Ainda pelo Teorema da excisao

degp(frow,, F N W1,0) = degp(frav, FNV,0). (3.7)
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De (3.6) e (3.7), segue que
degp(fraw, FNW,0) = degp(frav, F N V,0).

Assim, concluimos que a defini¢ao do grau de uma aplicagao admissivel independe

da escolha da vizinhanca oc—aberta .

Definigao 3.4 Uma aplicacio h : [0,1]xU — E é uma homotopia admissivel quando:
a) 0¢& h(]0,1] x oU);
b) h é o — continua;

c) a cada ponto (t,u) € [0,1] x U estd associado uma o—wvizinhanga aberta N,y e um

subespaco W C E tal que dimW < oo e

{v = h(s,0); (5.0) € Ny N ([0,2] x U)} C W,

Teorema 3.5
a) (Normalizagao) Se v € U, entdo deg(id —v,U,0) = 1.
b) (Ezisténcia) Se f é admissivel e deg(f,U,0) # 0 entao 0 € f(U).

c) (Invaridancia por Homotopia) Se h é uma homotopia admissivel entao deg(h(t,-), U, 0)

¢ constante para todo t € [0, 1].

Demonstragao.

a) Primeiramente devemos provar que dado v € U, entdo a aplicacio id —v : U — E

¢ admissivel. Vejamos
(i) Uma vez que,
(id—v)(u) =0<=u—v=0<=u=0,

e v € U, concluimos que 0 & (id — v)(0U).



(ii) Dada uma seqiiéncia (u,) C U tal que
Uy — uem U,

entao,

(id — v)(up) = Up — v > u —v = (id — v)(u).
Portanto, f é o—continua.

(iii) Por fim, para cada ponto u € U,
(1d — (id — v))(u) = v.
Assim, para qualquer vizinhanca N, de u, temos
(id — (id — v)) (N, NU) = {v}.
Visto isso, podemos falar em deg(id — v, U, 0), que por defini¢ao
deg(id — v,U,0) = degp((id — v)|ynr, V N F,0).
Por propriedade do grau de Brouwer, temos
deg(id —v,U,0) = degp(id|ynr, V N F,v) =1,
poisv € VNF.

b) Por definigao,
0 7é deg(fa Uv O) - degB(f|VﬁF7 VN F7 O)

Da Propriedade da Existéncia para o grau de Brouwer segue que,

0e f(VNF)cC fU).
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¢) Uma vez que, h(t,-)~*(0) é c—compacto, a projegao K de h(t,-)~'(0) em U também

¢ o—compacto. Entao existe um subconjunto aberto W de [0,1] x U tal que

0,1]x K CW

e {u—h(t,u), (t,u) € W} esta contido em um subespago de dimensdo finita F.

Como K é compacto existe um subconjunto aberto V' C U tal que

0,1] x K C[0,1] x V C W.
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Dali, segue que

0¢ h([0,1] x H(V N F)).

Logo, h|[0,1}><(vm F) ¢ uma homotopia continua. Por definigao
deg(h(t,-),U,0) = degp(h(t, )|vrr, V N F,0).
Portanto, a invariancia por homotopia do grau de Brouwer implica

deg(h(t,-),U,0) = const.,V t € [0,1].

3.2 Campo Pseudogradiente

Sejam Y um subespaco separavel de um espaco de Hilbert X e Z = Y*. Deno-
taremos por Py : X — Y e P; : X — Z as projecoes ortogonais de X em Y e em

7, respectivamente. Em X definimos a norma

+oo
1
HWMOZ?WMOU%MLE:EEU%U£HD; (3.8)
k=1
onde (ex) ¢ uma seqiiéncia ortonormal total em Y. A topologia gerada por ||| -|||o sera

denotada por 7 e todas as referéncias feitas a esta topologia serao acompanhadas deste
simbolo.
Note que,

[1Pzull < [[fulllo < l[ull

A primeira destas desigualdades é evidente. Agora, pelo que mostramos na Secao 3.1
+00 1
> l(Pruser)]) < (| Prull.

2k:
k=1

Logo,

[llulllo < maz([[Pzull, || Pyull) < [Jull

Proposicao 3.6 Se (u,) C X ¢ limitada, temos

Up — u <= Pyu, — Pyu e Pyu, — Pyu. (3.9)
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Demonstragao. A demonstragao segue da Proposigao 3.1.
Nossa hipotese basica é:
(A) ¢ € CY(X,R) é T—semicontinua superiormente V¢ é fracamente sequencial-

mente continua e existem a < 3 e € > 0 tais que

le' (W) > &, Yu € o™ ([a, B)). (3.10)

Lema 3.1 Sob a hipdtese (A), existem uma T—vizinhanga aberta V- de ©° e um campo

vetorial f 'V — X satisfazendo:
a) f € localmente lipschitziana e T—localmente T—lipschitziana;

b) cada ponto u € V tem uma T—vizinhanca V,, tal que f(V,) estd contido em um

subespaco de dimensao finita do espago X ;
c) m:=sup||f(u)|| < +o0 e (Vp(u), f(u)) >0, Yu e V;
ueV
d) (Ve(u), f(u)) = 1, Vu € o~ ([av, 5]).

Demonstracgao. Inicialmente, definamos

g (e f) — X
L ol = 2V
v I = o

Como, por hipétese, Vi é fracamente sequencialmente continuo, existe uma 7—vizinhanca
aberta N, de v tal que
(Ve(u),g(v)) > 1, Yu € N,. (3.11)

Com efeito, definindo a fungao

¢:N, — R

u — &(u) = (Ve(u), g(v)).
Observe que, £ é T—continua, pois dada uma sequiiéncia (u,) C N, tal que
Up — u = Pyu, — Pyu e Pyu, — Pyu,

ou seja,

-
Up — U = Uy — U.
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Como V é fracamente sequencialmente continua, concluimos que,
un = u = (Vop(u),h) — (Ve(u),h), Yh e X.
Em particular,
un = u = E(un) — &(u).

Uma vez que,

Segue da T—continuidade de £, que existe uma 7—vizinhanga aberta NV, de v tal que

=2>1.

(Vo(u),g(v)) > 1, Yu € N,.

Como, por hipétese, ¢ ¢ T—semicontinua superiormente, segue que N = p~((—o0, @)

é T—aberto. Entao a familia,
N = {N,, a <p(v) < B} U{N}

¢ uma cobertura 7—aberta para ©”. Sendo (¢”,7) um espaco métrico, o mesmo é

paracompacto,veja [6], e portanto, existe uma cobertura T—aberta 7—localmente finita
M — {MZ, 1 S I}

de ¢” que refina N. Definimos entdo a 7—vizinhanca aberta de (?
iel
Considere {)\;, i € I} uma parti¢ao da unidade 7—lipschitziana em (©”, 7) subordinada

a M e defina

f:v — X
u f(u)zz)\i(u)wz‘,

i€l
onde w; é definido da seguinte forma, se M; C N,,, para algum v; € ([, 3]) defini-

mos w; = ¢g(v;), caso contrario w; = 0.

Observagao 3.3 A existéncia desta particio da unidade para (©°,7) € garantida pelo

Teorema (C.13).
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Verificagao de a): Como as fungdes \; : V' — R sdo 7—lipschitzianas para todo

1 € I. Entao, para cada i € [ existe L; > 0 tal que
|Ai(ur) — Ni(u2)| < Lil|jur — usal|] < Liflug — uz||, com uy,ug € V.

Da definicao de particao da unidade segue que, para cada v € X fixado, existem

uma 7—vizinhanga e uma quantidade finita de indices {iy, iz, - ,i,} tais que
Vo Nsupp(N;) # 0 < i € {iy,i9, - ,in}.

Logo, dados uy,us € V,, temos

n

L () = flua)ll = 11D Ny () w, = Y Ny (ua)ws, |

k=1
ou ainda,
1 () = Flua) | = 11D (i () = N () s [,
k=1
dai,
1f (ur) = flu2) | < ) [ (ua) = Aiy (u2))] [l |,
k=1
de onde,
1 (ur) = flu2)ll < ) Liy[[lux — wall] flwi, |-
k=1
Portanto

1f(u1) = fup)l] < CflJur — o] < Cllun — s

Isto é, f é T—localmente T—lipschitziana. Como V,, é uma 7—vizinhanca aberta,
segue da Observacao 3.2 que V, é uma vizinhanca aberta e portanto, f é local-

mente lipschitziana.
Verificagao de b): Para cada u € V existe uma 7—vizinhanga V,, tal que o conjunto
I,.={iel, V,nM; # 0}

é finito, digamos I, = {iy,ds, -+ ,4,}. Portanto, f(V,) é um subespago de X

gerado por no maximo n vetores.

Verificagao de c): Note que,
, (3.12)



pois, se M;, C N,,, temos vy € o ([, A]), logo

k)

IVo(u)|| >,
e portanto
2 2
wi |l = lg(ve)|| = 7577 < =
Caso contrario,
Jwi, || =0
Entao,
£l = 11 sy (@), .
k=1
Assim,
£ )l <D i, (w)fw [,
k=1
da equagao (3.12) obtemos
"2
IF @< D - (w),
k=1
ou ainda,
2 « 2
7l < 237 M) = 2.
k=1
Portanto,
m :=sup || f(u)] < +oc.
ueV
Além disso, para todo u € V, temos
(Veo(u), f(u) = (Ve(u), ) A (u)ws,),
k=1
de onde segue,
(Veo(u), f(w) = > Xin(w)(Vep(u), wiy)-

Pela definigao de w;, temos,

(Vp(u),0) =0, se M; C N

(Veo(u), Wi,) =
(Vo(u), g(vr)) >0, se M;, C N,

Portanto,

(Vo(u), f(u)) > 0.

23
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Verificagao de d): Dadou € ¢ ([, f]), como {);,i € [} ¢ uma partigao da unidade

subordinada a M, temos para cada i € [
supp(A;) C M;.

Da defini¢ao de particao da unidade segue que existe uma colec¢ao finita de indices

{ilu i27 U 7Zn} tais que
u € supp(\;) <= i € {i1,42, - ,in}.

Assim,

u € supp(N;,) C M;,, Vk € {1,2,--- ,n}.

Além disso, para cada i, deve existir um v;, € o !([a, f]) tal que

Mik C va.
Caso contrario teriamos
Mz‘k C N
e portanto,
U € Mika

o que ¢é absurdo.

Desta forma,

u€ N, Vke{1,2,--- ,n}.

Dai segue que,

(Vo(u),g(vg)) > 1, Yk € {1,2,-+- ,n}.

Logo,

n n

(Ve(u), f(w) =Y X (w)(Vep(u), g(vn) > D Ay (u) = 1.

k=1 k=1

Lema 3.2 (Desigualdade de Gronwall) Se a,b>0 e f € C([0,T],R") satifaz

ft)<a + b/tf(s)ds; vt € [0, 7.

Entao,

ft) <ae vt el0,T].
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Demonstracao. Se b = 0 o resultado é 6bvio. Suponhamos b > 0, entao

%(ebt /0 f(s)ds) = —be ™" /0 f(s)ds + e "f(t),

pela hipotese, segue que

S [ s < e [ gisyas + e+ [ sy,

dai
b [ 169 < ac™
—(e s)ds) < ae™™.
dt 0
Assim,
t t
ebt/ f(s)dsg/ ae *ds,
0 0
logo

e—bt/o F(s)ds < —%(e_bt —1) = %(1 — M) (3.13)

Pela hipotese e pela desigualdade (3.13) obtemos,

ft) < a + b3 = 1) = ae.

Agora, consideremos o problema de Cauchy

%U(tau) = _f(TI(t?u))

(P.C):
n(0,u) = u€ P’

Lema 3.3 sob a hipdtese (A), o campo vetorial 1 estd bem definido em RT x ©° e
satisfaz as sequintes propriedades:

a) existe T'> 0 tal que

n(t, ") C %
b) cada ponto (t,u) € [0,T] x ¢° tem uma T—vizinhanga Ny ) tal que
{v—n(s,v); (s,0) € Net,u) N ([0, 7] x ")}
estda contido em um subespaco de dimensao finita de X;

c) n € T—continuo.
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Demonstragao. Pelo Lema (3.1) segue que f é localmente lipschitziana e limitada
em V, entdo para cada u € ¢’ o problema (P.C) admite uma tnica solu¢ao continua

n(-,u), vt € R, veja o Teorema C.5. No que segue consideraremos as solugdes com
t e RT.

Observe que,

@ ottt w) = (Veln(t.u), (e, ),

como 7(t,u) € solugao de (P.C'), temos
ot ) = (Vpln(t,u), —F(n(t, 1)),

dai e pelo item c¢) do Lema (3.1), segue que

%wW@WWZ*%VwWwUMfWQWD)SQ
Portanto, ¢(n(-,u)) é ndo crescente.

a) Dado u € ¢” e escolhendo T' = (8 — «). Se existir ¢ € [0.T] tal que ¢(n(t,u)) < a,

entao, segue do fato de ¢(n(-,u)) ser ndo-crescente que

p((T,u)) < a.
Por outro lado, se n(t,u) € o' ([a, B]), Vt € [0,T], temos
o) = o) + [ ottty
pela regra da cadeia
T
ﬂMﬂU»=¢W)+£A(VMMt@%ﬂMEMDﬁ
Pelo item d) do Lema (3.1), temos

(Veon(t, u)), f(n(t,u))) > 1.

Entao,

e(T,u) <p(u) =T < B—(-a) = a.

b) Dado (tg,ug) € [0,T] x ©”. O conjunto K = n([0,T] x {ug}) é um conjunto com-

pacto, pois é a imagem por uma aplicacao continua de um conjunto compacto,
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logo, K é T—compacto. Para cada v € K existe uma vizinhanca N, tal que f é

lipschtziana em N,. Note que, U N, forma uma cobertura 7— aberta para K.

veK
n

Sendo K T—compacto, existe uma cobertura finita U N,,, onde as vizinhangas
i=1
N,, se intersectam duas a duas. Assim,

KcOijcV

Jj=1

Desta forma, existem k > 0 e r > 0 tais que

wv € | J Ny = If(w) = f(0)] < Ju— |

j=1
e
B(K,r)c|JN, cV.
j=1
Isto é,
U={uveX|llu-Kl|||<r}cV,

u,v € U = ||[f(u) = fF)] < K|Ju— ]|,

e

fU) Cc W, com dim(W) < +o0.
A existéncia de B(K,r) é garantida pelo Teorema (C.14).
Dados § >0t € [0,T] e u € ¢?, com

[Ilw = uoll| <.

Considerando § < re=*T temos, (0,u) € U, pois

(0. 4) = 70, o) | = [ = wol || < re™T <.

Como a aplicagao
(-, w) = n(, uo)ll|

é continua, segue que existe € > 0 tal que

t' € (0,e] = [[In(t',u) — n(t", uo)lll <r.
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Observe também que, se n(s,u) € U, para 0 < s < t. Entao,
n(t, w) =n(t, uo)l[| = [[In(t,u) =n(0,u) +n(0,u) =n(0,u) +1(0, uo) = n(t, uo)l[l,
pela desigualdade triangular temos,
(@t w) = n(t, uo)ll] < [lu —uolll + [[In(£, u) = n(0,w) +n(0,u0) — n(t, uo)lll,
pelo Teorema Fundamental do Calculo, obtemos
b d bd
(e ) = e, wo)ll < = ol + 1 | oo wds = [ Lot walasl
o as o as

do problema (P.C') segue que

[Hn(t, w) = n(t, uo)ll] < IHU—UOHH!H—/O f(??(&U))der/O f(n(s, uo))dsl],

de onde,

[In(t,w) = n(t, uo)ll] < [[lu — uolll +/0 1S (n(s, w)) = f(n(s, uo))lllds,

da escolha de U , obtemos
t
[Hn(t, w) = n(t, uo)ll] < [lfu — uo|l] + k’/ 7 (s, w) = n(s, uo)l[|ds.

0

Entao, segue da Desiguldade de Gronwall que,
[1In(t, ) =0t wo)l|| < [llu — uollle™ < ||Ju — uoll|e™.
Em particular, para § < re %7 obtemos
[0 (t,w) = n(t, uo)ll] <,

de onde segue

n(t,u) € U.
Desta forma, podemos concluir que para todo 0 <t < T e ||[Jlu—upl|| < § < re T,
temos

n(t,u) € U.
Assim,

u—n(t,u) = —/0 %n(s,u)ds = /0 f(n(s,u))ds e W
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c) Seja 0 <d <re * . Se |[||u—wug||| <6, [t —ts] <de0<t<T, temos
n(E, w) = n(to, uo)lll = [lIn(t, w) = n(t, uo) + n(t, uo) — n(to, uo)lll;
da desigualdade triangular temos
7 (t, w) = n(to, wo)lll < [[In(t,w) = n(t, wo)l[| + [[In(t, wo) — n(to, uo)ll,
do Teorema Fundamental do Calculo segue que,
t
i) = o w01 < 1) = e )+ 1 ot s
do problema (P.C') obtemos
t
n(t, w) —n(to, uo)|l] < |[In(t,w) —n(t, uo)ll| + |||/to f(n(s,uo))dsl]],
ou ainda
t
[Hn(t, w) = n(to, uo) [l < |l[n(t, w) —n(t, uo)l +/to [11.f (n(s, uo))lllds.
Assim, segue do item anterior e do item ¢) do Lema 3.1 que
n(t,w) — n(to, uo)||| < 7 +mlt —to] < 6 +md = (e +m)é.

Portanto, n é T—continua.

3.3 Teorema de Linking Generalizado

Nesta secao demosnstraremos o Teorema do Linking Generalizado, como no
Teorema do Linking que demonstramos no Capitulo 2 consideraremos um espago
X =Y ® Z, no entanto nao faremos nenhuma restricao quanto a dimensao dos subes-
pacos Y e Z.

Sejam Y um subespaco separavel de um espaco de Hilbert X e Z = Y*. Sejam
Py: X —YeP;: X — Z as projecoes ortogonais de X em Y e em Z respectiva-
mente. A 7—topologia em X é a gerada pela norma (3.8). Dados p >r >0e z € Z

tal que ||z|| = 1. Definamos
M = {u=y+Azsul <peyeY}
My = {u=y+Xz; yeY,|jul=peA>0ouul| <0e =0}

N = {u€ Z;||ul =r}.
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No préximo teorema consideraremos uma funcao ¢ € C'(X,R) tal que:

¢ &7 — semicontinua superiormente e Vi é fracamente (3.14)

sequencialmente continuo;

b:=infy >0=supyp, d:=supp < +oo. (3.15)
N Mo M

Observagao 3.4 Veremos no Capitulo 4 que existe uma fun¢ao @ com essas proprie-

dades.

Teorema 3.7 (Kryszewski- Szulkin) Se ¢ é como enunciamos anteriormente, exis-

tem c € [b,d] e uma seqiéncia (u,) C X tais que
p(un) = ¢ e ¢'(un) — 0.
Demonstragao.
a) Suponhamos, por contradigao, que existe £ > 0 tal que
¢’ (w)|| > e, Yu€ o H([b—r¢,d+e]). (3.16)
Seja 1 o campo vetorial definido no Lema 3.3. Como
M c gite,
segue do item a) do Lema 3.3 que existe 7' > 0 tal que
(T, M) € "= (3.17)
De (3.14) e (3.16) segue que a hipotese (A) é satisfeita paraa =b—ce f = d+e.

b) Seja U o interior de M em E =Y ®Rz. A topologia induzida em E pela topologia
T & a topologia o gerada pela norma (3.1). Concideremos a aplica¢ao h : [0,T] x

M — FE definida por
h(t,u) = Py(n(t, u)) + (| Pz(n(t, u)|| — 7).

Afirmacao 3.8 h ¢ uma homotopia admissivel, ou seja
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1) 0 ¢ h([0,T] x OM)
2) h é o—-continua

3) para cada ponto (t,u) € [0,T] x U existe uma o—vizinhanca aberta N(t,u) tal
que {v—h(s,v);(s,v) € Ny N([0,T] x U)} estd contido em um subespago

de E com dimensao finita.

De fato,

1) Observe que,
h(t,u) =0 < Py(n(t, u)) + (| Pz(n(t, u)|| =)z =0,

isto é

h(tvu) =0« PY(n(tau» =0e ||PZ(77(t7u))|| = I

Logo,
h(t,u) =0 < n(t,u) € N. (3.18)

Suponhamos, por contradi¢ao, que
0 € h([0,T] x OU).
Entao, existe (t,u) € [0,T] x OU tal que h(t,u) = 0. De (3.18) segue que
n(t,u) € N.
Pela hipotese (3.15) temos
i%fg0:b> O:s;[})cp.

Entao,

0=supp > p(u) = ¢n(0,u)) 2 p((t,u)) 2 b >0,
o que é absurdo.
Portanto,

0 ¢ h([0,T] x dU).

2) Da definigao de h e do item ¢) do Lema 3.3 segue que h é o—continua.
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3) Do item b) do Lema 3.3 segue que para cada (t,u) € [0,7] x U existem uma

o—vizinhanga N,y e um subespaco W de £, onde dimW < +o0, tais que
{v—=n(s,v); (5,v) € Ny N ([0,T] x U)} C W.
Assim, para todo (s,v) € Ny N ([0,7] x U), temos
v —h(s,v) = v—[Pr(n(s,v) + ([ Pz(n(s,v))l —r)z],
logo,
v —h(s,v) = [v = Py(n(s,0))] + [(|1Pz(n(s,v))|| = 7)2] € W & Rz.

Como W @ Rz é um subespaco de dimensao finita de F, concluimos nossa

afirmacao.

Visto isso, segue do Teorema 3.5 que
deg(h(Ta ')7 U> O) = deg(h(07 ')7 Ua 0)7
isto é
deg(h(T,-),U,0) = deg(id — rz,U,0) = 1.

Entao existe u € U tal que
T, u) =

Por (3.18),
n(T,u) € N

e portanto,
p(n(T,u) > b.
Por outro lado, temos por (3.17)
@(n<T7 U)) <b- &,
o que é absurdo.

Portanto, existem ¢ € [b,d] e uma seqiiéncia (u,,) C X tal que

o(uy) — 0 e ¢ (u,) — 0.
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O corolério que enunciaremos a seguir encontra-se no [15], no entanto a demons-
tracao a seguir foi desenvolvida por nos. Vale resaltar também, que este corolario sera

de grande importancia no desenvolvimento do préximo capitulo.

Corolario 3.9 Seja ) € CY(X,R) uma fungdo fracamente sequencialmente semiconti-
nua inferiormente, limitada inferiormente e tal que Vi) € fracamente sequencialmente

continuo. Se

2 2

satisfaz a hipdtese (3.15) entao a conclusao do Teorema 3.7 é vdlida para ¢.

Demonstragao. Iremos mostrar que ¢ satisfaz (3.14), ou seja,
(i) ¢ é T—semicontinua superiormente,
(ii) Ve é fracamente sequencialmente continuo.
Verificagao de (i): Devemos provar que,
o ={x € X;p(x) > r} é 1 —fechado, Vr € R.

Ora, dada uma seqiiéncia(u,,) C ¢, tal que

T

U — U.
Note que, para cada m € N, temos
qum 2 Pyum 2
A L 1

Recorde que,

U = 1 = || Pzun|| — || Pzull.

Entao, existe k; > 0 tal que
| Pyt || < k1, ¥m € N.
Por hipotese, existe ks > 0 tal que
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Entao,
BBl
S5 -5 ke
2 2
Daf,
Pyuy,||*  k?
1Pewl? K,
2 2
ou seja,
[Pyt ||

5 < K, onde K > 0.

Desta forma a seqiiéncia (u,,) é limitada. Logo, segue da Proposigao 3.6 que

U, — u. Sendo, por hipétese, ¢ é fracamente semicontinua inferiormente, temos
) ) )

r < limsup p(un) = @(u).

m—-+00

Portanto, ¢, é T—fechado para todo r € R.
Verificagao de (ii): Note que
(Veo(u),h) = (Pzu,h) — (Pyu,h) — (Vio(u),h), Vh € X.
Temos pelo Teorema C.15

Pyum — Pyu
Uy, — w em X =
Pyu,, — Pgyu;

logo, para todo h € X

(Pyum, h) — (Pyu, h)
(qum, h) — (qu, h)

Além disso, temos por hipdtese, Vi fracamente sequencialmente continuo. En-

tao, concluimos que V¢ é fracamente sequencialmente continuo.

Desta forma, mostramos que ¢ satisfaz as hipoteses (3.14) e (3.15), e portanto o Teo-

rema 3.7 se verifica para ¢.



Capitulo 4

Sistemas de Equacoes de Poisson
Acopladas com Crescimento Critico

em dominios Nao-Limitados

Neste capitulo consideraremos os seguintes sistemas de equagoes de Poisson com
crescimento critico em dominios nao-limitados

—Au = |v

—Av = |ulF 2y,

u,v € Dy* (),

2 727)’

—Au =yv+ v 2

—Av = u+ |ul* 2,
u,v € Hj (D),

onde 2, = RY\ F com F = U (a + w,) para um dominio contendo a origem
acZN

1
we C oy C B(07§)

e Q. = R! X w,, é um dominio cilindrico, com w,, um dominio limitado de RV~  para

I1<I<N-—-1,0<7v, A< A (Q4), onde

A (i) = inf{/ |VulPdz; u € Hy(Q) e / udr = 1}.
Qus

*k
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Nosso obletivo sera demonstrar o seguintes Teoremas:

Teorema 4.1 O problema (1) tem uma solugdo néao-trivial.

Teorema 4.2 Se v, A € (0,\(Q.)), entdo o problema (2) tem uma solu¢ao nao-

trivial.

Nestes dois teoremas quando dizemos solugao estamos nos referindo a solugao no sentido
fraco. Como (1) e (2) tém uma estrutura variacional, suas solugdes sdo os pontos criticos
dos funcionais

i

o(u,v) = /*[VUVU T ?]dx,

2 )\ 2 2% 2*
R A e e e

respectivamente.

4.1 Principais Lemas Técnicos
Consideremos o espagco
DY (RY) = {u € L* (RY); Vu € L*(RN)},
munido com o produto interno

(u,v) = VuVudx
RN

e denotemos a norma associada a este produto interno por ||ul|. O Teorema de Imersao

de Sobolev afirma que a imersao
DLQ(RN) SN LQ* (RN)

¢ continua.
Para um dominio 2 C RY, denotamos por Dé’Q(Q) o completamento de C§° na
norma || - ||. Note que,D"?(RY) = Dy*(RY) e quando valer a Desigualdade de Poincaré,

Dy*() = H(Q).
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Observagao 4.1 A imersio DY*(RY) — L¥ (RY) ndo é compacta.

De fato, considere a aplicagcao

p € C§° com, supp ¢ C B(0,1)

o(x) >0, para |z| <1

Defina, u,(z) = @(x — 2ney). Observe que,
Junll = ([ 190a"1% = [Vl = o] que ¢ timitada em D*(R).
RN

Mas,

|tUn — U |l2s = 2[[p]|2x > 0.

No entanto, temos o seguinte resultado:

Lema 4.1 Se u,, — u em DY*(RY), entio u,, — u em L} (RY).

Demonstragao. Como DV?(RY) «— L2 (RY), existe uma constante C' > 0 tal que

[l < Cllu,

ou seja,
(/ |u|2*dx)2% < C’/ |Vul*dz.
RN RN
Dai,
2
C (Jan [ul)=
Definamos,

C O (fan )=

Para cada R > 0 e u € DV(RY), temos pela Desigualdade de Hélder

/ lu|?dx < [/ lu Q*dx]%* [/ dx].
B(O,R) B(O,R) B(O,R)

/ |ul?dz < 5 [/ \Vul?dz]( Wy RY) .
B(0,R)

B(0,R)

S = inf{ }.

O que implica

Logo,

/ |u|2dxgé/ Vul2da. (4.1)
B(0,R) B(0,R)
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Se u, — u, em DV?(RY), temos por propriedade de convergéncia fraca que |u,|| é

limitado. Da desigualdade (4.1), segue que,
[tnllL2(B0,R)) € 1VunllL2(50,R))
sao limitadas, ou seja, (u,) ¢ limitada em W'?(B(0, R)). Uma vez que,
W'2(B(0, R)) coms L*(B(0, R)),
entao, passando a uma subseqiiéncia se necessario,
u, — v em L*(B(0,R)), YR > 0. (4.2)

Por outro lado, segue do Teorema da Representacao de Riesz, que dado w € C§°(B(0, R)),

temos
(Un, w) = (u, w),
ou seja,
lim Vu, Vw dr = / Vu Vw dx].
n—=+% JpB(0,R) B(0,R)
Assim,
lim U, Aw dr = lim [—/ Vu, Vw dz,
n=+ JB(0,R) n—+oo B(0,R)
dai,
lim u, Aw dx = —/ Vu Vw dx.
=+ JB(0,R) B(0,R)
Logo,
lim U, Aw dr = / u Aw dx. (4.3)
n—=+% JB(0,R) B(0,R)

Em contrapartida, passando a uma subseqiiéncia se necessario, segue de (4.2)

lim Up, Aw dzx = / v Aw dx. (4.4)
B(0,R) B(0,R)

n—-+o0o

De (4.3) e (4.4) segue,

/ qudx:/ v Aw dzx.
B(0,R) B(0,R)

Pelo Lema de Du Bois-Raymond temos,

u=w, q.t.p em B(0,R).
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Portanto,

w, — u em L} (RY).

O seguinte Lema é um corolério em dominios cilindricos de um resultado devido

a Ramos,Wang e Willem em RY, veja [13|

Lema 4.2 (Ramos,Wang and Willem) Sejar > 0. Se (u,) € limitada em H{ ()
e se
sup / lup|? dz — 0, quando n — +oo,
2€Qus J B(a,r)
entio u, — 0 em L? ().
Agora, estabelecermos um resultado anélogo em Dé’Q(Q*).

Lema 4.3 Sejar > /N, e (u,) C Dy*(Q,) uma seqiiéncia limitada. Se

sup / lu,|* dz — 0, quando n — 4o,
aeZN J B(a,r)NQ

entdo u, — 0 em L* (€2,).

Demonstragao. Sejam u € C°(Q,) e a € Z". Devido a invariancia por translagoes

em ZV, isto é

[ = jua),
B(a,r)NQx B(0,r)NQ

podemos supor que a = 0. Denote
U=DB(0,r)\w.
e defina
H:U — RY
r — H(z)=(-14—)z,

Denotemos W = H(U) e V.= W U U. Mostraremos agora que H satisfaz as hipo-
teses do Teorema da Aplicacao Inversa. Para facilitar os calculos, considere N = 2.

Primeiramente, segue da definigao que H € C*°(RY). Além disso,

1 2 2 _ 2rmyxy
JH@) = | T T of
_ 2wy 4 2rz3

|3 lz[  |=®
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Calculando este determinante, obtemos

Fixe € > 0 tal que B(0,¢) C w, e defina

U. =B(0,r+¢)\ B(0,¢).

ﬁ:Ue — RY
2r

]

Das condigoes verificadas anteriormente e do Teorema da aplicagao Inversa segue que,

r — H(x)=(-1+ —)z.

para cada x € U, existem vizinhancas, x € V), C U; e ﬁ(x) € Vo C RY tais que

H:Vi — 1,

¢ um difeomorfismo de classe C™. Note também que, H é injetiva, pois se

temos

(—1+ f;’”‘)

||

ou seja, r e y tém as mesmas diregoes e sentidos. Logo

r=ty, t>0
de onde segue que |z| = t|y|. Dai
2r
by — 1+ m)
2r
(=1+457)
De onde, obtemos
t=1.
Portanto,
x=y.

Desta forma concluimos que,
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¢ um difeomorfismo de classe C* e portanto, H| 7 = H ¢ um difeomorfismo de classe
.
Para cada ¢ € C3°(V), temos pelo Teorema do Divergente

[t @) otads = - [ ole)s i @de + [ ult @)otoas.

ow

Dai,

-1 0 = — $au a T — u(H (z T)v
[ engroe == [ o@araewna — [ u @)oepas

+/ u(H *(x))p(z)vdS.
H(Owy)
Como ¢ € C§°(V), temos

¢(x) =0, Vo € H(Ow,).

Assim,

“x 0 T)ar = — T 0
| it @) ot == [ o

/83(0 | (H '(z))¢(x)vdS. (4.5)

(u(H ™ (2)))dz —

Também pelo Teorema do Divergente, temos

/U u(z) aiiqb(x)dx: _ /U 6(z) aiiu(x)da: + /8 ul)oaas.

Ou ainda,

0 0
/Uu(x)angb(x)dx = —/Ugb(x)axzu(x)dx + /6)B(o,r) u(z)p(z)vdS
—/ u(z)p(x)rdS.
Owsx
Uma vez que, ¢ € C5°(V), temos
o(z) =0, Vo € dw,.

Portanto,

0 0
/Uu(x)axqu(x)dx =— /U gb(m)axlu(a:)dx

—l—/aB(O’T)u(a:M(x)l/dS : (4.6)



72

Definindo,

vV — R

() = u(z), se x € U,
u(H Y(z)), sex € W.

Temos por (4.5) e (4.6)

0 0 0
* — _ H_l . 4.
[ w@gswis = = [ wlgw) + g @hw@lde. @7
Observe que,
/ \Vou(H () |?de = / |Va(uo H ) (x)|*dx.
H(U)

Pelo Teorema da Mudanca de Variaveis, obtemos

| Vol aPde = [ 9,00 @) det () ldy

w U

Ou ainda

/rw rdm—/rw V| det J(H (y))|dy.

Entao pela Regra da Cadeia, segue que

/WIVIU(H‘I(SU))Ide—/UIVyU(y)J(H‘l(I))FIdetJ(H(y))ldy.

Denote,
_ o 0 4 J ..
= (Tl (o @) 3 0), )
Assim,
| Vet @) e = [ [, )Pl det ().
W U
Ou seja,
/ |V u( x))| d:z:—/(x%—f—x%—i—---+x?\,)|detJ(H(y))|dy.
U
Da Desigualdade de Schwarz , temos
0 0 0
2 < 2 ~1 2 g1 oY g 2
2 < V)Pl H @), o Hy @) Hy )P
Assim,
0 0 0
< H L — gt N & 2
| vt @pae < [ 19,u0) |<axl @) g H @) H @)
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Sejam,
¢1 = max | det J(H(y))|
yeU
‘ N o .. 0 1 d 2
Cy = irézg/((; |(8_3:Z-H1 (x), a—%Hz (z), aa_%HN (@))[7)
Entao,

/ \Vou(H ! (2))Pdr < clcz/ |V, u(y))*dy. (4.8)

Observe que u* € L*(V),pois

/|u|dm—/|u |dx—|—/|u 7)) |dz.

como u € L*(U) e

/ u(H |da:—/ (o H)(H(y))P| det J(H(y).

/]u \d:v<cl/]u

ut e LA(V).

ou seja
e portanto,

Temos também,

[ 19acpis = [ [Vau@ldet [Vt @)

De (4.8) segue que,

/V|Vmu*]2da:§/U|qu(x)|2dx+clcg/U]Vyu(y)|2dy:(1+clcg)HquHi2(U)

Assim, concluimos que,

V.ut € LA(V).

De (4.7) e da Desigualdade de Holder, segue que

|/u3: —\/a*
14 Vaz

Do Teorema C.16, obtemos
u* € Hy(V).

ol 2 v
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Além disso,

VU 20y < el Vul 2y = el Vul L2 na.), (4.9)

com

c=1+ ces.
Como U N, C V., temos
| 22 (wna) < w2 vy

Das Imersoes de Sobolev, segue que

[e* |2 g,y < Fallw®ll = ka((le" |2 + [Vl 2)-

Pela Desigualdade de Poicaré, temos

[0 |22 .y < Rl V|| z2(V).

De (4.9)
1wl L2* (na.) < kIVul2wna.)-

Como u = u* em U N €, temos
/ uf? do < k:(/ Vul?dz)F . (4.10)
UNQy UNQ

Usando a Z" invariancia e a densidade de C$°(€2,) em Dy?(€,), obtemos para todo

u € Dy* ()

/ | da < k(/ Juldz) (4.11)
B(a,r)NQ B(a,r)NQx
Logo, para qualquer A > 0, temos
([ Pt <R P
B(a,r)NQ B(a,r)NQ
isto é
/ " de < KA(/ |u|2dac)22*)‘(/ ),
B(a,r)NQx B(a,r)NQ B(a,r)NQx
Em particular, escolhendo A = 2%, obtemos
/ uf? dz < Ko(/ |u|2daz)(/ " d) 5.
B(a,r)NQx B(a,r)NQx B(a,r)NQx
Dai
/ lul* da < K0</ |u|?dz)[ sup (/ u|? dz)] 7
B(a,r)NQx B(a,r)NQx a€ZN J B(a,r)NQ.
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Como esta desigualdade ¢ vélida para todo a € Z", obtemos

/ |u|2*dng<0(/ u|2dz) [ sup (/ " d)] 5.
* * a€ZN J B(a,r)NQx

Portanto, segue das hipoteses que,

u, — 0 em L% (€,).

4.2 Propriedades do Funcional ¢

Nesta secao estabeleceremos resultados gerais relacionados ao funcional ¢ men-

cionado na introducdo. Seja € um dominio em R" e denotemos
X = Dy*(Q) x Dy* (%),
o espago de Hilbert munido com o produto interno

((u,v), (ug,v1)) = /Q(VuVul + VoV, )dz. (4.12)

Consideremos os conjuntos
Y ={(-v,v) € X} e Z={(u,u) € X}.

Observe que,

X=YaZz

pois, dado (u,v) € X, temos
1 1
(u,v) = 5(—(2} —u),v—u)+ §(u +v,u+ gv).
Denotaremos por Py (resp. Pz) a projecao de X sobre Y (resp. 7).

Definindo o funcional

p: X — R
(u,v) —  o(u,v) = /Q[VUVU - ’1;‘5 - ’gf*]d:v
Entao,
B L 5
onde

2+ 2+
P(u, v) :/Q[|l;|* —i—%]dw.
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Lema 4.4 O funcional ¢ € C*(Q) e € fracamente sequencialmente semicontinuo infe-
riormente. Além disso, dados (u,v), (w,z) € X, temos
(@' (u,v), (w,2)) = /[Vqu + VoV — [ul* 2uw — |v|* "2v2]de.
Q
Demonstragao. Na Proposigao 2.3 mostramos que ¢ € C?(€2). Agora, dados (u,) C
Dy*(Q) e u € Dy*(Q) tais que u, — uem Dy*(Q). Das propriedades de convergéncia

fraca (veja [3]), temos |lu,|| limitada. Da imersao continua
Dy*() — L*(Q),

segue que (u,) é uma seqiiéncia limitada em L? (). Sendo L?" () um espaco reflexivo,

existe uma subseqiiéncia (u,;) C (u,) tal que
Up, — up em L ().
Entao, para todo £ € C°(£2), temos

—/ugAﬁdz = —lim/unjAfda: = lim/ Vu,, VEdr =
Q Q Q

— /Q VuVédr = — /Q uA&dz.

Logo, pelo Lema de Du Bois-Raymond, concluimos que
u = ug q.t.p em 2.

Uma vez que, para toda subseqiiéncia pode-se obter uma sub-subseqiiéncia que

converge fraco para u em L% (Q), temos pela Proposicao C.12 que
u, — u emL? (Q).
Portanto, por propriedade de convergéncia fraca, temos
lminf {|wn[ g2+ ) 2 [ull L2 o)
Analogamente mostramos que, se v, — v em Dy*(€) implica em
tim inf [Jo 0y > ([0l

Portanto,

(U, vn) = (u,v) emX = liminf ¥ (uy,, v,) > ¥(u,v).
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Além disso, observe que

lim1 V(u+tw)V(v+tz) — VuVolde = lim1 t(VuVz + VwVov) +

t—0 ¢ Q t—0 t Q
+ *VwVz|d.
Logo,
%H%% [V(u+tw)V(v+tz) — VuVo|de = /[Vqu + VwVoldz. (4.13)
- Q Q

Uma vez que,

. ou+tw,v+tz) — plu,v
<90/(u,v),(w,z)>:11_{%< t ) = plu,v).

Temos pela Proposi¢ao 2.3 e pela identidade (4.13) que
(@' (u,v), (w,2)) = /[Vqu + VoVw — [ul* 2uw — |v|* "?vzlde.
Q
Lema 4.5 A aplicagio 1" € fracamente sequencialmente continua.

Demonstragao. Suponha que (un,v,) — (u,v) em X. Entdo, como ja vimos ante-

2*—2

riormente, (u,) e (v,) sao limitadas em L2 (Q), e portanto (|u,|*> "2u,) e (|v.|* ~2v,)
sdo limitadas em L7 (€2). Sendo L7 (Q) um espago reflexivo, existem (|un, |* 2u,,),

* L .
(|Unj|2 72/1'}77/]‘)7 Uy, Ug € L= (Q)> tals que

[ty [Pt — w1
e
‘Unj|2*72vn — Ug,
ou seja
. |2 "2, wdr — wwde, Yw € L* 4.14
J J
Q Q
e
Oni|F 2on.2zde — | ugzdx, Vz e LY. 4.15
o ! Q

Pelo Lema 4.1, temos

U, — ueuv, —vem L} (Q).
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lun 12\, 1. lun ;|2 2%
Desta forma, (—%£—) ¢é limitada em L' e —f— — -

2*
Teorema C.4 que ‘4' |“2| em L'(Q). Logo,

|u

q.t.p em €. Entao segue do

/|u|2 *uwdr = — o w'dr = —lim ‘n’

Ou ainda

lu|? ~2uw = lim/ |t | P, wda
Q) Q)

/|u2*2uw:/ U w.
Q) Q)

Pelo Lema de Du Bois- Raimond, temos

De (4.14) segue que

2% 2
up = |ul® "*u, q.t.p.
Analogamente mostramos que
’2*—2

ug = |v v, q.t.p.

Portanto, usando a Proposi¢ao C.12, temos para todos w, z € C§°

/[|un|2*2unw + v |* 2, 2])de — /[|u\2*2uw + |[v* 2vz]d,
0 0

ou seja
(¢ (un, vn), (w, 2)) = (¢ (u, ), (w, 2)).

Além disso, (¢'(un,v,)) € limitada em X, pois pela Desigualdade de Holder temos

2% — 2un||

(0" (s vn), (w, 2))] < lfun

+ [lon

|2l 2

2% — Q’Un || 2*i1
Logo,

2*72un” 2% -2

2 +||vn

L2¥—-1

14" (i vn) | < sup [(& (i, o), (w, 2))] < [lun nll e I < K.

l[(w,2)[|=1

L2*-1
Sendo X um espaco reflexivo, existe (¢ (un,,vn;)) tal que
V' (U, Un;) = (wy, w) em X,

Assim,

<w/(unj7 vnj)’ <w7 Z)> - <(’LU1, wQ)v (w’ Z)>
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Por outro lado,
(0 (Un, 5 vny ), (w0, 2)) = (' (w,0), (w, 2)).
Portanto,

(w1, ws) = Y (u,v).

Usando novamente a Proposigao C.12, concluimos que ¢ (u,, v,) — ' (u,v).

Agora, mostraremos que o funcional ¢ satisfaz a hipotese (3.15) do Corolario

devido a Kryszewski e Szulkin (Corolario 3.9). Fixemos (z,2) € Z tais que ||(z, 2)|| = 1.

Lema 4.6 FExziste r > 0 tal que

b= inf w,u) > 0= min u,u).
Jnf - o(u,u) nin - o(u, u)
[l G = Il () <

Além disso, existe p > r tal que
maxp =0 e d=supp < 400.
My M
Onde M e My sao os conjuntos definidos na Se¢do 3.3 do Capitulo 3.

Demonstragao. Dado (u,u) € Z, temos

2Jul” 2 0) 2 g
(1) = / (vap = 2 gy M)l b @)

Da imersio continia, Dy”(Q) < L* (€2), obtemos

2%
Y

o) > O o)

entao existe r > 0 tal que

b= inf u, ) > 0= min U, U).
(u,u)€Z gp( ’ ) (u,u)€Z 4'0( ! )
ll(wu) =7 ll(w,u)l[<r

Agora, observe que em Y, temos

2
gp(—v,v):—/ |Vv|2dx——*/ v
0 2* Jo

- 2 2 *
o(—v,v) = ——H( v, V) — —/ [v]* dx < 0.
2 2 Jg

.
2 dz,

ou seja
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Por outro lado,

o((—0,0) + Az, 2)) = /Q[V(—UHZW(HA) s =T
Dali,
1 , A2 9
P((=v,0)+A(z,2)) = =5 ll(=v, V) [P+l (2, 2) 1P~ (II— @)
Como,
(l _U“‘)\ZH%;* )) > 2% (Q) > N\, 2) |17 (Q)xL2* ()
e
H(Zaz)Hm*(Q)xLZ*(Q)
z,2)|| = < C.|(2z, 2)|| 2 *(Q)-
||( )H H(/Z>Z)HL2*(Q)><L2*(Q) ||( )HL2 ()<L (Q)
Entao,
1 , A2 o*

Para w € Y & R(z, 2), temos

p(w) — —oo, desde que ||w| — +o0.

Com efeito,
lwll* = [[(=v+Az,0+ A2)|?
= [[(=v,0)[| + 22|z, 2)|?
= (v, )| + A%
Logo,

|lw|| = 400 = A — +oc.
Da inequagao (4.16), temos
plw) < —3((=0,0) [+ 2) + (2 = ex).
Observe que,

* 1 .
0 < (/\2_0)\2 ) < 400, se 0 < A < (6)1/(2 -2) 4

* 1 *
( M=0X) <0, se \> (5)1/<2 -2,
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Desta forma,

p(w) — —o0, sempre que ||w| — +o0.
Assim, existe p > r > 0 tal que
[w]] = p = p(w) <0.

Para este p fixado definimos o conjunto M,. Entao se w € 0 temos uma das seguintes

possibilidades:
o |w||=peX>0= ¢(w) <0, ou
o lull < ped=0= o(w) = p(—v,v) <O0.
Além disso, como ¢(0,0) = 0, concluimos que
%X@ = 0.

Por outro lado, mostraremos que a imagem por ¢ de um conjunto limitado é
limitada. desta forma, sendo M um conjunto limitado, temos @(M) é limitado e
portanto,

d = sup ¢ < 400.
M

Entao, fixado K > 0, considere o conjunto
Ag ={(u,v) € X; [(v,0)]| < K}.

Observe que para qualquer (u,v) € Ak, temos

2* 2* 2* 2*
ot = | [ 19690 = 1~ B jan < [ jwuge - BE -
Pela Desigualdade Triangular, obtemos
ul*

I, v)

lo(u, v)] S/Q|Vqu|dx+ > %;(Q)XLQ*(Q).

Da Desigualdade de Schwarz, obtemos

2%

1u
2*

2%

o(w.0)] < [ [Vul [Veldz+ 25 ¥
Q

(u, )

* 1
* <5 [ (9uP+[90) 4 Kl w0
Q

Dai,

U, v « K .
o)l < WMy < 54w

Concluindo nossa afirmagao.



82

Lema 4.7 Existem c € [b,d] e uma seqiéncia limitada ((un,v,)) C X tal que
O(tn, vn) = ¢ € Q' (up,v,) — 0. (4.17)

Demonstragao. Segue do Corolario do Teorema do Linking Generalizado (Corolario
3.9 ) e dos Lemas 4.4-4.6 que existem ¢ € [b,d] e uma seqiéncia ((u,,v,)) C X
satisfazendo (4.17). Entao, falta mostrarmos que a seqiiéncia ((u,,v,)) é limitada.

Observe que,

©(Un, Vp)— % (@ (tn, vn), (Un, vn))

2 2
n n 1
= /Q[VUVU — |u21 — |02>’k — 5(2Vuann — |up,

2 ) (4.18)

= Joa*)]dx

= pull[un T2 (g + llvn

onde p = (1 — ). Como ¢(un, v,) — ¢ e ¢ (un, v,) — 0, temos para todo € > 0 e para

n € N suficientemente grande temos

|0 (tn, vn) || < €€ c—e<|p(un,v,)| <c+e.

Uma vez que

|Q0(un7lvn>_ % <(p/(unvvn)> (unavn»’
1
< (s vn)| £ S (s vn), (s )|
1
< (un, va)| + 5”90/(“717 ) [I[[ (s v3) |- (4.19)
Temos também,
|¢(unavn)_ % <¢/(un7vn)7 (unvvn)>|
1
> ’(p(unavn>’ - §’<90I(umvn>7 (umvn)>|
1
> [ vn)| = Sl (s o) ] (s 00| (4.20)
De (4.18)- (4.20), obtemos
c+ e+ el (un va)ll = p(f|un iz*(Q) + HUan;*(Q)) > ¢ — €= €l|(un, va)]|- (4.21)

Por outro lado,

1QCun, va)ll= € [|Q(un, vn)|

1
< 1Q(wn, vn) I = 5 (& (tn, vy e+ va)).



Ou seja,

1Q(tn, vn) || =

[

1Q )]
2% -2
< / (tnl® 2t + [0

< /Iun
Q

Da Desigualdade de Holder, obtemos

Up + Up
2

2*_2Un)(

))d

1Qun, vn)l|= € [|Q(un, va)|
X . Up, + Uy,
< ([lun 12*19)"" [vn 3;2*19))” HL2*(Q)
< 11Qun v 2 ez oy i’;:l ol
Pela imersao continua Dy*(Q) — L* segue que
1Q(un, va)l|= € [|Q(un, va)
< K[Quns vl (lunll 7ol + lvallFor g))-
Analogamente,
[P (tn, vn)l[= € [|P(un, vn)]
< K POt v ) (27, + o257,
Somando as duas inequagoes anteriores, obtemos
1Q(un, vn)|| + | P (tn, vi) || — 2€ < 2K ([[un 33*2:1 + [|vn 1*2:(19))

Note que,

[ Ctns v ) [| = 1P (tn, vn) + Q(tn, va) || < Q(tn, va) || + (1P (tim, v )]

e pela convexidade da aplicacdo x — |z|*/?"~1 | temos

2K (|[unl| 77 ) + lvnll7or ) < 2K 2 o)
Da inequagao (4.21) obtemos

B ([ oy ol ) < 2K (== ) 072

21 ln T e ; " g+ /Q (o2~ 2m ; ) g

83
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Logo,

2*—1

2K (|||

Vo ty) < e+ el (g o) |V

+ ||vn

Portanto,

||(Un,"0n)|| —2¢< ¢+ 02||(Un,vn)||(2*_1)/2*,

Desta forma, concluimos que a seqiiéncia ((u,.v,)) € limitada em X.

4.3 Demonstracao dos Teoremas Principais

Nesta se¢ao apresentaremos as demonstracoes dos principais resultados deste ca-
pitulo, que sao os Teoremas 4.1 e 4.2.
Primeiramente, estudaremos a existéncia de solu¢ao nao-trivial para o seguinte

sistema de equagoesde Poisson acopladas:
*_
—Au = |[v|* 2,

—Av = |ul|* 2

u’
u,v € Dy?(Q),

Uma vez que, esse sistema é hamiltoneano, o funcional energia associado a este sitema
é dado por,

Il

gp(u,v):/*[Vqu— 5 T o |dx,

e portanto, procurar solugdes para (1) é equivalente a procurar os pontos criticos do

funcional ¢.
Demontracao do Teorema 4.1. Considerando €2 = €),. Pelo Lema 4.7, existe
uma seqiiéncia ((uy,,v,)) C X limitada, satisfazendo (4.17).

Suponhamos que,

0y = lim sup/ lun|* dz = 0,
=400 4czN J B(a,VN)NQ.
e
dy = lim sup/ v, ¥ dz = 0.
=100 4c7N J B(a,v/N)NQ.

Segue do Lema 4.3 que u,, v, — 0 em L*>(€,). Recorde que,

Ter@n) = €= € = €]l (n, va)-

¢+ €+ €l (un, va) | > p(llunl T2y + llon
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Uma vez que, ((u,.v,)) é limitada em X, existe K > 0 tal que
[t o) || < K.

Logo,
c+e+eK > u(||lu,

T T lonllFor0n) > ¢ — € — €K.

Passando ao limite com n — +o00, obtemos
cte+eK>0>c—e—eK, Ve > 0.

Portanto,c = 0. O que é absurdo, pois ¢ > b > 0. Entao,l devemos ter § = max{d;,do} >
0.

Afirmacao 4.3 Passando a uma subseqiiéncia se necessdrio, existe a, € ZN tal que

* * 6
(\un\z + o[ )dr > =.

/B(an,\/ﬁ)ﬂQ* 2

De fato, considere d; > 09, passando a uma subseqiiéncia se necessario, temos por

propriedade de lim sup

a€ZN /B(a,\/ﬁ)m*

Pela definicao de limite, segue que para todo € > 0, existe ng € N tal que

n2n0:>sup/ lun|*” =0,
a€ZN J B(a,vN)NQ.
e
sup / lun|?” € (01 —€,6, +¢).
a€ZN J B(a,v/'N)NQ.

Em particular, se considerarmos € = %1, temos

0
2+ 1
> —.

2

n > ng = sup [u,

CLEZN /B(a,\/ﬁ)ﬁﬂ*
Por propriedde de supremo, existe a, € Z" tal que

) 0
2+ 1
> — = _.

2 2

|,

/B(an VNN
Logo,

5 5
2% > _1 = —.
dz B

* * 5
/ (unl? + oo Vdz > 2 +/ o
Blan, VNN 2 Blan, VNN
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Procedemos de forma anéloga se d9 > 6;.

A seqiiéncia ((dy, ¥,,)) definida por 4, = u,(z + a,) e 9, = v,(z + a,) é tal que

* * 5
[P o e >
B(0,VN)NQ, 2

e satisfaz (4.17). Passando a uma subseqiiéncia , se necessario, temos
(1, V7)) — (u,v) em X.

Pelo Lema 4.1 temos 4, — u e 6, — v em L} (€.). Portanto, (u,v) # 0.

Por fim, a continuidade sequencialmente fraca de V¢ implica em
0 < [|[Ve(u,v)| < limJirnf IVo(tn, vy)|| = 0.

Consequentemente, (u, v) é uma solugao nao-trivial de (1).
Agora, estudaremos o senginte problema em €),, = R!x w,, um dominio cilindrico,

com w,, um dominio limitado em RV te 1 << N — 1:

—Au = yv|v]? 2o,
—Av = dulu|* 2,

u,v € HH (Qh),

onde 0 < 7, A < A1(Q4), com A;(€..) sendo a melhor constante na Desigualdade de
Poicaré.

Consideremos X = HE(Qu.) X H} (), da Desigualdade de Poincaré obtemos
que a norma usual de X é equivalente a norma induzida pelo produto interno definido

em (4.12). Considere também os conjuntos
Y ={(-v,v) € X} e Z={(u,u) € X}.

e denotemos por Py (resp.Py) a projecao ortogonal de X em Y (resp. Z).
Sendo (2) um sistema hamiltoneano entdo o funcional energia associado a este

sistema e definido por

pr: X — R

w2 M? o |ul® z

() = )= [ [Fuve- 1

lv
2 2% 2%

|dx.
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Assim, o problema de encontrar solugdes para o problema (xk) reduz-se a encontrar

pontos criticos do funcional ;. Observe que,

||P7uv||2 HPYuv”Q 7
pr(u,v) = =75 = 0 — g (u,v) — (u,v),

ou seja,
801(% U) = QO(U, U) - 1/1(16, U)v
N ~u? A2
onde ¥(u,v) = [, [T5-+ 25-]dz.
Da Proposigao 2.3 segue que, @/A) € C'(X,R), e procedendo de forma andloga a
que fizemos para 1), pode-se provar que ¢ é fracamente sequencialmente semicontinua

inferiormente e 1)’ é fracamente sequencialmente continua e além disso,

(W' (u,v), (w, 2)) = / [yuw + \vz]dr.

ook

O seguinte resultado estabelece a existéncia de uma seqiiéncia limitada de Palais-

Smale para o funcional ;.

Lema 4.8 Ezxistem ¢ > o e uma seqiiéncia limitada ((u,,v,)) C X tal que
o1(u,v) = ¢ >0 e ¢} (u,v) — 0. (4.22)

Demonstragao. Definamos,

Observe que,

2- 2 1

1
pr(u,u) = Sl w)” = Sl W@ xez@. = Sl Wl @)« @)

Pela Desigualdade de Poicaré e pelo Teorema de Imersao de Sobolev, existe uma cons-

tante C' > 0 tal que

2%

M (w, w)]* = Cll(u, )

pu,u) > (

Entao, se considerarmos

M)l/@nm

0<r<
" ( 2)\1(9**) ’
temos,
b= inf ¢i(u,u)>0= min ap(u,u). (4.23)
(u,u)ez (u,u)€Z

[l (w,w)l|=r [H(w,u)lI<r
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Por argumentos analogos aos usados no Lema 4.6, existe p > r tal que
max ¢y =0 e d=supp; < +00. (4.24)
My M

Temos pelo Corolario do Teorema do Linking Generalizado (Corolaro 3.16 a existén-
cia de uma seqiiéncia ((un,v,)) C X satisfazendo (4.22) para ¢ € [b, d]. Novamente,

devemos provar que esta seqiiéncia é limitada. Vejamos,

1t 00) = 5t ) (s 00)) = () = 506 (s ), (s 00)-

Entao, como ja vimos na demonstragao do Lema 4.7

7o) = ¢ — e = el (un, va) .

¢+ e+ €l (un, va) | = pu([JunllZ2- + v

Sem perda de generalidade, suponhamos A > . Observe que

1 - 1
Q\W'(um Un), (Un + U, Un +0p))| = §| (Yt (U, + ) + Ay (U + )| d]
(9

1
= 5| / [yu? + Vv, + Minv, + M2 ]do|
Qe

A
< —/ |uZ + 2u,v, + v2|dx.
2 Q**
Logo,
1 71 A 2
(W (Un, v0)s (U + Oyt +0)) | < = [, + v, | d,
P) 2 Ja..
A
< §Hun+vnH%Q
Pela Desigualdade de Poincaré, obtemos
1|<tﬂ’(u On); (Un + Uns tn + )| < o IV (tp + )|
2 ny Yn)s n ny Yn n = 2/\1(9**) n n)l|l L2
A
< —_— 2.
T AN () (v, 2t + 00|
Ou seja,
1 .
§’<w/<una Un), (U + Vpy U + V)| < mHPZ(Umvn)HQ'
Analogamente, mostramos
10 (s )t + Vst )} S o [ P, w0
5 Up,y Up )y (Up Up, Up Unp, >3 /7~ N v Un, Un .
2 )\I(Q**) Y
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Note que,
(W)HPZ(%,%)HQ — €| Py (tn, v2) |
1
< H’P§<un; Un)“2 — §<Spl<un7 Un), (un + Un, Uy + Un))’
1, -
_ §|<¢’(un, Un)y (U, + Uy Uy + 0p))]
Entao,
A (e — A
“ilT))’”PZ(“mvn)lP — €| Py, 00|
1
S H|P7(una Un)||2 . §<¢,(Un7 Un), (Un + Up, Uy + Un)>|
< K[| P, va) | (lual 7ot + lonll2),
ou seja,
A (i — A a .
(%)H%(umvn)!\ — e < K(J|lun|2 + [loa]| 257,
Analogamente,
)\1(9** - /\) . .
(St P vl = € < K (lunl 7 + ol 77)

Procedendo da mesma forma que fizemos no Lema 4.7, concluimos que ((u,,, v,,)) é
limitada em X.
Demonstragao do Teorema 4.2. Seja ((un,v,)) C X a seqiiéncia limitada

dada no Lema 4.8 e defina

4 = lim sup/ lun | da,
B(z,1)

n—+00 JJEQ**

Ydx.

ds = lim Sup/ |vn,
TL*F‘rOOxGQ** B((E,l)

Repetindo o mesmo argumento usado na prova do Teorema 4.1, temos
0= max§1,52 > O,

entdo, passando a uma subseqiiéncia se necessario, existe z,, = (Yn, 2n) € Qs tal que

E3 * 5
/ (un 2 + |oa|2 1dz > 2.
B(an,1) 2
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Definindo a seqiiéncia (i, 0,) por
&n(x) = un(y + Yn, Z)

Un(x) = Un(y + Yn, Z)

Pelo Teorema da Mudanca de Variaveis, temos

* * 5
/ ([ * + |0n]* ]dz > ~.
B((0,20),1) 2

e satisfaz a condigao (P.S).

Considerando,
R = max|z],
obtemos
B((0,2,),1) € B(0,R+1).
Assim,

* * 5
/ [T ¥+ |00 ]dz > .
B(0,R+1) 2

Finalmente, passando a uma subseqiiéncia se necessario obtemos
(U, 0p) = (u,v) em X.

Por um argumento analogo ao usado na demonstracao do Teorema 4.1, concluimos que

(u, v) € uma solugao nao-trivial de (2).



Apéndice A
Teoria do Grau de Brouwer

Neste apéndice definiremos o Grau de Brouwer e apresentaremos os resultados
referentes a esta Teoria de maior relevancia no nosso trabalho. As demonstracoes dos
resultados a seguir, podem ser encontrados em |2].

Primeiramente, definiremos o grau para o caso regular. Considere Q@ C RY um

aberto limitado.

Definigao A.1 Sejam ¢ € CHQ,RY), S = {z € Q; J,(x) = 0}, onde J, representa
a matriz jacobiana de p e b € RN, com b & ©(0Q) U p(S). Definimos o grau topoldgico

de Brouwer da aplicagao @ em relacao a €2 no ponto b, como sendo o nimero inteiro
deg(p, 0,0) = > sgn(J,(&)), (A1)
gicp1({0})

onde sgn € a funcao sinal que € definida por

1, set >0
sgn(t) = , .
—1, set <O.

Afirmagao A.2 A soma em (A.1), € finita.

De fato, mostraremos que o conjunto ¢~'({b}) ¢é finito. Primeiramente, observe

que se z € ¢ *({b}), temos
J@('T) 7£ 07
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entao, em virtude do Teorema da Aplicagao Inversa, ¢ é um diferomorfismo de uma
vizinhanga U de x sobre uma vinhanca V' de b.

Tendo em vista que ¢~ ({b}) é fechado em €2, temos ¢~ *({b}) fechado e limitado
em RY. Portanto, »~'({b}) é compacto.

Para cada x € ¢~ 1({b}), considere a bola B, (x) C U,. Desse modo,
he U Bul),
zep~ 1 ({b})
isto ¢, {By, (%) }repo-1((py) ¢ um cobertura aberta para o compacto ¢~ ({b}), segue do

Teorema de Borel-Lebesge que podemos extrair uma subcobertura finita dessa cober-

tura de modo que
k
“(foh JUH B, (),
7j=1

mostrando que ¢~ 1({b}) ¢ finito.

A definicao de Grau pode ser estendida para uma caso mais geral, onde consi-
deramos ¢ € C(Q,RY) e b € p(09). Para uma descrisao detalhada desse processo,
consulte [?7?].

No que segue enuciamos os principais propriedades do Grau Topologico de Brouwer:

(Py) Sejam ¢ € C(Q,RY) e b & ©(09Q). Existe uma vizinhanca V de ¢ na topologia
C(Q,RN), tal que para todo ¥» € V temos

(i) b & ¥(0Q)
(ii) deg(yp,2,b) = deg(1),Q,b).

(P,) (Invariancia do Grau por Homotopia) Sejam H € C(Q x [0,1].RY) e b &
H(0Q x [0,1]). Entao, deg(H(-,t),€,b) é constante para todo ¢ € [0, 1].

(P3) O grau é constante em componentes conexas de RY \ ¢(99).

(P,)(Aditividade) Seja 2 = Q; U Qy, com 2y, {2y abertos, disjuntos e limitados. Se
b & ¢(00) Up(€z), entao

deg(p,Q,b) = deg(p, 1, b) + deg(p, Qa,b).

Os resultados a seguir sao consequéncia das propriedades anteriores:
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(C1)(Normalizagao) Seja I a projecio candnica de  em RY entdo

1, sebe

deg(1,,b) _
0, se b & Q.

(Cy)(Existéncia de Solugao) Se deg(y, §2,b) # 0, entao existe o € €2 tal que
o(zg) = b.

(C3) Se b ¢ (), entao
deg(p, 2, b) = 0.

(Cy) Se deg(p,Q,b) # 0, entao existe § > 0 tal que

Bg(b) C QO(Q)

(C5) Se () esta contido num subespago proprio de RY, temos

deg(p, 2, b) = 0.

(Cs)(Excisao) Seja K C € um compacto e b & p(K) U ¢(952). Entao,

deg(p,,b) = deg(p, 2\ K, b).

(C7) Seja {Q;}icr uma familia de conjuntos abertos contidos em €2, dois a dois disjuntos,

e b um ponto tal que

' (b) |

i€l

Entao, deg(p,2;,b) = 0 exceto de um numero finito de indices 7 € I e mais

deg(p, 2, b) — Z deg(.€2;, b).

el

(Cs)(Dependéncia da Fronteira) Suponha que ¢ = 1 em 9Q e que ¢, € C(Q,RY).
Entao, para todo b & ¢(0€2) = 1(0f2), temos

deg(ip,$2,b) = deg(1, 2, b).
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(Cy) Sendo ¢, € C(2,RY), e supondo que He C(09Q x [0,1], RY) com,

H(-,0) = @log e H(-,1) = 1]aq,

tem-se que
deg(ip,$2,b) = deg(1, 2, b).

(C10) (Nao-Contragao da Bola Unitaria) Nao existe uma aplicagao ¢ : B1(0) —
0B1(0), com ¢|sp,0) = 1.
(C11) Se N é impar, ndo existe aplicagao
H: SV x[0,1] — SV
verificando H(x,0) =z e H(z,1) = —1, para todo z € SV~

(C12) Se N é impar, ndo existe aplicacdo continua ¢ : S¥~1 — RV

(o(z),r) =0, Vo € SN-L.

com p(z) #0e

Teorema A.3 (Propriedade de Contragao) (veja [15] ) Seja f € C(Q,RY) tais
que 0 & f(00Q). Se existe um subespago Y de RY tal que (id — f)(U) C Y entio

deg(f,,0) = deg(flany,2NY,0).



Apéndice B
Identidade de Pohozaev

Neste Apéndice demonstraremos a Identidade de Pohozaev. Para tanto conside-

raremos ) um dominio limitado e regular do R, N > 3. Con sidere o problema

~Au = f(u)

(P):
u € H(Q)

Teorema B.1 Seja f € CHR,R) e Q um dominio de RN, N > 3, limitado e regu-
lar.Dado u € C*(Q) N CY(Q), tal que u satisfaz (P) temos

1 N —2
—/ \Vul?o - vdo = N/ F(u)dx — —/ |Vul*dz,
2 Joo Q 2 Ja

onde v € o vetor unitdrio normal exterior a 052, e F' € a primitiva de f.
Demonstragao. Segue de (P) que,
0=[Au+ f(u))]x - Vu.
Observe que,

div(zF(u)) = div(z1F(u), -, z,F(u))

o 0
= 8_951<x1F(u)) + %(fNF(U»

- @mo+m§%Fw»+~-+@mo+mfiFw»

= NF(u)+ f(u)z - Vu. (B.1)
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Além disso, ap6s algumas manipulacdes algébricas, obtemos

[Vul?

div(Vu(z - Vu) —x 5

N —2
)+ 5 |Vul?. (B.2)

Pelo Teorema do Divergente, segue que

[Vul® [Vul®

2

|dx.

/m[aF(u) + V(o Vi) — oM e — /de'v[aF(u) V(o V) — o

De (B.1) e (B.2), temos

|Vul|? N -2

| vdo = /Qdiv[NF(u) - T|VU|2]dx.

/ [0F(u) + Vu(o - Vu) — o

o0

Como u € HY(Q) N C(Q), entdo u = 0, em O52. Logo,
F(u) =0 em 09.

Uma vez que, Vu ¢é paralelo a v, podemos escrever

Vu= (Vu-v)v.
Assim,
/HQ[Vu(U -Vu)|lvde = /39(0 -Vu)(Vu - v)do
= / (o (Vu-v)v)(Vu-v)do
o0
= / (Vu-v)* (o -v)do
o0
= / Inablau|*(o - v)do
o0
Portanto,

1 N -2
—/ Vul?o - vdo = N/ F(u)dx — —/ |Vul*dz.
2 Joa Q 2 Ja



Apéndice C
Resultados Ultilizados

No que segue enunciaremos os teoremas que foram ultilizados no decorrer do

trabalho.

Teorema C.1 [15] Suponha que |2 < oo, 1 < p,r < 400, f € C(Q x R,R) e
[f (@, w)] < e(1+[ul”").

Entao, para todo uw € LP(R2), f(-,u) € L"(QQ) e o operador

A:LP(Q) — L'(Q)
u —  Alu) = f(z,u)

€ continuo.
Definigao C.2 [15] No espago LP(Q2) N L9(SY), definimos a norma
[ellpng = [leelly + [Jullq-
No espago LP(Q2) @ L"(Q2) definimos a norma
|l ullpvg = inf{]|v]l, + [Jw]ly; v € LP(Q),w € LYN) e u=v+ w}.
Teorema C.3 [15] Suponha que 1 < p,q,r,8 < oo, f € C(QAxR,R) e

[f (@, )] < cllul” + [ul ).
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Entao, para todo u € LP(2) N L4(Q), f(-,u) € L"(Q) & L*(L) e o operador
A:LPQNLYQ) — L) L%(N)
u = Au) = f(z,u)
Teorema C.4 [15/[Brésiz-Lieb] Sejam Q0 um subconjunto aberto de RN e (u,) C
LP(2), 1 <p < +o0. Se
a) (uy,) € limitada em LP(Q),
b) u,(x) — u(x), q.t.p em Q, entao
im0~ — ) = [l

Observacao C.1 [15] Sob as hipdteses do iltimo Teorema, u, — u em LP(S2).

Teorema C.5 [9] Sejam E um espag¢o de Banach, U C E um aberto e f : U — E
um campo vetorial lipschitziano com constante de Lipschitz K > 0. Dados xq € U,
0 <a <1, supondo que

Boo(zo) CU

e que f € limitado por uma constante L > 0 nesta bola. Se b é um numero positivo tal
queb<a/L eb<1/K, entao existe um unica aplicagdo

o:(=b,b) x By(xg) — U

tal que
%a(t,a:) = f(o(t,z))

0(0,2) = x.
Corolario C.6 [9] A aplicacao o definida no Teorema anterior € continua.
Teorema C.7 (Brézis-Kato) [14] Sejam Q um dominio de RN eg: QxR — R
uma fungao de Carathéodory tal que para quase todo x € ), vale
l9(z, u)| < alz)(1+ Jul),

onde a € LN/z(Q). Seu € H}

o be(§) € uma solugio da equagao

—Au = g(x,u) em Q.

Entdo, u € L (Q) para qualquer ¢ < +o0o. Se u € HY(Q) e a € LN?(Q), entio

loc

u € LYQ) para qualquer ¢ < +00
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Teorema C.8 [7] Seja f € LP(Q) com 1 < p < 4o00. Entao eziste um unico u €
W2P(Q) N W, P(Q) tal que
—Au=f, em €,
u=0, em 0f.

Além disso, existe ¢ > 0 que nao depende de f ou de u tal que

[ullop < el fllp-

Definigao C.9 [10] Uma série de fungoes f, : X C R — R diz-se normalmente con-
vergente quando existe uma seqiiéncia de constantes a, > 0 tais que Z:{i’i a, converge

e |fu(z)| < ayn para todon € N e todo x € X.

Teorema C.10 (Teste de Weierstrass) (Veja [10]) Se 3212 f, ¢ normalmente con-

vergente, entao Z:ﬁi |ful € ;:3 fn sao uniformemente convergentes.

Teorema C.11 (Veja [10]) Seja a um ponto de acumulagdo de X. Se a série .2 f,
¢ uniformemente convergente para f em X e para cadan € N, eziste L,, = lim,_, fn(x),

entio > L, converge para lim, ., f(z).

Proposicao C.12 Dados (u,) C R e u € R. Entdo, u, — u se, e somente se, toda

subseqiiéncia admitir uma sub-subseqiiéncia que converge para u.

Teorema C.13 (Veja [6]) Para todo espago metrico X as segintes condi¢oes sao equi-

valentes:
(i) O espago X € paracompacto.

(ii) Todo cobertura aberta do espago X tem uma particao da unidade localmente finita

subordinada a ela.

(iii) Toda cobertura aberta do espago X tem uma particio da unidade subordinada a

ela.

Teorema C.14 (Veja [6]) Em um espago métrico, para todo compacto K e qualquer

conjunto aberto A contendo K, existe r > 0 tal que B(K,r) C A.
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Teorema C.15 (Veja [3]) Sejam E e F' dois espagos de Banach. Se T é um operador
linear e continuo de E e F'. Entao T é continuo de E pela topologia fraca em F pela

topologia fraca. E reciprocamente.

Teorema C.16 (Veja [3]) Suponha Q de clase C'. Sejau € LP(Q), com 1 < p < +o0.

As segintes propiedades sao equivalentes
(i) u € W,P(Q).

(ii) Eziste uma constante C' talg que

0 .
|/Q“ax,sﬁ| < Cllglly, Yo € CGRY) eVi=1,2,---, N.
u(z),z € Q

(iii) A funcao u(x) =
0,v € RV \ Q.
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