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Resumo

Série de poténcias é de grande importancia na resolucao de equagoes diferenciais, com
resultados que podem ser usados como base tanto para a representacao de funcoes,
principalmente, fungoes especiais, como para aplicagao em varios tipos de problemas.
Este trabalho é referente ao processo de difusao de calor através de um cilindro infinito,
modelada por uma equacao diferencial parcial. Tal equacao, chamada de Equagao de
difusao. A resolucao aqui estabelecida propoe-se a solucionar esta equacao em sua for-
mulagao particular para o caso de um cilindro infinito com distribuigao racial e tem-
peratura prescrita. Dada particularmente através de método de separacao na seguinte
forma ¢ = 9 exp[—ak®7], onde ¥ é a solucdo da equacdo diferencial V9 + k*0 = 0.
No nosso caso ¥(x) é uma solucdo da equagao de Bessel, representa por meio de
séries de poténcias, em torno de um ponto ordinario ou de um ponto singular regular.
Inicialmente, visando a aplicacao do método de Frobenius, uma extensao do método
da séries de poténcias, sao estabelecidas condig¢oes para que o ponto ordinario seja
caracterizado como um ponto singular regular removivel, de tal modo que o método
de Frobenius também produza as chamadas solugoes analiticas em torno de um ponto
ordindrio, possivelmente multiplicando as séries por um termo logaritmico ou por uma
poténcia de expoente fracionario. Em seguida, usando a sua respectiva relacao de re-
corréncia, a equagao FKuler-Cauchy, sao determinadas duas solugoes da EDO. A anélise
da dependéncia ou independéncia linear de tais solugoes é feita por meio do Teorema

da Solucao Geral da Equacao de Bessel.

Palavras-chave: Equacao de difusao. Equacao de Bessel. Cilindro infinito. Trans-

feréncia de calor.



Abstract

Power series is of great importance in solving differential equations, with results that
can be used as a basis both for the representation of functions, primarily special func-
tions, such as for use in various kinds of problems. This work is related to the heat
diffusion process through an infinite cylinder, shaped by a partial differential equa-
tion. This equation, called the Diffusion Equation. The resolution established here
proposes to solve this equation in its particular formulation in case of an infinite
cylinder with racial distribution and prescribed temperature. Given especially via
separation method in the following manner ¢ = 1 exp|—ak?7], where ¥ is the solution
of the differential equation V9 + k%9 = 0. In our case ¥(x) is a solution of the Bessel
equation, is through power series about an ordinary point or a regular singular point.
Initially, aiming at applying the Frobenius method, an extension of the method of the
power series, conditions are established so that the ordinary point is characterized as
a removable regular singular point, so that the Frobenius method also produces the
so-called analytical solutions about an ordinary point, possibly by a series multiplying
the logarithmic power term or by a fractional exponent. Then, using their respective
recurrence relationship of the Euler-Cauchy equation, the two solutions are determined
EDO. The analysis of linear dependence or independence of such solutions is made by

means of Theorem General Solution of Bessel Equation.

Keywords: Diffusion equation. Bessel equation. Infinite cylinder. Heat transfer.
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Introducao

Depois do reconhecimento da teoria de Fourier, do matematico e fisico francés
Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), no ano 1811, sobre a solugao e formulagao
do problema da conducao do calor em uma barra de metal, o qual é modelado por uma
equacao diferencial parcial, surgiram novos problemas em decorréncia do seu trabalho,
desde que se possa expressar uma funcao dada como uma série infinita de senos e
COSSenos.

Dentre as areas que se desenvolveram em decorréncia do estudo de Fourier destacam-
se Equacgoes diferencias, Anélise e Teoria dos Conjuntos.

Existem diversas formulagoes da Equacao de calor. Para determinar a distri-
buigao de temperatura em um meio é necessario resolver a formulagao correta. Esta
solugao vai depender das condigoes fisicas existentes nas fronteiras do meio, isto é das
condigoes de contorno. A Equacao de difusao, e uma versao mais geral da Equagao de
calor.

Na Referéncia [3], mostra-se a solucao particular da equacao de condugao de calor

através do método de separacao é dada por:
t = 9 exp[—ak?7], (1)
onde 9 é a solugao da equacao diferencial:
V2 + k29 = 0.
No nosso caso ¥(z) é uma solu¢do da equagao de Bessel
V" (r) + (%) 9 (r) + k*9(r) = 0. (2)
Nesse contexto, este trabalho esta dividido em quadro capitulos, sendo o primeiro

alguns conteudos, necessario ao entender sobre séries de poténcia e série de Frobenius.

Tais como sequéncia numéricas, séries numéricas, somas parciais, convergencia;

11
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No segundo capitulo capitulo, apresentaremos uma revisao sobre séries de poténcias,
a idéia do método das séries de poténcias, definiremos a representacao de uma fungao
em forma de séries Taylor e por fim estudaremos as classificagao dos Pontos do Dominio
da EDO;

No terceiro capitulo, nos propomos a estudar o chamado método de Frobenius,
uma extensao do método das séries de poténcias. O método de Frobenius é uma
importante ferramenta para encontrar solucoes de equacoes diferencias ordindrias de
segunda ordem na forma de série de Taylor, assim como a equacao de Bessel, que é
mencionada nos topicos essenciais e de grande importancia para o nosso problema.
Estudaremos também uma segunda solucao independente, obtida pela forma indicada
na equacao indicial associada a equacao de Euler-Cauchy;

O objetivo do capitulo quatro é encontrar uma funcao em funcao do tempo que
seja a solucao do nosso problema da difusao de calor ao longo de um cilindro infinito,

com distribuicao racial e temperatura prescrita.



Capitulo 1
Pré-Requisito

Neste capitulo definimos os conceitos de sequéncia e série numéricas, apresenta-
remos também alguns testes de convergéncia e divergéncia, para poder prosseguir em

nosso estudos sobre série de Poténcias.

1.1 Sequéncia Numéricas

Nesta secao, todos os conceito e resultados importantes mencionados que referen-

ciar a limites, sera introduzidos por meio de sequéncias numérica.

Definicao 1.1. (Sequéncia Numérica) Uma sequéncia numérica é uma fungdo
f N — R, definida no conjunto N = {1,2,3,4,5,6,7,8,...} dos nimeros natu-
rais e tomando valores no conjunto R dos nimeros reais. O valor f(n) serd repre-
sentado por a,, para todo n € N, e chamado o termo geral (quando possui uma lei
de formagdo) ou n-ésimo termo. Denotamos uma sequéncia escrevendo todos os seus

termos (ay, az, ag,...) ou por (a,)nen ou simplesmente por (ay,).
Exemplo 1.1. Sao exemplos de sequéncias numéricas:

1. (N)nen = (1,2,3,4,5,6,7,8,...)

5 (1 (1 1 1 1
S \107 ), o \1071027103 10%"" "
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CAPITULO 1. PRE-REQUISITO 14

1.1.1 Conceito de Limite de Sequéncias

Dizemos que uma sequéncia (a,) é convergente se, a medida que o indice n cresce,

o elemento a,, vai tender para um certo nimero L, chamado o limite da sequéncia.

Defini¢ao 1.2. Uma sequéncia (a,) converge para o nimero L, ou tem limite L se,

dado qualquer nimero ¢ > 0, existe N € N tal que n > N implica |a, — L| < ¢.

Nocao de Vizinhancga
Seja L € N e ¢ > 0, chama-se vizinhanga ¢ de L, e denota-se por V(L) ao
conjunto
V.L)={z€eR;jlz—L| <e}=(L—¢e, L+e).

Observacao 1.1. Note que n, a partir de um certo indice no = N + 1, sempre vai

estar dentro da vizinhanca €.

Exemplo 1.2. Vamos provar, sequndo a definicao anterior, que a sequéncia

(an) =

n—1

n

converge para o numero 1.

1
De fato, dado qualquer ¢ > 0, tome, N > —. Assim, se n > N, temos
€

—1

n

1<1<
=—-< =<e.
n N

n—1

_1‘:

n

Teorema 1.1. Se lima, = L e¢lima, = Ly , entao L = L.
Demonstragao. ( Ref. [16]) |
Teorema 1.2. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja (a,) uma sequéncia convergente com limite L. Assim pela de-
finicao (1.2)), fazendo ¢ = 1, existe um indice N a partir do qual se tem |a,, — L| < 1.

Usando a desigualdade triangular podemos assegurar que:
|an| = |an, — L+ L| < |a, — L| + |L| < 1+ |L[,¥ n > N.

Os tnicos termos da sequéncia que, possivelmente, nao atendem a condigao anterior
sao: ai,as,as,...,an—_1. Considerando o niimero real K como o maior entre os niimeros
1+ |L|,|a1|, |azl, las], ..., lan-1]. Entao, |a,| < K para todo n, o que prova que a

sequencia ¢é limitada. [ |
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Observacao 1.2. Nem toda sequéncia limitada é convergente.
Exemplo 1.3. Considere a sequéncia

(—1)" (2 + %) .

Note que, para n suficientemente grande, a sequéncia tende a 2 ou —2. Mas uma
sequéncia so pode convergir para um unico valor. Logo a sequéncia dada € limitada

sSem Ser convergente.

Observacao 1.3. Dizemos que uma sequéncia que nao converge é divergente. Neste
caso, dado K > 0 existe N tal que a,, > K para todo n > N. Deste modo nao importa

o K, teremos sempre um termo da sequéncia maior do que K.

1.1.2 Operagao com Limites

Mediante o conceito de limite e a definicao 1.2, podemos estabelecer o teorema a

seguir.

Teorema 1.3. Sejam a, e b, duas sequéncias convergentes, com limites a e b, respec-
tivamente. Entao, (an + bn), (anb,) e (kay,), onde k é uma constante qualquer, sio

sequéncias convergentes. Além disso,
a) lim(a, +b,) = lima, + limb, = a + b;
b) lim(ka,) = k(lima,) = ak;
c¢) lim(a,b,) = (lima,)(limb,) = ab

d) Se, além das hipdteses acima, b # 0, entao lim (a,/b,) = a/b.

1.1.3 Sequéncias Monoétonas

Uma classe importante de sequéncias limitadas sao as chamadas sequéncias mondtonas.
Definicao 1.3. Diz-se que uma sequéncia a, € crescente se
a < ay<az<..<a,<..;

e decrescente se
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a1 > A > a3z > ... > Qp > ...
Diz-se que uma sequéncia a, € nao-decrescente se

a1§a2§a3<...<an§...'

)

e nao-crescente se

a12a22a3>...>an2....

Diz-se que uma sequéncia € mondotona se ela satisfaz qualquer uma dessas condicoes.
Teorema 1.4. Toda sequéncia mondtona e limitada € convergente.

Demonstragao. Seja (a,) uma sequéncia nao-decrescente e limitada. Entdo, o conjunto

dos termos da sequéncia (a,) possui um supremo
K = sup,{a,}.

Vamos provar que esse nimero K é o limite de a,. De fato, dado ¢ > 0, existe N € N

tal que
K —cs<ay.
Sejan > N. Como (a,) é uma sequéncia nao-decrescente, temos,

K—cec<ay<a, <K< K+e.
lima, = K.

No caso de (a,) ser nao-crescente é andlogo.

O teorema anterior nos permite saber se uma dada sequéncia mondtona é con-
vergente, sem conhecer seu limite. O teorema seguinte é um critério de convergéncia

que pode ser aplicado em qualquer sequéncia.

Teorema 1.5. (Critério de convergéncia de Cauchy) Uma condigio necessdria
e suficiente para que uma sequéncia numérica (a,) seja convergente € que, dado € > 0

erista N € N tal que, para todo inteiro positivo p.

n>N=|a, — anip| <e.
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Demonstragao. (Referéncia [8]) |

Observacao 1.4. Uma sequéncia é de Cauchy quando seus termos ficam arbitraria-

mente proximos uns dos outros a partir de um determinado indice.

1.2 Séries Numéricas

Uma série é uma soma s = aq + as + az + ... + a, + ... infinita de termos, onde
s = lim(ay + as + az + ... + a,) pode existir ou ndo. Segue que quando o limite existe a
série converge, caso contrario, dizemos que a série diverge. As demonstragoes de alguns

teoremas, apresentados nesta secao, fogem de nossos objetivos por isso serao ocultadas.

Definicao 1.4. (Série Numérica) Uma série numérica é a soma de todos os termos
de uma sequéncia, ou seja, dada uma sequéncia (a,) = (ay,as,as,...) temos que uma
oo

série numeérica € o somatorio g a, =a;+as+as+....

n=1

oo o0 1 (e 9]
Exemplo 1.4. Sao séries numéricas: Zn , Z (W) e Z(—l)".
n=1 n=1

= n=1
1.2.1 Somas Parciais

oo
Para determinar se uma série numérica E a, = a1 + as + az + ... tem uma soma

n=1
Ou Nao, usamos somas parciais:
S1 = a1
So = a1+ as
§3 = a1+ az+as

e, em geral,

n
Sp — E a;
=1

Observacao 1.5. As somas parciais formam uma nova sequéncia (s,), que pode ou

nao ter um limite. Assim, se
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lim s, =S
n—oo

existir, entao o chamamos de soma da série infinita, isto €,

ian:s

n=1

Exemplo 1.5. Considere (s,) a sequéncia de somas parciais da série

1
— 107
Assim
Lyl by vl pa
Sp=—4+-—+-—4+-—+...+4—. Dai
10 102 103 104 107
1 1 n 1 N 1 P 1 n 1
—S$p=—+-—+—+...+ — .
10 102 103 104 107 107+t
Note que
1 1 1
Sp— —8, = — — ——
10 10 107+t
9 1 1
10" 10 107+
10 /1 1
Sp=— | —— .
9 \10 10~*!
Portanto,
. 1 1 1
lim s, = lim | = — = —
Logo,

=1 1
215 =5

n=1

Teorema 1.6. Se uma série converge, seu termo geral tende a 0.

[e.9]

Demonstragao. Seja E a, uma série numérica e s, sua sequéncia de soma parciais,
n=1
tal que lim s, = 5. Temos que

n—oo

S, =a1+as+as+ ...+ a,
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e
Sp_1=Q1 + Q3+ a3 + ... + Ap_1-
Segue que,
lim s, =Se lim s,_1 =25.
n—oo n—oo
Logo,

lim a, = lim (s, —s,-1) =S5 — S5 =0,

como queriamos demonstra.

[ |
o0

Exemplo 1.6. (Série Geométrica) Seja E " uma série numérica, v # 1, e s,
n=1

sua sequéncia de soma parciais. Assim

sp=x+r2+23 4.+

8, = x>+ 2+ .. "

Temos que

_ en+l
S, — 18, =x— 2" =5 _r-r
n n - n -

11—z

Agora podemos calcular

lim s, = lim 1=z
n—o00 n—soo 1 —ox

v—a"tt [ r| <1
oo 2 >1

De fato, supondo |z| < 1, temos que x" tende a zero, de forma que essa erpressao

x 7/ . . 7 .
, que € o limite de s,. Note que no caso em que |x| > 1 a série
—

converge para 1

diverge, pois seu termo geral nao tende a zero.

O teorema [1.6| nos da uma condigc@ao necessaria para que uma série convirja, mas

nao suficiente.
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Exemplo 1.7. (Série Harmoénica) Chama-se séria harmonica a série

o0

Zl—1+1+1+
—=ld oot

n=1
Note que o termo geral desta série tende a zero, mais Nicole Oresme, matemdatico do

século XIV, provou que ela diverge.

Observacao 1.6. A série harmonica estd compreendida entre as séries divergentes

1 ) 1
E — com x < 1 e as séries convergentes E — com x > 1.
z x

1.2.2 Testes de Convergéncia

Dada uma série, para que possamos saber se ela converge ou diverge temos varios
testes que podemos aplicar, dos quais veremos alguns que serao necessarios ao nosso
estudo de séries de Poténcias. As demonstracoes destes testes serao ocultadas neste

trabalho, mas poderao ser encontradas em [7].

Teste do Termo Geral

Teorema 1.7. (Teste do Termo Geral) Se lim a, # 0, entio a série Zan
n—oo

diverge.

n
n+1

Exemplo 1.8. Dada a série Z . Temos que
n=1

: . 1
Sy = =1

Portanto, pelo teste do termo geral a série diverge.

Teste de Comparacgao

Teorema 1.8. (Teste de Comparacao) Sejam Z an e Z b, duas série de termos
nao negatiwos, a primeira dominada pela sequnda, isto € , a, < b, para todo n. Nessas

condicoes podemos afirmar.

a) Z b, converge = Z a, converge e Z a, < Z bn;

b) Z a, diverge = Z b, diverge.
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Exemplo 1.9. Dada a série

Temos que

g Yol _vn
n

n?+1

3

mas como
1
>
n-2
7 7 . - 3 ~ 7 .
€ uma p-série e converge, pois p = 5 > 1. Logo, pelo teste de comparacao, a série

vl

nz+1’

CONverge.

Teste da Razao

Teorema 1.9. (Teste da Razao) Seja Zan uma série de termos positivos tal que
On41
an
L > 1, sendo inconcluso o caso em que L = 1.

exista o limite L do quociente . Entao, a série converge se L < 1 e diverge se

Observacao 1.7. O teste da razao ou teste D‘alembert € uma importante consequéncia

do teste de comparacao.

Corolario 1.1. A série de termos positivos E a, € convergente se a partir de um

, . an+1 . . ,
certo indice vale sempre < ¢ < 1; e divergente se a partir de um certo indice vale
a?’l
An+1
sempre —— > 1.
Qp,

L n! . .
Exemplo 1.10. Dada a série E —. Verificaremos se converge ou ndo, usando o
n

teste da razao. Segue que,

. N n 1 1
SN RS I S N
an, (n+1Drtt ol (n+1)" (I+5)" e

Logo pelo teste da razao a série converge.
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1.2.3 Convergéncia Absoluta e Condicional

Dizemos que uma série 5 a, converge absolutamente, ou ¢ absolutamente
convergente, se a série g |a,| é convergente. Se E la,,| diverge e a série E an

converge, dizemos que a série E a, ¢ condicionalmente convergente.
Teorema 1.10. Toda série absolutamente convergente € convergente.

Demonstragao. Sejam as séries g ap e E |a,,|. Suponha que g |a,| converge. Con-
sidere p,, a soma dos termos a, > 0 e ¢, a soma dos valores absolutos dos termos a, < 0,
onde r < n. Se T, e S, sao as somas parciais de E la,| e E an, respectivamente.

Temos

T, = |a1| + |az| + |as| + ... + |an| = pn + @n

Sn = Pn =
As sequéncias (T},), (pn) e (¢,) sdo ndo decrescentes, a primeira das quais, por hipétese,
é convergente. Seja T seu limite. Temos que p, < T, < T eq, < T, < T, donde
concluimos que (p,) e (g,) convergem. Sejam p e g seus respectivos limites. Entao S,

também converge.

Sn:pn_anp_Q-

Séries Alternadas e Convergéncia Condicional

Uma série é alternada quando seus termos tém sinais alternadamentes positivos
e negativos. Para esta série vale a reciproca do Teorema 1.6, quando o valor absoluto
do termo geral tende a zero de uma sequéncia nao-crescente, isto é, a; > as > az >

.. > a, — 0. O que é equivalente a o Teorema seguinte.

Teorema 1.11. (Teste de Leibniz) Seja (a,) uma sequéncia que tende a zera nao-

crescente. Entao, a série alternada E (—=1)""a, converge.

Exemplo 1.11. Verificaremos se a série dada é convergente; e em caso afirmativo, se

absoluta ou condicional.
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Z (="
n?

. 1 . .
Considere E — que converge e € o walor absoluto da série dada. Logo a série
n

—1)"
g ( 5— converge absolutamente. Portanto a série dada converge.
n

Exemplo 1.12. Verificaremos se a série dada é convergente; e em caso afirmativo, se

absoluta ou condicional.

DR
m—
, r
Note que quando passamos o valor absoluto na série temos que Z — diverge e nada
n

podemos dizer. Aplicando o teste de Leibniz, temos que

1
a) — ¢ decrescente;
n

1
b) lim — =0.

n—oo M,

1
Portanto, pelo teste de Leibniz, a série Z(—l)”— converge condicionalmente.
n



Capitulo 2

Meétodo das Séries de Poténcias

Dada uma Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Segunda Ordem com coe-
ficientes constantes podemos encontrar solucoes por fungoes elementares do Célculo.
Entretanto, nos perguntamos se é possivel termos solucoes por fungoes que conhece-
mos do Célculo, para o caso de uma Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Segunda
Ordem com coeficientes variaveis.

Para que isso ocorra é necessario que a funcao f possa ser representada por série
de poténcias, isto é, f é uma funcao especial.

O objetivo desta secao é abrir caminho ao estudo principal deste trabalho, isto é,

o estudo das séries de poténcias.

2.1 Séries de Poténcias

Uma série de poténcias em (z — zg), ou série de poténcias centrada em xq é
uma série infinita da seguinte forma:
oo
2 3
g an(z—20)" = ag+ar(x —xz0) + as(x — o)+ az(x — x0)° + ...+ an(x —x0)" + .. .,
n=0
onde x é uma variavel e ag, a1, as, as, . .. sao constantes chamadas de coeficientes e x
é a constante chamada centro da série. Em particular, uma série de poténcia centrada
em ry = 0 é uma série da forma
o
n __ 2 n
E anx” = ag+ax+agx” +...+a,x +....
n=0

Para nosso estudo vamos supor que todas as variaveis e constantes sejam reais.

24
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2.1.1 Representacao de Fungoes como Séries de Poténcias

O principal uso das séries de poténcia é fornece uma maneira de representar

fungoes especiais. A soma da série anterior é uma funcao
— 2 n
f(x)=ao+a1x+asx® + ... +aa" + ...,

onde o dominio é o conjunto de todos os x para os quais a série converge.
Em particular se a, = 1 para todo n, a série de poténcias se torna a série

geometrica,

doat=ltata®+. . +a" .,

n=0
onde o dominio de convergéncia é o conjunto S = {x € R; |z| < 1}.
Se f tiver uma representacao (expansao) em série de poténcias em (x — zg), isto
é, se
o
flz) = Z an(x — x0)", onde |(z — x0)| < r,
n=0

entao os coeficientes sao dados pela férmula

_ f(n) (z0)

Ap |
n:

A série é chamada de série de Taylor para a funcao f em torno do ponto z = .

Séries de Taylor e de Maclaurin

A série de Taylor da funcao f em torno de z = g, é dada por

X r(n) To /1‘0 " T ) " Zo 5
fa) = 3 T gy = ) + L gy L (o ey D oy

Para o caso especial o = 0, a série de Taylor recebe o nome especial de Séries

Maclaurin.

> (n) / I "
f(x)zzf (0)(x)”=f(0)+fl(!o)erfQ(!O)mQJrfS—(!O)(x)?’Jr....

Exemplo 2.1. Sao exemplos de séries de poténcias as sequintes séries de Maclaurin

1 R—
1—x2

a)

Zx” =l4+z+2°+... (|x| < 1, série geometrica)
n=0
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b) 1f$:Za:”:x—l—x2+:v3—l—...
n=1

Observacao 2.1. Note que para o caso em que xo = 0, nao temos nenhuma perda de

generalidade da série, deste modo estudaremos a série na forma E apx".

n=0

oo

Lema 2.1. Se a série de poténcias E a,x" converge num certo ponto x = xg # 0,
n=0

ela converge absolutamente em todos os pontos x do intervalo |z| < |zo|; e se a série

diverge em x = xg, ela diverge em todo x fora desse intervalo, isto €, em |x| > |zo].

o0
Demonstragao. Se a série g a,x" converge em xy, temos que seu termo geral tende a

n=
zero, ou seja, lim a,z; = 0, e é limitado por uma constante S. Donde

n
laag] < S
n n
n n T
= |ap2"| = |lanag| | —| < S |—
o
1 T
= —|a,2"| < |—
S i
(o] T n
Nessas condi¢oes podemos afirmar: como a série geométrica g —| ¢é convergente
x
n=0 0
o
- n .
em |x| < |zg|; temos pelo teste da comparacao que E |a,x™| também converge no
n=0
oo
intervalo |z| < |zo|. Note que se a série E a,x™ diverge em x = xy, temos que a série
n=0
oo n
dominada E —| diverge também, o que ¢ um absurdo. Portando, provamos que
x
n=0 0
o0
em r = xg a série E ap,x" teria de convergir, o que completa a demonstragao. [ |
n=0
o0
Teorema 2.1. A toda série de poténcias E a,x", que converge em algum valor ' # 0
n=0

e diverge em algum outro valor x”, corresponde um nimero positivo r tal que a série

converge absolutamente se |x| <r e diverge se |z| > r.
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Demonstra¢ao. Se r é o supremo de |z|, ou seja |z°| < r, com x variando entre os

valores que a série converge. Temos que
'] <rer<|z’|

De fato, se r > |2”|, terfamos um x tal que |2”| < |z| < r (pois r é o supremo), e

. e "
portanto a série converge em x. Por outro lado, pelo lema a série converge em |z”|
o que é um absurdo. Temos ainda que, se |z| < r, existe um z tal que |z| < |zo| <,
e a série converge em xy. Logo, pelo lema [2.1| a série converge absolutamente em x e

diverge em x no intervalo |z| > r. Neste caso, basta considera o caso em que |z| = |z"],

onde r nao seria mais o supremo. [

Intervalo de Convergéncia. Raio de Convergéncia

Toda série de poténcia possui um intervalo de convergéncia. O intervalo de
convergéncia sao todos os valores x nos quais a série converge e para determina-lo,

usaremos o teste da razao,

oo
desde que este limite exista. Pelo critério da razao, a série g a,x" é absolutamente
n=0
convergente se L < 1 e divergente se L > 1, sendo o caso extremo L = 1 analisado
separadamente. Deste modo para determinar o intervalo de convergéncia, vamos aplicar
o teste da razao, no caso em que x # 0, pois em x = 0 todos os termos se anulam,

exceto talvez o primeiro ay que seria o tinico valor para que a série converge, o que nao

tem interesse pratico. Segue que

(

lz].0 <1
- Nagaa™t ) fapa|
Jim = | = el i = = G Jalee >0
\

Logo temos trés possibilidades para o limite: No primeiro caso a série pode convergir
para outros valores de x. Nesse caso r = oo. No segundo caso a série diverge para todo
x # 0. Nesse caso r = 0. No terceiro caso a série converge para todo valor z # 0 tal

1 1
que |z|.M <1=|z| < e diverge para |z|.M > 1 = |z| > U
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Note que o teorema anterior nao garante se nos extremos —r < x < r a série
converge. Mas, podemos afirmar que s6 faz sentido falar de série de poténcias dentro
do seu intervalo de convergéncia. Pois s6 neste intervalo a série é uma funcao. Devido
ao fato, que os estudo natural das séries de poténcia é o plano complexo e quando x
varia em |z| < r é um circulo de centro na origem e raio r. O nimero r, apresentado
no Teorema anterior, ¢ chamado raio de convergéncia da série.

Por consequéncia do teste da Razao, podemos obtermos o raio de intervalo da

convergéncia da seguinte forma,

0 que é 0 mesmo que

An

r = lim
n—oo

Ap+1

Exemplo 2.2. Determine o intervalo de convergéncia e o raio de convergéncia da série

=, (—1)
— n +1
Usando o teste da Razao, temos
n "1 1+
L= tim |2 = b [P o] lim e = ] < 1
n—oo | Gy n—oo N+ 2 " n—oo | 4 2

Logo —1 < x < 1. Analisando as extremidades, temos: no caso em que xr = 1, temos

— (="
Zn—i—l’

n=0

1
como

, A ) 1
¢ uma sequéncia decrescente e o lim —— = 0. Seque que pelo teste de
n—oo | 4

Leibniz a série alternada

— (="
Zn—i—l’

=0

3

converge. No caso em que v = —1, temos
ST R
o n+1 o n+1 n:0n+1’

que € uma série harmonica que diverge. Portanto,

= (1
nz:% n+1"’

converge no intervalo (—1,1] e o raio de convergéncia é r = 1.
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2.1.2 Operacoes com Séries de Poténcias

As séries de poteéncias podem ser combinadas através das operacao de adicao,
multiplicacao e divisao. Os procedimentos sao semelhantes & maneira pelo qual soma-

mos, multiplicamos ou dividimos dois polinomios.

Proposigao 2.1. Se as séries de poténcias

f(z) = Zanx” e glx)= anx"

forem ambas convergentes para |x| < r, entdo:

o0

flx) £ g(x) = > (an+by) 2"

onde a série resultante converge para |x| < r, pelo menos.

flz)g(z) = [Z anx”] [Z bna:”] = Z Cpx”

onde
Cn = agbp + arby,_1 + agb,_o + ... + ayby,

onde a série resultante converge para |x| < r, pelo menos. Se g(x) # 0, entdo podemos

f()
g(x) =
igualando-se 0s coeficientes correspondentes na sequinte equacao:

o
= E d,x", onde na maiorias dos casos, os coeficientes d,, podem ser obtidos

ter

ianaﬁ" = [i dnx”] [i bna:"] = i (i dkbn_k> z".
n=0 n=0 n=0 n=0 \k=0

No caso da divisao, o raio de convergéncia do série de poténcias resultante pode ser

menor do que T.

Temos ainda, que a funcao f é continua e possuiu derivadas de f’, f”,..., dentro
do seu intervalo de convergéncia, que podem ser calculadas derivando-se a série termo

a termo, isto é,

f'=a1+2ax+ ... +naz" "+ ... = Znanxnfl,
n=1
" =2ay +6asz + ... +n(n — Daz" 2 +... = Zn(n — Dayz™ 2,

e assim por diante. Cada uma dessas séries converge absolutamente no intervalo |z| < r.
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2.1.3 Propriedades das Séries de Poténcias

Teorema 2.2. Toda série de poténcias E a,x", com raio de convergéncia r > 0 (r
podendo ser infinito), converge uniformemente em todo intervalo [—c, c], onde 0 < ¢ <

T.

Demonstracao. Fixado ¢ < r, seja xg um numero compreendido entre ¢ e r. Como
a série converge absolutamente em z,, existe S tal que |a,z}| é limitado por uma

constante S; segue que para |z| < ¢,

x |" c |
la,z"| = |ayxy] IE_O < S|—

Zo

Isso mostra que a série g |a,z"| ¢ dominada pela série numérica convergente g S
2o

Portanto, pelo teste da comparacao, a série E |a,x™| converge uniformemente em

lz] <e. |

Observagao 2.2. Note que o teorema anterior garante a convergéncia uniforme em
qualquer intervalo |x| < ¢ contido no intervalo |x| < r, mas ndo garante nada em

lz| < 7.

Teorema 2.3. Se uma funcao f admite representacao em série de poténcias num ponto

Xo, €ssa representacdo € unica.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f tenha duas representacoes para todo z numa vizi-

nhanca da origem, |z| < r:

flz) = Z apz" = Z b,x".

Essas séries podem ser derivadas repetidamente, termo a termo, em seu intervalo

aberto. Em particular, em x = 0, temos a,, = b,, para todo n > 0. [ |

Observacao 2.3. (Consequéncia do teorema anterior)

Se

i an(z — x0)" =0,

n=0

para todo x em algum intervalo aberto centrado em xq, tal que |z| < r. Entdo,

ag=a1=0as...=a, =...=0.
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2.2 A Idéia do Método das Séries de Poténcias

A idéia do método de séries de poténcia para resolver EDOs é bem simples.
Descreveremos, nesta secao, o procedimento pratico, que nos fornece solucoes das EDOs
na forma dessas séries, em seguida provaremos a existéncia da solucao por séries de
poténcias.

Para uma dada EDO na forma padrao

y' + p(a)y + q(z)y =0, (2.1)

onde p(z) e q(z) sdo polinémios.
Suponha que existe uma solucao na forma de uma série de poténcias, a qual

estabeleceremos no proximo teorema, com coeficientes desconhecidos

o0

Yy = Z anr” = ag + a1 + asx® + azx® + . .. (2.2)

n=0
O modo mais préatico de determinar os coeficientes a,, é substituindo a solucao
y e suas derivadas 3 e ¢’ na equacao , no seu intervalo de convergéncia, o que
resultara em uma férmula de recorréncia, pela qual podemos determinar sucessivamente
os coeficientes, até entao, desconhecidos. De modo que, as operagoes envolvidas no
procedimento sao justificiveis desde que permanecamos no intervalo de convergéncia.
Raramente é possivel reduzir uma representacao fechada para a solucao de uma
equacao, deste modo, nao convém aplicar o método de série de poténcias de imediato,

se nao temos uma garantia. Prosseguiremos utilizaremos o seguinte conceito.

Definicao 2.1. (Fung¢do Analitica Real) Uma funcao real f(x) € dita analitica
no ponto xr = xy , se ela pode ser representada numa série de Taylor relativa a esse

ponto que tenha raio de convergéncia positivo.

Basta considerarmos a equacao diferencial de segunda ordem linear

as(2)y" + ar(x)y’ + ao(z)y =0 (2.3)

onde as, a1 e ag sao fungoes analiticas em x = xy, que pode ser escrita na forma

Y+ p(x)y + q(z)y =0,



CAPITULO 2. METODO DAS SERIES DE POTENCIAS 32

dividindo-se pelo primeiro coeficiente as(x). Segue-se, entdo:

e Se as(zg) # 0= p(x) e q(z) sdo analiticas;

e Se as(xg) =0 e ay, a; e ag sdo polindmios sem fatores comuns. Entao p(z) e q(z)

nao sao analiticas.

Exemplo 2.3. Verificaremos se a sequinte equagcao possui solucao
xy” + (sinx)y + 2%y = 0.
Temos que,

as =, ap =sinx e ag = 2

sao fungoes analiticas em x = 0. Reescrevendo a equa¢ao dada, obtemos

,  sinx , a?
Yy + Y+ —y,
T T

donde s6 podemos garantir solugao por série de poténcias se p(x) e q(z) forem analiticas.

Note que q(x) = x € analitica. Verificaremos agora se p(x) também é. Seque que

simnz x 2% a° x?  at (1)
— ST T N S
L T 31 ; 2n+ 1)l
usando o teste da razdo na série, temos
. n+1 2n+2 2 1 | 1
lim |2 | i | Cn+DY e i —0<1,
n—oo | apT™ n—oo | (2n 4+ 3)! 2" n—oo (2n + 3)(2n + 2)

o0
. . ~ . -1 nIQn .
logo, pelo critério da razao, a série E §2 ) ¢ absolutamente convergente e analitica.

“ (2n+1)!
Portanto, a equacao

xy” + (sinx)y + 2%y,

possut solucao em séries de poténcias.
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Funcoes Harmonicas

Definigao 2.2. Seja u uma fungdo de duas varidveis x ey, definidas em um dominio
D. Suponha que u tenha derivadas de seqgunda ordem sobre D. A fun¢ao u € harmonica
se ela satisfaz a equagao

Exemplo 2.4. Sao exemplos de funcdo harmonica as chamadas solug¢oes funda-
mentais da equacio de Laplace ® : R" — {0} — R. Definida por:

1
—In|z| se n=2
2m

O(x) =

;| |2—n >3
n(2 —n)a(n) ‘ e =
2.2.1 Teorema da Existéncia de Solugoes por Séries de Poténcias

Teorema 2.4. (Existéncia de Solucdes por Séries de Poténcias) Considere a

equacao

az(2)y" + a1 (x)y' + aog(z)y = 0,

em que as(x), a1(x) e ag(x) sdo polinomios sem fatores comuns. Se as(zg) # 0, a

solugao geral pode ser escrita como uma série de poténcias

y(r) = D ana" = ag (1 +2 bnwn> ta ( +2 ) = aoyi(v) + arya(e),
n=0 n=2 n=2

em que y1(x) e ya(x) sao solugoes fundamentais da equagao que convergem (pelo menos)
para |x| < r, sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com centro na origem

tal que as(z) # 0, para todo z € C com |z] < r.

Demonstragao. Dividindo-se a equagao (2.3|) por ag, obtemos uma equagao na forma

padrao

Y+ p(x)y +q(x)y = 0.

Temos que as(xg) # 0, p(x) e g(x) sdo analiticas, logo podem ser representada em série

de poténcias de x,
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an:c e gz an ,

que converge para |z| < r, sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com
centro na origem tal que ay(z) # 0, para todo z € C com |z| < r. Suponhamos que

exista uma solucao

o0
= E anx”
n=0

Vamos mostrar que os coeficientes satisfazem uma recorréncia de tal forma que y(x)

converge para |z| < r. Derivando-se termo a termo da série de y(z), obtemos

y = i na,x" = i(n + Dapz"
n=1 n=0

e
Zn n—1a,z"? = Z(n + 1)(n + 2)ap22".
n=2 n=0
Em seguida, substituindo-se na equagao (2.1]), obtemos
Z(n + 1)(n + 2)ap0z™ + anx” Z(k + Dap 2 + Z "™ Z apz® =0
n=0 n=0 k=0 n=0 k=0

= Z(n + 1)(n + 2)ap 02" + Z (ke + 1>ak+1xn+k 4 Z Gnarz™* = 0
n=0 n,k=0 n,k=0

:>Z ”+1>(”+2)an+2+2[19n k(K4 1D)agsr + gnraz) | 2" = 0.
n= k=0

Esta é a série nula, o que implica que todos os coeficientes sao igualados a zero, o que

garante que podemos obtermos duas solugoes. Assim obtemos:

n

(n+ D)+ 2anse = =Y [Pa-s(k + Dawes + do-rar] (2.5)

Essa equacao é chamada de relagcao de recorréncia. Por outro lado, da convergéncia

das séries de p(z) e g(x), se 0 < x < r, temos que existe S > 0, tal que

Ipnlzg < S e |gulzy < S, Vn > 0.
Segue que
S S S S
Pnk| £ —— = x—l’o e|gni| < —— = an’g, Vn > 0.
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Usando isso, temos da equagao([2.5)

n

S
(n+1)(n+2ane| < — D [k + Dlagsa] + lax]] =6 (2.6)
0 k=0
< Sk Dlagal + lall 7 + Slawalwo. (27)
0 k=0
Vamos considerar a série Z Apx", com os coeficientes definidos por Ay = |ag|, A1 =
n=0
la;|. Donde
m+1)(n+2)A2 = oy (k4 1)Ags1 + A 25 + S A, 1120 (2.8)
0 k=0

Usando ([2.7)) e (2.8)), por indugao podemos provar que para n > 0 temos a,, < A,. De

fato, para n = 0, temos
2|az| < Sflay| + [aol] + Sla|wo,
como Ay = |ag| e A; = |ay|, segue que

2’CLQ| < S [Ao + Al] + SAle = 2142

|CL2’ S AQ.

Suponha que a desigualdade vale para todo n < k, com k € N. assim aj_o < |Ag_o| €

ax—1 < |Ag_1|. Mostraremos que vale para k. Portanto, fazendo n = k — 2, temos

e

S -2
5 [(k’ + 1)|ak+1\ + |Clk|] Ilg -+ S|an_1|1:0. (29)

i

(k— Dk|ag| <

%
o)

Il
o

Como no lado direito de (2.9)) a soma é até k — 2, pela hipotese de indugao, temos

S k—2
(k — 1)k|ay| < . QZ (k + D) Apsr| + |Arl] 2F + S| Ap_1| o
= (k- 1k;Ak

Logo |ax| < Ay.
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oo
Vamos mostrar agora que a série E Apz™ é convergente para |z| < r, o que

n=0
implica que a série de y(z) também é convergente. Usando a equagao ([2.8)) para n — 1,

temos:
S n—1
nn+ 1A = —F [(k+1)Ag1 + Ag] a:o + SA,xo
o k=0
e
S n—2
n(n —1)A, — [(k+ 1)Api1 + A 2 4+ SA,_1x0.
g k=0
Assim,
1[5 [& .
nn+ 1A, = — — Z [(k+ 1)Ags1 + Axlzg | p + SAnxo
zo | g =
1 S = k n—1
= i > [k + 1) Aper + Al af + (nA, + Ayy) 2 + S A,z
L k=0
1 [ s [&2 J s .
= i D [k +1)Apr + Al af | + = (nA, + Ap_1)ai™' 3 4+ SA,x0
L k=0 ] 0
1 S [n—2 k_
= — = D [k + D Apr + A af | + S (nAy + Any) o p + SAuzg
o | %o L k=0 i
1[5 [ &2 .
= i > [k + 1) Apr + Al af | + SAu 1m0 + SnAnzo p + S Az
L k=0 i
1
= x_{ n(n —1)A, + SnA,xo} + SA,xo
0
= n{nn—l)—i—Snxo—I—Sa:O}
Usando o teste da razao, temos
+1 _ 2 n+tl
i A1z — lim n(n —1) + Snxg + Sxi x
n—oo |  Apz" n—00 zon(n + 1) "
— tm n(n —1) + Snzo + Sz} 7
n—00 zon(n + 1)
_
Zo .
Assim, a série ZAnx" converge para |z| < xg, para todo xy < r. Logo, a série
n=0

o0
E Apz™ é convergente para |z| < r. Como para n > 0 temos a, < A,, entdo a série
n=0
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o0
y(x) = g a,x" também é convergente para |z| < 7.
n=0
Agora, fazendo n = 0 em (22.5]), obtemos as como combinagao linear de ag e a.
Substituindo este resultado em (2.5 para n = 1 obtemos também a3 como combinagao

linear de ag e a;. Continuando desta forma obtemos
a, = bpag + c,a1, para n > 0.

Assim,
y(x) = Z a,xz" = ag <1 + Z bn:v"> +ay (:E + Z cnx”> .
n=0 n=2 n=2

[e.e] o0

Fica como exercicio para leitor verificar se y;(z) = 1+ E b e yo(x) =z + g "
n=2 n=2

sao solucao fundamentais da equagao.(veja na referéncia [5]) |

2.2.2 Classificagcao dos Pontos do Dominio da EDO

Dizemos que um ponto xy é um ponto ordinario da equagao as(x)y” + a1 (x)y +
ao(x)y = 0 se tanto p(x) como ¢(z) na forma padrao forem analiticas em xy. Dizemos,
ainda, que um ponto que nao ¢ um ponto ordinario ¢ dito um ponto singular da

equacao. Definimos da seguinte forma:
Definicao 2.3. Um ponto xg é um ponto ordindrio da equacao
y' (@) + p(x)y (z) + q(x)y(x) =0,

se p(x) e q(x) sao fungdes analiticas em xy. Caso contrario, dizemos que xo € um
ponto singular. Além disso, o € chamado de ponto singular reqular se xg ndao € um
ponto ordindrio e as fungées dadas por (x — x)p(x) e (x — x0)*q(x) sio analiticas em
xg. Se xg ndao € um ponto ordindrio e pelo menos uma desta fungoes nao for analitica

em xg, diremos que ele € um ponto singular irreqular.

No caso da equagao com coeficientes polinomiais, esta definicao ([2.3) pode ser

reformulada de maneira mais especifica, deste modo:
Definicao 2.4. Considere

ay” + ary' + apy =0,
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onde as,ay € ag $ao polindomios.
i) xg € um ponto singular da equagdo acima se az(xg) = 0;

ii) Um ponto singular xo é dito reqular se os limites forem finito.

2a0(x)_

I

. ar(x) .
lim(x —2zg)—% e lim(z—=z
z—mo( 0) as(z) 36—>960( 0) as(z)

ii1) Se um ponto singular nao € reqular, dizemos que ele é um ponto singular irreqular.

Observagao 2.4. Se x = x( for um ponto ordindrio da equa¢do , podemos sempre
encontrar duas solucoes linearmente independentes na forma de série de poténcias,
convergindo cada série, pelo menos, no intervalo (vo—r, xo+71),em que r é a distancia

a partir do centro xo até o ponto singular (real ou nao) mais préximo.
Exemplo 2.5. A solucao da EDO
(z—1)y" +ay' +y=0,
¢ da forma ian(x — 4)", isto €, na forma de uma série de poténcias em torno do
n=0

ponto ordindrio x = 4, é convergente no intervalo (4—3,4+3) = (1,7). De fato, neste

caso o ponto singular mais prdoximo, € o ponto x =1, e o raior = |4 — 1| = 3.
Exemplo 2.6. A solucao da EDO

(2* = 9)y" +ay' +y =0,
¢ da forma Zan(x —4)", isto €, na forma de uma série de poténcias em torno do

n=0
ponto ordindrio z; = 4, € convergente no intervalo (4 — 5,4 +5) = (=1,9). De fato,

neste caso o ponto singular mais proximo, sao os ponto zo = +3i do plano complexo,

eraior = |z — 29| =4 —3i| = |4+ 3i| = V42 + 32 = 5.

2.2.3 Resolucao na Vizinhanca de um Ponto Ordinario

Dados os coeficientes analiticos, podemos procurar solugao analitica em torno de
um ponto ordinéario xg, ou seja, podemos supor solucao formalmente representada por

uma série de poténcias e tentar identificar os coeficientes a,,’s e validar o resultado.
Exemplo 2.7. Todo valor finito de x € um ponto ordindrio da equacao diferencial
Y+ (€)Y + (sinz)y = 0. Em particular, xoy é um ponto ordindrio. De fato, pois, tanto

e® como sinx sao analiticas.
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2.2.4 Resolucao na Vizinhanga de um Ponto Singular Regular

Uma equagao diferencial relativamente simples que tem um ponto singular regular
¢ a equagao de Euler-Cauchy. A resolucao da equagao de Euler-Cauchy pode ser
resumida da seguinte maneira:

Dada a equacao de Euler-Cauchy

22y + axy' + py = 0, (2.10)

em qualquer intervalo que nao contenha a origem, procuramos solugao do tipo poténcia
y = x°, para s conveniente, ou seja, as solugoes sao determinada pelas raizes s; e ss.

Temos ainda que a e  sao constantes reais. O que faz sentido, pois:

y = s2*7t = xy = sa®;

y' =s(s— 1)z 2 = 2%y" = s(s — 1)a°.

Substituindo na equagao ([2.10)) y e suas derivadas 3’ e y”. Obtemos:

22y +axy + By = s(s — 1)z° + asx® + Br* =0

&ls(s—1)+as+plz°=0

Ss(s—1)+as+=0

& s+ (a—1)s+ 5 =0. (2.11)

Essa equacao quadratica é chamada de Equacao caracteristica ou Equagao
indicial associada a equagao de Euler-Cauchy, a qual, estudaremos mais a adiante.
Da equacao caracteristica, podemos obter o solucao geral da EDO, determinando as

raizes s; e sy da equacao.
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Solucoes da Equacgao Indicial

e Se as raizes sao reais e distintas, entao a solucao geral é dada por
y = cilz” + calz|*
e Se as raizes sao reais iguais, entao
y = (a1 + calnlz]) ||
e Se as raizes sao complexas, s1, so = A £ iu, entao
y = |2|* [e1 cos(puln|z|) + co sin(uln|z|)] .

Generalizando este procedimento, temos que supor que x, € um ponto de singula-
ridade regular da equagao az(z)y” + a1 (z)y' + ao(z)y = 0, que também pode ser escrita

em sua forma padrao

fazendo
_ a1 ()
p(I) - CLQ(ZE)
o) — ap(x)
q(z) 02(2)

Como zy é um ponto de singularidade regular da equacgao, temos por definicao,
que pelo menos uma das fungdes p(z) e/ou ¢(x) ndo é analitica em xy e as fungoes

dadas por
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sao analiticas em xy. Sem perda de generalidade, vamos supor que zo = 0. Logo

poderemos representéd-las por suas séries de Taylor:

zp(x) = Z]%ﬁn = po + 1T + pox® + pax® + ... (2.12)
n=0
e
oo
?q(r) = Z " = qo + QT + @’ + @ + ... (2.13)
n=0

Note que se multiplicarmos a equacao (2.1)), por 22,

2y 4 x(zp(z))y + 2%q(x)y =0 (2.14)

que, no caso particular de pg, g0 # 0 e p, = ¢, = 0 (Vn > 1), recai na equagao de

Cauchy-Euler

2*y" + xpoy’ + 2°qoy = 0.

Exemplo 2.8. zo =0 é um ponto singular para a equacao de Cauchy-Fuler

2" + axy + by = 0.

b
De fato, dividindo por x*, obteremos p(x) = g q(z) = —. Logo, as singularidades
x x

destas funcoes podem ser removidas por multiplicacdo:
p(x) = a e v?q(z) = b

Observacao 2.5. Da equacao de Cauchy-FEuler, podemos afirmar que existe solucdo
da forma y = z°, onde s nao € necessariamente € um inteiro. Portanto no caso de
ponto singular reqular, nao vamos poder procurar solu¢ao na forma de uma série de
poténcias, assim, vamos ter que procurar a solu¢ao numa forma que contenha como

caso particular as funcoes y = x°.

Na préximo capitulo, estudaremos o método chamado Método de Frobenius,
que fornece a base das solugdes em série da EDO linear (2.14]) em torno de um ponto

singular regular. Deste modo, uma das duas solucoes tera sempre a forma
oo
y(@) =) an(z —z0)" (a0 #0),
n=0

onde s é a raiz da equagao (2.11). A outra solucao terd uma forma indicada pela
equagao indicial. Apresentaremos agora dois exemplos, dois fatos que motivam esse

método:
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Exemplo 2.9. y; = 2° ey, = 2%Inx sdo solucdes de 2°y" —3xy' +4y =0 Va € (0,00).
Esta EDO tem um ponto singular em x = 0, em torno do qual, se queremos uma série
de poténcias como solucdo, sd obteriamos y; = x*, pois o fator Inxz na solu¢do ys ndo

tem representacao em série de Taylor em torno de x = 0.

Exemplo 2.10. A equagdo de Bessel (que discutiremos no proxima capitulo)

1 % —?
y”+—y’+( 5 )y=0 (2.15)
X x

onde v é um parametro e ay(xr) = 1 e ag(x) = 2* — v* analiticas em x = 0, ndo pode

ser tratada de modo geral pelo método de série de poténcias.



Capitulo 3

Método de Frobenius

Neste capitulo iremos estudar o chamado Método de Frobenius (George Ferdi-
nand Frobenius 1849-1917). Uma importante ferramenta para encontrarmos solugoes
de Equacoes Diferencias Ordinarias de Segunda Ordem na forma de série de Taylor,
independentemente se os coeficientes sao ou nao constantes.

O método é aplicavel geralmente em EDOs de segunda ordem de consideravel
importancia pratica - entre elas, a equagao de Bessel (Friedrich Wilheem Bessel 1784-
1846), pois possuem coeficientes que embora nao sejam analiticos é possivel encontrar-
mos solugoes, multiplicando as séries por um termo logaritmico ou por uma poténcia
de expoente fracionario . A equacao de Bessel surge com grande frequéncia, em enge-
nharia e/ou fisica matemaética, quando da resolugao de equagoes diferenciais parciais

pelo método da separacao de variaveis.

3.1 Método de Frobenius

O Método de Frobenius é uma extensao do método das séries de poténcias, con-
siste fundamentalmente em procurar uma solucao da equacao diferencial de segunda
ordem linear e homogénea, na forma de série de Taylor.

O método é aplicavel a equagoes na sua forma padrao:

y' +p(2)y +q(2)y =0, (3.1)

onde p(z) e q(z) ndo sdo fungdes analiticas em torno de z = 0, mas zp(z) e z%q(z)

sdo. Se p(z) e ¢(z) forem analiticas em z = 0 o método nao é todo necessario, basta

43
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tomarmos s = 0 e utilizarmos a resolucao descrita para o método de séries de poténcias.
O método de Frobenius para uma equagao com ponto singular regular, afirma que

podemos encontrar solucao na forma:

o0

y(x) = (x — x0)° an(x — x0)" = Z an(x — 20)" ",

com ag # 0 e onde s é um parametro livre.

Visto que sempre é possivel deslocarmos a singularidade sem mudar essencial-
mente a equacao diferencial, consideraremos x = xy + z e restringiremos, sem perda
de generalidade, nosso estudo ao caso do ponto z = 0. Deste modo, consideraremos

somente a seguinte série

y(z) = i an "t
n=0

Teorema 3.1. (Método de Frobenius) Consideremos que ay e ag sejam fungoes

quaisquer e analiticas em v = 0. Entao a EDO

//+ al(x) /+ aO(x)

X T

y =0, (3.2)
possui pelo menos uma solugdo que pode ser representada na forma

y(x) =a° Z an(x — 20)" = 2°(ag + a17 + apx® + .. .) (ap # 0) (3.3)

n=0
onde o expoente s pode ser qualquer nimero (real ou complexo), sendo s escolhido de
modo que ag # 0.

A EDO tem também uma sequnda solugdo (de tal modo que a essas duas
solugd@o sao linearmente independentes), que pode ser similar a equagdo , cOm va-

lores diferentes para s e para os coeficientes, podendo também ter um termo logaritmico.

Nao demonstraremos esse teorema. O que importa para nosso estudo é que exista

uma solucao em série da forma (3.3)).

3.1.1 Equacao Indicial, Indicacao da Forma das Solucoes

Explicaremos agora o método de Frobenius para resolver a equagao (2.14). Deste
modo, devemos primeiro, supor solugdes em série da forma (3.3). Em seguida, deriva-

mos (3.3) termo a termo, em relagdo a x. Note que na derivada,
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o0

Z(s +n)anz" T = 2 [sag + (s + Dagw + .. ],
n=0

o indice obrigatoriamente comeca a variar a parir de n = 0, diferente do método de
série de poténcias que podemos escolher comecar da forma mais conveniente, como em
: : _ s s+1 A A =
geral o primeiro termo de y = apz® + a;2”"" 4 - -+ nao é uma constante e nao se anula

por derivagao. A mesma observacao vale para a derivada de segunda ordem

o0

Z(s +n)(s+n—1)a,2"™ % =22 [s(s — 1)ag + (s + 1)sa1z +...].
n=0

Substituindo (3.3)) e suas derivadas, mas as séries (2.12]) (2.13]) em ([2.14)), obtemos

Z(s +n)(s+n—1)a,z""* + (an ) (Z (s + /{:)akxk+s>

n=0 k=0

Multiplicando as série e separando os termos, Obtemos

Z(8+n)(8+n—1)anx"+s+ Z pn(s+k)akx"+k+s+ Z qnak$n+k+s — 0.
n=0 n,k=0 n,k=0
:>Z{ s+n)(s+n—1an+2ak (s 4+ k)Pnr + @u_ k]} 25— ).
n k=0

00 n—1

:>[s(s—1)+p03+qo]a0x8+z{(S—i-n)(s—i-n +Zak (s +k)ppn_t + Gn_ k]}
n=1 k=0

=0

Uma vez que, por suposicao, ag # 0, igualamos a zero a equagao correspondente

a z°, obtemos
s(s —1) + pos + qo =0, (3.4)

essa importante equagao quadratica é chamada de equacgao indicial, exatamente a
mesma equagao de Cauchy-Euler. Deste modo, as raizes de (3.4), chamadas de expo-

entes da equacgao na singularidade, devemos sempre substitui-las na equacao:

n—1
(s+n)(s+n—1an+2ak (s+Kk)pnik+agui] =0, n>1
k=0
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chamada forma recorréncia. De modo que, o Teorema [3.1] garante que pelo menos

uma solucao na forma dessa série pode ser encontrada.

Exemplo 3.1. A equacao diferencial

zy" +3y —y=0

possui uma singularidade regular em x = 0. Pelo método de Frobenius, vamos mostrar

que podemos ter pelo menos uma solucao na forma de série:

y(zr) = Z anz" .
n=0
Deriwamos y termo a termo, obtemos
y'(z) = Z(s +n)a,z" T =2 [sag + (s + Daw + .. ]
n=0
e

y'(z) = Z(s +n)(s+n—1)a,2"* 2 =22 [s(s — Dag + (s + 1)sarx +...].

n=0

Substituindo y e suas derivadas, na equacao . Temos:

Z(s +n)(s+n—1)a,z"™t +3 Z(s +n)aa"tet — Z 4,z =0
n=0 n—=0 —

:>Z s+n 3+n)+3(5+n)} n+s—1_zanxn+s:0

n=0 n=0

= 7z’

s(s + 2)agr ™! + Z (s +n)(s+n+2)]az" " — Z anx"] =0
n=0 n=0

Fazendo n =n + 1 na primeira série, obtemos:

S

s(s+2)agz™ " + i (s+n+1)(s+n+3)]anp12" — i ana:”] =0

= z°

s(s+2)agz ™' + Z (s +n+1)(s+n+3)ant1 — an) x”] =0
n=0
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Deste modo, temos que a equagao indicial é da forma s(s 4+ 2) = 0 onde os expoentes

sao as raizes indicias s1 =0 e sy = —2. Como
(s+n+1)(s+n+3)ap1 —a, =0, (n>0), (3.6)

Seque-se que, quando s; =0 em (@),temos:

G,
o1 = (n+1)(n+3)
Qo
a1 =
T 1x3

2T o1 T (Ix3)2x4) 24l

a9 2@0 2@0
Aq = = =
7T 3x5  (3x2x5x4l) 35

_az 2a9 _2@0
C4x6  (4x3!'x6x5!) 416!

ayq

Logo, uma solugao da série é

N 2 = 2@0
1 E s o 200 |
' n=1 n!(n+2)!x ] Z n!(n+2)!x o (Ja] < o0)

n=0

Y1 = Qo

Agora, quando sy = —2 em (@,temos:
(n—1)(n+ Days1 —a, =0. (3.7)
Note que paran =1 en =0, temos em , respectivamente:
0Xx2a3 —a; =0=a; =0,

—1x1lag —ay=0=qy =0.

Continuando, encontraremos:

T Dt 1) =

Deste modo
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a2
Az =
T 1x3
as ao 2a9
ay = = —
YT 2x4 T (1x3)2x4) 24l
ay 2@2 2@2
ar = = =
T 3x5 (3x2'x5x4l) 35
2@2
= = 2)nl (n=2)
Logo,
- 2
_ —2 n
Yo = Qo ; e 2)!n!:p . (3.8)

Porém, se fizermos uma inspecdo detalhada de (@ e fazendo n = n — 2, veremos que
Y2 € um maultiplo de y; (veja no Exemplo (3.3)). Disto, concluirmos que o Método de

Frobenius nos da somente uma solugao em série para .

Tecnicamente, o método de Frobenius é similar ao método das séries de poténcias,
uma vez tendo-se determinado as raizes da equacao indicial.

Veremos a seguir que existem trés casos diferentes no Método de Frobenius,
através de exemplos, nos quais x = 0 é o ponto singular regular em torno da qual
desejaremos a solucao, que dependendo dos valores reais s; e so, veja a segéo,
obtemos a solugao geral da equacao .

3.1.2 Caso de Raizes Indicias Distintas nao se Deferindo por
um Numero Inteiro: sy — sy € Z

Neste caso, o método de Frobenius sempre fornece duas solucoes linearmente

independentes para a equagao (2.14) na forma:

o0

yi(x) = Z a, " (ag #0),

n=0

ya(z) =D bpz"™ by #0).
n=0



CAPITULO 3. METODO DE FROBENIUS 49

Exemplo 3.2. Encontre uma solugcao em série para a equagao
3zy" +y —y =0.
Devemos supor que exista uma solu¢ao da forma:
Y@ =3 e — o) (a9 £0)
n=0

deste modo, precisamos determinar todos als. Seque-se, derivando-se a série termo a

termo, obtemos

> (s + m)aga !
n=0
e
Z(s +n)(s+n—1)a,a" 2.
n=0

Substituindo y e suas derivadas na equacao dada, obtemos
3z Z(s +n)(s+n—1)a,z" 52 + Z(s +n)a,z" T — Z a, " = 0.
n=0 n=0 n=0
Deslocando o indice n = n — 1 na terceira série, obtemos que

3z Z(s +n)(s+n—1)a,a™"2 + Z(s +n)az" T — Z a,_1x" 7 =0,

= [3(s — s+ s]apr” '+ > _{B(s+n)(s+n—1)+ (s +n)]a, — a1} 2" =0.

n=1

= [5(3s — 2) + 5] agz” " + Z [(35 +3n —2)(s +n)a, — ap_1] 2" = 0.

n=1
Deste modo, temos que a equagao indicial e dd forma s(3s—2)+s = 0 onde os expoentes

N L 2
sao as raizes indicias s; = 3 e sy =0. Como

(3s+3n—2)(s+n)a, —a,—1 =0, (n>0), (3.9)
2
Seque-se que, quando s, = 3 em ,temos:
a4y = —nl (n>1)

- n(3n + 2);
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Qo Qo
a; = = —
" 1x5 5
ay Qo
g = =
2x8 215x8
(05} Qo
a3 _— g
3x11 35 x8x11
Qo
A, =

s x 8 x11...(3n+2)

Portanto, uma solucdao da série é

2 5 2 C 1 n
= 3 = 3 1
y1 = 25 (ao + a1z + apx® + ...) = apx +;n!5x8x ;

1..Gnt2)" |

Agora, quando ss =0 em ,temos:

Ap—1
an:m; (n>1)
R EVE T
2 0
2T 9% 4 M x4
) Qo

as

:3><7:3!1><4><7

Sl x4 x7...(3n—-2)

G,
Portanto, a sequnda solugao da série é

= 1
1 nl
+;;nﬂx4x7“.@n—%x]

Obtemos, assim, duas solugoes linearmente independentes, podemos ainda demonstrar,

Yo = 20 (a0+a1x+a2x2 —1—) = aoajo

pelo teste da razao, que ambas convergem para todos os wvalores de x. Temos ainda,
pelo principio de superposicao, que

: N 1
x3+%;n%x8x1L”@n+%x

= 1
1 "l <
+g;nﬂx4x7”.@n—@$]’ 2l < o0,

2
n+3

y(r) = cryi(z) + caga(z) = &1 +

Co

¢ outra solugao, essa combinac¢ao linear é a solugao geral da equacao diferencial em

qualquer intervalo que nao contenha a origem.
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3.1.3 Caso de Raizes Indicias que Diferem por um Inteiro Po-
sitivo: s; — s9 € N

Neste caso, o método de Frobenius para equacao (2.14)), nos da

1. Com s; (a maior raiz indicial), sempre fornece uma tnica solugao

yi(z) = Zan$n+51v (an #0)
n=0
2. Como s = sy (a menor raiz indicial), sempre leva a uma das duas ocorréncias:
a) Ela nao fornece nenhuma solugao.
b) Ela fornece a solugdo geral, que incluir, portanto, a solugao correspondente &
maior raiz (s;). Na forma:
y(z) = eyr(@)lnz + > bua"™ (b £0),
n=0

em que ¢ é uma constante que pode ser zero.

Exemplo 3.3. Da ocorréncia de 2(a). Encontraremos uma solug¢do em série para a

equacao:
xy" + 3y —y=0, (3.10)
pelo método de Frobenius, vamos supor
o
y(z) = Z a, "% (an #0).
n=0

Em sequida, derivado y(x), termo a termo e substituindo na equagao , obtemos:

Z(n +5—1)(n+s)a,2™ "t +3 Z(n + 8)apx™ T — Z a,x" T = 0.
n=0 n=0 n=0

Deslocando o indece n = n — 1, na terceira série, obtemos:

Z(n +5—1)(n+ s)a,a"™ "t +3 Z(n + 8)apz" T — Z Q1" =0,
n=0 n=0 n=1

Logo,

[(s — 1)s + 3s] apr™ ' + Z {[(n+s—1)(n+s)+3(n+s)]a, —an_ 12"t =0.

n=1
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Dag,

[s(s +2)] agz®" + Z [(s+n+2)(s+n)a, —a, 1] 2" =0.

n=1
Deste modo, temos que a equagao indicial é dd forma s(s +2) = 0 onde os expoentes

sao as raizes indicias s1 =0 e s9 = —2. Como
(s+n+2)(s+n)a, —a,—1 =0, (n>0), (3.11)
Seque-se que, quando sy = —2 em ,temos:
n(n —2)a, — a1 = 0; (n>1),

Dai, podemos determinar sucessivamente coeficientes a,,:

Note, que ay = 0 € contrdrio a nossa hipdtese para série . Logo, nao existe série

associada d raiz indicial s — 2. Agora, quando s, =0 em , temos:

(p—1

n(n—|—2)an—an,1:():>an:m; (7121)
ag 2@0
a1 = = —_—
T 1x3 3l
aq 2@0
Ao = = —_—
2T ox4 4
a9 2&0
Aaq = = —
T 5x3 513
2&0
ap = —————
(n+2)n

Portanto, a unica solugao linearmente independente na forma:

=~ 2
1 —a".
+;(n+2)!nx]

y(x) = 2° (ao + ayx + agx® + .. ) = qpz’
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Exemplo 3.4. Da ocorréncia de 2(b). Encontraremos a solug¢do em série para a

equacao
22+ (2* +2)y —y =0. (3.12)
Pelo método de Frobenius, vamos supor

y(r) = Z " (an #0).

n=0

Em sequida, derivado y(x), termo a termo e substituindo na equagao , obtemos:

Z(n +s—1)(n+ 8)az"** + Z(n + 8)a x4 Z(n + s)ana"t*
n=0 n=0 n=0

o0

- E anx" = 0.
n=0

Deslocando o indece n =n — 1, na sequnda série, obtemos:

Z(n +s—1)(n+ 8)a,z" + Z(n +5—1)a, 12" + Z(n + 8)apa™t?
n=0 n=1 n=0

oo
— g a,x" " = 0.
n=0

:>[(s—1)s+s—1]a0:v52{[(n+3—1)(n—|—s)—|—(n+s)—1]an+(n+s—1)an_1}

" = 0.

= [(s* = 1)] apz® + Z (s+n—1)(s+n+1a,+ (n+s—1)a,1]z""° =0.

n=1
Deste modo, temos que a equacao indicial e dd forma s* —1 = 0 onde os expoentes sao

as raizes indicias s1 =1 e s = —1. Como

(s+n—1)[(s+n+1)a,+a,—1] =0, (n>1), (3.13)

Seque-se que, quando s = —1 em ,temos:
(n—2)[na, +ap—1] =0, (n>1),

Dai, podemos determinar sucessivamente coeficientes a,,:



CAPITULO 3. METODO DE FROBENIUS 54

a; — —Qop
0[2a2+a1]:0:0:0.

Deste modo, as € arbitrario. Note que para os valores n > 3, temos:

—Qn—1
ay, =
n
—as —2a2
Ay = — =
T3 T 2x3
—das 2@2
aAq = =
T4 T 2x3x4
0 = (—1)"2ay
n!
Portanto, a série
1 x 2
-1 2
= L= ——1 2 — — — 4+ — — 4 ...
y(x) = apr™" + a1x + agr® + ag (x ) + 2as (2! 3 + 0 + )

¢ a solugao geral da equagao , pois € a combinacao linear das duas funcgoes line-
armente independentes yi(x) e ya(x), formada com as constantes arbitrdrias ag e 2as.
Nao mostraremos aqui o cdalculo com a maior raiz indicial, s = 1, onde verificariamos
a obtencao apenas yi(x). Note ainda, que

z 2 o LT pE ... eC—1l4z

) =g gty -t s R

Deste modo, se nao for possivel encontrar uma sequnda solucdo em forma de série,
podemos sempre usar do fato de que
= Jp@) g
e x
yo(z) = yl(:c)/—da;, (3.14)
yi(z)
¢ também uma solugdo para a equacio y" + p(x)y’ + q(x)y = 0, sempre quando y;(x)

for uma solucao conhecida. Como mostraremos no proximo exemplo.
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Exemplo 3.5. Vimos no Exemplo (3.3) que o método de Frobenius proporciona so-

mente uma solucao para a equacao
2y + 3y —y=0.

De , obteremos agora a sequnda solucao, temos que

i — " —1+1x—|—ix +Lx+ (3.15)
—( n+2'n‘ 3 24 360 ’ '

deste modo,

ya(z) = yl(x)/#dx _ yl(.r)/ [ oI 2 de

I R

= y1(x) / 23 1+ 2 7dw ] (3.16)

Mas, temos ainda da divisdo,

1
1+ 20+ £a? + a8 + ..

= [a0+a1x+a2x2+a3x3+...+anx"+...]

2 7 1 2 3 n
=1= 1+3x+%x —i—%x—k [a0+a1x+a2x +asx” + ... +ayx —i—}

2 22 7
=1 1 = lag — == +1— ) 2* + ...
a0+(a1+a03)x+(a2 33—|— 36):L’—|— ,

0 sequinte sistema:

ao =1 apg = 1

2 2
a1+a/0§ = 0 = a; = —=
4 7 1
ST “ =]

Substituindo todos a,, obtidos na equagao . Ficamos agora com:

3

i) =) [ {1—§x+jlx n }dx.

Seque-que, que

yz(w):yl(x)/{é—%-l—;#- } dx.
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1 2 1
= yao(x) = y1(2) _ﬁ+3_x+z_1lnx+"’ :

ou

1 1 2
S le) = gl + (o) [+ 2.

Logo, no intervalo (0,00), a solug¢do geral é

y(z) = ern(2) + o2 Eyl(x)lnx + 41 (2) (—2—; 4 é .. )} ,

em que yi(z) € definido por (3.15).

3.1.4 Caso de Raizes Indicias Iguais: s = s; = s

Neste caso, como s = s; = Sy, entao teremos sempre uma unica solucao pelo
método de Frobenius para (2.14)), na qual s é igual ao tnico valor da reais indicial.

o0

y1(x) = Z a, "% (a, #0).

n=0
A segunda solugao é analoga ou procedimento feito no estudo da equagao Cauchy-FEuler.

Deste modo

yo(z) = y1(x)lnx + Z b2 (b, #0),

n=0

sempre contém um logaritmo.

Exemplo 3.6. Encontraremos uma solucao em série para equacao
xy’ +y — 4y =0. (3.17)

Supomos um solu¢ao na forma

y(z) = Z " (an #0).

n=0

Em sequida, derivado y(z), termo a termo e substituindo na equagao , obtemos:

xy +y —4y = Z(?H— s—1)(n+s)az"* "+ Z(n+s)an1’"+s+1 +—4 Z " = 0.
n=0 n=0 n=0

Deslocando o indece n = n — 1, na terceira série, obtemos:
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Z(n+ 5 — 1)(n+ S)Gn:)jn+s_1 + Z(n + S)an$n+s_1 + _4Zan_1l,n+s—1 —0.
n=0 n=0 n=1

= [(5 — 1)s + s] apxr*™' + Z {[(n+s—1)(n+s)+n+s)|a, —4da,_y 2"t =0.

n=1

= sPapr® ' + Z [(s+n)a, — da,—] 2"~ =0.

n=1

Note que s =0 € o unico valor para o expoente das raizes indicias s; e s3. Como
(s +n)a, —4a,_1 =0, (n>1), (3.18)

Segue-se que, quando s =0 em , obteremos somente uma solugao correspondendo

a os coeficientes a,, que vamos determinar sucessivamente pela iteracao de:

a”I’L n2 9 (n 2 1)7
desse modo, temos:
_»4@0
a1<—-7F;
4&1 42a0
Ao == —— —
2Tz (1x2)2
4&2 43a0
as = =

32 (1x2x3)?

Portanto, o resultado é

yl(fﬂ) = Qo Z

Para obtermos a sequnda solucao linearmente independente, facamos ag =1 em

?n“gxn; (2] < o0). (3.19)

n!)

e entdo usando a férmula , teremos:

~ @)y ~Itq ~f2d
yol) = () / T e — yy(a) / O e = () / [ ¢ rd

vi(w) vi(z)

1+4x+4x2+1§x3+...



CAPITULO 3. METODO DE FROBENIUS 58

Deste modo, repetindo o mesmo procedimento do exemplo anterior, obteremos agora:

1472
y2(x) = y1(x)Inx + y1(x) [—8m + 202% — 2—7x3 +.. ] .

Logo, no intervalo (0,00), a solugdao geral é

1 1472
y(x) = () + e L_lyl (z)Inz + y1 () (—83: + 202% — 2—7953 + .. )1 :

em que y1(z) € definido por (3.19).

3.2 Equacao de Bessel

Uma das mais importantes EDOs em estudos avancado de matemaética aplicada a
fisica e a engenharia é a equacao de Bessel. Vamos agora, direcionar nossos estudos

para a solucao (na forma de série infinita) da equagao diferencial:

o2y +ay + (2 — )y = 0; (v >0), (3.20)

chamada de Equacao de Bessel de ordem v. Vamos supor v > 0, onde v e um

nimero real. Por simplicidade, iremos considerar apenas o intervalo (z > 0)

3.2.1 Solucgao para a Equacgao de Bessel

Como mencionamos antes a equacao de Bessel (veja o exemplo nao possui
uma solugao de forma fechada, no entanto, xy = 0 é um ponto singular regular da
equacao. Desse modo, devemos procurar solugoes em séries infinitas usando o método
de Frobenius, ou seja, aplicado o teorema 2.4. Dessa forma, vamos supor uma solugao

da forma:
y(x) = Z anzn—'—S; (an 7é 0)'
n=0

Em seguida, derivado y(z), termo a termo e substituindo y(z) e suas derivadas na

equagao (3.20)), obtemos:

Z(n + s —1)(n+ s)a,a™* + Z(n + 8)anx™ ™ + Z apz" Tt — 2 Z apx™ = 0.
n=0 n=0 n=0 n=0

Deslocando o indece n para n — 2, na terceira série:

o) o)
E an$n+s+2 — E &n,2$n+8.
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Deste modo, obtemos a série:

ap [s(s =) +s—v’]2°+a [(1+s)(1+s—1)+ (1+s) —v]z' +

[e.e]

Z {a, [(n+s)(n+s—1)+ (n+s) =] + a,2} 2" =0.

n=2

Note que obtemos uma férmula geral para todo s:

ag [s(s —1)+s—1v°]; (n=0), (3.21)

(3.22)

ar [(1+s)1+s—1)+(1+s)—v’]; (n=1), (3.23)
(3.24)

an [(n+s)(n+s—1)+n+s) =] +a,0; (n>2). (3.25)

De ([3.22)), assumindo ag # 0, obtemos a chamada equa¢ao indicial:
2 =12 =0.

Logo as raizes indiciais sao s; = v e s, = —v. Note que tanto para s = v como s = —v

1 —1
em (3.24), temos: Se v —,—} entao a; = 0. Escolhendo s; = v em (3.25)),
2° 2

podemos reescrever-la:

Ap—2
n=—-—— > 2). 3.26
b=t (n22) (3.26)
Deste modo, a escolha a; = 0 em (3.26]) implica a3 = a5 = a; = ... = 0. Vamos agora

tirar a relacao de recorréncia entre os coeficientes par. Fazendo n = 2k em (3.26)),

obtemos:

— kE>1
Qi 22k(k +v)’ (k=1)
Deste modo,
Qo
a f— _——_—
2 2 x1(1+v)
a9 Qo
a = — =
! 2 x22+v) 2x1x21+v)2+v)
ay Qo
g =

T2 x3B+v) 231+ v)2+)B+v)
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e assim por diante. De maneira que

op, = (=1)"ao -
Tl 4y (k+v)

(k> 1). (3.27)

Mostraremos esta ltima relacao por inducao finita. Note que para r = 1 em (3.27)),

vale. De fato, pois

Qo
22 x 1(1 + 1/)

Q2 = = Q2

Suponha que é verdade para r = k, isto é

(—=1)*aq

= ) 3.28
DT 9T+ 1) (k+ ) (3:28)
Vamos provar que vale para r = k + 1. De fato, pois
—Qap
a = .
T2+ ) (n+1+v)
Por hipdtese, temos r = k vale, segue-se que
1 (—1)*ag
Qa = — .
2T Tk ) (k+ 1+ v) 2%k (1 +v)... (k+v)
Note que (k + 1)k! = (k + 1)!. Deste modo
(_1)k+1a0
a = .
20D T 0 (ko DIk + 1+ ) (k+v)... (1+v)
Como queriamos provar. Logo, a primeira solugao é:
o0 (—1)ka0x2k+”
= ; k=1,2,.... 3.29
w(@) ZZQkk!(1+u)...(k+y)’ e (3.29)

k=0
3.2.2 Funcao de Bessel de Primeira Espécie J,(z) para Inteiros
Nao-Negativos

Como ag é arbitrario. Se v € N, uma escolha possivel seria ag = 1, porém o mais

pratico vem a ser, entao:
1

ol

devido ao fato de v!(v + 1)--- (v + k) = (k + v)! em (3.29). E assim obteremos,

Qo (3.30)

simplesmente, a solucao particular de ([3.20)):

o0 (—1)k$2k+1/

yl(x)2222k+yk!(k+y)!; k=1,2,.... (3.31)
k=0
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Denotaremos aqui por J,(x) as fungoes dada por:

(1)
Jolw) = kz 22+l (v + k)l
=0

J,(z) é chamada de funcao de Bessel de primeira espécie de ordem v.

3.2.3 Funcao de Bessel de Primeira Espécie J,(x) para Inteiros

v>0

Estenderemos nossos estudos em inteiros para quaisquer valores de v > 0. Neste
caso, é uma pratica padrao escolher para ag um valor especifico,

1
o = m7
em que ['(1 + v) é a fungdo Gama (veja em [2]). Como ele possui a conveniente
propriedade I'(1 + ) = aI'(«). Deste modo, podemos escrever (3.28) como:
(1"
2%l (1 +v). .. (k+v)[(1+v)

A2k

= 1* . (k>0)
2% EID(1 4+ v+ k) -

Logo, uma solugao é:

[e'S) ok 00 (_1)k T\ 2k+v
y(z) = Z“?k“" - Z ET(k+1+v) (5) '

k=0 k=0

A série convergente pelo menos no intervalo [0, 00). Esta é denotada por J,(z):

e (—1)k N\ 2k+v
Tolw) = kZ:O KIT(k+ 1+ v) (E) ' (3:32)

J,(z) é chamada de funcao de Bessel de primeira espécie de ordem v.

Exemplo 3.7. Fungées de Bessel Jy(x) e Ji(x). Os grdficos de Jo(x) e Ji(z) estdo
representados na Figura . Temos que para v =0 em a fung¢ao de Bessel é de
ordem 0 (Jo(x)) , isto seja

By = 3 s (5)”

n=0
oo

_ 2%5 n>1, (3.33)

n=0
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que € similar d funcao cosseno. E dev =1 em a funcao de Bessel € de ordem
1 (Jo(x)) , isto seja

o) = 3 (5)

n=0

e (_1)n$2n+1 '
Z 22n+1(n + 1!)2’ nz 1’ (334)

n=0
que € stmilar d funcao seno. Isto corre pelo fato que a funcao de Bessel pertence a uma

classe de funcoes chamadas "quase periodicas”.

Figura 3.1: Funcoes de Bessel primeira especie Jy e J;.

3.2.4 Solucao Geral para Valores Nao-Inteiros de v. Solucgao

oy

Dada uma equacao de Bessel, para termos uma solugao geral, além de .J,,, precisa-
mos também de uma segunda solugao linearmente independente de J,, (pois a equagao
de Bessel é uma EDO de segunda ordem). De modo que, se s = —v, a segunda solucdo

linearmente independente da EDO de Bessel depende de:

2veN
2v ¢ N

§1 — S2 =
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Primeiro Caso
Se 2v ¢ N, entao para —v, basta substituirmos v por —v em (3.32)), ou seja,

sg = —v. Neste caso iremos obter a chamada fungao de Bessel de primeira espécie

de ordem —uv:

e —1)k \ 2k—v
o) = kZ:O k;!F(< - 1)/ ¥ k) (5) ' (3:35)

Dependendo do valor de v, a fungao (3.35)) pode conter poténcias negativas de z e entao
converge em (0, 00), deste modo, se trocarmos z por |z|, as séries dadas em (3.32) e

(3.35)) convergem em 0 < |z| < oo.

Neste caso, as fungoes J,(x) e J_,(x) sdo solugbes linearmente independentes em

(0,00) e a solugao geral para (3.2)) é da forma:
y(z) = e d,(x) + cad_, (2); 0< |z] < o0.

Teorema 3.2. Se v nao for nimero inteiro, uma solugao geral da equagao de Bessel

para todo x # 0 é
y = c1dy(z) + oy (). (3.36)

Observagao 3.1. Se v for inteiro, entao teremos que nao é uma solugao geral

devido a dependéncia linear.

Segundo Caso

Se 2v € N, entao poderemos ter uma segunda solugao na forma,
y2(2) = ey (@)In(z) + Y bpa™ ™5 (b #0),
m=0

em que ¢ é uma constante que pode ser zero, isto é, para 2v € N podemos distinguir

duas possibilidade:

1. Quando v = n, n € Z pode ser um inteiro quando v for metade de um inteiro
fmpar, as fungoes J_, () e J,(x) sao solugoes linearmente independentes, isto é, a

solugao geral para (3.2)) em (0, 00) é dada por y = ¢1J,(z)+coJ_,(2), v # inteiro.

2. Quando v = n = inteiro positivo, as fungoes J_,(z) e J,(x) ndo sdo solugoes
linearmente independentes. Pode-se mostrar que neste caso J_,(z) é um miltiplo

de J,(x), veja o seguinte teorema:
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Teorema 3.3. (Dependéncia Linear das Funcoes de Bessel J,(z) e
J_,(x) ) Para nimeros inteiros v = n, as fungoes de Bessel J,(x) e J_,(x)

sao linearmente dependentes, porque
Jol@) = (“1) (@) (0> 1),

Exemplo 3.8. A solucio Geral para a equacao

1
22y + xy + (x2 — Z_l) y =0,

1

1
em (0,00) éy = c1Ji(x) +caJ_1(x). De fato, pois v? = 17U= :|:§.

1
2

3.2.5 Funcao de Bessel de Segunda Espécie Y, (x)

Da dltima subsegao, vimos que J,(z) e J_,(z) formam uma base de solugdes
da equacao de Bessel, desde que v nao seja um ntumero inteiro. Porém, quando v é
inteiro, essas duas solugoes sao linearmente dependentes num intervalo qualquer, veja
o teorema anterior. Logo, para que tenhamos uma solucao geral também nos casos em
que v = n é um inteiro, precisamos de uma segunda solu¢ao linearmente independente,
além de J,(z). Essa solu¢ao é chamada de funcao de Bessel de segunda espécie,
vamos denotar por Y,,. Obteremos agora uma solugao dessa fun¢ao, comecando com o

cason = 0.

3.2.6 Funcao de Bessel de Segunda Espécie Yj(x)
Quando v = 0, podemos escrever a equacao de Bessel como
2y +y + xy = 0. (3.37)

Note que este é o Caso 3 da Segao (3.1)), onde a equagao indicial possui uma dupla raiz
s = 0. Desse modo, pelo método de Frobenius, teremos sempre uma solugao, Jo(z), a

segunda solucao que desejamos deve ter a forma
y2(x) = Jo(@)inw + > bpr™;  (bm #0). (3.38)
m=1
De fato, substituindo entao ys e suas derivadas:

Jo >
b= Jlnr + — + nb,x™
Yo 0 - ;
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e
2Jy -
yy = Jglnx + —|—Znn—1 W2
em (3.37]), obtemos:
J// o 1 J/l i bn n—1
+Znn >+ Onx+w+;n$ +
x <Jolnx + Z bnx”) =0.
n=1
= xJl 2J) — — — Dbzt + Jjl — bt Jol
xJylne + —i—;nn + 0nx+x+Zn " +xJolne +
> b =
n=1
J, J
Note que os termos e ——0, se cancelam. Dal
x x

Inx [xJy + Jo + xJo| + 2J5 + Zn(n — )bzt + Z nb,x" ! + Z b,z"tt = 0.
n=1

n=1 n=1
Note que, a soma dos termos entre corchetes é zero. De fato, pois Jy é uma solugao de

(3.37). Deste modo ficamos agora com

2J0—|—Z (n—1)b ”l—i—anx”l—l—be

somando a primeira e a segunda série, obtemos:

205+ > nPbua T 4> bt =0, (3.39)
n=1

Lembrando que

i n 2n B 172 N [E4 B 1'6 L

—~ 22" n! 22(1N2 - 24(2h)2  26(31)2 o
Segue-se que

2x 43 62°
Jy(x) = — + — + -

22(1)2 T 20202 25(31)2

2x 4 2243 2.3z°
22(1hH)2 - 222(2h)2  223(3!)2

0 nznx n 2n—1 2 n
- Z 22n nl Z | 22n Tl'

n=1 n=1
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|
Usando —— = (n — 1)! ficamos com
n

n2n1

Z — 1n, T (3.40)

Substituindo (3.40) na equagao (3.39)), obtemos

n2n1

2 Z S 1n' + Zn% 2" Zb 2" = 0. (3.41)

Vamos abrir as séries:

5 2 2.273 2.3z°
_22.1(1!>2 + 22.2(2!)2 B 22.3(3!)2 .
+ (b12° + 4bow + 9b3x” + 16baz® + 25b52" + 36bez” + .. .)

+  (b12® + boa® + byt + bya® 4+ bsa® + bez” +...) =0
Note que: by = 0. Segue-se:

963+51:0:>9b3:0:>b3:0;

2505 + b3 = 0= 2505 =0 = b5 = 0.

E assim por diante, temos que a soma dos termos b,,,, com subscrito impares sao nulos.
Vamos agora trabalhar com as poténcias de x impares. Igualando a soma dos

coeficientes de = a zero, isso nos dar

2
2 (——221<1')2> +4by =0 = by = —

Para outros valores dos b,,, com subscrito pares, vamos tirar uma relacao de recorréncia
entre coeficientes par de x em (3.41]). Fazendo na primeira série 2m —1 = 2k+1, temos
m = k + 1, na segunda série m — 1 = 2k + 1 e na terceira, m + 1 = 2k + 1. Portanto,

obtemos

(_1)k+1
22k (k4 1)!k!

Para k =1, (3.42)) fornece

+ (2]6 + 2)2b2k+2 + by, = 0. (3.42)
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1 3
3 + 16b4 + by 0= by 198’

(=1)m1 1 1 1
by = ~———— (1+=+=+... +— ).
o = T2 T3 T,

Mostraremos a relagao acima por inducao finita. De fato, se m = 1, j4 mostramos que

vale. Agora, suponha que é verdade para m = k, isto é
S ) iy PR S R
T2k (K1) 2 3 k)
Vamos entao, provar que é verdade também para m = k + 1. De fato, pois de (3.42]),

obtemos:

(_1)k+1 1

| ——— =0.
22k (k + 1)!k! 2’“} (2k +2)2 0

b2k+2 = |:

Por hipotese m = k, vale, segue-se

PPN DR Gl S G s (UL PP | R
W2k + 1)KL 22K (k)2 2 3 k)] k+22

Usando o fato que (k + 1)!k! = (k + 1)(k!)%. Obtemos:

N B G A G VI G A G O 11 1 1
borre = {2%(1@ TOE T 2E? (1 Totg e E)} 2k 1 2)?
= 1) + Sl (1+1+1+ +1)
(2k + 2)222k(k + 1)(K)2 ' (2K + 2)222k(k!)? 23 Tk
B (1) 11 1 1 B
T 2kt 2)22% ()2 (1+§+§+“'+E+ (K+1)) =0
Note que
(2k + 2)22%F (kN2 = (4k* + 8k + 4)2% (k!)?
= 27°22(k? + 2k + 1)(k!)?
= 222 [(k 4+ 1)]%. (3.43)
Portanto,
(=1 11 1 1 B
bg(k+1) = J20041) ht 1)]2 (1 + 5 + 3 + ...+ T + k+ 1)) (k=1,2,3,...)

Como queriamos provar. Usando as notagoes curtas, para simplificar nosso estudo aqui

consideremos

(m=2,3,..). (3.44)
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e inserindo (3.44)) e by = b3 = ... =0 em ([3.38), obtemos o seguinte resultado

yo(z) = Jo(x)lnz + Z b x™
m=1

= Jo(x)lnz + OOE —<_1)m_1hmxmx2m
-0 — 22m(m!)?2
o 1, 3 4
= Jo(x)lnx+4x T95% + -

Como Jy e 15 sao fungoes linearmente independentes, elas formam uma base de
para x > 0. Naturalmente, obtemos uma outra solucao base. Se substituirmos
y2 por uma solugao particular independente na forma a(y, + bjy), onde a # 0 e b s@o
constantes, obetemos um elemento linearmente independente com .Jy. E uma pratica
escolhermos a = 2/m e b = v —[n2, onde o nimero v = 0,57721566490... é a chamada

constante de Euler, que se define como o limite de
1 1
l+=-+...+——lIns
2 S

a medida que s tende ao infinito. A solucdo particular assim obtida é chamada de
funcao de Bessel de segunda espécie de ordem zero (veja a figura [3.2)) ou fungao

de Neumann de ordem zero, sendo denotada por Yy(z). Segue-se que
2 T = (=1)""h, .

Para pequenos valores de = > 0, a func¢ao Yy(z) tem um comportamento parecido com

o de Inx, e Yo(z) - —oo a medida que z — 0.

3.2.7 Solucao Geral da Equacao de Bessel: Funcoes de Bessel
de Segunda Espécie Y, ()

Para v = n = 1,2,..., podemos obter uma segunda solucao através de mani-
pulacoes semelhantes as que fizemos para n = 0. Note que esse é o Caso 2 da Secao
(3-1), onde as rafzes indicias diferem por um inteiro, logo a solu¢do também contém
um termo logaritmico. Note que a situacao nao esta ainda completamente satisfatoria,
porque a segunda solugao é definida diferentemente, dependendo da ordem v ser ou
nao um nuamero inteiro. Para darmos unidade ao formalismo, é desejavel adotarmos

uma segunda solugao-padrao Y, (z) para todo v, consideremos:
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(i) Quando v nao é um inteiro, defina

Y, (2) = —— [J(x) cosvm — J o (2)] (3.46)

sin v

(ii) Quando v é um inteiro, defina

Y,(z) = lim Y, (x). (3.47)

v—n

Essa funcao é chamada de fungao de Bessel de segunda espécie de ordem v ou
funcao de Nemann de ordem v, em que Y,,(x) ndo tem limite finito quando = — 0.

A Figura|3.2l mostra Yy(z) e Yi(x).

0.6

0.4}

0.2

0.0

—0.2f

—0.4f

-0.6
0

Figura 3.2: Funcoes de Bessel segunda especie Y; e Y;.

Donde, J,(z) e Y, (x) sao solugdes da equagao de Bessel linearmente independen-

tes. Deste modo, o resultado é:

n

Valw) = 2,(a) (0% +9) + %Z =l ni?(m++h$+”)$m"

m=0
n—1
- (n—m—1)! m
- > CE , (3.48)
m=0
Onde z > 0,n=0,1,--- e [como em (3.44)] ho =0, hy =1,
1 1 1 1
hpw =14+ =+ ...+ — Ppgn =14+ =+ ... .
T =l gt e

Consideremos os seguintes resultados:
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(i) O limite ([3.47) existe e pode ser mostrado, donde, Y,, é uma solucdo da equagao

de Bessel para ordens infinitas,(veja a Ref.[2]);

(ii) E possivel mostrar que as funcoes Jn(z) e Y, (z) sdo de fato solugoes da equagao

de Bessel linearmente independentes para todo v e para x > 0;

(iii) Dada uma ordem v nao-inteiro, a fungao Y, (x) é uma solucao de Bessel. De fato,
pois para esses valores de v, as solugoes J,(x) e J,(z) sdo solugoes linearmente

independentes;

(iv) Observe também, que em n = 0, a ultima soma em ([3.48)) serd 0. Além disso,

podemos mostrar que

Yo, (2) = (—=1)"Y,(2).

Agora, podemos considerar como o principal resultado o seguinte Teorema:

Teorema 3.4. Solucao Geral da Equacao de Bessel

Uma solucao geral da equacao de Bessel para todos os valores de v e x >0 €
y(x) =1, (x) + Y, (). (3.49)

Consideremos também, se a variavel independente z em ([3.20]) é substituida por

zk (k constante), a equagao resultante é (veja a Ref. [10]):
vy + xy + (K*2® — 1)y = 0,
com solucao geral

y(x) = 1 J, (kx) + oY, (kx).



Capitulo 4

Cilindro Infinito

Se um cilindro de um comprimento | é consideravelmente maior do que o diametro
2R, (isto é, [/2R > 1), entao, podemos considera-lo como um cilindro infinito, cujo
comprimento ¢é infinitamente maior em comparacao com seu diametro.

Deste modo, se a transferéncia de calor entre a superficie do cilindro e o ambiente
ocorre uniformemente sobre toda a superficie, a sua temperatura vai depender apenas

do tempo e do raio (problema simétrico).

4.1 Problema Simétrico

Dado um cilindro infinito consideremos uma distribuicao radial de temperatura
prescrita, isto é, na forma da func¢ao f(r), uma fungao que determina a temperatura
inicial de um ponto qualquer no instante inicial ¢ = 0 dentro do intervalo 0 < r < R.

Observe a seguinte figura:

Figura 4.1: Cilindro infinito com uma distribui¢ao radial de temperatura prescrita,

f(r), no intervalo 0 < r < R

71
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De modo que, no instante de tempo inicial a superficie do cilindro é instanta-
neamente resfriada a alguma temperatura t, que é mantida constante durante todo
o processo de resfriamento. Logo, a distribuicao de temperatura e a taxa de calor
especifico sdo descrito como uma fungao de tempo ¢(r, 7). Entretanto, para determi-
narmos a taxa de calor especifica e a distribuicao de tempo, em um meio é necessario
resolver a formulacao correta da equagao de calor.

No nosso caso, ao longo de um cilindro infinito, a equacao diferencial de conducao

de calor é escrita como:

ot(r, ) OPt(r,7)  10t(r,7)
= Qa —
or or? r Ot
As condigoes de contorno sao as seguintes (Fig. |4.2)):

), (r>0; 0<r<R). (4.1)

t(r,0) = f(r), (4.2)
t(R,T) = t, = constante, (4.3)
6’5(80717) —0, 1(0,7) # . (4.4)

A dltima condigao significa que essa temperatura ao longo do eixo do cilindro, durante

todo o processo de transferéncia de calor, deve ser finito. Veja a Figura [4.2]

Solucao do Problema por Separacao de Variaveis

Na referéncia [10], mostra-se que a seguinte solugao particular da equacao de

conducao de calor através do método de variaveis é dada por:

t = ¥ exp[—ak?7], (4.5)
onde ¥ é a solucao da equacao diferencial

V3 + k%9 = 0.

No nosso caso ¥(x) é uma solucao da equagao de Bessel

1
r

9" (r) + ( > 9 (r) + k*9(r) = 0, (4.6)

a qual podemos, ainda, escreve-la na forma

" (r) +9'(r) + E*rd(r) = 0. (4.7)
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Fazendo ¥ = y(x) e substituindo k*r em (4.7) pela varidvel independente z. Deste

modo, supondo uma solugao para a equacao de Bessel:
vy +y + 2y =0, (4.8)

na forma de uma série de poténcias

y(r) = Z anx™ = ag + a1 + asx® +...;  a, #0. (4.9)

n=0

Derivando termo a termo em (4.9)), obtemos:

y'(x) = Z na,z" ' = ay + 2apx + 3a3x + dagrt + . ..
n=1

y'(x) = n(n — 1)a," 2 = 2ay + 6aizr + 12a42% + . . ..
n=2

Substituindo y(z) e suas derivadas y'(x) e y"(z) em (4.8). Obtemos:

o oo o
x g n(n — Da,z" 2 + g na,z" '+ z g a,x".
n=2 n=1 n=0

Vamos abrir as séries:

(2(12:1: + 6asz® + 12a42° + .. ) + (al + 2asx + 3asx® + dagx® + .. )

+ (a0m+a1x2+a2m3+a3x4+...) =0.
= ay + (ag + 4az) v + (a1 + 9as) 2% + (ap + 16a4) 2° + ... = 0.

= a1+ (CL(] + 22a2) T+ (a1 + 32a3) %+ (ag + 42a4) 24...=0. (4.10)

Note que a; = 0. Dai

CL1+326L3:O:>CL3:

E assim, por diante, temos que a soma dos termos a,,, com subscrito impares sao nulos.
De fato, basta igualarmos a zero a soma de todos coeficientes para cada valor de x,

isso nos dar:

ag + 2% = 0= ay = —ﬁao;
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a1+32a3:0=>a3:_7a1:();

1 1

as + 42CZ4 =0= a4 = —Eag = @ao,

e assim por diante. De maneira que:
2 —
ap—o +n“a, = 0.

Substituindo, os valores obtidos para os a, em (4.9)), teremos:
2 4 6
x x x
y(w):ao(l—ﬁ—f—@—mﬁ-...). (4.11)
Segue que, se ag = 1 em (4.11)), entdo, teremos em particular que a equagao serd igual
a funcoes de Bessel primeira espécie de ordem 0, isto é:

x? x? x®

PO =15 % 5o~ g

(4.12)
A segunda solucao particular da equagao (4.8) pode ser encontrado usando seguinte
féormula:
= [p@@) g
e x
yo(x) = yl(:v)/—d:v, (4.13)
vi ()
onde y;(z) = Jo(x) é a primeira solugdo particular de (4.8). Repetindo o mesmo
procedimento do Exemplo (3.5)), obteremos agora:
x? x? 1 28 11
Normalmente, em vez da fungao ys(x), é utilizado Yy(x), chamada fungao de Bessel
de segunda espécie de ordem zero (veja a Segao|3.2.6)), de modo Ys(x) é uma solugao

particular independente de y;(z) que esta ligada a ys(x) de tal maneira que:

2 2
Yo(2) = —wal@) + —Jo(2) (v = In2), (4.15)
onde v =0,5772 é a chamada constante de Euler.
Como as solugoes particulares yi(z) = Jo(z) , ya(x) ou Yy(z) sdo linearmente
independente desde que Yy(z)/Jo(x) # const., deste modo, a solucao geral da equacao
Bessel sera

y(x) = e1Jo(z) = c2Yp(x), (4.16)
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onde ¢; e ¢y sa0 constantes arbitrarias.
Consideremos o seguinte resultado, a equagao (4.7) reduzida a equagao (4.8])
assumindo r = z/k, nos dd a seguinte solugao para (4.7)):

I(r) = crdo(kr) + Yo (kr), (4.17)

uma vez que a temperatura ao logo do eixo do cilindro (r = 0) deve ser finito, a solucao
nao pode conter a funcao de Bessel de segunda espécie, pois a medida que r — 0,
Yo(kr) — —oo (veja a Figura[3.2). Assim, a partir das condigoes fisica do problema,

teremos ¢o = 0. E a funcao Jy(kr) da seguinte forma:

(kr)*  (kr)* (k1)
Jo(kr) =1— 92 + 9242 924262’

a qual satisfaz a condicao (4.4) como

/ _ (kr)  (kr)*  (kr)°
Tolkr) = =k |57 = o T g

= —k?j1<l{37"),

visto que, a medida r — 0, J;(kr) também tente a 0.
Noés iremos encontrar as constantes k e ¢; a partir do limite e condigoes iniciais.
Para simplificar nossos calculo, tomaremos t, = 0, isto significa, que o ponto de
referéncia(inicial) da temperatura é ¢,. Assim, da condig¢ao de contorno (4.4) em (?7?),

obteremos:

t, = c1Jo(kR) exp[—ak?®7] = 0.

Conseqiientemente, durante o processo de arrefecimento (0 < 7 < oo) devemos

considera valida a seguinte igualdade
Jo(kR) = 0. (4.18)

Esta igualdade é referida como uma funcgao caracteristica, a partir dela podemos
definir os valores k,,.

Esta funcao Jo(kR) é semelhante a uma fungao trigonométrica cos(kR) (3.1));
temos assim um numero infinito de raizes k, R = pu,,, ou seja, pu; = 2,4048, uy = 5, 5201,
3 = 8,6537 e assim por diante. Devemos, considerar para grandes valores de n a

diferenca fi,,1 — p, esta perto de 7.
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Logo,
kn = pin/R. (4.19)

Assim, temos um nimero infinito de solugdes na forma particular:
t = c1Jo(knr) exp[—ak2T]. (4.20)

Essas solugoes sao chamadas de fungoes fundamentais. Todos eles vao ser valido nao
s6 para a equagao de difusdao (4.1)), mas também para a condi¢ao contorno (4.4). A

solucao geral serd uma série na forma:
t(r,7) = Z cnJo(knr) exp[—ak2T]. (4.21)
n=1

Usaremos agora a condigao inicial (4.1)) para determinar o valor das constantes
Cn, isto é,

o0

t(r,0) = f(r) =Y cado(knr). (4.22)

n=1

A equagao representa a transformacao de Fourier-Bessel. Assim, para a de-
terminacao das constantes ¢,’s devemos usar o mesmo método como descrito anteri-
ormente, mas, primeiramente devemos provar que o sistema das funcoes \/EJo(aa:),
vz Jo(bz) é ortogonal.

Apresentaremos as seguintes notacoes:
y1 = Jo(ax), Y2 = Jo(bz) (4.23)

As fungoes Jy(ax) e Jy(bx) satisfazem as equagoes diferenciais apropriados em ;.

E, portanto, é parte integrante da equacao
xy" +y + a’ry =0,
e 1o a parte integrante da seguinte equagao
zy” + 1y + brxy = 0.
Note que, estas equagoes podem ser escritas como
(xy) = —a’wy, (xy) = —b?ay.

Assim, temos

(z31) = —a’zys, (4.24)
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(2y5)" = —b’wy,. (4.25)

Multiplicando, a igualdade (4.24) por y, e a igualdade (4.25) por y;. Em se-

guida, subtraindo-se a segunda a partir da primeira, obtemos (também responsavel

por igualdade (4.23)):
Vayys — a’wyiys = yalayh) — yi(xys)
= ya(zy] +2'yy) — yi(ays +2'yh)
= ya(zy)) + v2(2'yy) — yi(2yz) — ya(2'vh)
= (yex)yi + (122" )y; — (i2)ys — (12)ys
= (@)Y +y2y1 — [(112)ys + y115]

= () — () = (arys — yizy;)'
Reescrever essa igualdade, assim, teremos:
(b* — a®)xy1ys = (yoryt — yr7yh)'. (4.26)
Apoés a integracao de ambos os lados da igualdade de 0 a z, temos:
(b* —a”) /Om TY1Y2 = TY2Y) — TY1Ys.

Substituindo as ex-notagoes de (4.23)), obtemos:

/Ox xJo(ax)Jo(bx)dx = beo(ax)Jl(big : caszo(bx)Jl(ax), (4.27)

como

vy = aJylax) = —alJi(ax),
vy = bJy(bx) = —bJy(bx).

Note que, se b — a, o lado direito de (4.27)) torna-se uma indefinido do tipo 0/0.

Aplicando a regra L’Hospital, temos:

b—a 2b

_ QL {xjo(ax)Jl(am) + az?Jo(az) {Jo(x) -

T 2 / _ 2 7/
/ v (ax)dr = Tim xdo(ax)Jy(bx) + bx*Jy(ax) ] (bx) — ax®J)(bx)Jy (ax)
0

Ji(ax)
ax

a

] + axQJf(ax)} :
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desde
Jy(az) = —Ji(ax),
Ji(ax) = Jolax) — (1/az)Jy(az).
Consequentemente, finalmente, temos:
/Om vJ3(ar)dr = %f [J5 (az) + J7(az)] . (4.28)

Esta formula é valida para todos os valores de a e b e vai ser usada mais tarde.
Multiplicando ambos os lados da igualdade (4.22)) por rJy(K,,r) onde K,,r sao

as raizes da funcao Jy(K,,r) e integrando nos limites de 0 a R:

/Oer(T)Jo(kmr)dr = / chrjo o) Jo () dr

= z:lcn/o rJo(knr)Jo(kpr)dr. (4.29)

De acordo com a igualdade (4.27]), para m # n, temos:

Fon o (i R) Ty (ki R) — EinJo (i R).J1 (K R)
k2 — k2

R
/ rJo(kn)rJo(kyr)dr = R =0,
0

pois, Jo(k,R) = Jo(knR) = 0, (No contorno, veja (4.18))). Para m = n, de acordo com
a formula (4.28)), teremos

R
1
/ rJ3 (kyr)dr = §R2J12(knR).
0

Assim, por (4.29), temos

(/R [ rf(r) Jo(kar)dr
J2(k,R) '

Cn

Finalmente, a solucao do nosso problema sera de forma:
Jo(ynr/R)
Z ML) 2 [ 001t R explyiar/
Apesar do problema solucionado estar aplicado ao resfriamento de um corpo
cilindrico, este problema pode ser aplicado também a transferéncia de massa. Na
figura abaixo, a solucao encontrada foi utilizada para descrever a perda de agua de

uma banana num processo de desidratacao osmética.
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0.25000E401

0.20000€+01 4

0.15000€+01

0.10000E+01 4 - - - - -

0.50000€+00 4 -

0.00000E+00

Figura 4.2: Conétrias da perda de agua de banana num processo de desidratacao

osmotica



Capitulo 5

Conclusao

As mais diversas formulagoes da equacao de calor sao utilizadas para determinar
a distribuicao de temperatura em um meio, onde para obtermos a solucao torna-se
necessario resolver a formulagao correta. Neste trabalho, apresentamos a formulacao
mais geral da equacao de calor, a equagao de difusao.

A solucao da equacao de difusao para o cilindro infinito tratada em nosso trabalho
dependeu das condigoes fisicas existentes nas fronteiras do meio, isto é, das condicoes
de contorno, a qual apresentou um termo que é uma solucao da equacao de Bessel.

A equacgao de Bessel surgiu em sua resolucao particular pelo método da separacao
de variaveis, donde estabelecemos condicoes para sua solugao, que embora nao pos-
suindo coeficientes analiticos, foram representadas por meio de uma série de poténcias.
Analisando uma extensao do método das séries de poténcias, aplicando o método de
Frobenius, o mesmo nos forneceu a base das solugoes em série, que geralmente trataram-
se de EDOs lineares e de segunda ordem, sendo de consideravel importancia pratica
por tratarmos a equacao de Bessel em torno de um ponto singular regular.

Apesar do problema aqui estabelecido estar aplicado ao resfriamento de um corpo
cilindrico, este problema pode ser aplicado também a transferéncia de massa. Dessa ma-
neira, a equagao de difusao torna-se uma ferramenta imprescindivel para a resolucao de
inimeros problemas, sendo possivel realizar estudos no que diz respeito a distribuicao

da temperatura e o fluxo de calor de um determinado meio.
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