Resumo

Neste trabalho estudamos o processo de risco a tempo discreto, considerado mo-
delo classico na teoria do risco, com variantes propostas por Jun Cai e David Dick-
son(2004). Serao incluidas taxas de juros, as quais seguem uma Cadeia de Markov,
e seus efeitos, em relacao a probabilidade de ruina, serao analisados. O conhecido
limitante superior proposto por Lundberg, para essa probabilidade, fica reduzido em
virtude dessa nova abordagem e a desigualdade classica é generalizada.

Palavras Chaves: esperanca condicional, probabilidade de ruina, desigualdade

de Lundberg, processo de risco, taxas de juros, cadeia de Markov.



Abstract

In this work we study discrete time risk process, considered classical model, with
variants proposed by Jun Cai and David Dickson(2004). Rates of interest, which
follows a Markov chain, will be introduced and their effect on the ruin probabilities
will be analysed. Generalized Lundberg inequalities will be obtained and shown how
the classical bounds for the ruin probability can be derived.

key-words: conditional expectation, ruin probability, Lundberg inequality, risk

processes, rates of interest, chain Markov.
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Introducao

Em Bowers et al. (1997), lemos:

Cada um de no6s planeja e tem expectativas sobre os caminhos que nossa vida
seguird. Contudo, a histéria ensina que os planos tracados, quando levados a termo,
nem sempre acontecem como planejados e algumas vezes expectativas nao sao con-
cretizadas. Ocasionalmente planos sao frustrados porque sao construidos sobre bases
nao realisticas. Em outras situagoes, acontecimentos inesperados interferem. O Seguro
existe para proteger contra reveses financeiros sérios que resultam da intromissao de
eventos aleatorios sobre os planos dos individuos.

Um sistema de seguros ¢ um mecanismo de reducao dos impactos financeiros ad-
versos devido a eventos aleatorios que impedem a realizacao de expectativas razoaveis.

A justificativa econémica para um sistema de seguros é que ele contribue para a
felicidade geral, pela melhoria das perpectivas de que planos nao serao frustrados por
eventos aleatorios. Tais sistemas podem também aumentar a producao total, pelo en-
corajamento de individuos e corporacoes a embarcar em aventuras onde a possibilidade
de grandes perdas inibiriam tais projetos na auséncia de seguro. O desenvolvimento do
seguro maritmo, para reduzir o impacto financeiro dos perigos do mar, ¢ um exemplo
desse ponto. O comércio internacional que permitiu especializacoes e produgoes mais
eficientes e ainda uma atividade comercial mutuamente vantajosa, poderia ser muito
arriscada para socios comerciais potenciais sem um sistema de seguro para cobrir pos-
siveis perdas no mar.

Existem basicamente dois tipos de seguros, a saber: Os de vida (Seguro que con-
sagra garantias cuja execucdo depende da duragao da vida humana) e os de nao-vida.

Trataremos neste trabalho apenas dos seguros de nao-vida que é onde a teoria do
risco se aplica.

Poderiamos simplificar o processo de seguros da seguinte maneira: Temos uma
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empresa seguradora (também chamada de segurador) e seus clientes (também chama-
dos de segurados). A empresa seguradora cobra um prémio (preco pago pelo tomador
de seguro a empresa de seguros pela contratagao do seguro) ao cliente para segurar
um bem (automovel, casa etc). Caso esse bem sofra algum dano devido a eventos
aleatorios (tais eventos sdo descritos no contrato firmado entre segurador e segurado)
o segurador indeniza (valor pago por uma empresa de seguros para reparar ou ressarcir
um dano resultante de um sinistro) ao segurado apés uma analise dos danos sofridos
(perda total, parcial, etc).

A palavra sinistro utilizada anteriormente significa - Evento ou série de eventos
resultantes de uma mesma causa susceptivel de fazer funcionar as garantias de um ou
mais contratos de seguro.

Com esses dados uma seguradora poderia modelar a quantia de dinheiro que ela

terd em caixa no tempo t por

Dinheiro em caixa (t)= capital inicial + Dinheiro recebido em prémios (¢) - Dinheiro

pago em indenizagcoes (t)

Utilizando estas idéias, em 1903, Filip Lundberg desenvolveu em sua tese de
doutorado um modelo para descrever a equacao acima com mais precisao, conhecido
como modelo classico de risco. No seu modelo ele assumiu que o processo de chegadas
de indenizagoes ¢ um processo de Poisson homogéneo, as quantias de indenizacoes sao
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas(i.i.d.), independentes
dos tempos de ocorréncias das indenizacoes, e a entradas dos prémios é linear no
tempo. Lundberg utilizou o Processo de Poisson {N;};>¢ para modelar o nimero de
indenizacoes que chegam a seguradora até o tempo t, obtendo o seguinte modelo, o

qual é conhecido como modelo de risco classico

U(t):u+ct—iY;, (1)

onde:

e u representa o capital inicial.



e c representa a taxa de prémio por unidade de tempo que entra na seguradora.

e NN, representa a quantidade de pedidos de indenizagao que chegam a seguradora

até o tempo t.

e {Y,}.en uma seqiiéncia de v.a.’s que representam os valores das indenizagoes

pagas pela seguradora.

No estudo desse modelo, procura-se responder a seguinte pergunta: Qual a probabili-
dade do capital da seguradora ficar negativo em algum instante, em outras palavras,
deseja-se calcular

P(U(t) < 0 para algum t). (2)

Tal probabilidade ficou conhecida como a probabilidade de ruina. Apenas em poucos
casos é possivel conseguir uma expressao para essa probabilidade. Devido a esta difi-
culdade o que se procura sao estimativas precisas para tal probabilidade.

Utilizando o modelo (1) Lundberg apresentou uma desigualdade, que ficou co-
nhecida como desigualdade de Lundberg, a qual fornece um limitante superior para a
probablididade de ruina, assumindo a existéncia de um certo coeficiente de ajuste.

Muitos autores trabalharam com o modelo classico de Lundberg tentando melhoré-
lo no sentido de o tornar mais proximo da realidade possivel. Dentre aqueles que
trabalham com desigualdades para probabilidade de ruina, em modelos de risco mais
gerais podemos citar, Yang [27| que discutiu um caso especial, considerando as taxas
de juros constantes idénticas. Cai [3] estudou um modelo com taxas de juros i.i.d.; e
Cai [4], um modelo dependente para taxas de juros, no qual as taxas sdo assumidas
ter uma estrutura AR(1). Modelos de risco a tempo discreto foi considerado por Yang
e Zhang [28]. Em relagao a formulas assintoticas para a probabilidade de ruina, Tang
e Tsitsiashvili |23] obtiveram formulas assintoticas para a probabilidade de ruina em
tempo finito, considerando as taxas de juros variaveis aleatérias i.i.d. e a distribuicao
de perda G sendo de cauda pesada. Além disso, probabilidade de ruina em modelos

de risco a tempo discreto mais geral foi estudada por Nyrhinen [18] e [19].
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Neste trabalho, estudamos o modelo de risco apresentado por Jun Cai e David
C. M. Dickson [2], o qual estende os modelos apresentados em Cai (2002a)[3] e (2002b)
[4].

No capitulo 1 apresentamos uma revisao de alguns topicos da teoria das proba-
bilidades que serao repetidamente utilizados durante todo esse trabalho, bem como
aproveitamos para lembrar os modelos estudados em Cai [3] e [4], e o resultado obtido
nestes trabalhos.

No capitulo 2 apresentamos o modelo de risco basico a tempo discreto, com ju-
ros oriundos de possiveis investimentos modelados por uma Cadeia de Markov. Em
simbolos

Up=Upr(1+ 1) — Zy, k=1,2, ... (3)

Onde Uy = u > 0 é uma constante que representa o capital inicial, {Zy, k =1,2,...}
é uma sequéncia de variaveis aleatoérias independentes e identicamente distribuidas
(i.1.d.), com funcao de distribui¢do comum G(z) = Pr(Z; < z), e {I, k=0,1,...} é
uma sequéncia de varidveis aleatorias e independentes de {Zy, k =1,2,...}. No con-
texto de seguros de risco, Z; denota a perda liquida no periodo k, isto é, do tempo
k — 1 ao tempo k. A perda liquida é calculada no final de cada periodo e é igual ao
total de indenizacoes pagas menos o total de prémios recebidos no periodo k. Assim,
Zy = Yp — Xi, com {Yy, k=1,2,...} sequéncia de variaveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d.) independentes de { X}, k = 1,2,...}, que também
¢ uma sequéncia de variaveis aleatorias 7.i.d.. Além disso, I, denota a taxa de juros
no periodo k. Assim, Ux dado por (3) é o capital de uma seguradora, com capital
inicial u, ao final do perfodo k. Por outro lado, referimo-nos a distribuicdo G' como
uma distribuicao de perda.

Com este modelo em maos adotamos duas abordagens com o objetivo de conseguir
uma estimativa para a probabilidade de ruina, a saber: Indutiva e por Martingales.
Na abordagem indutiva mostramos que se Ry > 0 uma constante satisfazendo E[ef0%1] =

1. Entao,

w(ua ZS) < 50E<67ROU(1+11) | IO = is)u (T OJ
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onde
f;roo ef2dG(2)

ROt G (t)

Onde 9 (u,is) representa a probabilidade de ruina se a taxa inicial de juros é i,.

-1 .
= inf
By g

Na abordagem martingales mostramos que se que E(Z1) < 0, que Ry > 0 é a constante

satisfazendo E[efo?1] = 1, e se existir p, > 0 satisfazendo
B(ers ™ [ =4) =1, s=0,1,...,N

Entao,

Ry = min {ps} > Ry

0< s <N

e, para todo s =0,1,..., N,

Bematen ™ | [ =) <1

V(u,ig) < e MU u>0.

Finalizamos o trabalho com o capitulo 3 onde apresentamos dois exemplos numéri-
cos para ilustrar as estimativas da probabilidade da ruina obtidas no capitulo 2.
No primeiro exemplo supomos que Y; tem distribuicao exponencial com parametro
a =1 de modo que E(Y;) = 1 e var(Y;) = 1, e, no segundo exemplo, supomos que
Y] tem distribuicdo gama com cada parametro igual a % de modo que E(Y;) = 1e
var(Yy) = 2. Além disso, o prémio anual em ambos os exemplos é 1,1, a saber existe

uma carga de seguranca de 10%. Assim, Z, =Y, — 1,1,k =1,2,... . Consideramos um

modelo de juros com trés possiveis taxas: ig = 6%, 11 = 8% e iy = 10%. Seja P = { Py}

dada por
02 0.8 0
P=1 015 0.7 0.15
0 0.8 0.2

Em ambos os exemplos chegamos que o limitante superior obtido utilizando a abor-

dagem indutiva é mais refinado do que o limitante obtido pela abordagem martingale.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo relembramos conceitos e resultados da teoria de probabilidade que
utilizamos ao longo deste trabalho. Na secao 1.2 tratamos dos resultados referentes a
integracao de v.a.’s e de esperanca condicional, todos os detalhes estao explicitados em
Chung, [15] ou Karlin e Taylor, [16]. Na se¢ao 1.3 tratamos dos conceitos e resultados
sobre cadeias de Markov, e os detalhes podem ser encontrados em Isaacson e Madsen,
[13] ou Ross, [20]. Na se¢ao 1.4, tratamos de martingales, sub e supermartingales e o
teorema da parada opcional , os detalhes ver Ross, [20], Ferreira, [9] ou Chung, [15] .
Na se¢ao 1.5 falamos um pouco do que foi feito no artigo de Cai,|[4], que foi detalhado

no trabalho de Grisi, [12].

1.2 Esperanca Condicional

Comecamos esta secao relembrando a probabilidade induzida por uma variavel
aleatoria (v.a.). Para isto considere (2, F, P) um espaco de probabilidade e X : Q@ — R,

uma v.a..

Teorema 1.1 Cada varidvel aleatdria sobre o espaco de probabilidade (2, F, P) induz

um espago de probabilidade (R, B, ) por meio da sequinte correspondéncia:
VB e B, u(B)= P{Xﬁl(B)} = P(X € B) (1.1)

Note que p é uma medida de probabilidade, chamada a "medida de distribuicao de

probabilidade” de X, e sua funcao de distribuicao F' serd chamada funcao distribuicao

11
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de X. Especificamente, F' é dada por:
F(x) = ul(=o0,2]) = P(X < ).

Teorema 1.2 Se X ¢ uma v.a., f € uma funcdo Borel mensurdvel sobre (R, B), entao

f(X) é uma varidvel aleatoria.

Esse resultado vale também para mais de uma variavel aleatoéria.

Teorema 1.3 Seja X uma varidvel aleatoria sobre o espago de probabilidade (Q, F, P)
e (R, B, 1) o espago de probabilidade induzido por essa v.a., de acordo com o teorema

1.1. Seja, ainda, f uma funcao Borel mensurdvel. Entao, temos:

/Q £ (X (w)) P(dw) = / f(@)u(dz) = / f(@)dp(z) (1.2)

Desde que um dos lados exista. Usamos também a notacdo p(dr) = Px(dx) =
dPx(x) = dFx(x).

Teorema 1.4 Seja (X,Y') um vetor aleatdrio sobre o espaco de probabilidade (Q, F, P)
e (R?,B2, 1) o espaco de probabilidade induzido por esse vetor. Seja ainda f uma

funcao de duas varidveis Borel mensurdvel. Entao,

[ sx)y )P = [[ oo, ). (1.3
R
Desde que um dos lados exista. Observe novamente que em nossa notagao u?(dx, dy) =

PX,Y(de dy) - dPX,Y(x7 y) - dFX,Y(xJ y)
Como consequéncia do teorema 1.3, temos:

Se ux e Fx denotam, respectivamente, a medida de probabilidade e a funcao dis-

tribuicao induzida por X, entao

B(X) = [ anx(dn) = [ aPsldn) = [~ adx(o)

—00

e mais geralmente

- /R F(@)px (dz) = /R f(z)Px(dz) = / Z f(@)dFx (x)

desde que a esperanca exista.
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Defini¢ao 1.1 Seja (0, F, P) um espago de probabilidade. Seja, ainda, A € F, tal
que P(A) > 0. Definimos Pa(E) = P(E | A), sobre F, da sequinte forma:

P(ENA)
P(A)
Note que P4(e) : F — [0,1] é uma medida de probabilidade ou, simplesmente, uma

probabilidade.

Py(E) = (1.4)

Definicao 1.2 A esperanca condicional relativa a A € F de uma varidvel aleatoria
integrdavel Y € a integral dessa varidvel aleatoria com respeito a medida de probabilidade

definida acima.

Assim,
1
EA(Y) = / Y (w)Pa(dw) = —/ Y (w)P(dw)
Q P(A) Ja
(a) Se X e Y sao v.a.’s discretas, entao para todo y tal que P(Y = y) > 0, definimos

P(X =xz,Y =y)
PY =y)
como a funcao de probabilidade condicional de X dado Y = y. Dai, a funcao de dis-

PX=z|Y=y) =

tribuigao condicional de X dado Y = y sera

Fxy(ely) =P(X <z |Y =y)=) P(X=2|Y =y),VzeR

z<x

Dessa forma, a Esperanca Condicional de X dado Y = y é definida como

B(X]Y = y) = / wdFypy (aly) = 3" wP(X = o]y = ).

(b) Se X e Y forem continuas, com densidade conjunta f(z,y), definimos, para cada y

W paray tal que fy(y) >

0
fxyy(zly) =
0

0, para y tal que fy(y)
como sendo a funcao densidade condicional de X dado Y = y. Da mesma forma, a

funcao de distribuicao condicional de X dado Y = y segue como

Fa (ely) = / Fxv (ly)dz, Va € R.

A Esperanca Condicional de X dado Y = y, nesse caso, serd
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EX|)Y =y) = /[Rq:dF)qy(x]y) = Axfx|y(x|y)dx.

Observe que, para cada valor de Y, o valor da esperanca condicional muda, logo pode-
mos interpretar F(X|Y = y) como uma funcao de Y, ou seja, E(X|Y = y) = ¢(y).
Assim, E(X|Y = y) é uma variavel aleatoria e E(X|Y) = ¢(Y) é chamada esperanga
condicional de X dado Y.

Definicao 1.3 Seja Y wvaridvel aleatoria no espaco de probabilidade (2, F, P) e B(R) =
B a o-dlgebra de Borel. Definimos a o-dlgebra gerada porY , denotada por o(Y'), como

seque

oY)=YYB)={Ae€F, A=|Y € BJ,para algum B € B}

Note que o(Y) C F, logo é uma sub-o-algebra, e sendo E(X|Y) = ¢(Y), onde ¢ é
uma fun¢ao mensuravel a Borel, entao F(X|Y) é mensuravel em relacdo a o-algebra

gerada por Y, ou seja, é o(Y)-mensuravel.

Defini¢ao 1.4 Seja X uma varidvel aleatoria sobre (Q,F,P) com E|X| < oo, G
uma o-dlgebra tal que G C F, ou seja, G € uma sub-o-dlgebra. Definimos a esperanca

condicional de X dado G como sendo a varidvel aleatoria E(X|G) tal que
(i) E(X|G) é G-mensurdvel;

(ii) VA € G, /AE(X\Q)dP:/AXdP.

Algumas propriedades importantes sao apresentadas a seguir, considerando-se que X

e Y s@o varidveis aleatorias em (Q, F, P), com E|X| < oo, e G C F:
(a) Se X & G-mensuravel, entao F(X|G) = X;
(b) Se o(X) C o(Y), entao E(X|o(Y)) = X;

(¢) E(E(X|9)) = E(X);

(d) Sejam G e G, o-dlgebras tais que G; C G C F, entdo
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E(E(X|G)|G:) = E(X|G)) = E(E(X]G2)|G1);
(e) Seja Z variavel aleatéria G-mensuravel e E|X Z| < oo, entao
E(XZ|G) = ZE(X|9)

(f) Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes, entao F(X|Y) = E(X)

Defini¢ao 1.5 Sejam Y1, Ys, ..., Y, varidveis aleatorias em (2, F, P), e B a o-dlgebra
de Borel. Definimos a o-dlgebra gerada por Y1,Ys, ..., Y,, denotada por o(Y1,Ys, ..., Y,),

da sequinte forma

o(Y1,Ys,....Y,)={AeF, A=Y1€By,....Y,€B,], onde B;e B, i=1,2,..., n}
Dessa maneira, se X é uma variavel aleatoria em (Q, F, P), com E|X| < oo, temos

E(X|o(Y1,Ys2,...,Y,)) = E(X|Y1,Y2,...,Y,),onde E(X|Y1,Ya,...,Y,) = p(Y1,Ys,...,Y,)

e p é uma fungao B"-mensuravel, ou seja, o~ (B) C B" tal que

90<y1a Yo, .. 7yn) = E(X|Yi = Y, 7Yn - yn) = E(XD/D }/Qa ce 7Yn)][Y1=y1 ,,,,, Yn=yn]>
onde I, é a fungao indicadora do conjunto A. Assim, caso as varidveis sejam discretas,

temos:

EXYi=y,....Yn = yn) = ZxP(X =z|Y1=uw,...,Y, =yn), onde D é o con-
zeD
junto de todos os valores possiveis para X.

Por outro lado, se as varidveis forem continuas, temos:

EX\Yi=vy,....Yo=yn) = / T fxvi,.. v, (Z|Y1, .. yn)dx, onde
R

fX7Y1 ----- Yn(x,yl, cee 7yn)
fyl ----- Yn(y17“'7yn)

fX|Y1 ,,,,, Yn(x|y17"‘ayn>:

Note que, pela propriedade (c),
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E(X):E(E(Xm,...,yn»:/ E(XIYy = g1 Yo = y)dBry (51 ).

Note, também, que se (2, F, P) é espago de probabilidade, A € F evento arbitrario, e

Y é v.a. nesse espaco, entao:

E(JA)_/QJAdP_/SmdP_/AdP_P(A).

Dai, se G C F, entao
E(14|G) = P(A|G), VA € F. Assim, segue que

P(4) = B(Ly) = EE(IY) = [

i E(L4lY =y)dFy(y) = / P(A)Y = y)dFy (y).

R

De forma mais geral, temos:

P(A) = / PAYy =y1,.... Y, = yn)dFy, . v, (Y1, .., Yn), onde
PAYy=wy1,..., Yo =yn) = E(IalY1 =11, .., Y0 = Yn).

1.3 Processo Estocastico e Cadeias de Markov

Nesta secao temos como objetivo recordar os resultados e definicoes relativos a
cadeias de Markov, e para tanto comecamos definindo,
Defini¢ao 1.6 Um processo estocdstico € uma familia de varidveis aleatorias { X (t), t € T}

definidas sobre um mesmo espago de probabilidade (Q, F, P). Isto €, para cadat € T,

X(t) = X; é uma varidvel aleatdria.

Definicao 1.7 O conjunto S de todos os distintos valores assumidos por um processo
estocdstico € chamado espago de estados do processo. Se S é enumerdvel , dizemos que
o processo € uma CADEIA.

Podemos interpretar ¢ como o tempo e dizemos que X; é o estado do processo no tempo
t. Se o conjunto de indices T" for um conjunto enumeravel, dizemos que o processo é a

tempo discreto, se nao-enumeravel; o processo é dito a tempo continuo.
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Um processo estocastico pode ser visto como uma funcao de duas variaveis,
Xi(w) = X(t,w). Dessa forma, para ¢ fixo, a fungdo é uma variavel aleatoria, e
para w fixado, a funcao de t resultante, de valor real, ¢ chamada um caminho amostral
ou trajetoria amostral.

Definigao 1.8 Um processo estocdstico { Xy}, k=1,2,... com espago de estados S =

{1,2,3,...} € dito satisfazer a propriedade de Markov se, para todo n, e todo estado

11,09, ...,1, em S, temos

P(Xn =iy ’ anl = Z'nflaXn72 = Z.n727 cee aX1 = Zl) = P(Xn =1y ’ anl = Z'nfl)
(1.5)

Defini¢ao 1.9 Um processo a tempo discreto { Xy}, k=0,1,2,..., com espaco de es-

tados enumerdvel, que satisfaz a propriedade de Markov é chamado Cadeia de Markov.

Definicao 1.10 Uma Cadeia de Markov é homogénea ou estaciondria no tempo se a
probabilidade de ir de um estado a outro € independente do tempo em que o passo €

dado. Isto €, para todos os estados i,7 € S, temos:

P(Xp=J | Xna=1) = P(Xppr = J | Xnpr1 =10) (1.6)

parak=—(n—1),—(n—2),...,—-1,0,1,2,....

Por outro lado, se a condicao de estacionariedade falha, entao a Cadeia é dita nao-
homogénea ou nao-estacionaria.

Vamos considerar que no tempo n — 1 estejamos no estado 7. Assim, denotaremos

a probabilidade de, no tempo n estarmos no estado j, sabendo que no tempo n — 1

_ P(nflvn)

estamos no estado 4, por P(X, = j | X,—1 =1) = Py . Note que estamos definindo

a probabilidade de ir do estado ¢ ao estado j em apenas um passo, pois é do tempo

P'(n—l,n) _ PA(ATH-k—l,n-Hc)
i

n — 1 ao tempo n. Caso a cadeia seja estacionaria, entao P

b

para todo k= —(n —1),—(n —2),...,—1,0,1,2,..., ou seja, Pi(f_l’”) nao depende do
tempo, no sentido de ser o mesmo valor, para todon =1, 2,... selecionado. Portanto,
denotamos:

PUTI = P(X, = | Xy = i) = P

1

Essas probabilidades condicionais sao chamadas probabilidades de transicao da cadeia.
Consideremos, agora, { X; } uma cadeia de Markov com espaco de estados S = {1,2,3,...,n}.

Para essa cadeia existem n? probabilidades de transi¢ao {P;,}, i = 1,2,...,ne j =
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1,2,...,n. A maneira mais conveniente de recordar esses valores ¢ em forma de uma
matriz P = {P;;; i,j = 1,2,...,n}, na qual P; é a probabilidade de irmos do estado i

ao estado j em apenas um passo. Explicitamente temos:

Pll P12 Pln
p_ P21 P22 Pgn
Pnl Pn2 Pnn

Note que toda matriz de transicao tem as seguintes propriedades:
(i) todas as entradas sdo nao-negativas, pois sao probabilidades; e

(ii) a soma das entradas em cada linha é sempre um.

1.4 Martingales

Nessa secao veremos alguns resultados béasicos sobre martingales, que também
serao usados nos capitulos seguintes.

Definicao 1.11 Um processo estocdstico { Z,,n > 1} é dito ser um martingale se E(|Z,|) <
o0, para todo n, e

E(Zur | 21,2, ..., 7)) = Zy, (1.7)

Um martingale é uma versao generalizada de um jogo justo. Se interpretamos Z,, como
a fortuna de um jogador ap6s o n-ésimo jogo, entao a definicao acima diz que a fortuna
esperada depois do (n+1)-ésimo jogo é igual a sua fortuna ap6s o n-ésimo jogo, nao
importando o que tenha ocorrido previamente. Assim, aplicando esperanca a ambos
os membros da equacdo (1.7), temos:

E(E(Zyi1 | 21, Zs, ..., Zy)) = E(Z,). Dai,

E(Z.1) = E(Z,), e logo E(Z,) = E(Z,), para todo n.

Definicao 1.12 Seja {Z,,,n > 0} um processo estocdstico, com as varidveis aleatorias
sobre 0o mesmo espago de probabilidade (2, F, P), e {A,},~, uma sequéncia crescente
de sub-o-dlgebras de F, tais que Z, € A,-mensurdvel. Dizemos que {Z,,n >0} é
submartingale se E(Zy11 | An) > Zy e supermartingale se E(Z,.1 | A,) < Z,, ¥n > 0.
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No casoem que A,, = 0(Zy, Z1, ..., Z,), a o-adlgebra gerada por Zy, Z1, . . ., Z,, costuma-
se dizer simplesmente que {Z,,} é um martingale, submartingale ou supermartingale.
Um resultado importante é que a propriedade de (sub ou super) martingale nao é
alterada se considerarmos uma amostragem do processo somente sobre uma sequéncia
crescente de tempos de parada limitados. Esse resultado é conhecido como o Teo-
rema da Amostragem Opcional (limitada) e serd apresentado a seguir. Para isso,
lembremos que um tempo de parada, ou uma varidvel opcional relativo a uma sequén-

cia crescente de o-algebras {A,} ¢ uma variavel aleatéria 7' tomando valores em

n>0?
{0,1,2,...} U{+o0}, tal que {T =n} € A,, Vn > 0. Se P(T < o00) = 1, dizemos que
T ¢ um tempo de parada finito, e se existe N € R tal que P(T' < N) = 1, entao T
¢ um tempo de parada limitado. Mais ainda, denotamos por Ar a o-algebra formada
por todos os eventos A tais que AN{T <n} € A,, ¥n > 0.

Teorema 1.5 Seja {XmAn}nzo um supermartingale. Se T € um tempo de parada

limitado(relativo a A,), e X} é a parte positiva de Xr, entdo:
E(X}) <0 e E(Xr | Ag) < Xo. Em particular, E(X7) < E(X)).

Lema 1.1 Seja {X,,A,} uma supermartingale e T wum tempo de parada. FEntdo

{Y,, An} definido por Y, = Xra, € um supermartingale, onde T'ANn = min{T,n}.

1.5 Processo de Risco a Tempo Discreto

Nesta segao, descrevemos um modelo classico da Teoria da Ruina denominado
Processo de Reserva de Risco a Tempo Discreto, estudado e detalhado em Grisi, [12].
Nesse modelo, associam-se dois processos independentes { X} e {Yi}, formados por
v.a’s (i.1.d), ndo negativas, onde no primeiro, cada X}, representa o total dos prémios
recebidos por uma seguradora entre os tempos k — 1 e k; e no segundo, cada Y}, o total

das indenizacoes pagas por ela no mesmo intervalo de tempo.

Sendo w o capital inicial dessa seguradora, podemos expressar esse processo da seguinte
forma:

R,=u+) (Xp—Yi), n=123,... (1.8)
k=1

com Ry = u, onde R, representa o saldo de capital da seguradora no tempo n, ou seja,

no final do periodo de n — 1 a n.
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Recursivamente, podemos escrevé-lo como segue:
Rn = Rnfl + Xn - Yna
Ro =Uu.
Dizemos que ocorre a ruina da seguradora quando o processo (1.8) atinge valores

negativos. Com isso, o tempo de ruina, denotado por 7(u), serd o primeiro instante

onde o processo de risco atinge valores negativos, ou seja,
T(u) = min{n > 0; R, <0 }.

Assim, definimos a probabilidade de ruina da seguradora, denotada por v (u), no mo-

delo (1.8), por
Y(u) = P(1(u) < o0) = P(R, <0, para algum n < o0) U [Ri, < 0])

Um resultado bastante expressivo da Teoria da Ruina é a renomada desigualdade
de Lundberg, a qual define um limitante superior para a probabilidade de ruina. Ela

serd apresentada nesta secao pelo teorema seguinte, cuja demonstragao sera omitida:

Teorema 1.6 Seja R, o processo de reserva de risco a tempo discreto descrito em
(1.8). Suponha que ezista v > 0 tal que E(e”"X1=Y1)) = 1. Nessas condi¢ées temos

que
(u) <e ™

Em 2002, Cai [4] propos modificacoes ao modelo classico a tempo discreto, acrescen-

tando a ele taxas de juros, cujos resultados e detalhes podem ser encontrados em Grisi

12].

R,=(R,1+X,)(1+1,)-Y,

A diferenca entre os dois modelos acima é que no primeiro, consideram-se os prémios

X}, sendo pagos no inicio do periodo (k — 1, k) e sendo investidos durante esse periodo
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a uma taxa de juros [, enquanto no segundo modelo os prémios X sao pagos apenas
no final do periodo (k — 1, k), ndo recebendo juros durante esse tempo. As variaveis
aleatorias [,, sao consideradas com uma estrutura de dependéncia autoregressiva de

ordem 1, ou seja,
In = aIn—l + Wn

onde a > 0 e [y = iy sdo constantes reais e { Wy, Wy, ...} sdo v.a’s i.i.d., ndo-negativas
independentes das variaveis { X7, Xo,...} e {Y1, Y5, ... }.

Usando equacoes integrais para as probabilidades de ruina, Cai,|4] obteve novas
desigualdades do tipo Lundberg. Mais precisamente, se ¢(u,ig) e ¢(u,ig) sao, respec-
tivamente, as probabilidades de ruina dos dois processos anteriores, ele mostrou que
existem A(u, ig) e B(u,ig) tais que ¢(u,ig) < A(u,ig) e p(u,ig) < B(u,ip). Em seguida,
comparou essas desigualdades com a desigualdade encontrada para o modelo classico,

concluindo que
A(u,ig) < B(u,ip) < e

e mostrando assim como as taxas de juros agem reduzindo o limitante para a probabi-

lidade de ruina. Finalmente, foi mostrado por ele que

Y(u) < e

onde # < 1 depende apenas da distribuicao das indenizagoes Y;.



Capitulo 2

Modelo de Risco com Juros

Markovianos

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos o modelo de risco apresentado por Jun Cai e David C.
M. Dickson [2], o qual estende o modelo classico de risco a tempo discreto apresentado
no capitulo anterior. Eles consideraram, no modelo de risco bésico a tempo discreto, a
entrada de juros oriundos de possiveis investimentos, sendo que a taxa de juros segue
uma Cadeia de Markov. Dessa forma, consideraremos o modelo de risco a tempo
discreto dado por

Up =Up (14 1) — Zi, k=1,2, ... (2.1)

onde Uy = u > 0 é uma constante, {Z, k=1,2,...} é uma seqiiéncia de varia-
veis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), com funcao de dis-
tribuicdo comum G(z) = P(Z; < z), e {I}, k=0,1,...} é uma seqiiéncia de variaveis
aleatorias e independentes de {Zx, k =1,2,...}. No contexto de seguros de risco, Zj
denota a perda liquida no periodo k, isto é, do tempo k—1 ao tempo k. A perda liquida
é calculada no final de cada periodo e é igual ao total de indenizagoes pagas menos o
total de prémios recebidos no periodo k. Assim, Z; = Y, — X, com {Y, k=1,2,...}
sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d. independentes de {X, k= 1,2,...}, que tam-
bém é uma seqiiéncia de variaveis aleatorias 7.i.d.. Além disso, I denota a taxa de
juros no periodo k. Assim, U, dado por (2.1) é o capital de uma seguradora, com

capital inicial u, ao final do periodo k. Por outro lado, referimo-nos a distribuicao G

22
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como uma distribui¢do de perda. Notemos que a equacdo (2.1) é equivalente a

Ue=u]JA+1)=>(Z [T @+ 1), k=1,2,.. (2.2)

j=1 j=1  t=j+1

b b
Onde denotamos HXt =1le ZXt =0, caso a > b.

t=a t=a

De fato, Para k = 1, temos:

Ul:UO(1+II)_ZIZU(1+II)_ZIZ H1+I ZZJ H(1+It))7 va-
lendo a igualdade.

Suponhamos que a igualdade é valida para k£ = n e mostremos que vale, também, para

k =mn + 1. Dessa forma, a hipotese de inducao seréd

n n

f[ L+ 1) = (Z; T[] @+ 1.

j=1  t=j+1

Assim,

Un+1 = Un(]- + In+1) - Zn—l—l

Un+l = {uﬁ + I Z(Z ﬁ (1 + [t))} (1 + In+1) - Zn+1

j=1 t=j+1

n+1 n n

Upst :uH L+ 1) = (L+ L) > (Z [T O+ 1) = Zoa
j=1 t=j+1

n+1 n+1

Upit :uH (1+1)) Z(Z [Ta+5n)- 2.

j=1 t=75+1
n+1 n+1 n+1

Upy1 = UH(l +1;) — Z(Zj I] a+1n)

t=j+1

mostrando que a igualdade é valida para todo k= 1,2, ...

Estudaremos a probabilidade de ruina com o modelo de risco (2.2). O efeito dos
juros sobre a probabilidade de ruina no modelo de risco a tempo continuo tem sido
discutido por varios autores. Além disso, a probabilidade de ruina, em muitos modelos

de risco a tempo continuo, pode ser reduzida aquela encontrada nos modelos de risco
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a tempo discreto. Por outro lado, os modelos de risco a tempo discreto sao modelos
estocésticos interessantes, tanto em teoria quanto em aplicagao, e alguns modelos a
tempo continuo podem ser aproximados por modelos de risco a tempo discreto. Isso
pode ser visto, por exemplo, em Grandell [11], Asmussen [1], e outros, com alguns
detalhes em Santana [6].

O modelo de risco a tempo discreto (2.2) tem uma estrutura simples. Entretanto,
a probabilidade de ruina nesse modelo é dificil de se obter, e resultados explicitos es-
tao raramente disponiveis, quando juros sao incluidos ao modelo. Além das formulas
assintoticas para probabilidade de ruina, outro método analitico comumente usado em
teoria do risco é a obtencao de desigualdades para a probabilidade de ruina como apon-
tado em Asmussem [1]. Com respeito as desigualdades para probabilidade de ruina no
modelo de risco (2.2), Yang [27] discutiu um caso especial, considerando as taxas de
juros constantes e idénticas. Cai [3] estudou um modelo com taxas de juros i.i.d.; e
Cai [4], um modelo dependente para taxas de juros, no qual as taxas sdo assumidas ter
uma estrutura AR(1), os detalhes podem ser vistos em Grisi [12]. Um modelo de risco
a tempo discreto relacionado a (2.2) foi considerado por Yang e Zhang [28|. Em relagao
a formulas assintoticas para a probabilidade de ruina no modelo de risco (2.2), Tang
e Tsitsiashvili |23] obtiveram foérmulas assintoticas para a probabilidade de ruina em
tempo finito, considerando as taxas de juros variaveis aleatérias 7.i.d. e a distribuicao
de perda G sendo de cauda pesada. Detalhes sobre distribuicoes de cauda pesada ver
Santana|21|. Além disso, probabilidade de ruina em modelos de risco a tempo discreto
mais geral foi estudada por Nyrhinen [18] e [19].

Para nosso estudo, assumimos que a taxa de juros {I,, n =0,1,...} segue uma

cadeia de Markov. Assumimos ainda que, para todo n = 0,1,..., [, tem espaco de
estados J = {ig,1,...,ix}. Supomos que, para todo n = 0,1, ..., e para todo estado
isa ita Z-tov ey it7z—17

P<]n+1 = Ztun = isvln—l = Z.tn,p ...,I() = ito) = P(In+1 = Zt|In = Zs) =Py > 0, (23)
N
para s,t =0,1,...N, onde ZPst =1, paras=0,1,....,N.

t=0
No nosso estudo, a taxa de juros {I,,n = 0,1, ...} pode ser negativa. Nesse caso,

dizemos que {I,,,n = 0,1, ...} sao taxas de retorno de um investimento de risco.
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Definimos a probabilidade de ruina com horizonte finito e infinito no modelo de
risco (2.2) com modelo de juros (2.3), capital inicial u, e uma dada taxa de juros inicial

Iy = 1, respectivamente por:

Un(u {06h<wh—u} (2.4)

Y(u,is) = {U (Up < 0) \Io—zs} (2.5)

onde Uy ¢ dada por (2.2). Assim,

77ZJ1(uaZ.s) S 7v02(u7is> S 1/)3(U,i5) S ... € hm 77ZJn(u:'Ls) = @D(U,@s)

n—oo

De fato, seja A,, = {w; Ur(w) < 0 para algum 1 <k <n}. Dessa forma,

= J {w; Ui(w) < 0}. (2.6)
k=1
Note que A, C A,41, Vn € N. Assim,

n+1

P(A,|ly =is) < P(An41]ly = is), implicando P { U U < 0)|Iy = 25} <P { U(U’f < 0)|1y = s

k=1

Portanto, concluimos que ¢, (u, is) < ¥,41(u,is), Vn € N. Note também que A,, T U A,

n=1

UA —UU{w Ur(w) < 0} = | {w; Up(w) < 0} = A. (2.7)

n=1k=1

e

Mostremos que a igualdade acima ¢ verdadeira.
oo n no

SexGUU{w; Uk(w)<0}:>5|n0€[f\ltalquex€U{w; Ur(w) < 0} = Fko <

n=1 k=1 k=1

no tal que x € {w; Uy, (w) <0} =z € U {w; Up(w) < 0}, mostrando que U A, C
k=1 n=1

A.

Por outro lado, se z € U {w; Up(w) <0} = Fko € N tal que = € {w; Uy (w) < 0} =

k=1

T € U {w; Ug(w) <0} para n > ky=—= z € U U {w; Ug(w) < 0}, mostrando que

n=1k=1
o0
ACUAW
n=1

}.
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Dai, pela continuidade de probabilidade

P(A,|Iy = is) == P(A|ly = is) <= ¥n(u,is) — ¥(u,is) (2.8)
Quando I, = 0, para n = 0,1,..., o modelo de risco (2.2) é reduzido ao

seguinte modelo de risco classico a tempo discreto

k
Ue=u—> Z, k=12,... (2.9)
t=1

Consideremos 9 (u) denotando a probabilidade de ruina com horizonte infinito no

0o k
modelo de risco classico dado por (2.9), a saber ¥ (u) = P(U [Z Zy > u] ) De fato,
k=1 t=1

=1

Y(u) = P(Uy < 0 para algum k € N). Logo,

o= P(U o <0]) = (U [a- 3o <0]) = (UL )

Para a probabilidade de ruina 1(u), a bem conhecida desigualdade de Lundberg diz

que se E(Z;) < 0 e existe uma constante Ry > 0 satisfazendo
Elefo?] =1, (2.10)

entao

PY(u) < e o u > 0. (2.11)

Isso pode ser visto, por exemplo, em Ross [20].
Se todas as taxas de juros forem nao-negativas, isto é, I, > 0, paran = 0,1, ...,

entao

Y(u,is) < (u), u>0. (2.12)

De fato, considerando U, = U, (1 + I,) — Z;, com Uy = u o modelo com taxas de
k

juros, e U = u — Z Z 0 modelo classico, temos U,; > U, Yk € N.
t=1
Para verificarmos isso observe que para k = 1, U, = Uy(1 + 1)) — Z, > Uy — Z; =

u— /1 = Uy, valendo a desigualdade. Supondo que a desigualdade ¢é valida para k = n,

ou seja, U;L > U,, mostremos que a desigualdade continua valida para £ = n + 1.
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Vejamos.

Uy = Us(L+ Tns) = Zngr > Ul = Zy > Uy — Znpy = u — (Z Zt> — Zy+1, impli-

cando
n+1
n+1 >y — Z Z; = U, 11, mostrando o que pretendiamos.
Assim, A = U [U,;<O] C U [Uk<0] = B e como P<| Iy = z's> ¢ uma pro-

k=1 k=1
babilidade, temos:

i

Como U, é um processo que nao depende de taxas de juros, ou seja, Iy é indepen-

dente de Uy, concluimos que P( U [U,; < O}| Iy = is) < P( U [Uk < O]) Portanto,

i) < p(u). )

Essa desigualdade afirma que a probabilidade de ruina no modelo de risco classico

(G

[U,;<o}|10=¢5) gP(@[Uk<O}|Iozis>.

k=1

é reduzida pela adicdo de rendimentos de juros nao-negativos ao capital. Assim, se
obtivermos desigualdades para a probabilidade de ruina v (u,is) com taxas de juros
nao-negativas {I,,, n=0,1,...}, digamos ¥ (u,is) < A(u,is), u > 0, entdo A(u,is), se

for uma estimativa no sentido de acrescentar alguma informacao, devera satisfazer

Alu,is) < e v oy >0. (2.13)

2.2 Equacao Recursiva e Integral para Probabilidade
de Ruina

Nesta se¢ao, obtemos equagoes recursiva e integral para ¥ (u,is). Essas equagoes

valem para quaisquer taxas de juros. Além disso, em todo o restante deste trabalho,

denotamos a cauda de uma fungao distribuigdo B por B(x) = 1 — B(x), e por I, a

funcao indicadora do conjunto A.

Lema 2.1 Paran=1,2,... e qualquer u > 0,

Vni1(u, i) iﬂt( u(l + i) +/

t—= —0o0

Dn(u(1+ i) — 2, z’t)dG(z)) (2.14)



28

com

(u, i) Z u(1+1iy)) (2.15)

u(l—i—it)

Dlu(l +i,) — 2, it)dG(z)> (2.16)

—0o0

ORA §P5t< 1+zt))+/

Demonstra¢ao. Dados Z; = z e I} = i;, da equagao (2.2), tem-se U; = h — z, onde

h = u(l+i;). Assim, se z > h,

P(U1 < 0| Zi=21y=is 1 :zt) _ E(I[UKO] | 20 = 2, 1o = is, I :it> _

:E<I |21:Z,]0:’is,llzit):
|:(u(1+11)21> < 0:|

_ E(I[Z1>u(1+h)] | 2y =20y = ig, [, = z't) _ E(1 | 2y =2, Iy =iy, Iy = it> — 1.
n+1
Como A — [Ul < 0] U [Uk < 0} — B, entdo I, < Ip.
k=1
n+1
Portanto, P<U [Uk < 0] 21 = 2, 1o = is, I = z't> — 1.

k=1

Agora, se 0 < z < h, tem-se:

P(U1 < 0|2y =2 I =i, I :it> :E(I[ || Zi=2h=is Iy :¢t> _

Z1> u(1+I1)

= E(O | Z1 = 2,1y = is, [, = it> = 0, pois os w € Q tais que I1(w) = iy, Ip(w) = i
e Z1(w) = z fazem com que Z;(w) < u(l + I1(w)), implicando z < h e, portanto,

][Z1> u(1+h)} (U}) =0.

Assim,

n+1
P(U [Uk < Oi| |Zl :Z,]Ozis,ll :Zt> =
k=1

|Z1:Z7[0:i8711 :Zt> =

E<[[U o< 0]
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|Zl :Zulozimjl :Zt) =

<[ < U[U < o]

k=2

E<[|:U1<O} |Z1 :Z,[gzis,fl :Zt>+

+E( I i1 |21=Z,]0=i5711=it>—
U o< 0]
k=2

—E\1 n+l \2122,1.022'5,[1:%) =
[U1< O}H{U U, < 0]

=FE(I n+1 k k k k |Z1
{U[ A+ [Ja+n) -z JJa+n)->(z [] A+1) <0}
k=2 j=2 A=2 j=2 A=j+1
Zfo—is,f1=it>=
—E([ n+1 k k | Zv=2z,1p =
{UU a+m)-2)[J0+1)- 3z [ a+1) <]
k=2 Jj=2 7j=2 A=j+1

= (U|: —zH —|—I ZZ H 1+]/\))<0:||Z1—Z]0 Zs,Il—Zt)

Como {I,, n=0,1,...} e {Z,, n=1,2,...} sdo independentes e {Z;, k=2,3,...}
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n+1

+

¢ independente de Z, entao: P(

:p<U {(h—z)HQ(HIj)—

k=2 j=

-

[Uk< 0} |Z1:z,]0:is,]1:it> -

1

(z; I] a+1v) <0} \Io=is,11:it>

A=j+1

M7

[|
N

J

Como assumimos que a taxa de juros {I,,, n =0,1,...} segue uma cadeia de Markov,
n+1

tem-se: P<U [Uk < 0] | Z1 = 2,1y =15, 11 = it> =
n+1 - k k k
=P(U[w—aIkru»—§3@Ilu+hn<ﬂ|h=a):
k=2 =2 =2 A=j+l

— I . k k k |Il:it>.
( {U [(h—z)H(lJrfj)—Z(Zj I a+15) <0H

k=2 =2 j A=j+1

Como a indicadora é uma funcao de Zy, ..., 2,11, s, ..., 1,11, entdo, fazendo

X = (ZQ, RN ZnJrl, [2, . 7[n+1)7 tem-se:

P(U [(h—z)H(HIj)—Z_;(Zj I] a+1)) <0] ul:z't) —

k=2 =2 j A=j+1

— [ w)apuin = i) -

Q

= / SD(ZQ, C. 7Zn+17i27 Ce ,7;”+1)de(22, Ce ,Zn+1,’i2, Ce 7in+1’[1 = Zt)
RnxJm™

Além disso, {I, k=0,1,...} ¢ uma Cadeia de Markov homogénea e é uma sequén-
cia de variaveis aleatorias e independentes de {Z;, k =1,2,...}, a qual é (i.i.d.), por-

tanto,usando propriedades da cadeia de Markov homogéna,

P(U [(h—z>H(1+Ij)—Z(Zj H (1+ 1)) <0] \Ilzz't) =

k=2 =2 =2 A=j+1

:/ g&(l])dFZQ _____ Zn+1(227~-7zn+1’]1 :it>dF]2 77777 In+1(i2""72.7l+1|11 :Zt) =
R x Jm™

= / gD(:C)dFZQ ..... Zn+1 (22, ey Zn+1)dF]2 ..... Ini1 (ig, Ce ,in+1|11 = Zt) =



.........

|
%\
s
X
Q
3
AS)
—
&
N—
5
N
N
§
S
N
N
N
3
+
=
\._/
Q
&2
N
—~
~.
v
\.N.
3
+
=
S
I
o~
N
I

= / o(x)dFyz, . 7, (22, 2nq1lo = 4).dFy, 1, (G2, . - g Do = @) =
R x Jm
= / o(X)dFz, .. zo0y.0, (2o ooy Zng1s b2y o g | Lo = 1) =

:/go(Y)dP(wHO:it), com Y =2y, ., Zo 11, I,
Q

Assim,
P(U [Uk < o} | 20 = 2, 1o = iy, I :it> _
:E(I n k k k |10=it>=
{L_J [(h—z)[[(ufj) -3 [T 0+n) < oH
ZP(U [(h—z)H(HIj) —Ek:(zj ﬁ (1+1)) < 0} | I :@'t)
k=1 j=1 =1 A=j+1

Usando a equagao (2.4), temos:
n+1

PU Uk < 0] 1 20 = 2o = i Iy = i) = (b = 2,00) = wnlu(l + ) = 2,0).
k=1
Dessa forma,

Dyt (11, 5) = P(nol U < 0]|Ip = z) - E(I

k=1

1
N / I
P(Iozis) (To=iy)

31
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Como {w; Iy(w) =is} € o(ly, 1, Z1), temos:

, 1
¢n+1(uals) = —/ E(I n+1 ‘ 10711;Z1>dp =
P(I() = Zs) (lo=is) U U, < O]]
k=1
Como a esperanca condicional do integrando é uma funcgao das v.a.’s Iy, [ e Z1, entao
, 1
Unia (U is) = —/ (o, 11, Z1)dP =
P<[0 —i ) (To=is)

1
= — g(lg,ll,Zl)dP:

P(IO = ’ls) {w; In(w)=is, I (w)E€T, Z1(w)ER}

( /Zwa’ AP(z,11.10) (2. )

JET ie{is}

Dai,

wn—i-l(uaiS) /Zg 2,5 0s dPZ1 I 10)<Z ]728) =
0 —Z

jeT

, dPlo, dPyz, (2
([O_ZS /;azy U i) APz, (2) =

/[RZ£ 2,0, 1 11 =iy, [y = i5)dG(2) =

t=0

N
:Zpst

£(z,1t,15)dG(2) =

“
[l

[e=)
%\

Uk <0]

ot | Io =iy, [y = iy, Z1 = z)dG(z) -
k=1 ]
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N u(1+ir) n+l
_ Zpst{/ P(U [0 < 0]l = ins Ty = i, 22 = )G+

o0 k=1

+00 n+1
+/ P(U [Uk<0]\Io—z's,11—z‘t,Zl—z>dG(z)}_

u(1+ir) k=1

N w(144¢)
=> Pst{/ Un (u(l+14;) — 2, i)dG(2) + 1 — G (u(l + z't))} =
Portanto,

N u(1+iy)
U1 (uy i) ZPst{/ Un (w(1 +idp) — 2, i)dG(2) + G (u(1 —i—z’t))} (2.17)

t

Mostrando, assim, a equagao (2.14). Dai, passando ao limite de n — oo em (2.17),

tem-se:

n—oo

u(1+ie)
hm Yni1(u, i) = lim Zpst{/ I+ D (u(l +14;) — 2, it)dG(z) +@(u(1 + Zt))} Logo,

N w(14iz)
V(u, i) = ZPst{ﬁ(u(l +1iy)) + lim i Un (u(l +14;) — 2, z’t)dG(z)}
t=0 e

Como {9, } é sequéncia de fun¢des mondtonas nao-decrescentes, ndo-negativas, e lim ¢, = v,
n—oo

temos, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, que:

t= —00

N u(14i¢)
Z Pst{ u(l+ zt)) + / nlg%o Uy, (u(l + i) — 2, it)dG(z)} =

N - w(1+it)
- ZPSt{G(u(l +11)) +/ P(u(l+1) -z, it)dG(Z)}



mostrando a equacdo (2.16). Além disso, a equacdo (2.15) segue de:

wl(u,z’s) = P(Zl > U(]_ ‘I’Il) | ]0 = Zs)

(I[Z1>u(1+11)j| | IO = 7’3)

=7
= —. 1 dP
P<]0 - ZS) ([0:@'5) |:Z1>u(1+11):|

Como {w; Iy(w) =is} € o(ly, 1, Z1), tem-se:

wi) = —— BE(I ],I,Z>dP
wl( ) P(IOZZS) /(Io=') ( |:Zl>u(1+ll):| | o

1
- (i, ir, 2)APry 1, 2, (i i, 2
P(I = iy) /[ijx{is} (i, ir, 2)dPro 17,2, (1 11, 2)

= m/ Z(ﬁ(is,j, Z)dFIO711(iS7j)dFZI(Z)

R jeT

Mas J é finito, logo

Uy (u,iy) = m./RZMis,it,z)P(h =iy, Iy = i,)dG(2)

t=0
N +00
= > Py B(is, iy, 2)dG (2)
t=0 o

+00
PSt/; E([[Zl>u(1+[1)} ’ [0 = 7;3,[1 = it, Z1 = Z)dG(Z’)

u(l—i—it)

2

N u(14it) +00

=y pst{ / G(is, iy, 2)dG(2) + / aﬁ(is,z’t,z)dG(z)}
N 400 N o

S P, / dG(z) =) Py (G(u(lﬂ't)))
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Ressaltamos que as técnicas usadas nessa demonstragao sao similares aquelas em Yang

126].

A seguir usaremos a equacgao recursiva de probabilidade de ruina com horizonte
finito para obtermos uma desigualdade de probabilidade de ruina final, quando as taxas

de juros sao nao-negativas.

2.3 Desigualdades para Probabilidade de Ruina pela

abordagem Indutiva

Nesta secao, e na secao seguinte, assumiremos que todas as taxas de juros sao
nao-negativas, isto é, I, > 0 para n = 0,1,... e obteremos uma desigualdade para

¥ (u,is) por uma abordagem indutiva sobre a equagao recursiva obtida na segao 2.2.

Teorema 2.1 Seja Ry > 0 uma constante satisfazendo (2.9). Entao,

U(u,is) < BoE (e TouHh) | [y = i), u >0, (2.18)

+oo

/ R4 2)
-1 _ t
by = inf Rt G (1)

onde

(2.19)

Demonstracao. Para todo z > 0, temos:
-1
o o +oo +0o0
G(z) = G(x).eROx.eR”(/ eROZdG(z)) / efZdG (2)

(/;OO eROZdG(z))

+oo
_ A VAR ) / )
(G(:L‘).GRW) @

-1
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Por outro lado,

— , Ve >0
20 cRatG(t) efor G () r=
Logo,
+oo
/ e dG (2)\ 1
> z —
60_( efor G () )
Assim,
Glz) < By or. / R4 (2) (2.20)
x+oo
< ﬁo.e_RO“’"./ ez 4G (2)
< fo.e” o7 (2.21)

Com isso, (2.15) e (2.20) implicam que, para qualquer u > 0 e qualquer i; > 0,

Ui(ui) = Y PyGu(l+i,))

IA

N
Z PstﬁoeiRo (u(1+it))
t=0

IA

N .
ﬁoze—Ro (u(1+1t)) P(Il — it ’ [U — Zs)
t=0

= [oFE <€ROU(HH) | Iy = is>

Agora, assumamos como hipotese de inducao que, para qualquer u > 0 e qualquer

15 > 0,

Un(u,is) < BoE <e—R0“<1+h> | Iy = z) (2.22)
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Dessa forma, para 0 < z < u(l 4 i;), com u e iy substituidos por u(1 +4;) — z e iy,

respectivamente em (2.22), e para I; > 0, tem-se:

U (u(l +14y) — 2,4) < BoFE <6R0(“(1”f)z)(1“1) | Iy = it>

Por outro lado,

0 < z < wu(l +4;) implica u(l +4;) — 2z > 0, e Ry > 0 implica —Ry < 0. Dai,
—Rg(u(l + i) — z) < 0. Além disso, como I; > 0 implica 1 + I; > 1, tem-se:
—Ro(u(l+1i;) — 2)(1+ I1) < —Ro(u(1 +14;) — z). Disso, resulta que

e o (“(H“)_Z)(Hh) < g fho (“(Hit)_z). Usando a monotonicidade da esperanca condi-

cional, temos:

E(e_RO (1L(1+it)—2)(1+11) | ]0 — Zt) S E(e_RO (u(l-l—it)—z) | ]0 — 2t> .

Ro (u(1+it)fz)

Como e~ é constante, tem-se:

E(@—Ro (u(l-i—it)—z)(l-‘rh) | IO _ Zt) < B_RO (u(l-‘rit)_z).

Assim,

Un(u(l +p) = 2,0;) < Goe~ MolFI=2) (2.23)

Portanto, por (2.14), (2.20) e (2.23), tem-se:

Ui (,4y) = P5t<6(u(1+it))+/

—00

Up(u(l+14;) — 2, it)dG(z)>

400 w(1+4¢)

e dG (2) + /

ﬁoe_Ro(u(l—Ht)_z)dG(Z))
(1—‘,—“) —0o0

400 u(1+4i¢)

M= M= 1M

eROZdG(z) + Bo.e~ Rolull+ir)) /

(1+it) —00

eROZdG(z)>

-+
Il
o
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Logo,

+0<> eRosz(z)>

—00

N
U (u,i5) < Zpstgo.e—m)(u(mt))(/
t=0

IA

N
Z Pstﬁo_e—ROU(lﬂ't)E(eRo%)

t=0

IN

N
Z Pgtﬁo-e_Rou(1+it)
t=0

< 50E<€7R0u(1+11) | Io = is>

Logo, para qualquer n = 1,2,..., a desigualdade (2.22) é valida. Logo, a desigualdade
(2.18) segue, fazendo n — oo em (2.22). |

Notemos que 0 < 3y < 1, ja que, para todo t > 0, tem-se:
+oo +o00o +o0
/ ef0%dG(z) > / el dG(2) = eRot/ dG(z). Assim,
t t t

/tm e dG (2) N efot /:OO dG(z) B 1-— /t dG(z) 1o

—0

G T MG G(t) G

Dessa forma, o limite superior no teorema (2.1) ¢ menor do que o limite superior

de Lundberg, isto é,

BoE (e~ RorH) | [g = i) < BoE (e Rov | Iy = iy) = foe Rov < e~ Fou o > 0.

Além disso, se I, = 0, Vn = 0,1,..., entdo o limite superior no Teorema 2.1

reduz-se a e~ Fov

, 0 qual produz um aperfeicoamento do limite superior de Lundberg,
ja que 0 < By < 1. Para desigualdades do tipo de Lundberg em outros modelos de pro-
babilidade aplicada, veja Willmot et al (2001), Willmot and Lin (2001) e as referéncias

14 contidas.

Em muitas situacoes praticas, os prémios em cada periodo sao constantes e as

perdas sao devidas ao valor das indenizagoes. Se denotamos o prémio constante e o
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valor das indenizagoes no periodo k por p > 0 e Y}, respectivamente, entao Z, = Y, —p,
com k= 1,2,.... De fato, esse modelo é uma analogia discreta do modelo classico de
risco a tempo continuo. Nesse caso, podemos obter um limite superior refinado para a

probabilidade de ruina ¥ (u, is).

Enunciaremos a seguir um lema que seré utilizado na demonstracao do corolario
(2.1). A demonstragao desse lema, o qual é a proposi¢ao 6.1.1, pagina 96, do livro
Willmot e Lin, |24], serd4 omitida devido ao fato de ela usar um resultado do livro
Shaked e Shanthikumar, [22], ao qual ndo tivemos acesso.

Antes explicaremos o que significa uma distribuicao Nova Pior que a Usada em Ordem
Convexa-NWUC que aparece na hipotese do lema a seguir. N
o0

Dizemos que uma distribuicao F' ¢ NWUC se, para todo x > 0, y > 0, / F(t)dt >
z+y

Flx) / Ft)dt
Yy
Dentre as distribuicoes que se encaixam nesta definicdo podemos citar as distribuicoes

de taxa de falhas decrescente-DFR; em particular, a exponencial e a gama.

Lema 2.2 Suponhat > 0, x > 0, e / edF (y) < oo. Entdo, se F(y) é NWUC,
0

/ TedEy) e
inf 22— = /0 edF (y) = E(e™) (2.24)

0<z<z,F(2)>0  eZF(2)

temos:

Corolario 2.1 No modelo de risco (2.2), se Z =Yy —p, k=1,2,..., onde Y1,Y5,...
sGo wvaridveis aleatorias independentes e ndao-negativas e p > FE(Yy) € uma constante,
considere Ry > 0 tal que E(ef0?1) = 1. Entao,

Y(u,is) < BB (e I | [ =4), u >0, (2.25)

+oo

[ emarw)
-1 _ t
(- R TR

e F' é a distribuicao comum de Yy, k=1,2,....

onde

(2.26)

Em particular, se F' é uma distribuicao NWUC, entao

—1
W(u,is) < (E(eR°Y1)> (e BouH ) | [o =) u >0 (2.27)
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Demonstragao. Nesse caso, G(z) = P(Y) — z < p) = F(z + p). Assim,

+oo +o00
/ ef%dG (z) / e dF (2 4 p)
¢ t

G () ™ F(t + p)

—+oo
/ eRO(y_p)dF(y)
t

+p _
™ F(t + p)

+oo
/ eRoye’Rode(y)
t+p

eROtF(t +p)

—+oco
[ emar)
t

+p
RO PR (¢ 4 p)

Dessa forma, a equagao (2.19) da

+o0 +oo
/ e 4G (2) / eV R (y)
t .

-1 _ o t+p _
B T ) — e+ ), onde
+o00
/ eMVdF (y)
g(ZE) = eRoxF(x>

. > _ ,1.
Entretanto, 11t1c21£g(t +p) > %rzlgg(t) 6]

Assim, 3,1 > 37 ou By < . Por isso, a desigualdade (2.25) segue de (2.19), pois
w(u,is) < 60E(6—Rou(l+it) | Iy = is) < ﬁ_E(e—Rou(Hu) | Iy = is)

Assim, pelo lema anterior, sabemos que se F' ¢ NWUC, entao 3! = E(effoh).

Portanto, (2.27) segue de (2.25). |
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2.4 Desigualdades para Probabilidade de Ruina pela

abordagem Martingale

Outra ferramenta para obter desigualdades para a probabilidade de ruina é a abor-
dagem Martingale. A probabilidade de ruina associada ao processo de risco (2.2) é igual
a probabilidade de ruina associada ao processo de risco descontado {V,,, n =1,2,...}.
Esse processo de risco descontado considera que o capital V. serda o valor atual, na
data zero, do capital Uy, ou seja, na data k toma-se o capital Uy e aplica-se o desconto
racional composto a taxa [, encontrando o valor atual na data £ — 1, em seguida
toma-se esse valor atual e aplica-se o desconto a taxa [,_;, obtendo o valor atual na
data k — 2 e prossegue-se assim até obter o valor atual na data zero, o qual sera o
Vi. Assim, podemos escrever a probabilidade de ruina em termos do processo de risco

descontado da seguinte maneira

n n

Un(uyi) = P(|J [Uh < 0] | Iy =1is) = P(|J [Vk < 0] | Iy =), onde

k
Vi=U [J+1)7" k=12,...
j=1
Com objetivo de verificar a igualdade acima consideremos os conjuntos

A= U {we Q; Ug(w) <0} e B= U {w € Q; Vi(w) <0} e mostremos que A=B.

k=1 k=1
ko

Sex € A= Jko € N, ko <n,talque Uy, (z) < 0. Como Vi, (x) = Uko(x)H(l + Ii(z)) ™!

J=1

e l;j(x) > 0,Vj, temos entao Vi, (z) < 0. Como ky < n temos que x € U {w e Q, Vi(w) <0} =

k=1
B.

Sex € B = 3Jko € N, ky <mn, tal que Vi (x) < 0. Como I;(z) > 0,V

n

temos entao Uy, (z) < 0. Como ko < n temos que = € U {w e Q, Ug(w) <0} =A.
k=1
Portanto A = B.
No modelo classico de risco (2.9), {e‘RoU", n=12 ..., } ¢ um martingale. Entre-

tanto, para o modelo (2.2) nao existe uma constante r > 0 tal que {e‘T’U", n=12.. }
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seja um martingale. Por outro lado, existe uma constante r > 0 tal que {e‘TV“, n=12...
é um supermartingale, permitindo-nos obter desigualdades envolvendo probabilidades
pelo Teorema da Parada Opcional. Essa constante esté definida na proposicao seguinte.

Proposicao 2.1 Assuma que E(Z;) < 0, que Ry > 0 é a constante satisfazendo
(2.10), e que ezista ps > 0 satisfazendo

E(epszl(HIl -t | Iy =i ) =1, s=0,1,...,N (2.28)
Entao,
Ry = 0<m11<1N {ps} = Ro (2.29)

e, para todo s =0,1,..., N,

E(efz0+)7 1 =) <1 (2.30)
Demonstracao. Para qualquer s =0,1,..., N, sabemos que a funcao
l,(r) = E(er#0+)™ | [j = 4,) — 1 é uma funcdo convexa. De fato, essa funcao

pode ser escrita da seguinte forma:

1
s(r) = 57— A+ gp
(T) P<]O - Zs) /(Iozis)

Assim, em virtude do integrando possuir derivada continua em relagdo a r, a derivada

dessa funcao sera:

‘ 1 d
l - - = rZ1(1+11)~ dP
o(7) P(Iy =is)dr [/(Iozis) ‘ }

Assim,



e’“Zl(l”l)AZl?(l + 1,)72dP e, portanto, [ (r) > 0, Vr,

mostrando nossa afirmacao.

Além disso, 15(0) = E(e?0+0 ™ | [p=4) —1=0e

Como as varidveis aleatorias da iltima equacao sao independentes, tem-se:

/

[

S

Zy(1+ L) P =E(Zi(1+ L)' | Iy = i)

E((14 1)~ | Iy = i) > 0, o que implica [,(0) < 0.

43

(0) = E(Z)E((1+ L) | Iy = iy). Como E(Z) < 0 ¢ (14 1) > 0, entiio

Logo, ps é a tunica raiz positiva da equacdo l;(r) = 0 em (0,+00). Assim, pela de-

sigualdade de Jensen e (2.10), tem-se:

E(6R0Z1(1+I1)’1 | I

; _ R021(1+Il)71dp
is) = _ e
) = B,

1

P(1y = i) /{w,zo(w)is,fl(w)ej,zl(w)eua}

1

- Roz(l—&-j)*ldp AP ..
P(ly = i) /RZe 2, (2)dPr, 1(5, 1)

JjeT

_ 1 Roz(1+ ')*1 . o
= m/ Ze J dG(Z)P([l —],[0 = Zs)

R JjeT

N
= Yo )
t=0 R

N
S PuB(eRontH

t=0

R021(1+11)*1dp
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Por outro lado, fazendo Y = ef0%1 ¢ p(y) = SO0 tomese:
' (y) = [(L+i) 2= (1 +i)™ y(in) 71 =2,

Notemos que

(1+14)%=(1+14,)(1+14;) > (1 +14;). Portanto, (1 +4;)~2 — (1 +4;)~! < 0. além disso,
(i)' =2 & positiva, pois y @ positiva. Assim, ¢ (y) < 0. Concluimos, entio, que o(y)
é concava. Logo, usando a versao da desigualdade de Jensen para funcoes concavas e
(2.10), temos:

Elp(Y)] < p(EY) = E(efozstin™) < (gy) 0
Dai,

= (B(efom)) 0

N
E(6R0Z1(1+11)71 | -[O — ZS> — ZPStE(€R0Z1(1+it)71)
t=0
N -
Zpst (E(6R0Z1))(1+1t)

t=0

N
< D Pa=1
t=0

Como I,(Ry) = E(6R0Z1(1+I1)_1 | Iy = is) — 1, temos [,(Ry) < 0. Portanto, Ry < p; e

IN

R = 0<miI<1N ps > Ro. Assim, a desigualdade (2.29) é valida. Além disso, para todo

=0,1,....N = i < impli <0, i (
s=0,1,...,N, R OSII%lngt < ps, 0 que implica [4(R;) <0, isto &,

E(eRlzl(Hh)*l | I =is) —1 < 0 e, finalmente,
E(€R121(1+h)‘1 | o =i,) <1 -

Teorema 2.2 Sob as condicoes da Proposicao 2.1, para todo s =0,1,..., N, tem-
se:



Y(u, i) < e v u>0
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(2.31)

Demonstracao. Para o processo de risco {U} dado pela equagao (2.2), denotamos

j=1
Portanto,
k k k k
Vi = |:UH 1+1)-> (z J] ¢ +A))} [Ja+1)™
t=1 t=1 A=t+1 j=1
k k k k k
= u[Ja+ e+ =Tl +1) >z [] 0 +15
t=1 j=1 j=1 t=1 A=t+1
k k k k
= uJJa+ 1) S @ e+t I o+ 1))
j=1 t=1  j=1 A=t+1
k t k k
— u-S @[+ T+ [ 0 +50)
t=1 j=1 j=t+1 A=t+1

R1Vn
)

e sendo S, = e~ podemos obter:

Sn+1 -

{Rl =z ]la+ 5™ -z JT0+ IM}

n+1
{Rlzn+1 [T+ Jj)—l}
= S,e j=1

(2.32)
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Assim, para qualquer n > 1, e sendo S,, mensuravel em relacdoao(ly, ..., 1y, Z1,..., Zy),

temos:

n+1
{RlanH(l—i—[) }
E(Sn_H|Z1,...,Zn,]1,...7fn) = E(Sne 7=1 |Zla'--7Zn,117-~~7In)

n+1
{RlzNHH(HIj)—l}
- SnE(e J=1 |Z1,...,Zn,ll,...,ln)

n
RiZp+1(1+In41) 1H 1 + [

= SnE(e{ J=1 } |Z1,...,Zn,Il,...

Como {Z,, n=1,2,...} é (i.i.d.) e independente de {I,,, n =1,2,...}, tem-se:

{Rlan 1+1n41) 1H 1 + [ }
| I, .

E(Spi1 | 21, ZnyLh,y .o 1) = S,E(e =1 1)

[Ja+5)™

Considerando YV = eftZne1(tln) ™ gy = y{j1 } e aplicando a versao da

desigualdade de Jensen, para esperanca condicional, a funcao concava ¢, tem-se:

n

[[Ja+5)™

E(Sns1 | Z4,y... 2 I, ... 1) < 5n< (efaZoritTng) |]1’W71)>j=1

n

[[a+5)™

< Sy(B(efmn ™ ) )i

Em virtude de {I,,, n =1,2,...} seguir uma cadeia de Markov, temos:

n

[[a+5)™

E(Sn—H | Zyoo i Zo 14, ... 7In) < S, <E<6R1Zn+1(1+ln+1)—1 | In)>j:1

Por outro lado, sendo eF1Zn+1(+0)™" funcio de Zni1 e Ini1, ou seja,
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— JR1Zni1(1+Tpy1)7 .
§(Zns1, Ingr) = €™ +1 0+ m1)™  tem-ge:

E(ﬁ(ZnJrla[nJrl) ‘ [n = j) = /S;S(Zn+17[n+1)dp(w ‘ In = ])

= f(z,z)dFZ
RxJ

Z,i|fn=j)

n+171n+1 (

Usando a independéncia de {Z,} com {I,}, a estacionariedade da Cadeia de Markov

e o fato de {Z;},., ser i.i.d., tem-se:

E(g(Zn—Ha In—l-l) | I, = j) = f(zai)dPZnH(Z | I, = j)d‘PIn+1 (Z | I, = j)
RxJ

_ / §(2,4)dPy, . (2)P(Iny1 =1 | I, = j)
RxJ

= §(2,1)dPyg, (2)P(Iy = i | Iy = j)
RxJ

= £(Z7Z)dPZ1(Z|[0:])dP11(Z|IO:])
RxJ

= g('Z?i)dPZlJl(Z?i | Iy = j)
RxJ

— /Qg(Zl,Il)dP(w | Io = j)

— E(6R1Z1(1+11)_1 | Iy = j)

Como essa igualdade vale para todo j € J, entao concluimos que

E(§(Zns1, Lni1) | In) = E(§(Z1, 1) | 1o).

Portanto,

n

[[a+5)™

E(Snar | Z1y. o Zo Iy, 1) < Sn<E(eRlzl(1+Il)_1 | [0))j:1 <8,
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Esse resultado implica que {S,, n=1,2,...} é um supermartingale com respeito a
o(ly,..., 1., Z1,...,7Z,). Seja agora T, = min{k; Vi, <0 | Iy =1is}, onde V; é dado
por (2.32). Dessa forma, Ty é um tempo de parada e n ATy = min {n,Ts} € um tempo
de parada limitado, logo pelo Teorema da Parada Opcional para supermartingales,

tem-gse:
E(Sunt,) < E(Sp) = E(e” 1Y) = E(e~f1") = e~ 1, Portanto,

e v > B(Sap) > E(S”ATS[[ngnp = E(STSI[ngnP = E(e_RlstI[ngn} )-

Observemos que Vy, < 0, pois Ty, = min{k; Vi, < 0| Iy =is}. Assim, —R;Vy, > 0,

implicando e~ f1Vrs > % = 1. Logo,

e~ T > E<I[T <n]) = P(TS < n)
Dai,
e > P(Vi<0lUVa<0U...U[V, <0]|Io=is)
> P(UMe<0]| Lo =1,)
k=1

Portanto,

U (u,iy) < e v (2.33)
Assim, a desigualdade (2.31) segue fazendo n — +o0 em (2.33). |

E claro que o limite superior obtido usando martingale ¢ também menor que o

limite superior de Lundberg, isto é, e~fi1v < e~Fou

u > 0, ji que a desigualdade
(2.29) vale. Além disso, se I, = 0, para todo n = 0,1, ..., entdo Ry = Ry e o limite

superior no Teorema 2.2 se transforma no limite superior de Lundberg.

Resultados numéricos, apresentados no capitulo seguinte, sugerem que o limite
superior obtido pela abordagem indutiva da secao 2.2 é menor que o obtido pela abor-

dagem martingale desta secao.



Capitulo 3

Resultados Numéricos

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos um exemplo particular do nosso estudo, para
ilustrar os limites obtidos no capitulo anterior e, em seguida, utilizando o programa
MAPLE 9 para ajudar nos célculos e graficos, apresentaremos outro exemplo e voltare-
mos ao primeiro exemplo, mostrando comparacoes dos resultados obtidos com as duas
abordagens consideradas. Por este motivo, adicionaremos os comandos utilizados no
MAPLE, a fim de que aqueles que desejarem, e se acharem capazes, possam refazer

esses calculos.

3.2 Exemplo numeérico

Esse exemplo ilustra os limites obtidos nas secoes 2.2 e 2.3. Para isso, assumimos
que o valor das indenizacoes no ano k é Y,. Consideramos Y; tendo uma distribuicao
Gamma com cada parametro igual a 1, que E(Y;) = 1 ¢ Var(Y;) = 2. Além disso,
o prémio anual ¢ p = 1,1, isto é, existe uma carga de 10%. Assim, Z, = Y, — 1,1,
k =1,2,.... Consideraremos um modelo de juros com trés possiveis taxas de juros:

io = 6%, i1 = 8% e iy = 10%. Seja P = {Py} a matriz de transi¢ao da cadeia dada

por
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0,2 0,8 0
P=| 015 0,7 0,15
0 0,8 0,2

Assim, nosso modelo de taxa de juros incorpora média de retorno a um nivel de 8%.

A constante Ry que satisfaz (2.9) é calculada como segue:

E(efo?1) = 1 = E(ef01=1D) = 1 = F(efloVie7 b)) = | = e~ Lo p(efol) = |
Como nossa distribuicao Gamma é NWUC, podemos aplicar os resultados do corolario
3.1, sendo My (t) = E(e™) = (1 —2t) . Assim,
e bR (1 —2R))7 = 1= —1,1R, — iIn(1 — 2Ry) = 0. Dai,
1,1Ry + %ln(l —2Ry) = 0= Ry = 0,08807.
Além disso, para s = 0, tem-se:

Dluyio) < (E(eRo) T Eeou+h) | [ = ig), u >0

Considerando (14, Iy) = e~ Foul+1) temos:

U(uyio) < ((1—2Re)™2)!
Aplicando o teorema 1.4, temos:
1
i) < (1-2 1/2—/ i, ) AFT, g (g,
¢(u7@0) = ( RO) P(]()Zi()) . {io}g(%ﬂ) 11,10(27572)

1
i VAE oo
—P(Io — io) /If(lt,lo) 11,10(%,20)

2
> &y io) P(Iy = i, o = i)

t=0

< (1—2Ry)Y?

1

< (1- 230)1/2m

2
< (1-2R)"*Y " Pyé(is, o)
t=0
< (1 —2Ry)Y? (Poof(io, io) + Poi€(i1,40) + Po28 (i, io))

< (1- 2R0)1/2 (07 9e~106Rou | () ge—1.08Rou 06—1,1R0u>



Dai,

W(u,io) < (1 — 2Rg)M? (o 9¢~106R0u 4 () 8o 10830“) w>0.

ol

(3.1)

Da mesma forma, encontramos expressoes analogas para v (u, i), considerando s = 1

es=2.

Podemos também encontrar R; como segue:

Para s = 0,1, 2, tem-se:

E(eﬂsz1(1+h | Iy = Zs) =1

E(eps(yl 1L,1)(1+11)~ | Ip=1i ) =1

E(e(psyl—1,1ps)(1+h)*1 | Iy = @'S) =1

/€<pm—1,1ps ) Py | Iy = i) = 1
Q

//?WHMMMWMhMWA%=M=1
RJT

/ / elPsy= L)W+ g pe (4 | Iy = i) d Py, (iy | Iy = is) = 1
RJJ

/ / ePoy= L)1+ g P ()d Py (i | To = i) = 1
RJT

/Zepsy L)) g p () P(Iy = iy | Iy = i) = 1
R

t=0

R

S et (122)
].+Zt

Z Psté’_l’lps(l”t)il / epsy (1t4e)~ dPy1( ) 1

Assim, para s = 0,

P00€_1’1p0(1+i0)_1My1( po. )+P016_1’1p0(1+i1)_1My1(

Po
1+ZO 1+Zl

)+P026—111P0(1+i2)

—1

Po

iy



02

12/2)06)2161136 £ 0,8(1 = 2P0 )T 4 (1 — 20) TS g

0,2(1 —
2 1,08 1,1
implicando pg = 0,09475.

Para s = 1,

PooeLlerio) ™ gp P\ poo—lie i)y Py p - Lle (i) T Py
0,15(1 — 2Py FeTot 40, 7(1 — 2PL)Feto 40, 15(1 — L1yt i =

’ 1,06 1,08 1,1
implicando p; = 0,09509.
Para s = 2,
Poe— ble2(l+io) ™ yr P2 Py e~ ble2(4i) ™ P2 P~ Llea(l+i2) "L r P2\ _ 4

2p2 -1 —Llpo 2p2 -1 —Llpo 2/)2 -1 —Llpo
0(1 — 106 4+ 0,8(1 — s +0,2(1 — — i =1
(=07 ¢ ™ +0.8L=qhg)zem™ #0201 =75)7¢
implicando py = 0,09545.
Assim, Ry = min {po, p1, p2} = 0,09475 e o Teorema 2.2 dé:
Y(u,is) < e v u>0 (3.2)

3.3 Exemplos numéricos utilizando o MAPLE

Assumiremos que o valor das indenizagoes no ano k é Y;. Assim, no primeiro
exemplo, suporemos que Y; tem distribuicao exponencial com parametro A = 1, de
modo que E(Y;) = 1 e var(Yy) = 1; e, no segundo exemplo, suporemos que Y; tem
distribuicdo gama, com cada parametro igual a 3, de modo que E(Y;) = 1 e var(Y1) =
2. Além disso, o prémio anual em ambos os exemplos é 1,1, a saber existe uma carga de
seguranca de 10%. Assim Z, =Y, — 1,1, k = 1,2, .... Consideraremos um modelo de

juros com trés possiveis taxas: ig = 6%, i1 = 8% e is = 10%, com matriz de transicao
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de probabilidades P = { Py} dada por

02 08 0
P=1 015 0.7 0.15
0 08 0.2

Podemos, com isso, apresentar os exemplos em detalhes.

Exemplo 3.1 Encontremos, utilizando o programa MAPLE 9 para resolver os cdlcu-
los, os limitantes da probabilidade de ruina para os trés modelos, a saber: Lundberg,

pela equacao de recorréncia e pela abordagem martingale.

Lundberg: Neste caso, se F(Z;) < 0 e existir Ry tal que ef0%t = 1 entdo o (u) <
e Rou 4 > 0.

Note que
Z=Y1—-11=FE(Z)=EY;))—11=1-11=-01<0

o que faz com que a primeira hipotese seja satisfeita.
Note que

6R0Z1 =1 6R()(Yl—l.l) =1 eROY1€—1-1Ro =1

RoY1 —

mas e ﬁ por ser a funcao geratriz de momentos de uma exponencial no ponto

Ry, desta forma a equagao anterior pode ser reescrita como

1
o2t = 1 & —— ¢ M0 =1,

¢ 1— Ry

Usando o comando fsolve do MAPLE 9 para resolver esta equacao, obtemos

> RO:=fsolve(exp(-1.1*x)*(1/(1-x))=1,x,0.001..1);

RO := 0.1761341436

e teremos que (u) < e~ flou = 7 0-1T61341436u ¢ > (),

Recursivo: O corolario 2.1 diz que se 2y, = Y, — p,k = 1,2,... com Y1,Y5, ... v.a.’s
independentes e nao-negativas com p > E(Y]) e existe uma constante Ry satisfazendo
(2.9), entao

w(%is) < 6E(€—Rou(1+h)|]0 — is),u >0
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onde
ftoo efovdF (y)
20 eRolF()

Como uma v.a. com distribui¢ao exponencial com parametro A tem densidade f(y) =

5 =

Xe ™ y>0e f(y) =0,y <0, calculando a fragdo acima para os valores de \ # R,

temos
ftoo €R0de(y) B ftoo eRoy)\e_’\ydy B /\ftoo e_y(’\_RO)dy B A—)\Ro e—t(A—Ro) B \
eRotF(t) ~ ¢Rot ftoo e~ dy eRot g—At e t-Ro) T N— Ry’

Ou seja, a fracao acima é um valor constante para todo t > 0, logo seu infimo é o

roprio valor da funcdo, ou seja, 37! = ~2—. Para 0 nosso caso em que A = 1 e
? ? A—Rp

Ry = 0.1761341436 (obtido no caso de Lundberg) temos
> 1/(1-R0);

1.213789833

> beta := 1/%;

3:=0.8238658562

Calculando E(e~fou0+1)| [y = ) temos
2 2
E(e—Rou(1+Il ]’ . Z Ze Rgu 1+’Lk)P _ Zk;|IO — Zs — Z e Rou(l—i-zk
k=0 k=0

Para calcularmos esses valores utilizando o MAPLE precisamos primeiro definir as con-
stantes do problema, a saber P, que sao as entradas da matriz P e ig, i1, i> que sao 0s

juros dados. Podemos fazer isso da seguinte maneira

> P:—linalg|matrix](3,3,]0.2,0.8,0,0.15,0.7,0.15,0,0.8,0.2]);
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02 08 0
P:=1015 0.7 0.15
0 08 02

> i[0]:=0.06;
i[0] :== 0.06

> i[1]:=0.08;
i[1] := 0.08

> i[2]:=0.1;

i[2] == 0.1

Entdo calculamos E(efor(0+M)|[; = 4,) = 72 e Roull+i) Py quando iy = ig = i[0]
utilizando o comando sum

> sum(’exp(-RO*u*(1+i[k]))*P[1,k]’, '’k'=1..3) ;
2%exp(-1.06*R0*u)+.8*exp(-1.08*R0*u)

Note que aparece u na expressao anterior uma vez que nao atribuimos valor nenhum
ao u. Mais adiante daremos valores ao u e calcularemos explicitamente estes valores.
Assim temos que

2
w(u’ io) < BE(efRou(lJrh)uo _ is) — 0.8238658562 Z 670‘1761341436u(1+ik)P0k
k=0

o lado direito desta expressao no MAPLE seré introduzida da seguinte maneira
> beta*sum(’exp(-RO*u*(1+ilk]))*P[1 k|, 'k’=1..3) ;

Martingale: Na abordagem por martingale, temos pela proposi¢ao (2.1) e pelo teo-

rema (2.2), que se E(Z;) < 0 e existem p,,s =0, 1,2, ..., N satisfazendo

E(epszl(1+ll)_l|_[0 — ?/S) g ]_7 S = 07 ]_7 ceey N
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entdo Ry = ming<s<n{ps} > Ro e
P(u,is) < e Frv u>0.

Entdo teremos que calcular no nosso caso po, p1, p2 € tomar Ry = ming<s<2{ps}. Com
isso teremos

. —Riu
yvs) —= bl i .
o(u,is) <e u>0

Se calculando E(ePsZ1(+1) 7 [0 =4} = 1 temos
E(erH U = i) =1 & B(ersM™ MDD — ) =1 &
E(epsYl(lJrh)‘lfl-lps(1+h)‘1|[0 =iy) =1% E(epsYl(1+h)‘1671-1ps(1+h)‘1|[0 =iy)=1&

Calculando esta esperanca acima temos

Ben O e 0y =i = 37 [ e e 0 B i = i)
jeg /o

Z/ eP (4D~ = Llps (14 P () Py ([T = i)
jeg 7o

— Z {/ epsy(1+j)_1Py1(dy)} e_l‘lpS(Hj)_lPiSJ
0

JjeJ

1

= S My, (po(1 + j) e TR

JjeJ
1 L
= > 1 1+ ')716_1'1%(1% ‘P
jeg = ps(L+7

Para nao ficarmos com expressoes muito grandes no MAPLE definimos algumas fungoes

auxiliares

>g:—x—(1/(1-x));
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>h:=—exp(-1.1%x);
hi=x— e 1%

Calculando entao os valores de pg, p1, p2 temos

> rhol:=fsolve(P[1,1]*h(x/1.06)*g(x/1.06)+P[1,2]*h(x/1.08)*g(x/1.08)
+P|[1,3]*h(x/1.1)*g(x/1.1)=1,x,.01..1);

p1 = 0.1894973986

> rho2:=fsolve(P[2,1]*h(x/1.06)*g(x/1.06)+P|[2,2]*h(x/1.08)*g(x/1.08)
+P[2,3]*h(x/1.1)*g(x/1.1)=1,x,.01..1);

po2 = 0.1901827749

> rho3:=fsolve(P[3,1|*h(x/1.06)*g(x/1.06)+P|3,2|*h(x/1.08)*g(x/1.08)
+P[3,3]*h(x/1.1)*g(x/1.1)=1,x,.01..1);

p3 = 0.1909074468

> Rl:=min(rhol,rho2,rho2); R1 := 0.1894973986

Pelo teorema (2.2), temos entao que ¥(u,i,) < e 1% y > 0.
Montando nossa tabela para varios valores de u temos, pela substituicao destes valores
nas expressoes anteriormente obtidas, e calculando com ajuda do MAPLE, os seguintes

valores



Tabela 3.1: Limites para probabilidade de ruina - caso Exp(1)

Indugao

is = 6%

is = 8%

is = 10%

Martingale

Lundberg

10
15
20
25
30

1.0000000000
0.3876793159
0.1503027912
0.0582751600
0.0225955098
0.0087615972
0.0033975599

1.0000000000
0.3863244029
0.1492604355
0.0576736834
0.0222869736
0.0086132080
0.0033290415

1.0000000000
0.3849575051
0.1481995590
0.0570561068
0.0219673784
0.0084581421
0.0032568079

1.0000000000
0.3877141286
0.1503222455
0.0582820584
0.0225967774
0.0087610898
0.0033967983

1.0000000000
0.4145048026
0.1718142314
0.0582820584
0.02952013010
0.01223623570
0.00507197846
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Exemplo 3.2 Neste sequndo exemplo, considerando Y, com distribuicao Gamma, sequire-

mos 0s mesmos passos do exemplo anterior. Por isso, evitaremos detalhar demais cada

etapa.

Lundberg: Neste caso, se E(Z;) < 0 e existir Ry tal que %' = 1 entdo ¢ (u) <

e Rou 4 > 0.

Note que

Zi=Y-11=EZ)=EY;)—11=1-11=-0.1<0

o que faz com que a primeira hipotese seja satisfeita.

Note que

€R0Z1 -1 PN eRO(Yl—l-l)

=1&

eROYl 6—1-1R0

=1

mas efo¥1 = (1 — 2R0)’% por ser a fungao geratriz de momentos de uma gama de

parametros iguais a

como

1
2

M7 = 1 & (1 — 2Ry) ze 1o = 1.

Usando o comando fsolve do MAPLE 9 para resolver esta equacao, obtemos

>R0:=fsolve(exp(-1.1*x)*(1-2*x) " (-1/2)=1,x,0.001..1);

RO := 0.08806707182

no ponto Ry, desta forma a equacao anterior pode ser reescrita
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e teremos que () < e~Fow = ~0.08806707182u o, >

Recursivo: O corolario (2.1) diz que se Zy = Yy — p,k = 1,2,... com Y},Ys, ... v.a.’s
independentes e nao-negativas com p > E(Y)) e existe uma constante Ry satisfazendo
(2.9), entao

w(uﬂ's) < ﬁE(efRou(lJrh)‘[O — is),u >0

onde 71 = E(ef¥1) caso a F seja uma distribuigago NWUC.

Como a distribuicao gama é NWUC temos entao que

N|=

Bt = E(ef™) = (1 — 2Ry) 2.

Usando o MAPLE para calcular isso temos
> beta:=(1-2*R0) " (1/2);
G = .9076705660

Calculando E(e~foul+)| [y = 4,) temos

2 2
E(e_Rou(1+11)|]0 —i,) = Ze—ROu(Hz‘k)p(_]l =iy ly = is) = Z e—Rou(l—l—ik)Psk.
k=0 k=0

Para calcularmos esses valores utilizando o MAPLE, precisamos primeiro definir as
constantes do problema, a saber P,;, que sao as entradas da matriz P, e ig, i1, %2, que

sao os juros dados. Podemos fazer isso da seguinte maneira

> P:=linalg[matrix]|(3,3,[0.2,0.8,0,0.15,0.7,0.15,0,0.8,0.2]);

02 08 0
P:=10.15 0.7 0.15
0 08 0.2
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> i[0]:=0.06;
i[0] :== 0.06

> i[1]:=0.08;
i[1] := 0.08

> i[2]:=0.1;

i[2] == 0.1

Entdo calculamos E(efor(0+M)|[; = 4,) = 2 _ e Roull+i) Py quando iy = ig = i[0]
utilizando o comando sum

> sum(’exp(-RO*u*(1+ilk]))*P[1,k]’, 'k’=1..3) ;
2%exp(-1.06*R0*u)+.8*exp(-1.08*R0*u)

Note que aparece u na expressao anterior uma vez que nao atribuimos valor nenhum
ao u. Mais adiante daremos valores ao u e calcularemos explicitamente estes valores.
Assim temos que

2
w(u’ ig) < ﬁE(efRou(lJrh)uo _ z's) — 0.9076705660 Z 670.08806707182u(1+ik)POk
k=0

o lado direito desta expressao no MAPLE serd introduzida da seguinte maneira
> beta*sum(’exp(-RO*u*(1+ilk]))*P[L.k]’, 'k’=1..3) ;

Martingale: Na abordagem por martingale, temos pela proposicao (2.1) e pelo teo-
rema (2.2), que se F(Z;) < 0 e existem ps,s =0, 1,2, ..., N satisfazendo
E(ers 0+ =) =1,s=0,1,..,N

entdo Ry = ming<s<n{ps} > Ro e

o(u,is) < e T 4 > 0.
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Entdo teremos que calcular no nosso caso pg, p1, p2 € tomar Ry = ming<s<a{ps}. Com

1SS0 teremos

o(u,is) < e vy > 0.

Se E(ersZ 0+ [ = 4,) = 1, entdo

E’(epszl(1+11)_

1 1

Iy =is) = 1 & E(errM DI =) =1 &

E(eP M 0D =L ) T 10 gy = ] e B 1 IHI) T Lo ()™ oy oy —

Calculando a esperanca acima, temos

E(GPSY1(1+11)_ e—11ps(

(1+1)~ |[0 =3 ) - Z/ ePsy(1+7)~ 1 e L-1ps(14+7)" 1PY1,[1(Z/ ]|]0 )
JjeT

_ Z/ ePsy(1+5) 1 e~ Lps(147)” 1PY1( )ph( |[0 —Zs)

JjeET
JjeET 0
N — _ -\ —1
S My, (po(1 4 ) e e B
JjET
S (1= 2p,(1 4 j) )R M0 R,
JET

Para nao ficarmos com expressoes muito grandes no MAPLE definimos algumas funcoes

auxiliares

>gi=x—(1-2%x) "-1/2;

>h:=—exp(-1.1%x);

hi=x— e 1%
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Calculando entao os valores de pg, p1, p2 temos

> rhol:=fsolve(P[1,1]*h(x/1.06)*g(x/1.06)+P|[1,2]*h(x/1.08)*g(x/1.08)
+P[1,3]*h(x/1.1)*g(x/1.1)=1,x,.01..1);

p1 = 0.09474872673

> rho2:=fsolve(P[2,1]*h(x/1.06)*g(x/1.06)+P[2,2]*h(x/1.08)*g(x/1.08)
+P[2,3]*h(x/1.1)*g(x/1.1)=1,x,.01..1);

p2 = 0.09509143650

> rho3:=fsolve(P[3,1]*h(x/1.06)*g(x/1.06)+P|3,2]*h(x/1.08)*g(x/1.08)
+P[3,3]*h(x/1.1)*g(x/1.1)=1,x,.01..1);

ps :— 0.09545374816

> R1:=min(rhol,rho2,rho2);

R1 := 0.09474872673

Pelo teorema (2.2), temos entdo que ¥(u,i,) < e 1% y > 0.
Montando nossa tabela para vérios valores de u temos, pela substituicao destes valores
nas expressoes anteriormente obtidas, e calculando com ajuda do MAPLE;, os seguintes

valores



Tabela 3.2: Limites para probabilidade de ruina - caso G(1/2,1/2)

Indugao

is = 6%

is = 8%

is = 10%

Martingale

Lundberg

10
15
20
25
30

1.0000000000
0.5651475622
0.3518851040
0.2191015012
0.1364254196
0.0849475281
0.0528946474

1.0000000000
0.5641560772
0.3506552894
0.2179574022
0.1354793039
0.0842140193
0.0523487048

1.0000000000
0.5631602167
0.3494145965
0.2167980900
0.1345163777
0.0834641838
0.0517881487

1.0000000000
0.6226668630
0.3877140222
0.2414166739
0.1503221630
0.0936006297
0.0582820104

1.0000000000
0.6438204738
0.4145048025
0.2668666784
0.1718142314
0.1106175198
0.0712178239
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Estes resultados numéricos sugerem que o limite superior obtido pela abordagem

indutiva é mais preciso que o obtido pela abordagem via martingale.
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