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Resumo
Nesta dissertação, seguindo o trabalho do Berestycki [7] e idéias desenvolvidas

por Alves & de Figueiredo [3] e Alves, Corrêa & Gonçalves [4], estudamos

a Teoria do Grau de Brouwer e Leray & Schauder, bem como o Método de

Galerkin para obter solução de alguns problemas elípticos.
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Abstract

In this of dissertation, motivated by work of Berestycki [7] and ideas conceived

by Alves & from Figueiredo [3] and Alves, Corrêa & Gonçalves [4], we styding

the theory of Degree from Brouwer and Leray & Schauder, well how the Method

from Galerkin to obtain solution of some ellíptic problems.
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Notações:

(1) 〈 ·, · 〉 produto interno.

(2) [·] referência bibliográfica.

(3) (·) referência citada no texto.

(4) ρ{A,B} distância entre os conjuntos A e B.

(5) suptϕ suporte da função ϕ.

(6) Se f : Ω ⊂ R
N → R

N é uma função, usamos ao longo da dissertação as seguintes

notações:

(i) |f(x)| é a norma usual do R
N para f(x).

(ii) |x| é a norma usual do R
N para x.

(iii) |x| é o valor absoluto de x, se n = 1.

(iv) |f ′(x)| é a norma da transformação linear de f ′(x), se f for diferenciável.

(7) Se f : X → Y é uma função com X e Y espaços de Banach, usamos as mesmas

notações do item (6) usando-se ‖ · ‖ ao invés de | · |.
(8) divϕ é o divergente da aplicação ϕ.

(9) diamA é o diâmetro do conjunto A.

(10) m(A) é a medida do conjunto A.

(11) m∗(A) é a medida exterior do conjunto A.

(12) Jf (x) = det[f ′(x)] é o valor do determinante jacobiano de f aplicado no ponto x.

(13) Br(x) é a bola fechada de centro x e raio r.

(14) sgnf é o sinal da função f
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Introdução

Muitos problemas em Análise Funcional não-linear podem ser reduzidos ao estudo

de encontrar soluções para equações do tipo:

ϕ(x) = b (1)

sobre um espaço de Banach adequado.

A teoria do grau tem sido desenvolvida como um método utilizado para estudar

o conjunto das soluções da equação (1), obtendo infomações sobre a existência, multi-

plicidade e a natureza destas soluções.

Este tipo de abordagem tem sido usada principalmente em Equações Diferenciais

Ordinárias (EDO) e Equações Diferenciais Parciais (EDP).

Neste trabalho , temos por objetivo apresentar a Teoria do Grau, que será estu-

dada em duas etapas: Na primeira será feita o estudo do Grau Topológico de Brouwer

que vale em espaços vetoriais de dimensão finita e na segunda etapa será estudado o

Grau de Leray & Schauder que vale em espaços vetoriais de dimensão infinita, que

teve por base o trabalho da Tese de Doutorado de Henry Berestycki [7] de 1975, cujo

objeto de estudo foi Métodos Topológicos e Problemas Auxiliares Limitados. Uma vez

mostrada a existência do grau topológico usamos o mesmo para obter soluções para

duas classes de problemas elípticos. O método aplicado para obter as soluções dos

problemas está centralizado no Método de Galerkin e no teorema do Ponto Fixo

de Schaeffer.

No Capítulo 1, seguindo o trabalho de Berestycki [7], construímos o Grau Topo-
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lógico de Brouwer, definindo o mesmo para o caso Regular. Depois estudamos o grau

para as funções contínuas, e em seguida estudamos suas propriedades e as principais

consequências dessas propriedades. Definimos o Grau de Leray & Schauder, trabalha-

mos as suas propriedades e as suas principais consequências.

No capítulo 2, norteado ainda pelo trabalho de Berestycki [7], definimos alguns

espaços de Schauder com suas respectivas normas e apresentamos alguns resultados

devido a Schauder. Usando a teoria do Grau de Leray & Schauder demonstramos o

Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer, o qual juntamente com os resultados de Schauder

são usados para mostrar a existência de solução para a seguinte classe de problemas

elípticos quaselineares





Lu = F (x, u), Ω

u = 0, ∂Ω.
(P )

onde, Ω ⊂ R
N é um aberto limitado, o operador L diferencial é dado por

Lu =
N∑

i,j=1

aij(x)uxixj
(x) +

N∑

i=1

bi(x)uxi
(x) + c(x)u(x)

com u : Ω → R, sendo uma função de classe C2(Ω), N ≥ 1 e F ∈ Cα(Ω) com

α ∈ (0, 1).

No capítulo 3, seguindo idéias desenvolvidas por Alves & de Figueiredo [3]

(2003) e Alves, Corrêa & Gonçalves [4] (2005), usamos o grau de Brouwer para

demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e uma consequência do mesmo, o

qual chamaremos de Lema Fundamental, que é utilizado para mostrar a existência de

solução positiva para a seguinte classe de problemas elípticos singulares





−∆u =
1

uγ
, Ω

u > 0, Ω

u = 0, ∂Ω,

(P1)

onde Ω ⊂ R
N um aberto limitado, 0 < γ < 1, N ≥ 2. O método utilizado para obter

tal solução é conhecido como Método de Galerkin, que é uma técnica de resolução



de alguns problemas não lineares, que consiste em aproximar o espaço H1
0 (Ω) por uma

sequência de subespaço de dimensão finita. Neste capítulo, usamos um resultado de

Regularidade devido a Agmon [1], e também destacamos um importante resultado

devido a Ambrosetti, Brézis e Cerami [5], que é um Teorema envolvendo Subsolução e

Supersolução, o qual estabelece a unicidade de solução para uma classe de problemas

singulares que inclui o problema (P1).

No apêndice A, recordamos algumas definições e enunciamos os principais teore-

mas de análise no R
N utilizados neste trabalho.

No apêndice B, apresentamos alguns resultados envolvendo os espaços de Sobolev

e Teoria da Medida e Integração que foram usados nesta dissertação.
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Capítulo 1

O Grau Topológico

Nosso objetivo neste capítulo é definir e demonstrar os principais resultados sobre

a teoria do grau de Brouwer e do grau de Leray & Schauder.

1.1 O Grau Topológico de Brouwer

Nesta seção iremos mostrar como é construído o grau de Brouwer. Começamos

o nosso estudo com o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Teorema de Sard) Seja Λ um aberto do R
N , f uma função de classe

C1(Λ, RN) e S = {x ∈ Λ; Jf (x) = 0}. Então, f(S) é um conjunto de medida nula.

Demonstração: Seja C um cubo fechado contido em Λ de lado a. Vamos dividir C em

KN subcubos, com K um número natural.

Temos que a aplicação f ′ é uniformemente contínua em C, pois f ′ é contínua e está

definida no compacto C (ver Teorema A.9), então dado ǫ > 0, existe α > 0 tal que

∀x, y ∈ C teremos |x − y| < α ⇒ |f ′(x) − f ′(y)| < ǫ. (1.1)

Fixe K de maneira que os subcubos C̃ ⊂ C tenham diâmetro menor que α. Desde que,

o diâmetro de C̃ é dado por diam(C̃) =
a

K

√
N, então

a

K

√
N < α. Além disso,

f é lipschitziana em C com

|f(x) − f(y)| ≤ M |x − y|,∀x, y ∈ C, com M = max
z∈C

|f ′(z)|.

Dado x ∈ C ∩ S, existe C̃ ⊂ C tal que x ∈ C̃ ∩ S, então ∀y ∈ C̃ tem-se

|f(x) − f(y)| ≤ M |x − y|.

12
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Sendo diam(C̃) = sup{|x − y|; x, y ∈ C̃} temos |x − y| ≤ diam(C̃) e assim

|f(x) − f(y)| ≤ Mdiam(C̃).

Portanto,

f(y) ∈ B(f(x),Mdiam(C̃)),

onde B(f(x),Mdiam(C̃)) é a bola fechada de centro f(x) e raio Mdiam(C̃). Desde

que, y ∈ C̃ é qualquer concluímos

f(C̃) ⊂ B(f(x),Mdiam(C̃)).

Por outro lado, pelo teorema A.6 temos

f(y) − f(x) − f ′(x)(y − x) =

∫ 1

0

[f ′(x + t(y − x)) − f ′(x)](y − x)dt.

Daí, segue

|f(y) − f(x) − f ′(x)(y − x)| =
∣∣∣
∫ 1

0

[f ′(x + t(y − x)) − f ′(x)](y − x)dt
∣∣∣

o que implica

|f(y) − f(x) − f ′(x)(y − x)| ≤
∫ 1

0

|[f ′(x + t(y − x)) − f ′(x)](y − x)|dt. (1.2)

Sendo

|f ′(x)| = sup
|v|6=0

|f ′(x)v|
|v|

obtemos
|f ′(x)v|

|v| ≤ |f ′(x)| e portanto |f ′(x)v| ≤ |f ′(x)||v|.

Assim, segue de (1.2)

|f(y) − f(x) − f ′(x)(y − x)| ≤
∫ 1

0

|[f ′(x + t(y − x)) − f ′(x)]||y − x|dt.

Desde que,

|x + t(y − x) − x| = |t(y − x)| = |t||y − x| < |y − x| < α,

pois t ∈ [0, 1], segue de (1.1)

|f ′(x + t(y − x)) − f ′(x)| < ǫ.
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Consequentemente

|f(y) − f(x) − f ′(x)(y − x)| ≤ ǫ|y − x|,

o que implica

|f(y) − f(x) − f ′(x)(y − x)| ≤ ǫ diam(C̃). (1.3)

Desde que, x ∈ C ∩ S tem-se que Jf (x) = 0. Logo f ′(x) não é inversível e podemos

afirmar que f ′(x)(RN) ⊂ H, onde H é um hiperplano do R
N .

Por (1.3) temos

|f(y) − (f(x) + f ′(x)(y − x))| ≤ ǫ diam(C̃), onde f ′(x)(y − x) ∈ H

e sendo ρ(f(y), f(x) + H) a distância entre o ponto f(y) e o conjunto f(x) + H, por

definição da função distância temos

ρ(f(y), f(x) + H) = inf{|f(y) − (f(x) + h)|; h ∈ H}.

Assim, se considerarmos h = f ′(x)(y − x), obtemos

ρ(f(y), f(x) + h) ≤ |f(y) − (f(x) + f ′(x)(y − x))|,∀ h ∈ H

e com isso

ρ(f(y), f(x) + H) ≤ ǫ diam(C̃).

Desta forma, f(C̃) está contido num paralelepípedo P de centro f(x) e volume

V (P ) = 2ǫ diam(C̃)(2Mdiam(C̃))N−1.

Sendo assim, a medida exterior do conjunto f(C̃) é dada por

m∗(f(C̃)) ≤ 2ǫ diam(C̃)(2Mdiam(C̃))N−1

implicando

m∗(f(C̃)) ≤ 2NMN−1diam(C̃)N ǫ.

Logo

m∗(f(C̃)) ≤ 2NMN−1(
a

K

√
N)N ǫ.

Agora, veja que

m∗(f(C ∩ S)) ≤
∑

C̃∩S 6=∅

m∗(f(C̃ ∩ S))
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e consequentemente

m∗(f(C ∩ S)) ≤
∑

C̃∩S 6=∅

m∗(f(C̃)),

donde obtemos

m∗(f(C ∩ S)) ≤ 2NMN−1N
N
2 (

a

K
)N .ǫ.KN .

Portanto

m∗(f(C ∩ S)) ≤ 2NMN−1N
N
2 (a)N ǫ.

Considerando 2NMN−1N
N
2 (a)N = σ, temos que m∗(f(C ∩ S)) ≤ σǫ.

Fazendo ǫ → 0, concluímos

m∗(f(C ∩ S)) = 0.

Agora, considere uma família de cubos abertos {Cλ} verificando

S ⊂
⋃

S∩Cλ 6=∅

Cλ, com Cλ aberto e Cλ ⊂ Λ.

Segue do teorema de Lindëlof que existe {Cj}j∈N ⊂ {Cλ}, tal que

S ⊂
∞⋃

j=1

(Cj ∩ S).

Daí, segue

f(S) ⊂ f(
∞⋃

j=1

(Cj ∩ S)),

implicando

f(S) ⊂
∞⋃

j=1

f(Cj ∩ S).

Logo

m∗(f(S)) ≤ m∗(
∞⋃

j=1

f(Cj ∩ S))

e consequentemente

0 ≤ m∗(f(S)) ≤
∑

Cj∩S 6=∅

m∗(f(Cj ∩ S)) = 0,

donde concluímos

m∗(f(S)) = 0.

Conforme resultado da teoria da medida (ver Teorema B.3) temos que f(S) é men-

surável com m(f(S)) = m∗(f(S)) = 0.
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1.1.1 Definição do Grau para o Caso Regular

Considere Ω ⊂ R
N um aberto limitado e Ck(Ω, RN) o espaço das funções k-

vezes continuamente diferenciáveis em Ω, isto é, o espaço das funções contínuas em

Ω que possuem todas as derivadas até ordem k, sendo restrições de funções contínuas

definidas em Ω.

Para o espaço Ck(Ω, RN) vamos considerar a seguinte norma

‖ϕ‖k = max
0≤j≤k

sup
x∈Ω

‖D(j)ϕ(x)‖.

Sejam ϕ ∈ C1(Ω, RN) e S = {x ∈ Ω; Jϕ(x) = 0}, onde Jϕ representa a matriz

jacobiana de ϕ. Seja b ∈ R
N com b /∈ ϕ(∂Ω)∪ϕ(S).

Se x ∈ ϕ−1({b}) temos que Jϕ(x) 6= 0, então pelo Teorema da Aplicação Inversa ϕ

é um difeomorfismo de uma vizinhança U de x sobre uma vizinhança V de b, isto é,

ϕ|U : U → ϕ(U) = V é um difeomorfismo.

Afirmação: O conjunto ϕ−1({b}) é finito.

De fato, ϕ−1({b}) é um fechado em Ω, consequentemente ϕ−1({b}) é um fechado e

limitado em R
N , pois ϕ−1({b}) ⊂ Ω. Portanto, ϕ−1({b}) é um compacto.

Para cada x ∈ ϕ−1({b}), considere a bola Brx
(x) ⊂ Ux.

Assim

ϕ−1({b}) ⊆
⋃

xj∈ϕ−1({b})

Brj
(xj),

e desde que {Brj
(xj)} é uma cobertura por abertos para o compacto ϕ−1({b}), pelo

Teorema de Borel-Lebesgue podemos extrair uma subcobertura finita de maneira que

ϕ−1({b}) ⊂
k⋃

j=1

Brj
(xj),

mostrando que ϕ−1({b}) é finito, ou seja, ϕ−1({b}) = {ξ1, ξ2, ξ3, ..., ξk} com

Jϕ(ξi) 6= 0 para todo i ∈ {1, 2, 3, . . . , k} .

Definição 1.2 Sejam ϕ ∈ C1(Ω, RN) e b /∈ ϕ(∂Ω)∪ϕ(S). Definimos o grau topológico

de Brouwer da aplicação ϕ em relação a Ω no ponto b, como sendo o número inteiro

d(ϕ, Ω, b) =
∑

ξi∈ϕ−1({b})

sgn(Jϕ(ξi))
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onde sgn é a função sinal que é definida por

sgn (t) =

{
1, se t > 0

−1, se t < 0.

Exemplo 1.1 Considere a aplicação ϕ : Ω → R, definida por ϕ(x) = sen x com

Ω = (0,
5π

2
) e b =

π

4
. Nosso objetivo é calcular o grau topológico de Brouwer de ϕ com

relação a Ω no ponto b, ou seja d(ϕ, Ω, b).

Resolução:

Devemos primeiramente verificar se b /∈ ϕ(∂Ω)∪ϕ(S), para que o d
(
senx, (0,

5π

2
),

π

4

)

esteja bem definido. Veja que:

∂Ω = {0, 5π

2
}, ϕ(S) = {x ∈ (0,

5π

2
); cos x = 0} = {π

2
,
3π

2
}, ϕ(∂Ω) = {0, 1},

ϕ(S) = {−1, 1}, logo ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S) = {−1, 0, 1}.
Com isso concluimos que

π

4
/∈ {−1, 0, 1}.

Assim,

ϕ−1({π

4
}) = {ξ1, ξ2, ξ3}.

Por definição,

d
(
senx, (0,

5π

2
),

π

4

)
=

∑

ξi∈ϕ−1({π

4
})

sgn(Jϕ(ξi))

logo,

d
(
senx, (0,

5π

2
),

π

4

)
= sgn(ϕ′(ξ1)) + sgn(ϕ′(ξ2)) + sgn(ϕ′(ξ3))

consequentemente,

d
(
senx, (0,

5π

2
),

π

4

)
= 1 + (−1) + 1.

Portanto,

d
(
senx, (0,

5π

2
),

π

4

)
= 1.

Observação 1.1 Uma primeira observação que destacamos a partir da definição 1.2

é a seguinte igualdade

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ − b, Ω, 0).

Com efeito, note primeiramente que

ϕ(x) = b ⇔ ϕ(x) − b = 0.

Considerando ϕ − b = ψ temos que ψ−1({0}) = ϕ−1({b}). Desta forma,

d(ϕ − b, Ω, 0) = d(ψ, Ω, 0),
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que implica

d(ψ, Ω, 0) =
∑

ηi∈ψ−1({0})

sgn[Jψ(ηi)].

Desde que, a quantidade de parcelas dos dois somatórios

∑

ηi∈ψ−1({0})

sgn[Jψ(ηi)] e
∑

ξi∈ϕ−1({b})

sgn[Jϕ(ξi)]

são iguais e

ψ(ηi) = 0 ⇔ ϕ(ηi) − b = 0 ⇔ ϕ(ηi) = b

concluímos que ξi = ηi. Assim,

d(ψ, Ω, 0) =
∑

ξi∈ϕ−1({b})

sgn[Jϕ(ξi)].

Portanto,

d(ψ, Ω, 0) = d(ϕ, Ω, b).

1.1.2 Cálculo do Grau por Integração

Considerando ϕ−1({b}) = {ξ1, ξ2, ξ3, ..., ξk} temos Jϕ(ξi) 6= 0 para todo

i ∈ {1, 2, 3, ..., k}. Logo pelo Teorema da Função Inversa, existe uma vizinhança Ui de

ξi e ϕ(Ui) de b tal que ϕ|Ui
: Ui → ϕ(Ui) com i ∈ {1, 2, 3, ..., k} é um difeomorfismo.

Além disso, existe ǫ > 0 e vizinhanças Bǫ(b) de b e Ui de ξi com i ∈ {1, 2, 3, ..., k} tais

que

ϕ|Ui
: Ui → Bǫ(b)

é um difeomorfismo.

Para todo ǫ > 0, existe uma aplicação Jǫ ∈ C(RN , R) tal que suptJǫ ⊂ Bǫ(b) e∫

RN

Jǫ(x)dx = 1, onde suptJǫ é o suporte da função Jǫ, que é definido por

suptJǫ = {x ∈ RN ; Jǫ(x) 6= 0}.

Agora, vamos definir

Iǫ =

∫

Ω

Jǫ(ϕ(x))Jϕ(x)dx.

Note que

Iǫ =

∫

{x∈Ω;|ϕ(x)−b|<ǫ}

Jǫ(ϕ(x))Jϕ(x)dx.
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Fixando ǫ > 0 suficientemente pequeno, considere as vizinhanças Ui de ξi, desta forma

Iǫ é dado por

Iǫ =
k∑

i=1

∫

Ui

Jǫ(ϕ|Ui
(x))Jϕ|Ui

(x)dx,

onde ϕi = ϕ|Ui
com 1 ≤ i ≤ k. Sendo

ϕ(Ui) = Bǫ(b) temos que Ui = ϕ−1(Bǫ(b)).

Assim

Iǫ =
k∑

i=1

∫

ϕi
−1(Bǫ(b))

Jǫ(ϕi(x))Jϕi
(x)dx.

Usando o Teorema de Mudança de Variávéis temos

Iǫ =
k∑

i=1

∫

Bǫ(b)

Jǫ(ϕi(ϕ
−1
i (x)))Jϕi

(ϕ−1
i (x))|Jϕ−1

i
(x)|dx,

ou seja,

Iǫ =
k∑

i=1

∫

Bǫ(b)

Jǫ(x)Jϕi
(ϕ−1

i (x))|Jϕ−1
i

(x)|dx. (1.4)

Desde que

ϕi(ϕ
−1
i (x)) = x

temos

|Jϕ−1
i

(x)| =
1

|Jϕi
(ϕ−1

i (x))| . (1.5)

Usando a igualdade (1.5) em (1.4) obtemos

Iǫ =
k∑

i=1

∫

Bǫ(b)

Jǫ(x)Jϕi
(ϕ−1

i (x))
1

|Jϕi
(ϕ−1

i (x))|dx.

Observe que

Jϕi
(ϕ−1

i (x))

|Jϕi
(ϕ−1

i (x))| =





1 , se Jϕi
(ϕ−1

i (x)) > 0

−1 , se Jϕi
(ϕ−1

i (x)) < 0

e portanto
Jϕi

(ϕ−1
i (x))

|Jϕi
(ϕ−1

i (x))| = sgn[Jϕi
(ϕ−1

i (x))].

Consequentemente,

Iǫ =
k∑

i=1

∫

Bǫ(b)

Jǫ(x)sgn[Jϕi
(ϕ−1

i (x))]dx.
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Desde que,

sgn
[
Jϕi

(ϕ−1
i (x))

]
= sgnJϕ(ξi), ∀x ∈Bǫ(b),

segue-se que

Iǫ =
k∑

i=1

∫

Bǫ(b)

Jǫ(x)sgn[Jϕ(ξi)]dx.

Assim,

Iǫ =
k∑

i=1

sgn[Jϕ(ξi)]

∫

Bǫ(b)

Jǫ(x)dx.

Sendo suptJǫ ⊂ Bǫ(b) e ∫

RN

Jǫ(x)dx = 1

temos

Iǫ =
k∑

i=1

sgn[Jϕ(ξi)]

donde podemos concluir que

Iǫ = d(ϕ, Ω, b).

O número Iǫ é denominado a Forma Integral do Grau Topológico de Brouwer de ϕ com

relação a Ω no ponto b.

Observação 1.2 Podemos concluir a partir do que já foi visto sobre a teoria do grau

que, se d(ϕ, Ω, b) 6= 0, existe x0 ∈ Ω tal que ϕ(x0) = b.

De fato, se b /∈ ϕ(∂Ω) temos

d(ϕ, Ω, b) =
∑

ξi∈ϕ−1({b})

sgn(Jϕ(ξi)) =

∫

{x∈Ω;|ϕ(x)−b|<ǫ}

Jǫ(ϕ(x))Jϕ(x)dx.

Sendo d(ϕ, Ω, b) 6= 0, por hipótese, temos
∫

{x∈Ω;|ϕ(x)−b|<ǫ}

Jǫ(ϕ(x))Jϕ(x)dx 6= 0

implicando que {x ∈ Ω; |ϕ(x) − b| < ǫ} 6= ∅. Consequentemente, existe xǫ ∈ Ω tal que

|ϕ(xǫ) − b| < ǫ. Desde que Ω seja limitado, fazendo ǫ → 0 temos que, ϕ(x0) − b = 0

concluimos que ϕ(x0) = b.

Lema 1.3 Seja ϕ ∈ C1(Ω, RN) e b /∈ ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S). Então, existe uma vizinhança

U de ϕ pela topologia de C1(Ω, RN) tal que ∀ψ ∈ U, temos que:

(i) b /∈ ψ(∂Ω),

(ii) x ∈ ψ−1(b) ⇒ Jϕ(x) 6= 0,

(iii) d(ψ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b).
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Demonstração: Prova do item (i).

Seja ǫ1 = ρ{b, ϕ(∂Ω)} > 0 e vamos considerar a seguinte vizinhança de ϕ

‖ψ − ϕ‖C1(Ω,RN ) ≤
ǫ1

2
. (1.6)

Afirmação: b /∈ ψ(∂Ω).

De fato, segue de (1.6)

|ψ(x) − ϕ(x)| ≤ ǫ1

2
, ∀x ∈ Ω. (1.7)

Assim, não existe x0 ∈ ∂Ω com ψ(x0) = b, pois caso contrário, em (1.7) teríamos

|ψ(x0) − ϕ(x0)| ≤
ǫ1

2
, ou seja, |b − ϕ(x0)| ≤

ǫ1

2

implicando que

ǫ1 = ρ{b, ϕ(∂Ω)} ≤ ǫ1

2
,

que é um absurdo.

Prova do item (ii).

Considere ϕ−1({b}) = {ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξk} e as vizinhanças U1,U2,U3, . . . ,Uk e ǫ > 0,

tais que

ϕi = ϕ∣∣∣
Ui

: Ui → Bǫ(b)

é um difeomorfismo e vamos supor que

|Jϕi
(x)| > η > 0, ∀x ∈ Ui, i = 1, 2, 3, . . . , k.

Usando o fato que ϕ ∈ C1(Ω, RN), dado

ǫ∗ =
1

2M
, onde 0 < M = max{|ϕ′(ξi)

−1|; i = 1, 2, 3, . . . , k},

existe r > 0 tal que

∀ x ∈ Br(ξi), i = 1, 2, 3, . . . , k tem-se |ϕ′(x) − ϕ′(ξi)| < ǫ∗ =
1

2M
.

Logo,

|ϕ′(ξi)
−1[ϕ′(x) − ϕ′(ξi)]| ≤ |ϕ′(ξi)

−1||ϕ′(x) − ϕ′(ξi)|

e daí temos

|ϕ′(ξi)
−1[ϕ′(x) − ϕ′(ξi)]| < M · 1

2M
=

1

2
, ∀ x ∈ Br(ξi), i = 1, 2, 3, . . . , k.



22

O r é escolhido de tal maneira que

sgnJϕ(x) = sgnJϕ(ξi), ∀ x ∈ Br(ξi), i = 1, 2, 3, . . . , k.

Considere D = Ω\
k⋃

i=1

Br(ξi). Note que D é um compacto, pois D é um fechado e

limitado, e além disso, b /∈ D.

Considere ǫ2 = ρ{b, ϕ(D)} > 0 então, para ∀ψ ∈ C1(Ω, RN) satisfazendo

‖ψ − ϕ‖C1(Ω,RN ) ≤
ǫ2

2

devemos ter b /∈ ψ(D). Assim, as soluções da equação ψ(x) = b, caso existam,

devem pertencer ao conjunto
k⋃

i=1

Br(ξi).

A aplicação ϕ′ : Ω → L(RN , RN) é contínua e com isso, ϕ′(Ω) é um compacto

em L(RN , RN). Por outro lado, a aplicação det : L(RN , RN) → R é contínua,

donde podemos concluir que a mesma é uniformemente contínua sobre uma vizinhança

compacta K de ϕ′(Ω). Assim, existe ǫ3 > 0 tal que

|X − Y | < ǫ3 ⇒ |detX − detY | < η, ∀ X, Y ∈ K.

Se |X − Y | < ǫ3, para algum X ∈ ϕ′(Ω) tem-se que Y ∈ K. Considerando agora

a vizinhança de ϕ em C1(Ω, RN) dada por

‖ψ − ϕ‖C1(Ω,RN ) ≤
ǫ3

2
com ψ ∈ C1(Ω, RN)

temos que

∀ x ∈ Ω, ψ′(x) ∈ K e |Jψ(x) − Jϕ(x)| < η.

Considerando

U1 = {ψ ∈ C1(Ω, RN); ‖ψ − ϕ‖C1(Ω,RN ) ≤
ǫ4

2
}

onde, ǫ4 = min{ǫ1, ǫ2, ǫ3} obtemos

Jψ(x) 6= 0, ∀ ψ ∈ U1 e ∀ x ∈
k⋃

i=1

Br(ξi).

De fato, note que

|Jϕ(x)| − |Jψ(x)| ≤ |Jϕ(x) − Jψ(x)| < η
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implicando que

|Jψ(x)| > |Jϕ(x)| − η, ∀ x ∈
k⋃

i=1

Br(ξi).

Mostrando que

Jψ(x) 6= 0, ∀ ψ ∈ U1 e ∀ x ∈
k⋃

i=1

Br(ξi),

provando assim, o item (ii).

Prova do item (iii).

Para demonstrar que

d(ψ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b), ∀ ψ ∈ U1,

devemos mostrar que em cada bola Br(ξi), existe um único xi
0 ∈ Br(ξi) tal que

ψ(xi
0) = b.

Fixe

a = 1 + max
1≤i≤k

{|ϕ′(ξi)
−1|} > 0.

Podemos encontrar uma vizinhança U de ϕ contida em U1 tal que:

(1o) ∀ ψ ∈ U, |ψ′(ξi)
−1| < a, ∀ i = 1, 2, 3, . . . , k, tendo em vista que a inversão de

matrizes é uma imersão contínua.

(2o) |ψ′(ξi)
−1[ψ′(y) − ψ′(ξi)]| <

3

4
, ∀ y ∈ Br(ξi), i = 1, 2, 3, . . . , k.

Para fixar as idéias, considere

U = {ψ ∈ C1(Ω, RN); ‖ϕ − ψ‖C1(Ω,RN ) ≤ ǫ} com 0 < ǫ < min
{

ǫ4,
r

4a

}
.

Neste caso,

|ϕ(x) − ψ(x)| ≤ ǫ <
r

4a
, ∀ x ∈ Ω.

Defina a função

θi(x) = ψ′(ξi)
−1ψ(x), ∀ x ∈ Br(ξi).

Afirmação: θi − I é uma
3

4
− contração.

De fato,

|θ′

i(x) − I| = max{|θ′

i(x)v − v|; |v| = 1}

implicando que

|θ′

i(x) − I| = max{|ψ′(ξi)
−1ψ′(x)v − v|; |v| = 1}.
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Logo

|θ′

i(x) − I| = max{|ψ′(ξi)
−1[ψ′(x)v − ψ′(ξi)v]|; |v| = 1},

donde se obtém

|θ′

i(x) − I| ≤ 3

4
, ∀ x ∈ Br(ξi).

Definindo ψi(x) = θi−x tem-se que θi = x+ψi(x), onde ψi é
3

4
− contração.

Usando o Lema A.17− (ii), θi é injetiva em Br(ξi), implicando que ψ é injetiva

em Br(ξi).

Defina

φ(x) = θi(x + ξi) − θi(ξi)

e note que

φ(x) = x + (θi(x + ξi) − x − θi(ξi)).

Repetindo o mesmo argumento utilizado para mostrar que θi − I é
3

4
− contração,

podemos concluir que θi(x + ξi) − x − θi(ξi) é
3

4
− contração em Br(0).

Logo, pelo Lema A.17 temos que

φ(Br(0)) ⊃ B r
4
(0), ou seja, θi(Br(ξi)) ⊃ Br(0) + θi(ξi) = B r

4
(0)(θi(ξi)),

isto é,

ψ(Br(ξi)) ⊃ ψ′(ξi)(B r
4
(θi(ξi))).

Além disso,

ψ′(ξi)(B r
4
(θi(ξi))) ⊃ B r

4a
(ψ(ξi)), (1.8)

pois para y ∈ B r
4a

(ψ(ξi)) temos

|ψ′(ξi)
−1(y) − θi(ξi)| = |ψ′(ξi)

−1y − ψ′(ξi)
−1ψ(ξi)|

implicando que

|ψ′(ξi)
−1(y) − θi(ξi)| = |ψ′(ξi)

−1[y − ψ(ξi)]|.

Assim

|ψ′(ξi)
−1(y) − θi(ξi)| ≤ |ψ′(ξi)

−1| |y − ψ(ξi)|,

e consequentemente

|ψ′(ξi)
−1(y) − θi(ξi)| < a

r

4a
=

r

4
.
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Desta forma,

ψ′(ξi)
−1(y) ∈ B r

4
(θ(ξi))

que implica

y ∈ ψ′(ξi)(B r
4a

(ψ(ξi))),

ou seja,

B r
4a

(ψ(ξi)) ⊂ ψ′(ξi)(B r
4a

(ψ(ξi))). (1.9)

De (1.8) e (1.9) obtemos

ψ(Br(ξi)) ⊃ B r
4a

(ψ(ξi)). (1.10)

Recorde que

|ϕ(x) − ψ(x)| <
r

4a
, ∀x ∈ Ω,

e com isso, para x = ξi temos

|ϕ(ξi) − ψ(ξi)| <
r

4a

isto é,

|b − ψ(ξi)| <
r

4a

implicando que b ∈ B r
4a

(ψ(ξi)) e por (1.23) temos que b ∈ ψ(Br(ξi)). Mostrando

que existe um elemento xi
0 ∈ Br(ξi) verificando ψ(xi

0) = b. Desde que ψ injetiva, tal

elemento é único. Portanto,

d(ψ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b), ∀ψ ∈ U.

Observação 1.3 O item (iii) afirma que o grau topológico de Brouwer é localmente

constante na topologia C1(Ω, RN).

Lema 1.4 Sejam ϕ ∈ C1(Ω, RN) e b1, b2 pontos de R
N que não pertencem a

ϕ(∂Ω)∪ϕ(S). Se b1 e b2 estão na mesma componente conexa de R
N\

(
ϕ(∂Ω)∪ϕ(S)

)
,

tem-se que

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ, Ω, b2).
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Demonstração: Sejam b1 e b2 pontos de R
N\

(
ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S)

)
. Desde que, a compo-

nente conexa que contém b1 e b2 é um aberto em R
N , pois R

N\
(
ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S)

)
é um

aberto, a mesma é conexa por caminhos, donde segue que existe

q : [0, 1] →R
N

t 7→q(t) ∈ Cb1,b2 ,

com q(0) = b1 e q(1) = b2 onde Cb1,b2 é a componente contendo b1 e b2. Note que

q([0, 1]) ⊂ Cb1,b2 é um compacto em R
N . Assim, existem ǫ > 0 e {x1, x2, x3, ..., xs}

tais que

q([0, 1]) ⊂
s⋃

i=1

Bǫ(xi) e Bǫ(xi) ∩ Bǫ(xi+1) 6= ∅, com i = 1, 2, 3, ..., s − 1.

Vamos fixar nossa atenção a Bǫ(x1) com x1 = b1 e xs = b2.

Considere x /∈
(
ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S)

)
. Assim d(ϕ, Ω, x) está bem definido e pelo Lema 1.3

temos

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ − b1, Ω, 0).

Além disso,

‖(ϕ − b1) − (ϕ − x)‖C1 = |b1 − x| < ǫ,

e pelo Lema 1.3 com ǫ suficientemente pequeno, temos que

d(ϕ − b1, Ω, 0) = d(ϕ − x, Ω, 0),∀x ∈ Bǫ(b1),

que implica

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ, Ω, x),∀x ∈ Bǫ(x).

Seguindo com este raciocínio temos

d(ϕ, Ω, xi) = d(ϕ, Ω, y), ∀ y ∈ Bǫ(xi), com i = 1, 2, 3, ..., s.

Desde que Bǫ(xi) ∩ Bǫ(xi+1) 6= ∅ podemos concluir que

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ, Ω, b2).

Lema 1.5 Seja ϕ ∈ C2(Ω, RN) e b1, b2 pontos de R
N que não pertencem a

ϕ(∂Ω)∪ϕ(S). Se b1 e b2 estão na mesma componente conexa de R
N\ϕ(∂Ω), temos que

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ, Ω, b2).
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Demonstração: Considere Θ a componente conexa de R
N\ϕ(∂Ω) que contém b1 e b2.

Sendo Θ aberto e conexo, o mesmo é conexo por caminhos, logo existe um caminho

q : [0, 1] →R
N

t 7→q(t) ∈ Θ

com q(0) = b1 e q(1) = b2.

Usando a compacidade do conjunto q([0, 1]), existe ǫ > 0 satisfazendo

Bǫ(q(t)) ⊂ Θ, ∀ t ∈ [0, 1],

ou seja,

Bǫ(q(t)) = Bǫ(0) + q(t) = Bǫ(b1) − (b1 − q(t)) ⊂ Θ.

Considere uma função Jǫ ∈ C1(RN , RN) com suptJǫ = Bǫ(b1) e
∫

RN

Jǫ(x)dx = 1.

Aplicando o Lema A.19, considerando f(x) = Jǫ(x), K = Bǫ(b1) e γ(t) = b1 − q(t)

temos

Jǫ(x + γ(0)) − Jǫ(x + γ(1)) = div v(x),

que implica

Jǫ(x) − Jǫ(x + b1 − b2) = div v(x),

onde v ∈ C1(RN , RN) com supt v ∩ ϕ(∂Ω) = ∅, pois supt v ⊂ Θ.

Aplicando agora o Lema A.18, existe u ∈ C1(RN , RN) com supt u ⊂ Ω e

div u(x) = Jϕ(x)div v(x). Assim,

(Jǫ(ϕ(x)) − Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2))Jϕ(x) = div u(x)

e portanto,

∫

Ω

(Jǫ(ϕ(x)) − Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2))Jϕ(x)dx =

∫

Ω

div u(x)dx.

Pelo Teorema do Divergente A.14 temos

∫

Ω

div u(x)dx =

∫

∂Ω

u−→η dS = 0,

pois u(x) = 0, ∀x ∈ ∂Ω. Logo,

∫

Ω

(Jǫ(ϕ(x)) − Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2))Jϕ(x)dx = 0
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e consequentemente,

∫

Ω

Jǫϕ(x)Jϕ(x) =

∫

Ω

Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2)Jϕ(x)dx,

que implica

d(ϕ, Ω, b1) =

∫

Ω

Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2)Jϕ(x)dx.

Vamos mostrar que

d(ϕ, Ω, b2) =

∫

Ω

Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2)Jϕ(x)dx.

Note que,

∫

Ω

Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2)Jϕ(x)dx =

∫

Ω

Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2)Jϕ(x)+b1−b2(x)dx.

Definindo a função ψ(x) = ϕ(x) + b1 − b2 temos que

∫

Ω

Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2)Jϕ(x)dx =

∫

Ω

Jǫ(ψ(x))Jψ(x)dx.

Logo

d(ψ, Ω, b1) =

∫

Ω

Jǫ(ϕ(x) + b1 − b2)Jϕ(x)dx,

isto é,

d(ϕ + b1 − b2, Ω, b1) = d(ϕ + b1 − b2 − b1, Ω, 0) = d(ϕ − b2, Ω, 0) = d(ϕ, Ω, b2),

e com isso concluimos que

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ, Ω, b2).

Definição 1.6 Seja ϕ ∈ C2(Ω, RN), b /∈ ϕ(∂Ω) e b ∈ ϕ(S). Considere Cb a compo-

nente conexa de R
N\ϕ(∂Ω), que contém b. Sendo Cb um aberto, existe x ∈ Cb\ϕ(S).

Definimos no que segue-se

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, x),∀x ∈ Cb\ϕ(S).

Lema 1.7 Para ϕ ∈ C2(Ω, RN) e b /∈ ϕ(∂Ω), existe uma vizinhança U de ϕ na topo-

logia C1(Ω, RN) tal que para ∀ψ ∈ U temos:

(i) b /∈ ψ(∂Ω),

(ii) d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b).
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Demonstração: Temos duas possibilidades a considerar:

(10) b /∈ ϕ(S), o resultado segue do Lema (1.3).

(20) b ∈ ϕ(S).

Seja r = ρ{b, ϕ(∂Ω)} > 0. Pelo Teorema de Sard existe b1 /∈ ϕ(S) satisfazendo

|b1 − b| <
r

4

pois caso contrário,

B r
4
(b) ⊆ ϕ(S)

e assim

0 < m(B r
4
(b)) ≤ m(ϕ(S)),

que é um absurdo. Além disso, tem-se também

B r
4
(b) ⊂ R

N\ϕ(∂Ω)

portanto, b e b1 estão na mesma componente conexa de R
N\ϕ(∂Ω). Usando a definição

do grau para o caso b ∈ ϕ(S) temos que

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b1). (1.11)

Temos que b1 /∈ ϕ(∂Ω)∪ϕ(S), assim aplicando o Lema 1.3 encontramos uma vizinhança

U de ϕ em C1(Ω, RN) de maneira que, ∀ψ ∈ U temos

b1 /∈ ψ(∂Ω) ∪ ψ(S) e d(ϕ, Ω, b1) = d(ψ, Ω, b1). (1.12)

Note agora que

ρ{b, ψ(∂Ω)} ≥ r

2
, ∀ψ ∈ U

implicando

B r
4
(b) ⊂ R

N\ϕ(∂Ω), ∀ψ ∈ U.

Portanto, b e b1 estão na mesma componente conexa de R
N\ψ(∂Ω),∀ψ ∈ U. Assim,

d(ψ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b1). (1.13)

Segue de (1.11), (1.12) e (1.13) que d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b).

Lema 1.8 (Invariância por Homotopia de Classe C2) Seja H(x, t) ∈ C2(Ω×[0, 1], RN),

com b /∈ H(∂Ω × [0, 1]). Então,

d(H(·, t), Ω, b) ≡ constante, ∀t ∈ [0, 1].
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Demonstração: As funções H e
∂H

∂x
são uniformemente contínuas em Ω × [0, 1].

Então, para cada τ ∈ [0, 1] fixado e ǫ > 0, existe δ > 0 tal que

t ∈ [0, 1], |t − τ | < δ ⇒ ‖H(·, t) − H(·, τ)‖C1 < ǫ

(ver Teorema A.10). Segue do Lema 1.7 que

d(H(·, τ), Ω, b) = d(H(·, t), Ω, b)

para t suficientemente próximo de τ. Assim, a função t 7→ d(H(·, t), Ω, b) é localmente

constante em [0, 1]. Sendo [0, 1] um compacto e conexo, podemos afirmar que a mesma

é constante.

1.1.3 Definição do Grau para Funções Contínuas

Sejam ϕ ∈ C(Ω, RN), b /∈ ϕ(∂Ω) e r = ρ{b, ϕ(∂Ω)} > 0. Sendo C2(Ω, RN)

denso em C(Ω, RN), devido ao Teorema de Aproximação de Weirstrass, existe

ψ ∈ C2(Ω, RN) com ‖ϕ − ψ‖∞ <
r

2
.

Fixando

U = {ψ ∈ C2(Ω, RN); ‖ϕ − ψ‖∞ <
r

2
},

tem-se

d(ψ1, Ω, b) = d(ψ2, Ω, b), ∀ψ1, ψ2 ∈ U.

De fato, defina a aplicação

H : Ω × [0, 1] → R
N

(x, t) 7→ H(x, t) = tψ1(x) + (1 − t)ψ2(x).

Observe que, H ∈ C2(Ω × [0, 1], RN) e b /∈ H(∂Ω × [0, 1]).

Vamos justificar que

b /∈ H(∂Ω × [0, 1]).

Para x ∈ Ω, e para cada t ∈ [0, 1] temos

|H(x, t) − ϕ(x)| = |tψ1(x) + (1 − t)ψ2(x) − tϕ(x) − (1 − t)ϕ(x)|,

que implica

|H(x, t) − ϕ(x)| = |t(ψ1(x) − ϕ(x)) + (1 − t)(ψ2(x) − ϕ(x))|.
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Portanto,

|H(x, t) − ϕ(x)| ≤ t|ψ1(x) − ϕ(x)| + (1 − t)|ψ2(x) − ϕ(x)|,∀x ∈ Ω.

Desde que

|ψ1(x) − ϕ(x)| ≤ ‖ψ1 − ϕ‖∞ e |ψ2(x) − ϕ(x)| ≤ ‖ψ2 − ϕ‖∞, ∀x ∈ Ω

segue-se que

|H(x, t) − ϕ(x)| ≤ t‖ψ1 − ϕ‖∞ + (1 − t)‖ψ2 − ϕ‖∞, ∀ x ∈ Ω.

Logo

|H(x, t) − ϕ(x)| < t
r

2
+ (1 − t)

r

2
,

implicando

|H(x, t) − ϕ(x)| <
r

2
(1.14)

e consequentemente

b /∈ H(∂Ω × [0, 1]),

pois caso contrário, existiria x0 ∈ ∂Ω e t0 ∈ [0, 1] tais que H(x0, t0) = b, e com isso

|H(x0, t0) − ϕ(x0)| <
r

2
,

que implicaria

|b − ϕ(x0)| <
r

2

o que é um absurdo, pois sendo r = ρ{b, ϕ(∂Ω)} tem-se

|b − ϕ(x)| ≥ r.

Portanto,

b /∈ H(∂Ω × [0, 1]).

Pelo Lema 1.8 temos

d(H(·, t), Ω, b) ≡ constante,∀t ∈ [0, 1],

que implica

d(H(·, 0), Ω, b) = d(H(·, 1), Ω, b),

isto é,

d(ψ2, Ω, b) = d(ψ1, Ω, b).
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Definição 1.9 Definimos o Grau Topológico de Brouwer para ϕ ∈ C(Ω, RN) com

b /∈ ϕ(∂Ω), como sendo

d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b), ∀ ψ ∈ U.

Observação 1.4 Assim, para toda ψ ∈ C2(Ω, RN) com b /∈ ψ(∂Ω), temos que d(ψ, Ω, b)

está bem definido e não depende da ψ escolhida, como foi mostrado acima.

Um primeiro resultado obtido a partir da definição 1.9 é o seguinte

Lema 1.10 Seja ϕ ∈ C(Ω, RN) e b /∈ ϕ(∂Ω). Então,

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ − b, Ω, 0).

Demonstração: De acordo com a definição do grau topológico de Brouwer para as

funções contínuas temos

d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b), ∀ ψ ∈ U. (1.15)

Fixando uma ψ ∈ U observamos que

ϕ(x) = b ⇒ (ϕ − b)(x) = 0, ∀ x ∈ Ω

e

‖ψ − ϕ‖∞ <
r

2
, onde r = ρ{0, (ϕ − b)(∂Ω)},

pois

r=ρ{0, (ϕ−b)(∂Ω)}=inf{|0−(ϕ−b)(x)|; x ∈ ∂Ω}=inf{|b−(ϕ)(x)|; x ∈ ∂Ω}=ρ{b, (ϕ)(∂Ω)}.

Consequentemente,

‖ψ − b + b − ϕ‖∞ <
r

2

implicando que

‖(ψ − b) − (ϕ − b)‖∞ <
r

2
,

e portanto,

d(ϕ − b, Ω, 0) = d(ψ − b, Ω, 0). (1.16)

Claramente,

b /∈ ψ(∂Ω),∀ψ ∈ U.
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Considere agora b1 /∈ ψ(S) que está na mesma componente conexa de R
N\ψ(∂Ω) que

contém b. Assim

d(ψ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b1) = d(ψ − b1, Ω, 0). (1.17)

Escolhendo b1 suficientemente próximo de b tal que

‖(ψ − b) − (ψ − b1)‖∞ = ‖b1 − b‖∞ = |b1 − b| < ǫ <
1

2
ρ{0, (ψ − b)(∂Ω)},

obtemos

d(ψ − b, Ω, 0) = d(ψ − b1, Ω, 0). (1.18)

De (1.15) − (1.18) concluímos

d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b1) = d(ψ − b1, Ω, 0) = d(ψ − b, Ω, 0) = d(ϕ − b, Ω, 0).

Portanto,

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ − b, Ω, 0).

1.1.4 Propriedades Principais do Grau Topológico de Brouwer

(P1)Continuidade

Sejam ϕ ∈ C(Ω, RN) e b /∈ ϕ(∂Ω). Existe uma vizinhança V de ϕ na topologia

C(Ω, RN), tal que para ∀ψ ∈ V temos que:

(i) b /∈ ψ(∂Ω),

(ii) d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b).

Demonstração: Sejam r = ρ{b, ϕ(∂Ω)} > 0 e V = {H ∈ C(Ω, RN); ‖ϕ−H‖∞ <
r

4
}.

Se H ∈ V temos b /∈ H(∂Ω) e

ρ{b, H(∂Ω)} ≥ 3r

4
, (1.19)

pois

|b − H(x)| = |b − ϕ(x) + ϕ(x) − H(x)|,

que implica

|b − H(x)| ≥ |b − ϕ(x)| − |ϕ(x) − H(x)|. (1.20)

Desde que,

|b − ϕ(x)| ≥ r, ∀x ∈ ∂Ω
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e

‖ϕ − H‖∞ = sup
x∈Ω

|ϕ(x) − H(x)|,

deduzimos que

|ϕ(x) − H(x)| ≤ ‖ϕ − H‖∞ <
r

4
, ∀ x ∈ Ω

implicando por (1.20)

|b − H(x)| ≥ r − r

4
.

Consequentemente

|b − H(x)| ≥ 3r

4
> 0, ∀x ∈ ∂Ω

mostrando assim que b /∈ H(∂Ω).

Agora fixe ψ ∈ C2(Ω, RN) satisfazendo ‖ϕ − ψ‖∞ <
r

8
. Usando a definição do

grau topológico de Brouwer para funções contínuas temos

d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b). (1.21)

Definindo para H ∈ V o número r
′
= ρ{b,H(∂Ω)} temos que r

′ ≥ 3r

4
e

‖ψ − H‖∞ <
r
′

2
.

De fato, para x ∈ Ω temos

|ψ(x) − H(x)| = |ψ(x) − ϕ(x) + ϕ(x) − H(x)|,

que implica

|ψ(x) − H(x)| ≤ |ψ(x) − ϕ(x)| + |H(x) − ϕ(x)|.

Desde que,

|ψ(x) − ϕ(x)| ≤ ‖ψ − ϕ‖∞ e |ψ(x) − H(x)| ≤ ‖ψ − H‖∞, ∀x ∈ Ω,

temos que

|ψ(x) − H(x)| ≤ ‖ψ − ϕ‖∞ + ‖H − ϕ‖∞.

Assim,

|ψ(x) − H(x)| <
r

8
+

r

4
=

3r

8
=

1

2
.
3r

4
<

r
′

2

e portanto,

|ψ(x) − H(x)| <
r
′

2
.
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Como o conjunto {|ψ(x) − H(x)|; x ∈ Ω} é limitado superiormente, pelo postulado de

Dedekind, o mesmo possui supremo. Assim,

sup
x∈Ω

|ψ(x) − H(x)| <
r
′

2

e com isso,

‖ψ − H‖∞ <
r
′

2
.

Usando novamente a definição do grau topológico de Brouwer temos

d(H, Ω, b) = d(ψ, Ω, b). (1.22)

De (1.21) e (1.22) concluimos

d(ϕ, Ω, b) = d(H, Ω, b), ∀ H ∈ V.

(P2) Invariância do Grau por Homotopia

Sejam H ∈ C(Ω × [0, 1], RN) e b /∈ H(∂Ω × [0, 1]). Então,

d(H(·, t), Ω, b) ≡ constante,∀t ∈ [0, 1].

Demonstração: Para τ ∈ [0, 1] fixado, dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que

t ∈ [0, 1], |t − τ | < δ ⇒ ‖H(·, t) − H(·, τ)‖∞ < ǫ.

Usando a propriedade (P1) a aplicação t 7→ d(H(·, t), Ω, b) é localmente constante.

Sendo [0, 1] um conjunto compacto e conexo, segue que a função t 7→ d(H(·, t), Ω, b) é

constante, isto é,

d(H(·, t), Ω, b) ≡ costante, ∀t ∈ [0, 1].

(P3) O Grau é Constante em Componentes Conexas de R
N\ϕ(∂Ω).

Se b1 e b2 estão na mesma componente conexa de R
N\ϕ(∂Ω), tem-se que

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ, Ω, b2).

Demonstração: Sejam b1 e b2 pontos de R
N\ϕ(∂Ω) que pertencem a mesma compo-

nente conexa R
N\ϕ(∂Ω). Desde que, a componente conexa que contém b1 e b2 é um
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aberto em R
N , pois R

N\ϕ(∂Ω) é um aberto, a mesma é conexa por caminhos, e com

isso existe
q : [0, 1] →R

N

t 7→q(t) ∈ Cb1,b2 ,

com q(0) = b1 e q(1) = b2 onde Cb1,b2 é a componente conexa que contém b1 e b2. Note

que q([0, 1]) ⊂ Cb1,b2 é um compacto em R
N . Assim, existem ǫ > 0 e {x1, x2, x3, ..., xs}

tais que

q([0, 1]) ⊂
s⋃

i=1

Bǫ(xi) e Bǫ(xi) ∩ Bǫ(xi+1) 6= ∅, com i = 1, 2, 3, ..., s − 1.

Vamos fixar nossa atenção a Bǫ(x1) com x1 = b1 e xs = b2. Considerando x /∈ ϕ(∂Ω),

temos que d(ϕ, Ω, x) está bem definido e pelo Lema 1.10 temos

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ − b1, Ω, 0).

Além disso,

‖(ϕ − b1) − (ϕ − x)‖C1 = |b1 − x| < ǫ.

Assim, pelo Lema 1.4 e ǫ suficientemente pequeno, temos

d(ϕ − b1, Ω, 0) = d(ϕ − x, Ω, 0),∀x ∈ Bǫ(b1),

que implica

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ, Ω, x),∀x ∈ Bǫ(x).

Seguindo com este raciocínio temos

d(ϕ, Ω, xi) = d(ϕ, Ω, y), ∀ y ∈ Bǫ(xi), com i = 1, 2, 3, ..., s.

Desde que Bǫ(xi) ∩ Bǫ(xi+1) 6= ∅ concluimos que

d(ϕ, Ω, b1) = d(ϕ, Ω, b2).

(P4) Aditividade

Seja Ω = Ω1 ∪ Ω2 com Ω1, Ω2 abertos, disjuntos e limitados. Se b /∈ ϕ(∂Ω1) ∪ ϕ(∂Ω2)

temos que:

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω1, b) + d(ϕ, Ω2, b).
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Demonstração: Sejam r = ρ{b, ϕ(∂Ω)} > 0 e b /∈ ϕ(∂Ω1) ∪ ϕ(∂Ω2) = ϕ(∂Ω) com

Ω1 ∪ Ω2 = Ω e Ω1 ∩ Ω2 = ∅.

Considere

ψ ∈ C2(Ω, RN) com ‖ϕ − ψ‖∞ <
r∗

2

onde

r∗ = min{ρ{b, ϕ(∂Ω)}, ρ{b, ϕ(∂Ω1)}, ρ{b, ϕ(∂Ω2)}}.

Usando a definição do grau topológico de Brouwer para funções contínuas temos

d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b),

d(ϕ, Ω1, b) = d(ψ, Ω1, b)

e

d(ϕ, Ω2, b) = d(ψ, Ω2, b).

Escolha b1 /∈ ψ(S) e que pertença as componentes de R
N\ψ(∂Ω), R

N\ψ(∂Ω1) e

R
N\Ψ(∂Ω2) que contém b.

Assim

d(ψ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b1),

d(ψ, Ω1, b) = d(ψ, Ω1, b1)

e

d(ψ, Ω2, b) = d(ψ, Ω2, b1).

Segue da teoria do grau topológico de Brouwer para o caso regular

d(ψ, Ω, b1) =
∑

ξi∈ψ−1({b1})∩Ω1

sgn[Jψ(ξi)] +
∑

ξi∈ψ−1({b1})∩Ω2

sgn[Jψ(ξi)].

implicando

d(ψ, Ω, b1) = d(ψ, Ω1, b1) + d(ψ, Ω2, b1).

Portanto

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω1, b) + d(ϕ, Ω2, b).
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1.1.5 Consequências das Propriedades Principais do Grau To-

pológico de Brouwer

(C1) (Normalização) Seja I a projeção canônica de Ω em R
N , isto é, I(x) = x

então,

d(I, Ω, b) =





1 , se b ∈ Ω

0 , se b /∈ Ω.

Demonstração: Se b ∈ Ω, então

d(I, Ω, b) =
∑

ξi∈I−1({b})

sgnJI(ξi) = sgnJI(ξi).

Como JI(ξi) = 1 > 0 e

sgn(t) =





1 , se t > 0

−1 , se t < 0

temos que

d(I, Ω, b) = 1.

Agora, se b /∈ Ω temos

d(I, Ω, b) =
∑

ξi∈I−1({b})

sgnJI(ξi) =

∫

{x∈Ω;|ϕ(x)−b|<ǫ}

Jǫ(ϕ(x)) · Jϕ(x)dx.

Note que, {x ∈ Ω; |ϕ(x) − b| < ǫ} = ∅, e com isso

∫

{x∈Ω;|ϕ(x)−b|<ǫ}

Jǫ(ϕ(x)) · Jϕ(x)dx = 0.

Consequentemente

d(I, Ω, b) = 0

(C2) ( Existência de Solução) Se d(ϕ, Ω, b) 6= 0 então, existe x0 ∈ Ω tal que

ϕ(x0) = b.

Demonstração: Sejam ϕ ∈ C(Ω, RN), b /∈ ϕ(∂Ω), e r = ρ{b, ϕ(∂Ω)} > 0. Como

C2(Ω, RN) é denso em C(Ω, RN) pelo Teorema de Aproximação de Weierstrass (ver Teorema A.11),

existe ψ ∈ C2(Ω, RN), com ‖ψ − ϕ‖∞ <
r

2
, tal que

d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b).



39

Escolhendo b1 suficientemente próximo de b com b1 ∈ Cb\ψ(S), temos

d(ψ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b1).

Sendo d(ϕ, Ω, b) 6= 0, por hipótese, temos que d(ψ, Ω, b1) 6= 0, implicando que existe

x0 ∈ Ω tal que ψ(x0) = b1, pela mesma justificativa feita na observação 1.2.

Afirmação: b ∈ ϕ(Ω).

De fato, caso contrário

b /∈ ϕ(Ω) com ρ{b, ϕ(Ω)} > 0.

Fixe δ > 0 e considere o seguinte conjunto (ϕ(Ω))δ = {x ∈ R
N; ρ{x, ϕ(Ω)} < δ}, que é

uma delta vizinhança de ϕ(Ω), onde

0 < δ <
1

2
ρ{b, ∂(ϕ(Ω))}.

Fixado ψ de maneira que ‖ψ − ϕ‖∞ < δ temos que ψ(Ω) ⊂ (ϕ(Ω))δ. De fato,

|ψ(x) − ϕ(x)| ≤ ‖ψ − ϕ‖∞ < ǫ < δ, onde 0 < ǫ <
r

2
.

Assim

ρ{ψ(x), ϕ(Ω)} < ǫ < δ,

que implica

ψ(x) ⊂ (ϕ(Ω))δ, ∀x ∈ Ω

e consequentemente

ψ(Ω) ⊂ (ϕ(Ω))δ.

Logo, ψ(Ω) ∩ {b1} = ∅, que é um absurdo, pois b1 ∈ ψ(Ω). Portanto, b ∈ ϕ(Ω) e

segue-se que existe x0 ∈ Ω tal que ϕ(x0) = b.

Observação 1.5 Como consequência de (C2) temos que se b /∈ ϕ(Ω), então

d(ϕ, Ω, b) = 0.

(C3) Se d(ϕ, Ω, b) 6= 0, então ϕ(Ω) é uma vizinhança de b, isto é, existe δ > 0 tal que

Bδ(b) ⊂ ϕ(Ω).
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Demonstração: Sendo Cb a componente conexa de b em R
N\ϕ(∂Ω), então para

∀z ∈ Cb tem-se

d(ϕ, Ω, z) = d(ϕ, Ω, b) 6= 0,

por hipótese. Assim, por (C2), para cada z ∈ Cb existe y ∈ Ω tal que ϕ(y) = z e

portanto Cb ⊂ ϕ(Ω). Desde que, Cb é um conjunto aberto e b ∈ Cb, existe δ > 0 tal

que Bδ(b) ⊂ Cb ⊂ ϕ(Ω). Portanto, Bδ(b) ⊂ ϕ(Ω).

(C4) Se ϕ(Ω) está contido num subespaço próprio de R
N temos que d(ϕ, Ω, b) = 0.

Demonstração: Seja V um subespaço próprio de R
N tal que ϕ(Ω) ⊂ V. Se

d(ϕ, Ω, b) 6= 0, então por (C3), existe δ > 0 tal que Bδ(b) ⊂ ϕ(Ω) ⊂ V como todo

subespaço próprio de um espaço que contém uma bola é o próprio espaço, concluimos

que V = R
N , que é um absurdo. Portanto, d(ϕ, Ω, b) = 0.

(C5) (Excisão) Seja K ⊂ Ω um compacto e b /∈ ϕ(K) ∪ ϕ(∂Ω). Então,

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω\K, b).

Demonstração: Por definição, o grau topológico de Brouwer de ϕ com relação a

Ω no ponto b, d(ϕ, Ω, b), está bem definido, pois b /∈ ϕ(∂Ω). Para que faça sentido a

igualdade

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω\K, b)

devemos mostrar que

b /∈ ϕ(∂(Ω\K)).

Afirmação:

b /∈ ϕ(∂(Ω\K)) ⊆ ϕ(∂Ω ∪ ∂K).

De fato, caso contrário b ∈ ϕ(∂Ω ∪ ∂K) e assim existiria x0 ∈ ∂Ω ∪ ∂K tal que

ϕ(x0) = b com x0 ∈ ∂Ω, isto é, b ∈ ϕ(∂Ω)

ou

ϕ(x0) = b com x0 ∈ ∂K, isto é, b ∈ ϕ(∂K),
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que é um absurdo, pois por hipótese b /∈ ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(K). Portanto, b /∈ ϕ(∂(Ω\K)).

Fixe ψ ∈ C2(Ω, RN) com

‖ψ − ϕ‖∞ ≤ 1

2
min{ρ{b, ϕ(∂Ω)}, ρ{b, ϕ(K)}}.

Então,

d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b) e d(ϕ, Ω\K, b) = d(ψ, Ω\K, b).

Segue da última condição que b /∈ ψ(K). De fato, sendo

‖ψ − ϕ‖∞ ≤ 1

2
ρ{b, ϕ(K)}

e se b ∈ ψ(K), então existe x0 ∈ K tal que ψ(x0) = b.

Assim,

|b − ϕ(x0)| = |ψ(x0) − ϕ(x0)| ≤ ‖ψ − ϕ‖∞ <
1

2
ρ{b, ϕ(K)}.

Desde que

ρ{b, ϕ(K)} = inf{|b − ϕ(y)|; y ∈ K}

temos

ρ{b, ϕ(K)} ≤ |b − ϕ(x0)|.

Logo

ρ{b, ϕ(K)} <
1

2
ρ{b, ϕ(K)},

que é um absurdo. Mostrando que b /∈ ψ(K).

Vamos mostrar agora que b /∈ ψ(∂Ω).

De fato, como b /∈ ψ(∂Ω) e ‖ψ − ϕ‖∞ <
1

2
ρ{b, ϕ(∂Ω)} supondo, por absurdo, que

b ∈ ψ(∂Ω) deve existir x0 ∈ ∂Ω tal que ψ(x0) = b.

Assim,

|ψ(x0) − ϕ(x0)| ≤ ‖ψ − ϕ‖∞ <
1

2
ρ{b, ϕ(∂Ω)},

isto é,

|b − ϕ(x0)| <
1

2
ρ{b, ϕ(∂Ω)}.

Portanto,

ρ{b, ϕ(∂Ω)} <
1

2
ρ{b, ϕ(∂Ω)},
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que é um absurdo. Portanto, b /∈ ψ(∂Ω).

Agora vamos mostrar que b /∈ ψ(∂(Ω\K)).

Se b ∈ ψ(∂(Ω\K)) ⊆ ψ(∂Ω ∪ ∂K), temos que

b = ψ(x0) com x0 ∈ ∂Ω e com isso b ∈ ψ(∂Ω),

ou

b = ψ(x0) com x0 ∈ ∂K e com isso b ∈ ψ(∂K),

que é um absurdo, pois já foi mostrado que b /∈ ψ(∂Ω)∪ψ(K). Mostrando desta forma

que b /∈ ψ(∂(Ω\K)).

Desde que {b} ∩ ψ(K) = ∅, {b} ∩ ψ(∂Ω) = ∅ e {b} ∩ ψ(∂(Ω\K)) = ∅ temos

ρ{b, ψ(K)} > 0, ρ{b, ψ(∂Ω)} > 0 e ρ{b, ψ(∂Ω ∪ ∂K)} > 0.

Considerando

α =
1

2
inf{ρ{b, ψ(K)}, ρ{b, ψ(∂Ω)}, ρ{b, ψ(∂Ω ∪ ∂K)} > 0,

pelo Teorema de Sard, existe c ∈ Bα(b) tal que

∀x ∈ ψ−1({c}) tem-se Jψ(x) 6= 0.

Caso contrário, ∀c ∈ Bα(b), existe x0 ∈ ψ−1({c}) com Jψ(x0) = 0 implicando que

x0 ∈ S. Logo,

ψ(x0) = c ⇒ c ∈ ψ(S) ⇒ ψ(S) ⊇ Bα(b)

e assim,

0 = m(ψ(S)) ≥ m(Bα(b)) = V ol(Bα(b)) > 0,

que é um absurdo.

Note que, c /∈ ψ(K) implica que não existe x0 ∈ K tal que ψ(x0) = c, e como

ψ−1({c}) ⊂ Ω temos ψ(x) = c ⇒ ψ−1({c}) ⊂ Ω\K. Pela escolha do α temos que

c /∈ ψ(K), b e c estão na mesma componente conexa de R
N\ψ(∂Ω) e de R

N\ψ(∂(Ω\K)),

respectivamente. Consequentemente,

d(ψ, Ω, b) = d(ψ, Ω, c) e d(ψ, Ω\K, b) = d(ψ, Ω\K, c).

Desde que estamos tratando do grau topológico de Brouwer no caso regular temos

d(ψ, Ω, c) =
∑

ξi∈ψ−1({c})

sgnJψ(ξi) =
∑

ξi∈ψ−1({c})∩(Ω\K)

sgnJψ(ξi)
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que implica

d(ψ, Ω, c) =
∑

ξi∈Ω\K

sgnJψ(ξi),

ou seja,

d(ψ, Ω, c) = d(ψ, Ω\K, c).

Portanto,

d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b) = d(ψ, Ω, c) = d(ψ, Ω\K, c) = d(ψ, Ω\K, b) = d(ϕ, Ω\K, b).

Mostrando assim que

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω\K, b).

(C6) Seja {Ωi}i∈I uma família de conjuntos abertos contidos em Ω, dois a dois dis-

juntos, e b um ponto tal que

ϕ−1(b) ⊂
⋃

i∈I

Ωi.

Então, d(ϕ, Ωi, b) = 0 a menos de um número finito de índices i ∈ I e mais

d(ϕ, Ω, b) =
∑

i∈I

d(ϕ, Ωi, b).

Demonstração:

Devemos mostrar que o grau d(ϕ, Ω, b) está bem definido e para isso devemos provar

que b /∈ ϕ(∂Ωi), ∀i ∈ I.

Afirmação: b /∈ ϕ(∂Ωi), ∀i ∈ I. Caso contrário, existiria um índice i tal que

b ∈ ϕ(∂Ωi), e daí existiria x0 ∈ ∂Ωi tal que ϕ(x0) = b, que implica x0 ∈ ϕ−1({b}).
Assim x0 ∈

⋃

i∈I

Ωi e consequentemente, x0 ∈ Ωj0 com j0 ∈ I. Logo x0 ∈ Ωj0 ∩ ∂Ωi

e com isso Ωj0 ∩ ∂Ωi 6= ∅, que é um absurdo, pois Ωj0 ∩ ∂Ωi = ∅. Portanto,

b /∈ ϕ(∂Ωi),∀i ∈ I e consequentemente d(ϕ, Ωi, b) está bem definido para todo i ∈ I.

Desde que ϕ−1({b}) = {x ∈ Ω ; ϕ(x) = b} é compacto, pois é fechado (devido ao fato de

ser imagem inversa de um fechado por uma função contínua) e limitado pois ϕ−1({b})
é finito, existe um número finito de abertos Ωi ⊂ Ω, que cobrem ϕ−1({b}), ou seja,

existe um conjunto finito de índices I0 tais que

ϕ−1({b}) ⊂
⋃

i∈I0

Ωi ⊂ Ω com I0 ⊂ I.
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Dessa forma, para todo i ∈ I\I0, b /∈ ϕ(Ωi) e pela observação 1.4 temos que

d(ϕ, Ωi, b) = 0. Sendo K = Ω\
⋃

i∈I0

Ωi um compacto, pois K = Ω ∩ (
⋂

i∈I0

Ωc
i)

então K é fechado e como, K ⊂ Ω, então K é limitado e consequentemente compacto.

Sendo b /∈ ϕ(K), pela propriedade da excisão (C5) segue-se que

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω\K, b) = d(ϕ, Ω\(Ω\
⋃

i∈I0

Ωi), b) = d(ϕ,
⋃

i∈I0

Ωi, b).

Assim, pela propriedade aditiva do grau topológico de Brouwer, obtemos

d(ϕ, Ω, b) =
∑

i∈I0

d(ϕ, Ωi, b),

ou seja,

d(ϕ, Ω, b) =
∑

i∈I

d(ϕ, Ωi, b).

(C7 (Dependência da Fronteira) Suponha que ϕ = Ψ em ∂Ω e que

ϕ, Ψ ∈ C(Ω, RN). Então, ∀ b /∈ ϕ(∂Ω) = Ψ(∂Ω) tem-se que d(ϕ, Ω, b) = d(Ψ, Ω, b).

Demonstração:

Considere a seguinte aplicação contínua

H : Ω × [0, 1] → R
N

(x, t) 7→ H(x, t) = t · ϕ(x) + (1 − t) · ψ(x).

Afirmação: b /∈ H(∂Ω × [0, 1]).

De fato, caso contrário existiria x0 ∈ ∂Ω e t ∈ [0, 1] tal que b = H(x0, t). Como ϕ = ψ

em ∂Ω, por hipótese, para todo x ∈ ∂Ω temos

H(x, t) = t · ϕ(x) + (1 − t) · ϕ(x) = ϕ(x) = ψ(x).

Considerando x = x0 segue-se que b = H(x0, t) = ϕ(x0) o que é um absurdo, pelo fato

que b /∈ ϕ(∂Ω), mostrando que b /∈ H(∂Ω× [0, 1]). Sendo o grau topológico de Brouwer

invariante por homotopia, concluímos que

d(H(·, 0), Ω, b) = d(H(·, 1), Ω, b),

donde segue-se que

d(ϕ, Ω, b) = d(Ψ, Ω, b).
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(C8) Sendo ϕ, Ψ ∈ C(Ω, RN), e supondo que existe H̃ ∈ C(∂Ω × [0, 1], RN) com

H̃(·, 0) = ϕ|∂ϕ
e H̃(·, 1) = Ψ|∂ϕ

tem-se que d(ϕ, Ω, b) = d(Ψ, Ω, b).

Demonstração: Pelo Teorema de Tietze (ver Teorema A.12), podemos estender H̃

a uma função H contínua sobre Ω × [0, 1] a valores no R
N .

Assim,

ϕ = H̃(·, 0) = H(·, 0)|∂Ω
= ϕ|∂Ω

e ψ = H̃(·, 1) = H(·, 1)|∂Ω
= ψ|∂Ω

,

ou seja, ϕ = ϕ|∂Ω
e ψ = ψ|∂Ω

, onde ψ e ψ são extensões de ϕ|∂Ω
e ψ|∂Ω

,

respectivamente.

Desde que, o grau topológico de Brouwer é invariante por homotopia temos que

d(H̃(·, 0), Ω, b) = d(H̃(·, 1), Ω, b),

mostrando que

d(ϕ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b).

De acordo com a propriedade (C7) temos

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ, Ω, b) pois ϕ|∂Ω
= ϕ|∂Ω

.

De modo análogo, temos

d(ψ, Ω, b) = d(ψ, Ω, b) pois ψ|∂Ω
= ψ|∂Ω

.

Portanto, d(ϕ, Ω, b) = d(Ψ, Ω, b).

(C9) (Teorema da Não-Contração da Bola Unitária)

Não existe aplicação contínua ϕ : B1(0) → ∂B1(0) com ϕ|∂B1(0)
≡ I.

Demonstração: Suponha que exista tal aplicação ϕ. Por (C3) temos

d(ϕ,B1(0), 0) = 0, pois 0 /∈ ϕ(B1(0)). Por outro lado, como ϕ|∂B1(0)
≡ I|∂B1(0)

e

usando as propriedades (C1) e (C8) deduzimos que

0 = d(ϕ,B1(0), 0) = d(I, B1(0), 0) = 1,

que é um absurdo. Logo temos (C9).

(C10) Se N é ímpar, não existe aplicação contínua H : SN−1 × [0, 1] → SN−1

verificando H(x, 0) = x e H(x, 1) = −x, ∀x ∈ SN−1.
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Demonstração:

Observe que SN−1 = ∂B1(0) em R
N . Suponha que exista tal aplicação H.

Agora, considere Ω = B1(0), b = 0, ϕ(x) = x e ψ(x) = −x, ∀x ∈ SN−1, onde

ϕ, ψ ∈ C(B1(0), RN).

Por (C7) temos

d(I, B1(0), 0) = d(−I, B1(0), 0). (1.23)

Mas, por (C1) temos que d(I, B1(0), 0) = 1. Por outro lado, o grau topológico de

Brouwer é dado por

d(−I, B1(0), 0) =
∑

ξi∈(−I)−1({0})

sgnJ−I(ξi) = sgnJ−I(0) = (−1)N .

Sendo N é ímpar, concluímos que d(−I, B1(0), 0) = −1, que contradiz (1.23).

Portanto não existe tal aplicação H.

(C11) Se N é ímpar, não existe aplicação contínua ϕ : SN−1 → R
N com ϕ(x) 6= 0

e 〈ϕ(x), x〉 = 0, ∀x ∈ SN−1.

Demonstração:

Suponha que exista tal aplicação ϕ. Considere

ψ(x) =
ϕ(x)

|ϕ(x)| e H(x, t) = x cos(πt) + ψ(x) sin(πt),

para x ∈ SN−1 e t ∈ [0, 1].

Note que, ψ(x) ∈ SN−1 e H(x, t) ∈ SN−1, pois

|H(x, t) − 0|2 = |H(x, t)|2 = |x cos(πt) + ψ(x) sin(πt)|2,

que implica

|H(x, t)|2 = |x|2 cos2(πt) + sin(2πt)〈x, ψ(x)〉 + |ψ(x)|2 sin2(πt).

Sendo |x| = 1, ψ(x) =
ϕ(x)

|ϕ(x)| e 〈ϕ(x), x〉 = 0 temos |H(x, t)| = 1. Então,

|H(x, t)| = 1,∀x ∈ SN−1 e t ∈ [0, 1]. Agora, observe que

H ∈ C(SN−1 × [0, 1], SN−1),

H(x, 0) = x · cos(π · 0) + ψ(x) · sin(π · 0) = x · 1 + ψ(x) · 0 = x

e

H(x, 1) = x · cos(π · 1) + ψ(x) · sin(π · 1) = x · (−1) + ψ(x) · 0 = −x,

o que contadiz a propriedade (C10). Portanto, não existe a aplicação ϕ considerada no

início da demonstração.
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1.1.6 O Grau Topológico de Brouwer num Espaço Vetorial de

Dimensão Finita

Considere V um espaço vetorial de dimensão finita e ϕ ∈ C(Ω, V ), onde Ω é um

aberto limitado de V. O grau topológico de Brouwer pode ser estudado de maneira

análoga ao que fizemos no R
N .

Uma pergunta natural que surge é saber se mudando a base de V, o grau topológico de

Brouwer é alterado. No que segue, seja β1 uma outra base de V, ϕ1 = M−1 ◦ ϕ ◦M,

onde M(Ω1) = Ω, M(b1) = b e M é a matriz mudança de base. Veja que, se ϕ(x) = b

e M(x1) = x temos

ϕ1(x1) = (M−1◦ϕ◦M)(x1) = (M−1◦ϕ)(M(x1)) = (M−1◦ϕ)(x) = M−1(ϕ(x)) = M−1(b) = b1.

Uma resposta a tal pergunta é encontrada no lema que segue.

Lema 1.11 O grau topológico de Brouwer é independente da base escolhida,isto é,

d(ϕ, Ω, b) = d(ϕ1, Ω1, b1).

Demonstração: Vamos considerar apenas o caso regular, ou seja, ϕ1 ∈ C1(Ω1, V ) e

b1 /∈ ϕ1(Ω1) ∪ ϕ1(S). Sendo ϕ1 = M−1 ◦ ϕ ◦ M e usando a regra da cadêia temos

ϕ1
′(x1) = M−1 ◦ ϕ′(x) ◦ M, e portanto

det(ϕ1
′(x1)) = det(M−1 ◦ ϕ′(x) ◦ M).

Usando uma propriedade dos determinantes tem-se

det(ϕ1
′(x1)) = det(M−1).det(ϕ′(x)).det(M).

Desde que, det(M−1).det(M) = 1 segue-se que

det(ϕ1
′(x1)) = det(ϕ′(x)).

Logo

Jϕ1(x1) = Jϕ(x)

e daí obtemos

sgn(Jϕ1(x1)) = sgn(Jϕ(x)).
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Consequentemente

∑

x1∈ϕ−1
1 ({b1})

sgn(Jϕ1(x1)) =
∑

x∈ϕ−1({b})

sgn(Jϕ(x)),

ou seja,

d(ϕ1, Ω1, b1) = d(ϕ, Ω, b).

Vamos considerar a seguinte situação, onde a aplicação ϕ ∈ C(Ω, Rm) e Ω ⊂ R
N é um

aberto com m < N. Com o objetivo de usar a teoria do grau topológico de Brouwer,

podemos considerar a aplicação ϕ : R
N → R

N supondo que a mesma possui N − m

componentes(coordenadas) nulas, isto é,

ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x), ..., ϕm(x), 0, 0, ..., 0).

Lema 1.12 Seja ϕ ∈ C(Ω, Rm) com m < N, Ω ⊂ R
N e Φ(x) = x − ϕ(x), ∀x ∈ Ω.

Se b ∈ R
m e b /∈ Φ(∂Ω), então

d(Φ, Ω, b) = d(Φ|Ω∩Rm , Ω ∩ R
m, b).

Demonstração: Observe que b /∈ Φ|Ω∩Rm(∂Rm(Ω ∩ R
m)), pois ∂Rm(Ω ∩ R

m) ⊂ ∂Ω.

Vamos considerar apenas o caso regular, isto é, ϕ ∈ C1(Ω, Rm) e b /∈ Φ(S). Além

disso, Φ−1({b}) ⊂ R
m, pois b ∈ R

m. Temos que

Φ′(x) =


 Φ′

|Ω∩Rm(x) A

0 IN−m




∀x ∈ Ω ∩ R
m. Assim,

det(Φ′(x)) = det(Φ′
|Ω∩Rm(x)), ∀x ∈ Φ−1({b}).

Logo

JΦ(x) = JΦ|Ω∩Rm
(x), ∀x ∈ Φ−1({b})

e com isso,

sgn(JΦ(x)) = sgn(JΦ|Ω∩Rm
(x)).

Consequentemente

∑

x∈Φ−1({b})

sgn(JΦ(x)) =
∑

x∈Φ−1
|Ω∩Rm ({b})

sgn(JΦ|Ω∩Rm
(x)).
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Portanto, segue da teoria do grau topológico de Brouwer, para o caso regular, que

d(Φ, Ω, b) = d(Φ|Ω∩Rm , Ω ∩ R
m, b).

1.2 O Grau Topológico de Leray & Schauder

No que segue-se vamos denotar por E um espaço de Banach real e Ω ⊂ E um

aberto limitado. A função distância entre conjuntos associada a norma de E, será

denotada por ρ, isto é, ρ(A,B) = inf{‖a − b‖; a ∈ A, b ∈ B} com A, B ⊂ E. Seja

T ∈ C(Ω, E) uma aplicação tal que T (Ω) está contido num subespaço de dimensão

finita de E. A aplicação Φ = I − T é chamada de Pertubação de Dimensão Finita da

Identidade.

Definição 1.13 Seja b ∈ E com b /∈ Φ(∂Ω). Se F é um subespaço de E de dimensão

finita contendo T (Ω) e b, definimos o grau de Leray & Schauder de Φ com relação

a Ω no ponto b, como sendo o número inteiro

d(Φ, Ω, b) = d(Φ|Ω∩F
, Ω ∩ F, b).

Vamos mostrar que esta definição é consistente, isto é, independe da escolha do subes-

paço F. De fato, sejam F1 e F2 dois subespaços de E de dimensão finita tais que

T (Ω) ⊂ F1, T (Ω) ⊂ F2 e b ∈ F1 ∩ F2.

Sendo F = F1∩F2 um subespaço de F1 e também de F2, que contém T (Ω) e b, segue-se

do Lema 1.12 que

d(Φ|Ω∩F1
, Ω ∩ F1, b) = d(Φ|Ω∩F

, Ω ∩ F, b)

e

d(Φ|Ω∩F2
, Ω ∩ F2, b) = d(Φ|Ω∩F

, Ω ∩ F, b).

Portanto,

d(Φ|Ω∩F1
, Ω ∩ F1, b) = d(Φ|Ω∩F2

, Ω ∩ F2, b),

e a definição do grau de Leray-Schauder é consistente.
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Definição 1.14 Diremos que uma aplicação T : Ω → E é compacta, se T é contínuo

e T (Ω) é relativamente compacto em E, ou seja, T (Ω) é um compacto em E.

No que segue-se denotaremos por Q(Ω, E) o espaço de Banach dos operadores compac-

tos T : Ω → E munido da norma da convergência uniforme, isto é,

‖T‖∞,Ω = ‖T‖∞ = sup
x∈Ω

‖T (x)‖, onde ‖ · ‖ é uma norma em E.

Lema 1.15 Seja K um compacto de E. Para todo ǫ > 0, existe um subespaço de

dimensão finita Fǫ ⊂ E e uma aplicação gǫ ∈ C(K, Fǫ) verificando

‖x − gǫ(x)‖ < ǫ, ∀x ∈ K.

Demonstração: Sendo K um compacto, dado ǫ > 0, existe uma quantidade finita de

pontos y1, y2, y3, . . . , yp ∈ E tais que

K ⊂
p⋃

i=1

Bǫ(yi).

Seja Fǫ o subespaço gerado por {y1, y2, y3, . . . , yp} e defina a função

bi : K → R

x 7→ bi(x), i = 1, 2, . . . , p,

onde

bi(x) =





ǫ − ‖x − yi‖ , se x ∈ Bǫ(yi)

0 , se x ∈ (Bǫ(yi))
c.

Observe que

bi(x) ≥ 0,∀x ∈ E e que
p∑

i=1

bi(x) > 0, ∀x ∈ K.

Defina a função gǫ de K em Fǫ por

gǫ(x) =

p∑

i=1

bi(x)yi

p∑

i=1

bi(x)

.

Veja que a função gǫ está bem definida, isto é, ∀x ∈ K temos gǫ(x) ∈ Fǫ pois, gǫ(x) é

uma combinação linear dos yi.

A aplicação gǫ é contínua em K, pois é um quociente de funções contínuas, onde
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p∑

i=1

bi(x) > 0 e gǫ(x) ∈ Fǫ, ∀x ∈ K.

Além disso, temos

‖x − gǫ(x)‖ =
∥∥∥

p∑

i=1

bi(x) · x
p∑

i=1

bi(x)

−

p∑

i=1

bi(x)·yi

p∑

i=1

bi(x)

∥∥∥,

que implica

‖x − gǫ(x)‖ ≤ 1
p∑

i=1

bi(x)

·
p∑

i=1

bi(x) · ‖x − yi‖.

Assim,

‖x − gǫ(x)‖ <
1

p∑

i=1

bi(x)

·
p∑

i=1

bi(x) · ǫ,

e portanto,

‖x − gǫ(x)‖ < ǫ, ∀x ∈ K.

Lema 1.16 Seja Φ uma perturbação compacta da identidade, onde Φ = I − T,

T : Ω → E e T ∈ Q(Ω, E). Então:

(I) Φ é um operador fechado ( isto é, a imagem por Φ de um fechado é um conjunto

fechado.)

(II) Φ é própria ( isto é, a imagem inversa por Φ de um compacto é um conjunto

compacto.)

Demonstração: (I) Φ é fechado.

Devemos mostrar que, se G ⊂ Ω é um fechado em E, então Φ(G) é um fechado em E.

Seja G ⊂ Ω um conjunto fechado e {un} ⊂ G tal que Φ(un) → z em E.

Nosso objetivo é mostrar que z ∈ Φ(G).

Usando a hipótese que T é um operador compacto, existe uma subsequência

{unp} ⊂ {un} e w ∈ E tal que T (unp) → w em E. Sendo Φ = I − T temos

Φ(unp
) = I(unp

) − T (unp
)

implicando

unp
= Φ(unp

) + T (unp
).
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Desde que

Φ(un) → z em E e T (unp
) → w em E

concluímos que

unp
→ z + w em E.

Agora, pela continuidade da Φ, obtemos

Φ(unp) → Φ(z + w) em E

e pela unicidade dos limites temos

Φ(z + w) = z.

Como G é um conjunto fechado em E, {unp
} ⊂ G e unp

→ z + w, devemos ter

z + w ∈ G.

Portanto, z ∈ Φ(G). Mostrando que Φ(G) é um conjunto fechado.

(II) Φ é própria.

Devemos mostrar que, se K ⊂ E é um conjunto compacto, então Φ−1(K) é um con-

junto compacto.

Nosso objetivo é mostrar que toda sequência {un} ⊂ Φ−1(K), possue uma subsequên-

cia convergente em E com limite em Φ−1(K).

Seja {un} ⊂ Φ−1(K). Logo existe, {vn} ⊂ K com Φ(un) = vn. Sendo K um compacto,

existe uma subsequência

{vnj
} ⊂ {vn} e v ∈ E

de maneira que vnj
→ v em E. Usando a definição de Φ temos

Φ(unj
) = I(unj

) − T (unj
),

e portanto,

unj
= vnj

+ T (unj
).

Segue da compacidade do operador T que existe uma subsequência

unjp
⊂ unj

e z ∈ E tal que T (unjp
) → z em E.
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Assim,

unjp
= Φ(unjp

) + T (unjp
) e com isso unjp

→ v + z em E.

Como Φ uma aplicação contínua, o conjunto Φ−1(K) é um conjunto fechado em Ω,

logo é um conjunto fechado em E e consequentemente v + z ∈ Φ−1(K). Mostrando

que Φ−1(K) é um conjunto compacto.

Considere o operador T ∈ Q(Ω, E), Φ = I − T, Φ ∈ C(Ω, E) e um ponto

b /∈ Φ(∂Ω). De acordo com o Lema 1.16 temos que Φ(∂Ω) é um conjunto fechado em

E, logo r = ρ{b, Φ(∂Ω)} > 0. Fixando K = T (Ω), do Lema 1.15 encontramos um

subespaço de dimensão finita F r
2
⊂ E e uma função contínua

g r
2

: K → F r
2

x 7→ g r
2
(x),

satisfazendo

‖x − g r
2
(x)‖ <

r

2
, ∀x ∈ K,

onde x = lim
n→∞

T (yn) com yn ∈ Ω. Definindo

Tr(u) = g r
2
(T (u)), ∀u ∈ Ω e Φr = (I − Tr)(u), ∀u ∈ Ω

observamos que Φr é uma perturbação de dimensão finita da identidade com

b /∈ Φr(∂Ω). De fato, para x ∈ ∂Ω temos

‖b − Φr(x)‖ = ‖b − Φ(x) + Φ(x) − Φr(x)‖

e portanto,

‖b − Φr(x)‖ ≥ ‖b − Φ(x)‖ − ‖Φ(x) − Φr(x)‖. (1.24)

Desde que,

‖b − Φ(x)‖ ≥ r, ∀x ∈ ∂Ω

sendo Φ(x) = x − T (x) e Φr(x) = x − Tr(x), ∀x ∈ Ω, temos

‖Φ(x) − Φr(x)‖ = ‖(x − T (x)) − (x − Tr(x))‖

implicando

‖Φ(x) − Φr(x)‖ = ‖T (x) − Tr(x)‖,
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ou seja,

‖Φ(x) − Φr(x)‖ = ‖T (x) − g r
2
(T (x))‖.

Fazendo T (x) = w ∈ K obtemos

‖Φ(x) − Φr(x)‖ = ‖w − g r
2
(w)‖ <

r

2
,

que implica

‖Φ(x) − Φr(x)‖ ≤ r

2
, ∀w ∈ K.

Portanto, da desigualdade (1.24) temos

‖b − Φr(x)‖ ≥ r − r

2
=

r

2

donde segue-se que

‖b − Φr(x)‖ >
r

2
> 0, ∀x ∈ ∂Ω.

O conjunto {‖b−Φr(x)‖; x ∈ ∂Ω} é limitado inferiormente e pelo postulado de Dedekind

possue ínfimo. Assim,

inf{‖b − Φr(x)‖; x ∈ ∂Ω} ≥ r

2

implicando que ρ{b, Φr(∂Ω)} ≥ r

2
> 0. Mostrando que b /∈ Φr(∂Ω). Agora, já podemos

calcular o grau de Φr, pois o mesmo está definido com relação a Ω no ponto b e será

definido da seguinte maneira.

Definição 1.17 Seja Φ uma perturbação compacta da identidade, isto é, Φ = I − T,

onde T : Ω → E com T ∈ Q(Ω, E). Definimos o grau de Leray & Schauder de Φ

com relação a Ω no ponto b, como sendo

d(Φ, Ω, b) = d(Φr, Ω, b),

onde Φr é uma perturbação de dimensão finita da identidade satisfazendo

‖Φ(x) − Φr(x)‖ ≤ r

2
,∀x ∈ Ω.

Vamos mostrar que a definição é consistente, isto é, não depende da escolha do Φr.

Sejam Φ1 e Φ2 duas perturbações de dimensão finita da identidade, denotadas por

Φ1 = I − T1 e Φ2 = I − T2 com

‖Φ(x) − Φ1(x)‖ ≤ r

2
e ‖Φ(x) − Φ2(x)‖ ≤ r

2
, ∀x ∈ Ω.
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Considere também F1 e F2 subespaços de E de dimensão finita, que contêm

T1(Ω) e T2(Ω), respectivamente e, também o vetor b ∈ E. Fixe F um subespaço de E

de dimensão finita que contém F1 + F2 e b. Assim, T1(Ω) ⊂ F, T2(Ω) ⊂ F e b ∈ F.

Consequentemente, pela definição do grau de uma perturbação finita da identidade,

temos

d(Φ1, Ω, b) = d(Φ1|Ω∩F
, Ω ∩ F, b)

e

d(Φ2, Ω, b) = d(Φ2|Ω∩F
, Ω ∩ F, b).

Defina a seguinte homotopia

H : Θ × [0, 1] → F

(x, t) 7→ H(x, t) = t · Φ1|Ω∩F
(x) + (1 − t) · Φ2|Ω∩F

(x) com Θ = Ω ∩ F.

Temos que b /∈ H(∂Θ × [0, 1]). De fato, usando a invariânçia do grau de Brouwer, por

homotopia segue-se que

d(H(·, 0), Θ, b) = d(H(·, 1), Θ, b).

Desde que H(·, 0) = Φ1|Ω∩F
, H(·, 1) = Φ2|Ω∩F

e Θ = Ω ∩ F concluimos que

d(Φ2|Ω∩F
, Ω ∩ F, b) = d(Φ1|Ω∩F

, Ω ∩ F, b).

Portanto, d(Φ2, Ω, b) = d(Φ1, Ω, b). Mostrando que a definição do grau de Leray &

Schauder de Φ com relação a Ω no ponto b é consistente.

1.2.1 Propriedades Fundamentais do Grau de Leray & Schau-

der

No que segue, vamos usar sempre T ∈ Q(Ω, E) e Φ = I − T.

(P1) Continuidade em relação ao operador T

Existe uma vizinhança U de T em Q(Ω, E) tal que ∀S ∈ U temos que:

(i) b /∈ (I − S)(∂Ω),

(ii) d(I − S, Ω, b) = d(Φ, Ω, b).

Demonstração:

Fixe r = ρ{b, Φ(∂Ω)} > 0, U = {S ∈ Q(Ω, E); ‖S − T‖∞ <
r

2
} e S ∈ U. Definindo
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Ψ = I − S temos que ρ{b, Ψ(∂Ω)} ≥ r

2
e b /∈ Ψ(∂Ω). De fato, para x ∈ ∂Ω temos

‖b − Ψ(x)‖ = ‖b − Φ(x) + Φ(x) − Ψ(x)‖

implicando

‖b − Ψ(x)‖ ≥ ‖b − Φ(x)‖ − ‖Φ(x) − Ψ(x)‖. (1.25)

Uma vez que

‖Φ(x) − Ψ(x)‖ ≤ ‖T − S‖∞ <
r

2
, ∀x ∈ Ω e ‖b − Φ(x)‖ ≥ r

temos

‖b − Ψ(x)‖ ≥ r

2
> 0.

Sendo o conjunto {‖b − Ψ(x)‖; x ∈ ∂Ω} limitado inferiormente, pelo postulado de

Dedekind o mesmo possui ínfimo. Logo

inf{‖b − Ψ(x)‖; x ∈ ∂Ω} ≥ r

2
e assim ρ{b, Ψ(∂Ω)} ≥ r

2
> 0.

Observando que {b} é um compacto e Ψ(∂Ω) um fechado, concluímos que b /∈ Ψ(∂Ω).

Considere Φ1 e Φ2 duas perturbações de dimensão finita da identidade, verificando

‖Φ(x)−Φ1(x)‖ ≤ r

4
e ‖Ψ(x)−Φ2(x)‖ ≤ r

4
, ∀ x ∈ Ω. Logo, pela definição do grau

de Leray & Schauder temos

d(Φ, Ω, b) = d(Φ1, Ω, b) = d(Φ1|Ω∩F
, Ω ∩ F, b)

e

d(Ψ, Ω, b) = d(Φ2, Ω, b) = d(Φ2|Ω∩F
, Ω ∩ F, b),

onde F é um subespaço de dimensão finita contendo T1(Ω), S1(Ω) e o ponto b,

com Φ1 = I − T1 e Φ2 = I − S1. Defina a seguinte homotopia

H : Θ × [0, 1] → F

(x, t) 7→ H(x, t) = tΦ1|Ω∩F
(x) + (1 − t)Φ2|Ω∩F

(x), com Θ = Ω ∩ F.

Temos que b /∈ H(∂Θ × [0, 1]), pois

‖H(x, t) − Φ(x)‖ = ‖tΦ1|Ω∩F
(x) + (1 − t)Φ2|Ω∩F

(x) − tΦ(x) − (1 − t)Φ(x)‖.

Donde obtemos

‖H(x, t) − Φ(x)‖ ≤ |t|‖Φ1|Ω∩F
(x) − Φ(x)‖ + |1 − t|‖Φ2|Ω∩F

(x) − Φ(x)‖.
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Desde que

‖Φ1|Ω∩F
(x) − Φ(x)‖ ≤ r

4
e ‖Φ2|Ω∩F

(x) − Φ(x)‖ ≤ r

4
,

com Φ1|Ω∩F
= I − T1 e Φ2|Ω∩F

= I − T2 temos

‖H(x, t) − Φ(x)‖ ≤ t · r

4
+ (1 − t) · r

4
=

r

4
> 0.

Portanto, ‖H(x, t)−Φ(x)‖ ≤ r

4
, ∀x ∈ Ω. Sendo ∂Θ = ∂(Ω ∩ F ) = ∂Ω ∩ F, segue-se

que

ρ{b,H(∂Θ × [0, 1])} ≥ r

2
,

pois, para cada x ∈ ∂(Ω ∩ F )

‖b − H(x, t)‖ = ‖b − Φ(x) + Φ(x) − H(x, t)‖

e assim,

‖b − H(x, t)‖ ≥ ‖b − Φ(x)‖ − ‖Φ(x) − H(x, t)‖.

Daí, segue-se que

‖b − H(x, t)‖ ≥ r

2
, ∀x ∈ ∂(Ω ∩ F ).

Sendo o conjunto

{‖b − H(x, t)‖; x ∈ ∂(Ω ∩ F ), t ∈ [0, 1]}

limitado inferiormente, pelo postulado de Dedekind possui ínfimo, logo

inf{‖b − H(x, t)‖; x ∈ ∂(Ω ∩ F ), t ∈ [0, 1]} ≥ r

2

e consequentemente ρ{b,H(∂(Ω∩F ))} ≥ r

2
> 0. Logo, b /∈ H(∂Θ× [0, 1]). Usando

a invariância do grau de Brouwer por homotopia segue-se que

d(H(·, 0), Θ, b) = d(H(·, 1), Θ, b).

Desde que, H(·, 0) = Φ2|Ω∩F
, H(·, 1) = Φ1|Ω∩F

, e Θ = Ω ∩ F temos que

d(Φ2|Ω∩F
, Ω ∩ F, b) = d(Φ1|Ω∩F

, Ω ∩ F, b).

Portanto, d(Ψ, Ω, b) = d(Φ, Ω, b).

(P2) Invariância do Grau por Homotopia

Seja H uma aplicação tal que H ∈ C(Ω× [0, 1], E), definida por H(x, t) = x− S(x, t),
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onde S ∈ Q(Ω × [0, 1], E). Se b /∈ H(∂Ω × [0, 1]), então o grau d(H(·, t), Ω, b) é

constante em [0, 1].

Demonstração:

Considerando r = ρ{b,H(∂Ω × [0, 1])}, vamos mostrar que r > 0. Para este fim defina

a seguinte aplicação

Ĥ : Ω × [0, 1] → E × R

(x, t) 7→ Ĥ(x, t) = (x, t) − (S(x, t), t),

isto é,

Ĥ(x, t) = (x − S(x, t), 0).

Neste caso, temos que Ĥ = I − Ŝ com Ŝ : Ω × [0, 1] → E × R dada por

Ŝ(x, t) = (S(x, t), t) uma perturbação compacta da identidade, no espaço de Banach

E × R, pois S é um operador compacto.

Afirmação: O operador Ŝ é um operador compacto.

De fato, devemos mostrar que

(i) Ŝ é contínuo,

(ii) Sendo U limitado, então Ŝ(U) é compacto.

Prova de (i).

Desde que, S é um operador compacto tem-se que S é contínuo, e portanto Ŝ é contí-

nuo.

Prova de (ii).

Seja Rn = (xn, tn) uma sequência em Ω × [0, 1]. Segue do Teorema de Bolzano-

Weierstrass que existe uma subsequência (tnj
) ⊂ (tn) tal que tnj

→ t0. Desde que

S é compacto temos que existe uma subsequência

Rnjk
= (xnj

, tnj
) tal que (xnjk

, tnjk
) → y0 em E com (tnjk

) ⊂ (tnj
).

Logo

(S(xnjk
, tnjk

), tnjk
) → (y0, t0) em E × R,

ou seja,

Ŝ(xnjk
, tnjk

) = (S(xnjk
, tnjk

), tnjk
) → (y0, t0) em E × R.

Portanto, Ŝ é um operador compacto.

Pelo Lema 1.16 Ĥ(∂Ω× [0, 1]) é um fechado, isto é, H(∂Ω× [0, 1], 0) é um fechado em
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E × R o que implica H(∂Ω × [0, 1]) é um fechado E. Desde que, b /∈ H(∂Ω × [0, 1])

podemos concluir que r > 0.

Fixe K = S(Ω × [0, 1]) ⊂ E. Pelo Lema 1.15 existe um subespaço de dimensão finita

F r
2
⊂ E e uma aplicação g r

2
∈ C(K,F r

2
) verificando

‖x − g r
2
(x)‖ <

r

2
,∀x ∈ K.

Definindo

H1(x, t) = x − g r
2
(S(x, t)), ∀x ∈ Ω, ∀ t ∈ [0, 1]

encontramos

‖H(x, t) − H1(x, t)‖ <
r

2
, ∀x ∈ Ω, ∀ t ∈ [0, 1].

De fato,

‖H(x, t) − H1(x, t)‖ = ‖(x − S(x, t)) − (x − g r
2
(S(x, t)))‖

implicando

‖H(x, t) − H1(x, t)‖ = ‖S(x, t) − g r
2
(S(x, t))‖.

Considerando w = S(x, t) ∈ K, temos ‖H(x, t)−H1(x, t)‖ = ‖w− g r
2
(w)‖ e portanto

‖H(x, t) − H1(x, t)‖ <
r

2
, ∀x ∈ Ω, ∀ t ∈ [0, 1].

Desde que,

{‖H(x, t) − H1(x, t)‖; x ∈ Ω, t ∈ [0, 1]}

é limitado superiormente, pelo postulado de Dedekind

sup
x∈Ω

‖H(x, t) − H1(x, t)‖ <
r

2
com t ∈ [0, 1]

e com isso,

‖H(·, t) − H1(·, t)‖ <
r

2
, ∀ t ∈ [0, 1].

Então, pela propriedade (P1)

d(H(·, t), Ω, b) = d(H1(·, t), Ω, b), ∀ t ∈ [0, 1].

Usando a invariância do grau por homotopia temos

d(H1(·, t)|Ω∩F
, Ω ∩ F, b) ≡ constante,
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onde F é um subespaço de dimensão finita que contém g r
2
(S(Ω × [0, 1])) e b.

Aplicando a definição do grau de Leray & Schauder para H1 temos

d(H1(·, t), Ω, b) = d(H1(·, t)|Ω∩F
, Ω ∩ F, b),∀t ∈ [0, 1].

Portanto,

d(H(·, t), Ω, b) ≡ constante.

Antes de enunciarmos a próxima propriedade, precisamos do seguinte lema.

Lema 1.18 Se b /∈ Φ(∂Ω), então d(Φ, Ω, b) = d(Φ − b, Ω, 0).

Demonstração: Seja F ⊂ E um subespaço de dimensão finita que contém b e Tr(Ω).

Então,

d(Φ, Ω, b) = d(Φr, Ω, b) = d(Φr |Ω∩F
, Ω ∩ F, b).

Segue do grau topológico de Brouwer que

d(Φr |Ω∩F
, Ω ∩ F, b) = d(Φr |Ω∩F

− b, Ω ∩ F, 0).

Note que

Φr |Ω∩F
− b = (Φr − b)|Ω∩F

e assim

d(Φ, Ω, b) = d((Φr − b)|Ω∩F
, Ω ∩ F, 0).

Por outro lado, da definição do grau de Leray & Schauder segue-se que

d(Φr − b, Ω, 0) = d((Φr − b)|Ω∩F
, Ω ∩ F, 0).

Sendo, ‖Φ(x) − Φr(x)‖ ≤ r

2
, ∀ x ∈ Ω e tendo em vista que

‖(Φ − b) − (Φr − b)‖ = ‖Φ − Φr‖ ≤ r

2

obtemos

d(Φ − b, Ω, 0) = d(Φr − b, Ω, 0).

Portanto,

d(Φ, Ω, b) = d(Φ − b, Ω, 0).
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(P3) O Grau é Constante em Componentes Conexas de R
N\Φ(∂Ω)

Se b1 e b2 estão na mesma componente conexa de R
N\Φ(∂Ω), então

d(Φ, Ω, b1) = d(Φ, Ω, b2).

Demonstração: Sejam b1 e b2 pontos de R
N\Φ(∂Ω) que pertencem à mesma com-

ponente conexa de R
N\Φ(∂Ω). Desde que a componente conexa que contém b1 e b2 é

um aberto em R
N , pois R

N\Φ(∂Ω) é um aberto, esta componente conexa é conexa por

caminhos. Assim, existe um caminho

q : [0, 1] → R
N

t 7→ f(t) ∈ Cb1,b2 com b1 = q(0) e b2 = q(1),

onde Cb1,b2 é a componente conexa que contém o caminho que liga b1 à b2. Note que,

q([0, 1]) ⊂ Cb1,b2 é um compacto em R
N . Assim, existem ǫ > 0 e {x1, x2, x3, . . . , xs}

tais que

f([0, 1]) ⊂
s⋃

i=1

Bǫ(xi) com Bǫ(xi) ∩ Bǫ(xi+1) 6= ∅,

onde i = 1, 2, 3, . . . , s − 1. Vamos fixar atenção na bola Bǫ(x1) e, considere b1 = x1 e

b2 = xs.

Seja x ∈ Bǫ(x1) de modo que x /∈ Φ(∂Ω). Logo d(Φ, Ω, b) e

d(Φ, Ω, b1) = d(Φ, Ω, x),

pois

‖(Φ − b1) − (Φ − x)‖∞ = ‖b1 − x‖∞ = ‖b1 − x‖ < ǫ.

Portanto, para ǫ > 0 suficientemente pequeno,

d(Φ − b1, Ω, 0) = d(Φ − x, Ω, 0)

o que implica

d(Φ, Ω, b1) = d(Φ, Ω, x), ∀x ∈ Bǫ(b1).

Seguindo este raciocínio deduzimos

d(Φ, Ω, xi) = d(Φ, Ω, y), ∀ y ∈ Bǫ(xi) com i = 1, 2, 3, . . . , s.
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Desde que, Bǫ(xi) ∩ Bǫ(xi+1) 6= ∅, com i = 1, 2, 3, . . . , s − 1, podemos concluir que

d(Φ, Ω, b1) = d(Φ, Ω, b2).

(P4) Aditividade

Sejam Ω = Ω1 ∪ Ω2 e Ω1, Ω2 abertos, disjuntos e limitados em E com

b /∈ Φ(∂Ω1) ∪ Φ(∂Ω2). Então, d(Φ, Ω, b) = d(Φ, Ω1, b) + d(Φ, Ω2, b).

Demonstração: Sendo Φ uma perturbação compacta da identidade, o grau de

Leray & Schauder de Φ é dado por d(Φ, Ω, b) = d(Φr, Ω, b), onde Φr é uma

pertubação de dimensão finita da identidade, que satisfaz

‖Φ(x) − Φr(x)‖ ≤ r

2
,∀x ∈ Ω com Φ = I − T e Φr = I − Tr.

Assim, d(Φ, Ω, b) = d(Φr |Ω∩F
, Ω ∩ F, b) onde, F é um subespaço de dimensão

finita que contém Tr(Ω) e b. Por hipótese, Ω = Ω1 ∪ Ω2 e Ω1 ∩ Ω2 = ∅. Logo,

Ω ∩ F = (Ω1 ∩ F ) ∪ (Ω2 ∩ F ).

Usando a aditividade do grau de Brouwer temos

d(Φr |Ω∩F
, Ω ∩ F, b) = d(Φr |Ω1∩F

, Ω1 ∩ F, b) + d(Φr |Ω2∩F
, Ω2 ∩ F, b).

Portanto, d(Φ, Ω, b) = d(Φ, Ω1, b) + d(Φ, Ω2, b).

1.2.2 Consequências das Principais Propriedades do Grau de

Leray & Schauder

(C1)(Normalização) Seja I a projeção canônica de Ω em E, isto é, I(x) = x, então

d(I, Ω, b) =





1, se b ∈ Ω

0, se b /∈ Ω.

Demonstração: Considerando F = 〈b〉, o espaço gerado por b, que é um espaço de

dimensão finita, então d(I, Ω, b) = d(I|Ω∩F
, Ω∩F, b). Usando a propriedade (C1) do

grau topológico de Brouwer temos

d(I|Ω∩F
, Ω ∩ F, b) =





1, se b ∈ Ω ∩ F

0, se b /∈ Ω ∩ F,



63

donde segue o resultado.

(C2) Se b /∈ Φ(Ω), então, d(Φ, Ω, b) = 0.

Demonstração: Sendo Φ = I − T uma perturbação compacta da identidade, pelo

Lema 1.16 temos que Φ é fechado. Logo α = ρ{b, Φ(Ω)} > 0. Por outro lado,

α ≤ r = ρ{b, Φ(∂Ω)} > 0 e pelo Lema 1.15 existe uma perturbação de dimensão finita

da identidade Φα ∈ C(Ω, E) tal que

‖Φ(x) − Φα(x)‖ <
α

2
, ∀x ∈ Ω.

Afirmação: b /∈ Φα(Ω).

De fato, para x ∈ Ω temos

‖b − Φα(x)‖ = ‖b − Φ(x) + Φ(x) − Φα(x)‖

implicando

‖b − Φα(x)‖ ≥ ‖b − Φ(x)‖ − ‖Φ(x) − Φα(x)‖

e consequentemente

‖b − Φα(x)‖ ≥ α

2
.

O conjunto {‖b−Φα(x)‖; x ∈ Ω} é limitado inferiormente e pelo postulado de Dedekind

possui ínfimo. Logo

inf{‖b − Φα(x)‖; x ∈ Ω} ≥ α

2

o que implica ρ{b, Φα(Ω)} ≥ α

2
> 0. Desde que, {b} é um compacto e Φα(Ω) é um

fechado, tem-se ρ{b, Φα(∂Ω)} > 0, mostrando que b /∈ Φα(Ω). Por definição

d(Φ, Ω, b) = d(Φα, Ω, b) = d(Φα|Ω∩F
, Ω ∩ F, b),

onde F é o subespaço de dimensão finita de E que contém b e T (Ω). Observando que

b /∈ Φα|Ω∩F
(Ω ∩ F ), pela propriedade (C3) do grau topológico de Brouwer, concluímos

que d(Φ, Ω, b) = 0.

(C3) (Existência de Solução) Se d(Φ, Ω, b) 6= 0, então existe x0 ∈ Ω tal que

ϕ(x0) = b.

Demonstração: Pela propriedade (C2) temos que, se b /∈ Φ(Ω), então d(Φ, Ω, b) = 0.
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Fazendo a negação da propriedade (C2) temos que, se d(Φ, Ω, b) 6= 0, então existe

x0 ∈ Ω tal que Φ(x0) = b. Mostrando a propriedade (C3).

(C4) Se Φ(Ω) está contido em um subespaço próprio de E, então d(Φ, Ω, b) = 0.

Demonstração: Considere V um subespaço próprio de E tal que Φ(Ω) ⊂ V. Se

d(Φ, Ω, b) 6= 0, então pela propriedade (C3), Φ(Ω) é uma vizinhança de b, ou seja,

existe δ > 0 tal que Bδ(b) ⊂ Φ(Ω) ⊂ V e portanto V = E, o que é um absurdo, pois V

é um subespaço próprio de E. Portanto, d(Φ, Ω, b) = 0.

(C5) (Excisão) Seja K um fechado contido em Ω com b ∈ Φ(K). Então,

d(Φ, Ω, b) = d(Φ, Ω\K, b).

Demonstração: Usando a definição do grau de Leray & Schauder temos que

d(Φ, Ω, b) = d(Φ|Ω∩F
, Ω ∩ F, b),

onde F é um subespaço de dimensão finita que contém T (Ω) e b com b ∈ E e b /∈ Φ(∂Ω).

Aplicando a propriedade (C5) do grau topológico de Brouwer, segue o resultado.

(C6) Seja {Ωi}i∈Γ uma família de abertos, dois a dois disjuntos, contidos em Ω com

Φ−1({b}) ⊂
⋃

i∈Γ

Ωi.

Então, o grau d(Φ, Ω, b) = 0, a menos de um número finito de índices i ∈ Γ. Além

disso,

d(Φ, Ω, b) =
∑

i∈Γ

d(Φ, Ωi, b).

Demonstração: Uma vez que b /∈ Φ(∂Ωi) pelo Lema 1.16 Φ−1({b}) é um compacto,

pois estamos usando o fato que Φ é própria. Pelo Teorema A.4, existe um número finito

de abertos Ωi ⊂ Ω que cobrem Φ−1({b}), isto é, existe um conjunto finito Γ0 de índices

tal que Φ−1({b}) ⊂
⋃

i∈Γ0

Ωi com Ωi ⊂ Ω. Portanto, ∀ i ∈ Γ\Γ0 temos que b /∈ Φ(Ωi)

e pela propriedade (C2) temos d(Φ, Ωi, b) = 0.

Considerando que K = Ω\
⋃

i∈Γ0

Ωi é um compacto, pois

K = Ω\
⋃

i∈Γ0

Ωi = Ω ∩ (
⋃

i∈Γ0

Ωi)
c = Ω ∩ (

⋂

i∈Γ0

Ωi
c),
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temos que K é fechado e como K ⊂ Ω temos que K é limitado e consequentemente

K é compacto. Temos que b /∈ Φ(K), pois Φ(b) ∈
⋃

i∈Γ0

Ωi. Pela propriedade da excisão

(C5), segue-se que

d(Φ, Ω, b) = d(Φ, Ω\K, b) = d(Φ, Ω\(Ω\
⋃

i∈Γ0

Ωi), b)

e com isso, d(Φ, Ω, b) = d(Φ,
⋃

i∈Γ0

Ωi, b). Pela propriedade aditiva (P4) temos

d(Φ, Ω, b) =
∑

i∈Γ0

d(Φ, Ωi, b).

Portanto,

d(Φ, Ω, b) =
∑

i∈Γ

d(Φ, Ωi, b).

(C7) Seja Ψ = I − Φ, onde S ∈ Q(Ω, E) tal que Ψ(x) = Φ(x),∀x ∈ ∂Ω. Se

b /∈ Φ(∂Ω) = Ψ(∂Ω), então, d(Φ, Ω, b) = d(Ψ, Ω, b).

Demonstração: Considere a seguinte homotopia

H(x, t) = tΦ(x) + (1 − t)Ψ(x), ∀x ∈ Ω e ∀ t ∈ [0, 1].

Para todo t ∈ [0, 1], H(·, t) é uma perturbação compacta da identidade, onde

H(x, t) = x − G(x, t) com G(x, t) = tT (x) + (1 − t)S(x). Desde que, Φ|∂Ω
= Ψ|∂Ω

temos que b /∈ H(∂Ω× [0, 1]). De fato, caso contrário existiria x0 ∈ ∂Ω e t0 ∈ [0, 1]

tal que b = H(x0, t0) implicando que H(x0, t0) = Φ(x0) = Ψ(x0) = b o que é um

absurdo, pois b /∈ Φ(∂Ω) = Ψ(∂Ω). Mostrando que b /∈ H(∂Ω × [0, 1]).

Sendo o grau constante por homotopia compacta temos

d(H(·, 0), Ω, b) = d(H(·, 1), Ω, b),

com H(·, 0) = Ψ e H(·, 1) = Φ e assim concluímos que d(Ψ, Ω, b) = d(Φ, Ω, b).

(C8) Não existe operador Φ ∈ C(B1(0)), ∂B1(0)) da forma Φ = I − T, onde

T ∈ Q(B1(0), E), verificando Φ∂B1(0) ≡ I∂B1(0).

Demonstração: Se tal aplicação existisse, então

d(Φ, B1(0), 0) = d(I, B1(0), 0) = 1
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e pela propriedade (C3) existiria x0 ∈ B1(0) tal que Φ(x0) = 0 o que é uma

contradição, pelo fato de que ∀x ∈ B1(0) tem-se que ‖Φ(x)‖ = 1.



Capítulo 2

Existência de Solução para uma

Classe de Equações Semilineares

Elípticas de 2a Ordem

Pretendemos neste capítulo fazer uma aplicação da Teoria do Grau Topológico

desenvolvida por Leray & Schauder, demonstrando o Teorema do Ponto Fixo

de Schaeffer e mostrando um método de obtenção de solução para uma classe de

Problemas Semilineares de 2a Ordem.

2.1 Preliminares Sobre Espaços de Schauder

Nesta seção iremos apresentar os principais resultados envolvendo os espaços de

Schauder, que podem ser encontrados no livro do Adams [2]. No que segue Ω denota

um domínio (um aberto e conexo) limitado do R
N .

Definição 2.1 Espaço C(Ω).

O espaço C(Ω) é o espaço das funções contínuas u : Ω → R, munido da norma

‖u‖0 = sup
x∈Ω

|u(x)|.

Definição 2.2 Espaço Ck(Ω).

O espaço Ck(Ω), para k ∈ N, é o espaço das funções u : Ω → R que juntamente com

todas as derivadas de ordem inferior ou igual a k são uniformementes contínuas sobre

Ω.

Observação 2.1 O espaço Ck(Ω) munido da norma

‖u‖k =
∑

0≤|σ|≤k

sup
x∈Ω

|Dσu(x)|

67



68

torna-se um espaço de Banach, onde:

(σ) = (σ1, σ2, σ3, . . . , σN), com σi ∈ N, |σ| = σ1 + σ2 + σ3 + . . . + σN

e

Dσu(x) =
∂|σ|u(x)

∂xσ1
1 ∂xσ2

2 ∂xσ3
3 . . . ∂xσN

N

.

Definição 2.3 Espaço Ck,α(Ω).

O espaço Ck,α(Ω), com α ∈ (0, 1), é o subespaço de Ck(Ω) constituído pelas funções

com k-ésimas derivadas sendo Holderianas com expoente α, isto é, que verificam

Hk,α(u) = max
|σ|=k

sup
x,y∈Ω

|Dσu(x) − Dσu(y)|
|x − y|α < ∞, com x 6= y.

De forma abreviada temos

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω); Hk,α(u) < ∞}.

Em todo nosso trabalho vamos considerar a seguinte norma no espaço Ck,α(Ω)

‖u‖k,α = ‖u‖k + Hk,α(u),

a qual torna Ck,α(Ω) um espaço de Banach.

No que segue-se usaremos as seguinte notações:

C0,α(Ω) = Cα(Ω) com α ∈ (0, 1) e ‖ · ‖0,α = ‖ · ‖α.

2.2 Alguns Resultados Clássicos

Nesta seção iremos apresentar alguns resultados clássicos para o problema de

Dirichlet no caso linear demonstrado por Schauder e também demonstrar um resultado

de unicidade para tal classe de problema.

Em todo este capítulo vamos sempre considerar um operador diferencial L da seguinte

forma

Lu =
N∑

i,j=1

aij(x)u
xixj

+
N∑

i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u, com x ∈ Ω e u ∈ C2(Ω).

Definição 2.4 ( Operador Uniformemente Elíptico)

O operador L é dito uniformemente elíptico em Ω, quando existe ν > 0 tal que

N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ ν|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ R
N , (2.1)

onde | · | é a norma usual em R
N .
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Ao longo desta seção iremos sempre supor que α ∈ (0, 1), Ω é um domínio limitado

com fronteira suave e L é uniformemente elíptico com aij, , bi, c ∈ Cα(Ω).

Teorema 2.5 (ESTIMATIVA DE SCHAUDER)(Ver [9])

Seja f ∈ Cα(Ω) e u ∈ C2,α(Ω) uma solução do problema de Dirichlet

{
Lu = f, Ω

u = 0, ∂Ω.
(P1)

Então,

‖u‖2,α ≤ k(‖f‖α + ‖u‖0),

onde k é uma constante que depende de α, Ω, ν, N e das normas dos coeficientes de L

em Cα(Ω).

O próximo resultado conhecido como Princípio do Máximo Clássico é um resul-

tado de fundamental importância para estudar o sinal de funções de classe C2,α(Ω) e

estabelecer um importante resultado de unicidade para o problema (P1).

2.2.1 Princípio do Máximo Clássico

Considere o operador linear diferenciável da forma

Lu = aij(x)Diju + bi(x)Diu + c(x)u, com aij = aji, (2.2)

onde x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ Ω um domínio de R
N , com N ≥ 2. Assumiremos que

u ∈ C2(Ω).

Teorema 2.6 (Princípio do Máximo Fraco)

Seja L uniformemente elíptico num domínio limitado Ω. Suponha que

Lu ≥ 0 (≤ 0) em Ω, c = 0 em Ω,

com u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω). Então, o máximo (mínimo) de u em Ω é obtido sobre ∂Ω,

isto é,

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u
(

inf
Ω

u = inf
∂Ω

u
)
. (2.3)

Demonstração: É claro que, se Lu>0 em Ω, então o princípio do máximo forte é

conservado, isto é, o máximo de u não é obtido em Ω. Pois se em x0 ∈ Ω a função u
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atinge o valor máximo em Ω, devemos ter Du(x0) = 0 e a matriz D2u(x0) = [Diju(x0)]

é não positiva. Mas, a matriz [aij] é positiva, desde que L seja uniformemente elíptico.

Consequentemente,

Lu(x0) = aiju(x0)Diju(x0) ≤ 0, (ver [10] página 328)

contrariando o fato que Lu>0. Note que, neste argumento é necessário apenas as pro-

priedades da matriz [aij]. Para o operador L temos uma importante limitação com

respeito aos termos bi que é
|bi|
ν

≤ b0 = constante. De fato, desde que a11 ≥ ν, existe

uma constante suficientemente grande γ para a qual

Leγx1 = (γ2a11 + γb1)e
γx1 ≥ ν(γ2 − γb0)e

γx1 > 0.

Assim, para qualquer ǫ > 0, temos que L(u + ǫeγx1) > 0 em Ω e também temos que

sup
Ω

(u + ǫeγx1) = sup
∂Ω

(u + ǫeγx1).

Veja que para ǫ → 0 temos sup
Ω

u = sup
∂Ω

u, demonstrando o Teorema.

Supondo de um modo mais geral c ≤ 0 em Ω e considerando o subconjunto Ω+ ⊂ Ω,

definido por Ω+ = {x ∈ Ω; u(x) > 0} como Lu ≥ 0 em Ω temos que

L0u = aijDiju + biDiu ≥ −cu em Ω+

e como o máximo de u em Ω + deve ser atingido em ∂Ω +, consequentemente também

será atingido sobre ∂Ω. Então, escrevendo u+ = max(u, 0), u− = min(u, 0) obtemos o

seguinte corolário:

Corolário 2.7 Seja L uniformemente elíptico num domínio limitado Ω. Suponhamos

que em Ω

Lu ≥ 0(≤ 0) com c ≤ 0 (2.4)

e u ∈ C0(Ω). Então,

sup
Ω

u ≤ sup
∂Ω

u+
(

inf
Ω

u ≥ inf
∂Ω

u−
)
.

Se Lu = 0 em Ω, então

sup
Ω

|u| ≤ sup
∂Ω

|u|.
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Um fato importante que segue do princípio do máximo é uma melhora na estimativa

de ‖u‖2,α, mencionada na Estimativa de Schauder. Neste caso temos

‖u‖0 ≤ k
′‖f‖0 (ver [7]), (2.5)

onde k
′
é uma constante que depende de α, Ω, ν, N e das normas dos coeficientes de L

em Cα(Ω).

Teorema 2.8 (Unicidade de Solução)

O problema de Dirichlet (P1) tem uma única solução.

Demonstração: Se u, v ∈ C2,α(Ω) são soluções de (P1), temos




Lu = Lv, Ω

u = v, ∂Ω.

Considere w = u − v. Assim




Lw = Lu − Lv = 0, Ω

w = 0, ∂Ω.

Segue do princípio de máximo que w atinge máximo e mínimo na fronteira, implicando

que w ≡ 0, ou seja, u = v.

Teorema 2.9 (Teorema de Schauder)(Ver [9])

Se c(x) ≤ 0, ∀ x ∈ Ω, com as hipóteses anteriores sobre Ω e L, e assumindo que para

cada f ∈ Cα(Ω), existe uma, e somente uma solução u do problema de Dirichlet
{

Lu = f, Ω

u = 0, ∂Ω
(P1)

então, existe uma constante k1 independente de f tal que

‖u‖2,α ≤ k1‖f‖α. (2.6)

2.3 Um Princípio de Resolução para uma Classe de

Problemas Semilineares.

Nesta seção estamos interessados em obter uma solução para uma classe de problemas

do tipo 



N∑

i,j=1

aij(x)u
xixj

+
N∑

i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u = F (x, u), Ω

u = 0, ∂Ω.

(P2)
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No que segue, iremos assumir que Ω é um domínio limitado com fronteira suave. Os

coeficientes aij, bi, c e F são de classe C1 sobre Ω e Ω × R, respectivamente,

c(x) ≤ 0, ∀x ∈ Ω e o operador L dado por

Lu =
N∑

i,j=1

aij(x)u
xixj

+
N∑

i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u

sendo uniformemente elíptico.

O método utilizado para obter soluções para o problema (P2) consiste em reduzir o

mesmo a uma aplicação do Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer.

O método consiste em linearizar o problema (P2). Para isto, fixamos uma função u

no problema (P2), na parte não linear F (·, u(·)), obtendo assim uma equação linear

elíptica de segunda ordem, onde os resultados clássicos apresentados na última seção

podem ser usados. Mais precisamente, o Teorema de Schauder.

Os resultados da teoria linear do problema de Dirichlet, enunciados na Seção 2.2 per-

mitem construir um operador T que a cada função u faz corresponder uma solução

v = Tu, ou seja,

T : C1,α(Ω) → C1,α(Ω)

u 7→ Tu = v

do problema linear associado. Desta forma uma função u ∈ C2(Ω) é uma solução do

problema (P2) se, e somente se, u é um ponto fixo de T.

No que segue, E = C1,α(Ω) e para cada u ∈ E consideramos a equação elíptica

linear de segunda ordem em v.





N∑

i,j=1

aij(x)v
xixj

+
N∑

i=1

bi(x)vxi
+ c(x)v = F (x, u(x)), ∀x ∈ Ω

v = 0, ∀x ∈ ∂Ω.

(P2)u

Os próximos resultados tem por objetivo mostrar algumas propriedades do operador T.

Definição 2.10 Um domínio Ω satisfaz a propriedade da poligonal, quando existe

γ > 0 tal que dois pontos quaisquer x e y de Ω podem ser ligados por uma poligonal

em Ω de comprimento l verificando l ≤ γ|x − y|.

Observação 2.2 Um domínio com fronteira suave verifica a propriedade da poligonal

(ver [11]).
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Lema 2.11 Seja Ω um domínio que satisfaz a propriedade da poligonal. Se

A ∈ C1(Ω), então A é Lipschitziana em Ω. Além disso, existe uma constante K(Ω),

que depende do domínio, tal que

H0,1(A) ≤ K(Ω)‖A‖1. (2.7)

Demonstração: Vamos mostrar primeiramente que A é Lipschitziana em Ω.

Considere x1, xN ∈ Ω de tal forma que [x1, xN ] ⊆ Ω. Como Ω é um aberto e conexo

limitado do R
N , que satisfaz a propriedade da poligonal, existe γ > 0 tal que quaisquer

dois pontos x1, xN ∈ Ω podem ser ligados por uma poligonal em Ω de comprimento l

verificando l ≤ γ|xN − x1|.
Sendo A ∈ C1(Ω) podemos aplicar o Teorema do Valor Médio, e desde que Ω

satisfaz a propriedade da poligonal, quaisquer dois pontos distintos de Ω podem ser

ligados por uma poligonal em Ω, onde x1, x2, x3, . . . , xN ∈ Ω são os seus vértices e a

poligonal é dada por
N⋃

k=2

[xk−1, xk] ⊂ Ω. (2.8)

Assim,

|A(xN) − A(x1)| =
∣∣∣

N∑

k=2

∇A(xk−1 + (xk − xk−1)θk−1)(xk − xk−1)
∣∣∣

e desde que, o somatório possui uma quantidade finita de termos, segue da desigualdade

triangular

|A(xN) − A(x1)| ≤
N∑

k=2

|∇A(xk−1 + (xk − xk−1)θk−1)(xk − xk−1)|.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz encontramos

|A(xN) − A(x1)| ≤
N∑

k=2

|∇A(xk−1 + (xk − xk−1)θk−1)| |xk − xk−1|. (2.9)

Uma vez que

|∇A(x + (y − x)θ)| ≤ ‖A‖1,∀x ∈ Ω, (2.10)

temos

|∇A(xk−1 + (xk − xk−1)θk)| ≤ ‖A‖1, ∀ k = 2, 3, 4, . . . , N, θk ∈ (0, 1)
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e portanto por (2.9)

|A(xN) − A(x1)| ≤ ‖A‖1

N∑

k=2

|xk − xk−1|.

Sendo
N∑

k=2

|xk − xk−1| = l

temos

|A(xN) − A(x1)| ≤ ‖A‖1l,

e portanto,

|A(xN) − A(x1)| ≤ ‖A‖1γ|xN − x1|.

Considerando ‖A‖1γ = M > 0, deduzimos que

|A(xN) − A(x1)| ≤ M |xN − x1|,

mostrando que A é Lipschitziana em Ω.

Vamos mostrar agora que

H0,1(A) ≤ K(Ω)‖A‖1.

Pela primeira parte da demonstração temos

|A(x) − A(y)| ≤ ‖A‖1γ|x − y|, ∀x, y ∈ Ω. (2.11)

Fazendo γ = K(Ω) > 0 e substituindo em (2.11) encontramos

|A(x) − A(y)|
|x − y| ≤ K(Ω)‖A‖1,

e com isso onde podemos concluir que K(Ω)‖A‖1 é uma cota superior para o conjunto

C =
{ |A(x) − A(y)|

|x − y| ; x, y ∈ Ω
}

.

Logo, C é limitado superiormente e pelo postulado de Dedekind possui supremo, a

saber,

sup
x,y∈Ω

|A(x) − A(y)|
|x − y| ≤ K(Ω)‖A‖1, com x 6= y.

Segue da última desigualdade e da definição de H0,1(A) a desigualdade,

H0,1(A) ≤ K(Ω)‖A‖1.
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Recordando que estamos supondo aij, bi, c, F funções de classe C1, segue do Lema 2.11

que aij, bi, c, F ∈ Cα(Ω). Logo pelo Teorema de Schauder, existe para cada u ∈ E

uma e somente uma solução do problema (P2)u que denotaremos por v = Tu com

v ∈ C2,α(Ω), onde:

(P2)u





N∑

i,j=1

aij(x)(Tu)
xixj

+
N∑

i=1

bi(x)(Tu)xi
+ c(x)(Tu) = F (x, u(x)), ∀x ∈ Ω

Tu = 0, ∀x ∈ ∂Ω.

Com o objetivo de usar um teorema de ponto fixo para o operador T, iremos mostrar

que o mesmo é compacto. Para tanto, enunciaremos sem demonstrar o seguinte

resultado que pode ser encontrado no livro do Adams [2].

Lema 2.12 A imersão de C2,α(Ω) em C1,α(Ω) é compacta.

O próximo Lema é fundamental para a aplicação do método utilizado neste trabalho.

Lema 2.13 O operador T : E → E é compacto.

Demonstração: O Lema 2.13 fica demonstrado se T verifica:

(i) T (B) é relativamente compacto em E = C1,α(Ω), ou seja, T (B) é compacto em

E = C1,α(Ω).

(ii) T é contínuo em E = C1,α(Ω).

Se B um conjunto limitado de E = C1,α(Ω). Então, existe M > 0 tal que

‖u‖1,α ≤ M, ∀u ∈ B.

Usando a Estimativa de Schauder, quando c ≤ 0, obtemos a seguinte desigualdade

‖Tu‖2,α ≤ k1‖F (·, u(·))‖α.

Sendo a aplicação F de classe C1 sobre Ω×R, segue do Lema 2.11 que a mesma é Lips-

chitziana sobre Ω× [−M,M ], uma vez que o domínio Ω× [−M,M ] tem a propriedade

da poligonal.

Afirmação: Existe M5 > 0 tal que

‖F (·, u(·))‖α ≤ M5, ∀u ∈B.
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Para mostrar a afirmação, observamos que para cada u ∈ B temos ‖u‖1,α ≤ M, o que

implica

‖u‖α ≤ M.

Por outro lado, pelo Lema 2.11 temos

H0,1(u) ≤ K(Ω)‖u‖1, (2.12)

e assim, obtemos

sup
x,y∈Ω

|u(x) − u(y)|
|x − y| ≤ K(Ω)‖u‖1, com x 6= y.

Consequentemente,
|u(x) − u(y)|

|x − y| ≤ K(Ω)‖u‖1,

ou seja,

|u(x) − u(y)| ≤ ‖u‖1K(Ω)|x − y|, ∀x, y ∈ Ω.

Assim,

|u(x) − u(y)|
|x − y|α ≤ ‖u‖1K(Ω)|x − y|1−α, ∀x, y ∈ Ω com x 6= y.

Usando o fato que,

|x − y| ≤ diam(Ω)

tem-se

|x − y|1−α ≤ (diam(Ω))1−α, ∀x, y ∈ Ω

o que implica
|u(x) − u(y)|

|x − y|α ≤ MK(Ω)diam(Ω)
1−α

, ∀u ∈ B.

Daí,
|u(x) − u(y)|

|x − y|α ≤ M1, ∀u ∈ B,

e com isso concluimos,

sup
x,y∈Ω

|u(x) − u(y)|
|x − y|α ≤ M1, ∀u ∈ B, com x 6= y.

Portanto,

H0,α(u) ≤ M1, ∀u ∈ B. (2.13)
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Sendo F Lipschitziana sobre Ω × [−M, M ], existe uma constante C > 0 e observando

que

(x, u(x)) ∈ Ω × [−M, M ], ∀x ∈ Ω

temos

|F (x, u(x)) − F (y, u(y))| ≤ C(|x − y| + |u(x) − u(y)|), ∀u ∈ B,

para alguma constante C > 0. Usando (2.13)

|F (x, u(x)) − F (y, u(y))| ≤ C(|x − y| + M |x − y|α), ∀u ∈ B

e assim
|F (x, u(x)) − F (y, u(y))|

|x − y|α ≤ C(|x − y|1−α + M),

ou equivalentemente,

|F (x, u(x)) − F (y, u(y))|
|x − y|α ≤ C(diam(Ω)1−α + M), ∀u ∈ B.

Mostrando assim, que existe M3 > 0 satisfazendo

|F (x, u(x)) − F (y, u(y))|
|x − y|α ≤ M3, ∀u ∈ B.

Desta última desigualdade

sup
x,y∈Ω

|F (x, u(x)) − F (y, u(y))|
|x − y|α ≤ M3, ∀u ∈ B, com x 6= y,

isto é,

H0,α(F (·, u(·))) ≤ M3, ∀u ∈ B.

Agora, observe que existe M4 > 0 tal que

|F (·, u(·))|0 = sup
x∈Ω

|F (x, u(x))| ≤ M4, ∀u ∈ B

como Ω × [−M,M ] é um compacto temos que |F (x, ξ)| ≤ K, ∀x ∈ Ω

e ∀ξ ∈ [−M, M ]. Usando o fato que u(x) ∈ [−M, M ] podemos afirmar que

|F (x, u(x))| ≤ M4, ∀x ∈ Ω, ∀u ∈ B,

o que implica

sup
x∈Ω

|F (x, u(x))| ≤ M4, ∀u ∈ B,
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ou seja,

‖F (·, u(·))‖0 ≤ M4, ∀u ∈ B.

Assim,

‖F (·, u(·))‖α ≤ M4 + M3, ∀u ∈ B.

Consequentemente,

‖F (·, u(·))‖α ≤ M5, ∀u ∈ B,

mostrando a afirmação.

Desde que,

‖Tu‖2,α ≤ K1‖F (·, u(·))‖α

chegamos a seguinte desigualdade

‖Tu‖2,α ≤ K1M5

e, fazendo K1M5 = K encontramos

‖Tu‖2,α ≤ K, ∀u ∈ B.

Portanto, de acordo com o Lema 2.11, T (B) é relativamente compacto em

E = C1,α(Ω) mostrando o item (i).

Nosso trabalho agora é mostrar o item (ii), isto é, que o operador T é contínuo. Mais

precisamente, devemos mostrar que

un −→ u em E =⇒ vn = Tun −→ Tu = v em E.

Para todo n, existe vn ∈ C2,α(Ω) solução do problema




N∑

i,j=1

aij(x)(vn)
xixj

+
N∑

i=1

bi(x)(vn)xi
+ c(x)(vn) = F (x, un(x)), Ω

vn = 0, ∂Ω.

Sendo {un} limitada, {vn} é limitada e usando o fato que a imersão

C2,α(Ω) →֒ C2(Ω)

é compacta, podemos extrair uma subsequência {vnk
} convergente na norma C2(Ω)

para uma função v ∈ C2(Ω).

Por definição a norma C2(Ω) é dada por

‖vnk
− v‖C2 = ‖vnk

− v‖0 +
N∑

i=1

∥∥∥
∂vnk

∂xi

− ∂v

∂xi

∥∥∥
0
+

N∑

i,j=1

∥∥∥
∂2vnk

∂xi∂xj

− ∂2v

∂xi∂xi

∥∥∥
0

(2.14)
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e segue-se da convegência, no sentido C2(Ω), que

‖vnk
− v‖0 → 0,

N∑

i=1

∥∥∥
∂vnk

∂xi

− ∂v

∂xi

∥∥∥
0
→ 0

e
N∑

i,j=1

∥∥∥
∂2vnk

∂xi∂xj

− ∂2v

∂xi∂xi

∥∥∥
0
→ 0.

Sendo assim, podemos concluir que a função v verifica o seguinte problema




N∑

i,j=1

aij(x)vxixj
(x) +

N∑

i=1

bi(x)vxi
(x) + c(x)v(x) = F (x, u(x)), Ω

v = 0, ∂Ω.

Portanto, podemos deduzir que v = Tu, pois a solução do problema de Dirichlet é

única, e desta forma

Tunk
→ Tu em C2(Ω).

Para concluir a demonstração, devemos mostrar que

vn = Tun → v = Tu em C2(Ω).

Suponhamos por contradição que o limite acima não ocorra. Então, existe ǫ0 > 0 e

{vnj
} ⊂ {vn} tal que

‖vnj
− v‖2 ≥ ǫ0, ∀ nj. (2.15)

Usando {vnj
} no lugar {vn} na primeira parte desta demonstração, existe {vnjk

} ⊂
{vnj

} tal que

vnjk
→ v = Tu em C2(Ω).

Assim, existe nj0 ∈ N tal que

‖vnjk
− v‖2 <

ǫ0

2
, ∀ njk

≥ nj0 , (2.16)

o que contradiz (2.15). Portanto, devemos ter

vn → v = Tu em C2(Ω),

mostrando a continuidade do operador T.
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Agora, vamos introduzir um parâmetro σ ∈ [0, 1] no problema (P2) obtendo o seguinte

problema:




N∑

i,j=1

aij(x)uxixj
(x) +

N∑

i=1

bi(x)uxi
(x) + c(x)u(x) = σF (x, u), Ω

u = 0, ∂Ω,

(P3)σ

ou seja, 



Lu = σF (x, u), Ω

u = 0, ∂Ω.
(P3)σ

Observe que o problema (P2) é obtido fazendo σ = 1 no problema (P3)σ. No que segue,

definimos
T : [0, 1] × E → E

(σ, u) 7→ T (σ, u)

o operador que associa a cada par (σ, u) ∈ [0, 1] × E a função v = T (σ, u), que é a

única solução do problema linear




Lv = σF (x, u), Ω

v = 0, ∂Ω.
(P3)u,σ

Usando o mesmo tipo de argumento utilizado na demonstração do Lema 2.13, podemos

concluir que T : [0, 1] × E → E é um operador compacto. Além disso, da definição do

operador T, temos que uσ é uma solução do problema (P3)u,σ se, e somente se, uσ é um

ponto fixo do operador T (σ, u). Note também que o operador T verifica a propriedade

T (0, u) = 0, ∀ u ∈ E, pois considerando σ = 0 no problema (P3)u,σ obtemos




Lv = 0, Ω

v = 0, ∂Ω.
(Pv)

como a solução do problema (Pv) é unica e v = 0 é uma solução do problema acima

devemos ter T (0, u) = 0, ∀ u ∈ E.

No que segue, provaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer.

Teorema 2.14 (Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer.) Seja S um operador

compacto de [0, 1] × E sobre E, ou seja,

S : [0, 1] × E → E

(σ, u) 7→ S(σ, u)
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com S(0, u) = 0 ∀u ∈ E. Se existe r > 0 tal que a igualdade u = S(σ, u) com u ∈ E

e σ ∈ [0, 1] implica que ‖u‖ < r, então ∀σ ∈ [0, 1] o operador S(σ, ·) admite um ponto

fixo em Br(0).

Demonstração:

Considere a seguinte homotopia

H(σ, u) = u − S(σ, u), ∀σ ∈ [0, 1] e ∀u ∈ Br(0).

Afirmação:

0 /∈ H([0, 1] × ∂Br(0)).

A afirmação é equivalente a mostrar

u − S(σ, u) 6= 0 ∀u ∈ ∂Br(0) e ∀σ ∈ [0, 1].

Suponhamos por absurdo que

0 ∈ H([0, 1] × ∂Br(0)).

Logo, existe u0 ∈ ∂Br(0) e σ0 ∈ [0, 1] tal que H(σ0, u0) = 0, ou equivalentemente,

0 = H(σ0, u0) = u0 − S(σ0, u0)

implicando

u0 = S(σ0, u0).

Desta forma, temos um absurdo, pois sendo u0 = S(σ0, u0) com u0 ∈ E e σ0 ∈ [0, 1]

temos que ‖u0‖ < r, ou seja, u0 ∈ Br(0) e assim concluimos que

u0 /∈ ∂Br(0).

Assim

0 /∈ H([0, 1] × ∂Br(0)).

Sendo o grau de Leray & Schauder invariante por homotopia, devemos ter d(H(σ, ·), Br(0), 0)

constante. Logo

d(H(0, ·), Br(0), 0) = d(H(σ, ·), Br(0), 0), ∀σ ∈ [0, 1].
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Sendo

H(0, u) = u − S(0, u) temos H(0, u) = u − 0 isto é H(0, u) = u.

Assim,

H(0, ·) = I

e, sendo

H(σ, ·) = I − S(σ, ·)

temos

d(I, Br(0), 0) = d(I − S(σ, ·), Br(0), 0).

Recordando que

d(I, Br(0), 0) = 1,

concluimos que

d(I − S(σ, ·), Br(0), 0) = 1 6= 0,

implicando que existe uσ ∈ Br(0) tal que (I − S(σ, ·))(uσ) = 0 e assim

I(uσ) − S(σ, uσ) = 0,

e consequentemente,

uσ = S(σ, uσ).

Portanto, uσ ∈ Br(0) é um ponto fixo do operador S(σ, ·).
Usando as propriedades do operador T juntamente com o Teorema do Ponto Fixo de

Schaeffer , temos o seguinte resultado

Teorema 2.15 Se existe um número r > 0 tal que ∀σ ∈ [0, 1] e para toda solução

u do problema (P3)σ temos a majoração à priori

‖u‖1,α < r,

então para todo σ ∈ [0, 1], existe efetivamente uma solução uσ ∈ C2,α(Ω) do problema

(P3)σ.

Demonstração: Usando a definição do operador T, segue da hipótese que existe r > 0

tal que u = T (σ, u) e devemos ter ‖u‖1,α < r. Uma vez que, T (0, u) = 0, ∀ u ∈ E segue-

se do Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer que, para cada σ ∈ [0, 1] existe uσ ∈ E tal

que

uσ = T (σ, uσ).
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Sendo T (σ, uσ) solução do problema (P3)u,σ temos




L(T (σ, uσ)) = σF (x, uσ(x)), ∀x ∈ Ω

T (σ, uσ) = 0, ∂Ω.

Assim, 



L(uσ) = σF (x, uσ(x)), ∀x ∈ Ω

uσ = 0, ∂Ω.

Observação 2.3 Em particular, para σ = 1 o problema semilinear (P2), ou seja,

(P2)

{
Lu = F (x, u(x)), ∀x ∈ Ω

u = 0, ∂Ω,

admite solução.

No que segue vamos considerar F ∈ C1(Ω × R) uma função limitada.

Considere a seguinte classe de problemas




Lu = σF (x, u(x)), ∀x ∈ Ω

u = 0, ∂Ω,
(Υ)σ

onde σ ∈ [0, 1] e F ∈ C1(Ω × R) é uma função limitada em Ω × R.

Vamos mostrar que esta classe de problemas verifica as condições do Teorema 2.15.

Teorema 2.16 ( Estimativa a Priori) Sendo F ∈ C1(Ω × R) uma função limitada

em Ω × R, existe r > 0 tal que qualquer solução u de (Υ)σ verifica

‖u‖1,α < r.

Demonstração:

Suponhamos que u ∈ C2,α(Ω) seja uma solução de (Υ)σ. Uma primeira majoração é

obtida usando o Princípio de Máximo ver (2.5)

‖u‖0 ≤ K‖σF (·, u(·))‖0, (2.17)

e a segunda estimativa segue da Estimativa de Schauder

‖u‖2,α ≤ K1‖F (·, u(·))‖α. (2.18)
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Uma vez que

‖F (·, u(·))‖α = ‖F (·, u(·))‖0 + H0,α(F (·, u(·))) (2.19)

segue da limitação da F que, existe M1 > 0 tal que

|F (x, t)| ≤ M1, ∀ x ∈ Ω, ∀ t ∈ R,

ou seja,

|F (x, u(x))| ≤ M1, ∀ x ∈ Ω,

e assim obtemos

‖F (·, u(·))‖0 ≤ M1.

Usando a estimativa (2.17) e a última desigualdade encontramos

‖u‖0 ≤ K|σ|M1

e fazendo K|σ|M1 = M, concluimos que

‖u‖0 ≤ M, ∀ u ∈ C2,α(Ω). (2.20)

De acordo com a desigualdade (2.19) temos que

‖F (·, u(·))‖α ≤ M1 + H0,α[F (·, u(·))]. (2.21)

Como a aplicação F é de classe C1 sobre Ω × [−M,M ], segue do Lema 2.11 que F

é Lipschitziana em Ω × [−M,M ] e segue-se que existe C > 0 tal que

|F (x, η) − F (y, ξ)| ≤ C(|x − y| + |η − ξ|).

Visto que u(x) ∈ [−M, M ] ∀ x ∈ Ω, pois ‖u‖0 ≤ M, obtemos

|F (x, u(x)) − F (y, u(y))| ≤ C(|x − y| + |u(x) − u(y)|). (2.22)

Agora, usando a definição de H0,α(u) temos

|u(x) − u(y)|
|x − y|α ≤ H0,α(u) com x 6= y.

Fixando

δ = diam(Ω) = sup{|x − y|; x, y ∈ Ω} < ∞,
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segue-se que

|F (x, u(x)) − F (y, u(y))|
|x − y|α ≤ C(|x − y|1−α + H0,α(u)),

portanto,
|F (x, u(x)) − F (y, u(y))|

|x − y|α ≤ C(δ1−α + H0,α(u))

e assim obtemos

sup
x,y∈Ω

|F (x, u(x)) − F (y, u(y))|
|x − y|α ≤ C(δ1−α + H0,α(u)), com x 6= y,

mostrando que

H0,α(F (·, u(·))) ≤ C(δ1−α + H0,α(u)). (2.23)

Substituindo (2.23) em (2.21) encontramos

‖F (·, u(·))‖α ≤ M1 + C(δ1−α + H0,α(u)). (2.24)

Agora usando (2.24) em (2.18) obtemos

‖u‖2,α ≤ K1(M1 + C(δ1−α + H0,α(u)))

implicando

‖u‖2,α ≤ K1 · M1 + K1Cδ1−α + K1CH0,α(u).

Se M2 = K1M1 + K1Cδ1−α e M3 = K1C, ficamos com

‖u‖2,α ≤ M2 + M3H0,α(u). (2.25)

Afirmação: Para todo ǫ > 0, existe Ψ(ǫ) ∈ R tal que,

H0,α(u) ≤ ǫ‖u‖1 + Ψ(ǫ)‖u‖0, ∀ u ∈ C1(Ω). (2.26)

Assumindo por um momento a afirmação acima, segue de (2.25) que

‖u‖2,α ≤ M2 + M3(ǫ‖u‖1 + Ψ(ǫ)‖u‖0),

que implica

‖u‖2,α ≤ M2 + M3ǫ · ‖u‖1 + M3Ψ(ǫ) · ‖u‖0. (2.27)

Desde que, ‖u‖0 ≤ M fazendo ǫ =
1

2M3

, obtemos

‖u‖2,α ≤ M2 +
1

2
‖u‖1 + M3Ψ(ǫ)M.
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Assim,

2 · ‖u‖2,α ≤ 2M2 + ‖u‖1 + 2M3Ψ(ǫ)M. (2.28)

Usando a definição da norma C2,α(Ω), segue-se que

2‖u‖2,α ≥ ‖u‖2 + ‖u‖1 + H2,α(u),

implicando

2‖u‖2,α ≥ ‖u‖2,α + ‖u‖1.

Substituindo a última desigualdade em (2.28) encontramos

‖u‖2,α + ‖u‖1 ≤ 2M2 + ‖u‖1 + 2M3Ψ(ǫ)M,

e com isso concluimos que

‖u‖2,α ≤ 2(M2 + M3Ψ(ǫ)M).

Considerando c = 2(M2 + M3Ψ(ǫ)M) temos que

‖u‖2,α ≤ c,

para toda u solução do problema (Υ)σ. Agora, usando o fato que a imersão

C2,α(Ω) →֒ C1,α(Ω)

é contínua existe k > 0 tal que

‖u‖1,α ≤ k‖u‖2,α,

implicando que

‖u‖1,α ≤ kc.

Considerando r = ck + 1 temos,

‖u‖1,α < r, ∀ u ∈ E.

Demonstração de (2.26)

Por um cálculo direto temos que

|u(x) − u(y)|
|x − y|α ≤ (H0,1(u))α(2‖u‖0)

1−α,



87

que implica

sup
x,y∈Ω

|u(x) − u(y)|
|x − y|α ≤ (H0,1(u))α(2 · ‖u‖0)

1−α com x 6= y.

Portanto,

H0,α(u) ≤ (H0,1(u))α(2‖u‖0)
1−α.

De acordo com o Lema 2.11

H0,1(u) ≤ K(Ω)‖u‖1

e com isso,

H0,α(u) ≤ (K(Ω)‖u‖1)
α(2‖u‖0)

1−α.

Assim,

H0,α(u) ≤ 21−α(K(Ω))α‖u‖α
1‖u‖1−α

0 . (2.29)

Considerando a = (ǫ1‖u‖1)
α, b = (ǫ1)

−α‖u‖1−α
0 (com ǫ1 > 0), p =

1

α
temos

que q =
1

1 − α
, pois

1

p
+

1

q
= 1 e segue-se da desigualdade de Young (V er [2]) que

a · b ≤ ap

p
+

aq

q
.

Logo,

ab = (ǫ1)
α‖u‖α

1 (ǫ1)
−α‖u‖1−α

0 = ‖u‖α
1‖u‖1−α

0

e portanto

‖u‖α
1‖u‖1−α

0 ≤ ((ǫ1‖u‖1)
α)

1
α

1

α

+
((ǫ1)

−α‖u‖1−α
0 )

1
1−α

1

1 − α

.

Daí,

‖u‖α
1‖u‖1−α

0 ≤ αǫ1‖u‖1 + (1 − α)ǫ1

−α
1−α‖u‖0

e obtemos

H0,α(u) ≤ 21−α(K(Ω))α( αǫ1‖u‖1 + (1 − α)(ǫ1)
−α
1−α‖u‖0 ). (2.30)

Fixando

ǫ1 =
ǫ

21−α(K(Ω))αα
,

temos que

H0,α(u) ≤ ǫ‖u‖1 + Ψ(ǫ)‖u‖0, ∀u ∈ C1(Ω) e ∀ǫ > 0, (2.31)
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onde

Ψ(ǫ) = (1 − α)21−α(K(Ω))α
( ǫ

21−α(K(Ω))αα

) −α
1−α

.

mostrando a desigualdade (2.26).

Usando o Teorema 2.15, para cada σ ∈ [0, 1] existe uσ solução do problema (Υ)σ, ou

seja, 



L(uσ) = σF (x, uσ(x)), ∀ x ∈ Ω

uσ = 0, ∂Ω,

e desta forma podemos afirmar que vale o seguinte teorema:

Teorema 2.17 Seja F ∈ C1(Ω × R) uma função limitada sobre Ω×R, então a equação

{
Lu = F (x, u(x)), ∀ x ∈ Ω

u = 0, ∂Ω,

admite uma solução u ∈ C2,α(Ω).

Observação 2.4 A hipótese que F é limitada sobre Ω × R é essencial, pois no caso

unidimensional, considerando Ω = (0, 2π), e F (x, u) = −u + x o problema

{
u′′ = −u + x

u(0) = u(2π) = 0,
(P4)

não admite solução.

De fato, temos que a solução geral para a equação u′′ = −u + x é dada por

y(x) = c1cosx + c2senx + x.

Impondo a condição y(0) = y(2π) = 0 chegamos a uma contradição. Logo o problema

(P4) não tem solução.



Capítulo 3

O Método de Galerkin e Aplicações

Neste capítulo pretendemos mostrar a existência de solução para a seguinte classe de

problemas singulares 



−∆u =
1

uγ
, Ω

u > 0, Ω

u = 0, ∂Ω,

(P )

onde Ω ⊂ R
N é um domínio limitado, N ≥ 2 e 0 < γ < 1. O método que utilizaremos

é conhecido como o Método de Galerkin.

3.1 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer em.

Nesta seção demonstraremos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Teorema 3.1 Seja f : B̄r(x) → B̄r(x) com B̄r(x) ⊂ R
N uma função contínua. Então,

existe z ∈ B̄r(x) tal que f(z) = z, isto é, f tem um ponto fixo z em B̄r(x).

Demonstração: Vamos mostrar primeiro, o caso em que o centro x da bola é a origem.

Neste caso temos f : B̄r(0) → B̄r(0). Defina a aplicação ϕ : B̄r(0) → R
N , dada por

ϕ(y) = y − f(y) que é contínua, pois é uma diferença de funções contínuas.

Vamos supor que

y − f(y) 6= 0, ∀y ∈ ∂Br(0),

ou equivalentemente,

ϕ(y) 6= 0, ∀y ∈ ∂Br(0),

pois, caso contrário o teorema já estaria demonstrado.

89
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Agora, defina a seguinte homotopia

H : B̄r(0) × [0, 1] → R
N

(y, t) 7→ H(y, t) = y − tf(y).

Vamos mostrar que

0 /∈ H(∂Br(0) × [0, 1]),

isto é,

H(y0, t0) 6= 0, ∀ y0 ∈ ∂Br(0) e ∀ t0 ∈ [0, 1].

Se t = 1 temos

H(y, 1) = y − f(y) = ϕ(y) 6= 0, ∀ y ∈ ∂Br(0)

mostrando que

0 /∈ H(∂Br(0) × {1}).

Agora, vamos analisar o caso em que t ∈ [0, 1) e y ∈ ∂Br(0). Assim,

|tf(y)| = t|f(y)| 6 t.r < r = |y|

e com isso,

|tf(y)| < |y|.

Consequentemente,

tf(y) 6= y

donde segue-se que

y − tf(y) 6= 0 , ∀y ∈ ∂Br(0) e ∀t ∈ [0, 1),

isto é,

H(y, t) 6= 0 , ∀y ∈ ∂Br(0) e ∀t ∈ [0, 1),

ou seja,

0 /∈ H(∂Br(0) × [0, 1)).

Portanto,

0 /∈ H(∂Br(0) × [0, 1]).

Usando a propriedade que o grau topológico de Brouwer é invariante por homotopia

temos

d(H(., t), Br(0), 0) = constante, ∀t ∈ [0, 1]
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e portanto,

d(H(., 0), Br(0), 0) = d(H(., 1), Br(0), 0).

Daí, segue-se que

d(I, Br(0), 0) = d(ϕ,Br(0), 0).

Uma vez que

d(I, Br(0), 0) = 1

temos que

d(ϕ,Br(0), 0) = 1 6= 0.

Agora, usando a propriedade (P2) do grau topológico de Brouwer, existe y0 ∈ Br(0)

tal que ϕ(y0) = 0, que implica

y0 − f(y0) = 0 e com isso y0 = f(y0).

Portanto, a aplicação f tem um ponto fixo y0 em B̄r(0).

Vamos agora provar o caso geral, onde o centro da bola B̄r é um ponto qualquer x ∈ R
N .

Considere a aplicação ϕ : B̄r(0) → B̄r(0), dada por ϕ(y) = f(x + y) − x.

A aplicação ϕ é contínua e ϕ(B̄r(0)) ⊂ B̄r(0), pois

|ϕ(y)| = |f(x + y) − x| ≤ r, isto é, ϕ(y) ∈ B̄r(0).

Assim, ϕ tem um ponto fixo z ∈ B̄r(0), ou seja,

ϕ(z) = z ⇔ f(x + z) − x = z ⇔ f(x + z) = x + z.

Denotando,

w = x + z ∈ B̄r(x)

concluímos que f(w) = w. Mostrando que f tem um ponto fixo em B̄r(x).

3.2 Lema Fundamental

Lema 3.2 Seja f : R
N → R

N uma função contínua com 〈f(x), x〉 ≥ 0, para todo x

verificando |x| = R > 0. Então, existe z0 ∈ B̄r(0) tal que f(z0) = 0.
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Demonstração: A demonstração do Lema Fundamental será feita por contradição.

Considere f(x) 6= 0, ∀x ∈ B̄R(0), e defina a função g : B̄R(0) → B̄R(0) dada por

g(x) =
−R

|f(x)|f(x).

Observe que g verifica g(B̄R(0)) ⊂ B̄R(0), pois

|g(x)| =
∣∣∣
−R

|f(x)|f(x)
∣∣∣ =

R

|f(x)| |f(x)| = R e com isso g(x) ∈ B̄R(0).

Além disso, g é contínua, pois f é contínua por hipótese. Portanto, pelo Teorema do

Ponto Fixo de Brouwer, a função g tem um ponto fixo em B̄R(0). Seja x0 tal ponto

fixo de g, isto é, x0 = g(x0). Desta forma,

|x0| = |g(x0)| = R > 0.

Por outro lado,

R2 = |x0|2 = 〈x0, x0〉 = 〈x0, g(x0)〉 = 〈x0,
−R

|f(x0)|
f(x0)〉 =

−R

|f(x0)|
〈x0, f(x0)〉.

Desde que, por hipótese,

〈x0, f(x0)〉 ≥ 0,

temos que

0 < R2 =
−R

|f(x0)|
〈x0, f(x0)〉 ≤ 0,

que é um absurdo. Portanto, existe z0 ∈ B̄R(0) tal que f(z0) = 0.

3.3 Teorema Envolvendo Sub-Solução e Super-Solução.

Nesta seção definiremos sub-solução e super-solução para (3.1) e demonstraremos

um Teorema envolvendo Sub-Solução e Super-Solução. Devido a Ambrosetti,

Brézis & Cerami (ver [5]), o qual é crucial para mostrar a existência e unicidade do

Problema Singular apresentado neste capítulo.

Definição 3.3 Considere o problema





−∆v = f(v), Ω

v > 0, Ω

v = 0, ∂Ω.

(3.1)
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Dizemos que uma solução v1 ∈ C2(Ω) é uma sub-solução para o problema (3.1), se v1

satisfaz: 



−∆v1 ≤ f(v1), x ∈ Ω

v1 > 0, x ∈ Ω

v1 = 0, x ∈ ∂Ω.

(3.2)

Da mesma forma dizemos que uma solução v2 ∈ C2(Ω) é uma super-solução para o

problema (3.1), se v2 satisfaz:





−∆v2 ≥ f(v2), x ∈ Ω

v2 > 0, x ∈ Ω

v2 = 0, x ∈ ∂Ω.

(3.3)

Teorema 3.4 Considere f : R → R e assuma que f(t) é uma função tal que t−1f(t) é

decrescente para t > 0. Sejam v1 e v2 satisfazendo (3.2) e (3.3). Então, v2 ≥ v1 em Ω.

Demonstração:

Multiplicando (3.2) por −v2 e (3.3) por v1, obtemos

v2∆v1 ≥ −v2f(v1) (3.4)

e

−v1∆v2 ≥ v1f(v2). (3.5)

Somando-se as desigualdades (3.4) e (3.5) encontramos

−v1∆v2 + v2∆v1 ≥ v1f(v2)−v2f(v1), (3.6)

donde segue-se que

−v1∆v2 + v2∆v1 ≥
[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
. (3.7)

Seja θ(t) uma função suave não decrescente tal que

θ(t) =





1, se t ≥ 1

0, se t ≤ 0.
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Definindo para cada ǫ > 0, a função

θǫ(t) = θ
( t

ǫ

)
,

temos que

θǫ(t) ≥ 0,∀t ∈ R.

De fato:

θǫ(t) = θ
( t

ǫ

)
=





1, se
t

ǫ
≥ 1

0, se
t

ǫ
≤ 0,

ou seja,

θǫ(t) =





1, se t ≥ ǫ

0, se t ≤ 0.

Sendo θ(t) uma função suave não decrescente segue-se que θǫ(t) ≥ 0, ∀t ∈ R.

Multiplicando a desigualdade (3.7) por θǫ(v1 − v2) e integrando em Ω, encontramos

∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1]θǫ(v1 − v2)dx ≥
∫

Ω

[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
θǫ(v1 − v2)dx. (3.8)

Trabalhando com o lado esquerdo da desigualdade (3.8), ou seja, com o termo

∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1]θǫ(v1 − v2)dx, (3.9)

deduzimos que,

∫

Ω

[−v1∆v2+v2∆v1]θǫ(v1−v2)dx=−
∫

Ω

[θǫ(v1−v2)v1]∆v2dx+

∫

Ω

[θǫ(v1−v2)v2]∆v1dx. (3.10)

Usando a primeira identidade de Green na primeira parcela do segundo membro da

igualdade (3.10) obtemos

−
∫

Ω

[θǫ(v1−v2)v1]∆v2dx = −
[
−

∫

Ω

∇v2∇[θǫ(v1−v2)v1]dx+

∫

∂Ω

[θǫ(v1−v2)v1]
∂v2

∂η
ds

]
(3.11)
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e sendo v1 = 0 em ∂Ω temos que

−
∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)v1]∆v2dx =

∫

Ω

∇[θǫ(v1 − v2)v1]∇v2dx. (3.12)

Calculando ∇[θǫ(v1 − v2)v1] e substituindo em (3.12) encontramos

−
∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)v1]∆v2dx =

∫

Ω

[∇[θǫ(v1 − v2)]v1 + θǫ(v1 − v2)∇v1]∇v2dx. (3.13)

Pela linearidade da integral

−
∫

Ω

[θǫ(v1−v2)v1]∆v2dx =

∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1−v2)∇(v1−v2)]v1∇v2dx +

∫

Ω

[θǫ(v1−v2)]∇v1∇v2dx

e consequentemente

−
∫

Ω

[θǫ(v1−v2)v1]∆v2dx=

∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1−v2)(∇v1−∇v2)]v1∇v2dx+

∫

Ω

[θǫ(v1−v2)]∇v1∇v2dx. (3.14)

Agora, usando a primeira identidade de Green na segunda parcela do segundo membro

de (3.10) obtemos
∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)v2]∆v1dx = −
∫

Ω

∇v1∇[θǫ(v1 − v2)v2]dx +

∫

∂Ω

[θǫ(v1 − v2)v2]
∂v1

∂η
ds.

Sendo v2 = 0 em ∂Ω, temos que
∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)v2]∆v1dx = −
∫

Ω

∇v1∇[θǫ(v1 − v2)v2]dx. (3.15)

Calculando ∇[θǫ(v1 − v2)v2] e substituindo em (3.15) encontramos
∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)v2]∆v1dx = −
∫

Ω

[∇[θǫ(v1 − v2)]v2 + [θǫ(v1 − v2)]∇v2]∇v1dx.

Consequentemente,
∫

Ω

[θǫ(v1−v2)v2]∆v1dx = −
∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1−v2)]∇(v1−v2)v2∇v1dx−
∫

Ω

[θǫ(v1−v2)]∇v1∇v2dx.

Usando a linearidade do gradiente obtemos
∫

Ω

[θǫ(v1−v2)v2]∆v1dx=−
∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1−v2)](∇v1−∇v2)v2∇v1dx−
∫

Ω

[θǫ(v1−v2)]∇v1∇v2dx. (3.16)
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Somando as igualdades (3.14) e (3.16) ficamos com

−
∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)v1]∆v2dx +

∫

Ω

[θǫ(v1 − v2) · v2]∆v1dx

=

∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1 − v2)(∇v1 −∇v2)]v1∇v2dx +

∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)]∇v1∇v2dx

−
∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1 − v2)](∇v1 −∇v2)v2∇v1dx −
∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)]∇v1∇v2dx.

Portanto,

−
∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)v1]∆v2dx +

∫

Ω

[θǫ(v1 − v2)v2]∆v1dx

=

∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1 − v2)(∇v1 −∇v2)]v1∇v2dx −
∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1 − v2)](∇v1 −∇v2)v2∇v1dx. (3.17)

Usando novamente a linearidade da integral no lado esquerdo da igualdade (3.17) e

somando e subtraindo

∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1 − v2)(∇v1 −∇v2)]v1∇v1dx

no lado direito da mesma encontramos∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1][θǫ(v1 − v2)]dx =

=

∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1 − v2)(∇v1 −∇v2)]v1∇v2dx −
∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1 − v2)(∇v1 −∇v2)]v1∇v1dx (3.18)

+

∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1 − v2)(∇v1 −∇v2)]v1∇v1dx −
∫

Ω

[θ
′

ǫ(v1 − v2)](∇v1 −∇v2)v2∇v1dx.

Daí, segue-se que∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1][θǫ(v1 − v2)]dx

=

∫

Ω

v1[θ
′

ǫ(v1−v2)](∇v1−∇v2)(∇v2 −∇v1)dx+

∫

Ω

(v1−v2)[θ
′

ǫ(v1−v2)]∇v1(∇v1−∇v2)dx.

(3.19)

Logo∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1][θǫ(v1 − v2)]dx

=−
∫

Ω

v1[θ
′

ǫ(v1−v2)]‖∇v1−∇v2‖2dx +

∫

Ω

(v1 − v2)[θ
′

ǫ(v1 − v2)]∇v1(∇v1 −∇v2)dx. (3.20)

Observe que

−
∫

Ω

v1[θ
′

ǫ(v1 − v2)]|∇v1 −∇v2|2dx ≤ 0.
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Assim, somando a ambos os membros da desigualdade acima a expressão

∫

Ω

(v1 − v2)[θ
′

ǫ(v1 − v2)]∇v1(∇v1 −∇v2)dx

obtemos

−
∫

Ω

v1[θ
′

ǫ(v1 − v2)]|∇v1 −∇v2|2dx +

∫

Ω

(v1 − v2)[θ
′

ǫ(v1 − v2)]∇v1(∇v1 −∇v2)dx

≤
∫

Ω

(v1 − v2)[θ
′

ǫ(v1 − v2)]∇v1(∇v1 −∇v2)dx.

Usando a desigualdade acima em (3.20) concluimos que

∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1][θǫ(v1 − v2)]dx ≤
∫

Ω

(v1 − v2)[θ
′

ǫ(v1 − v2)]∇v1(∇v1 −∇v2)dx.

Uma vez que

(v1 − v2)[θ
′

ǫ(v1 − v2)](∇v1 −∇v2) = ∇[γǫ(v1 − v2)], onde γǫ(t) =

∫ t

0

sθ
′

ǫ(s)ds (3.21)

encontramos

∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1][θǫ(v1 − v2)]dx ≤
∫

Ω

∇v1∇[γǫ(v1 − v2)]dx. (3.22)

Usando novamente a primeira identidade de Green no lado direito da desigualdade

(3.22) obtemos

∫

Ω

∇v1∇[γǫ(v1 − v2)]dx = −
∫

Ω

γǫ(v1 − v2)∆v1dx +

∫

∂Ω

γǫ(v1 − v2) ·
∂v1

∂η
ds

e sendo v1 − v2 = 0 em ∂Ω, segue-se que γǫ(v1 − v2) = γǫ(0) = 0. Logo,

∫

Ω

∇v1∇[γǫ(v1 − v2)]dx =

∫

Ω

γǫ(v1 − v2)(−∆v1)dx.

Desde que,

−∆v1 ≤ f(v1),∀x ∈ Ω

pela desigualdade (3.2) concluimos que

∫

Ω

∇v1∇[γǫ(v1 − v2)]dx ≤
∫

Ω

γǫ(v1 − v2)f(v1)dx. (3.23)

Usando o fato que, 0 ≤ γǫ ≤ ǫ, segue-se de (3.23)

∫

Ω

∇v1∇[γǫ(v1 − v2)]dx ≤
∫

Ω

ǫf(v1)dx.
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Pela desigualdade (3.22) obtemos
∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1][θǫ(v1 − v2)]dx ≤
∫

Ω

ǫf(v1)dx

e consequentemente
∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1][θǫ(v1 − v2)]dx ≤ ǫ

∫

Ω

f(v1)dx.

Fixando
∫

Ω

f(v1)dx = M temos que

∫

Ω

[−v1∆v2 + v2∆v1][θǫ(v1 − v2)]dx ≤ ǫM.

Pela desigualdade (3.8) encontramos
∫

Ω

[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
[θǫ(v1 − v2)]dx ≤ ǫM, (3.24)

ou equivalentemente,
∫

[v1≤v2]

[
v1v2

(f(v2)

v2

−f(v1)

v1

)]
[θǫ(v1−v2)]dx+

∫

[v1>v2]

[
v1v2

(f(v2)

v2

−f(v1)

v1

)]
[θǫ(v1−v2)]dx ≤ ǫM.

(3.25)

Observe que, em [v1 ≤ v2] temos que θǫ(v1 − v2) ≡ 0. Desta forma,
∫

[v1≤v2]

[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
[θǫ(v1 − v2)]dx ≡ 0.

Então, ∫

[v1>v2]

[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
[θǫ(v1 − v2)]dx ≤ ǫM.

No conjunto [v1 > v2] temos

[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
[θǫ(v1 − v2)] ≥ 0

e quando ǫ → 0 obtemos o limite

[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
[θǫ(v1 − v2)] →

[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
.

Definindo

fǫ(x) =
[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
[θǫ(v1 − v2)](x) ≥ 0 com Ω = [v1 > v2]
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e

f(x) =
[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
(x),

concluimos pelo Lema de Fatou (ver Teorema B.2) em (3.25) que

0 ≥ lim inf
ǫ→0

∫

[v1>v2]

fǫ(x)dx ≥
∫

[v1>v2]

f(x)dx,

ou seja,
∫

[v1>v2]

[
v1v2

(f(v2)

v2

−f(v1)

v1

)]
dx ≤ lim inf

ǫ→0

∫

[v1>v2]

[
v1v2

(f(v2)

v2

−f(v1)

v1

)]
[θǫ(v1−v2)]dx≤0.

Assim ∫

[v1>v2]

[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
dx = 0.

Desde que,

[
v1v2

(f(v2)

v2

− f(v1)

v1

)]
> 0 em [v1 > v2]

concluimos que

med.[v1 > v2] = 0

(ver o Teorema B.21). Portanto,

v1 ≤ v2 q.t.p. em Ω.

Sendo v1 e v2 funções contínuas em Ω, temos que v1(x) ≤ v2(x), ∀x ∈ Ω.

3.4 Um Problema Auxiliar

Para cada ǫ>0 fixado, considere o seguinte problema




−∆u =
1

(ǫ + |u|)γ
, Ω

u = 0, ∂Ω.
(P )ǫ

Um importante fato que temos a destacar é que cada solução clássica uǫ do problema

(P )ǫ é estritamente positiva em Ω, isto é,

uǫ(x) > 0, ∀x ∈ Ω.
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De fato, sendo uǫ solução do problema (P )ǫ, temos




−∆uǫ =
1

(ǫ + |uǫ|)γ
, Ω

uǫ = 0, ∂Ω.

Assim,

∆uǫ(x) < 0, ∀x ∈ Ω.

Consequentemente, a função uǫ é super-harmônica1 e pelo Princípio do Máximo temos

uǫ(x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω,

pois,

uǫ(x) ≥ min
Ω

u = min
∂Ω

u = 0

e portanto,

uǫ(x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω.

Afirmação:

uǫ(x) > 0 ∀x ∈ Ω.

De fato, pois caso contrário, existiria

x0 ∈ Ω tal que uǫ(x0) = 0.

Por outro lado,

uǫ(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω.

Portanto, pelo Teorema 2.6 o mínimo é atingido em ∂Ω e com isso

uǫ(x) > 0 ∀x ∈ Ω .

Recordamos que uǫ é uma solução fraca de (P )ǫ se uǫ ∈ H1
0 (Ω) e satisfaz a seguinte

igualdade ∫

Ω

∇uǫ∇ϕdx =

∫

Ω

ϕ

(ǫ + uǫ)γ
dx, ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω).

Vamos agora fixar algumas notações:

No que segue-se, vamos denotar por β = {e1, e2, e3, ...en, ...} uma base Hilbertiana

para H1
0 (Ω) e fixar a notação ‖.‖ : H1

0 (Ω) → R para a norma usual de H1
0 (Ω), isto é,

‖u‖ =
( ∫

Ω

|∇u|2dx
) 1

2
.
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Para cada m ∈ N vamos fixar

Vm = [e1, e2, e3, ..., em],

o subespaço de H1
0 (Ω) gerado pelos vetores e1, e2, e3, ..., em. Veja que, se v ∈ Vm temos

que

v =
m∑

i=1

αiei com αi ∈ R.

Note que Vm é isomorfo ao R
m, pois basta considerar a transformação linear

F : Vm → R
m dada por F (v) = (α1, α2, α3, ..., αm), onde v =

m∑

i=1

αiei.

Observe que

‖v‖ = |α| com α = (α1, α2, α3, ..., αm).

Considere agora a função f : R
m → R

m definida por f(α) = (f1(α), f2(α), f3(α), ..., fm(α)),

onde

fj(α) =

∫

Ω

∇v∇ejdx −
∫

Ω

ej

(ǫ + |v|)γ
dx.

Aqui estamos identificando o vetor α = (α1, α2, α3, ..., αm) com a função v =
m∑

i=1

αiei.

Afirmação:

(I)f é contínua,

(II)existe R > 0 tal que 〈f(α), α〉 ≥ 0, para |α| = R > 0.

Análise de (I):

Devemos mostrar que

αn −→ α0 em R
m implica quef(αn) −→ f(α0) em R

m.

Para αn e α0 vamos usar as funções vn =
m∑

i=1

αni
ei e v0 =

m∑

i=1

α0i
ei, onde

αn = (αn1 , αn2 , αn3 , . . . , αnm
) e α0 = (α01 , α02 , α03 , . . . , α0m

).

Observe que αn → α0 implica que αnk
→ α0k

para cada k fixado e vn → v0 em H1
0 (Ω).

De acordo com a definição de fj temos que

fj(αn) =

∫

Ω

∇vn∇ejdx −
∫

Ω

ej

(ǫ + |vn|)γ
dx

e

fj(α0) =

∫

Ω

∇v0∇ejdx −
∫

Ω

ej

(ǫ + |v0|)γ
dx.
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Desde que,

vn → v0 em H1
0 (Ω) (3.26)

por propriedade de produto interno

〈vn, ej〉 → 〈v0, ej〉.

Logo ∫

Ω

∇vn∇ejdx →
∫

Ω

∇v0∇ejdx em R. (3.27)

Agora, vamos mostrar que

∫

Ω

ej

(ǫ + |vn|)γ
dx →

∫

Ω

ej

(ǫ + |v0|)γ
dx.

Segue de (3.26) e do fato da imersão H1
0 (Ω) →֒ L2(Ω) ser contínua que

vn −→ v0 em L2(Ω).

Assim, pelo Teorema B.7, existe uma subsequência {vnk
} ⊂ {vn} tal que

{vnk
} ⊂ L2(Ω) que satisfaz

I) vnk
(x) → v0(x) q.t.p. em Ω,

II) |vnk
(x)| ≤ h(x), ∀ k q.t.p. em Ω com h ∈ L2(Ω).

Sendo L2(Ω) ⊂ L1(Ω) temos que h ∈ L1(Ω).

Definindo as funções

fnk
(x) =

ej(x)

(ǫ + |vnk
(x)|)γ

e f(x) =
ej(x)

(ǫ + |v0(x)|)γ

e usando o fato que vnk
(x) → v0(x) q.t.p. em Ω obtemos

ej(x)

(ǫ + |vnk
(x)|)γ

→ ej(x)

(ǫ + |v0(x)|)γ
q.t.p. em Ω,

ou seja,

fnk
(x) → f(x) q.t.p. em Ω.

Veja que, sendo
|ej(x)|

(ǫ + |vnk
(x)|)γ

≤ |ej(x)|
ǫγ

.
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Por outro lado,

∣∣∣
ej(x)

(ǫ + |vnk
(x)|)γ

∣∣∣ =
|ej(x)|

(ǫ + |vnk
(x)|)γ

≤ 1

ǫγ
|ej(x)| = h(x), ∀ k.

Assim,

|fnk
(x)| ≤ 1

ǫγ
|ej(x)| = h(x), ∀ k.

Logo,
1

ǫγ
|ej| = h ∈ L1(Ω).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue concluímos que
∫

Ω

ej

(ǫ + |vnk
|)γ

dx →
∫

Ω

ej

(ǫ + |v0|)γ
dx. (3.28)

Desde que a convergência em (3.27) é valida para toda sequência {vn}, a mesma também

se verifica para a subsequência {vnk
} ⊂ {vn}. Logo, de (3.27) e (3.28) obtemos

∫

Ω

∇vnk
∇ejdx −

∫

Ω

ej

(ǫ + |vnk
|)γ

dx →
∫

Ω

∇v0∇ejdx −
∫

Ω

ej

(ǫ + |v0|)γ
dx,

isto é,

fj(αnk
) → fj(α0),∀j = 1, 2, 3, . . . , m

e desta forma

f(αnk
) → f(α0) em R

m.

Para concluírmos a demonstração do item (I), devemos mostrar que

f(αn) → f(α0) em R
m. (3.29)

Suponhamos por contradição que o limite em (3.29) não ocorre, então existe ǫ0 > 0 e

{f(αnj
)} ⊂ {f(αn)} tal que

|f(αnj
) − f(αn)|Rm ≥ ǫ0, ∀ nj. (3.30)

Usando {f(αnj
)} no lugar de {f(αn)}, na primeira parte da demonstração, existe

{f(αnjp
)} ⊂ {f(αnj

)} tal que

f(αnjp
) → f(α0) em R

m.

Assim, existe nj0 ∈ N tal que

|f(αnjp
) − f(α0)| <

ǫ0

2
, ∀ njp

≥ nj0 ,
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que é um absurdo com (3.30). Portanto, devemos ter

f(αn) → f(α0) em R
m.

Mostrando assim, a continuidade da função f em R
m.

Análise de (II):

Observe que

〈f(α), α〉 = f1(α)α1 + f2(α)α2 + f3(α)α3 + . . . + fm(α)αm,

ou seja,

〈f(α), α〉 =
m∑

i=1

fi(α)αi.

Portanto

〈f(α), α〉 =
m∑

j=1

αj

[ ∫

Ω

∇v∇ejdx −
∫

Ω

ej

(ǫ + |v|)γ
dx

]

implicando

〈f(α), α〉 =
m∑

j=1

[
αj

∫

Ω

∇v∇ejdx − αj

∫

Ω

ej

(ǫ + |v|)γ
dx

]

com isso,

〈f(α), α〉 = ‖v‖2 −
∫

Ω

v

(ǫ + |v|)γ
dx.

Sendo

−
∫

Ω

|v|
(ǫ + |v|)γ

dx ≥ − 1

ǫγ

∫

Ω

|v|dx,

temos

〈f(α), α〉 ≥ ‖v‖2− 1

ǫγ

∫

Ω

|v|dx

mostrando que

〈f(α), α〉 ≥ ‖v‖2− 1

ǫγ
‖v‖L1(Ω). (3.31)

Usando o fato que a imersão de Sobolev H1
0 (Ω) em L1(Ω) é contínua, temos que

|v|L1(Ω) ≤ c1‖v‖H1
0 (Ω). (3.32)

Fazendo a substituição de (3.32) em (3.31), temos que

〈f(α), α〉 ≥ ‖v‖2−c1

ǫγ
‖v‖. (3.33)

Temos por (3.33) que ‖v‖ = |α|, logo

〈f(α), α〉 ≥ |α|2 − cǫ|α|, onde cǫ =
c1

ǫγ
.
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Fixando R > 0 tal que

R2 − cǫR > 0

concluímos que

〈f(α), α〉 ≥ 0, para |α| = R.

Provando desta forma o item (II).

Portanto, pelo Lema Fundamental, existe zm ∈ R
m tal que f(zm) = 0 e |zm| ≤ R.

Logo,

fj(zm) = 0, ∀j = 1, 2, 3, . . .m,

isto é,
∫

Ω

∇vm∇ejdx −
∫

Ω

ej

(ǫ + |vm|)γ
dx = 0, ∀j = 1, 2, 3, . . . , m, ∀ej ∈ Vm, (3.34)

com zm = (η1, η2, η3, . . . , ηm), vm =
m∑

i=1

ηiei e ‖vm‖ = |zm| ≤ R.

É imediato observar que de (3.34) temos a igualdade
∫

Ω

∇vm∇ψdx −
∫

Ω

ψ

(ǫ + |vm|)γ
dx = 0, ∀ ψ ∈ Vm, ‖vm‖ ≤ R.

Fixando

Φ ∈ H1
0 (Ω) temos que Φ =

∞∑

i=1

αiei,

com

‖Φ‖2 =
∞∑

i=1

|αi|2 < ∞.

Desde que

Φ =
∞∑

i=1

αiei

temos que

Φ = lim
m→∞

m∑

i=1

αiei.

Considerando

Ψm =
m∑

i=1

αiei ∈ Vm,

concluimos que

Φ = lim
m→∞

Ψm em H1
0 (Ω).
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Observe que Vm ⊆ Vk, para m ≤ k. No que segue, vamos fixar m e considerar k > m.

Assim,

∫

Ω

∇vk∇Ψmdx −
∫

Ω

Ψm

(ǫ + |vk|)γ
dx = 0, ∀k > m, pois Ψm ∈ Vk. (3.35)

Passando ao limite quando k → ∞ na igualdade (3.35) e usando os limites

∫

Ω

∇vk∇Ψmdx →
∫

Ω

∇v∇Ψmdx (3.36)

e ∫

Ω

Ψm

(ǫ + |vk|)γ
dx →

∫

Ω

Ψm

(ǫ + |v|)γ
dx, (3.37)

obtemos ∫

Ω

∇v∇Ψmdx −
∫

Ω

Ψm

(ǫ + |v|)γ
dx = 0, ∀m ∈ N. (3.38)

Vamos provar a convergência (3.36).

Temos que H1
0 (Ω) é um espaço reflexivo, pois é um espaço de Hilbert, toda sequência

limitada {vk} ⊆ H1
0 (Ω) admite uma subsequência {vkj

} ⊆ {vk} que converge

fraco v em H1
0 (Ω). Em símbolos,

vkj
⇀ v em H1

0 (Ω).

Considerando a aplicação

F : H1
0 (Ω) → R

w 7→ F (w) =

∫

Ω

∇w∇Ψmdx

temos que, F ∈ (H1
0 (Ω))′. De acordo com a definição de convergência fraca temos

F (vkj
) → F (v) em R,

ou seja, ∫

Ω

∇vkj
∇Ψmdx →

∫

Ω

∇v∇Ψmdx em R. (3.39)

Vamos provar a convergência (3.37).

Defina as seguintes aplicações

fkj
(x) =

Ψm(x)

(ǫ + |vkj
(x)|)γ

e f(x) =
Ψm(x)

(ǫ + |v(x)|)γ
.
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Sendo H1
0 (Ω) reflexivo e {vk} limitada em H1

0 (Ω), existem uma subsequência

{vkj
} ⊂ {vk} e v ∈ H1

0 (Ω) tal que

vkj
⇀ v em H1

0 (Ω).

Desde que, a imersão H1
0 (Ω) →֒ L2(Ω) é compacta temos que

vkj
→ v em L2(Ω).

Assim, existe uma subsequência {vkjp
} ⊂ L2(Ω) tal que {vkjp

} ⊂ {vk} e satisfaz:

I) vkjp
(x) → v(x) q.t.p. em Ω,

II) |vkjp
(x)| ≤ h(x), q.t.p. em Ω com h ∈ L2(Ω).

Sendo Ω um domínio limitado tem-se h ∈ L1(Ω).

Logo,
Ψm(x)

(ǫ + |vkjp
(x)|)γ

→ Ψm(x)

(ǫ + |v(x)|)γ
q.t.p. em Ω,

ou seja,

fkjp
(x) → f(x) q.t.p. em Ω.

Veja que

|fkjp
(x)| =

∣∣∣
Ψm(x)

(ǫ + |vkjp
(x)|)γ

∣∣∣ =
|Ψm(x)|

(ǫ + |vkjp
(x)|)γ

.

Sendo
|Ψm(x)|

(ǫ + |vkjp
(x)|)γ

≤ 1

ǫγ
|Ψm(x)|,

encontramos

|fkjp
(x)| ≤ 1

ǫγ
|Ψm(x)| = g(x).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Ver Teorema B.1) concluimos

que ∫

Ω

Ψm

(ǫ + |vkjp
|)γ

dx →
∫

Ω

Ψm

(ǫ + |v|)γ
dx. (3.40)

Desde que, a igualdade (3.37) é válida para toda sequência {vk}, em particular vale

para a subsequência {vkjp
} ⊂ {vkj

}, ou seja,
∫

Ω

∇vkjp
∇Ψmdx −

∫

Ω

Ψm

(ǫ + |vkjp
|)γ

dx = 0. (3.41)

Portanto, passando ao limite quando kjp
→ ∞ na igualdade (3.41) e, usando os limites

(3.39) e (3.40) obtemos
∫

Ω

∇v∇Ψmdx −
∫

Ω

Ψm

(ǫ + |v|)γ
dx = 0, ∀m ∈ N, (3.42)
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Isto mostra, a igualdade (3.38).

Agora, passando ao limite quando m → ∞ na igualdade (3.42) e usando os limites

∫

Ω

∇v∇Ψmdx →
∫

Ω

∇v∇Φdx (3.43)

e ∫

Ω

Ψm

(ǫ + |v|)γ
dx →

∫

Ω

Φ

(ǫ + |v|)γ
dx, (3.44)

obtemos a igualdade

∫

Ω

∇v∇Φdx −
∫

Ω

Φ

(ǫ + |v|)γ
dx = 0,∀Φ ∈ H1

0 (Ω). (3.45)

Prova da convergência (3.43).

Temos que Ψm → Φ em H1
0 (Ω), que implica

∫

Ω

∇v∇Ψmdx →
∫

Ω

∇v∇Φdx.

Prova da convergência (3.44).

Desde que

Ψm → Φ em H1
0 (Ω),

então

Ψm → Φ em L2(Ω).

Em consequência disso, existe uma subsequência {Ψmj
} ⊂ L2(Ω) tal que

{Ψmj
} ⊂ {Ψm} e verifica:

(I)Ψmj
(x) → Φ(x) q.t.p. em Ω,

(II)|Ψmj
(x)| ≤ h(x),∀j q.t.p. em Ω com h ∈ L2(Ω).

Sendo L2(Ω) ⊂ L1(Ω), então h ∈ L1(Ω). Definindo

fmj
(x) =

Ψmj
(x)

(ǫ + |v(x)|)γ
e f(x) =

Φ(x)

(ǫ + |v(x)|)γ

e tendo em vista que

Ψmj
(x) → Φ(x) q.t.p. em Ω

temos que
Ψmj

(x)

(ǫ + |v(x)|)γ
→ Φ(x)

(ǫ + |v(x)|)γ
q.t.p. em Ω,
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isto é,

fmj
(x) → f(x) q.t.p. em Ω.

Desde que

|Ψmj
(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω ∀mj ∈ N,

temos que
|Ψmj

(x)|
(ǫ + |v(x)|)γ

≤ 1

ǫγ
|Ψmj

(x)| ≤ 1

ǫγ
h(x), ∀mj.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue concluimos que

lim
mj→∞

∫

Ω

fmj
(x)dx =

∫

Ω

f(x)dx,

ou seja, ∫

Ω

Ψmj

(ǫ + |v|)γ
dx →

∫

Ω

Φ

(ǫ + |v|)γ
dx. (3.46)

Visto que a igualdade (3.43) é válida para toda sequência {Ψm}, também é verdadeira

para uma subsequência {Ψmj
} ⊂ {Ψm}, ou seja,

∫

Ω

∇v∇Ψmj
dx −

∫

Ω

Ψmj

(ǫ + |v|)γ
dx = 0, ∀mj ∈ N. (3.47)

Passando ao limite quando mj → ∞ em (3.47) e usando os limites (3.43) e (3.46)

obtemos ∫

Ω

∇v∇Φdx −
∫

Ω

Φ

(ǫ + |v|)γ
dx = 0, ∀Φ ∈ H1

0 (Ω). (3.48)

Portanto, a função v é uma solução fraca do problema (P )ǫ, isto é,

(P )ǫ





−∆v =
1

(ǫ + |v|)γ
, Ω

v > 0, Ω

v = 0, ∂Ω.

Mostramos assim, que dado ǫ > 0, existe uǫ ∈ H1
0 (Ω) tal que

(P )ǫ





−∆uǫ =
1

(ǫ + uǫ)γ
, Ω

uǫ > 0, Ω

uǫ = 0, ∂Ω.
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No que segue-se, vamos considerar ǫn =
1

n
, uǫn

= un e trabalhar com o seguinte

problema 



−∆un =
1

( 1
n

+ un)γ
, Ω

un > 0, Ω

un = 0, ∂Ω.

Pela teoria da regularidade ver ([1]) é possível mostrar que

un ∈ C2(Ω) ∩ H1
0 (Ω).

Segue da definição de solução fraca que

∫

Ω

∇un∇Φdx =

∫

Ω

Φ

( 1
n

+ un)γ
dx, ∀Φ ∈ H1

0 (Ω).

Escolhendo Φ = un deduzimos que

∫

Ω

∇un∇undx =

∫

Ω

un

( 1
n

+ un)γ
dx,

e portanto, ∫

Ω

|∇un|2dx =

∫

Ω

un

( 1
n

+ un)γ
dx.

Consequentemente, ∫

Ω

|∇un|2 ≤
∫

Ω

u1−γ
n dx (3.49)

e assim,

‖un‖2
H1

0 (Ω) ≤ |Ω|γ‖un‖1−γ

L1(Ω). (3.50)

Usando o fato que a imersão de Sobolev H1
0 (Ω) →֒ L1(Ω) é contínua, existe c > 0 tal

que

‖un‖2 ≤ c‖un‖1−γ.

Disso concluimos que existe um k > 0 satisfazendo ‖un‖ ≤ k, mostrando que un é

limitada.

Sendo H1
0 (Ω) reflexivo, existe uma subsequência {unj

} ⊂ {un} e u ∈ H1
0 (Ω) tal que

unj
⇀ u em H1

0 (Ω)

e

unj
(x) → u(x) q.t.p. em Ω.
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Denotando unj
= vj, segue-se que





−∆vj =
1

( 1
nj

+ vj)γ
, Ω

vj > 0, Ω

vj = 0, ∂Ω,

e portanto, 



−∆(vj + 1
nj

) =
1

( 1
nj

+ vj)γ
, Ω

vj > 0, Ω

vj = 0, ∂Ω.

Definindo

Ψj = vj +
1

nj

tem-se que 



−∆Ψj =
1

Ψγ
j

, Ω

Ψj > 0, Ω

Ψj > 0, ∂Ω.

Usando o Teorema 3.4,

Ψj(x) ≥ ϕ1(x),∀x ∈ Ω, ∀ j ∈ N, (3.51)

onde ϕ1 é uma autofunção positiva de −∆ em H1
0 (Ω) associada ao primeiro autovalor

λ1.

De acordo com a desigualdade (3.51) temos que

vj(x) +
1

nj

≥ ϕ1(x),∀x ∈ Ω, ∀ j ∈ N. (3.52)

Logo, passando ao limite quando j → ∞, na desigualdade (3.52), obtemos

lim
j→∞

(
vj(x) +

1

nj

)
≥ lim

nj→∞
ϕ1(x)

ou seja,

lim
j→∞

vj(x) + lim
nj→∞

1

nj

≥ ϕ1(x).

Assim,

u(x) ≥ ϕ1(x) > 0 q.t.p. em Ω. (3.53)
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Portanto, med({x ∈ Ω; u(x) = 0}) = 0.

Segue da definição de solução fraca que
∫

Ω

∇vj∇ϕdx =

∫

Ω

ϕ

( 1
n

+ vj)γ
dx, ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω). (3.54)

Logo passando ao limite quando j → ∞, na igualdade (3.54), e usando os limites
∫

Ω

∇vj∇ϕdx →
∫

Ω

∇u∇ϕdx (3.55)

e ∫

Ω

ϕ

( 1
nj

+ vj)γ
dx →

∫

Ω

ϕ

uγ
dx (3.56)

obtemos a igualdade,
∫

Ω

∇u∇ϕdx =

∫

Ω

ϕ

uγ
dx,∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω). (3.57)

Prova da convergência (3.55).

Desde que

vj ⇀ u em H1
0 (Ω)

pela análise feita anteriormente temos que
∫

Ω

∇vj∇ϕdx →
∫

Ω

∇u∇ϕdx em R.

Prova da convergência (3.56).

Sendo Ω ⊂ R
N , um aberto limitado do R

N com fronteira suave e sendo K ⊂ Ω o

suporte de ϕ temos a igualdade
∫

Ω

ϕ

( 1
nj

+ vj)γ
dx =

∫

K

ϕ

( 1
nj

+ vj)γ
dx.

Desde que,

Ψj(x) = vj(x) +
1

nj

≥ ϕ1(x) > 0, ∀x ∈ Ω

vale a desigualdade,
∣∣∣

ϕ

(vj + 1
nj

)γ

∣∣∣ =
|ϕ|

(vj + 1
nj

)γ
≤ |ϕ|

ϕγ
1

, ∀j.

Sendo ϕ1 uma autofunção positiva associada a λ1 temos que ϕ1 ∈ C(Ω) (ver [8]).

Assim, existe z ∈ K tal que

m0 = ϕ1(z) = min
x∈K

ϕ1(x).
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Logo, por definição de mínimo temos que

ϕ1(x) ≥ m0, ∀x ∈ K.

Portanto, ∣∣∣
ϕ

(vj + 1
nj

)γ

∣∣∣ ≤ |ϕ|
m0

γ
= h ∈ L1(K).

Além disso,
ϕ(x)

(vj(x) + 1
nj

)γ
→ ϕ(x)

u(x)γ , q.t.p. em K.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue concluimos que

∫

Ω

ϕ

( 1
nj

+ vj)γ
dx =

∫

K

ϕ

( 1
nj

+ vj)γ
dx →

∫

K

ϕ

uγ
dx =

∫

Ω

ϕ

uγ
dx,

justificando assim a igualdade (3.57), ou seja,

∫

Ω

∇u∇ϕdx =

∫

Ω

ϕ

uγ
dx, ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω). (3.58)

Desde que,

H1
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
‖‖

H1(Ω) ,

dada Ψ ∈ H1
0 (Ω), existe uma sequência ϕn ∈ C∞

0 (Ω) tal que

‖ϕn − Ψ‖H1(Ω) → 0, quando n → ∞.

Afirmação: Dada Ψ ∈ H1
0 (Ω) temos que

∫

Ω

∇u∇Ψdx =

∫

Ω

Ψ

uγ
dx, (3.59)

isto é, u é solução fraca do problema




−∆u =
1

uγ
, Ω

u > 0, Ω

u = 0, ∂Ω.

De fato, fixado Ψ ∈ H1
0 (Ω) considere {ϕn} ⊂ C∞

0 (Ω) com

‖ϕn − Ψ‖H1(Ω) → 0, quando n → ∞.
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Segue da igualdade (3.58)

∫

Ω

∇u∇ϕndx =

∫

Ω

ϕn

uγ
dx, ∀ n ∈ N. (3.60)

Passando ao limite quando n → ∞ na igualdade (3.60) e usando os limites

∫

Ω

∇u∇ϕndx →
∫

Ω

∇u∇Ψdx (3.61)

e ∫

Ω

ϕn

uγ
dx →

∫

Ω

Ψ

uγ
dx (3.62)

encontramos ∫

Ω

∇u∇Ψdx =

∫

Ω

Ψ

uγ
dx, ∀ Ψ ∈ H1

0 (Ω). (3.63)

Vamos provar (3.62).

Veja que, ∣∣∣
∫

Ω

ϕn

uγ
dx −

∫

Ω

Ψ

uγ

∣∣∣ =
∣∣∣
∫

Ω

ϕn − Ψ

uγ
dx

∣∣∣ ≤
∫

Ω

|ϕn − Ψ|
uγ

dx.

Sendo

u(x) ≥ ϕ1(x) > 0, ∀ x ∈ Ω,

conforme (3.53) encontramos

∣∣∣
∫

Ω

ϕn

uγ
dx −

∫

Ω

Ψ

uγ

∣∣∣ ≤
∫

Ω

|ϕn − Ψ|
ϕ1

γ
dx. (3.64)

Tendo em vista que, |ϕn − Ψ| ∈ H1
0 (Ω), segue da desigualdade de Hardy-Sobolev

(ver Teorema B.6) que existe um c > 0 tal que

∣∣∣
∫

Ω

ϕn

uγ
dx −

∫

Ω

Ψ

uγ

∣∣∣ ≤ c‖ |ϕn − Ψ| ‖ = c‖ϕn − Ψ‖ → 0 (3.65)

e portanto, ∫

Ω

ϕn

uγ
dx →

∫

Ω

Ψ

uγ
dx. (3.66)

Provando desta forma, a afirmação, ou seja,

∫

Ω

∇u∇Ψdx =

∫

Ω

Ψ

uγ
dx, ∀ Ψ ∈ H1

0 (Ω) (3.67)

e mostrando a existência de solução fraca para o problema singular (P).
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3.4.1 Unicidade de Solução para o Problema Singular

Suponha que o problema





−∆u =
1

uγ
, Ω

u > 0, Ω

u = 0, ∂Ω

(P )

tenha duas soluções u1 e u2. Vamos mostrar que u1 ≡ u2 em Ω. Por hipótese temos

que u1 e u2 são soluções do problema (P ), assim u1 e u2 satisfazem
∫

Ω

∇u1∇ϕdx =

∫

Ω

ϕ

u1
γ
dx, ∀ ϕ ∈ H1

0 (Ω) (3.68)

e ∫

Ω

∇u2∇Ψdx =

∫

Ω

Ψ

u2
γ
dx, ∀ Ψ ∈ H1

0 (Ω). (3.69)

Fixando

ϕ = Ψ = u1 − u2

obtemos ∫

Ω

∇u1∇(u1 − u2)dx =

∫

Ω

(u1 − u2)

u1
γ

dx (3.70)

e ∫

Ω

∇u2∇(u1 − u2)dx =

∫

Ω

(u1 − u2)

u2
γ

dx. (3.71)

Portanto
∫

Ω

∇u1∇(u1 −u2)dx −
∫

Ω

∇u2∇(u1 − u2)dx =

∫

Ω

(u1 − u2)

u1
γ

dx −
∫

Ω

(u1 − u2)

u2
γ

dx, (3.72)

e com isso, ∫

Ω

|∇(u1 − u2)|2dx =

∫

Ω

[ 1

u1
γ
− 1

u2
γ

]
(u1 − u2)dx. (3.73)

Desde que, ∫

Ω

|∇(u1 − u2)|2dx = ‖u1 − u2‖2

segue-se da igualdade (3.73)

‖u1 − u2‖2 =

∫

Ω

[ 1

u1
γ
− 1

u2
γ

]
(u1 − u2)dx. (3.74)

Observando agora que vale a desigualdade

[ 1

u1
γ
− 1

u2
γ

]
(u1 − u2) ≤ 0, ∀ x ∈ Ω, (3.75)
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segue-se de (3.74) que

‖u1 − u2‖2 = 0.

Portanto,

u1 ≡ u2.

3.4.2 Regularidade da Solução.

Considerando a função

f : (0,∞) → R

t 7→ f(t) =
1

tγ
,

observamos que, para cada K ⊂ R
N compacto,

0 < f(u(x)) =
1

(u(x))γ
≤ 1

(ϕ1(x))γ
≤ 1

(m0)γ
= ck, q.t.p. em K,

pois

u(x) ≥ ϕ1(x) q.t.p. em Ω e m0 = min
x∈K

ϕ1(x).

Usando o Teorema da Regularidade (ver Teorema B.20), temos que u ∈ C2(Ω) e





−∆u =
1

uγ
, Ω

u > 0, Ω.



Apêndice A

Resultados de Análise em R
N .

Neste apêndice vamos recordar algumas definições e enunciar os principais resul-

tados de Análise no R
N que foram utilizados nesta dissertação.

Teorema A.1 (Teorema da Mudança de Variáveis)(V er[19]) Sejam h : U → V um

difeomorfismo de classe C1 entre os abertos U, V ∈ R
m, X ⊂ U um compacto J-

mensurável e f : h(X) → R uma função integrável. Então, f ◦ h : X → R é integrável

e ∫

h(X)

f(y)dy =

∫

X

f(h(x))|deth′(x)|dx.

Teorema A.2 (Teorema da Aplicação Inversa)(V er[19]) Seja f : U → R
m de classe

Ck (k ≥ 1) definida no aberto U ⊂ R
m. Se a ∈ U é tal que f ′(a) : R

m → R
m é

invertível, então existe uma bola aberta B = B(a, δ) ⊂ U tal que a restrição f|B é um

difeomorfismo sobre um aberto V ∋ f(a).

Teorema A.3 (Teorema de Weirstrass)(V er[19]) Toda sequência limitada em R
N pos-

sui uma subsequência convergente.

Teorema A.4 (Teorema de Borel-Lebesgue)(V er[19]) Seja K ⊂ R
N um compacto(isto

é, limitado e fechado). Toda cobertura aberta de K ⊂
⋃

λ∈L

Aλ admite uma subcobertura

finita K ⊂ Aλ1 ∪ Aλ2 ∪ . . . ∪ Aλi
.

Teorema A.5 (V er[19]) Se K ⊂ R
N é um conjunto compacto e F ⊂ R

N é um con-

junto fechado, então existem x0 ∈ K e y0 ∈ F tais que d(K, F ) = |x0 − y0|. Em

particular, se K ∩ F = ∅, então d(K, F ) > 0.

Teorema A.6 (V er[17]) Seja f : [a, a+h] → R
N um caminho com derivada integrável.

Então,

f(a + h) − f(a) =

∫ a+h

a

f ′(t)dt = h

∫ 1

0

f ′(a + th)dt.

117
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Teorema A.7 (Teorema do Valor Médio)(V er[19]) Seja f : [a, b] → R
N um caminho

contínuo, diferenciável no intervalo aberto (a, b). Se |f ′(t)| ≤ M para todo t ∈ (a, b),

então

|f(b) − f(a)| ≤ M |b − a|.

Teorema A.8 (Desigualdade do Valor Médio)(V er[19]) Dado U ⊂ R
m um aberto,

seja f : U → R
N diferenciável em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a+v) e tal

que sua restrição ao segmento fechado [a, a + v] ⊂ U seja contínua. Se |f ′(x)| ≤ M

para todo x ∈ (a, a + v) então, |f(a + v) − f(a)| ≤ M |v|.

Teorema A.9 (V er[19]) Toda aplicação contínua f : K → R
N , definida num com-

pacto K ⊂ R
m é uniformemente contínua.

Teorema A.10 (V er[19]) Seja f : X × K → R
N contínua, onde K é compacto.

Fixemos x0 ∈ X. Para todo ǫ>0, existe δ>0 tal que

x ∈ X, |x − x0| < δ ⇒ |f(x, α) − f(x0, α)| < ǫ, seja qual for α ∈ K.

Teorema A.11 (Teorema de Aproximação de Weierstrass)(V er[18]) Dada uma fun-

ção contínua f : [a, b] → R, existe uma sequência de polinômios pn tais que lim
n→∞

pn = f

uniformemente em [a, b].

Teorema A.12 (Teorema de Extensão de Tietze)(V er[18]) Dada uma função real

contínua f : X → R, definida num subconjunto fechado de X ⊂ R
m, existe uma

função F : R
m → R contínua tal que F|X = f.

Teorema A.13 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) (V er[19]) Para quaisquer

x, y ∈ R
N tem-se |〈x, y〉| ≤ |x||y|. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores

x, y é um múltiplo escalar do outro.

Lema A.14 (Teorema da Divergência.)(V er[13]) Sejam Ω ⊆ R
2 um domínio cuja

fronteira (∂Ω) é uma união finita de curvas suaves. Seja F : Ω → R
2 um campo

vetorial de classe C1 em Ω. Então,
∫

Ω

∇.Fdxdy =

∫

∂Ω

F.ηdS,

onde η é a normal externa unitária à ∂Ω.

Teorema A.15 (As Identidades de Green)(V er[13]) Seja Ω ⊂ R
N um domínio onde

vale o teorema da divergência e sejam u, v ∈ C2(Ω). Então valem as seguintes identi-

dades: ∫

Ω

(v∆u + ∇v∇u)dxdy =

∫

∂Ω

v
∂u

∂η
ds, (A.1)

e ∫

Ω

(v∆u − u∇v)dxdy =

∫

∂Ω

(v
∂u

∂η
− u

∂v

∂η
)ds, (A.2)

onde ∂
∂η

é a derivada direcional na direção da normal unitária externa n̂.
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Teorema A.16 (V er[16]) Seja X um espaço vetorial normado e (xn) ⊂ X. Então,

xn → x ⇔ dada (xnj
) ⊂ (xn), ∃ (xnjk

) ⊂ (xnj
) com xnjk

→ x.

Lema A.17 (V er[5]) Seja X um espaço de Banach e Φ : B2(0) → X, dada por

Φ(x) = x + Ψ(x), onde Ψ é α− uma contração (0 ≤ α < 1) e verifica Ψ(0) = 0.

Então,

(i) Φ(Br(0)) ⊃ Br(1−α)(0).

(ii) Φ é injetiva.

Lema A.18 (V er[5]) Seja Ω um aberto limitado do R
N e v ∈ C1(RN , RN) com suporte

compacto. Se ϕ ∈ C2(Ω, RN) e suptv ∩ ϕ(∂Ω) = ∅, então existe u ∈ C1(RN , RN) tal

que suptu ⊂ Ω e divu(x) = Jϕ(x)div(v(ϕ(x))).

Lema A.19 (V er[5]) Seja f ∈ C1(RN , RN) com suporte K compacto e seja γ ∈
C([0, 1], RN). Se convK − γ(t) ⊂ Θ, ∀ t ∈ [0, 1], onde Θ é um aberto limitado do

R
N fixado, tem-se que f(x+ γ(0))− f(x+ γ(1)) = divv(x), onde v ∈ C1(RN , RN) com

suptv ⊂ Θ.



Apêndice B

Resultados sobre os Espaços de

Sobolev e Teoria da Medida e

Integração

Neste apêndice vamos apresentar alguns resultados dos Espaços de Sobolev e

Teoria da Medida e Integração que foram utilizados nesta dissertação.

Teorema B.1 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue)(V er[6]) Seja {fn}
uma sequência de funções integráveis, as quais convergem em quase toda parte para

uma função mensurável f a valores reais. Se existe uma função integrável g tal que

|fn| ≤ g ∀ n, então f é integrável e

∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Teorema B.2 (Lema de Fatou)(V er[6]) Seja (fn) ⊂ M+(X,χ), então

∫
(lim inf fn)dµ ≤ lim inf

∫
fndµ.

Definição B.3 (V er[6]) Se m∗ é a medida exterior definida para todos os subconjun-

tos de R
N , então a σ−álgebra L de subconjuntos de R

N que satisfaz a condição de

Carathéodory, isto é,

m∗(A) = m∗(A ∩ E) + m∗(A ∩ Ec), ∀ A ⊆ R
N

é chamada a σ−álgebra de Lebesgue de R
N . A restrição m, de m∗ ao conjunto L é

chamada medida de Lebesgue em R
N .

Teorema B.4 (Desigualdade de Hölder)(V er[6]) Seja f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), onde

p ≥ 1 e
1

p
+

1

q
= 1. Então, fg ∈ L1(Ω) e ‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).
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Teorema B.5 (Desigualdade de Young)(V er[6]) Considere p e q satisfazendo

1 < p < ∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Se a, b são números reais não negativos, então

ab ≤ ap

p
+

bq

q
, (B.1)

a igualdade só ocorre se, e somente se, ap = bq.

Teorema B.6 (Desigualdade de Hardy-Sobolev)(V er[10] pág 55) Se u ∈ H1
0 (Ω),

então
u

ϕτ
1

∈ Lq(Ω), onde q−1 = 2−1 − (1 − τ)N−1 com 0 ≤ τ ≤ 1, e existe uma

constante c > 0 tal que

∥∥∥
u

ϕτ
1

∥∥∥
Lq(Ω)

≤ c · ‖∇u‖L2(Ω), ∀ u ∈ H1
0 (Ω),

onde ϕ1 é uma autofunção positiva de −∆ em H1
0 (Ω) associada ao primeiro autovalor

λ1.

Teorema B.7 (V er[8]) Seja {fn} uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais

que ‖fn − f‖Lp(Ω) → 0. Então, existe uma subsequência {fnk
} tal que

(I) fnk
→ f(x) q.t.p. em Ω

(II) |fnk
| ≤ h(x) q.t.p. em Ω, ∀ k, com h ∈ Lp.

Definição B.8 (V er[8])(Convergência Forte) Seja X um espaço vetorial normado e

{xn} ⊂ X. Dizemos que xn converge forte em X se existe x ∈ X com

‖xn − x‖ → 0, quando n → ∞. Neste caso, x é o limite de xn em X.

Definição B.9 (V er[8])(Convergência Fraca) Seja X um espaço vetorial normado e

xn ∈ X. Dizemos que xn converge fraco em X, se existe x ∈ X verificando:

∀ f ∈ X ′; f(xn) → f(x) em R.

Neste caso, x é chamado o limite fraco de xn em X, e denotamos por xn ⇀ x.

Teorema B.10 (V er[8]) Seja {xn} uma sequência fracamente convergente num espaço

vetorial normado, isto é, existe x ∈ X tal que

xn ⇀ x em X.

Então;

a) O limite fraco x de {xn} é único,

b) Toda subsequência {xnj
} ⊂ {xn} converge para x,

c) A sequência {xn} é limitada.
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Teorema B.11 (V er[8]) Seja X um espaço de Banach reflexivo e seja {xn} uma

sequência limitada. Então, existe {xnj
} ⊂ {xn} que converge fracamente em X, isto é,

existe x ∈ X tal que

xnj
⇀ x em X.

Definição B.12 (V er[8])(Convergência Fraca - ⋆) Dizemos que {fn} ⊂ X
′
converge

fraco - ⋆, se existir f ∈ X
′
tal que

∀x ∈ X; fn(x) → f(x) em R.

Notação: fn
⋆
⇀ f em X ′.

Teorema B.13 (V er[8]) Seja {fn} ⊂ X ′. Então;

i) fn → f em X ′ ⇒ fn ⇀ f em X ′

ii) fn ⇀ f em X ′ ⇒ fn
⋆
⇀ f em X ′.

iii) fn
⋆
⇀ f em X ′, então ‖fn‖ limitada e ‖f‖ ≤ lim inf

n→∞
‖fn‖.

iv) Se fn
⋆
⇀ f e xn → x, então fn(x) → f(x) em R.

Definição B.14 (Imersão Contínua)(V er[2]) Dizemos que o espaço normado

(X, ‖ · ‖X) está imerso continuamente no espaço (Y, ‖ · ‖Y ) e escrevemos X →֒ Y se:

i)X for subespaço vetorial de Y,

ii) A aplicação identidade

i : X → Y

x 7→ i(x) = x

é contínua, isto é, existe M > 0 tal que ‖i(x)‖Y ≤ M‖x‖X , ∀ x ∈ X.

Teorema B.15 (Imersões de Sobolev)(V er[2]) As seguintes imersões são contínuas:

H1
0 (Ω) →֒

{
Ls(Ω) ; 1 ≤ s ≤ 2∗ = 2N

N−2
para N ≥ 3

Ls(Ω) ; 1 ≤ s < ∞ para N = 1 ou N = 2.

Definição B.16 (Operador Linear Compacto)(V er[16]) Um operador linear T : X →
Y é dito compacto, se toda sequência limitada {xn} ⊂ X é levada em uma sequência

(yn = T (xn)) que admite uma subsequência convergente em Y.

Definição B.17 (Imersão Compacta)(V er[2]) Dizemos que o espaço normado

(X, ‖ · ‖X) está imerso compactamente no espaço (Y, ‖ · ‖Y ) e escrevemos X →֒ Y se:

i : X → Y

x 7→ i(x) = x

é um operador linear compacto.



123

Teorema B.18 (Teorema da Imersão Compacta de Rellich-Kondrachov)(V er[2]) Sendo

Ω ⊂ R
N , as seguintes imersões são compactas:

H1(Ω) →֒
{

Ls(Ω) ; 1 ≤ s < 2∗ = 2N
N−2

para N ≥ 3

Ls(Ω) ; 1 ≤ s < ∞ para N = 1 ou N = 2.

Teorema B.19 (Desigualdade de Poincaré)(V er[2]) Seja Ω um aberto limitado de R
N .

Então existe uma constante C = C(Ω, p) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ·
( ∫

Ω

|∇u|pdx
) 1

p

, ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω) com 1 ≤ p < ∞.

Teorema B.20 (Teorema de Regularidade (V er[1])) Seja f : (0,∞) → (0,∞) uma

função de classe C∞((0,∞), (0,∞)). Se u ∈ H1
0 (Ω) é uma função positiva q.t.p. em Ω,

que verifica ∫

Ω

∇u∇ϕ =

∫

Ω

f(u) · ϕ, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

e para cada K ⊂⊂ Ω, existe ck > 0 tal que

|f(u(x))| ≤ ck q.t.p. em K

então,

u ∈ C2(Ω).

Teorema B.21 (V er[6]) Se f ≥ 0 e

∫

Ω

fdµ = 0 para f 6= 0, então med(Ω) = 0.

Definição B.22 (V er[9]).(Domínio de Classe Cm,α)

O conjunto Ω é dito um domínio de classe Cm,α quando existir uma cobertura aberta

{Uj}q
j de ∂Ω e funções bijetivas φj : Uj → B onde B = {y ∈ R

N : |y| < 1}, tais que:

(i) para cada j, φj(Uj ∩ Ω) = {y ∈ B : yn > 0},
(ii) ‖φj‖m,α, ‖φ−1

j ‖m,α ≤ M, ∀ J.

Teorema B.23 (V er[9]) Suponha que Ω satisfaça a propriedade da poligonal, isto é,

existe δ > 0 tal que quaisquer dois pontos x e y de Ω podem ser ligados por uma

poligonal em Ω de comprimento L ≤ δ‖x − y‖. Então, para 0 ≤ s < r, a imersão

Cr(Ω) →֒ Cs(Ω). é compacta

Teorema B.24 (V er[9]) Todo domínio de classe Cm,α, m > 0, satisfaz a propriedade

da poligonal.
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