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Resumo
Nesta dissertagao, seguindo o trabalho do Berestycki [7] e idéias desenvolvidas
por Alves & de Figueiredo [3] ¢ Alves, Corréa & Gongalves [4], estudamos

a Teoria do Grau de Brouwer e Leray & Schauder, bem como o Método de

Galerkin para obter solucao de alguns problemas elipticos.



Abstract

In this of dissertation, motivated by work of Berestycki [7] and ideas conceived
by Alves & from Figueiredo [3] and Alves, Corréa & Gongalves [4], we styding
the theory of Degree from Brouwer and Leray & Schauder, well how the Method

from Galerkin to obtain solution of some elliptic problems.
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Notacoes:

1)
2)
3)
)
)

(1) (-,-) produto interno.
(2) [-] referéncia bibliografica.
(3) (+) referéncia citada no texto.
(4) p{A, B} distancia entre os conjuntos A e B.
(5) supty suporte da fungao .
(6) Se f:Q C RY — RN & uma funcio, usamos ao longo da dissertagao as seguintes
notacoes:

(i) |f(z)| é a norma usual do RY para f(z).

(i) |x| é a norma usual do RY para .

(1) |z| é o valor absoluto de z, se n = 1.

(1v) |f'(x)| é a norma da transformacao linear de f’(x), se f for diferenciavel.
(7) Se f : X — Y & uma fungdo com X e Y espagos de Banach, usamos as mesmas
notagoes do item (6) usando-se || - || ao invés de | - |.
(8) divy é o divergente da aplicagao ¢.
(9) diamA é o diametro do conjunto A.
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)

(A) é a medida do conjunto A.
*(A) é a medida exterior do conjunto A.

m
m
Jp(x) = det[f'(z)] é o valor do determinante jacobiano de f aplicado no ponto z.
13) B,(x) ¢ a bola fechada de centro z e raio r.

14) sgnf é o sinal da fungao f
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Introducao

Muitos problemas em Analise Funcional nao-linear podem ser reduzidos ao estudo

de encontrar solugoes para equacgoes do tipo:

() =b (1)

sobre um espaco de Banach adequado.

A teoria do grau tem sido desenvolvida como um método utilizado para estudar
o conjunto das solugoes da equagao (1), obtendo infomagoes sobre a existéncia, multi-

plicidade e a natureza destas solugoes.

Este tipo de abordagem tem sido usada principalmente em Equagoes Diferenciais

Ordinarias (EDO) e Equagoes Diferenciais Parciais (EDP).

Neste trabalho , temos por objetivo apresentar a Teoria do Grau, que seré estu-
dada em duas etapas: Na primeira sera feita o estudo do Grau Topologico de Brouwer
que vale em espagos vetoriais de dimensao finita e na segunda etapa sera estudado o
Grau de Leray & Schauder que vale em espacgos vetoriais de dimensao infinita, que
teve por base o trabalho da Tese de Doutorado de Henry Berestycki [7] de 1975, cujo
objeto de estudo foi Métodos Topologicos e Problemas Auxiliares Limitados. Uma vez
mostrada a existéncia do grau topoldgico usamos o mesmo para obter solugoes para
duas classes de problemas elipticos. O método aplicado para obter as solugoes dos
problemas esta centralizado no Método de Galerkin e no teorema do Ponto Fixo

de Schaeffer.

No Capitulo 1, seguindo o trabalho de Berestycki [7], construimos o Grau Topo-
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logico de Brouwer, definindo o mesmo para o caso Regular. Depois estudamos o grau
para as fungoes continuas, e em seguida estudamos suas propriedades e as principais
consequéncias dessas propriedades. Definimos o Grau de Leray & Schauder, trabalha-

mos as suas propriedades e as suas principais consequéncias.

No capitulo 2, norteado ainda pelo trabalho de Berestycki [7], definimos alguns
espagos de Schauder com suas respectivas normas e apresentamos alguns resultados
devido a Schauder. Usando a teoria do Grau de Leray & Schauder demonstramos o
Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer, o qual juntamente com os resultados de Schauder
sao usados para mostrar a existéncia de solugao para a seguinte classe de problemas

elipticos quaselineares

Lu = F(z,u), Q
u = 0, o).

onde, Q C RY ¢ um aberto limitado, o operador L diferencial ¢ dado por

Lu= Z ij (T)Ugye; () + Z bi(z)ug, (z) + c(z)u(x)

com u : @ — R, sendo uma funcdo de classe C?(Q0), N > 1e F € C*(Q) com

a€ (0,1).

No capitulo 3, seguindo idéias desenvolvidas por Alves & de Figueiredo [3]
(2003) e Alves, Corréa & Gongalves [4] (2005), usamos o grau de Brouwer para
demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e uma consequéncia do mesmo, o
qual chamaremos de Lema Fundamental, que é utilizado para mostrar a existéncia de

solugao positiva para a seguinte classe de problemas elipticos singulares

he o L

uY
u > 0, 0 (1)
u = 0, 09,

onde Q C RY um aberto limitado, 0 < v < 1, N > 2. O método utilizado para obter

tal solugao é conhecido como Método de Galerkin, que é uma técnica de resolucao



de alguns problemas nao lineares, que consiste em aproximar o espaco H}(Q2) por uma
sequéncia de subespaco de dimensao finita. Neste capitulo, usamos um resultado de
Regularidade devido a Agmon [1], e também destacamos um importante resultado
devido a Ambrosetti, Brézis e Cerami [5], que é um Teorema envolvendo Subsolugao e
Supersolucao, o qual estabelece a unicidade de solugao para uma classe de problemas

singulares que inclui o problema (P).

No apéndice A, recordamos algumas defini¢oes e enunciamos os principais teore-

mas de analise no RY utilizados neste trabalho.

No apéndice B, apresentamos alguns resultados envolvendo os espacos de Sobolev

e Teoria da Medida e Integracao que foram usados nesta dissertacao.

11



Capitulo 1

O Grau Topologico

Nosso objetivo neste capitulo é definir e demonstrar os principais resultados sobre

a teoria do grau de Brouwer e do grau de Leray & Schauder.

1.1 O Grau Topolégico de Brouwer

Nesta se¢ao iremos mostrar como é construido o grau de Brouwer. Comecamos

o nosso estudo com o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Teorema de Sard) Seja A um aberto do RY, f uma fungdo de classe
CYARY) e S ={x € A; J;(x) = 0}. Entao, f(S) é um conjunto de medida nula.

Demonstragao: Seja C um cubo fechado contido em A de lado a. Vamos dividir C em
K% subcubos, com K um ntmero natural.
Temos que a aplicacdo f’ é uniformemente continua em C, pois f’ é continua e esta

definida no compacto C  (ver Teorema A.9), entdo dado € > 0, existe o > 0 tal que
Ve,y € C teremos |z —yl < a = [f'(z)— f(y)] <e (1.1)

Fixe K de maneira que os subcubos C C C tenham diametro menor que a. Desde que,
o diametro de C ¢ dado por dmm(é) = %\/ N, entao %\/N < a. Além disso,

f ¢é lipschitziana em C com

[f(z) = f(y)| < M|z —y|,Va,y € C, com M = max|f'(z)|.

zeC

Dado xe€(CnNS, existe CccC tal que x € cn S, entao Yy € C  tem-se

[f(z) = f(y)l < Mz —yl.

12



13
Sendo diam(C) = sup{|z — y|;z,y € C} temos |z —y| < diam(C) ¢ assim

[f(x) = f(y)| < Mdiam(C).

Portanto,

f(y) € B(f(x), Mdiam(C)),

onde B(f(x), Mdiam(C)) ¢é a bola fechada de centro f(x) e raio Mdiam(C'). Desde

que, y € C ¢ qualquer concluimos
f(C) € B(f(x), Mdiam(C)).

Por outro lado, pelo teorema A.6 temos
1

Fly) — f(@) - f(@)y — ) = / e+ by — 2)) — @)y — 2)dt.

0

Dai, segue

@) — f@) = F@)(y — )] = / (e 4ty — 7)) — /@)y — 2)dt

o que implica

[f(y) = f(2) = f(2)(y — o) S/O [f'(z+ty —2)) = f(@)]ly —2)ldt.  (1.2)

Sendo

P = sup L

|v|£0 |v]

obtemos
|f'(z)v]

Wl S /()] e portanto |f'(x)v] < [f'(z)|[v].

Assim, segue de (1.2)
1f(y) = f(x) = f'(@)(y — 2)| < /01 [z +tly — 2)) = f(@)]lly — =|dt.
Desde que,
o4ty —x) —af = [ty —z)| = tlly — 2] < |y — 2] <,
pois t € [0, 1], segue de (1.1)

f(x+tly—2)— f(z) <e
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Consequentemente

1f(y) — f(x) = f(2)(y — 2)| < ely — 2],

o que implica

1f(y) = f(x) = f'(@)(y — 2)| < ediam(C). (1.3)

Desde que, z € CN S tem-se que J¢(x) = 0. Logo f’(x) nao é inversivel e podemos
afirmar que f'(2)(RY) C H, onde H ¢ um hiperplano do R,
Por (1.3) temos

[f(y) = (f(2) + f(2)(y — 2))| < ediam(C), onde f'(x)(y —x) € H

e sendo p(f(y), f(x) + H) a distancia entre o ponto f(y) e o conjunto f(x)+ H, por

definicao da funcao distancia temos

p(f(y), f(x) + H) = inf{|f(y) = (f(x) + h)[; h € H}.

Assim, se considerarmos h = f'(z)(y — =), obtemos

p(f(y), flx)+h) <|fly) — (f(@)+ f(2)(y—x)),YheH

e com isso

p(f(y), f(x) + H) < ediam(C).

Desta forma, f (5) esté contido num paralelepipedo P de centro f(x) e volume
V(P) = 2e diam(C)(2M diam(C))N .
Sendo assim, a medida exterior do conjunto f (5) ¢ dada por
m*(f(C)) < 2e diam(C)(2M diam(C))N
implicando
m*(f(C)) < 28 MV diam(C)V .
Logo

m*((C)) < 2V MV (V) Ve

Agora, veja que

m (f(CNS) < Y m(F(CNS))

CNS=£0



e consequentemente

m*(fcns)< S m(f(0)),
CNS£D

donde obtemos
m*(f(CNS)) < 2NMN—1N%(%)N.E.KN.
Portanto

m*(f(CNS)) < 2VNMVINE (a)Ve.

Considerando 2NMN_1N%(G)N = o, temos que m*(f(C'NY)) < oe.

Fazendo € — 0, concluimos

m*(f(CNS)) = 0.

Agora, considere uma familia de cubos abertos {C\} verificando

S C U Cy, com Cy aberto e C) C A.
SNCy\#D

Segue do teorema de Lindélof que existe {C;};en C {C\}, tal que

S c G(Uj NnS).

Dai, segue
7)€ (U@ ).
implicando B
7)< U 1@ n8).
Logo " )
Wuw»<mw4ﬂqma>

e consequentemente

donde concluimos

15

Conforme resultado da teoria da medida (ver Teorema B.3) temos que f(.S) é men-

suravel com m(f(S)) = m*(f(S)) = 0.
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1.1.1 Definicao do Grau para o Caso Regular

Considere Q C RY um aberto limitado e C*(Q,RY) o espaco das fungdes k-
vezes continuamente diferenciaveis em ), isto é, o espaco das funcdes continuas em
Q que possuem todas as derivadas até ordem k, sendo restricoes de funcdes continuas
definidas em €.

Para o espago C*(Q, RY) vamos considerar a seguinte norma
_ 15192 .
el = e sup [[D¥ ()]

Sejam p € CHQ,RY) e S = {z € Q;J,(x) = 0}, onde J, representa a matriz
jacobiana de . Seja b € RY com b ¢ p(9Q)Up(S).

Se € ¢ 1({b}) temos que J,(z) # 0, entao pelo Teorema da Aplicagio Inversa ¢
é um difeomorfismo de uma vizinhanca U de x sobre uma vizinhanca V de b, isto é,
¢y : U — ¢(U) =V éum difeomorfismo.

Afirmagao: O conjunto ¢~ *({b}) ¢é finito.

De fato, ¢ *({b}) é um fechado em Q, consequentemente ¢~'({b}) ¢ um fechado e
limitado em RY pois =1 ({b}) C Q. Portanto, ¢~ *({b}) € um compacto.

Para cada x € ¢~ 1({b}), considere a bola B, (z) C U,.

Assim

e U By,

zjep~ ! ({b})
e desde que {B,,(x;)} é uma cobertura por abertos para o compacto ¢~ ({b}), pelo

Teorema de Borel-Lebesgue podemos extrair uma subcobertura finita de maneira que

e

“({0}) U v (25),

mostrando que ¢ '({b}) ¢ finito, ou seja, © '({b}) = {&,&,&, ..., &} com
Jo(&) #0 paratodo i€ {1,2,3,... k}.

Definigao 1.2 Sejam ¢ € CHQ,RY) e b & p(0Q)Up(S). Definimos o grau topoldgico

de Brouwer da aplica¢do @ em relacao a €2 no ponto b, como sendo o nimero inteiro

d(e,.0) = > sgn(J.(&))

Sicp~t({b})
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onde sgn € a fung¢ao sinal que é definida por

1, se t>0
sgn (t) = —1, se t<0

Exemplo 1.1 Considere a aplicacio ¢ : Q — R, definida por p(x) = senz com

Q= (0, 5;) eb= % Nosso objetivo é calcular o grau topoldgico de Brouwer de ¢ com
relagdo a 2 no ponto b, ou seja d(p, <2, b).
Resolucgao:
Devemos primeiramente verificar se b & @(0Q) U @(S), para que o d(senx, (0, 5;), %)
esteja bem definido. Veja que:

w37

00 = 0.7, o(8) = {r e (0. Dycosw = 0) = (5,20} p(09) = (0.1},
90<S) = {_1’ 1}7 logo 90(89) U @(S) = {_1707 1}'
Com isso concluimos que % ¢ {-1,0,1}.
Assim,

A (CHES RN
Por definicao, .

d(senx, (0, 77T>’ Z) = Z sgn(Jo (&)
see 1 ({7))

logo,
om, , , ,
d(senz, (0,25). 7) = sgn(¢/(€1)) + sgn(¢/(€2)) + sgn(¢'(€))
consequentemente,
d(senx, (0, 5—7T), E) =1+(-1)+1.
24
Portanto,

d(senx, (0, 57%), %) = 1.

Observacao 1.1 Uma primeira observacao que destacamos a partir da definicao 1.2

€ a sequinte igualdade

d(p,Q,0) =d(p —b,Q,0).
Com efeito, note primeiramente que

p(x) =b< p(xr) —b=0.

Considerando ¢ — b = 1) temos que ¥~ '({0}) = o' ({b}). Desta forma,

d(p —b,9,0) =d(y,Q2,0),
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que implica

d(1,9,0) = sgnlJy(m:)]-
niey=1({0})

Desde que, a quantidade de parcelas dos dois somatoérios

Z sgn[Jy(n:)] e Z sgn[Jy(&)]

ni€yY~1({0}) &icp~1({b})
sao iguais e
V() =0 @(m) —b=0x o) =0

concluimos que &; = n;. Assim,

d($, 92,00 = > sgn[Jo(&)):

gi€p™1({b})
Portanto,

d(¥,Q,0) = d(p, Q, b).

1.1.2 Calculo do Grau por Integracao

Considerando ¢ '({b}) = {&1,&, &, .., &}  temos  J, (&) # 0 para todo
i€{1,2,3,...,k}. Logo pelo Teorema da Fun¢ao Inversa, existe uma vizinhanc¢a U; de
Siep(U;) debtal que gy, : U — o(U;) com i€ {1,2,3,...,k} ¢ um difeomorfismo.
Além disso, existe € > 0 e vizinhangas B.(b) de b e U; de & com i € {1,2,3,..., k} tais
que

Plo, : Ui — Be(b)

¢ um difeomorfismo.
Para todo € > 0, existe uma aplicacio J. € C(RM,R) tal que suptJ. C B.(b) e

J(x)dx = 1, onde suptJ, é o suporte da fungao J., que é definido por
RN

suptJ. = {x € RN; J.(x) # 0}.

Agora, vamos definir

[€:/Je(gp($))J¢(x)dx.

Q

Note que

I, = / Je(o(x))Jp(x)d.
{ze|p(x)—bl<e}
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Fixando € > 0 suficientemente pequeno, considere as vizinhangas U; de &;, desta forma

1. é dado por

L —Z/ (Pro, (@) g, ()de,

onde p; = Ply, com 1 <4i < k. Sendo
©(U;) = B(b) temos que U; = ¢ *(B.(D)).

Assim
k

I. = Je(pi(x)) Sy, (z)d.
S MBI

Usando o Teorema de Mudanca de Variavéis temos

I—Z [, o A NI 6 D @

o sei,
L= [ @ L4
Desde que
oo (@) =
temos
s (@) = L5

1
L= gl @) e
; Be(b) ’ |Jwi(%’1($))|
Observe que
J‘Pl(sol_l('r>> — 1 ) S€ J%(SO 1(37)) >O
Toor @~ ] =1 se Jo(eri@) <
e portanto
To (07 (@
e = sgnlJo, (@i (x))]
| To: (07 ()] ’
Consequentemente,
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Desde que,

segue-se que
Assim,

Sendo suptJ. C B.(b) e

temos

donde podemos concluir que

I =d(p,Q,b).
O ntimero I, é denominado a Forma Integral do Grau Topologico de Brouwer de ¢ com
relacao a {2 no ponto b.

Observacao 1.2 Podemos concluir a partir do que jd foi visto sobre a teoria do grau
que, se d(p,Q,b) # 0, existe xg € Q tal que p(xy) = .

De fato, se b ¢ ¢(0f2) temos

d(p,Q,b) = J,(&)) = 1. T (D
- fies;:({bnsgn( A8 /{meﬁ;v(z)blq} (e(x)) ()

Sendo d(¢g, §2,b) # 0, por hipotese, temos

/ Ju(pla)) Jy()di 0
{zeQ;|p(x)—bl<e}

implicando que {z € Q;|p(x) — b| < €} # (). Consequentemente, existe . € €2 tal que
lo(ze) — b] < €. Desde que Q seja limitado, fazendo ¢ — 0 temos que, @(xg) —b = 0
concluimos que ¢(xg) = b.

Lema 1.3 Seja ¢ € CHQ,RY) e b ¢ o(09Q) U(S). Entdo, existe uma vizinhanca
U de ¢ pela topologia de C*(Q,RY) tal que Vi € U, temos que:

(1) b & (09),

(i) © € 1 (b) = J,(x) #0,
(idd) d(1,,b) = d(ep, 2, b).
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Demonstracao: Prova do item (7).

Seja €1 = p{b, p(0)} > 0 e vamos considerar a seguinte vizinhanga de ¢

€
[ 90||01(§,RN) <. (1.6)
2
Afirmagao: b ¢ (09).
De fato, segue de (1.6)
€ _
() = ple)] < 51 Vo e (1.7)

Assim, nao existe xg € 9 com 1(xg) = b, pois caso contrario, em (1.7) terfamos
€

. €
[0w0) = plan)] < 2, ou seja, b= pla)] < 3

implicando que
€
e1 = p{b,p(0Q)} < 51

que é um absurdo.
Prova do item (ii).
Considere o 1({b}) = {&1,&,&5, ..., &} e as vizinhangas Uy, Uy, Us, ..., Uy e € > 0,
tais que
pi=¢| Ui = B(b)

U;

é um difeomorfismo e vamos supor que
| ()] >0 >0, Ve e Uy, 1 =1,2,3,... k.
Usando o fato que ¢ € C*(Q,RY), dado

1
€ = oy onde 0 < M =max{|'(&)'; i = 1,2,3,... k},

existe r > 0 tal que

1
Vaxe B&), i=1,2,3,...,k tem-se |¢'(z) — ¢ (&) < € = YA

Logo,
0'(&) 7 @' (@) = (D)) < 1 (&)@ () — @' (&)
e dai temos

1

1
' (&)Y (@) — ' (&)]] < M - =5 Y€ B&) i=123, .k
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O r é escolhido de tal maneira que

sgndy(x) = sgnd (&), Ve e B.(§), i=1,2,3,... k.

k

Considere D = Q\UBT(@-). Note que D é um compacto, pois D é um fechado e
i=1

limitado, e além disso, b ¢ D.

Considere e, = p{b, p(D)} > 0 entdo, para V¢ € C*(Q, RY) satisfazendo

€2
|4 — S0||01(§,RN) < D)

devemos ter b ¢ (D). Assim, as solugoes da equagao 1 (x) = b, caso existam,
k

devem pertencer ao conjunto U B.(&).

A aplicagio ¢’ : Q — E(]RNZ:]I%N ) é continua e com isso, ¢'(€2) ¢é um compacto

em L(RY RY). Por outro lado, a aplicagdao det : LIRY,RY) — R ¢ continua,

donde podemos concluir que a mesma é uniformemente continua sobre uma vizinhanca

compacta K de /(). Assim, existe €3 > 0 tal que

X —Y|<e = |detX —detY| <n, VX, Y € K.

Se |X —Y|<e, paraalgum X € ¢/(2) tem-se que Y € K. Considerando agora
a vizinhanca de ¢ em C*(Q, R") dada por

€3 —
16 - ¢loran < S com v e CHORY)

temos que

Vee Q ¢(x)e K e |Jy(z) — Jy(x)| <n.

Considerando

= €
Uy ={¢ € C'@QRY); ¥ — ¢lor@rm) < 5}

onde, €4 = min{ey, €2, €3} obtemos

k
Jyp(x) #0, Vipe Uy e Ve UBT(&)'

i=1
De fato, note que

[Jo(@)| = (@) < [Jp(2) = Jy(2)] <
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implicando que

()] > [ Jp(@)| = n, ¥z e | B (&)

i=1

Mostrando que

k
Jd,(l') 7&0, Vw €U1 eVaxe UBr(gz)a

=1

provando assim, o item (7).
Prova do item (iii).
Para demonstrar que

d(v,Q,b) = d(p,Q,b), V¢ € Uy,

devemos mostrar que em cada bola B,(§;), existe um tnico zi € B,.(&;) tal que
W(wp) = b
Fixe

a =1+ max{|¢' (&)} > 0.

1<i<k
Podemos encontrar uma vizinhanca U de ¢ contida em U; tal que:

1)V € U, (&) <a, Vi=1,23,...,k, tendo em vista que a inversao de
matrizes ¢ uma imersao continua.

() W€ W)~ W@ < 1. Yy € Bi&), i=1.23,..k

Para fixar as idéias, considere

U= {yp € CH(QRY);||¢ — Vller@rny < €f com 0 <e< min{e4, 4L}
’ a

Neste caso,

Defina a funcao
0;(z) =¢'(&) (x), Vo e B.(&).

Afirmagao: 6; — [ ¢é uma 1 contragao.
De fato,
16;(x) = I| = max{|6;(x)v — vf; o] = 1}

implicando que

10;(2) — 1| = max{[¢/(&) 7" (x)v — v]; o] = 1}.
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Logo
10;(x) — 1| = max{[¢/(&) [/ (x)o — ¢/ (&)0]]; [o] = 1},
donde se obtém

/ 3
bix) — 1| <5, ¥ w € Bi(&).

Definindo () = 6; —x tem-se que 0; =x+;(x), onde ¥; é % — contragao.
Usando o Lema A.17 — (ii), 6; é injetiva em B,(&;), implicando que v ¢é injetiva
em B, (&).

Defina

o(x) = Oi(z + &) — 0:(&)
e note que
o(z) =+ (Oi(z + &) —z — 0:i(&))-
Repetindo o mesmo argumento utilizado para mostrar que 6, — I é 2— contragao,

3
podemos concluir que ;(z +&;) —x — 6;(&) ¢é i contracao em B,.(0).

Logo, pelo Lema A.17 temos que
¢(B,(0)) D Bz(0), ou seja, 0;(Br(&)) D By (0) +0:(&) = Bz (0)(6:(&:)),
isto é,
V(B (&) D ¥ (&) (Bz(0:(&)))-
Além disso,
(&) (B3 (0:(&))) D B (v(&)), (1.8)
pois para y € B (1(§;)) temos
(&) (y) — 6:i(&)] = [¥'(&) "y — ¢ (&) (&)
implicando que
(&) (y) — 0i(&)] = [¥'(&) "y — »(&)I-
Assim
[W/(&)7 () = 0:(&)] < [W/(&) Iy — v (&),
e consequentemente

W/(fi)_l(y) - Hi(fi)\ < aa = 1



Desta forma,
V(&) (v) € B3 (0(%))
que implica
ye W(ﬁz‘)(Bﬁ(@/)(&)));
ou seja,
B (¥(&)) C¥(&)(Bx(¥(&))).

De (1.8) e (1.9) obtemos

U(Br(&)) D B (¢(&))-

Recorde que

(@) = ¥(@)] < - Vo €T,

e com isso, para = = §; temos

’
lo(&) — v(&)| < Ta
isto é,
,
b —(&)] < 1a
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(1.9)

(1.10)

implicando que b € Bx(¢(§;)) e por (1.23) temos que b € (B,(&)). Mostrando

que existe um elemento z, € B,(&;) verificando ¥ (z}) = b. Desde que v injetiva, tal

elemento é tinico. Portanto,

A, Q,b) = d(p,Q,b), Yy € U.

Observagao 1.3 O item (iii) afirma que o grau topoldgico de Brouwer é localmente

constante na topologia C* (€2, RY).

Lema 1.4 Sejam ¢ € C*(Q,RY) e by, by pontos de RN

que nao pertencem a

e(0Q)Up(S). Se by e by estao na mesma componente conexa de RN\<¢(GQ) U 90(5)),

tem-se que
d(g@, Q7 bl) = d(@? Q7 bQ)
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Demonstragao: Sejam b; e by pontos de R\ (90(89) U <p(S)>. Desde que, a compo-
nente conexa que contém by e by ¢ um aberto em RY, pois R\ <¢(8Q) U go(S)) é um

aberto, a mesma é conexa por caminhos, donde segue que existe
q: [0,1] —RY
t |—>q(t) € Obl,bga

com ¢(0) = by e (1) = by onde Cy, 5, ¢ a componente contendo b; e by. Note que
q([0,1]) C Cy, p, & um compacto em RY. Assim, existem ¢ >0 e {z,29,3,..., 75}

tais que

Q([O, 1]) C U Be(xl) € Be(xz) N B€($i+1) 7é ®7 com 1= 17 2a 37 vy S — L.

i=1
Vamos fixar nossa atenc¢ao a B(x1) com x1 = by e x5 = bs.

Considere = ¢ ((p(@Q) U gp(S)). Assim d(p, 2, ) estd bem definido e pelo Lema 1.3
temos

d(p,Q,b1) = d(p — b1,0,0).
Além disso,
(e =b1) = (¢ —z)l[er = by — 2 <
e pelo Lema 1.3 com € suficientemente pequeno, temos que

d(p —01,9,0) =d(¢ — 2,9,0),Vo € B.(b),

que implica

d(p,Q,b1) = d(p,Q,x),Vo € B.(x).
Seguindo com este raciocinio temos
d(p,Qz;) =d(p,Q2,y), Yy € Be(x;), com i=1,2,3,...,s.
Desde que Be(x;) N Be(zi41) # 0 podemos concluir que
d(p,Q,b1) = d(p,Q,by).
[

Lema 1.5 Seja o € C2(Q,RY) e by, by pontos de RY que nio pertencem a
0(0Q)Up(S). Se by e by estao na mesma componente coneza de RN \p(09Q), temos que

d(g&, Q7 bl) = d(@v Qa b2)
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Demonstragao: Considere © a componente conexa de R\ () que contém by e bs.

Sendo © aberto e conexo, 0 mesmo é conexo por caminhos, logo existe um caminho
q: [0,1] —RY
t —q(t) € ©
com ¢q(0) = by e q(1) = bo.
Usando a compacidade do conjunto ¢([0, 1]), existe € > 0 satisfazendo
B.q(t) C O, vt € [0,1],
ou seja,
Be(q(t)) = Be(0) + q(t) = Be(b1) — (b1 — ¢(t)) C ©.

Considere uma funcio J, € C*(RY,RY) com suptJ. = B.(b1) e Je(x)dx = 1.

— RN
Aplicando o Lema A.19, considerando f(z) = J.(x), K = B(b1) e ~(t) =b1 — q(t)
temos

Je(z +7(0)) = Je(z + (1)) = divv(z),

que implica

Je(x) — Je(z + by — by) = divv(x),

onde v € CH(RY,RY) com suptv Np(dN) =0, pois suptv C O.
Aplicando agora o Lema A.18, existe wu € C*RM,RY) com suptu C Q e
divu(z) = Jy(x)divv(x). Assim,

(Jelp(x)) = Je(p(x) 4+ b1 = b2)) Jp(2) = div u(x)
e portanto,

/Q(Je(@(l’)) — Je(p(x) + by — b)) Jp(2)dx = / divu(z)dz.

Q

Pelo Teorema do Divergente A.14 temos

/divu(m)dm :/ undS =0,
Q o0

pois u(z) = 0, YV € 99. Logo,

K}uw@wnumw+m—@»%@mx:o
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e consequentemente,

LLM@M@:Lﬂw@+M—Mh®w,

que implica

d(p, O, by) = /Q J(p() + by — by) () de.

Vamos mostrar que

d(p,,by) = /Q Je(o(x) + by — be)Jy(z)dx.
Note que,

/QJe(go(x) + by — by)Jy(z)dx = /Q Je(@(x) + by — b2) Jp(z) b, by (7)dx.
Definindo a fun¢ao ¢ (x) = ¢(x) + by — by temos que
/QJE(SO(IE) + by — by)Jy(z)dx = /Q J(Y(x))Jy(x)dx.

Logo

4. 0ut) = [ Tpla) + by = b))

isto é,
d(gO + b1 — bg, Q, bl) == d((p + b1 — bQ — bl, Q, 0) == d(gO — bg, Q, O) = d(gO, Q, bg),
e com isso concluimos que
d(p,Q,b1) = d(p,Q,by).
|

Definigao 1.6 Seja o € C*(Q,RY), b ¢ ©(9Q) e b € p(S). Considere Cy a compo-
nente conera de RN \p(09Q), que contém b. Sendo Cy, um aberto, existe xz € Cy\p(9).

Definimos no que seque-se
d(p,Q,b) = d(¢,Q,z),Yo € Cy\¢(S).

Lema 1.7 Para ¢ € C?(Q,RY) e b ¢ ¢(09), existe uma vizinhanca U de ¢ na topo-
logia CY(Q,RY) tal que para ¥ € U temos:

(i) b ¢ ¥(0),

(id) d(p, 2,b) = d(t, 2, b).
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Demonstracao: Temos duas possibilidades a considerar:
(1°) b & ¢(S), o resultado segue do Lema (1.3).
(2°) b € o(3).
Seja r = p{b, p(02)} > 0. Pelo Teorema de Sard existe b; ¢ ¢(S) satisfazendo
r
by — b| < 1

pois caso contrario,

0 < m(Bz (b)) < m(p(S)),

r
1 =

que é um absurdo. Além disso, tem-se também
N
B: (b) € RM\p(99)

portanto, b e b; estdo na mesma componente conexa de RV\¢(992). Usando a definigao

do grau para o caso b € ¢(.S) temos que
d(p, 2, b) = d(, 2, by). (1.11)

Temos que by ¢ ¢(9Q2)Up(S), assim aplicando o Lema 1.3 encontramos uma vizinhanca

U de ¢ em C'(Q,RY) de maneira que, V1) € U temos
by & Y(OQ) UY(S) e d(p,Q,b) =d(w,Q,b). (1.12)
Note agora que
p{b.w(0Q)} > 3, VpeU

implicando

Bz (b) € RM\p(09), Vo € U.
Portanto, b e b; estdo na mesma componente conexa de RV\¢(99Q), Vi) € U. Assim,

Segue de (1.11), (1.12) e (1.13) que d(¢, 2, b) = d(v, 2, D). [

Lema 1.8 (Invaridncia por Homotopia de Classe C?) Seja H(z,t) € C?(Qx[0, 1], RY),
com b ¢ H(0Q x [0,1]). Entao,

d(H(-,t),Q,b) = constante, Vt € [0, 1].
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~ . oH . A
Demonstracao: As fungées H e —— sao uniformemente continuas em 2 x [0, 1].

ox
Entao, para cada 7 € [0,1] fixado e € > 0, existe § > 0 tal que

tel0,1,t—7|<d=||H(-,t) —H(-,7)|[cr <€
(ver Teorema A.10). Segue do Lema 1.7 que
d(H(-,7),Q2,b) =d(H(-,1),8,b)

para t suficientemente proximo de 7. Assim, a fun¢ao t — d(H(-,t),,b) é localmente
constante em [0, 1]. Sendo [0, 1] um compacto e conexo, podemos afirmar que a mesma

¢é constante. ]

1.1.3 Definicao do Grau para Funcgoes Continuas

Sejam o € C(Q,RY), b ¢ (0Q) e r = p{b,p(0Q)} > 0. Sendo C?(Q,RY)

denso em C(Q,RY), devido ao Teorema de Aproximagao de Weirstrass, existe

¥ € C2ARY) com [l — ]l < 3.
Fixando

U={yeC’@QR)llp - ¥l < 5},
tem-se

d(11,€,b) = d(9,2,b), Vb, € U.
De fato, defina a aplicacao

H: Ox[0,1] — RV
(x,t) — H(x,t) =t (z) + (1 — t)ha(x).

Observe que, H € C?(Q x [0,1,RN) e b ¢ H(OQ x [0,1]).
Vamos justificar que

b¢ H(0Q x [0,1]).
Para x € Q, e para cada t € [0, 1] temos
[H(z,t) = p(x)] = [t (z) + (1 = t)a(z) = tp(z) = (1 = t)p(z)],
que implica

[H(z,t) — p(x)| = [t(¥1 () — () + (1 = 1) (da(z) — @(x))].
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Portanto,

[H (z,t) — ()] < tlr(z) — ()] + (1 = t)[va(z) — ()], Yz € Q.

Desde que
[W1(2) — (@) < [ = @lle e [Pa(r) = @(2)] < [l — Plloo, V2 €Q

segue-se que
[H(z,t) — o(@)] <ty = @l + (1= )]t — plloc, ¥z € .

Logo
r

\H(z,t) — (@) <t =+ (1—1) 5

2
implicando

H(z,t) — p(x)] < =

5 (1.14)

e consequentemente

b ¢ H(9 x [0,1]),
pois caso contrario, existiria xyg € 92 e to € [0, 1] tais que H (z,ty) = b, e com isso
r
|H (20,10) — p(20)| < >
que implicaria
,
b olao)| < -
o que é um absurdo, pois sendo r = p{b, p(0Q)} tem-se

b= e(z)] =

Portanto,

b H(OQ x [0,1)).

Pelo Lema 1.8 temos
d(H(-,t),Q,b) = constante, Vt € [0, 1],

que implica
d(H(-,0),9Q,b) =d(H(-,1),8,b),
isto é,

d(w% Qa b) = d(wla Qa b)
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Definigao 1.9 Definimos o Grau Topoldgico de Brouwer para ¢ € C(,RY)  com
b ¢ (09), como sendo

d(p, 2,b) = d(t,Q.b), ¥ ¢ € U.

Observagao 1.4 Assim, para toda ) € C%(Q,RN) com b ¢ (09), temos que d(, 2, b)

estd bem definido e nao depende da 1) escolhida, como foi mostrado acima.

Um primeiro resultado obtido a partir da defini¢ao 1.9 é o seguinte
Lema 1.10 Seja ¢ € C(Q,RY) e b ¢ 0(09). Entdo,

Demonstragao: De acordo com a definicao do grau topolégico de Brouwer para as

fungoes continuas temos
dp,2,b) = (1), 2,b), ¥ v € U. (1.15)
Fixando uma v € U observamos que

pr)=b= (p—0b)(z) =0, Vz e

[ = el < 5. onder = p{0, (p = b))},

pois
r=p{0, (p—0)(09Q) }=inf{|0—(p—=b)(z)|;x € OQ} =inf{|b—(p)(z)|;x € OQ}=p{b, (#)(02)}.

Consequentemente,
.
Y —b+b— ¢l < 3

implicando que

I =) = (o = Dl < 3,

e portanto,

d(p — b,9,0) = d(x) — b,Q,0). (1.16)

Claramente,

b ¢ ¥(9Q), Y € U.
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Considere agora by ¢ 1(S) que estd na mesma componente conexa de R\ (99Q) que

contém b. Assim

d(,Q,b) = d(v,Q,b1) = d(xp — by,9,0). (1.17)
Escolhendo b; suficientemente proximo de b tal que
1
16 =0) = (¢ = bi)loc = [lbr = blloc = [b1 = b] < € < 5 p{0. (¥ = b)(O)},
obtemos

De (1.15) — (1.18) concluimos
d(@a Q? b) = d(% Q? b) = d(¢> Q7 bl) = d<¢ - bl> Q> O) = d(w - ba Qa O) = d(SD - b> Q> 0)

Portanto,

1.1.4 Propriedades Principais do Grau Topolégico de Brouwer

(P,) Continuidade

Sejam ¢ € C(QRYN) e b ¢ ©(09). Existe uma vizinhanca V de ¢ na topologia
C(Q,RY), tal que para Vi) € V temos que:

(i) b ¢ 0(09),

(17) d(p,Q,b) = d(¢,Q,b).

Demonstragao: Sejam r = p{b, p(0Q)} >0 eV ={H € C(Q,RY); |o—H|o < 2}
Se H €V temos b ¢ H(00N) e

(b, H(OQ)} > 3747” (1.19)

pois
b= H(x)| = [b— () + p(z) — H(z)|,

que implica

b= H(z)| = |b— o(x)] — [@(x) — H(x)]. (1.20)

Desde que,
b—(x)] > 7, Vo €00
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lp — Hloo = sup |p(x) — H(z)],

e
deduzimos que

r _
lp(z) = H(z)| < llp = Hlloe < 7, V2 €0

implicando por (1.20)

,
—H(z)|>r— -
p—H@) 2"

Consequentemente

|b—H<x)|z?jf>o, Yz e oQ

mostrando assim que b ¢ H(052).
Agora fixe ¢ € C?(Q,RY) satisfazendo |[j¢ — ¥]|s < g Usando a definigao do

grau topologico de Brouwer para func¢oes continuas temos

Definindo para H € V o ntimero 7 = p{b, H(0Q)} temos que r > %T e
7n/
— Hl|o < —=.
o~ Hllw < -

De fato, para = € Q temos

que implica
[W(z) — H(z)| < [¥(2) — ¢(2)] + [H(z) — p(2)].

Desde que,

(@) — (@) < Y = vl e [W(z) = H(z)| < ¢ — H, Vo € 9,

temos que

[¥(x) = H(z)| < | = ¢lloo + 1H = ¢llo-

Assim,
roor 3r 13 7
- H < —-=—=-—< =
Y - He) < t+2 =2 =2 <2
e portanto,
r
¥(x) — ()| < =
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Como o conjunto {|(z) — H(z)|;# € Q} é limitado superiormente, pelo postulado de

Dedekind, o mesmo possui supremo. Assim,

sup [u(x) - H(z)| < 5
e

e com isso,

’

r

— Hl||o <
[0 = Hllw < 5

Usando novamente a definicao do grau topolégico de Brouwer temos
d(H,Q,b) = d(¢,Q,b). (1.22)
De (1.21) e (1.22) concluimos

d(p,Q,b) = d(H,Q,b), ¥V H e V.

(P3) Invariancia do Grau por Homotopia

Sejam H € C(Q x [0,1],RY) e b ¢ H(0Q x [0,1]). Entdo,
d(H(-,t),8,b) = constante, Vt € [0, 1].
Demonstragao: Para 7 € [0, 1] fixado, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
tel0,1),|t—7]<d=||H(,t) — H(-,7)||oo <E€.

Usando a propriedade (P;) a aplicagdo t — d(H(-,t),€,b) é localmente constante.
Sendo [0, 1] um conjunto compacto e conexo, segue que a funcao ¢ +— d(H(-,t),,b) é
constante, isto &,

d(H(-,t),8,b) = costante,Vt € [0, 1].

(Ps) O Grau é Constante em Componentes Conexas de RV\p(99).

Se b; e by estdo na mesma componente conexa de RV \¢p(99), tem-se que
d(g@, Q? bl) = d(@? Q7 b2)

Demonstragao: Sejam b; e by pontos de RV \¢(992) que pertencem a mesma compo-

nente conexa R\ p(0€). Desde que, a componente conexa que contém by e by é um
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aberto em RY pois RV\ () ¢ um aberto, a mesma & conexa por caminhos, e com

1SS0 existe

q: [0,1] —RY
t =q(t) € Ciy by
com ¢(0) = by e q(1) = by onde Cy, 5, ¢ a componente conexa que contém by e by. Note
que q([0,1]) C Gy, p, ¢ um compacto em RY. Assim, existem € >0 e {x1, 29,23, ..., T}

tais que

Q([O, 1]) C U Be(xl) € Be(xz) N B6(J;7§+1) 7é ®’ com 1= 1a 2a 37 vy S L.

i=1
Vamos fixar nossa atencao a B.(x1) com x; = by e x5 = by. Considerando x ¢ ¢(012),

temos que d(p, 2, x) estda bem definido e pelo Lema 1.10 temos
d(p,Q,b1) = d(p — b1,9,0).

Além disso,
(e =b1) = (= )[[cr = |br — 2| <e.
Assim, pelo Lema 1.4 e € suficientemente pequeno, temos

d(p —01,9,0) =d(¢ — 2,9,0),Vo € B.(b),

que implica

d(p,Q,b1) = d(p,Q,x),Vo € B.(x).
Seguindo com este raciocinio temos
d(p,Q,x;) =d(p,Q,y), Yy € Bz;), com i=1,2,3, ..., s.
Desde que B(x;) N B(z41) # 0 concluimos que

d((p, Q? bl) = d<907 Qa b2)

(P4) Aditividade
Seja 2 = O U Qy com 4, Qy abertos, disjuntos e limitados. Se b ¢ p(9Q;) U ¢(0s)
temos que:

d(p,Q,b) = d(p,Q1,b) + d(p, 2, b).
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Demonstragao: Sejam r = p{b,(002)} >0 e b ¢ p(0Q) U p(ds) = p(02) com
QlLJQQ:Q e leQQZQ

Considere

*

— T
v e CP@ARY) com g~ e < 5

onde
r* = min{p{b, p(O) }, p{b, p(Oh)}, p{b, p(0S22) }}.

Usando a defini¢ao do grau topologico de Brouwer para fungoes continuas temos
d(p,2,b) = d(¢, €0, D),

d(p,Qq,b) = d(¢,Q1,b)

d<907 QQ? b) = d(¢7 QZ) b)

Escolha b, ¢ ¥(S) e que pertenga as componentes de RN\ (9Q), RN\ (9;) e
RN\ W (0€s) que contém b.
Assim

d<w7 Qa b) = d<¢7 QJ b1)7

d(¢a le b) = d(wa Qh bl)

d(% QQ? b) = d(l/% 927 bl)
Segue da teoria do grau topoldgico de Brouwer para o caso regular
. Qb)) = > sgnllu@]+ Y sgnlJu(€)]
&€t ({br1})N &EP1({b1})NQ
implicando

d(@[), Q, bl) == d(w, Ql, b1> + d(w, QQ, bl>

Portanto

d(§0> Qa b) = d((p, Qla b) + d((pa QQa b)
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1.1.5 Consequéncias das Propriedades Principais do Grau To-

polégico de Brouwer

(C1) (Normalizagdo) Seja I a projecdo candnica de Q em RV, isto ¢, I(z) = z

entao,
1 ,se be

d(1,Q,b) = o
0 ,se b¢ S

Demonstracao: Se b € (2, entao

dI,Q.0) = > sgnJi(&) = sgni(&).

&el=1({b})
Como Ji(&)=1>0e
1 ,se t>0
sgn(t) =
-1 ,se t<0
temos que
d(I,Q,b) = 1.

Agora, se b ¢ Q temos
dI,0) = > sgnJi(&) = / J(p(x)) - J(x)da.
gel=1({b}) {ze|o(z)—bl<e}

Note que, {z € Q;|p(x) — b| < e} =0, e com isso

/ T (@) - J,(x)dx = 0.
{ze|p(x)—bl<e}

Consequentemente

d(1,,b) =0

[
(Ca) ( Existéncia de Solugao) Se d(p,Q,b) #0 entao, existe zo € Q tal que
p(x0) = 0.
Demonstragao: Sejam ¢ € C(Q,RY), b ¢ p(09Q), e r = p{b, p(dQ)} > 0. Como
C%(Q,RY) ¢ denso em C(Q, RY) pelo Teorema de Aproximacio de Weierstrass (ver Teorema A.11),

existe 1 € C2(Q,RY), com || — 9|l < g, tal que

d(p, €2, b) = d(4, 92, ).
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Escolhendo b; suficientemente proximo de b com by € Cp\(S), temos

d(v,Q,b) = d(¢,8,by).

Sendo d(p,Q,b) # 0, por hipotese, temos que d(, Q2,b1) # 0, implicando que existe
xo € Q) tal que ¥ (xg) = by, pela mesma justificativa feita na observagao 1.2.
Afirmacgao: b€ p(Q).

De fato, caso contrério

b () com p{b,o(Q)} > 0.

Fixe § > 0 e considere o seguinte conjunto (¢(Q))s; = {z € RY; p{x, ()} < 6}, que é

uma delta vizinhanga de ¢(£2), onde
1 —
0 <8< 5p{b0(p(2))}-
Fixado 1) de maneira que ||y — ¢[loe < temos que % (Q) C (¢(Q))s. De fato,
(@) = p(@)] < [0 = ¢lloc < € <8, onde 0 <e< 3.

Assim

p{(), ()} <<y,

que implica

U(@) C (p(Q)s, Yz €Q

€ consequentemente
Y(Q) C (2(Q)s.

Logo, ¥(Q)N{b} =0, queé um absurdo, pois b; € ¥(Q). Portanto, b€ () e

segue-se que existe g € ) tal que ¢(xg) = b. [ ]

Observagao 1.5 Como consequéncia de (C3) temos que se b ¢ o(Q), entdo

d(p,$2,0) = 0.
(Cs) Sed(p,Q,b) # 0, entao p(2) é uma vizinhanga de b, isto é, existe § > 0 tal que
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Demonstragao: Sendo C, a componente conexa de b em RY\p(d9), entdo para

Vz € C) tem-se
d(p,Q,2) = d(p,Q,b) # 0,

por hipotese. Assim, por (Cz), para cada z € Cj existe y € Q tal que p(y) = z e
portanto C, C ¢(2). Desde que, C}, é um conjunto aberto e b € Cj, existe § > 0 tal
que B;(b) C Cy C (). Portanto, Bs(b) C ¢(Q). [

(C4) Se ¢(9) esta contido num subespago proprio de RY temos que d(p,Q,b) = 0.
Demonstragao: Seja V' um subespago proprio de RY  tal que ¢(Q) C V. Se
d(p,§2,0) # 0, entdao por (Cs), existe d >0 tal que Bs(b) C ¢(2) C V' como todo
subespagco proprio de um espago que contém uma bola é o proprio espago, concluimos

que V = R¥, que é um absurdo. Portanto, d(i,,b) = 0. [ ]

(Cs) (Excisdao) Seja K C Q um compacto e b & ¢(K) U ¢(99). Entdo,

Demonstragao: Por definicao, o grau topolégico de Brouwer de ¢ com relagao a
2 no ponto b, d(p,2,b), estd bem definido, pois b ¢ ¢(02). Para que faga sentido a
igualdade

d(p,Q,b) = d(p, Q\K,b)

devemos mostrar que
b ¢ p(O(Q\K)).
Afirmacao:

b ¢ (O(Q\K)) C (02U IK).

De fato, caso contrario b € (02 U 0K) e assim existiria zq € 0Q U 0K tal que
o(xg) =b com xy € 0, isto &, be p(dN)

ou

o(xg) = b com xy € 0K, isto ¢, be p(0K),
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que é um absurdo, pois por hipotese b ¢ ©(92) U ¢(K). Portanto, b ¢ ¢(9(2\K)).
Fixe ¢ € C%(Q,RY) com

[ — ¢l < 5 min{o{b, o0}, plb, 9K}

Entao,

A, 20) = d(, ,b) e d(p, WK, b) = d(, O\K, ).
Segue da ultima condi¢do que b ¢ ¥ (K). De fato, sendo
1
I = #lloo < 510 0(K)}

e se b € Y(K), entdo existe xg € K tal que ¢(xg) = b.

Assim,
b~ plo)] = [6(z0) — 0la0)] < 6~ pllc < {0, oK)}
Desde que
pib, p(K)} = inf{[b — o(y)[;y € K}
temos
p{b. oK)} < b~ plao)].
Logo

p{b oK)} < 5plb o(K)},

que é um absurdo. Mostrando que b ¢ 1) (K).

Vamos mostrar agora que b ¢ 1(0€2).

De fato, como b ¢ ¥(02) e || — ¢l < %p{b, ©(02)} supondo, por absurdo, que
b € ¢Y(09) deve existir zy € 0N tal que ¢(zo) = b.

Assim,
[9r0) — p(0)] < [0~ el < {0, 20},
isto é,
b~ elao)| < 5p{b, £(00)}.
Portanto,

plb, @)} < Splb, 200},
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que é um absurdo. Portanto, b ¢ ¥ (952).
Agora vamos mostrar que b ¢ (9(Q\K)).
Se b € Y(O(NNK)) C (02U 0K), temos que

b=1(xg) com xg € 0N e com isso b€ Y(IN),

ou

b=1(xg) com zog € IK e com isso b€ (OK),

que é um absurdo, pois ja foi mostrado que b ¢ ¥(9Q) U (K). Mostrando desta forma
que b & HO(ONK).

Desde que {b} NY(K) =0, {b}ny(0) =0 e {b}NyY(O(QNK)) =0 temos
p{b,Y(K)} >0, p{b,0(002)} >0 e p{b,p(0QUIK)} > 0.

Considerando

o = 5 inf{p{b, ()}, p{b, v(0), p{b. H(OQUOK)} >

pelo Teorema de Sard, existe ¢ € B, (b) tal que
Vo € ¢ ({c}) tem-se Jy(x) # 0.

Caso contrario, Ve € B,(b), existe zg € ¢ ({c}) com J,(zo) = 0 implicando que
xg € S. Logo,

U(x0) = ¢ = c € () = ¢(S) 2 Ba(b)
e assim,

0 =m(y(S)) = m(Ba(b)) = Vol(Ba(b)) >0,

que é um absurdo.

Note que, ¢ ¢ (K) implica que nao existe zo € K tal que 1(zg) = ¢, e como
v {c}) € Q temos Y(x)=c = P ({c}) C Q\K. Pela escolha do o temos que
c & Y(K), be cestao na mesma componente conexa de RN \1)(9Q) e de RM\ v (9(Q\ K)),

respectivamente. Consequentemente,
d(v,Q,b) = d(¢¥,Q,¢) e d(v, Q\K,b) = d(v, Q\K, c).
Desde que estamos tratando do grau topologico de Brouwer no caso regular temos

dW,Qc)= > sgndy(&) = S sgndy(&)

&y~ ({c}) &Gy~ ({chN(Q\K)
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que implica

A, Q) = Y sgny(&),

LEQK

ou seja,

d(,Q,c) =d(v, Q0\K,c).

Portanto,
d((pv Q, b) = d(¢v Q, b) = d(% Q, C) = d(¢a Q\K7 C) = d(¢v Q\Ka b) = d(90> Q\Kv b)

Mostrando assim que

d(p, Q,b) = d(p, Q\K, D).

|
(Ce) Seja {€;}ies uma familia de conjuntos abertos contidos em §2, dois a dois dis-

juntos, e b um ponto tal que

0 H(b) C U Q,.

el

Entao, d(p,€;,b) =0 a menos de um niamero finito de indices ¢ € I e mais

d(p,Q0,0) =Y d(p, Q,b).

iel
Demonstracgao:
Devemos mostrar que o grau d(p, 2, b) esta bem definido e para isso devemos provar
que b ¢ p(0Q), Viel.
Afirmacao: b ¢ ¢(0€);), Vi € I. Caso contrario, existiria um indice ¢ tal que
b€ p(09;), edal existiria zg € 9; tal que ¢(z0) =b, que implica = € o~ '({b}).
Assim x( € UQZ e consequentemente, xy € €2, com jo € I. Logo =z € ;, NI
e com isso Zeéjo NoQ; # 0, que é um absurdo, pois Q;, N 9Q; = (. Portanto,
b ¢ (0%;),Vi € I e consequentemente d(p,€2;,b) esta bem definido para todo i € I.
Desde que o1 ({b}) = {z € Q; ¢(z) = b} é compacto, pois é fechado (devido ao fato de
ser imagem inversa de um fechado por uma fungao continua) e limitado pois ¢ ~1({b})
¢ finito, existe um nimero finito de abertos €; C Q, que cobrem ¢! ({b}), ou seja,

existe um conjunto finito de indices I tais que

e '({b}) C U Q, CQ com IyC 1.

i€lp
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Dessa forma, para todo i € I\I, b ¢ ©(Q;) e pela observacio 1.4 temos que
d(p,Q;,b) = 0. Sendo K = Q\ U Q; um compacto, pois K = Qn (ﬂ QF)

i€l i€lp
entao K é fechado e como, K C 2, entao K é limitado e consequentemente compacto.

Sendo b ¢ ¢(K), pela propriedade da excisao (Cs) segue-se que
i€lp i€lg

Assim, pela propriedade aditiva do grau topoldgico de Brouwer, obtemos

d(,2,0) = > d(p, Q,b),

i€lp
ou seja,

d(p,Q,0) =Y d(p, Q;,b).
el
|

(C; (Dependéncia da Fronteira) Suponha que ¢ = ¥ em 02 e que
0, U € C(Q,RY). Entdo, Vb ¢ 0(0Q) = ¥(9Q) tem-se que d(p,Q,b) = d(¥,Q,b).
Demonstracgao:

Considere a seguinte aplicagao continua
H: Qx[0,1] — RY
(z,1) = H(z,t) =t-pr)+ (1 —1)-y(z).

Afirmacao: b ¢ H(0N2 x [0,1]).
De fato, caso contrario existiria o € Q2 e t € [0,1] tal que b = H(x¢,t). Como ¢ = 1)

em OS2, por hipotese, para todo x € 0f) temos

H(z,t) =1-p(x) + (1 =1) - p(z) = p(r) = ¢(2).

Considerando x = xq segue-se que b = H(xg,t) = ¢(x¢) o que é um absurdo, pelo fato
que b ¢ p(99), mostrando que b ¢ H (9 x [0,1]). Sendo o grau topologico de Brouwer

invariante por homotopia, concluimos que
d(H(-,0),Q,b) = d(H(-,1),8,b),

donde segue-se que

d(p,€2,b) = d(V, 2, b).



45

[
(Cs) Sendo ¢, ¥ € C(Q,RY), ¢ supondo que existe H € C(9Q x [0,1],RY)  com
H(-,0) = P, € H(-,1) = Uy, tem-se que d(p,,b) =d(¥,Q,b).
Demonstragao: Pelo Teorema de Tietze (ver Teorema A.12), podemos estender H
a uma fungdo H continua sobre Q x [0, 1] a valores no R¥.

Assim,

= H('7O> = H('ao)\aﬂ = Ploa © Y= H('> 1) = H('7 1)|aﬂ = wlam

ouseja, P=p,, € Y=1,, onde P e P saoextensoesde ¢, e V,,
respectivamente.

Desde que, o grau topologico de Brouwer é invariante por homotopia temos que

d(H(-,0),Q,b) = d(H(-,1),Q,b),
mostrando que
d(®,Q,b) = d(¢,Q,b).

De acordo com a propriedade (C7) temos

d(@a Qu b) = d(@? Q7 b) pOiS ¢|39 = Plaa-

De modo anélogo, temos

d(¥,,b) = d(1,Q,b) pois P, =1},

Portanto, d(¢,$2,b) = d(V,Q,b). [ |
(Cy) (Teorema da Nao-Contragao da Bola Unitaria)

Nao existe aplicagao continua ¢ : B1(0) — 0B;(0) com Plos, o =1

Demonstragao: Suponha que exista tal aplicagao ¢. Por (C3) temos

d(, B1(0),0) = 0, pois 0 & ¢(B1(0)). Por outro lado, como ¢, =1,
usando as propriedades (Cq) e (Cg) deduzimos que

0= d<907 B1(0)70) = d(]a Bl(o)a O) =1,
que é um absurdo. Logo temos (Cy). [

(C10) Se N ¢ fmpar, nio existe aplicagao continua H : SN~ x [0,1] — SN—!

verificando H(z,0)=x e H(z,1)= -z, Vze SN7L
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Demonstragao:
Observe que S¥~1 = 9B;(0) em RY. Suponha que exista tal aplicagiao H.
Agora, considere Q = B1(0), b =0, p(z) =z e ¥(z) = —x, Vo € SV, onde
¥ € C(B1(0), RY).
Por (C7) temos
d(I,B1(0),0) = d(—1I, B1(0),0). (1.23)
Mas, por (C;) temos que d(I,B;(0),0) = 1. Por outro lado, o grau topologico de
Brouwer é dado por
d(—1,B,(0),0) = > sgnJ_;(&) = sgnJ_(0) = (=)~

&ie(=N~1({0})
Sendo N ¢é fmpar, concluimos que d(—1, B1(0),0) = —1, que contradiz (1.23).

Portanto nao existe tal aplicacao H. ]
(C11) Se N é fmpar, nao existe aplicacdo continua ¢ : S¥~! — RY com ¢(x) # 0
e (p(z),z)=0, Voe SN

Demonstragao:

Suponha que exista tal aplicagao . Considere

T) = () e x,t) = xcos(m ) sin(mw
¥(z) o] H(z,1) (wt) + ¥ (z) sin(mt),

parar € SN let e |0,1].
Note que, ¥(z) € SV~ e H(x,t) € SV71 pois

[H(2,t) — 0] = |H(z, £)]> = |z cos(mt) + (a) sin(xt) .
que implica

|H(z,t)]* = |z|? cos?(mt) + sin(2nt) (x, 1 (x)) + | (z)|* sin®(7t).

Sendo |z| =1, Y(z) = o () e (p(x),z) =0 temos |H(x,t)] = 1. Entao,
|H(x,t)] =1,Vx € SN~ et €]0,1]. Agora, observe que

He (SNt x[0,1], 8N,

H(z,0) =2 -cos(m-0) +¢(x) -sin(r-0)=z-1+¢(x) - 0==x

H(z,1) =z -cos(m-1)+¢(x) -sin(r-1)=z-(—1) +¢(z) 0= —=z,
o que contadiz a propriedade (Cyg). Portanto, nao existe a aplicagdo ¢ considerada no

inicio da demonstracao. [
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1.1.6 O Grau Topolégico de Brouwer num Espago Vetorial de

Dimensao Finita

Considere V um espaco vetorial de dimensdo finita e ¢ € C(Q, V), onde Q é um
aberto limitado de V. O grau topoldgico de Brouwer pode ser estudado de maneira
analoga ao que fizemos no RY.

Uma pergunta natural que surge é saber se mudando a base de V| o grau topologico de
Brouwer ¢ alterado. No que segue, seja (3; uma outra base de V, ¢; = M topo M,
onde M(Qy) =Q, M(b) =be M éa matriz mudanca de base. Veja que, se ¢(x) =b

e M(z1) = x temos
pi(z1) = (M~ opoM)(z1) = (M~ op)(M(w1)) = (M~ op)(x) = M~ (p(x)) = M~ (b)

Uma resposta a tal pergunta é encontrada no lema que segue.

Lema 1.11 O grau topologico de Brouwer € independente da base escolhida,isto €,

d(,$2,b) = d(p1, 1, by).

Demonstragiao: Vamos considerar apenas o caso regular, ou seja, ¢; € C1(Q, V) e
b1 & ©1() Upi(S). Sendo p; = M~ o po M e usando a regra da cadéia temos
o1 (r1) = MY o ¢/(x) o M, e portanto

det(py'(21)) = det(M ' o ' (x) o M).
Usando uma propriedade dos determinantes tem-se
det(p1'(21)) = det(M1).det(¢ (z)).det(M).
Desde que, det(M~1).det(M) = 1 segue-se que
det(py'(11)) = det(¢'(x)).

Logo
Jor (71) = Ju(2)
e dai obtemos

sgn(Jp, (21)) = sgn(Jy()).
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Consequentemente

S sgn((a) = sgn(J, ().

e H({b1}) zcp~1({b})

ou seja,
d(p1,821,01) = d(p, §2,D).

|
Vamos considerar a seguinte situacdo, onde a aplicacio ¢ € C(Q,R™) e Q C RY é um
aberto com m < N. Com o objetivo de usar a teoria do grau topologico de Brouwer,
podemos considerar a aplicacio ¢ : RV — R supondo que a mesma possui N — m

componentes(coordenadas) nulas, isto &,

90<x> = (301<x>7()02(x>7903(x)7 "'730771(‘%)70707 70)
Lema 1.12 Seja ¢ € C(Q,R™) comm < N, QCRY e ®(z)=x—¢(x), Vo € Q.
SebeR™ eb¢ O(0N), entao

d(®,Q,b) = d( QNR™,b).

® IQnR™>

Demonstragao: Observe que b ¢ @z ... (Orm (2 NR™)), pois Orm (2 NR™) C 0N
Vamos considerar apenas o caso regular, isto ¢, ¢ € CY(Q,R™) e b¢ ®(S). Além
disso, @1 ({b}) C R™, pois b € R™. Temos que

lgopn(r) A
0 IN—m

P'(x) =
Vo € QN R™. Assim,

det(¥'(z)) = det(®'|, . (x)), Vo € DL({b}).

lQnR™
Logo
Jo(x) = Ju . (2), Vo € (D))
e com isso,
sgn(Jo(z)) = sgn(Jo___ (2)).
Consequentemente

Yo sgn(e@) = Y sgn(Je (@)

zed~1({b}) r€® ™t g pm ({0})
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Portanto, segue da teoria do grau topologico de Brouwer, para o caso regular, que

d(®,Q,b) = d( QNR™,b).

® IQnR™>

1.2 O Grau Topoloégico de Leray & Schauder

No que segue-se vamos denotar por E um espaco de Banach real e 0 C EF um
aberto limitado. A funcao distancia entre conjuntos associada a norma de FE, sera
denotada por p, isto é, p(A, B) = inf{|la — b|[;a € A,b € B} com A,B C E. Seja
T € C(Q, F) uma aplicacdo tal que T(Q) esta contido num subespaco de dimensao
finita de E. A aplicaggo ® = I — T é chamada de Pertubacao de Dimensao Finita da
Identidade.

Definigao 1.13 Seja b € E com b ¢ ®(0N2). Se F' é um subespago de E de dimensao

finita contendo T'(2) e b, definimos o grau de Leray & Schauder de ® com relagao

a () no ponto b, como sendo o niimero inteiro

d(®,Q,b) = d( QN Fb).

qDlﬁmF’

Vamos mostrar que esta definicao é consistente, isto é, independe da escolha do subes-

paco F. De fato, sejam F e F, dois subespagos de E de dimensao finita tais que
TQ)CF, TQ)CF,ebe FNE,.

Sendo F' = F} N F, um subespaco de F} e também de F,, que contém T(2) e b, segue-se
do Lema 1.12 que

d@lﬁmm’ QN FLb) = d(Pi5-7 2N F,D)
e
d((ID‘ﬁmFQ, QN Fy,0) = d(P1g5-7, 2N F,D).
Portanto,
APy, - 2N F1,0) = d(Pigpy , 2N F, D),

e a defini¢ao do grau de Leray-Schauder é consistente.
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Definicao 1.14 Diremos que uma aplicacio T : Q — E € compacta, se T é continuo

e T(Q2) € relativamente compacto em E, ou seja, T(€)) é um compacto em E.

No que segue-se denotaremos por Q(€2, E) o espaco de Banach dos operadores compac-

tos T : 2 — E munido da norma da convergéncia uniforme, isto é,

[Tl = [IT]|c =sup ||T(x)[|, onde ||-[| ¢ uma norma em FE.
z€Q

Lema 1.15 Seja K um compacto de E. Para todo € > 0, existe um subespaco de

dimensao finita F, C E e uma aplicagao g. € C(K, F,) verificando

|z — ge(z)|| < e,V e K.

Demonstragao: Sendo K um compacto, dado € > 0, existe uma quantidade finita de
pontos Y1, Y2, Y3, - .-, Yp € E tais que

p

K c | JB(w).

i=1

Seja F, o subespago gerado por {y1,¥2, s, ..., Yy, } € defina a funcao
b,: K — R
r o b(x),i=1,2,...,p,

onde
e—llz—will ,se x€ B(y)

0 ,se x € (Be(yi)).

Observe que
p
bi(z) > 0,Vz € E e que sz(x) >0, Vo € K.

=1
Defina a funcao g, de K em F, por
p
Z bi()y;
ge(x) =1

Z bi(z)

Veja que a fungao g. estd bem definida, isto é, Vo € K temos g.(z) € F. pois, g.(z) é
uma combinacao linear dos ;.

A aplicagdo g, é continua em K, pois € um quociente de fung¢bes continuas, onde
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p
Zbl(x) >0eg(r) € F,VreK.

=1
Além disso, temos

que implica

Assim,
1 P
lz = ge(2)| < 55— _bila) -,
Z bZ(ZL’) i=1
i=1
e portanto,

|z — g(z)|| <€,V e K.
]

Lema 1.16 Seja ® wma perturbagcao compacta da identidade, onde ® =1-—T,
T:Q—FE e TeQQ,E). Entio:

(I) ® € um operador fechado ( isto é, a imagem por ® de um fechado é um conjunto
fechado.)

(II) ® ¢é propria ( isto €, a imagem inversa por ® de um compacto é um conjunto

compacto. )

Demonstragao: (I) ® é fechado.

Devemos mostrar que, se G C Q é um fechado em E, entdo ®(G) ¢ um fechado em E.
Seja G C Q um conjunto fechado e {u,} C G tal que ®(u,) — z em E.

Nosso objetivo é mostrar que z € ®(G).

Usando a hipotese que T ¢é um operador compacto, existe uma subsequéncia

{un,} € {un} e w e E tal que T'(u,,) — wem E. Sendo ® = I — T temos
P (up,) = I(un,) — T(tn,)

implicando

Up, = P(un,) + T(tn,).

P
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Desde que

®(up) — zem E e T(up,) —wemE

concluimos que

Up, — 2 +wem E.

Agora, pela continuidade da ®, obtemos
P (up,) = ®(z+w) em E
e pela unicidade dos limites temos

O(z+w) = 2.

Como G ¢ um conjunto fechado em FE, {u,,} CG e u,, — z+ w, devemos ter
24w e d.

Portanto, z € ®(G). Mostrando que ®(G) é um conjunto fechado.

(II) ® & propria.

Devemos mostrar que, se K C F ¢ um conjunto compacto, entao ®~!(K) ¢ um con-
junto compacto.

Nosso objetivo é mostrar que toda sequéncia {u,} C ®71(K), possue uma subsequén-
cia convergente em F com limite em & !(K).

Seja {u,} C ®71(K). Logo existe, {v,} C K com ®(u,) = v,. Sendo K um compacto,
existe uma subsequéncia

{vn,;} C{vn}eveE
de maneira que v,; — v em E. Usando a definigao de ® temos
q)(unj) = I(“”g) - T(un]’)a

e portanto,

Un; = U, + T (Uy, ).

Segue da compacidade do operador T que existe uma subsequéncia

Un; C U, € 2 € E tal que T(unjp) — zem E.

J
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Assim,

U,

sy = @un, )+ T(un, ) ¢ com isso up, —v+zem E.

Como ® uma aplicacdo continua, o conjunto ®~'(K) é um conjunto fechado em 2,
logo ¢ um conjunto fechado em E e consequentemente v+ z € ®1(K). Mostrando

que ®}(K) ¢ um conjunto compacto. [ ]

Considere o operador T € Q(Q,E), ® =I1-T, ® ¢ C(Q,E) e um ponto
b ¢ ®(092). De acordo com o Lema 1.16 temos que ®(9€2) é um conjunto fechado em

E, logo r = p{b,®(0Q?)} > 0. Fixando K = T'(Q2), do Lema 1.15 encontramos um
subespago de dimensdo finita Fz C E e uma fungao continua
g% K — F%
r = gz(r),

satisfazendo

,
Iz~ g3 ()l < 2, Ve € K,

onde z = lim T'(y,) com vy, € Q. Definindo

n—oo

T.(u) = gz (T'(u)), Yu € Qe ®=I—-T)(u), VueQ

observamos que @&, é uma perturbacao de dimensao finita da identidade com

b ¢ ®,.(00). De fato, para = € 02 temos
16— @ (z)[] = [|b = @(z) + B(2) — D, (2)]

e portanto,

16 =@, (2)] = [Ib = 2(z)[| = |(z) = Dr(2)]. (1.24)

Desde que,
16— ®(z)|| =7, Vo € 0Q

sendo ®(x)=2—-T(z) e ®.(2)=x—T (), VrecQ, temos
| (2) = @r(2)|| = [[(z = T(2)) — (z = To(2))]]

implicando

[@(z) = @, (2)]| = [ T(x) = T(2)],
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ou seja,
() = @ (2)[| = [ T(x) = g5 (T(2))]-

Fazendo T'(z) = w € K obtemos

r
12(2) = @ (@)l = [lw = g5 ()] < 5,
que implica

[@(x) - . (2)] < 5, Yw € K.
Portanto, da desigualdade (1.24) temos

T T
b— ()| >r— ==
o=@, ()l 27— 2 =2

donde segue-se que

b — @, (z)] > g >0, Va € 99.

O conjunto {||b—P,(z)||; x € 0N} é limitado inferiormente e pelo postulado de Dedekind
possue infimo. Assim,

inf{||b — @, (z)||;z € 9Q} > g

implicando que p{b, ®,.(00Q)} > g > 0. Mostrando que b ¢ ®,.(02). Agora, ja podemos
calcular o grau de ®,., pois 0 mesmo esté definido com relacao a €2 no ponto b e sera

definido da seguinte maneira.

Definicao 1.17 Seja ® uma perturbacao compacta da identidade, isto €, ® =1 — T,
onde T : Q — E com T € Q(Q, E). Definimos o grau de Leray & Schauder de

com relacao a ) no ponto b, como sendo
d(®,0,b) = d(P,,Q,b),
onde ®, ¢ uma perturbacao de dimensao finita da identidade satisfazendo

|@(x) — @, (2)]| < g,w eq.

Vamos mostrar que a defini¢ao é consistente, isto é, nao depende da escolha do P,.
Sejam ®; e P,y duas perturbagoes de dimensao finita da identidade, denotadas por

(I)lzl_Tl e (I)QII—TQ com

[B(2) — P1(2)[| < 5 e [[@(z) = Do) < g vz e Q.
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Considere também F; e F, subespacos de E de dimensao finita, que contém

T1(€2) e T»(£2), respectivamente e, também o vetor b € E. Fixe F' um subespago de E

de dimenséo finita que contém F; + F, e b. Assim, T1(Q2) C F, T»(Q2) C F e b € F.

Consequentemente, pela definicao do grau de uma perturbacao finita da identidade,

temos
d(q)la Q7 b) = d(q)l\ﬁmFa Qn F7 b)
e
d(Py,Q,0) = d(cbg‘ﬁmF, QN F,Db).
Defina a seguinte homotopia
H: ©6x[0,1] — F
(x,1) = H(z,t) =t Qg o (2) + (1 =1) Py () com © = QNF.

Temos que b ¢ H(0O x [0,1]). De fato, usando a invariangia do grau de Brouwer, por

homotopia segue-se que
d(H(-,0),0,b) = d(H(-,1),0,b).

Desde que H(-,0) H(1) =Py, ¢ O= QN F concluimos que

- cI)l\ﬁnF’

d( QN F,b) = df QN F,b).

CI)2|§ﬁF’ CI)”ﬁﬁF’

Portanto, d(®y,Q,b) = d(P1,,b). Mostrando que a definigdo do grau de Leray &

Schauder de ® com relagao a €2 no ponto b é consistente.

1.2.1 Propriedades Fundamentais do Grau de Leray & Schau-
der

No que segue, vamos usar sempre T € Q(Q,E) e¢ & =1-T.

(P;) Continuidade em relagao ao operador T

Existe uma vizinhanca U de T em Q(Q, E) tal que V.S € U temos que:
(i) b (I—S)(09),

(13) d(I — S,Q,b) = d(P,,0b).

Demonstracao:

Fixe 7= p{b,®(00)} >0, U={S€Q(QE);||S —T|w < g} e S € U. Definindo
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U =] — S temos que p{b, ¥(02)} > e b¢ U(0Q). De fato, para z € 92 temos

r
2

16 =) = [|b = (z) + (x) — W(z)|

implicando

1o =W (@) = b= ()] — |®(z) = V()] (1.25)

Uma vez que
[@(x) = ¥(z)|| < |IT = Sl < g Ve €Q e [[b—2(2)] =

temos

,
b= ¥(z)] = 2 > 0.

Sendo o conjunto {||b — ¥(z)|;x € 092} limitado inferiormente, pelo postulado de
Dedekind o mesmo possui infimo. Logo

inf{||b — U(2)|; z € 9Q} > g e assim  p{b, U(OQ)} > g > 0.

Observando que {b} ¢ um compacto e W(02) um fechado, concluimos que b ¢ ¥ (0f2).
Considere ®; e ¢, duas perturbagoes de dimensao finita da identidade, verificando
|P(x) — Py ()] < % e ||[¥(z)— Py(z)| < %, vV € Q. Logo, pela defini¢do do grau

de Leray & Schauder temos

d(®,Q,b) = d(Dy,Q,b) = d( QN F,b)

CI)llﬁmF’

d(V,Q,b) = d(Ps, 2, b) = d( QN F,b),

qD?lﬁmF’

onde F é um subespaco de dimensdo finita contendo 71(Q2), S1(Q2) e o ponto b,

com &, =71-T) e &y =1—.5;. Defina a seguinte homotopia

H: ©6x[0,1] — F
(x,1) = H(z,t) = 1Py 5. () + (1 — )Py 5 .(7), com 0=QNnF

Temos que b ¢ H(0O x [0, 1]), pois
[H (2,t) = ()] = [[tP11g o (2) + (1 = 1) Poyg o (2) — 1P () — (1 — ) @()].
Donde obtemos

[1H (1) = @()]| < [t|D1)gp(2) = D) + [1 = #[[|Paygp, o (2) — P(2)]-
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Desde que

11 g () = B(2)]| <

com (I)l\ﬁmF:I_Tl e
|H )=o) <t-7+1—1)-

Portanto, | H(z,t) — ®(x)| < %, Vo € Q. Sendo 90 = 9(QN F) = 90N F, segue-se
que

p{b, H(90 x [0,1])} =

9

[Nl ]

pois, para cada € 9(2 N F)
16— H(z,t)|| = [|b — (z) + ®(x) — H(z, t)|

e assim,

16— H(z, )| = |[b = () ]| = [[®(x) = H(z, )]

Dai, segue-se que

|M—H@ﬁ“2;VxemQﬂﬂ.

Sendo o conjunto

{I[b — H(z,t)|;x € 0(QN F),t €[0,1]}

limitado inferiormente, pelo postulado de Dedekind possui infimo, logo

inf{||b — H(z,t)|; z € dQNF),t€[0,1]} >

| 3

e consequentemente p{b, H(O(QXNF))} > g > 0. Logo, b¢ H(0© x[0,1]). Usando

a invariancia do grau de Brouwer por homotopia segue-se que
d(H(-,0),0,b) =d(H(-,1),0,b).
Desde que, H(-,0) = P35 ., H(,1) =15 ., ¢ O= QN F temos que

d( QN F,b) = df QN F,b).

qD?lﬁnF’ (I)1|§nF’

Portanto, d(¥,Q,b) = d(P,Q,0b). (]

(P2) Invaridncia do Grau por Homotopia

Seja H uma aplicacio tal que H € C(Q x [0, 1], E), definida por H(x,t) = x — S(x,1),
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onde S € Q(Q x [0,1],E). Se b ¢ H(0Q x [0,1]), entdo o grau d(H(-,t),9Q,b) é
constante em [0, 1].

Demonstragao:

Considerando r = p{b, H(02 x [0, 1])}, vamos mostrar que r > 0. Para este fim defina

a seguinte aplicagao

H: Qx1[0,1] — ExR
(1) — H(x,t) = (,t) — (S(x,1),1),
isto é,
H(z,t) = (z — S(z,1),0).
Neste caso, temos que H=1-8 com S: Qx 0,1] — E xR dada por
§(m,t) = (S(z,t),t) uma perturbagdo compacta da identidade, no espago de Banach
E x R, pois S é um operador compacto.
Afirmagao: O operador S é um operador compacto.
De fato, devemos mostrar que
(1) S & continuo,
(74) Sendo U limitado, entao ﬁ é compacto.
Prova de (7).
Desde que, S é um operador compacto tem-se que S é continuo, e portanto S & conti-
nuo.
Prova de (ii).
Seja R, = (n,t,) uma sequéncia em € x [0,1]. Segue do Teorema de Bolzano-
Weierstrass que existe uma subsequéncia (t,;,) C (t,) tal que t,;, — to. Desde que

S é compacto temos que existe uma subsequéncia

R

ny, = (Tnyotn,) tal  que (2, ,t,; ) — yo em E com (t,, ) C (t,).
Logo
(S(n,, s tn;, )i tn;, ) = (Yo, to) em E X R,
ou seja,
Sy, sty ) = (S(@ny, o tny, )stay, ) — (Yo, to) em E x R.
Portanto, S ¢ um operador compacto.

Pelo Lema 1.16 H (99 x [0,1]) ¢ um fechado, isto ¢, H (9 x [0,1],0) ¢ um fechado em
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E x R o que implica H(0Q x [0,1]) é um fechado E. Desde que, b ¢ H (02 x [0,1])
podemos concluir que r > 0.

Fixe K = m C E. Pelo Lema 1.15 existe um subespaco de dimensao finita
Fr C E e uma aplicagdo g: € C(K, F:) verificando

)
o= g5(@)l < 5. ¥r € K.

Definindo
Hy(z,t) =z — g:(S(z,t)), Va € Q, vVt €]0,1]
encontramos
|Uﬂx¢)—fﬁ@;®”<£,Vm<§ﬁ,Vte[&l}
De fato,
[H (2, t) — Hi(z,t)|| = [[(z — S(x,1)) = (z — g5(S(x,1)))]]
implicando

1H (z,t) = Hy(z, 0| = |5z, 1) — g5 (S(z,1))]|

Considerando w = S(z,t) € K, temos  ||H(z,t) — Hi(z,t)| = ||w — gz (w)|| e portanto

HH@@-Hmmm<;verVtemu

Desde que,
{|H(z,t) — Hi(z,t)||; = € Q, t €0,1]}

é limitado superiormente, pelo postulado de Dedekind

sup | H (z,t) — Hy(z,t)| < g com t € [0,1]
z€Q

e com isso,

,
| (1) = (0 < 5 Ve € [0,1)
Entéao, pela propriedade (P;)
d(H(-,1),Q,b) = d(Hi(-,1),Q,b), vt €10,1].
Usando a invariancia do grau por homotopia temos

d(H(-,t) QN F,b) = constante,

QnF’



onde F' ¢ um subespago de dimensao finita que contém gr (S (Qx[0,1])) e b.

Aplicando a defini¢ao do grau de Leray & Schauder para H; temos

d(Hl(vt)uQub) = d<H1('7t)\ﬁmF7Q N F7 b)7Vt S [07 1]

Portanto,

d(H(-,t),Q,b) = constante.

Antes de enunciarmos a préxima propriedade, precisamos do seguinte lema.

Lema 1.18 Se b ¢ ®(012), entio d(P,Q,b) =d(P —b,Q,0).

60

Demonstragao: Seja F' C E um subespaco de dimensdo finita que contém b e T,(Q).

Entao,

d(®,02,b) =d(®,,Q,b) = d(q)rlﬁmw QN Fb).
Segue do grau topolégico de Brouwer que

(P QN D) = d(@r 5 — b, QN F0).
Note que

(DTlﬁmF —b=(® - b)|§mF
e assim
d(®,Q,b) = d((®, — b) g 2N F,0).

Por outro lado, da definicao do grau de Leray & Schauder segue-se que

d(®, — b,Q,0) = d((®, — b) 0., 2N F,0).

QN

Sendo, ||®(z) — ®,.(z)] < g, V 2 € Q e tendo em vista que

(@ =) = (@ =) = [|® = P[] <

N3

obtemos

d(® — b,Q,0) = d(®, — b,Q,0).

Portanto,

d(®,Q,b) = d(® — b,Q,0).
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(P3) O Grau é Constante em Componentes Conexas de RV\®(9)

Se b; e by estdo na mesma componente conexa de RV\®(99), entao
d(q)7 Q7 bl) = d<q)7 Qa 62)

Demonstragao: Sejam b; e by pontos de RV\®(9Q) que pertencem a mesma com-
ponente conexa de RV\®(9Q). Desde que a componente conexa que contém by e by é
um aberto em RY | pois RV\®(9Q) é um aberto, esta componente conexa é conexa por

caminhos. Assim, existe um caminho
g: [0,1] — RY
t — f(t) € Cypp, com by =q(0) e by =q(1),

onde Cj, 3, é a componente conexa que contém o caminho que liga b; a be. Note que,
q([0,1]) C Cy, 5, ¢ um compacto em RY. Assim, existem € > 0 e {x1, 29, 73,..., 7}
tais que

f([(), 1]) C U Bﬁ(xi) com Be(mi) N BE<5UZ'+1) # (Z)a

i=1
onde i = 1,2,3,...,s — 1. Vamos fixar atencdo na bola B.(z1) e, considere b; = 7 e
bg = Tg.

Seja x € Be(z1) de modo que z ¢ ®(012). Logo d(P,€2,b) e
d(®,Q,by) =d(P,Q,z),

pois

(@ =b1) = (@ —2)]loc = Ibs = 2[loc = Ibx — 2| <.
Portanto, para € > 0 suficientemente pequeno,
d(® —01,92,0) =d(P — x,0,0)

o que implica

d(q), Q, bl) = d(q),Q,.T), Va € Be(b1>

Seguindo este raciocinio deduzimos

d(®,Q,z;) = d(P,Q,y), Yy € B(z;) com i=1,2,3,...,5.
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Desde que, Bc(z;) N B(zi11) #0, com i=1,2,3,...,s— 1, podemos concluir que

d(q)v Q? bl) = d((bﬂ Q7 b2)

(P4) Aditividade

Sejam Q= Q,UQy e Q4,0 abertos, disjuntos e limitados em F com
b ¢ O(00Q) U P(0Q). Entao, d(P,Q,b) = d(P,Q4,b) + d(P, s, b).

Demonstragao: Sendo & wuma perturbacao compacta da identidade, o grau de
Leray & Schauder de & ¢é dado por d(®,Q,b) = d(P,,Q,b), onde &, é uma

pertubacao de dimensao finita da identidade, que satisfaz
|®(z) — @, (2)] < g,vx €0 com ®=1-T e &, =1—T,.

Assim, d(®,Q,b) = d(P

TonE?
finita que contém 7,(Q) e b. Por hipotese, Q = Q; UQy e Q; N Qy = 0. Logo,

QN F,b) onde, F & um subespago de dimensao

Usando a aditividade do grau de Brouwer temos

d(d QN E D) =d(P O NED) +dP QN ED).

feTa¥al TIQNE? rea¥al

Portanto, d(®,,b) = d(P,Qq,0) + d(P, s, b). [ ]

1.2.2 Consequéncias das Principais Propriedades do Grau de
Leray & Schauder

(C1)(Normalizagao) Seja I a projecio candnica de 2 em E, isto é, I(x) = x, entdo

1, se be)

d(1,Q,b) = -
0, se b¢Q.

Demonstragao: Considerando F = (b), o espago gerado por b, que é um espago de
dimensdo finita, entdo d(I,Q,b) =d(I___,Q2NF,b). Usando a propriedade (Cy) do

grau topologico de Brouwer temos

1, se beQNF

d([‘ﬁ F,QﬂF,b) = .
) 0, se b¢g QNF,
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donde segue o resultado. ]

(C3) Se b ¢ ®(Q), entdo, d(®,Q,b) = 0.
Demonstragao: Sendo ® = I — T uma perturbacao compacta da identidade, pelo
Lema 1.16 temos que ® é fechado. Logo a = p{b,®(Q)} > 0. Por outro lado,

a<r=p{b,®(002)} > 0 e pelo Lema 1.15 existe uma perturbagao de dimensao finita
da identidade ®, € C(Q, F) tal que

|B(z) — Po(z)]| < % Vel

Afirmagao: b ¢ ,(Q).

De fato, para = € ) temos
16— ®a(x)]| = [Ib = (z) + P(z) — Pa(z)]

implicando

16 = Pa(@)]| = [Ib = ()] = |(z) — Pa(2)]]

e consequentemente

16— @a(2)]| =

|9

O conjunto {||b—®,(z)||; = € Q} é limitado inferiormente e pelo postulado de Dedekind
possui infimo. Logo
inf (o — @a(a)[: » € Q) = 5

2

o que implica p{b, ®,(Q)} > @

5 > 0. Desde que, {b} é um compacto e ®,(Q) é um
fechado, tem-se p{b, ®,(9Q)} > 0, mostrando que b ¢ ®,(€2). Por defini¢io

d(®,9,b) = d(®4,Q,b) = d(®ay_, Q2N F,D),

onde F' é o subespaco de dimensao finita de E que contém b e T'(2). Observando que
b ¢ ot (N F), pela propriedade (C3) do grau topolégico de Brouwer, concluimos
que d(P,,b) = 0. [ ]

(Cs) (Existéncia de Solugao) Se d(®,Q,b) # 0, entdo existe o € € tal que

o(zg) = 0.

Demonstragao: Pela propriedade (Cs3) temos que, se b ¢ ®(£2), entao d(P,2,b) = 0.
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Fazendo a negagao da propriedade (Cs) temos que, se d(P,€2,b) # 0, entao existe
zo € Q tal que ®(xy) = b. Mostrando a propriedade (Cs). [

(C4) Se ®(©2) esta contido em um subespago proprio de E, entao d(P,2,b) = 0.

Demonstracao: Considere V' um subespago proprio de E tal que ®(Q2) C V. Se
d(®,,b) # 0, entao pela propriedade (Cs), () é uma vizinhanga de b, ou seja,
existe 0 > 0 tal que Bs(b) C ®(2) C V e portanto V = E, o que é um absurdo, pois V
é um subespaco proprio de E. Portanto, d(®,2,b) = 0. [ ]

(Cs) (Excisao) Seja K um fechado contido em € com b € ®(K). Entio,
d(®,Q,b) = d(®, Q\K, b).

Demonstragao: Usando a defini¢cao do grau de Leray & Schauder temos que
d(®,Q,0) =d(® ., QN Fb),

onde F' é um subespaco de dimensao finita que contém T(Q) e bcom b € E e b ¢ ®(9Q).

Aplicando a propriedade (Cs) do grau topolégico de Brouwer, segue o resultado. m

(Ce) Seja {;}ier uma familia de abertos, dois a dois disjuntos, contidos em 2 com

o o

el

Entao, o grau d(®,,b) = 0, a menos de um numero finito de indices i € I'. Além
disso,

d(®,Q,b) = d(®,Q;,b).

el

Demonstragao: Uma vez que b ¢ ®(99;) pelo Lema 1.16 ®~!({b}) é um compacto,
pois estamos usando o fato que ® é propria. Pelo Teorema A.4, existe um nimero finito

de abertos ; C Q que cobrem ®~({b}), isto é, existe um conjunto finito I'y de indices

tal que @~ 1({b}) C U Q; com §; C Q. Portanto, Vi € I'\I'y temos que b ¢ ®(€2;)
1€l

e pela propriedade (Cy) temos d(®,€;,b) = 0.

Considerando que K = Q\ U (); & um compacto, pois
i€lg

=o\Ja=an(Je)r=an() e

i€l i€l i€lp
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temos que K ¢ fechado e como K C § temos que K ¢ limitado e consequentemente

K é compacto. Temos que b ¢ ®(K), pois ¢(b) € U ;. Pela propriedade da excisao
i€lg
(Cs), segue-se que

d(®,9,b) = d(®,Q\K, b) = d(®, Q\(Q\ ] 2),b)

e com isso, d(®,Q,b) = d(P, U ;,0). Pela propriedade aditiva (P4) temos

i€lg

d(®,Q,b) = d(®,2,0).

i€lg
Portanto,

d(®,Q,b) = d(®,Q;,b).

el

(Cr7) Seja W = I — P, onde S € Q(, F) tal que V(x) = &(z),Vz € 00. Se
b ¢ B(IQ) = U(99), entdo, d(®,Q,b) = d(T,Q,b).

Demonstracgao: Considere a seguinte homotopia
H(z,t) =t®(x) + (1 —t)¥(x), Ve €Q e YVt € [0,1].

Para todo t € [0,1], H(-,t) é uma perturbagdo compacta da identidade, onde
H(z,t) = o —G(z,t) com G(x,t) =tT(x) + (1 —t)S(x). Desde que, ®,, = ¥,
temos que b ¢ H (0N x [0, 1]). De fato, caso contrario existiria xo € 0Q e ty € [0,1]
tal que b = H(xo,tp) implicando que H(xg,ty) = P(z9) = ¥(z9) = b 0 que é um
absurdo, pois b ¢ ®(9Q) = V(092). Mostrando que b ¢ H (052 x [0, 1]).

Sendo o grau constante por homotopia compacta temos
d(H(7 0)7 Qa b) = d(H(7 1)7 Qv b)7

com H(-,0) =W e H(-,1) = ® e assim concluimos que d(¥,Q,b) = d(P,Q,b). [

(Cg) Ndo existe operador ® € C(B;(0)),0B,(0)) da forma ®=1-—1T, onde
T € Q(B1(0), E), verificando  ®yp,(0) = Iop,(0)-

Demonstracao: Se tal aplicacao existisse, entao

d(®, B, (0),0) = d(I, B,(0),0) = 1
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e pela propriedade (Cs) existiria o € B1(0) tal que ®(xy) = 0 o que é uma

contradigao, pelo fato de que Vz € B;(0) tem-se que || ®(x)| = 1. [



Capitulo 2

Existéncia de Solucao para uma

Classe de Equacoes Semilineares
Elipticas de 22 Ordem

Pretendemos neste capitulo fazer uma aplicacao da Teoria do Grau Topologico
desenvolvida por Leray & Schauder, demonstrando o Teorema do Ponto Fixo
de Schaeffer e mostrando um método de obtencao de solucao para uma classe de

Problemas Semilineares de 2% Ordem.

2.1 Preliminares Sobre Espacos de Schauder

Nesta secao iremos apresentar os principais resultados envolvendo os espagos de
Schauder, que podem ser encontrados no livro do Adams [2]. No que segue 2 denota

um dominio (um aberto e conexo) limitado do RY.

Defini¢ao 2.1 Espaco C(S2).
O espaco C(Q) € o espago das fungoes continuas u : Q — R, munido da norma
[ullo="sup  |u(z)].
z€ef)
Definicao 2.2 Espaco C*(Q).
O espago C*(QQ), para k € N, € o espago das fungées u : Q — R que juntamente com

todas as derivadas de ordem inferior ou igual a k sao uniformementes continuas sobre

Q.

Observagao 2.1 O espagco C*(Q) munido da norma

lullk =) sup|D7u()|

0<lo|<k  PEQ

67
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torna-se um espaco de Banach, onde:

(0) = (01,09,03,...,0xn), com 0; €N, |o|=01+02+03+...+0N

ololu ()
Du(x) = .
K reer ey e

Definigao 2.3 Espaco C*%(Q).
O espago C**(Q), com a € (0,1), € o subespago de C*(Q) constituido pelas fungoes

com k-ésimas derivadas sendo Holderianas com expoente «, isto €, que verificam

Hj o(u) = max sup < o0, com x # .

De forma abreviada temos
C*(Q) = {u € C*(Q); Hy,o(u) < 00}.
Em todo nosso trabalho vamos considerar a seguinte norma no espaco C*(Q)
[l = llullk + Hio(w),

a qual torna C**(Q) um espago de Banach.

No que segue-se usaremos as seguinte notagoes:

P (Q) = C*(Q) com a€(0,1) e || lloa=1"lla-

2.2 Alguns Resultados Classicos

Nesta secao iremos apresentar alguns resultados classicos para o problema de
Dirichlet no caso linear demonstrado por Schauder e também demonstrar um resultado
de unicidade para tal classe de problema.

Em todo este capitulo vamos sempre considerar um operador diferencial L da seguinte

forma
N N

f— .. . le) 2 [e)
Lu = Ealj (.CI?)UI% + Zl bi(z)uy, + c(x)u, com €l e ue C(Q).
1,j= i=
Defini¢ao 2.4 ( Operador Uniformemente Eliptico)
O operador L € dito uniformemente eliptico em Q, quando existe v > 0 tal que

N

Z aij<x)§i€j > V|€|2a Vo € ﬁ7 v§ € RN? (21)

ij=1

onde | -| € a norma usual em RY.
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Ao longo desta segao iremos sempre supor que « € (0,1), € é um dominio limitado

com fronteira suave e L é uniformemente eliptico com a;;,, b;, ¢ € C*(2).

Teorema 2.5 (ESTIMATIVA DE SCHAUDER) (Ver [9])

Seja f € C*(Q) e u € C**(Q) uma solugdo do problema de Dirichlet

Lu = f, Q
u = 0, 0.

Entao,
lull2,a < (L flla + [ullo),

onde k € uma constante que depende de o, 2, v, N e das normas dos coeficientes de L

em C(Q).
O préximo resultado conhecido como Principio do Maximo Cléassico ¢ um resul-
tado de fundamental importancia para estudar o sinal de funcdes de classe C*%(Q) e

estabelecer um importante resultado de unicidade para o problema (P).

2.2.1 Principio do Maximo Classico

Considere o operador linear diferenciavel da forma
Lu = a;;(z)Djju + bi(x)Dju + c(x)u, com a;; = aj, (2.2)

onde x = (x1,Zs,...,2x) € Q um dominio de RY, com N > 2. Assumiremos que

u e C%*Q).

Teorema 2.6 (Principio do Maximo Fraco)

Seja L uniformemente eliptico num dominio limitado §2. Suponha que

Lu>0(<0) em Q, ¢c=0 em Q,

com u € C*(Q) N C°Q). Entdo, o maximo (minimo) de u em 2 é obtido sobre 952,
isto é,

sgpu s(;g)u (11{12 u=infu (2.3)

Demonstragao: E claro que, se Lu>0 em (2, entao o principio do maximo forte é

conservado, isto é, o maximo de u nao é obtido em (2. Pois se em o € 2 a funcao wu



70

atinge o valor maximo em (2, devemos ter Du(7g) = 0 e amatriz D*u(zq) = [Djju(wo)]
¢ ndo positiva. Mas, a matriz [a;;] é positiva, desde que L seja uniformemente eliptico.

Consequentemente,
Lu(zo) = a;ju(zo)Diju(ze) <0, (ver [10] pagina 328)

contrariando o fato que Lu>0. Note que, neste argumento é necessario apenas as pro-

priedades da matriz [a;;]. Para o operador L temos uma importante limitacdo com

b4
1%

respeito aos termos b; que é < by = constante. De fato, desde que a;; > v, existe

uma constante suficientemente grande v para a qual
Le™ = (y2ay; +9b1)e"™ > v(y* — yb)e™ > 0.
Assim, para qualquer € > 0, temos que L(u + e?') > 0 em (2 e também temos que

sup(u + e’) = sup(u + ee’*).
Q o9

Veja que para € — 0 temos supu =supu, demonstrando o Teorema. ]
Q 09
Supondo de um modo mais geral ¢ < 0 em 2 e considerando o subconjunto Q+ C €,

definido por Q" = {z € Q;u(z) > 0} como Lu > 0 em 2 temos que
Lou = a;jD;iju + b;Diju > —cu em ot

e como o maximo de u em QT deve ser atingido em 992 ™, consequentemente também
serd atingido sobre 0. Entéo, escrevendo u™ = max(u,0), v~ = min(u, 0) obtemos o

seguinte corolério:

Corolario 2.7 Seja L uniformemente eliptico num dominio limitado 2. Suponhamos
que em €
Lu>0(<0) com ¢<0 (2.4)

eu € C°Q). Entio,

supu < supu’ (infu > infu_).
Q 90 Q o0

Se Lu =0 em €2, entao

sup [u| < sup |ul.
Q o0
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Um fato importante que segue do principio do méximo ¢ uma melhora na estimativa

de ||u||2,a, mencionada na Estimativa de Schauder. Neste caso temos
lullo < K1 fllo (ver [7]), (2.5)

onde k' & uma constante que depende de a, 2, v, N e das normas dos coeficientes de L

em C*(Q).
Teorema 2.8 (Unicidade de Solugao)

O problema de Dirichlet (Py) tem uma tnica solugao.

sao solugoes de (P;), temos

)
{Lu = Lv,

Demonstracao: Se u,v € C**

Considere w = u — v. Assim

Lw = Lu—ILv = 0, Q

woo= 0, 0.
Segue do principio de méximo que w atinge maximo e minimo na fronteira, implicando
que w = 0, ou seja, u = v. [ |
Teorema 2.9 (Teorema de Schauder) (Ver [9])

Se c(x) <0, ¥V x €Q, com as hipdteses anteriores sobre Q e L, e assumindo que para

cada f € C%(Q), existe uma, e somente uma solu¢do u do problema de Dirichlet

{Lu:f, 0

P
u = 0, 90 (F1)

entao, existe uma constante ki independente de f tal que

[ullz.a < Fall fla- (2.6)

2.3 Um Principio de Resolucao para uma Classe de

Problemas Semilineares.

Nesta se¢ao estamos interessados em obter uma solugao para uma classe de problemas

do tipo

ai(x)u,  + bi(z)uy;, +c(x)u = F(z,u),
i;()”;() (x) (2, u) (P

U = 0, of).
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No que segue, iremos assumir que 2 é um dominio limitado com fronteira suave. Os
coeficientes  a;j, b;, c e ' sao de classe C' sobre Q e Q x R, respectivamente,
c(x) <0, Vz € Qe o operador L dado por

N N

Lu = Z aij(:x)uxixj + Z bi(z)uy, + c(z)u

ij=1 i=1
sendo uniformemente eliptico.
O meétodo utilizado para obter solugdes para o problema (P,) consiste em reduzir o
mesmo a uma aplicacao do Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer.
O método consiste em linearizar o problema (P,). Para isto, fixamos uma func¢ao u
no problema (P,), na parte nao linear F'(-,u()), obtendo assim uma equagao linear
eliptica de segunda ordem, onde os resultados classicos apresentados na tultima secao
podem ser usados. Mais precisamente, o Teorema de Schauder.
Os resultados da teoria linear do problema de Dirichlet, enunciados na Secao 2.2 per-
mitem construir um operador T" que a cada funcao u faz corresponder uma solugao
v = Tu, ou seja,
T: CY*(Q) — CY(Q)
U — Tu=v
do problema linear associado. Desta forma uma funcio u € C?(Q) ¢ uma solucio do
problema (P,) se, e somente se, u ¢ um ponto fixo de 7T
No que segue, £ = C*(Q) e para cada u € E consideramos a equacdo eliptica

linear de segunda ordem em v.

N N

Z aij (x)vxx + Z bi(x)vg, +c(x)v = F(x,u(x)), Vrel

ij=1 S (Po)u
v = 0, YV € 0f).

Os proximos resultados tem por objetivo mostrar algumas propriedades do operador 7.

Definicao 2.10 Um dominio ) satisfaz a propriedade da poligonal, quando existe
v > 0 tal que dois pontos quaisquer x e y de § podem ser ligados por uma poligonal

em ) de comprimento | verificando | < v|x — y|.

Observacgao 2.2 Um dominio com fronteira suave verifica a propriedade da poligonal
(ver [11]).
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Lema 2.11 Seja Q2  wm dominio que satisfaz a propriedade da poligonal. Se
A € CY(Q), entdo A é Lipschitziana em Q. Além disso, existe uma constante K(Q),

que depende do dominio, tal que

Hy1(A) < K(Q)| AL (2.7)

Demonstracao: Vamos mostrar primeiramente que A é Lipschitziana em .
Considere z1,zy € Q de tal forma que [z1,zx] C Q. Como 2 é um aberto e conexo
limitado do R¥, que satisfaz a propriedade da poligonal, existe v > 0 tal que quaisquer
dois pontos x1,xy € 2 podem ser ligados por uma poligonal em €2 de comprimento [
verificando | < 7y|zny — x1].

Sendo A € C'(Q) podemos aplicar o Teorema do Valor Médio, e desde que
satisfaz a propriedade da poligonal, quaisquer dois pontos distintos de {2 podem ser
ligados por uma poligonal em €2, onde 1,29, x3,...,zn € £ sd0 0s seus vértices e a

poligonal é dada por
i1, 2] C Q. (2.8)

Assim,

|A(zy) — A(z1)| = ) S VAo + (@r — 2pe1)01)(@x — 1)

k=2
e desde que, o somatoério possui uma quantidade finita de termos, segue da desigualdade

triangular
N
[A(zy) = Al1)] <D [VA@r—1 + (2 — 25-1)0k1) (21 — 741,
k=2
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz encontramos

|A(.’BN) — A($1)| < |VA($k_1 + ($k — $k_1)9k_1)| |[Ek — Tr_1|. (29)

WE

B
||

2

Uma vez que

IVA(x + (y — 2)0)| < ||A||1, Vo € Q, (2.10)

temos

|VA<$I€—1 + (xk - xk—1>0k)| S ||AH17 Vk = 273747 . '7N7 Hk € (O) 1)
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e portanto por (2.9)

N
|Alen) = Aler)] < ALY lew — -
k=2

Sendo
N
Z |Ik — Ik_1| = l
k=2
temos
|A(zn) — Az1)| < [|A]l1L,
e portanto,

|A(ry) — A(z1)| < JA[y|zy — 4]

Considerando ||A|;y = M > 0, deduzimos que
[Alen) = A(z)| < Mlzy — o],

mostrando que A é Lipschitziana em .

Vamos mostrar agora que

Hoi(A) < K@) Al

Pela primeira parte da demonstragao temos
[Alz) = A@)| < lAlvlz =yl Yo,y € Q. (2.11)

Fazendo v = K (2) > 0 e substituindo em (2.11) encontramos

[Al) = AQ)l

< K(Q)|| A1,
o < K@)AlL

e com isso onde podemos concluir que K (Q2)||A||; ¢ uma cota superior para o conjunto

Alx)— A _
|z =yl
Logo, C é limitado superiormente e pelo postulado de Dedekind possui supremo, a

saber,

o [A@) — A)

z,yeQ ‘.I' - y|

K@)|A], com @ #y.

Segue da tltima desigualdade e da defini¢ao de Hy1(A) a desigualdade,

Ho,(A) < K(Q)|| Al
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[ ]
Recordando que estamos supondo a;;, b;, ¢, F fungoes de classe C', segue do Lema 2.11
que a;j, b, ¢, ' € C*(Q). Logo pelo Teorema de Schauder, existe para cada u € E
uma e somente uma solu¢ao do problema (P,), que denotaremos por v = T'u com

v € C**(Q), onde:

N

(P) ZW@(T@W+sz-<x>(Tu>zi+c<:c>(Tu> = F(z,u(z)), VzeQ

Tu = 0, YV € 0f).

Com o objetivo de usar um teorema de ponto fixo para o operador 7', iremos mostrar
que o mesmo é compacto. Para tanto, enunciaremos sem demonstrar o seguinte

resultado que pode ser encontrado no livro do Adams [2].

Lema 2.12 A imersio de C**(Q) em C**(Q) ¢ compacta.

O préximo Lema é fundamental para a aplicagao do método utilizado neste trabalho.

Lema 2.13 O operador T : E — E € compacto.

Demonstracgao: O Lema 2.13 fica demonstrado se T verifica:

(i) T(B) é relativamente compacto em E = Ch*(Q), ou seja, T(B) é compacto em
E=C%(Q).

(ii) T é continuo em E = CH*(Q).

Se B um conjunto limitado de E = C**(2). Entdo, existe M > 0 tal que
lul1,o <M, Yue B.
Usando a Estimativa de Schauder, quando ¢ < 0, obtemos a seguinte desigualdade
1Tull2.0 < B[l F(ul-) o

Sendo a aplicacao F de classe C! sobre ) x R, segue do Lema 2.11 que a mesma, é Lips-
chitziana sobre Q x [—~M, M|, uma vez que o dominio Q x [—M, M] tem a propriedade
da poligonal.

Afirmacgao: Existe M5 > 0 tal que

1F(u(-)lla < Ms, VueB.
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Para mostrar a afirmagao, observamos que para cada u € B temos ||ul/1, < M, o que
implica

[ullo < M.

Por outro lado, pelo Lema 2.11 temos
Ho () < K(Q)ull, (2.12)
e assim, obtemos

sup ) =W g @)l com x4y,

x,y€Q |JZ - y|
Consequentemente,
|u(z) — u(y)| ol
— < K(Q)[ull,
|z —y]
ou seja,
[u(z) — u(y)] < lJul K@)z — yl, Yo,y € Q.
Assim,

= <l K @~y Yoy € Teom o £,

Usando o fato que,
|z — y| < diam(Q)

tem-se

|z —y|** < (diam(Q))™*, Vz,y € Q

o que implica

M < MK (Q)diam(Q)' ", Yu € B.
T —y|©
Dai,
u@) =~ vl _ e
|z =yl
e com isso concluimos,
u(z) — u(y)]

sup < My, Yu € B, com x #y.

z,yeN |£L‘ - yla
Portanto,

H07a(U) < Mla Yu € B. (213)
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Sendo F' Lipschitziana sobre Q x [—M, M], existe uma constante C' > 0 e observando
que

(r,u(x)) € QA x [-M,M], Yz €Q

temos

F (o, u(e))  Ply,u)| < Ol —y) + u(e) — u(y)), vue B,
para alguma constante C' > 0. Usando (2.13)
|F (2, u(x)) = Fy,u(y))| < C(lz = y[+ M[z —y[*), Yu e B
e assim

[Pz, u(z)) — Fy, u(y))|
|z —yl~

< CO(lz =y~ + M),
ou equivalentemente,

|F(z,u(z)) — F(y,u(y))|

|z —yl*

< C(diam(Q)'~* + M), Yu € B.

Mostrando assim, que existe M3 > 0 satisfazendo

|F (2, u(x)) — F(y, u(y))|
|z —yl|*

SMg, Yu € B.

Desta tltima desigualdade

|F (2, u(z)) — F(y, u(y))]
sup
x,y€Q |CL’ - y|o¢

< Ms, Yu € B, com x # v,
isto é,
Hoo(F(-,u(-))) < Ms, Yu e B.

Agora, observe que existe My > 0 tal que
IF (- u()lo = sup | F(z, u(z))] < My, Yu € B
zeQ

como §2 X [~M, M] é um compacto temos que |F(z,€)| < K, Vo € Q
e V&€ € [-M, M]. Usando o fato que u(x) € [-M, M] podemos afirmar que

|F(z,u(z))| < My, Yo € Q, Yu € B,
o que implica

sup | F(z,u(z))] <M, Vue B,

z€Q
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ou seja,
IF(u()llo < My, Yu € B.
Assim,
IF (- u()lla < My+ Ms, Yu € B.
Consequentemente,

||F(7u())||0< < M57 Vu € B?

mostrando a afirmacao.
Desde que,
[Tul|20 < Ki||F(ul)]a

chegamos a seguinte desigualdade
[Tul2,0 < K1 Ms
e, fazendo K1 M5 = K encontramos
ITu)|2.0 < K, Yu € B.

Portanto, de acordo com o Lema 2.11, T(B) é relativamente compacto em
E = C'*(Q) mostrando o item (i).
Nosso trabalho agora é mostrar o item (i), isto é, que o operador 7" é continuo. Mais

precisamente, devemos mostrar que

U, — u em F — v,=Tu, — Tu = v em FE.

Para todo n, existe v,, € C?%(Q) solucdo do problema

> ai(@)(vn),,, Z ot c(@) () = Flz,un(r), ©

ij=1 i=1

Up = 0, o).

Sendo {u,} limitada, {v,} ¢é limitada e usando o fato que a imersao
C*(Q) — C*(Q)

é compacta, podemos extrair uma subsequéncia {v,,} convergente na norma C?({2)
para uma funcio v € C%(Q).
Por defini¢do a norma C?(Q) é dada por

N O, v, 9%v
o = vlle2 = o, = vllo + Z H or; 8:6 Z H@x Or; Ox;01
i—1 i i iUdj iUdg

(2.14)
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e segue-se da convegéncia, no sentido C2(Q), que
[on, —vllo =0,

N
L]

— 0

92
Z H ;:rzvﬁnxkj (9@31)@

’-]_

— 0.

Sendo assim, podemos concluir que a fun¢ao v verifica o seguinte problema

N

2 i@V, (7 +Zb D)y, (2) + c(z)o(z) = Flz,u(x), Q

v = 0, o).

Portanto, podemos deduzir que v = Tu, pois a solugao do problema de Dirichlet é

Gnica, e desta forma

Tu,, — Tuem C*().

Para concluir a demonstragao, devemos mostrar que
vy =Tu, — v="Tuem C*(Q).

Suponhamos por contradi¢ao que o limite acima nao ocorra. Entao, existe ¢g > 0 e

{vn,;} C {vn} tal que
”Unj — ’UHQ 2 €0, W n;. (215)

Usando {v,, } no lugar {v,} na primeira parte desta demonstracdo, existe {v,, } C

{vn,} tal que

Vp, — v="Tuem C*(Q).
Tk

Assim, existe n;, € N tal que
[vn;, — vll2 <9 2 Y ng, > nj,, (2.16)
o que contradiz (2.15). Portanto, devemos ter
v, — v="Tuem C*(Q),

mostrando a continuidade do operador T. ]
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Agora, vamos introduzir um parametro o € [0, 1] no problema (P») obtendo o seguinte

problema:
N N
> (@)t (@) + Y bi(@)ug, (@) + e(a)u(e) = oF(z,u),
ij=1 i=1 (P3)q
u = 0, 011,
ou seja,

Lu = oF(z,u), Q
u = 0, 0.

(P?))a

Observe que o problema (P,) é obtido fazendo o = 1 no problema (P3),. No que segue,

definimos
T : [0,]]xE — E

(0, u) — T(o,u)
o operador que associa a cada par (o,u) € [0,1] X E a fungdo v = T'(o,u), que é a

tnica solu¢ao do problema linear

Lv = oF(z,u),
voo= 0, 09.

(P?))u,a

Usando o mesmo tipo de argumento utilizado na demonstracao do Lema 2.13, podemos
concluir que T': [0,1] x E — E é um operador compacto. Além disso, da definigao do
operador T, temos que u, ¢ uma solucao do problema (Fs), , se, e somente se, u, ¢ um
ponto fixo do operador T'(o, u). Note também que o operador T verifica a propriedade

T(0,u) =0, Vu € E, pois considerando ¢ = 0 no problema (Ps), , obtemos

Lv = 0, Q
v = 0, 0f.

(F)

como a solugao do problema (P,) é unica e v = 0 é uma solugao do problema acima
devemos ter T'(0,u) =0, V u € E.

No que segue, provaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer.

Teorema 2.14 (Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer.) Seja S um operador

compacto de [0,1] x E sobre E, ou seja,

S : [0,1]xE — E

(o, u) — S(o,u)
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com S(0,u) = 0Vu € E. Se existe r > 0 tal que a igualdade u = S(o,u) com u € FE
e o € [0,1] implica que ||u|| < r, entdo Vo € [0,1] o operador S(o,-) admite um ponto
fixzo em B,(0).

Demonstragao:

Considere a seguinte homotopia

H(o,u) =u— S(o,u), Yo €[0,1] e Yu € B,(0).

Afirmacgao:

0 ¢ H([0,1] x 0B,(0)).
A afirmacao é equivalente a mostrar
u—S(o,u) #0 Yu € dB,(0) e Vo € [0,1].
Suponhamos por absurdo que
0 € H([0,1] x 9B,(0)).
Logo, existe uy € 0B,(0) e oo € [0, 1] tal que H (0o, up) = 0, ou equivalentemente,
0 = H(og,up) = ug — S(00,up)

implicando

Uy = S(O'(), Uo).

Desta forma, temos um absurdo, pois sendo ug = S(0g, ug) com uy € E e ¢ € [0, 1]

temos que |lug|| <, ou seja, uy € B,(0) e assim concluimos que

Assim

0 ¢ H([0,1] x 8B,(0)).

Sendo o grau de Leray & Schauder invariante por homotopia, devemos ter d(H (o, -), B,(0), 0)

constante. Logo
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Sendo
H(0,u) =u— S(0,u) temos H(0,u) =u—0isto ¢é H(0,u) = u.
Assim,
H0,) =1
e, sendo
H(Uv ):I_S(O_a )
temos

d(I, B,(0),0) = d(I — S(o, ), B,(0),0).

Recordando que

d(I, B(0),0) = 1,

concluimos que

d(] - S(U’ ')> BT(O), O) =1#0,
implicando que existe u, € B,(0) tal que (I — S(o,-))(u,) = 0 e assim
I(u,) — S(o,u,) =0,

e consequentemente,

Uy = S(0,u,).

Portanto, u, € B,(0) é um ponto fixo do operador S(o, -). [
Usando as propriedades do operador T juntamente com o Teorema do Ponto Fixo de

Schaeffer , temos o seguinte resultado

Teorema 2.15 Se existe um niumero r >0 tal que Yo € [0,1] e para toda solugdo

u do problema (Ps), temos a majoragdo a priori
ull1,0 <7,

entdo para todo o € [0, 1], existe efetivamente uma solucio u, € C*>*(Q) do problema
(Ps),-

Demonstracao: Usando a definicao do operador T, segue da hipdtese que existe r > 0
tal que u = T'(o, u) e devemos ter ||ull1 o < r. Uma vez que, T'(0,u) = 0, ¥V u € E segue-
se do Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer que, para cada o € [0, 1] existe u, € E tal
que

uy =T(0,uy).
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Sendo T'(o,u,) solu¢ao do problema (FPs), , temos

L(T(o,u,)) = oF(x,u,(x)), Ve
T(o,u,) = 0, 092.

Assim,
L(u,) = oF(z,u,(z)), Y e
Ug = O, 0f).

Observagao 2.3 Em particular, para o = 1 o problema semilinear (Py), ou seja,

(Pz){ I;Lu z F(x,g(x)), VZSQ

admite solucao.

No que segue vamos considerar F' € C*(Q x R) uma funcio limitada.

Considere a seguinte classe de problemas

Lu = oF(z,u(x)), Ve eQ
u = 0, 09,

onde 0 € [0,1] e F € C}(Q x R) é uma funcdo limitada em Q x R.

Vamos mostrar que esta classe de problemas verifica as condi¢oes do Teorema 2.15.

Teorema 2.16 ( Estimativa a Priori) Sendo F € C*(Q x R) uma fun¢do limitada

em Q x R, existe r > 0 tal que qualquer solugio u de (Y1), verifica

lull1,0 <7

Demonstragao:
Suponhamos que u € C%%(Q) seja uma solugao de (T),. Uma primeira majoracio é

obtida usando o Principio de Méaximo ver (2.5)
[ullo < Ko F (-, u(-))llo, (2.17)
e a segunda estimativa segue da Estimativa de Schauder

[ullz.a < KLEC, ul)) o (2.18)
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Uma vez que
[EC ul)lla = IFCwl-)lo + Hoa(F( ul-))) (2.19)
segue da limitagao da F' que, existe M; > 0 tal que

|F(x,t)| <M, VzeQ, VteR,

ou seja,

|F(x,u(z))| < My, Yz e Q,

e assim obtemos

Gy u())llo < M.
Usando a estimativa (2.17) e a ultima desigualdade encontramos
[ullo < Klo|M,
e fazendo K|o|M; = M, concluimos que
lullo < M, ¥ ue C*(Q). (2.20)
De acordo com a desigualdade (2.19) temos que
IEC,u()lla < My + HoolF(- u(-))]. (2.21)

Como a aplicacdo F ¢ de classe C' sobre € x [~M, M], segue do Lema 2.11 que F

é Lipschitziana em Q x [—M, M] e segue-se que existe C' > 0 tal que

[F(z,n) — F(y, &) < Clz —y| + [n — &)

Visto que u(x) € [-M, M] V z € Q, pois |Jullo < M, obtemos

|F (2, u(z)) = Fy,u(y))] < Cllz =yl + |u(z) — uly))). (2.22)

Agora, usando a definicdo de Hy,(u) temos

[u(z) — uly)]

|z —y|*

Hoo(u) com x #y.

Fixando

§ = diam(Q) = sup{|r —y|;z,y € Q} < o0,
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segue-se que

[Pz, u(2) = Fly,uw)l _

|cc—y|a (’x_yll_a_'_HO,a(u))?

portanto,
|F (2, u(z)) — F(y, u(y))|
[z —yl*

< 0(51_0‘ + Hoo(u))
e assim obtemos

|F (2, u(x)) — F(y, u(y))]
sup

- |z — y|o < 0(51_a + Ho,a(u)), com x # vy,
z,y€eN

mostrando que

HooF(-,u(-))) < C(67* + Hoo(u)). (2.23)

Substituindo (2.23) em (2.21) encontramos
1FC ul)la < My+ C0 + Hoo(u)). (2.24)
Agora usando (2.24) em (2.18) obtemos
lullz,e < Ey(My + C(8'™ + Hya(w)))

implicando

HUHQ,Q S Kl . Ml =+ ch(slfa =+ ch’Ho’a(U).

Se My = K1 M, + K;C5*™® e My = K,C, ficamos com
[ullo.0 < My + MsHy o(u). (2.25)
Afirmagao: Para todo € > 0, existe U(e) € R tal que,
Hoo(u) < ellully + U(e)||ullo, ¥V u e CHQ). (2.26)
Assumindo por um momento a afirmagao acima, segue de (2.25) que
[ulla.0 < My + Ms(ellully + ¥(e)[ullo),

que implica

[ullzo < Mo + Mse - Jully + MsW(e) - [[ulo. (2.27)
1
Desde que, |Jullo < M fazendo €= ——, obtemos
2Ms5

1
Jtllz < Mo+ S lJully + My (e M.



Assim,

2 HUHZQ S 2M2 + HUHl + 2M3\D(E)M

Usando a definicio da norma C?%((Q), segue-se que
2||ullze = [lullz + llulls + Halw),

implicando

2ulla,0 > llull2,a + [Jull1

Substituindo a dltima desigualdade em (2.28) encontramos
[ull2.0 + [Jully < 2Ms + [Jully + 2M3 V¥ (e) M,
e com isso concluimos que
lul|2.0 < 2(My + M3¥(e)M).

Considerando ¢ = 2(My + M3¥(e) M) temos que

[ull2.0 < ¢,
para toda u solugao do problema (T),. Agora, usando o fato que a imersao

C*(Q) — CH(Q)
¢ continua existe £ > 0 tal que
[ullia < Kllull2.q;

implicando que

lull1.0 < ke.
Considerando r = ck + 1 temos,
lull1o <7, Yu€E.
Demonstracao de (2.26)

Por um calculo direto temos que

Ju(z) = uly)]

T < (o) (2ufo) '~
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(2.28)



que implica

e com isso,

Assim,

Counsiderando

1

que g = 11—

Logo,

e portanto

Dali,

e obtemos

Hyo(u) < 27 (K(@Q)*(aerllully + (1 = a)(er) == [lullo ).

Fixando

temos que

Ho,o(u) < (K(Q)[lull)*(2flullo) ™

Ho,o(u) < 27 (K(Q))* Jul§[lullo™.

a = (allulh)®, b= () ulg™ (com & >0),
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(2.29)

temos

1 1
pois —+4+— =1 e segue-se da desigualdade de Young (Ver [2]) que
p q

a? af
a-b< — 4+ —.
p q
ab = (ex)*||ul[F(e) ™ Jullg™ = llullFlulp

a4+ —a l—ay ——
u a u T—a
HuH?”uH(l)_a < ((61” 1“1) ) ((61) H 1H0 ) ‘

o l—«

lullfllulla™ < aellulls + (1 = a)er == ullo

€

T 2 (K(Q))a’

€1

Hoo(u) < ellulls + ¥(e)lullo, Yu € C(Q) e Ve >0,

(2.30)

(2.31)
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onde

(o) = (1 - )2 (K@) (5 : ;@)aa)“a.

mostrando a desigualdade (2.26). [
Usando o Teorema 2.15, para cada o € [0, 1] existe u, solu¢ao do problema (T),, ou
seja,
L(u,) = oF(x,us(z)), Va2e
Uy = 0, o9,

e desta forma podemos afirmar que vale o seguinte teorema:

Teorema 2.17 Seja F € CY(Q x R) uma funcdo limitada sobre QxR, entio a equagdo

Lu = F(x,u(z)), YVzeQ
U = 0, 01,
admite uma solugdo u € C>*(Q).

Observacao 2.4 A hipdtese que F ¢ limitada sobre Q x R ¢ essencial, pois no caso

unidimensional, considerando Q0 = (0,27), e F(z,u) = —u+ x o problema

v = —u+ux
P,
{U(O) = wu@2r) =0, (Fa)
nao admite solugao.

De fato, temos que a solugao geral para a equagio u” = —u + x € dada por
y(z) = cicosx + cpsenz + x.

Impondo a condigao y(0) = y(2m) = 0 chegamos a uma contradi¢ao. Logo o problema

(Py) nao tem solugao.



Capitulo 3

O Método de Galerkin e Aplicacoes

Neste capitulo pretendemos mostrar a existéncia de solugao para a seguinte classe de

problemas singulares

VRS

uY
u > 0, Q (P)
u = 0, 09,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado, N > 2 e 0 < v < 1. O método que utilizaremos

é conhecido como o Método de Galerkin.

3.1 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer em.

Nesta secao demonstraremos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Teorema 3.1 Seja f : B,(x) — B.(x) com B,(x) C RN uma funcdo continua. Entdo,

existe z € B,(z) tal que f(z) = 2, isto €, f tem um ponto firo z em B,(z).

Demonstragao: Vamos mostrar primeiro, o caso em que o centro z da bola é a origem.
Neste caso temos f : B,(0) — B,(0). Defina a aplicagao ¢ : B,(0) — RY, dada por
©(y) =y — f(y) que é continua, pois é uma diferenga de fungdes continuas.

Vamos supor que
y—fly) #0, vy € 9B.(0),
ou equivalentemente,

o(y) #0, Yy € 0B,(0),

pois, caso contrario o teorema ja estaria demonstrado.

89
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Agora, defina a seguinte homotopia
H: B,(0)x][0,1] — RY
(y,1) — H(yt)=y—tf(y).
Vamos mostrar que
0 ¢ H(9B,(0) x [0,1]),
isto é,
H(yo,to) #0, V yo € 9B,(0) e ¥V ty € [0,1].
Se t =1 temos
H(y,1) =y~ f(y) = ¢(y) # 0, Yy € 0B,(0)
mostrando que
0 ¢ H(0B.(0) x {1}).

Agora, vamos analisar o caso em que t € [0,1) e y € 0B,(0). Assim,
tf W) =tfw)| < tr<r=lyl

e com isso,

tfy)l < vl

Consequentemente,

tfly) # y

donde segue-se que

y—tfly) # 0 , YyedB.(0) e Vte|0,1),

isto é,
H(y,t) # 0 , Yye€dB,.(0) e Vtel0,1),
ou seja,
0¢ H(0B,(0) x [0,1)).
Portanto,

0 ¢ H(9B:(0) x [0,1]).
Usando a propriedade que o grau topologico de Brouwer ¢é invariante por homotopia

temos

d(H(.,t), B,(0),0) = constante, Vt € [0,1]



91

e portanto,

d(H(.,0),B,(0),0) = d(H(.,1),B,(0),0).

Dai, segue-se que

d(I,B,(0),0) = d(p,B,(0),0).

Uma vez que

d(I,B.(0),0) =1
temos que
d(e, B,(0),0) =1 #0.
Agora, usando a propriedade (FP) do grau topolégico de Brouwer, existe yo € B,.(0)
tal que ¢(yo) = 0, que implica

yo— f(yo) =0 e com isso yo= f(yo).

Portanto, a aplicacdo f tem um ponto fixo yy em B,.(0).

Vamos agora provar o caso geral, onde o centro da bola B, é um ponto qualquer z € RV,
Considere a aplicacio ¢ : B,(0) — B,(0), dada por ¢(y) = f(z +y) — z.

A aplicacao ¢ é continua e (B,(0)) C B,.(0), pois

o) = [flx+y) =] < 7 isto & w(y) € B(0).
Assim, ¢ tem um ponto fixo z € B,(0), ou seja,

)=z & flz+z2)—rx=2 & flr+z2)=z+ =z

Denotando,

w=x+z2 € B.(x)

concluimos que f(w) = w. Mostrando que f tem um ponto fixo em B, (z). [ |

3.2 Lema Fundamental

Lema 3.2 Seja f : RY — RY wuma funcio continua com (f(x),z) > 0, para todo x
verificando |x| = R > 0. Entdo, existe zy € B,(0) tal que f(z) = 0.
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Demonstracao: A demonstracao do Lema Fundamental seré feita por contradigao.

Considere f(z) # 0, Vo € Br(0), e defina a funcao g : Br(0) — Br(0) dada por

—R
g(x) = Wf(x)-

Observe que g verifica g(Br(0)) C Bgr(0), pois

_R R . _
|f(m)|f(x)‘ = WU(Q:)\ =R e com isso g(x) € Bg(0).

Além disso, g é continua, pois f é continua por hipétese. Portanto, pelo Teorema do

l9(@)| = |

Ponto Fixo de Brouwer, a funcio g tem um ponto fixo em Bg(0). Seja o tal ponto

fixo de g, isto é, zg = g(x). Desta forma,
[zo| = |g(w0)| = R > 0.

Por outro lado,

-R -R
R? = |zo|? = (20, 20) = (0, 9(x0)) = (x0, —— f(20)) = ——— (0, f(20)).
20| = (zo, To) = (20, 9(20)) = (zo |f(x0)|f( 0)) |f(x0)|<0f( 0))
Desde que, por hipotese,
<ZL'[),f(l'0)> Z Oa
temos que
0< R = (g, f(a)) <0,
| f (o)

que é um absurdo. Portanto, existe zy € Br(0) tal que f(z) = 0. [

3.3 Teorema Envolvendo Sub-Solucao e Super-Solucao.

Nesta se¢ao definiremos sub-solucao e super-solugao para (3.1) e demonstraremos
um Teorema envolvendo Sub-Solugao e Super-Solugao. Devido a Ambrosetti,
Brézis & Cerami (ver [5]), o qual é crucial para mostrar a existéncia e unicidade do

Problema Singular apresentado neste capitulo.

Definicao 3.3 Considere o problema

—Av = f(U), Q
voo> 0, Q (3.1)
v = 0, 0.
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Dizemos que uma solugio v; € C?(Q2) é uma sub-solugio para o problema (3.1), se v,

satisfaz:

—Av; < f(vy), x€Q
on > 0, e

vy, = 0, xe€od

(3.2)

Da mesma forma dizemos que uma solugio vy € C*(Q) é uma super-solugio para o

problema (3.1), se vy satisfaz:

_AUQ Z f<1)2>7 r €
(o > 0, x €
Vg = 0, x € 0N.

Teorema 3.4 Considere f : R — R e assuma que f(t) € uma funcao tal que t=1 f(t) é

decrescente para t > 0. Sejam vy e vy satisfazendo (3.2) e (3.3). Entao, vy > vy em Q.

Demonstracgao:

Multiplicando (3.2) por —vs e (3.3) por vy, obtemos

veAvy > —va f(v1)

—’UlA’Ug 2 Ulf(Ug).

Somando-se as desigualdades (3.4) e (3.5) encontramos
—v1Avy + v Avy > vy f(v2)—va f(v1),
donde segue-se que

—1Avy + v9Av; > [vlvg(
(%) U1

Seja 0(t) uma funcdo suave nao decrescente tal que

1, se t>1
o(t) =
0, se t<0.

M_Mﬂ,

(3.6)
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Definindo para cada € > 0, a funcao

t
temos que
0.(t) > 0,Vt € R.
De fato:
t
" 1, se -2>1
6.(t) = 9(-) - £
€ 0, se - <0,
€
ou seja,
1, se t>¢€
0c(t) =
0, se t<0.

Sendo #(t) uma fungao suave nao decrescente segue-se que 6.(t) > 0, Vt € R.

Multiplicando a desigualdade (3.7) por 6.(v; — vq) e integrando em §2, encontramos

[vlz@(f(w) — f(“))]ee(vl —vg)dzx. (3.8)

V2 U1

/[—levg + veAv1)0 (v — vo)dz > /
Q

Q

Trabalhando com o lado esquerdo da desigualdade (3.8), ou seja, com o termo

/[—levg + voAvq]0. (v — vo)dx, (3.9)
Q

deduzimos que,

/[96(vlﬂ)g)vl]Avgdx—k/Q[Hg(vl—fvg)vg]Avlda:. (3.10)

/[—m Avy +v9Av1 0 (v1—v9)dr=—
Q

Q

Usando a primeira identidade de Green na primeira parcela do segundo membro da
igualdade (3.10) obtemos

—/Q[Ge(vl—vg)vl]Avgdx = — [—/Q VUQV[Ge(vl—'Ug)vl]dx—i—/aQ[Gﬁ(vl—vg)vl]aa—tlzds (3.11)
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e sendo v; = 0 em 0f) temos que

- /Q[9e(’l}1 — vg)v1 | Avodx = / V[b(v1 — va)v1|Vvada. (3.12)

Q

Calculando V[f.(vy — va)v1] e substituindo em (3.12) encontramos

—/ [0 (v1 — vo)v1|Avadr = /[V[@e(vl — vg)|ur + 0 (v1 — v2) V| Vuedz.  (3.13)
Q Q

Pela linearidade da integral

—/[QE(vl—vg)vl]AwdaL‘ = /[9;(vl—vg)V(Ul—vg)]mVUgdx+/[Qe(vl—vg)]VvaQdac
Q Q Q
e consequentemente

—/9[96(vl—@g)vl]Avgdx:/g[ﬁe(vl—fvg)(Vvl—va)]vagdx—l—/ﬂ[é’e(vl—@g)]Vvagdx. (3.14)

Agora, usando a primeira identidade de Green na segunda parcela do segundo membro

de (3.10) obtemos

/[6’5(1)1 — g)Ua] Avydr = — / Vo1 V[0(v1 — vg)vg]dx —I—/ [0 (v1 — Ug)vg]%dé’.
Q Q a0 on
Sendo v =0 em 0f2, temos que
/[96(1)1 — vg)Ug] Avydr = — / Vo V[0 (v1 — ve)vs]da. (3.15)
Q Q

Calculando V[f.(vy — v2)vs] e substituindo em (3.15) encontramos
/[96(1}1 — o) va] Avydr = — / [V[0c(v1 — vo)]vg + [0 (v — v2)| Vo] Vurda.
Q Q

Consequentemente,

/

/[9€(vl—v2)vg]Avldw = — / [05(1)1—2;2)]V(111—vg)UQVvld:I;—/ [0 (v1—v9)| Vv Vuadz.
Q Q Q
Usando a linearidade do gradiente obtemos

/[96<U1—02)U2]A01d$_—/[eé(vl—vz)](VUl—VUQ)’UQV'UleC—/[GE(’Ul—’UQ)]VUlV’Ude. (3.16)

Q Q Q
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Somando as igualdades (3.14) e (3.16) ficamos com
— / [0 (v1 — vo)v1 | Avadx + / [0 (v1 — v2) - Vo] Avyd
Q Q

= /[(9;(111 — v2) (Vv — Vug)|vy Vuadr + /[Qe(vl — 09)| Vv Vuada
Q 0

- / [0 (v — v2)](Vvy — Vug)v,Voyda — /[96(1}1 — v2)| Vv Vuade.
Q Q

Portanto,

- /Q 18, (01 — v2) 1] Avsd + /Q 6. (01 — v2)vs] Avyd

= /9[49;(1)1 — 09)(Vuy — V)|, Vuadr — /9[9;(7)1 — 09) (Vv — Vug)vaVurde. (3.17)

Usando novamente a linearidade da integral no lado esquerdo da igualdade (3.17) e

somando e subtraindo

/[9;(111 — v2)(Vuy — Vug)|vy Vo da
Q

no lado direito da mesma encontramos

/[_UIAW + UQAU1H95(U1 — vg)]dx =
Q
- /[0;@1 = 09)(Vur = V)Juy Voada — /[6;(01 —v2)(Vur — Vup)|ur Vordz (3.18)
Q Q

+ / [0 (v — v2) (Vg — Vug)]oy Voyda — /[9;(111 — 02)|(Vuy — Vug)va Vo da.
Q 0

Dai, segue-se que

/[_UlAW + v Ay ][0 (v1 — v)]dx
Q

- / Ul[‘9;(U1_U2>](VU1_VU2)(VU2 - VUl)dx‘f‘/(Ul—Uz)[9;(01—1}2)]V1}1(Vvl—Vv2)dx,
@ Q
(3.19)
Logo
/ﬂ[—vlﬁ?& + V2 A0 |[0c(v1 — vo)]dx

:—/Qvl [0, (v1—2)]|| Vo1 =V || 2d: +/Q(vl —09) [0 (v1 — 12)] VU1 (Vo — Vg )dz. (3.20)

Observe que

— / v1[0.(v1 — 12)]| Vv, — Vo|?dz < 0.
Q
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Assim, somando a ambos os membros da desigualdade acima a expressao

/Q(Ul - U2)[9;(U1 - Uz)]VU1(VU1 - va)dx

obtemos

/

—/Qvl [0 (v — v,)]|Voy — Vi |*dz + /(Ul — 02)[0 (v1 — )| V1 (Vv — Vug)dx

Q

< /(Ul - UQ)[&;(Ul - UQ)]V’Ul(Vvl - va)da;.
Q
Usando a desigualdade acima em (3.20) concluimos que

/

/Q[—levg + v Avy ][0 (v1 — vo)]dx < /Q(vl — v2) [0 (v1 — v2)| V1 (Vv — Vug)de.

Uma vez que

’

(v1 — V) [0 (v1 — v2) (V1 — Vug) = V[ve(v1 — v2)], onde ~(t) = /0 s0.(s)ds (3.21)

encontramos

/[—levg + v Avy [0 (v1 — vg)]dx < / VurV[ye(vy — vo)]d. (3.22)
Q Q

Usando novamente a primeira identidade de Green no lado direito da desigualdade

(3.22) obtemos

81]1

/ Vo1 V[ye(vy — vo)]de = — / Ye(v1 — v2)Avidw —l—/ Ye(v1 — v2) - 8_d8
Q Q a0 n

e sendo v; — vy =0 em 0F, segue-se que .(v; —vy) = 7.(0) = 0. Logo,

/QVmV[’yE(vl — vg)|dx = /Q’ye(vl — vg)(—Avy)dx.

Desde que,
—Al)l S f(vl),Vx e

pela desigualdade (3.2) concluimos que

/QV111V[’)/€(2)1 — vy)]dz < /Q'ye(vl — vg) f(v1)dz. (3.23)

Usando o fato que, 0 < v, < €, segue-se de (3.23)

/QVmV[%(vl—vg)]dxg/Qef(vl)dx.
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Pela desigualdade (3.22) obtemos

/Q[—levg + v Avq][f(v1 — vo)]dx < /Qef(vl)dm

e consequentemente

/Q[—levg + veAv1 [0 (v1 — vo)]dx < E/Q f(vy)dz.

Fixando / f(v1)de = M  temos que
Q

/[—UlAUQ + v Avq][0c(v1 — vo)]dx < eM.
Q

Pela desigualdade (3.8) encontramos

/ [vlvz <M - M)] [0c(v1 — vg)]dx < €M, (3.24)

(% U1

ou equivalentemente,

/[vlgw] |:U1U2 (fgf) —fgzl)ﬂ [9€(vl—v2)]d:1:+/[

V1 >V2

| [vlvg (f(v2) GY )] [0 (v1—va)|dx < €M.
(3.25)

Observe que, em [v; < vs] temos que .(v; — vy) = 0. Desta forma,

/[vl<v2] [mw(f(m) _ M)] [0.(v1 — vg)]dx = 0.

(% U1

Entao,

ong] [UlUQ(f(UZ) B f(m))} [0.(v1 — vo)]dx < eM.

% U1

No conjunto [v; > v] temos

[U1U2<f(v2) - M)] [0c(v1 —v2)] >0

V2 U1

e quando ¢ — 0 obtemos o limite

[W@(M B M)] 0. (01— 1)] — [vlvz(f(”) 3 f(vl))]

V2 U1 V2 U1

Definindo
f(v2)  f(ur)

V2 U1

ﬂ [0 (v1 —v)](x) >0 com Q= [v; > vy
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f(@) = [orn (R LY

U2 U1

concluimos pelo Lema de Fatou (ver Teorema B.2) em (3.25) que

0 > lim inf/ fe(z)dz > / f(z)dx,
['1)1>7.)2]

=0 [v1 >'U2}

ou seje,
/[] v (2T e < /[ . fowes (B2 L0 g (01—t
Assim

[ e |
Desde que,

oy (11220 7000)

)] >0 em [v1 > vy
Vo U1

concluimos que

med.[vy > ve] =0

(ver o Teorema B.21). Portanto,
vy < vy q.t.p. em Q.

Sendo v e vy fungodes continuas em Q, temos que v () < vo(x), Vo € Q.

3.4 Um Problema Auxiliar

Para cada >0 fixado, considere o seguinte problema

B
(€ + Jul) (P).
u = 0, o).

—Au =

Um importante fato que temos a destacar é que cada solugao classica u, do problema

(P). é estritamente positiva em 2, isto ¢é,

ue(z) >0, Vo € Q.
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De fato, sendo u, solugdo do problema (P)., temos

O B
(€ + Jue|)
Ue = O, on.
Assim,
Au(z) <0, Vre.

Consequentemente, a funcao u,. é super-harmonical e pelo Principio do Maximo temos

u(x) >0 VeeQ,

pois,
ue(x) > mﬁinu = H(%}ln u =0
e portanto,
u(r) >0 Vo € Q.
Afirmacao:

ue(zr) >0 Vel

De fato, pois caso contrério, existiria

o € Q tal que uc(xy) =0.
Por outro lado,
ue(r) =0 Ve .

Portanto, pelo Teorema 2.6 o minimo é atingido em 0f2 e com isso

ue(zr) >0 Veel.

Recordamos que u. ¢ uma solucio fraca de (P). se u. € H}(Q) e satisfaz a seguinte

igualdade

2 1
NVodt = | —F2—dr, Yo € H(Q).
/QVquo.fc /Q(e—l—uE)V x, Yo € Hy(Q)

Vamos agora fixar algumas notagoes:
No que segue-se, vamos denotar por [ = {ej,es,e€3,...6,,...} uma base Hilbertiana

para H} () e fixar a notagao ||.|| : H}(£2) — R para a norma usual de H} (), isto &,

foll = [ 1vufr)*
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Para cada m € N vamos fixar
Vm = [617 €2,€3,..., em]a

o subespago de H{ () gerado pelos vetores ey, e, €3, ..., €. Veja que, se v € Vj, temos
que

m
v = E aze; com a; € R.

i=1

Note que V,, ¢ isomorfo ao R™, pois basta considerar a transformacao linear
m

F:V, — R™dada por F(v) = (a1, e, 3, ..., t,), onde v = Zaiei.
i=1

Observe que

|lv]| = |a| com a = (g, s, az, ..., ).

Considere agora a fungao f : R™ — R™ definida por f(a) = (fi(«a), fa(@), f3(@), ..., fm(a)),

onde
€j

fj(a):/QVvVejdz—/dex.

Aqui estamos identificando o vetor oo = (aq, ag, as, ..., ay,) com a funcéo v = Z Q€.
Afirmacgao: -

(I)f é continua,

(I1)existe R > 0 tal que (f(«), @) >0, para |a] =R > 0.

Analise de (/):

Devemos mostrar que
a, — o9 em R™ implica quef(a,) — f(ap) em R™.

m m
Para Qy € (g vamos usar as fun(;()es Up = E On,€; € Ug = E 0, €4,y onde
i=1 i=1
an:(anlyanzaany"wanm) € aOI(050170502704037"'7050771)'

Observe que «,, — o implica que «,,, — g, para cada k fixado e v,, — vy em H}(Q).

De acordo com a defini¢ao de f; temos que
€j

fj(an):/QVUnVejda:—/dex

€.

() = Vo Ve-dx—/—jdx.
flao) = [ Voot [t
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Desde que,
v, — vg em Hy(Q) (3.26)

por propriedade de produto interno
(vn, €5) — (vo, €5).

Logo
/anVejdx — / VuoVejdr em R. (3.27)
Q Q

Agora, vamos mostrar que

€j €j
—dx—>/—dx.
/Q (€ + [on])7 o (€ + [vo])7

Segue de (3.26) e do fato da imersdao H{(2) — L?(2) ser continua que
v, — wvo em L*(Q).

Assim, pelo Teorema B.7, existe uma subsequéncia {v,, } C {v,} tal que
{vn, } € L*() que satisfaz

I) v, (x) = vo(x) q.t.p. em Q,

II) vy, (2)| < W(x), ¥V k qt.p. em Q com h € L*(0).
Sendo L?*(Q2) C L'(2) temos que h € L'(Q).

Definindo as funcgoes

_ 6]'(1') e T :ﬁ
) = @l © 1 T

e usando o fato que v, (x) — vo(x) ¢.t.p. em 2 obtemos

¢;() ¢;()
(€ + |vn, (2)])7 (€ + [vo(z)[)7

q.t.p. em €,
ou seja,
fo(®) — f(x) qt.p. em S

Veja que, sendo

@ o)
Crlom@) = @
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Por outro lado,

G@ | o) 1
(€ F o@D~ (et o @I = @

Assim,
Logo,

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue concluimos que

€j €;j
—dx — / — < dx. 3.28
L&+mmv o € |00l (3.28)

Desde que a convergéncia em (3.27) é valida para toda sequéncia {v, }, a mesma também

se verifica para a subsequéncia {v,, } C {v,}. Logo, de (3.27) e (3.28) obtemos

Vu, Ve-dx—/—]dxH/Vv Ve»d:v—/—]dx,
/Q c o (€+ [on,|) 0 o (€+ [vo)7

isto é,
filam,) = filag),Vj=1,2,3,...,m
e desta forma
F(an,) = flao) em R™.
Para concluirmos a demonstracao do item ([), devemos mostrar que

flan) — f(ag) em R™. (3.29)

Suponhamos por contradi¢ao que o limite em (3.29) nao ocorre, entao existe g > 0 e

{f(om,)} € {f(an)} tal que
| f(an,) — flan)[rm > €0, ¥V ny. (3.30)

Usando {f(an,)} no lugar de {f(ay)}, na primeira parte da demonstragao, existe

{f(am,;,)} € {f(an,)} tal que
F(atn,,) — flag) em B
Assim, existe n;, € N tal que

€
| Flam,,) = floo)l < o, ¥ g, >y,



que é um absurdo com (3.30). Portanto, devemos ter

flom) = f(ag) em R™.

Mostrando assim, a continuidade da fungao f em R™.

Analise de (I]):

Observe que

ou seja,

Portanto

implicando

com 1isso,

Sendo

temos

mostrando que

<f(Oé), Oé> = fl(a)al + f2(06)042 + f3(05>043 +...+ fm(a)arm

=
=2
2
I
M=
Q
<.
S~—
<
<
<
O
2.
D
|
Q
Q.
S~
-
tla
—
<
ey
Q.
Iil

1
By RS
a (e+[o) ¢ Ja

(Fla)va) > olf=5 | folds

1
(fla),a) > [lv[lP==[v]l 11 ()
e
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(3.31)

Usando o fato que a imersao de Sobolev Hj () em L'(Q) é continua, temos que

W) < allvllm @)

Fazendo a substitui¢ao de (3.32) em (3.31), temos que

(f(@),a) = [[ol* == ol

Temos por (3.33) que ||v|| = |«|, logo

c
(f(a),a) > |a]* — c|al, onde ¢ = E—i

(3.32)

(3.33)
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Fixando R > 0 tal que
R?—¢R>0

concluimos que

(f(a),@) >0, para |a|=R.

Provando desta forma o item (/7).

Portanto, pelo Lema Fundamental, existe z, € R™ tal que f(z,) = 0 e |z, < R.

Logo,
fj(zm) =0, Vj=1,2,3,...m,
isto é,
64
Vo, Ve.dr — / — 1 dr = O,Vj = 1,2,3, e, M, Ve, € Vm’ (334)
/Q ’ Q (E+ |/Um’)7 J

m
com 2y = (7717772’7737 SR 777771)? Um = anel € ||Um|| = |Zm| < R.
i=1

E imediato observar que de (3.34) temos a igualdade

/wmwda: — / Ldm =0, V ¥ €V, [lun] <R.
Q a( K

€+ |vml)

Fixando
® € H}(Q) temos que & = Zaiei,
i=1

com

10 = |oul* < oc.

i=1
Desde que
b = Z ;€;
i=1
temos que
® = lim Zaiei.
i=1

Considerando

m
v, = Z%‘ez‘ € Vi,
i=1

concluimos que

® = lim ¥,, em H,(9Q).

m—00
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Observe que V,, C V., para m < k. No que segue, vamos fixar m e considerar k > m.

Assim,

Vo .
/ Vo, VV,,dx — / —————dx =0, Yk >m, pois ¥, € V. (3.35)
Q o (€+ [up])7

Passando ao limite quando k£ — oo na igualdade (3.35) e usando os limites

/ Vo, V¥, de — / VoV, dx (3.36)
Q Q
e
) ]
/ — " _dr— / — " _dx, (3.37)
o (€ + |og]) o (e+v[)

obtemos

/ VoV, dr — / Ldaz =0,Vm € N. (3.38)

Q o (e+v])

Vamos provar a convergéncia (3.36).
Temos que H}(€2) ¢ um espago reflexivo, pois ¢ um espago de Hilbert, toda sequéncia
limitada {v,} C Hj(Q) admite uma subsequéncia {vy,} C {vx} que converge

fraco v em H} (). Em simbolos,
v, = v em Hy(Q).

Considerando a aplicacao

F : H}(Q) — R

w — F(w) :/QVwV\Ilmdx
temos que, F € (H}(Q2))'. De acordo com a definigdo de convergéncia fraca temos
F(u,) — F(v) em R,

ou seja,

/QVUij\Ifmd:c — /QVUV\I/mda: em R. (3.39)

Vamos provar a convergéncia (3.37).
Defina as seguintes aplicagoes

i, (2) = F i@ e
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Sendo H}(Q) reflexivo e {v;,} limitada em HJ(f2), existem uma subsequéncia

{or,} C {ve} e v € Hy(Q) tal que
vp, = v em Hy(€).

Desde que, a imersao HJ(Q2) < L?*(Q2) é compacta temos que
vy, — v em L*(Q).

Assim, existe uma subsequéncia {vg, } C L*(Q) tal que {vy; } C {vi} e satisfaz:
I) v, () — v(z) q.t.p. em Q,
1) |o, (2)| < h(z), q.t.p. em Q com h € L*(Q).

Sendo © um dominio limitado tem-se h € L'(Q).

Logo,
(+ o, @I (et @l &P
ou seja,
fr;, (@) — f(z) gtp. em Q.
Veja que _— .
m\T . m\ T
|fk:ap(37)| B (e + ’Ukjp (x)])7 - (e+ "Ukjp ()|
Sendo
Ta@)l 1
e+ Jo, (@7 = ok
encontramos

1
[ fiy, ()] = = [ W (@)] = g(2).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver Teorema B.1) concluimos

que

/ _ Y g / L ITR (3.40)
q (€4 |og, )7 o (€+|v])

Desde que, a igualdade (3.37) é valida para toda sequéncia {vy}, em particular vale

para a subsequéncia {vkjp} C {wk, }, ou seja,

|\
Vo, VU, dv — / ™  _dr=0. 3.41
/Q o et o 7 (3.41)

Portanto, passando ao limite quando k;, — oo na igualdade (3.41) e, usando os limites

(3.39) e (3.40) obtemos

v
/ VoV, dx — / —"—dz =0, Vm €N, (3.42)
0 o (e+ o)
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Isto mostra, a igualdade (3.38).

Agora, passando ao limite quando m — oo na igualdade (3.42) e usando os limites

/VUV\Ide:CH/VUV@dx (3.43)
Q Q
e
1\ o
—mdxﬂ/—dx, 3.44
Lt Lewr 40
obtemos a igualdade
/v Vaod / ¢ dr = 0,v® € H}(Q) (3.45)
v r— | —————dz =0, : .
Q o (e+ o)) ’

Prova da convergéncia (3.43).

Temos que ¥, — ® em H}(Q), que implica
/ VoV, dr — / VuoVodz.
Q Q

Prova da convergéncia (3.44).
Desde que
U, — ® em H}(Q),

entao

U, — & em L*Q).

Em consequéncia disso, existe uma subsequéncia {V¥,, } C L*(Q) tal que
{¥,,} € {¥,,} e verifica:

(D)W, (z) = () q.t.p. em €,

(I1)|Vy,, (x)| < h(z),Vj q.t.p. em Q com h e L*(Q).

Sendo L?(Q2) C L'(Q), entdo h € L'(). Definindo

\Ijmj (:L’)
(e + [v(z)])

d(x)

¢ IO = @y

fmj (SL’) =

e tendo em vista que

Uy, (7) — ®(z) qt.p. em

temos que
Vo, () O(x)

(€ + |v(z)|)” - (e + [v(@)]) q.t.p. em £,
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isto &,
fm;(x) — f(r) qtp. em €.
Desde que
W, (2)| < h(z) qtp. em Q Vm; € N,
temos que

Vo, L
WSEVWW( )< e“fh( ), vm;.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue concluimos que

lim /fmj(x)dx:/f(x)dx,
ou seja,

Yoy e [ 24
/de /Q (e + ]v\)‘fd ‘ (3.46)

Visto que a igualdade (3.43) ¢ vélida para toda sequéncia {V¥,,}, também ¢é verdadeira

para uma subsequéncia {¥,,;} C {¥,,}, ou seja,

|\
/VUV\I/mijU - / ——~——dr =0, Ym; € N. (3.47)
0 q (e+ |v|)

Passando ao limite quando m; — oo em (3.47) e usando os limites (3.43) e (3.46)

obtemos
)
/ VoVodr — / —————dr =0, V® € H)(Q). (3.48)
o o (e+[v])
Portanto, a fun¢ao v é uma solugao fraca do problema (P)., isto é,
1
Ay = ——,
(e+ Jv[)7
(P)e voo> 0, Q
v = 0, o).

Mostramos assim, que dado € > 0, existe u. € Hg () tal que

IO
(€ + u)?
(P)e U > 0, Q

Ue = 0, 9.



No que segue-se, vamos considerar €, = %, Ue,
problema
VR S
(% + Up)7
Uy > 0, Q
U, = 0, 9.

Pela teoria da regularidade ver ([1]) é possivel mostrar que
u, € C*(Q) N Hy ().

Segue da defini¢ao de solucao fraca que

/Vunvqu:/%dx, VO € HL(Q).
Q Q

i un)W

Escolhendo ¢ = wu,, deduzimos que

/ Vu,Vu,dr = / lde,
Q o (5 +u,)?

e portanto,
u
/ |V, |*dx = / ———du.

Q o (5 +un)?

Consequentemente,
/ |Vu,|? < / u:dw
Q Q

e assim,

Hun“%%((l) < |Q|7||Un||1LT?Q)
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= u, e trabalhar com o seguinte

(3.49)

(3.50)

Usando o fato que a imersao de Sobolev Hj(2) < L'(2) é continua, existe ¢ > 0 tal

que

lunl® < ellun]l™

Disso concluimos que existe um k£ > 0 satisfazendo ||u,| < k, mostrando que u, ¢é

limitada.

Sendo H{ () reflexivo, existe uma subsequéncia {u,,} C {u,} e u e Hj(Q) tal que

Up, = u em Hy(Q)

Un,; () — u(z) qt.p. em Q.
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Denotando u,, = v;, segue-se que

1
—Av; = —(% o Q
v; > 0, Q
v; = 0, 01,
e portanto,
A(vj—l—nlj) = (nijivj)'y’ Q
v; > 0, Q
vj = 0, of.
Definindo
U, =wv; + nij
tem-se que
—AV; = \Ili]’ Q
v, > 0,
| 0, 0.
Usando o Teorema 3.4,
,(z) > pi(2),Vr €Q, VjeEN, (3.51)

onde ¢; é uma autofungao positiva de —A em H} () associada ao primeiro autovalor
A1
De acordo com a desigualdade (3.51) temos que
1 — .
vj(x)—l—; > p1(x), Vo € Q, VjeN. (3.52)
j
Logo, passando ao limite quando j — 00, na desigualdade (3.52), obtemos
. 1 .
lim (vj(x) + —) > lim ¢(x)
j—o0 i n;j—00
ou seja,

1
lim v;(z) + lim — > pq(z).

j—00 nj—00 N
Assim,

u(z) > @i(z) >0 q.t.p. em €. (3.53)
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Portanto, med({zx € Q;u(x) =0}) =0.

Segue da definicao de solugao fraca que

'
Vu;Vpdr = / ————dx, Yy € C5°(Q). 3.54
| vu st () (3.5
Logo passando ao limite quando j — oo, na igualdade (3.54), e usando os limites
/ Vu;Vedr — / VuVpdz (3.55)
Q Q
e
¥ ¥
—d —d 3.56
/Q(#WH/QN (3.56)
obtemos a igualdade,
/ VuVpds = / P dw N € C(Q). (3.57)
0 o u’

Prova da convergéncia (3.55).
Desde que

v; —~u em Hy(Q)

pela anélise feita anteriormente temos que

/ijV¢dx—>/VuV<pdx em R.
Q Q

Prova da convergéncia (3.56).
Sendo Q2 C RY™, um aberto limitado do R" com fronteira suave e sendo K C € o

suporte de ¢ temos a igualdade

2 2
— L dx = / —dx.
/sz (%4—7}]’)7 K (n%."‘vj)7

Desde que,

1
Ui (z) = v;(x) + — > () >0, YereQ

vale a desigualdade,

Sendo ¢; uma autofuncdo positiva associada a A; temos que ¢; € C(Q) (ver [8]).

Assim, existe z € K tal que

my = ¢i(z) = gg(l@l(l“)-
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Logo, por definicao de minimo temos que

p1(x) > my, Vre K.

Portanto,
¥ || 1
< =h € L' (K).
(vj + 7)1 = me? (X)
Além disso,
#(z) ga(:v)’y qgt.p. em K.

(@) + 1) ula)”

5

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue concluimos que
/#dx:/ #dm%/ £dx:/ﬁdx,
a (5; +o;) K (5 +0)7 KU o u

justificando assim a igualdade (3.57), ou seja,

/Vquod:c:/ﬁdx, Vo € C5°(92). (3.58)
0 o u?

Desde que,
HY(©) = C() ),

dada ¥ € H} (), existe uma sequéncia ¢, € C5°(Q) tal que
l¢w — Ul — 0, quando n — oo.
Afirmagao: Dada ¥ € H}(Q) temos que

/VUV\I/dLC:/EdZ', (3.59)
Q ou?

isto é, u é solucao fraca do problema

—Au = i, Q
u”

u > 0, Q

u = 0, 05.

De fato, fixado ¥ € H}(Q2) considere {p,} C C5°(2) com

[¢n = Ul — 0, quando n — oo.



Segue da igualdade (3.58)

/Vqupndx = / ﬁda:,V n € N.
Q o u?

Passando ao limite quando n — oo na igualdade (3.60) e usando os limites

/Vquondx — /VuV\Ildx
Q Q

v
/ﬁdx — /—dx
o u’ o

\\
/wvwx — / 2 g Y Ve HA(Q).
Q QU

encontramos

Vamos provar (3.62).
Veja que,

‘/ﬂdx_/g‘:)/ﬂdz‘</wdx
o u’ o u” o ur Jo W .

Sendo
u(z) > ¢1(r) >0, V 2 €Q,

conforme (3.53) encontramos

Y — U
‘/ﬁ x—/—‘g/—‘% ‘dm.
o u’ o u” o p17
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(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Tendo em vista que, |p, — ¥| € H}(Q), segue da desigualdade de Hardy-Sobolev

(ver Teorema B.6) que existe um ¢ > 0 tal que

Pn v
| [ o= [ 2] <elllou—9l I =cliga—0] = 0
QU QU

e portanto,

e = [
—dx — —dx.
o u’ Qu”

Provando desta forma, a afirmacao, ou seja,

1\
/VuV\I’d:E:/—dx, vV U e Hy(Q)
Q o u’

e mostrando a existéncia de solugao fraca para o problema singular (P).

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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3.4.1 Unicidade de Solucao para o Problema Singular

Suponha que o problema

1
—Au = —,
uy
v > 0, Q (P)
u = 0, 09
tenha duas solugoes u; e uy. Vamos mostrar que vy = us em 2. Por hipotese temos

que u; e uy sdo solugoes do problema (P), assim u; e ug satisfazem

/ VuVds = | L-dz, ¥ € H Q) (3.68)
Q o u1’
e
v 1
VusVWde = | —dz, ¥ ¥ € HY(Q). (3.69)
0 Q u2”
Fixando
o=V =u —u
obtemos
/Vu1v<u1 — up)dz = / (=) (3.70)
Q Q u”
e
/VUQV(UI — ug)dr = / Mdm. (3.71)
Q o u’
Portanto

/VU1V(U1 —ug)dr — /VUQV(UI — ug)dx :/de —/ de, (3.72)
Q Q Q o w2

Ul7
e com isso,
1 1
Desde que,

[ 190 wa) e =~ s
Q
segue-se da igualdade (3.73)

s — us||? = / [i . i} (w1 — us)dz. (3.74)

o lul?  up?
Observando agora que vale a desigualdade

[L _ L} (w1 —uz) <0, V¥ 2 €, (3.75)

Ul7 UQ'Y
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segue-se de (3.74) que

Hu1 — UQH2 =0.

Portanto,

U = Us.

3.4.2 Regularidade da Solucao.

Considerando a fungao

0 < f(u() =

pois
u(z) > p1(r) q.t.p. em Q e my= mi[r(lgpl(x).
[AS

Usando o Teorema da Regularidade (ver Teorema B.20), temos que u € C*(Q) e

—Au = i, Q
u”
u > 0, Q.



Apéndice A

Resultados de Analise em R

Neste apéndice vamos recordar algumas defini¢oes e enunciar os principais resul-

tados de Analise no RY que foram utilizados nesta dissertacao.

Teorema A.1 (Teorema da Mudanga de Varidveis)(Ver[19]) Sejam h : U — V um
difeomorfismo de classe C' entre os abertos U,V € R™, X C U um compacto J-

mensurdvel e f: h(X) — R uma fungao integrdvel. Entao, foh: X — R € integrdvel

/ Fly)dy = / F(h(a)|deth (z)|da.
h(X) X

Teorema A.2 (Teorema da Aplicagao Inversa)(Ver[19]) Seja f: U — R™ de classe
C* (k > 1) definida no aberto U C R™. Se a € U € tal que f'(a) : R™ — R™ ¢
invertivel, entdo existe uma bola aberta B = B(a,d) C U tal que a restri¢ao f|, € um
difeomorfismo sobre um aberto V> f(a).

Teorema A.3 (Teorema de Weirstrass)(Ver[19]) Toda sequéncia limitada em RY pos-

sut uma subsequéncia convergente.

Teorema A.4 (Teorema de Borel-Lebesque)(Ver[19]) Seja K C RN um compacto(isto

é, limitado e fechado). Toda cobertura aberta de K C U Ay admite uma subcobertura

AEL
finita K C A)q UA)\Z U... UA)W

Teorema A.5 (Ver[19]) Se K C RY ¢ um conjunto compacto e F C RY é um con-
junto fechado, entao existem xo € K e yy € F tais que d(K,F) = |rg — yo|. Em
particular, se K N F =, entdo d(K, F) > 0.

Teorema A.6 (Ver[17]) Seja f : [a,a+h] — RY um caminho com derivada integrdvel.

Entao,

f(a+h)—f(a):/a+ f’(t)dt:h/o F/(a+ th)dt.
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Teorema A.7 (Teorema do Valor Médio)(Ver[19]) Seja f : [a,b] — RN um caminho
continuo, diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Se |f'(t)] < M para todo t € (a,b),
entao

£ (b) = f(a)] < MI[b—al.
Teorema A.8 (Desigualdade do Valor Médio)(Ver[19]) Dado U C R™ um aberto,

seja f: U — RY diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a+v) e tal
que sua restri¢ao ao segmento fechado [a,a 4+ v] C U seja continua. Se |f'(x)] < M
para todo x € (a,a + v) entao, |f(a+v)— f(a)| < M|v|.

Teorema A.9 (Ver[19]) Toda aplicagao continua f : K — RY definida num com-

pacto K C R™ € uniformemente continua.

Teorema A.10 (Ver[19]) Seja f : X x K — RY continua, onde K é compacto.
Fixemos o € X. Para todo >0, existe >0 tal que
reX, |r—x| <= |f(z,a) — f(zo, )| <€, seja qual for a € K.

Teorema A.11 (Teorema de Aproximagao de Weierstrass)(Ver[18]) Dada uma fun-
¢ao continua f : [a,b] — R, existe uma sequéncia de polinémios p, tais que lim p, = f

uniformemente em |a, b|.

Teorema A.12 (Teorema de Extensao de Tietze)(Ver[18]) Dada uma fungdao real
continua f : X — R, definida num subconjunto fechado de X C R™, existe uma

fungao F : R™ — R continua tal que F}, = f.

Teorema A.13 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) (Ver[19])  Para quaisquer
z,y € RY tem-se |(z,y)| < |z||y|. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores

x,y € um maltiplo escalar do outro.

Lema A.14 (Teorema da Divergéncia.)(Ver[13]) Sejam Q C R? um dominio cuja
fronteira (0Q) ¢ uma unido finita de curvas suaves. Seja F : Q — R? um campo

vetorial de classe C' em . Entdo,

/V.Fdxdy:/ FndsS,
Q o0

onde n é a normal externa unitdria a OS2.

Teorema A.15 (As Identidades de Green)(Ver[13]) Seja Q C RY um dominio onde
vale o teorema da divergéncia e sejam u,v € C%(Q). Entdo valem as seguintes identi-
dades:

/(UAU + VoVu)dzdy = v%ds, (A.1)
Q oo On
e
ou ov
vAu — uVv)drdy = / v— —u—)ds, A2
Jx pidy = [ (o5t —uZ) (A2)

onde % ¢ a deriwada direcional na direcao da normal unitdria externa n.
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Teorema A.16 (Ver[16]) Seja X um espago vetorial normado e (x,) C X. Entao,
Tn — x & dada (zn;) C (2,), 3 (y,;, ) C (Tn,) com Ty, — .

Lema A.17 (Ver[5]) Seja X um espago de Banach ¢ ® : By(0) — X, dada por
O(z) = x + V(x), onde ¥ € a— uma contragio (0 < a < 1) e wverifica ¥(0) = 0.
Entao,

(i) B(B,(0)) D Bya_a(0).

(1i) ® € injetiva.

Lema A.18 (Ver[5]) Seja Q um aberto limitado do RN ev € CH(RN RY) com suporte
compacto. Se ¢ € C*(Q,RY) e suptv N p(IN) = 0, entao existe u € C*(RY,RY) tal
que suptu C Q e divu(z) = J,(x)div(v(p(z))).

Lema A.19 (Ver[5]) Seja f € CYHRN,RY) com suporte K compacto e seja v €
C([0,1],RY). Se convK — v(t) C ©, Vt € [0,1], onde © é um aberto limitado do
RY fizado, tem-se que f(x+7(0)) — f(x +~(1)) = divv(z), onde v € CHRYN,RY) com
suptv C O.



Apéndice B

Resultados sobre os Espacos de
Sobolev e Teoria da Medida e

Integracao

Neste apéndice vamos apresentar alguns resultados dos Espacos de Sobolev e

Teoria da Medida e Integracao que foram utilizados nesta dissertagao.

Teorema B.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)(Ver[6]) Seja { f.}
uma sequéncia de fungoes integrdveis, as quais convergem em quase toda parte para
uma fungao mensurdvel f a valores reais. Se existe uma fun¢ao integrdvel g tal que

|fn|l < g ¥ n, entdo f € integrdvel e

/ fdy = lim / fm

Teorema B.2 (Lema de Fatou)(Ver[6]) Seja (f.) C MT(X, x), entao

/(lim inf f,,)dp < lim inf/fnd,u.

Definicao B.3 (Ver[6]) Se m* ¢ a medida exterior definida para todos os subconjun-
tos de RY | entdo a o—dlgebra £ de subconjuntos de RN que satisfaz a condicio de

Carathéodory, isto €,
m*(A) =m*(ANE)+m* (AN E®), YV ACRY

¢ chamada a o—dlgebra de Lebesque de RYN. A restricio m, de m* ao conjunto £ €

chamada medida de Lebesque em RY .

Teorema B.4 (Desigualdade de Hélder)(Ver([6]) Seja f € LP(Q) e g € LY(S2), onde
1 1 .
p>le_+- =1 Hntdo, fg € LYQ) e llfall@ < Iflr@llgllzae)-
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Teorema B.5 (Desigualdade de Young)(Ver[6]) Considere peq  satisfazendo

l<p<ooe—-+—-=1. Sea,b sao nimeros reais nao negativos, entao
q

T N
ab< =+ (B.1)
p q

a igualdade so ocorre se, e somente se, al = b4,

Teorema B.6 (Desigualdade de Hardy-Sobolev)(Ver[10] pdg 55) Se wu € Hy(Q),
entao ET € LYQ), onde ¢! = 271 — (1 —7)N~t com 0 < 7 < 1, e emiste uma

1
constante ¢ > 0 tal que

<ec- !
Ly = c HVUHLQ(Q), YV ue Hy(Q),

p-
Y1
onde p1 € uma autofungao positiva de —A em H}(Q) associada ao primeiro autovalor

Al

Teorema B.7 (Ver[8]) Seja {f.} uma sequéncia em LP(2) e f e LP(), tais
que || fn — fller@) — 0. Entao, existe uma subsequéncia {f,} tal que

(1) fu — f(2) Lp. em ©
(I1) |fuel < h(z) g.t.p. em Q, Yk, com h € LP.

Definicao B.8 (Ver[8])(Convergéncia Forte) Seja X um espago vetorial normado e
{z,} € X. Dizemos que x, converge forte em X se existe x € X com

|zn — || = 0, quando n — oo. Neste caso, x € o limite de x,, em X.

Definicao B.9 (Ver[8])(Convergéncia Fraca) Seja X um espago vetorial normado e

xn, € X. Dizemos que x,, converge fraco em X, se existe x € X werificando:
VieX f(z,) — f(z) emR.
Neste caso, x é chamado o limite fraco de x,, em X, e denotamos por x, — .

Teorema B.10 (Ver[8]) Seja {z,} uma sequéncia fracamente convergente num espago

vetorial normado, isto €, existe x € X tal que
T, = x em X.

Entao;
a) O limite fraco x de {z,} € unico,
b) Toda subsequéncia {y,;} C {x,} converge para x,

c) A sequéncia {x,} é limitada.
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Teorema B.11 (Ver[8]) Seja X um espago de Banach reflexivo e seja {x,} uma
sequéncia limitada. Entdo, eviste {x,,} C {x,} que converge fracamente em X, isto ¢,
eriste x € X tal que

T, — T em X.
J

Definigao B.12 (Ver[8])(Convergéncia Fraca - ) Dizemos que {f,} C X converge

fraco - %, se existir f € X' tal que

Ve € X; fu(x) — f(x) em R.

Notagdo:  f, = f em X'

Teorema B.13 (Ver[8]) Seja {f.} C X'. Entao;
) fo—=femX = f,—femX
i) fo—=fem X = f, > femX'
iii) fn = f em X', entdo || f.| limitada e | f| < h,{EEfonH-

w) Se fo > f ex, — x, entio f,(x) — f(zx) em R.

Definicao B.14 (Imersao Continua)(Ver[2]) Dizemos que o  espag¢o normado
(X, |- llx) estd imerso continuamente no espaco (Y, |- |ly) e escrevemos X — Y se:
i) X for subespaco vetorial de'Y,
i1) A aplicagao identidade
X — Y
r — i(x)==

é continua, isto é, existe M > 0 tal que ||i(x)|y < M||z|x, V z € X.

Teorema B.15 (Imersdes de Sobolev)(Ver[2]) As sequintes imersoes sao continuas:

L) ; 1<s<2*=22" para N >3
L(Q) 1<s< oo para N =1 ou N =2.

Q) — {

Definicao B.16 (Operador Linear Compacto)(Ver[16]) Um operador linear T : X —
Y € dito compacto, se toda sequéncia limitada {x,} C X € levada em uma sequéncia

(yn = T(xy,)) que admite uma subsequéncia convergente em Y.

Defini¢ao B.17 (Imersao Compacta)(Ver|2]) Dizemos que o  espago normado

(X, ]| |lx) estd imerso compactamente no espago (Y,||-|y) e escrevemos X — Y se:

7 . X — Y

r — i(x)==z

€ um operador linear compacto.
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Teorema B.18 (Teorema da Imersao Compacta de Rellich-Kondrachov)(Ver[2]) Sendo

Q C RV, as sequintes imersoes sao compactas:

L¥(Q) ; 1<s<2=2% para N >3

L*(Q) ; 1<s< o para N=1 ou N =2.

Hl(Q)%{

Teorema B.19 (Desigualdade de Poincaré)(Ver[2]) Seja Q um aberto limitado de RY.

Entao existe uma constante C' = C(£,p) tal que

lul| ey < C - (/Q |Vu|pdx)p, Vu e WyP(Q) com 1< p< oo.

Teorema B.20 (Teorema de Regularidade (Ver|[l])) Seja f : (0,00) — (0,00) uma
fungao de classe C*=((0,00),(0,00)). Seuw € HY(Q) é uma fungio positiva q.t.p. em Q,
que verifica

/QWW):/QJ‘(U)-% Ve G ()

e para cada K CC €, existe ¢, > 0 tal que
|f(u(@)| < e gtp. em K

entao,

u € C*(Q).
Teorema B.21 (Ver[6]) Se f >0 e / fdu =0 para f # 0, entao med(2) = 0.
Q

Definicao B.22 (Ver[9]).(Dominio de Classe C"*)

O conjunto Q) € dito um dominio de classe C™% quando existir uma cobertura aberta
{U;}§ de 0 e fungdes bijetivas ¢; :U; — B onde B ={y € RN : |y| < 1}, tais que:
(i) para cada j, ¢;(U;NQ) ={y € B :y, >0},

(@) |9jllmas 165 ma < M, ¥J.

Teorema B.23 (Ver[9]) Suponha que Q2 satisfaca a propriedade da poligonal, isto €,
existe 0 > 0 tal que quaisquer dois pontos x e y de ) podem ser ligados por uma

poligonal em 0 de comprimento L < d||x — y||. Entao, para 0 < s < r, a imersao

C™(Q2) — C*(Q). é compacta

Teorema B.24 (Ver[9]) Todo dominio de classe C™%, m > 0, satisfaz a propriedade
da poligonal.
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