Resumo

Neste trabalho, estudamos a influéncia local em modelos de regressao. Este
método foi proposto inicialmente por Cook (1986) e tem se mostrado como um poderoso
instrumento da analise de diagnostico.

A proposta de Cook consiste em avaliar a curvatura normal de uma superficie,
baseada na medida Likelithood Displacement, sob uma pequena peturbacao no modelo.
Em seguida apresentamos a abordagem de Billor e Loynes (1993), que aplicam uma
medida Likelihood Displacement modificada, cuja primeira derivada nao se anula, ex-
ceto em casos triviais, com isso a inclinacao maxima é usada como medida de influéncia
local.

No final, discutimos trés aplicacoes onde utilizamos algumas técnicas graficas de

diagnostico e as duas propostas de influéncia local aqui referidas.



Abstract

In this work, we study the local influence in regression models, this method was
offer first of all by Cook (1986) and have show how an important instrument of the
diagnostics analysis.

The Cook’s approach consist in assessing the normal curvature of the geometric
surface, using the measure Likelihood Displacement, under an minor perturbations of
statistical model. After we present the approach of the Billor e Loynes (1993), that
apply an measure Likelihood Displacement changes whose first derivative does not,
except in trivial cases, vanish. Thus the maximum slop is using how measure of the
local influence.

In finish, we present three apply where use any technic graphics of the diagnostics

and the two proposed of the local influence here reported.
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Introducao

Modelos estatisticos sao instrumentos extremamente tteis para auxiliar na com-
preensao de aspectos essenciais de um conjunto de dados. Porém, quase sempre, sao
descricoes aproximadas de processos mais complicados, conseqiientemente uma avali-
acao do modelo adotado faz-se necesséaria.

O desenvolvimento de métodos que avaliem a qualidade de um ajuste de regressao
tem sido objeto da atencao dos estatisticos, esses métodos se inserem no ramo da
estatistica que chamamos de andlise de diagnéstico, que se iniciou com a anélise
de residuos para detectar a presenca de pontos extremos e avaliar a adequacao da
distribui¢ao proposta para a variavel resposta, Billor e Loynes (1993).

Um topico importante na analise de diagnostico é a deteccao de pontos que ex-
ercem um peso desproporcional nas estimativas dos parametros do modelo. A delecao
de pontos talvez seja o método mais conhecido para avaliar o impacto da retirada de
uma observagao particular nas estimativas da regressao, Paula (2004).

Cook (1977), Belsley, Kuh e Welsch (1980) propéem métodos de diagnosticos
para avaliar a influéncia de esquemas de perturbacao por ponderacao em modelos de
regressao normal linear, de forma que os pesos associados as observacOes assumem
valores 0 ou 1, indicando que a mesma foi deletada ou mantida no conjunto de dados,
respectivamente. Essas idéias foram adaptadas para regressao logistica por Pregibon
(1981).

Contudo, a proposta mais inovadora na éarea foi apresentada por Cook (1986),
consistindo em um método bastante geral para avaliar a influéncia conjunta das obser-
vagoes sob pequenas mudancas (perturbagdes) no modelo, ao invés da avaliagao pela

retirada individual ou conjunta de pontos. Essa metodologia, denominada influén-
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cia local teve grande aceitacao entre os pesquisadores e usuarios de regressao, Paula
(2002).

Billor e Loynes (1993) descrevem algumas dificuldades praticas associadas com a
metodologia apresentada por Cook e apresentam uma proposta alternativa para avaliar
a influéncia local, onde procuram superar os problemas encontrados com a aplicagao
da metodologia sugerida por Cook.

Tanto a metodologia de Cook como a de Billor e Loynes se utilizam da medida
Likelihood Displacement (afastamento pela verossimilhanga) como fungao objetivo, no
entanto outras medidas tém sido usadas para anéalise de influéncia local, Fung e Kwan
(1997). Como por exemplo, as estimativas dos parametros (Lawrence, 1988), a predigao
dos erros quadrados, Thomas e Cook (1990), a estatistica de Pearson da bondade do
ajuste, Lee e Zhao (1996) e outros.

A proposta deste trabalho é apresentar o método de diagnostico da influéncia
local através das abordagens de Cook (1986) e de Billor e Loynes (1993), mostrando
o desenvolvimento tedrico de ambas, assim como apresentando aplicagoes praticas das
mesmas.

No primeiro capitulo tratamos dos modelos de regressao e das técnicas de diag-
nostico. Na primeira se¢ao enfatizamos o modelo classico (normal linear), os modelos
lineares generalizados (MLGs) e, em particular, o modelo logistico linear, expomos as
suposicoes basicas para cada um dos modelos e os métodos de estimacao dos paramet-
ros. Na segunda secao definimos os principais residuos utilizados e discutimos suas apli-
cacoes no modelo normal linear e nos MLGs, descrevemos os esquemas de perturbacgao,
avaliamos a influéncia de uma observacao através da medida Likelithood Displacement
(LD) e da influéncia local proposta por Cook. Finalizamos o capitulo descrevendo os
principais tipos de graficos de diagnostico usados para o modelo normal linear e para
os MLGs em geral.

No segundo capitulo apresentamos a formulagao da influéncia local avaliada
através da curvatura normal, definimos e construimos a nogao de grafico de influéncia
como uma superficie geométrica, fundamentamos a idéia de como utilizar a curvatura
normal para medir a influéncia causada por uma perturbacdao no modelo. Avaliamos
o modelo normal linear sob um esquema de perturbacao de observacao individual,

mostrando a forma da curvatura normal para este caso. De forma geral, encontramos
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a curvatura normal para os MLGs, sob o esquema de perturbagao de uma observagao
individual e procedemos do mesmo modo para o caso do modelo logistico linear.

No terceiro capitulo apresentamos a formulacao da influéncia local avaliada
através da primeira derivada. Definimos uma versao da medida Likelihood Displacement
modificada (LD*), de modo que sua primeira derivada nao se anule.

Considerando a matriz de perturbacao geral
W, =diag{l +wi,1+ws,....,1 +w,}

para o modelo normal linear

y=XB+e

onde Var(e) = 0*W ', encontramos o gradiente da superficie (w1, ws, . . .,wy, LD*(w))
e conseqiientemente a inclinacao maxima. Em seguida obtemos um valor de referéncia
para a inclinacao méxima. Supondo o esquema de perturbacao de uma observacao indi-
vidual no modelo normal linear, encontramos a inclinacao maxima e um valor de refer-
éncia para ela. Finalizamos este capitulo, obtendo o gradiente e, conseqiientemente,
a inclinagao maxima para o modelo logistico linear, sob o esquema de perturbacao de
uma observacao individual.

No quarto capitulo apresentamos trés aplicacoes. Na primeira utilizamos o
modelo normal linear acompanhado da utilizacao de algumas técnicas graficos para
detectar pontos influentes e verificar a validade da suposicao de normalidade para a
variavel resposta, também avaliamos a influéncia local através da curvatura normal e
da inclinacao méxima, sob o esquema de perturbacao de uma observacao individual.
Obtemos ainda a inclinacao méxima sob o esquema de perturbacao da variancia, ex-
posto no capitulo 3. Nas duas aplicacoes restantes adotamos o modelo logistico linear
e algumas técnicas graficos de diagnoéstico, avaliamos a influéncia local através da cur-
vatura normal e da inclinacao méxima, obtidas sob um esquema de perturbacao de
observacao individual para o modelo logistico.

No apéndice A apresentamos definigoes, teoremas, proposigoes e alguns resul-
tados importantes, os quais fizemos uso no transcorrer deste trabalho.

No apéndice B descrevemos os comandos para se obter, no aplicativo R, os

resultados mais importantes que foram utilizados no capitulo 4.



Capitulo 1

Analise de Diagnoéstico em Modelos de

Regressao

1.1 Analise de Regressao

O objetivo principal da andlise de regressao é estudar o efeito que algumas var-
idveis exercem sobre outras, o que consiste na obtencao e anélise de uma relacao fun-
cional entre uma das variaveis e as restantes. Deste modo, podemos identificar dois
tipos de variaveis, uma variavel dependente (ou variavel resposta) e as outras indepen-
dentes (ou explicativas, explanatorias ou covariaveis). A variavel dependente é aquela
cujo comportamento deseja-se avaliar e as independentes sao usadas para explicar a

sua variabilidade, Draper & Smith (1981).

1.1.1 Regressao Normal Linear

Consideremos inicialmente o caso mais simples em que temos uma variavel resposta
Y e uma tunica variavel independente X, admitiremos que a relacao entre a média

condicional de Y dado X, ou seja, u = p(z) = E[Y|X = 2|, seja da forma
w=pu(x) =a+ pu. (1.1)

Esta equacao é denominada componente sistematica do modelo, a e 3 sao paramet-
ros desconhecidos a serem estimados. Além da componente sistemética, o modelo é

composto de uma parte nao deterministica, devido a fatores nao observaveis, denomi-
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nada componente aleatéria e denotada por uma variavel aleatoria €. Dessa forma,

o modelo completo fica estabelecido pela seguinte equacgao
Y=a+p8X +e¢. (1.2)

O modelo de regressao normal linear simples ¢é obtido a partir das seguintes

suposicoes assumidas para a componente aleatoria e:

EE =0
Var(e) = o?
e ~ N(0,0%).

Como consequéncia das suposigoes acima, feitas sobre ¢, temos que Y ~ N(a+ (x,0?).
Para a obtencao dos estimadores dos parametros « e (3, vamos considerar uma
amostra de pares de observagoes (X = x;,Y = y;), i = 1,2,...,n, logo por (1.2),

podemos escrever para cada par
Yi = (i) + & = a+ Br; + &

onde 0s &, sdo nao-correlacionados e g; ~ N(0,0?%), para todo i. Em busca da reta que
melhor represente os n pontos amostrais, utilizando o método dos minimos quadrados,

minimizamos a funcao
S:S(a,ﬁ):ZG?:Z[yi—a—ﬁxi]z. (1.3)
i=1 i=1

: . : .. 085 08 . .
Assim, precisamos obter as derivadas parciais — e — e em seguida, as igualamos a

oo 0f
zero, com isso encontramos o sistema de equacoes
oy [yz- - (a + Bxi)] ~ 0
—230 [y (@+ Ba) | = 0

onde @& e [ s@0 os valores que minimizam a fun¢ao (1.3), ou seja, sdo os estimadores
de minimos quadrados para os parametros a e (3, respectivamente, Draper & Smith
(1981). Simplificando as equagoes do sistema acima, obtemos o sistema de equagoes

normais dado a seguir

na + 6 Z:-L:l T, = Z;Lzl Yi

’ (1.4)
« Z?Zl T, + [ 2?21 1’12 = Z?zl Tl



Resolvendo o sistema acima achamos a solucao
~ 1 ~1
@ = ﬁzyi_ﬁﬁzwi
n 1 n n
D it Tili — n Doict Ti )i Yi

B\ B n 2 1 n 2
D1 T — n (D im1 i)

Segue dai que a reta de regressao estimada pode ser expressa por

i) =a+ Ba.

E comum encontrarmos na literatura esta equacao na forma

~

yi:a+3xi,parai:1,2,...,n;

onde o0s s sao chamados de valores preditos.

No modelo de regressao normal linear miiltipla, onde utilizamos mais de
uma variavel independente, consideramos que a média condicional da variavel resposta
Y pode ser expressa em funcao das varidveis explicativas X, Xo,..., X, através da

relacao linear,

n = E[Y|X1:x1,...,Xp:xp]

= ﬁo+ﬁlxl+---+ﬁp$p'

A componente aleatoria do modelo também é representada por uma variavel aleatoria
€, que segue uma distribuicao normal com média zero e variancia o?.

Assim, para cada observa¢ao do tipo (y;, Z1i, T2, - - - , Tpi), temos o seguinte modelo
Yi = Po+ Bz + ...+ Bpxpi +ei,parai =1,2,....n, p<n, (1.5)

onde ¢; ~ N(0,0?), para todo i.

Considere a matriz de variaveis independentes,

1 11 ... Tp1

1 T12 ... Tp2




e os vetores

Y1 Bo €1
€
y — y‘2 7/6 — ﬁ.l e E = ‘2 . (16)
Un By En

Dessa forma, podemos escrever o modelo (1.5) matricialmente, por:
y=XB+e. (1.7)

Para o modelo multiplo a fun¢ao S definida em (1.3) pode ser escrita como

n

S(B) = Z (yi — Bo — Brzri — ... — Bypapi) .

i=1
Derivando a funcao acima em relacao a 5y, 51, . . ., B, € igualando a zero essas derivadas,

obtemos o sistema de equagoes normais a seguir

nBo + B Z?:l r o+ o+ B Z?:l Lpi = Z?:l Yi

502?:1%4‘ + 512?:19%%‘@‘ + ...+ 5p2?:1$pz‘$ji = Z?:lyiwjia J=1,...

Uma forma matricial para o sistema acima é a seguinte:
(X'X) B8 = X'y, (1.8)

como (X'X) ¢ uma matriz quadrada de posto completo, entdo existe a sua matriz
inversa. Assim, o estimador de minimos quadrados do vetor de parametros 3, é dado

por,
8= (X'X)" X'y. (1.9)
O vetor com os valores preditos pode ser escrito como,

y = Xp
= X (X'X) ' X'y

= Hy,

onde H = X (X'X) ™' X* ¢ conhecida como matriz hat e representa a matriz de projecio

ortogonal de R™ sobre o subespaco vetorial gerado pelas colunas da matriz X.



1.1.2 Modelos Lineares Generalizados

Durante muitos anos os modelos normais lineares foram utilizados para descrever a
maioria dos fendmenos aleatorios. Mesmo quando o fendmeno sob estudo nao apre-
sentava uma resposta para a qual fosse razoavel a suposi¢ao de normalidade, usava-se
algum tipo de transformacao, no sentido de alcancar a normalidade procurada, Paula
(2004).

Com o desenvolvimento computacional, novos modelos tém sido propostos, dentre
os quais destacam-se os modelos lineares generalizados (MLGs), apresentado por Nelder
e Wedderburn (1972), Paula (2004). Essa proposta permite que a distribui¢do da
variavel resposta pertenga a familia exponencial de distribuigoes (ver apéndice A),
significando que cada componente do vetor de observacoes Y tem a funcao densidade

ou funcao de probabilidade na forma

f(y,0i,0) = exp{o[y0; — b(0;)] + c(y,d) 7, (1.10)

onde os 6, sao os parametros de interesse e ¢ é o parametro de dispersao. Nessa classe
sao validas as seguintes propriedades

Ely] = i = b,<9i>

Varly] = ¢7'V;

" d,U/z

onde b e b” representam a primeira e segunda derivadas da funcio b(0), respectivamente
e V; & definida como a fungdo de variancia, Paula (2004). A fung¢ao de variancia
desempenha um papel importante na familia exponencial uma vez que ela caracteriza
a distribuicao, ou seja, dada a funcao de variancia tem-se uma classe de distribuigoes
correspondentes e vice-versa, Paula (2004).

Com relacao a componente sistematica do modelo, as varidveis independentes
X1, Xs, ..., X, produzem o vetor n = (91,72, ... ,nn)t como preditor linear, que no

caso da regressao normal linear multipla é definido por,

ni = Po+ Bixr + Boxoi + ...+ Bpp
p
= 2wy
=0

= x!B,comi=12--,n (1.11)
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onde o vetor X! = (1,214, Ta;, -+, Tp;) € a i-ésima linha da matriz X (ver Paula (2004)).
Além disso, a ligacao entre a parte sisteméatica e a média condicional da variavel re-

sposta se d& através da seguinte relacao,

Mi:g_l(,r]i)7 1= 1a27"' , I
onde g(.) é denominada de fungao de ligacao, que deve ser mondtona e diferenciavel.
No caso da regressao normal linear é a funcao identidade.
Nos MLGs, com respostas independentes, a log-verossimilhanca pode ser escrita

como
(Bry) =D o {yibi —b(0:)} + Y c(yi ). (1.12)
i=1 i=1
Um caso particular ocorre quando
p
§=0
Nesse caso, temos que
p n n
(By) = 58— &Y b))+ > cyi o).
§=0 i=1 i=1
onde s; = ¢ > © yiLyj, com j=1,2,--- . p.
Pelo Teorema da Fatoragao, a estatistica S = (so, $1, S2,...,5,)" é suficiente

minimal para o vetor 8 = (0, 1, B2, - .., )", (ver Bolfarine & Sandoval (2001)). As

funcoes de ligacao tais que
p
() =Y siB;, (1.14)
=0

sao chamadas de ligacoes canonicas. As ligacoes candnicas para os modelos Normal,

Poisson e Binomial sao, respectivamente, dadas por,

=1,

log p =1,

log S =1.
I—p

A funcao escore e a matriz de informacgao de Fisher para o vetor de

parametros 3, nos modelos lineares generalizados, sao dadas, respectivamente, por

ug) - Y

= PX'WAVT2 (y — ) (1.15)
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e
9*1(8,y)
K@) = p{-222Y
o - p{-= 2
— PX'WX (1.16)
dp;/dn;)”
onde W = diag {ws,...,w,} é a matriz de pesos com componentes w; = %,

V = diag{Vi,...,V,}, = (pu1, ..., pun)" € V; é a funcio de variancia definida anteri-
ormente. Em particular, para a ligacao canonica, essas quantidades tomam as formas

simplificadas

U(B) = oX' (y — p)

K(8) = ¢X'VX,

respectivamente, Paula (2004).

Para obtermos o estimador de maxima verossimilhanca para o vetor de paramet-
ros 3, devemos encontrar a solucao do sistema com p + 1 equagodes nao lineares dado
por

U(B) = 0.

Em geral, esse sistema nao admite uma solugao explicita. Segue que, expandindo-se a
fungao escore U(3) em série de Taylor até o termo de primeira ordem, em torno de

um valor inicial B8, tem-se
UB)=u@E?)+U(B)B-6"Y,
onde U’ denota a primeira derivada de U(B) em relacao a 3. Logo, temos que
U(s?) + U (BB - U (BB ~0 =

U ~U'(8)8" - U().

-1
Admitindo-se que U/(B(O)) ¢ nao-singular, e portanto possui inversa [U'(,B(O))}

Segue que
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A partir de um valor inicial para 3, a equacao acima pode ser usada para obter

um processo iterativo na seguinte forma

~(m+1) ~(m)

-1
=B" +[-u'(s™)] UB")m=012...
um dos critérios utilizados para que esse processo pare, é dado por

max{r(mﬂ) B;m))} <€

onde € é um valor pré-determinado. O procedimento desenvolvido acima é conhecido
como processo iterativo de Newton-Raphson.

Como a matriz —U'(B) pode nilo ser positiva definida, a aplicacdo do método
scoring de Fisher, que consiste em substituir a matriz —U’ (B) pelo seu correspondente
valor esperado, pode ser mais conveniente, segundo Paula (2004). Dessa forma, temos
que

~(m+1)  ~(m)

~(m). 711
3™+ [K(ﬁ( ))} U(B™),m=0,1,2,...
substituindo os resultados (1.15) e (1.16) na equagao acima, tem-se

A L ¢(XtWX) cbXth/QVl/Q (v — u™)

(X ) (thx) ﬁ + (thx) thl/2w1/2wfl/2vl/2 (y . u(m))
= (X ) W{’U(m + W /2yi/2 (y pulm ))}
(X'WX)™

X Wz(™ (1.17)

onde z™ = ™ + W12V1/2 (y — (™)) e p(m) = XB(m). Note que z desempenha o
papel de uma variavel dependente modificada e W é uma matriz de pesos, que muda
a cada passo do processo iterativo. A convergéncia de (1.17) ocorre em um nimero

finito de passos, independente dos valores iniciais utilizados, Paula (2004).

1.1.3 Regressao Logistica

A regressao logistica se caracteriza pelo fato da variavel resposta assumir apenas dois
valores possiveis: sucesso ou fracasso. Este é um caso particular dos MLGs, onde a
distribuicao dessa variavel resposta é assumida binomial de parametro igual a proba-

bilidade de ocorrer sucesso.
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Primeiro vamos tratar da regressao logistica simples. Seja Y uma variavel
resposta que assuma o valor 0 para o fracasso e 1 para o sucesso, indicando a presenca
ou auséncia de uma determinada caracteristica de interesse, respectivamente. Con-
sideremos que x seja um valor de uma variavel explicativa X e p(x) a probabilidade

condicional de sucesso dado z, isto é,
plx)=P(Y =1X=12) .
Uma funcao de ligacao, denominada logit é definida por,
logit : (0,1) +— R

t

Dessa forma, obtemos o modelo logistico linear simples:

logit p(x) =, (1.19)

onde n = By + (1x é o preditor linear, 3y e 1 sao parametros desconhecidos. Segue de

(1.18) e (1.19) que,

dai obtemos que,

en
ou mais precisamente,
6ﬁ0+61x
p(ﬂf) = Hm . (120)

Os parametros 3y e #; podem ser estimados pelo método de maxima verossimil-
hanca, (ver Bolfarine & Sandoval (2001)). Para isso, considere uma amostra aleatoria
de n observagoes independentes (y;,x;), i = 1,2,...,n; onde x; é um valor de uma
variavel independente, discreta ou continua. Temos que p(x;) = P (Y =1|X = x;)
¢ a probabilidade de sucesso, assim 1 — p(x;) é a probabilidade de fracasso, ou seja,
P(Y =0|X =u1) .

A contribuicao da i-ésima observacao para a funcao de verossimilhanca é,

p ) [L=p ()] ™"
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Dessa forma, obtemos a funcao de verossimilhanca para observagoes indepen-

dentes,

n

L(Bos Bt y1, 925+ 9n) = [ [ 2 (@) [L = p ()] 7. (1.21)

=1

Segue dai que a funcao de log-verossimilhanca é dada por,
L(Bos 815 Y1y, syn) = > Ayilfp@)]+ (1 —wg)in[l—p@)]}.  (1.22)
i=1

Diferenciando (1.22) com relacao a 3 e ; e igualando cada um desses resultados

a zero, encontramos o sistema com as equagoes,

=1 ’ 1 — ePotbiz;
e@;-ﬁ-@:xi
n
Doic1 |y r; =0

B 1 — 658""5;3%

O sistema acima nao admite solucao explicita, para obter uma solucao aproxi-
mada, utiliza-se o processo iterativo de Newton-Raphson.
A seguir abordaremos o caso da regressao logistica multipla. Consideremos

o modelo geral de regressao logistica multipla,

p(x) }
1Il|: :50—{—61[)’}1—}-—’—617 s 1.23
1 _ p(X) pp ( )
onde x = (1,21, ... ,:Ep)t contém os valores observados de p varidveis explicativas. A

ligacao logit, neste caso, é dada por,

logit p(x) =17 ,

onde p(x) = P[Y = 1|x] é a probabilidade condicional de sucesso dado o vetor x, n =
x'3 é o preditor linear e 3 = (B, 31, ..,03,)" € o vetor de parametros desconhecidos.
Adotando um procedimento anélogo ao utilizado no modelo simples, obtemos

677 650+51$1+~..+5p1'p

p(x)

- 14 e - 1 + efotBrzit...+Bpap ) (124)

Para obtermos o estimador de maxima verossimilhanca do vetor de parametros
3, no modelo logistico miltiplo, desenvolvemos um procedimento analogo ao utilizado

para o caso simples. Sendo assim, a fungao de verossimilhanca obtida apartir de uma
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amostra com n observagoes independentes (y;, T1i, Ta;, - .., Tpi) , @ = 1,2,...,n, é dada
por:
L(By)=]]p )" [1—p(xi)]' ™ (1.25)
i=1
onde x; = (1,xy;, 9, . - - ,mpi)t, 1 =1,2,...,n . Segue que, diferenciando a func¢ao de

log-verossimilhanc¢a [ (3;y), em relagdo a cada componente do vetor de parametros 3

e apos igualando essas derivadas a zero, obtemos o sistema:

E?:l [yi — p(x:)] = 0
oy lyi —p(xi)]@i; =0, para j =1,2,...,p.
O sistema acima também nao admite uma solucao explicita, sendo utilizado o

processo iterativo de Newton-Raphson para obter uma solucao aproximada.

1.2 Avaliacao do Modelo Ajustado

Modelos estatisticos sao geralmente descricoes aproximadas de processos bastante
complexos, consequentemente podem levar a resultados imprecisos, dai surge uma im-
portante motivacao para o estudo de técnicas que avaliem essa inexatidao, Billor e
Loynes (1993).

Uma das formas de avaliacao de modelos ajustados, visa a deteccao de pontos que
se encontram significativamente mais afastados dos demais. Estes pontos, sao usual-
mente denominados de outlier, e formam a base para o desenvolvimento de técnicas
de diagnésticos de modelos de regressao.

Podemos classificar um outlier, conforme a sua caracteristica, do seguinte modo,

ver Paula, (2004):

e Pontos Aberrantes: sao pontos que tém uma certa influéncia sobre os valores

ajustados, embora nao estejam muito afastados dos demais pontos.

e Pontos de Alavanca ou de Alto Leverage: sao pontos que estao mais afasta-
dos dos pontos no subespaco gerado pelas colunas da matriz X. Estes pontos nao
influenciam de forma significativa as estimativas dos parametros, porém fazem

com que as variancias dos valores ajustados dos pontos proximos a ele sejam
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maiores do que as variancias dos valores ajustados correspondentes aos demais

pontos.

e Pontos Influentes: sao pontos que ao mesmo tempo sao de alto leverage e

aberrantes.

1.2.1 Residuos

O residuo para a i-ésima observagao é definido como uma fun¢ao do tipo r; = r(y;, fi;),
cujo o objetivo é medir a discrepancia entre o valor observado e o valor ajustado da

1-ésima observacao. A definicao mais usual é a de residuo ordinario dada por
T = Yi — Hi, (1.26)

que mede a diferenca entre o valor observado e o valor ajustado para a i-ésima obser-

vacao.
Parar = (ry,rs, ... ,rn)t, temos que, para o modelo de regressao normal linear,
r = y—Hy

onde H = X(X'X)~!X? é a matriz hat ja definida na segao (1.1). O elemento h;; dado

a seguir, pertencente a diagonal da matriz H,
hii = X?(XtX>_1XZ', (127)

desempenha um importante papel na construcao de técnicas de diagnostico. Em par-
ticular, Var(r;) = (1 — hy;)o?. Partindo do pré-suposto que todos os pontos exercam a
mesma influéncia sobre os valores ajustados, espera-se que o valor de h;; esteja proximo
de 2. Convém entao examinar aqueles pontos tais que h;; > %, que podem ser diagnos-
ticados como pontos de alavanca ou de alto leverage e geralmente estao localizados
em regioes remotas no subespago gerado pelas colunas da matriz X, Paula (2004).
Em relacao ao modelo de regressao normal linear, temos que 7; ~ N (0, 0%). Assim
podemos obter os residuos studentizados, denotados por t;, dividindo-se cada r; pelo

2

7 )
" —2 &0 estimador

seu respectivo desvio padrio amostral s(1—h;;)'/2, onde s2 = Y7 |
n JE—

da variancia o2. Logo

T

b=~y
S(l—hii)l/Z !

—=1,...,n. (1.28)
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Como 7; nao é independente de s2, t; ndo segue uma distribuicao ¢ de Student, como
se poderia esperar. Paula (2004) mostra que o problema da dependéncia entre r; e s
pode ser contornado, substituindo s? por s%i) na expressao de t; anterior, onde S%Z.) éo

erro quadratico médio correspondente ao modelo sem a i-ésima observacao, dado por

n—p—1
=+ (n—p—ﬁ)'

Dessa forma, temos que o novo residuo studentizado,
1/2
=t (%) , (1.29)
segue uma distribui¢ao ¢,_,_; central.
A defini¢cao de residuo studentizado para os MLGs é feita de forma anéloga a
utilizada na regressao normal linear. Observe que para os MLGs, os estimadores dos

parametros do modelo, sao dados por
B = (X'WX) ' X'Wz,
onde z =7 + \/7\\7’1/2\7’1/2@ — ). Assim, podemos definir o residuo ordinario por

r° = W_l/Z(z—ﬁ)

V2 (y — ). (1.30)

Assumindo que Var(z) & Wl¢~!, segue que Var(r*) = ¢~ (I — H), onde
H = W/2X(X*WX) ' X*W/2, Assim, os residuos standartizados para os MLGs sio

definidos por

V2(y _ 71
b, = L 1) - i) (1.31)

onde h;; foi definido na equagao (1.27).
Os residuos mais utilizados em MLGs sao definidos a partir dos componentes da

funcao desvio. A versdo padronizada para esses desvios é dada por (ver Paula (2004))
_ oMy i)

tp, = —F/—",
V31— hii

-~

onde d(ye i) = £v/2 {u(@ ~ 8) + [b@) ~b@)]} "

(1.32)



17

Para os modelos logisticos lineares, esse residuo toma a forma particular

2 Y; ~ n; — 1/7\2 2
tp, = %= = [yzln( ,\) + (n; —pi)ln (—A>} )
1—hy n;P; ( ) Ny — N4P;

com 0 < y; < n;. Quando y; = 0 temos que

{2nifin(1 —po) I}

1 —/ﬁu'

tp, =

k3

e quando y; = n;, segue que

{2n,]Inp;|}'/
tp, = ——— 0

T Y
o~

1 — Dy
onde ﬁ“ assume a seguinte forma
/Hn‘ =npi(1 — @)Xi(xtvx)ilxi

com V = diag[mip1(1 —p1), ... ,nepr(1 —pr)] e ny + ... + np = n.
O residuo studentizado tgs,, para o modelo logistico linear, é dado pela expressao

a seguir, Paula (2004)

(yi - nz@)Q

tg, = - .
V= hlnpi(1 - 7))

(1.33)

1.2.2 Esquemas de Perturbacgao

De maneira geral, um esquema de perturbacao pode ser definido como qualquer mu-
danca efetuada nas suposicoes do modelo, nos dados observados, ou em ambos, pro-
porcionando com isso, uma substancial modificacao nos resultados da anélise, Billor e
Loynes (1993).

Dessa forma, podemos dividir os esquemas de perturbagoes em dois grupos:

(i) Perturbacao no Modelo: Quando a suposi¢gdo de homocedasticidade da dis-

tribuigao dos erros é substituida pela suposicao de heterocedasticidade.

(ii) Perturbagao nos Dados: Neste caso, os possiveis tipos de perturba¢ao podem
depender do modelo. No caso particular da regressao normal linear, pode-se per-

turbar tanto a matriz de variaveis explicativas como o vetor da variavel resposta.
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Temos duas razoes essenciais para considerar a perturbagao dos dados: erros de men-
suragao e ocorréncia de outliers. Billor e Loynes (1993), alertam para a importancia
de distinguir bem os dois tipos de perturbacao, pois hd consequéncias e interpretacoes
diferentes para ambos os esquemas.

Nos Capitulos 2 e 3, teremos a oportunidade de apresentar alguns esquemas de
perturbacao, como por exemplo: perturbacao de observacao individual em modelos
normais e logisticos, perturbacgao de coeficientes individuais e da matriz de covariancia

em modelos normal linear.

1.2.3 Influéncia

Considere a funcao de verossimilhanga para o parametro 3 a seguir
L(B,y) = > wil(B,y;)
j=1

onde [(3,y;) denota o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga correspondente & j-ésima
observagao e w; ¢ um tipo de perturbacao, tal que 0 < w; < 1. Quando w; = wy =

- = w, = 1, significa que nao ha perturbacao no modelo e quando w; = 0 significa
que a j-ésima observacao foi excluida.

A medida de influéncia mais conhecida é a distancia de Cook, definida por
(B - B.)'(X'X)(B - B,)
ps®

onde Bw = (X!AX)'X'Ay e A = diag{w,...,w,}. Esta medida mede quanto a

D, =

perturbagio w = (w1, ...,w,)" afasta Bw de B, segundo a métrica X'X.
Quando o i-ésimo ponto é excluido, Paula (2004) mostra que a distancia de Cook
fica expressa por
(B - Bp)'(XX)(B — Byy)
ps?
hyi 1
= tfmg (1.34)

Portanto, D; sera grande quando o i-ésimo ponto for influente (¢; grande) e/ou

quando h;; for proximo de um.
Para os MLGs a influéncia exercida pela i-ésima observacao no modelo ajustado
¢ medida ao avaliar o impacto sobre o logaritmo da fungao de verossimilhanga I(3,y)

com a retirada desta observacao.
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Uma medida utilizada para avaliar este impacto é conhecida como afastamento
pela verossimilhanga (Likelihood Displacement), Cook e Weisberg (1982), a qual é
definida por

LD; = 2[l(B.y) — (B, ¥)]:

~

onde [(B;),y) ¢ a log-verossimilhanga sem a i-ésima observagio. Em Paula (2004) é

mostrado que

Il

LD;

B
L —Eu] t%.. (1.35)

Para medir a influéncia das observagoes nas estimativas dos coeficientes do modelo

logistico, a versao da medida afastamento pela verossimilhanca utilizada ¢ dada por

R A
LD,L — (yl nlpl) )

(1 — i) [nipi(1 — B7)]

1.2.4 Influéncia Local

O método de influéncia local é considerado um dos mais modernos dentro da anéalise de
diagnostico, Paula (2004). Proposto por Cook (1986) consiste em verificar a existéncia
de pontos que, sob modificacoes modestas no modelo, causam variacoes despropor-
cionais nos resultados do ajuste.

Considerando o caso geral da distancia de Cook D,,, definida na subsecao (1.2.3),
queremos estudar as mudancas produzidas nesta medida quando w; — 1, Vi. Ex-

pandindo D, em série de Taylor até segunda ordem, em torno de wy = 1, temos

que
D ~ D tD/ 1 tD//
w = D+ (wo = w) Dy, + 5(wo = w) Dy, (wo — w)
1 "
= §(w0 —w)'D,, (wo — w).
Pode-se mostrar que
D;O = diag(r)Hdiag(r),
onde diag(r) = diag{ri,...,r,}. Cook estuda a maior variagdo de D, em torno de

wy, 0 que equivale a maximizar a forma quadratica

¢'Fe,
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onde £ = wy — w, £€ =1 e F = diag(r)Hdiag(r).

O maximo da forma quadratica £'F£ corresponde ao maior autovalor da matriz
F, denotado por \,... As coordenadas do autovetor £,,,,, associado a Aqz, contém
as influéncias locais das observagoes na direcao que cause maior alteracao. Assim, o
grafico de |€,,4.| contra a ordem das observagoes pode revelar os pontos com maior
influéncia na vizinhanca de wy, estes pontos podem causar mudancas substanciais nas
estimativas dos parametros sob pequenas perturbagoes no modelo.

Para os MLGs, quando a ligacao é canonica, o vetor £,,,, para avaliar a influéncia
local das observacoes nas estimativas dos parametros é o autovetor correspondente ao

maior autovalor da matriz

F = diag(tp)Hdiag(Tp),

_ ¢1/2(?Ji - ﬁz)

172 é 0 1-ésimo residuo de Pearson avaliado
A\

A~ _ ~ ~ t ~~
onde Tp = (Fp,...,7p ) eTp

i

~

em (3.

1.2.5 Técnicas Graficas

Uma fase importante da analise de diagnostico é a interpretacao de graficos utilizados
para detectar pontos suspeitos de serem aberrantes e/ou influentes. Para os modelos

de regressao normal linear, os graficos mais utilizados sao:

(i) Grafico de tf contra a ordem das observagoes, usado para detectar pontos aber-

rantes.

(ii) Gréfico de t! contra os valores ajustados, indica a ocorréncia de heterocedastici-

dade nos dados.

(iii) Gréafico de h;; contra a ordem das observagoes, também é usado para detectar

observacoes suspeitas de serem aberrantes.

(iv) Grafico das coordenadas do vetor |£,,.,| contra a ordem das observagoes, destaca

pontos que podem ser influentes.

(v) Gréafico normal de probabilidade com envelopes, indica se ha possiveis afasta-
mentos da normalidade na distribuicio dos residuos. E o gréafico de ¢ contra os

valores esperados das estatisticas de ordem da normal padrao (Zgi)s).
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Para os MLGs as técnicas graficas mais recomendadas sao as seguintes:
Grafico de tg, contra os valores ajustados, detecta a ocorréncia de pontos dis-

crepantes em relagao aos demais, estes pontos podem ser influentes ou de ala-

vanca.

Grafico de tp, contra os valores ajustados ou contra a ordem das observagoes,

detecta pontos influentes.

Gréfico de h;; contra os valores ajustados ou contra a ordem das observacoes,

detecta observacoes suspeitas de serem aberrantes.

Gréfico de LD; contra a ordem das observagoes, as observagoes mais discrepantes

neste grafico podem ser pontos de alavanca e/ou influentes.

Gréfico das coordenadas do vetor |€,,..| contra a ordem das observagoes, detecta

pontos com indicios de serem influentes.

Grafico normal de probabilidade para tp, com envelopes, fornece indicios de afas-

tamento da suposicao sobre a distribuicao adotada para a variavel resposta.



Capitulo 2

Avaliando a Influéncia Local através

da Curvatura Normal

2.1 Introducao

Neste capitulo centraremos nossa atencao para o método de diagnéstico da in-
fluéncia local avaliado através da curvatura normal. Este método, introduzido por
Cook (1986), consiste em estudar o comportamento de um grafico de influéncia, que
definiremos na Se¢ao (2.2), em torno de um ponto particular wy. Para isso, utiliza-se o
conceito de curvatura normal, que pode ser encontrado em textos bésicos de Geometria
Diferencial.

Em geral os métodos de diagnéstico visam a verificagao de possiveis afasta-
mentos das suposicoes feitas para o modelo bem como identificar a existéncia de ob-
servacoes extremas com alguma interferéncia desproporcional nos resultados do ajuste,
Paula (2004).

Billor e Loynes (1993) apresentam uma proposta alternativa a idéia de Cook
para avaliar a influéncia local, que serd objeto de estudo no Capitulo 3. Eles utilizam
uma medida de afastamento pela verossimilhanca modificada, sendo a principal
vantagem desta medida o fato de sua primeira derivada nao se anular. Com isso a
inclinacao da curva é utilizada como funcao de interesse em vez da curvatura.

Outras funcoes tém sido usadas com o objetivo de avaliar a influéncia local como,

por exemplo, uma estimativa dos parametros ou um teste estatistico. Fung e Kwan
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(1997), mostram que quando a primeira derivada dessas fun¢oes sao diferentes de zero,

a curvatura nao é invariante por escala e assim, podem levar a conclusoes ambiguas.

2.2 Graficos de Influéncia

No desenvolvimento desta se¢ao utilizaremos o modelo de regressao linear multi-
pla dado na equacao (1.7). Considere a seguinte forma da estatistica de influéncia

proposta por Cook (1977),

2
_ =5l

D; = T2 (2.1)

onde ||-|| denota a norma euclidiana de um vetor, y e y;) sao vetores n x 1, de valores

ajustados baseados no conjunto total das observagoes e no conjunto dos dados sem a
i-ésima observacao, respectivamente, e p é a dimensao do vetor de parametros 3. Vale
ressaltar que por i-ésima observacao entendemos a (p + 1)—upla, (y;, T1;, T2y . - ., Tp;)
que corresponde ao i-ésimo valor observado da variavel resposta acompanhado dos
respectivos valores observados para as variaveis explicativas.

A estatistica D; pode ser bastante util para detectar observacoes discrepantes e
tais ocorréncias conduzem a remocao ou correcao da correspondente observacao. Em
geral, diagnosticos baseados na delecao de observagoes permitem apenas duas con-
clusoes: ou a observacao é convenientemente especificada para o modelo ou é inteira-
mente nao observavel, no sentido de que a variancia da populacao de onde foi extraida
tende a infinito (ver Cook (1986)).

Frequentemente deseja-se investigar outros interesses, como por exemplo a hete-
rocedasticidade. Para isso usamos uma versao mais geral para a medida definida em

(2.1), dada por

=~ =~ 112
_ Iy =yl

Dl(w) D o2

: (2.2)

onde y,, é o vetor de valores ajustados obtido quando a i-ésima observacao possui peso
w, com 0 < w < 1 e as outras observagoes possuem peso 1. Observe que quando
w— 0, D;(w) — D;.

Para uma avaliacao mais completa da influéncia de uma tnica observacao, é
importante que se investigue o comportamento de D;(w) para valores de w diferentes

de zero.
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Cook (1986) extende essas idéias, permitindo que um vetor de perturbagao w
seja utilizado para perturbar outros componentes do modelo. Uma motivacao para
essa extensao segue da relacao entre D;(w) e a log-verossimilhanca [(3), que veremos
a seguir.

Observe que podemos escrever o numerador da equacao (2.2), na seguinte forma
17 =5l =y =3ul* =2 = oy =) + ly = ¥II° .
onde (-,-) representa o produto interno usual, de forma que
Y=Yo.y=¥) = y-Y+Y¥ Yo Y - V)
= (Y=Y y-¥+F Yoy -V
= ly=yIF+F -Juy -9
Com isso
17 = Vol = ly = yul* = ly =¥II* =2 (§ =Yy = 7)., (2.3)
segue ainda que,
VYo y =¥) =¥ y) = ¥:.¥) — o ¥) + Vo ¥) -
Do Capitulo 1 sabemos que y = X(X'X) X'y e y, = X(X'WX)"'X'Wy, onde
W = diag(wy,ws. ..., w,). Com isso, temos que

F.y) = ¥y = yXX
¥.y) = 5yy = yXX
Foy) = Jly = yWX(X'WX) ™' X'y,
F..5) = ¥ = yWXX'WX) ' X'y.
Assim, concluimos que

Y=Yy —¥)=0.

Portanto, a equacao em (2.3) fica resumida a

~ ~ 2 ~ 2 ~112

Iy =yl = lly = ¥ul” = ly = ¥II" -
Substituindo-se este tltimo resultado na equagao em (2.2) tem-se que

Yy —Yo — |y =Y
p D) = Tl =51 2.4




25

Seja [ (B,,) a log-verossimilhanga correspondente ao modelo perturbado por um
vetor w € (2, onde €2 é um conjunto aberto de pequenas perturbacoes em RY. Assum-
imos que existe um wq € €2 tal que [ (Bwo) =1 (8), para todo vetor 3.

Assumindo que a log-verossimilhanca no modelo perturbado é de classe C? e con-
siderando apenas as partes relevantes da funcao de log-verossimilhanca para o modelo
postulado [(8) e para o modelo perturbado Z(Bw), onde B e B, sdo os estimadores de
maxima verossimilhanca nos modelos postulado e perturbado, respectivamente, obte-

mos as seguinte relacoes:

n

1(B) « 55> (w-xB)

202 4
=1
1 — .
= =Y -7
2
20 —
1 12
= —ngy—yH

202
=1
1 — o
= —@Z(yi—ym)
i=1
1 ~ 2
= —W’\y—ywH )

segue dai que
1(B) ~ 1 (Ba) = 5z {ly = 3l = Iy — 311}
ou ainda
Iy = 5.l = Iy = 31> = 202 {t (B) - 1 (B.) } .
Finalmente, substituindo o tltimo resultado acima na equagao (2.4), encontramos a

relagdo entre a estatistica D;(w) e a funcdo de log-verossimilhanca de ,@,

p Di(w) =2 {z (B) .y (Bw)} . (2.5)

Cook (1986) utiliza a medida afastamento pela verossimilhanca para avaliar a

influéncia local, que é definida por,

LD(w) = 2 {z (Za) 1 (Bw) } , (2.6)
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quando w varia numa vizinhanca de wy. Observe que a equagao em (2.5), na verdade
relaciona a estatistica D;(w) de Cook e a medida afastamento pela verossimilhan¢a
definida em (2.6). Decorre dai que um grafico de LD(w) versus w contém informagoes
essenciais da influéncia do esquema de perturbacao utilizado. Esse grafico pode ser

interpretado como a superficie geométrica (¢ + 1)—dimensional formada pelos valores

do vetor:
w1
%)
w
a(w) = = : , (2.7)
LD(w)
Wq
LD(w)

quando w varia em 2. A superficie definida acima é chamada de grafico de influén-

cia.

2.3 A Curvatura Normal em um Grafico de Influéncia

Nesta secao avaliaremos o comportamento da curvatura normal em torno de um
ponto wy pertencente ao grafico de influéncia o(w) definido na segao anterior, lem-
bramos que w corresponde ao ponto em que I(3) = I(B|wy). Para o caso particular
de termos ¢ = 1, o grafico de influéncia se reduz a a(w) = {a;(w)},i = 1,2, o que
equivale & curva plana a(w) = (w, LD(w)), cuja curvatura é dada por, Stoker (1969, p.

26),

C = |01z — aat : (2.8)

(G + drg)3/2

onde as notagoes & e & denotam a primeira e segunda derivadas de «, respectivamente.

Segue que,
. dw . diw
) dLD .
® Qof _ .. = % = LD (w) = 0, pois LD(w) alcan¢a um minimo
w=w W ot w=wo

local em wy, e do=LD (w).
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Portanto, obtemos que
C = a|,_, =LD (w). (2.9)

Quando ¢ > 1, um grafico de influéncia é uma superficie em R?™!, dessa forma a
nocao de curvatura torna-se mais complexa. Estamos interessados em avaliar como a
superficie a(w) desvia-se de seu plano tangente em torno do ponto wy, para isso iremos
considerar o comportamento das segoes normais da superficie proximo desse ponto.
As se¢Oes normais sao obtidas pelas intersecgoes entre a superficie a(w) e os planos
contendo o vetor normal ao seu plano tangente em wy. As curvaturas dessas sec¢oes
normais sao denominadas de curvaturas normais (ver Stoker (1969)).

Para obter uma secao normal, considere uma direcao arbitraria em R?, que repre-
sentaremos por um vetor £ de comprimento unitario, e uma reta em {2 C R? passando

por wy, que denotaremos por,
w(a) =wp+al,com a € R. (2.10)

Essa reta gera uma linha projetada (lifted line) sobre a superficie o(w) passando
pelo ponto a(wy), essa linha projetada consiste de uma curva sobre essa superficie.

Cada direcao £ especifica uma linha projetada e vice-versa, pois o plano tangente a

Oo;(w
superficie em wy, é gerado pelas colunas da matriz V cujos elementos sao % 1=
wj
1,2,...,9+1;, y=1,2,...,q, com todas as derivadas avaliadas em wy. Note que
aai(w) B 1 , Se 7 = ]
w; 0, se i # j.

Assim, a matriz V possui a forma V = (I,,0)". Seja b,;1 o vetor da base canonica de

R*! com 1 na tltima posicdo e zeros nas outras. Desta forma
t
V bq+1 - 0 y

logo b,41 € ortogonal as colunas da matriz V. Como as colunas dessa matriz formam
uma base para o plano tangente a superficie em wy, 0 espago que contém o vetor b,
¢ ortogonal ao plano tangente e contém o vetor (£°,0),4;. Como os vetores b,y e
(£',0),.1 sdo linearmente independentes e geram o espaco ortogonal ao plano tangente

em wy, entao eles formam uma base para este espaco.
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2.3.1 A Curvatura Normal de uma [ifted line

A lifted line (linha projetada) em uma dada dire¢ao £ consiste na curva plana dada por
p(a) = (p1,p2)t = [a, LDw(a)]" e pode ser vista como o conjunto dos pontos de a(w)
gerado pelos vetores b, e (€',0)!. A curvatura normal da curva p(a), na diregao £,
adaptada de (2.8) fica escrita como

pibs — i
TR o

avaliada em wy.
Para melhor avaliar a expressao acima devemos lembrar da suposi¢ao de que a
funcdo de log-verossimilhanca perturbada I(3,w) é de classe C? em (3", w!)! e, para a

superficie p(a) = (p1, p2)* = [a, LDw(a)]", temos o seguinte:

da . d*a
N
d d d?
o %w(a) = %(wo + af), logo Ew(a) = 0;

e Pela regra da cadeia,

C%pr(a) = [gradiente(LD)]t [%w(a)]

= [iLD(w)]tf;

Oow
o i1 (0) = LLD {w(a)}

i - ({%LB(@Y@)

minimo local da funcao LD.

= 0, pois wq é ponto de

w=wq

Substituindo esses resultados em (2.11), obtemos

Ce = |Ps

— [LD {w(@)}

)
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avaliada em a = 0. Usando novamente a regra da cadeia, segue que

LD {w(a)} = ——LD{w(a)}

(a2 LD {w(@)]

_ [aw LD {w(@)]

onowr LD {w( )}

Ow1 c%.:t

|\ e D {w(a)}

_ Kaj;th {wla )})E:tﬁ

= o [ )]

82
Owow?

= 0 ——LD{w(a)}¥,

pois a matriz Hessiana é simétrica. Avaliando a derivada acima em a = 0, obtém-se a

curvatura normal do gréfico de influéncia a(w) que é dada por

Ce =

¢ LD (wo)E‘ . (2.12)

Observe que, pela definicao da afastamento pela verossimilhanca, temos que

LD (wo) = 8w882wt [2 {Z(B> B l(ﬁ“’)}H - 8w882wt (,@ ) ’

w=wq W=wo

portanto, a curvatura normal vista em (2.12), fica resumida por
Cy = 2|0 F £, (2.13)
onde F é uma matriz quadrada de dimensao ¢ x ¢, cujos elementos sao dados pelas

0°1(B,,)
Ow, 0w’

derivadas avaliadas em w = wy.
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2.3.2 Uma Forma Operacional para a Curvatura Normal

O elemento (7, s) da matriz F pode ser obtido através da regra da cadeia,

Frs = Z(Bw)

0 5\ 9 (0B
a8, {aBil(ﬁu)} Ow, (Tws)] s
_ o\ 9B.] 9B, o - 0B,
B [{ 3[A3w8,ai l(ﬁW)} Oy ] Ow, - * { 52\32) ") Ow, Ow, }

(BN [ e . ) 9B o~ B,
N _( Ow, ) {8Ew8,@il(ﬂW)} Ows ] . " {8Z§il(ﬁw)8wr&us}

Por hipotese, temos que [(3,wy) = I(3), para todo B € RP, assim BWO = ,@, e

w=wq

w=wq

portanto,

1B
0B,

pois, B é o ponto de maximo da funcao de log-verossimilhanca, tanto no modelo pos-

ﬁ:wO) = 07

0
28"

wW=w(

tulado [(3), quanto no modelo perturbado (3, wg). Dessa forma, a segunda parcela

da derivada F,s acima, ¢ nula. Logo, temos que

(BN (@ ) (9B
woe () (oo @) (322

avaliada em w = wy.

Em notacao matricial, podemos escrever
F=J'LJ, (2.14)

agkzw
Owg

onde J é uma matriz p X ¢ cujos elementos sao dados por Jis = , sendo

w=wy

Bre & k-ésima componente do vetor 3, enquanto que (— L) é a matriz de informacao

observada de Fisher.
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Considerando o fato de que aw ¢ um ponto de maximo local da log-verossimilhanca

perturbada (3, w). Assim, para cada w € €,
(B, w)

b | -~

w

(2.15)

Devemos observar que o primeiro membro da igualdade acima é uma funcao das p + ¢

variaveis (1, ..., Bpw € Wi, .. J& o segundo membro é uma funcao constante, a

, Wy
fungao identicamente nula. Segue que, derivando os dois membros da equagao (2.15)
em relacao a w, e em seguida avaliando a derivada no ponto wy, a derivada do segundo

membro é nula e a do primeiro é dada por

aa (35(35;07%)) _ Zp: 82l£Bw,w) %Bkw . Zq: (gpé(gw) gwr>
Ws i i1 \ O0k0B OWs S D Lr0; - O w=wo
L (0B, w) OB 1By, )
k—1 8ﬁkwaﬁz aws w=wo awsaﬂi w=wq
B Zp: 82l(ﬁw,w) 8@“., 32l(3w0,w0)
n 3 - Ows Ows06;
k=1 8ﬁkwaﬁz o w=wo w ﬁ
Dessa forma, para ¢ = 1,...,p vale a seguinte relacao
p 21/ A n 27/ 73
5 O1(By, w) OB Fl(Buy wo) _ (2.16)
k=1 aﬁkwaﬁz 8(.4}5 awsaﬁi

w=wy

Como as duas fungdes de log-verossimolhanca sao iguais em wy, para todo vetor 3,

temos que

-~

0%1(B,,, w)
0B

Segue dai, e pela equacdo (2.16), que para i =1,...

S

w=wq

~ A~

_ PUBuywo) _ PUB) _ PUB)

OB, 03 BB 0B0Bi|

7p7eS:17"‘7q7

-~

82[(/6(.00’ wO)
8(")5651

— 0. (2.17)

Agora vamos definir uma matriz A, de dimensao p X ¢, dada por

_ PUB,w)
A= 0B0wt ’

avaliada em 8 = B e w = wy. Com isto, a equagao (2.17) pode ser escrita na forma

p
Z Lkz Jks + Ais = 07
k=1
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ou ainda, usando a simetria da matriz L,
p
k=1

Assim, obtemos a forma mais resumida para a matriz J |
L1
J=—-L A. (2.18)

Substituindo J na equagao (2.14) obtém-se

-1

F - (-A'L)L(-L A)

— AL A (2.19)

Usando o resultado (2.19) na equagao (2.13) obtemos a seguinte forma da curvatura

normal para o gréafico de influéncia a(w), na diregdo de um vetor unitario £,
=1
Ce=2'A"L Af]. (2.20)

Com a equagdo (2.20) podemos avaliar a influéncia que pequenas perturbagoes
produzem sobre os componentes do modelo. A direcao que produz maior influéncia lo-
cal, €,,42, € 0 autovetor normalizado correspondente ao maior autovalor C,,,, da matriz
F, através dele identificamos os fatores mais influentes para o esquema de perturbacao
em andlise. Similarmente, os autovetores associados com os autovalores intermediarios,
podem também ser usados para investigar o comportamento da superficie em direcoes

relativas & curvaturas menos extremas.

2.3.3 Avaliando a Curvatura Normal em um Ponto Diferente

de wy

Quando direcionamos o estudo do grafico de influéncia a(w) para um ponto diferente
de wy, vamos denotar este ponto por w*, em geral as linhas projetadas geradas pela
reta w(a) = w* + af nao correspondem mais a se¢goes normais. Porém, curvaturas de
secoes normais podem ser obtidas, como veremos adiante. Até o final desta subsecao

noés iremos considerar todas as derivadas avaliadas em w?*.
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com j =1,...,q, entao podemos escrever a matriz V como
V= (Iq> F)
: 0% (e)
Seja w; o vetor de ordem (¢ + 1) x 1 com elementos dados por , com
&ujawk
t=1,...,9+ 1. A seguir vamos obter a primeira e segunda derivadas da superficie

a{w(a)} em w*, que denotaremos por c e Qy, respectivamente. Assim, temos que

wi+aly 0 w, +a Uy wla)\’
o= (a( 1(;; g),..., ( ;l ),aLD(;L( >>> . (2.21)
Mas,
OLD {w(a)} _ OLD {w} Owi(a) R OLD {w,} Ow,(a)
Oa Owy oa Ow, Oa
01(B,) d1(B.)
= (-2 Do 0y + (—2) Do, l,
o1(B,) o\ |
— <(—2) aw;’ N ) &u: )
2
- F L. (2.22)

Segue que substituindo o resultado acima na expressao em (2.21), tem-se
. -t t
o= (El, ol F e) .

Podemos ainda escrever este vetor, utilizando a notagao de matriz em bloco a seguir

l I
= =| 1 |le=ve. (2.23)

-t

-t
F ¢ F
Para obter a segunda derivada observe que

0 oy
da

(oo owte)
N Oa’ " 0a’ Oa

.t t
OF ¢
= (0""’0’W> . (2.24)

oy =
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ol(8.,)

.t . .
Note que, podemos escrever F £=37_ F, {,, onde F,= —2 5
a

. Assim,

OF £ AR,
oa da

~

. [9UB,) 9l PUB,,) Owyla)
= 2> 0|35 T 0w,  da

oy, [Py PR 4

Ow, 0w, S Ow, 0w, 1

= =23 ) 4 Fhyl

r=1 j=1

= 2U'FL (2.25)
Substituindo o resultado acima no vetor ay, em (2.24), obtemos a segunda derivada,
0

o= (') =-20'FLb,,, (2.26)

Y

onde b, é o vetor definido na se¢ao (2.3).

A curvatura normal C} associada a dire¢ao £ pode ser escrita como (ver Cook,

1986)

CE‘ T (2'27)

onde Py é o operador de projecao ortogonal do espaco coluna da matriz V e Py =
I - Py. A curvatura normal Cj serd avaliada a seguir através das formas obtidas para

a primeira e segunda derivadas calculadas anteriormente.



Desenvolvendo o denominador da equagao (2.27), temos que

. 2 -t
leel[” = v
= (V) (Ve)
— V'S

Para obter o numerador de (2.27), observe que
Py = V(V'V)'v!
Iq RS 't .
= | 4| L+ EE] [LE]
F

Pela proposigao (A.3.1), temos que

R 't 1 .t
[L;‘i’FF] :Iq_ﬁFF-
1+ ]

Segue dai que podemos escrever

1, Car
Py = - [Iq+)\FF] [IqF},

1
onde A = —————. Dessa forma, obtemos
1+ |F

I, + \FF FAAFRF
-t

Py = St ot ot St ot
F +\FFF FF+A\FFFF.

Logo,
.t . .ot
—AFF —F-AFFF

Py=1,1—Py=

Podemos escrever

.t ot ot Lt Cte ot
—F - AFFF 1-FF-AFFFF

35

(2.28)

(2.29)
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com A =(-AFF )yxgs B=(—F -AFF F)px1 ¢ C = (1= FF -AFFF F)1x1.
Note ainda que
[Pv éel|” = (Pvée) (Pv é)

ot =t — ..
= O PVPV (87

. A! B A B 0
= [0 (=2)¢' F £ )
B! C B! C (—2)¢'F ¢
. | aa+BB AB+BC 0
= [0(-2)'F ¥ )
B'A +CB! B'B+(? (=2)0'F £

= (20' FOB'B+CH(-20"F £)
= (20'F £)*B'B+C?). (2.30)

Pela proposigao (A.3.2) no apéndice A, temos os seguintes resultados

2

¥l

(")
C 2)2.

B'B =

(1+ HF

Substituindo os resultados acima em (2.30), temos que

] »
[Py éel|” = (2 Fep I ~et : 2
(e lel) (elel)
i L1112
) 1+ ‘F
= (20'F £)° ~
(1+‘F‘ )
ENCYS ) S (2.31)
1+HF
segue dai que
[Py ae| = |2 Ee ! — (2.32)
1+HF )
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Finalmente, substituindo os resultados de (2.28) e (2.32) em (2.27), obtemos a

expressao a seguir para a curvatura da secao normal de uma superficie apartir de um

ponto w*,
’2@’5 F e’
c; = - — (2.33)
(1 + HFH ) e[+ 1R
2.4 Perturbacao no Modelo Normal Linear
Considere uma amostra yy, s, - - - , Yn onde Y;~N (u;, 0%), com o conhecido. Seja

w um vetor de perturbacao de ordem n x 1 para o modelo normal linear multiplo dado

em (1.7), temos que a func¢do de verossimilhanca fica estabelecida por
1

1 . —Qwi(yi—xf )2

Mo G Y

consequentemente, a fun¢ao de log-verossimilhanga perturbada é

n

1
(B, w) = _g log 0 — glog 2m =3 gl — xiB)°, (2.34)

i=1
onde w; e y; sdo os elementos de ordem ¢ dos vetores w e y, respectivamente e X! ¢ a

1-ésima linha da matriz de variaveis explicativas X.

Diferenciando a funcao de log-verossimilhanca em relacao ao vetor 3, temos que

ol 1 — 0 Lo 2
08~ T3 2gp XA
1 - t a t
= 52 ;%2 (yi — xiB) 8 (vi — xiB)
1 n
= 52 Z w; (yi - Xfﬁ) Xi (2.35)
i=1
I
- Ly
R
| R
= EX diag(r;)w,
onde r; = y; —xi3, com i = 1,...,n, sdao os residuos. Diferenciando agora, o resultado

acima, em relacao ao vetor w?, segue que
o [0l 0%l
owt | 003 0B0w!

1 .
= ;Xtdzag(n-).
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Observe que pela definicao dada na se¢ao (2.3), temos que

07
~ 0B0w! " wmwn
segue dai que
L
A= s X" D(e), (2.36)

onde D(e) = diag(e;) e e; = ri| _~ =y — x'8.
Diferenciando a equagdo (2.35) em relagio ao vetor B, e avaliando o resultado

em B e wo obtemos a matriz L ([Ai') definida na subsecao (2.3.2). Segue que
oa)
0B |08 0803
1« 0 .
= 2 ;wza—ﬁt (yz - Xi/B) X
1 « o
= —; 2 Wi (0 — a—IBtX»LXZ,B)

n
1 t
=1

n
1 E t
i=1

= —%XtWX,
o

onde W = diag(w;). Dessa forma,

PPN 2] 1 1

L(B8)= 0 7 = ——2XtInX = ——2XtX,

IBIB| ey o o
consequentemente temos que
I =02 (X'X) 7 (2.37)

Substituindo os resultados dados em (2.36) e (2.37) na equacdo da curvatura em

(2.20), tem-se

1 1
Ce = 2[¢'5D(e)X (0% (X'X) PXtD(e)e‘

- 2)-1

%EtD(e)X (x'x)™ XtD(e)e‘

_ 2£tD(e)PxD(e)£7 (2.38)

o2
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onde Px = X (X'X) ™' X! ¢ a matriz de projecdo ortogonal de R" sobre o subespaco
vetorial gerado pelas colunas da matriz X.

2

Quando ¢ nao é conhecido, o vetor de parametros desconhecidos é denotado

por 8 = (B',02), observe que a parte relevante da funcdo de log-verossimilhanca do

modelo perturbado fica expressa por
__n 2 1 ¢ t 3\2
1(0,w) = —§log0 ~ 52 ;:1 wi(y, — x;0)".

Temos ainda que

ﬁ

a9

00 | ol
Jo?

e assim,
o [0l
A= o (%)}
Al
0B0wt| ~
e %21 = wW=wo s (239)
| Jo20w! ~ wewo

note que o bloco superior da matriz acima ja foi calculado na equacgao (2.37), precisamos

ainda de uma expressao tutil para o bloco inferior, assim

o _ n ¢ (_L) (i — x:8)°
-~ o

do? 202

= °og ! ‘r
202 204 7
onde ry, = (r?,73,...,r2)!. Diferenciando a derivada acima em relagdo ao vetor w',
tem-se
0?1 1 0
.~ 0+ — L (wr,
90?0 * 207 Fur (“T)
1 t
= ﬁ rsq'
Logo,
o2 L
_ e 2.40
Jo2wt| _~ 251 Osa (240)
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onde ey, = (e?,...,e*) e e? = 1?

Substituindo os resultados obtidos em (2.36) e (2.40) na equacao (2.39), tem-se

L Xt D)
A — | 02 1 7 (2.41)
¢
Observe agora que,
0l 9%l
0006° | 0l
80’28/8t 80'280'2
Assim,
021 0%l
. OBOB'| ey PO |
LO)=| "o |7 e T (242)
a0-28/[3t :A,w:wo 802802 =Aw=<~'0
Dessa forma, segue que
2
1
Q) o - XX,
aﬁaﬁ :A,wZWO 02

(ii) Diferenciando a equacao (2.35) temos que

0l 1 ¢ ’
BaE ~ o ; wily: — xiB)x;
— —% zn: wi(x;y; — x;%,3)
i1
_ _é {i(xiwwz’ - i(xwixm)}
i1 =1
— _é {X'Wy — (X'WX) 8} .
Assim,
32222 vy O VXt - (X1%) B)

mas, para o modelo de regressao linear normal multipla dado na equagao (1.7),
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temos que B = (X'X)~' Xty, logo

0%l

1 -1
35007 = — {xy - (x'x) (xX) ' X'y}

= ,w=wq
1
= =i {Xty — Xty}
= Opx1.

02l
00203

(i) A

= 7(,q_):(,(_)o

& t
oy | 0BG = O = O

(iv) Derivando a parte relevante da funcao de log-verossimilhanca em relagao a o2,

tem-se
ol n 1 < ¢ o
507 = 307 T 301 2~ XY
logo,
0?1 n 1

0o2002 204

= 5,1 o6 > wilyi —xiB).
=1

Segue dai que

n
loull n 1 ( B)?
U _on 1 o
2 2 - il =6 y’ 1
00200° | _~ ,_ 0o 20t 0% =
n t72\2
_on_nN W =xB)”
204 6 4 n ’

t73)2
(yi — x;8)
n
verossimilhanca do parametro o2, ou seja, ¢ a estimativa 2. Portanto,

note que, na verdade a expressao consiste no estimador de maxima

0%l n n o
- — —_—— —0
29,2| -~ 547 56
00200° | _~ ,_ 0o 20¢ T

n
204

Substituindo os resultados obtidos nos itens (i), (ii), (iii) e (iv), na equacao dada

em (2.42), tem-se

r 1
o~ ——X'X 0,
i@=| o "
oo o

Logo, temos que

B N (XX)~152 Opx1

01><p n




42

Finalmente substituindo os resultados obtidos em (2.41) e (2.43) na formula da

curvatura normal dada em (2.20), tem-se

1
r — XtX)_182 0 — Xt D(e)
t 1 1 ( px1 =~
- O T L g G
_ ol ——D(e)X(XtX)_IXt D(e) B esqegq ’
| 02 2not
2 €s eZ
= ﬁet D(e) Px D(e) + 2;3;} L. (2.44)

Vale ressaltar que nao sao conhecidas expressoes analiticas para o autovetor £,
da matriz F, quando a curvatura normal for dada pelas formulas estabelecidas nas

equagoes (2.38) e (2.44), Cook (1986).

2.4.1 Avaliando Coeficientes Individuais

Frequentemente torna-se interessante a analise individual dos coeficientes em um mod-
elo linear, Cook (1986). Nesta se¢ao, estabeleceremos uma formula para a curvatura
normal ser usada na avaliacao da influéncia local sobre um coeficiente determinado.
Considere a seguinte parti¢ao para a matriz de variaveis explicativas X = [X; X,
onde a variavel de interesse é representada pela primeira coluna X; e o seu respectivo
coeficiente é o (1. Seja rx, o vetor de residuos da regressao da coluna X; sobre as

colunas restantes, ou seja, a matriz X,. Assim,
rx, = Xy — )A(l,
onde X; = X,(X4X,) " 'X4X, logo podemos escrever
rx, = X;— Xo(X5X,) 'XEX,
= [I—Xo(X5X) "' X5]X,
= [I-Px,]X;

= PX2X17 (24‘5)

onde Px, = X,(X,X,) X! ¢ a matriz de projecdo ortogonal sobre as colunas da
matriz X, e FXQ =1-Px,.

Consideraremos a equagao da curvatura normal a seguir, (ver Cook (1986))

Co(B) = 2|0[AT T, A — AByyAJel (2.46)
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0 O -1
onde Bgy = , e as matrizes A e I, foram definidas na secao anterior.

0 Ly
Pelos célculos feitos para obter a formula dada na equagao (2.44), temos que
—D(e)X(X'X)"'X' D(e) eyel,

o2 2not

AL A=

(2.47)

Note que podemos escrever a matriz A e a matriz L (5), por meio das seguintes
particoes

1 -

= Xi D(e)

onde

1
1, —72X§X2 0p-1)x1
Ly, = _§X1X1, L1z = O1xp, Lot = Opxielipy = ’ n ’
O1x(p-1) o5
de onde obtemos que

. (X5X2)716% 0pp1)x1
O1x(p-1) T

Quando substituimos a matriz Byy, juntamente com a particao apresentada para
a matriz A anteriormente, na expressao A'Byy A, obtemos que
—D(e)Xy(X5X,) ' X, D(e)  esqely

02 2not

AtB22A == (248)

Substituindo os resultados obtidos em (2.47) e (2.48) na equagao (2.46), temos

que
Ce(B) = [X )7IXE — Xo(X5X,) I XE] D(e)e
01 01 (p— Xt
_ X(X'X) 71Xt — (X4, Xo) b ey ]| De)e
Op-nx1 (X5Xo)™ X5
= 5 w e) [X(X'X)™'X' — XA»X'| D(e)¢|

_ % €D (e)X [(X'X)~! — Ag] X'D(e)]

_ % |£'D(e)ND(e)¢] (2.49)



44

01x1 O1x(p-1)

0p-1x1 (X5X)™!
Usando a particao da matriz X referida no inicio desta sub-secao, temos que

onde N =X [(XtX)_l — AQQ] Xt e Ay =

N = [X, ] [(X'X) !~ Ay [XIXY)'

e
XX — XiX; XiX,
XiX; XEX,
Seja
Ry R
R _ n R _ XX,
Ro1 Ra

entao R11 = X’in, R12 = XiXQ, R21 = XéXl e R22 = XgXQ Denotando a inversa
da matriz R por

Rll R12

R21 R22

R'=

Agora vamos aplicar a forma padrao da inversa de uma matriz particionada nas mesmas

condigoes da R, mostrada no teorema (A.2.2), no Apéndice (A), de onde segue que
(i)
R" = [Ry —RiRyRay| !
B -1
- [ngl — X!X, (X5X,) lxgxl]

X!X; — XiPx, Xy] ™

como Px, é uma matriz idempotente, temos que

1

R' = [X{Px,Px.Xi] .

Logo, usando o resultado (2.45), tem-se
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(i)
R*? — [Ry—RyRi'Ry]
= [R22 + Ray (—Rﬁl) R12} N ;
aplicando o resultado do teorema (A.2.4), descrito no apéndice A, e operando
algumas simplificacoes, tem-se
R” = Ry — Ry RoiER1(RY,) ™ + Ry RoE [E + Ry E'Ryo(R,) ™
onde E = [ngRglegl}_l. Segue dai que
_ -1
E — [XﬁXz (XLX,) " ngl]
= [XiPx,Xi] 7,
usando o fato de Px, ser idempotente, podemos escrever

E = [X!Px,Px,X;] .

Denotando os valores preditos da regressao de X; sobre X, por fix, , segue do

Capitulo (1) que

E = [ﬁgg.axl]_l
~ 21!
= |lax. ]
_
i, |
Substituindo o resultado acima e o restante dos elementos na tltima expressao

para a matriz R?? acima, tem-se

R” = (X5Xa) ' — (X5Xp)  XiX, (%) XX, (X5Xz)
17, |
-1
+ (X;X2)‘1X3X1< = 2) x| XX (XX
17, 1"/) LA, | 17, |

2 .
note que X:X; = ||X;]|°. Assim, podemos escrever

RE = (X0X;) ' — [(X5Xz) ™ X4 [XiX (X4 ]

1 B
[ |, ||

1 1

I, [* 1%l
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Seja Bx, o vetor de parametros estimados da regressao de X; por Xy, ou seja,

Bxl = (X1X,) " XEX,. Logo,

A - 1 1 X2 o P 1
R22 — (Xt2X2> l_ﬁxl/@;l{ — 5 — — . || 1l| HI"’/)\(1H 5 — 2}
lox, |7 B, | 1%l = [|Bx, || |2, |
IR 1
— (X4X) BB .
’ X2 - |

Observe ainda que pelo item (i) anterior, temos que

1 -1

p) == [Xin — X)iPXle]
lex, |

usando novamente a idempoténcia da matriz Px,, segue que

1

2
[l

-1

= [IX]* = X{Px,Px,X,]

= [IX)1? - Bk, Fix, ]

1
X312 = [, ||

Dai concluimos que

2 2 ~ 2
e, 17 = 11X " = [|Bx, ||

Para finalizar, substituimos o resultado acima, na tltima expressao determinada

para R??, de onde obtém-se

R* = (XgXZ)il + 2/6X1/6X1
| le
(iii)
R12 _ _R1—11R12R22
. (Xﬁxl)—lxm{(xgx?) R HQﬁxlaxl}
rx,
CIXal? X[ [, || o

~ ~t
e | + XiXoB, | (B,
1X,P A

vamos denotar por b o numerador da expressao entre colchetes no resultado acima.
Logo, temos que

b= rgilrx1 + thXgﬁxl,
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substituindo rx, pela sua expressao dada na equagao (2.45) e ,@Xl pela forma

definida no item (ii), no resultado acima, tem-se
b = X!Px,Px,X; + XX, (X4X,) ™ X4X,
= X!Px,X; +X!Px,X;
= X|[Px, +Px,] Xi
= X'IX,
= X'X,
= Xy,

agora substituimos o resultado de b acima, na tltima expressao encontrada para

R!%, segue que

R12 . BXI )
lrx, ||
(iv)
R21 — —R2_21R21R11
_ 1
— —(X5X,) XX (—2)
e, |
Iex, |1*

Substituindo os resultados encontrados nos itens (i), (ii), (iii) e (iv) nas entradas

da matriz R™!, concluimos que

~t
1 By,
2 - 2
R!— | x| lrx, ||
Bx -1 I
TP S PP
1 1

Substituindo o resultado anterior, a inversa da matriz R, na equacao de N e

fazendo algumas simplificacoes, obtém-se
1 2 t Al ot
N=—— { [X1 - X2/6X1:| [X1 - ﬁxlxz} } :
[rx, |

Note que XQBxl corresponde ao vetor de valores preditos da regressao de X;

sobre Xy, ou seja, fix,. Assim, podemos escrever
1

N = —5 {[Xi = x| [Xi = x|}
[l
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temos ainda que os elementos do vetor X; — fix , na expressao acima, representam os

residuos da regressao. Portanto, segue que
1
- 2
[[rx,

Finalmente, substituindo a expressao encontrada para NN acima, na equacao

N

t
errxl .

(2.49), obtemos a formula para a curvatura normal a seguir
2 rx, r
Col(B1) = = |€D(e)X2D(e)e|. (2.50)
o e, |

Para obtermos o valor maximo que a curvatura normal Cp pode assumir, quando
esta sujeita a condi¢ao de que ||£|| = 1, devemos observar que na verdade, a expressao
ri D(e)f da equagao (2.50) é um escalar, logo é igual ao seu transposto. Portanto,

podemos reescrever a referida equacao como

2 (rk, D(e)£)

2 ~
0-2

Ce(p1) =

[l |

2

Veja ainda que o estimador de maxima verossimilhanca de o2 é dado por 02 =

n 2
21:1‘%’ n o2
n

e que |rx, || = 327, r2. Dessa forma, segue que

2 (rk, D(e)L)

Ce(B1) =

i=17i

n 2
no 9 Zi:l €
2. n
2
2n (rk D(e)?)

n 2 N _2°
Zizﬂ”i i=1 €

Note que, para obter o valor maximo da curvatura normal acima, basta analisar

a expressao (r&lD(e)€)2, pois o restante da formula é constante. Assim, seja a funcao

vetorial
2
f(&) = (rk,D(e)¢)".
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz descrita no teorema (A.2.1), no Apéndice

(A), na fungao f definida acima, temos que
f(8) = (r&lD(e)£)2 < (rk,D(e)D(e)rx,) (£'2) ,

como o vetor £ esta sujeito & condicio £€ = 1, segue que

fe) < (rx,D(e)) (D(e)rx,)
< |D(e)rx, |
< Ze? ri?,

i=1
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sendo que a igualdade na expressao acima ocorre somente quando é satisfeita a seguinte
condicao

£=cD(e)rx,,

onde ¢ é um escalar. Dessa forma, a funcao f assume o valor maximo, ou seja,

n
_ Z 2.2
- € Tis
i=1
quando o vetor £ esta na dire¢ao do vetor D(e)rx,. Portanto, concluimos dai que

QnZl 1 2

Cmaz - ) ) 2.51
() D1 TE i e? ( )
é a curvatura maxima, que obviamente ocorre na direcao

Loz = D(e)rx,. (2.52)

Elementos do autovetor £,,,, relativamente grandes ou pequenos, correspondem
as observagOes que possuem |r;| e |e;| simultaneamente grandes. Portanto, através
de uma inspecao do vetor £,,,, podemos identificar quais observacoes que contribuem

substancialmente com o autovalor C,,,, Cook (1986).

2.5 Perturbacao de Observacoes na Familia Exponen-

cial

Nesta secao, iremos extender alguns resultados anteriores para outros modelos
além do normal linear, cujas funcoes densidades ou de probabilidade sejam membros
da familia exponencial.

Considere agora uma amostra aleatoria yi,vs,...,y, de observacoes indepen-
dentes retiradas de uma variavel cuja funcao densidade ou probabilidade pertenca a
familia exponencial, isto é, seja dada pela equagao (1.10). Logo, podemos escrever a
fungao de log-verossimilhanga do vetor y = (y1,%2,.-.,¥n)", quando atribuimos um

peso w; a 1-ésima observacao, da seguinte forma
:6 ¢|w ¢sz y29 - b + sz yza 7 (253)

onde ¢! é o parametro de escala (¢ > 0), 3 é o vetor de parametros desconhecidos e

0; = 0,(B).

Observe os seguintes resultados
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(i) Temos que 8 = (6;),i =1,...,n. Assim,

. 00(B) (807;) , .
0= = a=1,....n5=1,...,
03 a5; J p

e
- 086, 00,
b= — =), j=1,...,
L (aﬂj) ! P
segueque
: 0%6; ( 0%6; ) ‘
91‘: N :1,..., ,kzl,, .
08'08 \ 95,08, ) b b

(ii) Temos que b = (b;(0;)),i =1,...,n. Dai segue que,

[ Ob ob;\ . ] 1
=— = t=1,....,n;5=1,...,n.
80 ae] Y ) Y 7] ) Y
ob; 1, se i J .
Mas, observe que = . Assim, podemos escrever
90, 0, se i # j
ob;
bZdzag(a(g),z—l, N

Logo, temos que

Pela equacao (2.19) temos a seguinte relagao
. ;o1
F=A'L A,

onde o elemento (r,s) da matriz A é dado por

2
A= 0“4l
aﬁraws :A7w:w0
e da matriz L é
” aﬁraﬁs :A,w:wo

Segue que, derivando a funcao de log-verossimilhan¢a dada na equagao (2.53),

em relacao a ws, obtém-se

ol
aws = gbyzez - ¢b(05) + C(ys: ¢)




ol

Agora derivamos a equac¢ao acima em relacao a (., de onde tem-se

00, . Ob, 99,
0B, 00, 0P

ob,\ 90,
- ¢ (ys - > aﬁT

Portanto, a matriz A pode ser escrita da seguinte forma

[ b\ 09, ob,, \ 96,
Qb (yl——/\l)—/\l qb (’yn——/\>—/\

Ar‘s - ¢ys

891 851 86’n 0 1
A = : ) :
8b1> 00, by \ 00,
(b(yl 00,) 95, " %8,) 95, |
[ 96, 80, |1 b, T
T Y1 — —=< 0
00 96 00,
= ¢ : oo :
0. 0. ob,,
GO 0 gt
[ 95, a6, J L 06r
- Ob;
= 0" dia (i——1>7comz’:1,...,n;
¢ g\~ G
- 4 . , . . . > . (%Z
onde 0 é a matriz @ expressa no item (i), avaliada em 3 e wy. Seja u; = y; — 8_5 e
D(u) = diag(u;), entdao podemos escrever '
A = ¢ 6' D(u). (2.54)

Quando derivamos a fung¢ao de log-verossimilhanca na equacgao (2.53) em relagio

ob; 00,
8@ _¢Z (y 89) 95,

Segue que derivando o resultado acima em relagao a (s, tem-se

n 2 27
tm: ¢Z 0 b2 89 (‘90 i L, f)\ HZA 7
P 002 9B, 9P, 03,00s

a (3., obtemos

829 ~ a@\i 3@.
note que —— corresponde ao elemento (r, s) R =0 — e —
T s = W=wo a/67" aﬁs

sao respectivamente os elementos (i,7) e (i, s) R = 0,, onde 6; e
= ,w=wp

: . (92b

0, foram expressas no item (i) desta se¢ao. Observe ainda que —= ¢ 0 elemento (4,1)

%
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da matriz b, dada no item (ii), no inicio desta se¢ao. Assim, podemos escrever

Lrs: ¢Z {Uz(ez)rs - éir bu 07,5} .
=1

Pela simetria da matriz 8, temos que 6, = 0,;. Logo,

Lrs: Cb Z Uz(gz)rs - ¢ Z ;;: bu /ézs
i=1 i=1

~

Portanto, a matriz I, pode ser escrita na seguinte forma matricial
i=1

Para finalizar, substituimos os resultados das equagoes (2.54) e (2.55) em (2.19),

com isso obtemos

~ [ n —~ ~ - -1 ~
F = ¢D(u)d ¢(Zuiéi—etbé>] ¢ 6'D(u)
L =1

N
= ¢D(u)d Zuiéi—etf,a] 6'D(u). (2.56)

L =1

Consequentemente, obtemos a curvatura normal substituindo o resultado acima, na
equagao (2.13) dada na secao (2.3).

Muitos MLGs sdo casos especiais da fungdo de log-verossimilhanca em (2.53),
Cook (1986). Se considerarmos a condigiao 6;(3) = g(x!3), onde i = 1,...,n e g é
uma funcao de ligacao, seguem as seguintes adaptagoes dos resultados anteriores desta
secao.

Seja 1; = x.3 o preditor linear, definido no Capitulo (1), observe que

.00 89('%)) . .
0= ——i=1,....n;5=1,....p.
( 8/63' J p

=95
Usando a regra da cadeia, temos que o elemento (r,s) da matriz 0 pode ser escrito como

o — 990m) _ Og On
T 08, On, 0P

on,
90

mas, 7, = Tp1 31 + -+ 25 Bs + -+ TppBp, logo = Z,s. Assim, temos que

Ors=Yr XTps



93

-, . g .
onde g, é a derivada . Logo, podemos expressar a matriz 6 como

Oy
EET s
0 =
| 90 Tt oo G Ty
_91 ... 0 T ... Ty
_O o Op Tpi v Tpp
= diag(9)X, i=1,...,n. (2.57)

Quando g ¢ a ligacio canénica, tem-se que §; (8) = 7; = x'3, entdao 1= X e
consequentemente 7= 0.

Agora iremos obter a matriz 01, note que
B 020, B ( 0°0;
0808 9Bk0P;

assim, o elemento (r,s) da matriz acima pode ser expresso por
Jrs 0B, \ OB,

- 6/85 8771/ r

877@2 aﬁs wry

0, )ﬁzlwwﬁj:L”wp

0? . .
observe que a—g é o 1-ésimo elemento do vetor 8. Logo, temos que

T
(97;) 9i TisTip.
s
Dessa forma, podemos escrever a matriz 8; como

0, = J;xx\. (2.58)

2.5.1 Observagoes Individuais em Regressao Logistica

Sejayi, ..., Y, uma amostra aleatoria de variaveis independentes, com y; ~ Binomial (m;, p;),
para ¢ = 1,...,n. Assim, a funcao de log-verossimilhanca perturbada do vetor y =

(y1,-..,yn)" & dada por

(B, y|w) Z |:Wiyiln( b ) + wimgln(l —pi) |,

i=1 1=pi
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onde B é o vetor de parametros desconhecidos do modelo e p; = Ply; = 1|x;]. Pela

segao (1.3) do Capitulo (1), sabemos que

segue dai que

1— i = .
b 1+ em

Portanto, podemos escrever a funcao de log-verosimilhanca como

n

1
(B, ylw) ) [Wiymi + wimiln <1 n e’li)] :

=1

Derivando a log-verossimilhan¢a acima em relacao a 35 tem-se

ol . 9 1
g = eyt emrin ()

Z -

= WilYiTis — E Wi Tis .

, : 14 em
=1 =1

= iwiyixis — iwimil‘ispz‘- (2.59)
i1 i—1

Agora derivamos o resultado acima em relagao a w,, de onde obtemos que

0l
IB:0w,

= WrlYrTrs — WrMypZTyrsPr

= WrTrs (yr - mrpr) .

o~

Avaliando a derivada acima em 6 = (B,pi)! e w = wy, obtemos o elemento (7, s) da

matriz A, ou seja,

0%l
Ars -
030w, " w—wn
= a:TS(yr - mrﬁr)-
Seja v; = m;p;(1 — pi), i =1,...,n. Logo, podemos escrever
_ 1/2 Yr — mrﬁr
Ars - xrsvr (T)

1/2

= TrsV,." Xr,
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Yi — m;p;
172

onde y; = . Assim, temos que a matriz A pode ser escrita matricialmente

por
A = X'diag {UZW} diag{x:}
= W'D{x} (2.60)

onde W = D{v}l/zX, D{v}l/2 = diag {v;ﬂ} e D{x} =diag{x:}, i=1,...,n.

Derivando o resultado da equacao (2.59) em relagdo a [3,, tem-se

521 n ni (1 i\ _ pMipMi
= ZwimiXis {6 ( e ) 26 ‘ } Tiy
06,00, 1 (1 + em)
- 1S MIr (3 1 _'_ 6772 1 + @7]1

=1
= ) wiaemp(1 - p;).
=1

~t

Avaliando a derivada acima em 6 = (B ,pi)! e wy, obtemos o elemento (r, s) da matriz

L, ou seja,
i 0?l
rs -
aﬁsaﬂr :A,w:wo
n
= E TisViLir
i=1
n
1/2 1/2
= E TisV;" U Tip.
i=1

Dessa forma, a matriz I, pode ser escrita como
L = X'diag {vl-l/z} diag {vg/z} X
= W'W. (2.61)
Substituindo os resultados das expressdes (2.60) e (2.61) na equacao (2.19), tem-se
F = D{x} W [W'W] WD {y}
= D{}PwD{x},

onde Pw = W[WtW]_1 W' ou seja, é a projecao ortogonal do espaco R™ sobre

as colunas da matriz W. Segue que substituindo o resultado da matriz F acima na
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equagao (2.13), obtém-se a curvatura normal para avaliar a perturbagao de observagoes

individuais em regressao logistica

Ce=2[¢'D {x} PwD {x} £|. (2.62)



Capitulo 3

Avaliando a Influéncia Local Através
da Inclinacao Maxima de uma [ifted

line

3.1 Introducao

A abordagem de Cook para diagnostico de influéncia local apresenta certas di-
ficuldades praticas, em algumas situagoes. Billor e Loynes (1993) destacam quatro

dessas dificuldades, a seguir:

(i) A escolha de um referencial.

A escolha de um referencial para comparar com o valor da curvatura maxima
obtida nao é bem clara. O valor 2 foi sugerido por Cook (1986) como um referen-
cial, ou seja, se a curvatura exceder 2, indica sensibilidade local, porém esse valor
é independente nao apenas dos dados e do modelo como também das dimensoes
n, p e q. Portanto, nao parece convincente a escolha desse valor como referencial.
Em parte, esse problema acontece pela natureza do valor de C,,4., que na ver-
dade é uma derivada, logo indica a razao de mudanca provocada pelo esquema
de perturbacao adotado, embora o interessante fosse uma medida da mudanca

absoluta.

(ii) O calculo da curvatura méaxima (Chaz)-
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Em situacoes relativamente simples, nao ha uma formula explicita disponivel para
a curvatura méaxima, por exemplo, no caso de regressao normal linear.

(iii) A falta de invaridncia da curvatura sob reparametrizagdo do esquema de pertur-
bacao.
Schall e Dunne (1992) propéem uma solu¢ao para o problema da falta de invar-
iancia da curvatura maxima, sob reparametrizacao do esquema de perturbacao,
usando a relagao entre o fator de inflagao da variancia e a curvatura méaxima.

(iv) A falta de definicdo dos parametros.

Billor e Loynes (1993) mostram, através de um exemplo prético, uma dificuldade

decorrente da falta de definicao dos parametros.

Considere o modelo de regressao normal linear
t .
v =xX,B8+0ig, i=1,...,n

e as duas versoes de um esquema de perturbacao a seguir:

e Versao 1:
oll+w) , 1=1
o , 1> 2
e Versao 2:
o , 1=1 (32)
g; = 3.2
.
1—w

Quando ¢ ndo é conhecido os modelos (3.1) e (3.2) sdo idénticos, contudo Billor e
Loynes (1993) constataram a ocorréncia de certa diferenca no célculo da curvatura

maxima para as duas versoes apresentadas acima.

3.2 Medida de Afastamento Pela Verossimilhanca Mod-

ificada

A medida apresentada por Tsai (1986) e usada por Billor e Loynes (1993) para

medir a influéncia local, que definiremos mais adiante, possui de imediato a vantagem
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de estar de acordo com a falta de definicao dos parametros, discutido no inicio deste
capitulo.

Considere a medida afastamento pela verossimilhanca modificada, definida por
LD*(w) = —2[1(6) - l(§w|w)] , (3.3)

onde 8 e /O\w sao os estimadores de maxima verossimilhanca do vetor de parametros
desconhecidos 6, sob os modelos original e perturbado, respectivamente.

Note que, com a medida LD*, o problema da escolha dos parametros desaparece,
visto que l(§w|w) é a maxima verossimilhanca sob o modelo perturbado, a qual inde-
pende de uma particular escolha de parametrizacao.

Em relacao a delegao de observagoes, Billor e Loynes (1993) levantam a seguinte
questao: se nosso interesse é perturbar o modelo, devemos conservar os dados inalter-
ados, mas no caso de delecao de observagoes, ocorre na verdade, uma modificacao na
dimensao dos dados. Sendo assim, a omissao de um ponto dos dados parece ser mais
do que uma simples perturbacao, pode ser melhor entendida como um outro tipo de
operagao.

Para lidar com essa dificuldade, Billor e Loynes (1993) usam o fato de que as
estimativas dos parametros B(i) e 3(22.), baseados no conjunto dos dados sem a i-ésima
observacao, sdo iguais as obtidas quando usamos o modelo outlier mean shift (desloca-
mento de média) com o conjunto dos dados completo.

Considere o modelo de regressao linear definido em (1.7), com todas as suposicoes
usuais, exceto que a variancia dos erros seja conhecida e igual a 0%, A influéncia local
de Cook foi motivada pela estatistica D;, definida na equagao (2.1). Para a medida
afastamento pela verossimilhanga LD*, definimos a estatistica D], como uma analoga
natural da estatistica de Cook, D;. Dessa forma, D} mede a diferenca entre E e E(i),
onde B é o estimador de maxima verossimilhanca de 3.

Se I(B) denota a fun¢ao de log-verossimilhanga do modelo original e l,,5(3, ¢) é

a log-verossimilhanca do modelo deslocamento de média, dado por

onde d; é um vetor n x 1, com o i-ésimo elemento igual a 1 e os restantes iguais a zero,
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defina
LD = -2 [Z(B) - lms(a(i)a ¢)} : (3.5)
A funcao de log-verossimilhanca para o modelo deslocamento de média é:
I8, ) = —Slogo® — Slog(2m)'* =~ (= xiB — 9)" = 5 > (1= x8)" 55
Derivando [,,s em relacao ao vetor 3, tem-se
T = XB = 0) (%) - o > (= 8) ().

Igualando a zero a derivada acima, temos que

YiXi — XE,@mSXz‘ - ¢Xi = - Z YiXj + Z legmsxj =

om i#i
XYi + Z X;Yj — OX; = (Xixﬁ) Bms + Z (XJXE‘) Bms =
i i

X'y — ¢x; =

x; X! + Z ijé-] Bns =
J#

X'y — ¢x; = (X'X) B,,s =
B = (XX) 7 Xly — (X'X) ™ ¢x;.
Considerando que, ,@ = (XtX)_1 X'y, obtemos o estimador de maxima verossimilhanca

do vetor de parametros 3, para o modelo deslocamento de média,

-~ -~ ~1
Agora vamos obter o estimador de maxima verossimilhanca do parametro ¢.

Segue que, derivando a equagao (3.6) em relacdo a ¢, tem-se

Olyns 1 .
96 = T2 (yi - x;8— ¢) (=1),

igualando a zero o resultado acima, obtemos que

¢ =Y — Xﬁlgms'
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Substituindo o valor de Bms dado na equagao (3.7) no resultado acima, temos que

6 = wi—x|B-0(XX) " x|
= yi—xif+oxt (X'X) ',
= yi— fii + Oha,

onde j1; = Xﬁ,@ ¢ o valor predito para y; da regressiao de y sobre X e h;; = x! (XtX)_1 X;

é o elemento (7,7) da matriz hat. Podemos ainda escrever

o = 1+ ohy

Ty
= 1_—%, (3-8)

onde 7; = y; — [i; € o i-ésimo residuo ordinério da regressao de y sobre X.

Observe que podemos escrever o estimador de méaxima verossimilhanca do vetor

de parametros 3, sem a i-ésima observacao no modelo, como
2 t -1t
By = XinXw)  XuYo (3.9)

onde X(; é a matriz de variaveis explicativas sem a i-ésima linha e y(; é o vetor de

variavel resposta sem o i-ésimo elemento. Segue que,
aplicando o resultado do teorema (A.2.4), descrito no Apéndice (A), ao segundo mem-

bro da equagdo acima, temos que (ver Cook e Weisberg (1982), pag. 210)

(XIX) ™ xxt (XEX)

Xt X)) = (XIX)
( Z) ( )) ( ) + 1 . X;g (XtX)—l X;

Substituindo o resultado acima na equacao (3.9), tem-se
-1 t t -1
o t~\ 1 ~t (XtX) XiX; (X X) t
Bo = (XX) Xpyo +—— XX) Tk 0
B (XIX) ™ xxt (XIX) 7 X!
— (XIX) ' Xy +
( ) Y0 1—xt(XtX) " x;
-1
1 x; (X'X) Xfi)y(i)

1 -
= (XX) " [Xyye +x] + (XX) x| —— x (XX) x,

(4)

Uy + (XtX)_1 Xili — (XtX)_l XY
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note que, X'y = X%i)y(i) + x;y;. Logo,

x! (XIX) TN XE ) — w4 x (XX) T xy
- (X)X XtX) 'k, | ® :

(XIX) ™ st (XIX) ™ [ Xy + Xio | — (X0X) ™ xig,

- o 1~ ha
_ 3. (X'X) ™ xaxt (XIX) T Xy — (XX) " Xy,
1 — hy

_ a + (XtX)_l Xz‘X{B_ (XtX)_l XiYi

1 — Dy
_ 7 (XtX)il X; [fii — yil
B
- B-- jh (X'X) " x;. (3.10)

Vamos considerar agora apenas a parte relevante da log-verossimilhanga do mod-

elo original. Assim,
n

1B) = =3 (5 —xB)°

202 4
=1

Segue dai que,

n

1(B) = 532 (w-xB)
= 52 Yi — X )
20 —
R~ o
= 550 2 Wi~ )
=1
1 &<,
- 2. 3.11
=P (3.11)

Do mesmo modo, vamos considar agora apenas a parte relevante da log-verossimilhanca
do modelo deslocamento de média em (3.6). Temos que,

~ o~ 1 o ~ 2 1 s\ 2
lns (B, ) = T 952 (yi — x84 — ¢> T 952 Z <yj - Xjﬁ(i))
i
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substituindo os resultados em (3.8) e (3.10) na equagao acima, tem-se
By ®) =~ {ymxt [B- L )] -
ms\P (@) @) = Toa (M T 1— ha R —
1 yi — x| B — T (th)*lx :
20’2 — I J 1— h“ !
J#
_ 1 — i) + it (th)*lx._ i\
- 20’2 Yi Iul 1 — h“ ‘ ’ 1 - hu
2
~ T; t t -1
JFi

1 T ?
= 53 ——hi; — ij
202{T+1—hu» = } a?z{ i J}

onde hy; = X} (X'X) "', ¢ 0 elemento (i, 5) da matriz hat. Segue que,

PN 1 s 1 ri 2
lms(ﬁ(i),qzﬁ) ~ T 952 {ri —ri}” - 292 {Tj + ﬁhia‘} :
J#i *

1 i .
Somando e subtraindo a parcela 252 {m + #h“} no resultado acima temos que,
0' J— ..
Ls(B(s), D) ! S+ h 2 +(r+——h 2 +—1p 2
ms (O (i)s = -z T+ N T+ Ny —\ri+ 1y
@) 20’2 gy J 1— h” J 1— h” 1-— h”
1 n 2 1 r 2
= — ‘ hz ~ o 7 . hzz 3 12
9202 (J+1—hu J) +202(T+1—h“ ) (3.12)

Substituindo os resultados em (3.11) e (3.12) na equagao (3.5), segue que

1< 1 & r, 29 r ?
LD; = —20 - ST |- ) g et e
g [ e e )]
re T
( 202) {Zr ,Zl(r i 731 T ﬁ(l—hm)? ”>+(1—hw>2}

1
- ;{_ 1_h Zhwr] Zh T } (3.13)

Observe que

Hr = X (X'X)™'X'(y - Xg)
- X (X'X)' X'y — X (X'X) "' X'X3
~ X8-X4
= o0
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Logo, todos os elementos do produto Hr sao iguais a zero. Ou seja,
> hiry =0,Vi. (3.14)
j=1

Além do mais, como H é uma matriz simétrica e idempotente, temos que

Dk = D hishi
P j=1
= > hihy;
j=1

his. (3.15)

Substituindo os resultados em (3.14) e (3.15) na equagao (3.13), tem-se

1 r? r?
LDf = = (0— —t—hy+ —
' o? <0 (1 — hy)? " (1— h,-,-)2)

e

- (3.16)

Note que a medida acima depende apenas de duas quantidades, os residuos r; e
os elementos da diagonal principal da matriz hat.

No Capitulo anterior vimos que uma motivacao para a influéncia local de Cook
(1986) € a relacao em (2.6), entre a estatistica D; e a medida de afastamento pela
verossimilhanga LD. Billor e Loynes (1993) consideram uma rela¢ao anéloga, entre a

estatistica D} e a medida afastamento pela verossimilhanga modificada LD*, dada por:

pDi(w) = —2 [z (B) .y (,@Jwﬂ . (3.17)

Através de um raciocinio semelhante ao utilizado por Cook (1986) para estudar
a influéncia local, temos que (w, LD*(w)) representa uma superficie ¢ + 1 dimensional
e com isso, é possivel estabelecer linhas projetadas (lifted line) em varias diregoes
dessa superficie. Considerando a reta em R? definida por w(a) = wy + a£, onde wy
representa um vetor de nao-perturbacao do modelo, £ é um vetor fixo em R? e a é
um escalar, segue que o comportamento de LD* (wqy + af) proporciona informagoes
importantes sobre a influéncia do esquema de perturbacao adotado.

Como a primeira derivada de LD* avaliada em wg, nao se anula, exceto para

alguns valores particulares do vetor £, a primeira derivada de LD* em relacao a £,
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produz informagoes valiosas sobre o comportamento local de LD*(wg). Em particular,
a inclinacao maxima e a correspondente direcao maxima, denotadas respectivamente
por d;,.. e £, sao importantes quando ¢ # 1, onde ¢ é a dimensao do vetor w, Billor
e Loynes (1993).

A direcao maxima da funcao LD* no ponto wqy ocorre na direcao do gradiente

VLD*(wp). Logo, a inclinacao méxima (d},,,) ¢ medida por (ver Lima (1981))

max

d o = IVLD* (wo)]| -

max

Pela regra da cadeia,

OLD* Ow OLD*

da da Ow
L [18)  (aew) oB, o (Bul)
ow 03 Ow ow
ol (B a1 ~
De imediato, temos que ( ) = 0 e que M, quando avaliada em (3 e wy,
ow op
também se anula. Assim, a equacao acima fica resumida a
0LD _ 2et8l (B|w)
da | _= e ow —

Portanto, a inclinagao méxima pode ser escrita como

&5 =2 Hvz <B|w) H (3.18)

Para uma aplicagao dessa teoria, vamos considerar o modelo perturbado de re-

gressao normal linear dado a seguir
y=X0G+e

onde Var(e) = c*W~ e W = diag (1 + wy,1,1,...,1), com o modelo niao perturbado
sendo obtido quando w; = 0. A inclinacao da linha projetada sobre a superficie
(w, LD*(wy)) é calculada através da primeira derivada de LD*(w) em relacao a wy. A
log-verossimilhanca para o modelo acima fica estabelecida por

(L+w) (i —xiB8)” 1
202 202 4

(yz - XEIB)2 )

1
[(B,w) = —ganQ—gln27r+§ln(1+w1)—
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segue dai que

oLD* 281 (B,w)
8uq N auq
= 9 1 . (yl - X§6)2
2(1 4 wy) 202
Assim,
N\ 2
OLD* (v —xiB)
— 1 —
8uq =Amn=0 o2
7

onde . = y; — x}3 ¢é o residuo ordinério relativo a primeira observacao da regressao

de y sobre X. Temos as seguintes consideragoes para o resultado do residuo r; acima,

e se |r;| = o, nao existe razao para preferir o modelo perturbado ao nao perturbado

e vice-versa,

e se |r| << o devemos optar pelo modelo perturbado caso w; < 0, isto é, se

Var(y;) < o

2
. r . . .
Observe ainda, que 1 — —12 possui uma cota superior finita quando |r;| — 0,
o

enquanto sua cota inferior, quando |r;| — 400 é —0c0, essa assimetria esta inteiramente
de acordo com a teoria vista, Billor e Loynes (1993).

Agora vamos considerar a matriz de perturbacao geral dada por
W, =diag (1 +wy, 1+ ws, ..., 1+w,),

para o mesmo modelo anterior. Sabemos que a taxa de variagao da fungao LD* é

medida pelo gradiente

VLD (wy) = <aLD OLD dLD )

ow, = Owy, ' Ow,

usando um procedimento analogo ao realizado para obter o resultado em (3.19), temos

que
OLD* (w)
8wi

w=wy
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quando w; = 0, com ¢ = 1,...,n. Dessa forma, a razao maxima de crescimento de

LD* & na diregao do vetor gradiente VLD*(wy), ou seja,

drnax - HVLD*(WO)“
B oLD* 2+ oLD* 2+ L (LD ?
B 8w1 8(4)2 8wn
n 7’2- 2
= Z( —U—JQ> . (3.20)

O mesmo desenvolvimento adotado nesta secao, pode ser aplicado quando estamos

interessados em avaliar o comportamento de um grafico de influéncia em um ponto w*
diferente de wq, visto que, para isso, faz-se necessario apenas a primeira derivada
da funcao LD*. A tunica diferenca existente é que, neste caso, a razao méaxima de

crescimento deve ser avaliada agora no ponto w*.

3.3 Avaliando a Inclinagcao Maxima d; .

Uma das dificuldades na interpretacao dos resultados em um estudo da influén-
cia local, na abordagem de Cook (1986), é justamente o de determinar um valor de
referéncia para comparar com a curvatura maxima obtida. Segundo Billor e Loynes
(1993) essa questao deve ser respondida pelo julgamento e intui¢do em escolher um
valor apropriado para servir de referéncia, e que seja adequado ao problema.

Billor e Loynes (1993) esclarecem que existem varias maneiras para determinar
uma tal referéncia. Por exemplo, vamos considerar o modelo de regressao normal
linear perturbado pela matriz W, = diag (1 +w;,1 4+ ws, ..., 1+ w,), jA mencionado

anteriormente. J& mostramos que para esse problema temos

[SIE

druw = A

max

2\ 2
onde A = 2?21 (1 — U—]Q) . A expressao acima é 1til para avaliar os momentos de A,
porém para a obtencao de um valor de referéncia ela se torna um tanto complicada.
Segue dai, que substituindo os residuos 7; em A, pelos respectivos erros aleatérios ¢;,
0s quais sao assumidos variaveis aleatorias independentes normalmente distribuidas,

com meédia zero e variancia o2, podemos obter a esperanca e a variancia de A, como
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segue. Temos que

Note que,
£\ 2
e ~ N(0,0%) = ()~ X Vi
J ( ) o X(1)» V]
onde X 1) representa uma distribuicao qui-quadrado com um grau de liberdade. Como

(X(1)> =1, segue que

o - 5[+ ()])

— on, (3.21)

uma vez que Var <X%1)> =2
Pela proposigao (A.3.3) do Apéndice (A), temos

E [A?] = 56n + 4n”. (3.22)

Substituindo os resultados em (3.21) e (3.22) na formula da variancia a seguir,

temos que

Var[A] = E[A%] - (B[A])*
= 56n +4n* — (2n)?

— 56n. (3.23)

Dessa forma, um referencial conveniente seria entdo dado por E[A] + 2DP[A],
onde DP[A] representa o desvio padrao de A. Segue que, para o nosso exemplo,

poderiamos usar como referencial a quantidade
2n + 4v14n.

Para uma melhor aproximacao, podemos usar uma transformacao de A. Porém,
o valor 2n + 4v/14n pode ser considerado como uma referéncia para avaliar a influéncia

local do problema proposto.
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3.4 Inclinacao Maxima no caso de Peturbacao de Ob-

servacao no Modelo Normal Linear

Considerando apenas a parte relevante da funcao de log-verossimilhanca pertur-
bada como dada em (2.35), temos que

n

Blw) = 3 5yl — XBY, (3.24)

i=1
onde w; e y; sao as i-ésimas componentes dos vetores w e y, respectivamente.

Derivando a func¢ao (3.24) em relacdo a w;, temos que

ol 1
= (Z/i - X?ﬁ)Q

8wi _QTCZ

aplicando a derivada acima em 3 e 72, tem-se

ol 1 -~

B = @(yz‘—xf )?

= 50-2 =52

Da segao (3.2) temos que

dLD* ,(Blw)
8&),‘ 8wi

1 2
- 2{%}

r2

= = (3.25)

Vimos na se¢do (3.2) que a dire¢ao da inclinagdo maxima £ . ¢ a direcao do

gradiente, assim podemos escrever
2

. . r? r?
'ema:c = VLD (wO) = ﬁ’ =g |- (326)

o

Segue que a inclinacao méaxima é obtida por

Bpar = [IVLD (wo)]|

max

(3.27)




70

Para obter um valor de referéncia para a inclinagao maxima acima podemos de-
2

senvolver um raciocinio analogo ao realizado na secao (3.3). Seja A =" substi-

Jj=1 A2’
tuindo em A os 1, pelos erros €;/5 que sao assumidos varidveis aleatorias independentes

normalmente distribuidas com média zero e variancia 2. Segue que

£\2 £\2
temos que (;) ~ xi e E[x3] = 1. Fazendo z; = (;) , segue que
G G

ElA] = Y Ely

= n. (3.28)

Observe que

Zx —|—wa]

J#i

ZE —i—ZEa;li

JFi

pela independéncia entre x; e x;, para todo ¢ # j, temos que

ZE |+ Elzi]E| (3.29)

J#i

Logo

Pela proposi¢ao (A.3.3) no Apéndice (A), temos que a fungao geradora de momentos

de z; é dada por
M, (t) =3(1—2t)"* = M, (0) = E[z}] = 3. (3.30)
Substituindo o resultado acima em (3.29), obtém-se
E[A?] = i?) + i(n - 1)
=t =1

= 3n+n(n—1)

= n®+2n. (3.31)
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Substituindo o resultado das equagoes (3.28) e (3.31) na formula da variancia a
seguir, obtém-se
Var[A] = E[4% - (B[A])?
= n?+42n — (n?)
= 2n.

Portanto, podemos considerar como um valor de referéncia para a inclinacao maxima

obtida em (3.27), o resultado de

Al +2¢/Var[A] = n+ 2V2n. (3.32)

3.5 Inclinacao Maxima no caso de Perturbacao de
Observagao no Modelo Logistico
Considere a funcao de log-verossimilhanca perturbada para uma amostra aleatoria

de uma variavel aleatoria com distribuicao Binomial(m;,p;), como dada na subsegao

(2.6.1)

(B, ylw) = szyzln {

Derivando a funcao acima em relacao a w;, obtemos

} + Z wimgln [1 — p;.

_pz i—1

] +miln [l — pi

avaliando a expressao acima em p;, temos

l -
0 :yiln{ pIA}—i-miln[l—@].
Ow; pi=p 1=pi
Dessa forma as coordenadas do vetor gradiente £, .. = VLD*(wy), sao dadas por
OLD*
0 =
! Ow;
L B)
8(4)1 =" o2=52
= 9 {y,»ln [1 fp ] +myln [l — pz]} (3.33)

A inclinacao maxima é obtida pela aplicacao imediata de

max = ||VLD*(w0>”



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo sao discutidos trés exemplos de analise de dados reais via o pacote
estatistico R. O objetivo principal destas aplicagoes é colocar em pratica as técnicas
de diagnostico, com énfase para a influéncia local de Cook e a abordagem de Billor e
Loynes, descritas nesta dissertagao.

Utilizamos também algumas técnicas de graficas, para detectar a fuga das
suposicoes adotadas para os modelos sugeridos e a ocorréncia de possiveis outliers,
estes conceitos foram descritos no capitulo 1, para maiores detalhes consultar Paula
(2004).

No primeiro exemplo (se¢ao (4.1)) usamos o modelo de regressao normal linear
simples para os dados propostos. A analise foi desenvolvida de quatro formas: técni-
cas graficas de diagnoéstico, curvatura normal de Cook para regressao normal linear,
sob perturbagao de observacao, inclinacao maxima proposta por Billor e Loynes, sob
perturbacao na variancia e sob perturbagao de observacao.

No segundo e terceiro exemplos (se¢des (4.2) e (4.3), respectivamente) usamos
o modelo de regressao logistica multipla para os dados apresentados. Em cada exem-
plo analisamos o modelo proposto sob trés aspectos: técnicas graficas de diagnostico,
curvatura normal de Cook para regressao logistica e a inclinagao maxima de Billor e

Loynes, ambos sob esquema de perturbacao de observacao.
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4.1 Estimativa do Niimero de Gansos por Bando

Métodos de inspecao aérea sao regularmente empregados para estimar a popu-
lagao de gansos, durante o verao no Oeste da Baia de Hudson, no Canada, Weisberg
(1985). Para isso, uma pequena aeronave sobrevoa a regiao e quando avista um bando
de gansos, uma pessoa experiente estima a quantidade dessas aves. Para investigar a
eficiéncia deste método um experimento foi conduzido, onde uma aeronave carregando
dois observadores sobrevoou 45 bandos e cada um deles estimou independentemente
o numero de passaros por bando. Além disso, uma fotografia foi retirada de cada
bando e posteriormente uma contagem do niimero de gansos foi realizada através desta
fotografia.

Os dados coletados neste experimento encontran-se em Weisberg (1985, pg.102).
Aplicamos um modelo normal linear simples para os dados, de modo que Y seja o
nimero de gansos por bando, computados a partir da fotografia aérea e X o nimero
de gansos estimado pelo observador 1 do experimento. O modelo fica portanto dado

por
yi:a—l—ﬁxi+€i,i:1,...,45, (41)

com a suposicao de que & ~ N(0,0?%), com os €7, mutuamente independentes. As
estimativas dos parametros fornecidas pelo R, foram a = 26, 650 e B = 0,883, com re-
spectivos desvios padroes dados por 8,614 e 0,078. Ambos indicando que os coeficientes
apresentaram-se significativos ao modelo.

A estimativa da variancia é dada por 44,41 e a porcentagem de variacao de Y ex-
plicada pelo modelo, ou seja, o valor do coeficiente de determinacao foi de 74, 45%.
A regressao, através do teste F, mostrou-se significativa.

O diagrama de dispersao (plot de X versus Y) mostrado na Fig.4.1, sugere
forte evidéncia de heterocedasticidade. Assim, podemos esperar que a introducao de

uma pequena perturbacgao revele alguma espécie de sensibilidade no modelo.
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observadori

0 100 200 300 400

Foto

Figura 4.1: Numero de gansos contados a partir da foto versus o numero de gansos

estimado pelo observador 1

A seguir faremos uma anélise de alguns graficos de diagnoésticos, com o objetivo
de identificar pontos influentes e de verificar a validade das suposicoes adotadas para

o modelo.

Normal Q-Q Plot

Residuo Studentizado
-2

4

Percentis da N(0,1)
Figura 4.2: Gréfico de probabilidades com envelopes
Na Fig.4.2 temos o grafico normal de probabilidade com envelopes para os residuos

ts;, que avalia a validade da suposicao de normalidade da variavel resposta, para o

modelo adotado em (4.1), pode-se notar através deste grafico, um forte indicio de nao
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validade desta suposicao, pois ha uma grande quantidade de pontos fora das bandas de
confianca do grafico, configurando talvez a auséncia de algum termo extra no modelo.

7

Um outro grafico importante a ser interpretado é o grafico dos valores Eu em
funcao das ordens das observagoes dado na Fig.4.3, através dele destacamos dois pontos
acima da linha 2%3, que correspondem as observacoes 28 e 29, sendo portanto candidatos

a pontos influentes.
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Figura 4.3: Leverage /ﬁ“ contra a ordem das observacoes
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Figura 4.4: Residuos studentizados(ts,) contra a ordem das observagoes

O grafico dos residuos studentizados em funcao das ordens das observacoes, dado
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na Fig.4.4, destaca novamente os pontos 28 e 29, além do ponto 41, sendo estes can-
didatos a serem pontos aberrantes.

Na Fig.4.5 temos o grafico dos residuos studentizados em funcao dos valores ajus-
tados, verificamos novamente em destaque os pontos 28, 29 e 41, o grafico renova a

indicagao de heterocedasticidade ja percebida pelo diagrama de dispersao (Fig.4.1).
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Figura 4.6: Coordenadas do autovetor d,,q, contra a ordem das observagoes

Os mesmos pontos ja destacados anteriormente (28,29 e 41) também aparecem

em destaque no grafico da Fig.4.6, das coordenadas do autovetor d,,., em funcao das
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ordens das observacgoes.

Dentre os pontos destacados pelos graficos como candidatos a outliers, o que
aparece sempre mais remoto é o correspondente a observacao 29, dai a escolha deste
ponto para sofrer uma pequena perturbacao, espera-se com isso que o modelo seja
sensivel a esta alteracao e o modo de medir esta sensibilidade sera através da curvatura
normal de Cook para modelo normal, dada em (2.45). Para introduzir a perturbagao
nas observacoes consideramos o vetor £ da referida formula, com 1 em todas as posicoes
com excessao da posicao 29 que recebeu o valor 0,9. O valor obtido foi de 17.767, o
que indica extrema sensibilidade local.

Usando o esquema de perturbacdo de observacao descrito na secao (3.3), apli-
camos o resultado da inclinagdo maxima (d},,,) dada na equagao (3.28), com isso obte-
mos o resultado 16,573, considerando como referéncia o valor sugerido pela formula em
(3.33) que é de 7,381, temos aqui forte indicagio de sensibilidade local.

Para o esquema de perturbagao da matriz de variancia abordado no se¢ao (3.1),

o valor da inclinacdo maxima ¢é de 17,766, obtido através da formula dada em (3.20).

*
max?

Usando o valor de referéncia para d sugerido na segao (3.2), que é de 13,798,

também aqui detectamos forte sensibilidade local.

A abordagem de Billor e Loynes permite que se tenha os valores individuais das

*

rar = VLD*(wg), que é o vetor que indica a diregao

coordenadas (£},) do gradiente £
onde se obtém a inclinagao maxima. Assim podemos avaliar quais observacoes con-
tribuem com a maior parcela para o valor de dy,,,. Os £} individuais, obtidos pela
perturbagao da matriz de variancia, sdo apresentados na tabela (4.1), na qual nota-se
que as observagoes que contribuem com os maiores valores sao as de niimeros 28,29 e

41.



Tabela 4.1: Valores individuais dos ¢, para os dados de gansos.
observacao(i) 0 observacao(i) 0 observacao(i) 0
1 0,8892 16 0,6268 31 0,9975
2 0,9417 17 0,9881 32 0,5387
3 0,5988 18 0,9988 33 0,9586
4 0,9539 19 0,7177 34 0,9997
5 0,9418 20 0,9572 35 0,9452
6 0,7478 21 0,9372 36 0,8507
7 0,8822 22 0,8224 37 1,0793
8 0,8911 23 0,6010 38 0,9875
9 0,9461 24 0,6530 39 0,9834
10 0,7661 25 0,2726 40 0,8199
11 0,8224 26 0,9749 41 6,5283
12 0,6445 27 1,6615 42 0,3999
13 0,7570 28 12,2618 43 0,7753
14 0,8111 29 7,0421 44 0,4322
15 0,9999 30 0,9949 45 0,9306

78
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4.2 Disturbio Coronario versus Pressao Sanguinea e
Nivel de Colesterol

Os dados utilizados nesta se¢ao foram obtidos em Cordeiro (1986, pg.113), mostram
a classificacao de 1330 pacientes segundo a ocorréncia ou nao de disttirbio coronario
pelos seguintes niveis de colesterol (NC;):
NC{=menos de 200
NCy=de 200 a 219
NCs=de 220 a 260
NCy—mais de 260
e de pressao sanguine(P.S;):
PSi—menos de 127
PSy=de 127 a 146
PS;=de 147 a 166
PS,;—mais de 166.

Considerando como variavel resposta Y=proporcao de individuos que apresen-
taram disttirbio coronério e como variaveis explicativas NC e PS, ambas definidas como
fator com quatro niveis cada uma, como descritos acima. Adotamos para os dados o

modelo logistico linear multiplo, com preditor linear dado por
4 4
m=0i+ > BoPS;+ Y BaNCr, i=1,...,16. (4.2)
J=1 k=1

Assumindo que (331 = (331 = 0 e considerando erro Binomial e ligagao logit, o desvio
obtido para este modelo foi D(y,p) = 4,775 (9 graus de liberdade), indicando um
ajuste adequado, pois o p-value associado a 4,775 pelo teste qui-quadrado unicaudal
é de 85,34%. O numero de iteragoes do processo iterativo para estimar os coeficientes
desse modelo foi quatro.

Na tabela (4.2) a seguir temos dispostas as estimativas dos parametros do modelo
proposto, com seus respectivos desvios padroes, todos apresentaram-se significativos ao

modelo.
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Tabela 4.2: Estimativas dos coeficientes referentes ao modelo em 4.2 para explicar a

proporc¢ao da ocorréncia de distirbio coronario.

Coeficiente | Estimativas | Desvio Padrao

Constante -3,495 0,349
PSs -0,091 0,451
PS; 0,562 0,351
PS, 1,342 0.343
NCs -0,038 0,303
NCjy 0,587 0,328
NCy 1,204 0,327

A Fig.4.7 nos mostra o grafico de probabilidade com envelopes para os resi-
duos tp,, que avalia a validade da suposicao de que a varidvel resposta segue uma
Binomial(m;,p;), como podemos observar nao ha indicios de que esta suposi¢gao nao
seja valida para o modelo adotado em (4.2).

Normal Q-Q Plot

Componente do Desvio
0
!

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Percentis da N(0,1)

Figura 4.7: Grafico de probabilidade com envelopes para o modelo binomial

A seguir faremos uma inspecao sobre alguns graficos utilizados para detectar pos-
siveis pontos candidatos a serem influentes. O grafico da Fig.4.8 dos h;; em funcao das
ordens das observacoes nao detecta nenhum ponto acima da linha 2%, assim nao temos

indicacao de pontos aberrantes.
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Figura 4.8: Leverage ﬁu contra a ordem das observagoes

No gréfico da Fig.4.9, dos ﬁm contra os valores ajustados os pontos que aparecem

mais distantes sao aqueles correspondentes as observacoes 12,15 e 16.
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Figura 4.9: Leverage ﬁu contra valores ajustados

O gréfico dos residuos tp, contra os valores ajustados, mostrado na Fig.4.10,

destaca os pontos correspondentes as observacoes 1,10 e 13, mas nenhuma com indi-

cacao de ser ponto influente.
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Na Fig.4.11 temos o grafico da medida afastamento pela verossimilhanca, LD;,

em funcao da ordem das observacoes, nele é possivel destacar os pontos correspon-

dentes as observacoes 1,3 e 13, como mais afastados.
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Figura 4.11: LD; contra a ordem das Observagoes

No gréafico das coordenadas padronizadas do autovetor £,,,, em funcao da ordem
das observagoes, mostrado na Fig.4.12, podemos observar os pontos correspondentes

as observagoes 1 e 13, como os mais afastados.
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Figura 4.12: Coordenadas do autovetor £,,,, contra a ordem das observacoes

Avaliando a situagao dos pontos destacados pelos graficos, nao temos uma clara
definicao sobre quais apresentam-se mais discrepantes, podendo influir no resultado do
ajuste. Para colocar em pratica o calculo da curvatura normal para perturbacao de ob-
servagao em modelo logistico, usaremos a formula dada na equagao (2.62), escolhemos
a observacao 13 para sofrer uma pequena perturbacao através do vetor £, com 1 em
todas as posicoes menos na de ordem 13, que recebe 0,9. Aplicando a referida formula
obtemos o resultado 9,1315, a falta de um valor de referéncia para comparar com este
valor, nao permite uma interpretacao definitiva a respeito da sensibilidade do modelo.

para o modelo logistico, usamos o re-

. e .
No céalculo da inclinagdo méaxima (d},,.)

sultado encontrado na secao (3.5), o valor encontrado foi de 89,0611. O grafico da
Fig4.13 mostra o plot das coordenadas padronizadas do gradiente £, . em funcao da
ordem das observacgoes, observa-se que os pontos correspondentes as observacoes 7 e 8

aparecem mais afastados dos demais.
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Figura 4.13: Coordenadas do autovetor £, . contra a ordem das observagoes

As coordenadas padronizadas em valor absoluto do autovetor £,,,, e do gradiente

£ .. sao mostradas na tabela a seguir, onde podemos destacar as observagoes 7 e 8

*

como as que apresentam as maiores coordenadas do gradiente £, ..

enquanto que as
observacoes 1 e 13 apresentam as maiores coordenadas do vetor £,,,,. As técnicas uti-
lizadas aqui, para detectar outliers, nao mostraram indicacao consistente em relagao
a algum ponto dos dados, o que talvez indique que para esta aplicacao nao haja nen-

huma observacao que possa trazer modificacoes substanciais ao resultado do ajuste.

Em virtude disso, talvez, nao tenha havido coincidéncia entre os pontos destacados.



Tabela 4.3: Coordenadas Padronizadas dos Vetores £,,,, ¢ £

Observagao(i) ; 1¢;]
1 0,1184 | 0,9094
2 0,1478 | 0,0355
3 0,3374 | 0,1429
4 0,2605 | 0,0612
5 0,1591 | 0,2111
6 0,1109 | 0,0622
7 0,4904 | 0,0089
8 0,4273 | 0,0607
9 0,1278 | 0,1494
10 0,0577 | 0,1514
11 0,2340 | 0,0274
12 0,3148 | 0,1112
13 0,1310 | 0,8786
14 0,1030 | 0,0932
15 0,2063 | 0,2314
16 0,2788 | 0,1577

max
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4.3 Preferéncia por um Novo Detergente em Relacao

a um Detergente Padrao

Os dados usados nesta se¢ao encontram-se em Cordeiro (1986, pg.117), referen-se
a um experimento comparando a preferéncia por um novo detergente em relacao a um
detergente padrao. Considera-se que os fatores dureza, com trés niveis (pesada, média
e mole) e temperatura da agua, com dois niveis (baixa e alta), possam influenciar na
escolha de um detergente.

Adotamos para os dados o modelo logistico linear miltiplo com variavel resposta
Y=propor¢ao de individuos que preferem o novo detergente e variaveis explicativas
temp;, onde: temp; = alta e temp, = baixa e dure, onde dure; = média, dure, =

mole e dures = pesada, definidas como fatores. O modelo é dado por
2 3
n, = 51 + Z ﬁgjtempj + Zﬁgkdurek, 1=1,... ,6, (43)
j=1 k=1

com erro binomial; é assumido que (G; = (31 = 0. O desvio obtido para este modelo é
D(y,p) = 0,618 (2 graus de liberdade), indicando um ajuste adequado, pois o p-value
associado a esse valor pelo teste qui-quadrado unicaudal é de 73,42%. O ntmero de
iteragoes para estimar os coeficientes do modelo proposto foi trés. Na tabela (4.4)
a seguir temos as estimativas dos coeficientes do modelo adotado e seus respectivos

desvios padroes, todos apresentaram-se significativos ao modelo.

Tabela 4.4: Estimativas dos coeficientes referentes ao modelo em (4.3), para explicar a

proporcao de pessoas que preferem o novo detergente.

Coeficiente | Estimativas | Desvio Padrao

Constante -0,652 0,197
temps 0,457 0,194
dures 0,311 0.226
dures -0,057 0,227

Mostraremos agora os graficos usados para detectar possiveis indicacoes de trans-
gressao de alguma suposicao adotada para o modelo, bem como da ocorréncia de algum
ponto influente. Podemos verificar através do grafico de probabilidade com envelopes,
dado na Fig.4.14, que nao hé indicacao forte de que a variavel resposta nao siga uma

Binomial (m;,p;).



Figura 4.14: Gréfico de probabilidade com envelopes para o modelo binomial.
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No gréfico dos En em funcao da ordem das observagoes, dado no Fig.4.15, nenhum

dos pontos aparece acima da linha 2%, nao havendo portanto pontos suspeitos de serem

aberrantes, contudo os pontos mais afastados correspondem as observacoes 1,3 e 5.

Leverege

Figura 4.15: Leverage Em contra a ordem das Observagoes
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0.55
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O grafico de /f;“ em funcao dos valores ajustados, mostrado na Fig.4.16, destaca

os pontos correspondentes as observacgoes 1,3 e 5 como estando mais afastados.
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No grafico do residuo tp, em funcao dos valores ajustados, Fig.4.17, os pontos

que encontram-se mais afastados correspondem as observacoes 2,3 e 5.

residuo tdi

Figura 4.17: Residuo tp, contra valores ajustados
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Na Fig.4.18 temos o grafico da medida afastamento pela verossimilhanca, LD;,

em funcao da ordem das observacoes, nele podemos perceber que o ponto correspon-

dente a observacao 1 aparece mais afastado.
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Figura 4.18: Grafico de LD; contra a ordem das Observagoes
No grafico das coordenadas do autovetor £,,,, em funcao da ordem das obser-

vacoes, mostrado na Fig.4.19, podemos observar que os pontos correspondentes as

observacoes 1 e 2, encontran-se mais afastados, em especial a de nimero 2.

Coordenadas do Autovetor Imax Padronizadas
0.5

Ordem das Observagdes

Figura 4.19: Coordenadas do autovetor £,,,, contra a ordem das observacoes

Avaliando a situacao dos pontos destacados pelos graficos nao percebemos uma
forte evidéncia de ocorréncia de outliers, porém os pontos que apresentaram-se mais
afastados foram aqueles correspondentes as observacoes 1, 2, 3 e 5. Para calcular a

curvatura normal, optamos por perturbar a observacao 1, para isso, adotamos um
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procedimento analogo ao realizado na aplica¢ao da se¢ao (4.2), utilizamos o vetor de
pertubacao £ com 1 em todas as posi¢oes menos na observacao 1, que recebe o valor
0,9. O resultado obtido para a curvatura normal foi de 1298,88. O valor da inclinagao

méxima obtido para o esquema de perturbagao abordado na segao (4.3) foi de 171,75.

3o

Coordenadas do Autovetor I*max Padronizadas

Ordem das Observagoes

Figura 4.20: Coordenadas do autovetor £, .. contra a ordem das observagoes

O grafico mostrado na Fig.4.20, das coordenadas do vetor gradiente £, . em

funcao da ordem das observagoes, destaca o ponto correspondente a observacao 3.

A tabela (4.4) dispoe as coordenadas do gradiente £, . e do vetor £, por

xT

observacao, a observagao 3 apresenta a maior coordenada do vetor £, e a observagao 2
é maior coordenada do vetor £,,,,. As técnicas utilizadas nesta aplicacao nao coincidem
na identificacao de possiveis pontos influentes, mesmos os pontos mais afastados nao

apresentam caracteristica de proporcionar alguma interferéncia no resultado do ajuste.

Tabela 4.5: Coordenadas Padronizadas dos Vetores £,,,45 € £,
Observagao(i) !é;‘ | 1¢;]
1 0,4287 | 1,3312
0,4328 | 1,7522
0,4725 | 0,0749
0,4367 | 0,1386
0,3931 | 0,0516
0,2454 | 0,1157

S O = W




Capitulo 5

Conclusoes

Tanto a proposta de Cook (1986) como a de Billor e Loynes (1993) foram bas-
tante inovadoras na andalise de diagnoéstico em modelos de regressao, e trouxeram con-
tribuicoes significativas, dentre as quais destacamos o fato de permitirem a analise de
diagnosticos de outros modelos além do normal, como por exemplo o modelo logistico.

Um dos pontos fracos da proposta de Cook (1986), destacado no Capitulo 3, é
justamente a falta de um valor de referéncia para comparar com o valor obtido para
a curvatura normal. Em resposta a essa e outras dificuldade da versao de Cook (ver
Capitulo 3) Billor e Loynes (1993) proporam a inclinagdo maxima como instrumento
da anélise de diagnoéstico em modelos de regressao, e apresentaram sugestoes de valores
de referéncia para comparar com o valor da inclinagao maxima, sob alguns esquemas
de perturbacao, do modelo de regressao normal.

Neste trabalho apresentamos o célculo da inclinacao maxima no caso de esquema
de perturbacao de observacao do modelo logistico, porém nao sugerimos nenhum valor
de referéncia para efeito de comparacao que leve a indicacao da sensibilidade do mod-
elo. Destacamos que a natureza de cada problema e o auxilio de outras técnicas de
diagnosticos podem ajudar na hora de decidir pela sensibilidade do modelo.

Na aplicagao da secdo (4.1), onde usamos o modelo normal linear simples, a
curvatura normal e a inclinacao méxima apresentaram valores que coincidiram na in-
dicacao da sensibilidade do modelo adotado, vale ressaltar que os graficos indicaram

claramente as observacoes 28, 29 e 41 como mais fastadas.
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Nas aplicacoes correspondentes as segoes (4.2) e (4.3), onde foram aplicadas o
modelo logistico multiplo, nao houveram observagoes que evidenciassem possiveis out-
liers, pois houve certa variacao dos graficos utilizados na indicacao desses pontos.
Quanto ao valor da curvatura normal e da inclinacao maxima, a falta de um valor
de referéncia combinada a inexatidaao dos graficos utilizados na deteccao de outliers,
nao nos permitiu decidir pela sensibilidade dos modelos. Embora, os valores tanto da
curvatura normal como da inclinacao maxima, tenham sido bem maiores no exemplo
da plicacao (4.3).

Esperamos ter contribuido com este trabalho para o enriquecimento da analise de
diagnoéstico de modelos de regressao. Sugerimos que novos trabalhos na area, procurem
apresentar valores que sirvam de referéncia para avaliar a sensibilidade de modelos de

regressao nao normal.



Apéndice A

Definicoes, Teoremas, Proposicoes e

Outros Resultados Importantes

Neste apéndice faremos uma sintese de algumas definicoes, teoremas, proposicoes

e alguns resultados importantes que foram mencionados no transcorrer deste trabalho.

A.1 Definicoes

Definicao A.1.1 Seja Y wuma varidvel aleatoria. Dizemos que a distribuicdo de Y
pertence o familia exponencial de distribuigoes, se pudermos escrever sua func¢ao

densidade (ou de probabilidade) como
f(y: 0, 0) = exple {yb; — b(6:)} + c(y. o)), (A1)

onde y pertence ao suporte da varidvel aleatoria Y, 0;,1 = 1,...,q sao os pardmetros

de interesse e ¢ € o pardametro de dispersao.

Definicao A.1.2 Seja Y1,Ys, ..., Y, uma amostra aleatoria de uma varidvel aleatoria
Y. A fungao de probabilidade (f.p) ou de densidade probabilidade (f.d.p) conjunta para

essa amostra, dada por

flyr, - unl0) = ny(yz'IQ) (A.2)

¢ denominada de fungao de verossimilhanca do parimetro 6, correspondente a

t

amostra observada 'y = (y1,...,yn)" e é denotada por L(0;y).

Definicao A.1.3 Definimos a fungao log-verossimilhanga em relacao a 0 e ¢ dado

y, como sendo

I(y;0,0) =In f(y;0,9). (A.3)
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A.2 Teoremas

Teorema A.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) (ver Hoffman € Kunze (1979),
pag. 354) Se V é um espago com produto interno, entao para quaisquer vetores c e [3

em V wale a desigualdade

(e, )] < lel1B]]- (A4)

onde |(-,-)| denota o valor absoluto do produto interno de dois vetores quaisquer em V.

e || - || indica a norma de um vetor em V.

Teorema A.2.2 (ver Graybill (1983), pag. 183) Seja B uma matriz nxn particionada
na sequinte forma

B B
B2 Ba

Y

onde B;; possui dimensio n; X n;,i,j = 1,2; e ny +ng = n. Suponha que |B| # 0,
IB11| # 0, |Boa| # 0, onde | -| denota o determinante de uma matriz, além disso,

considere a sequinte particio para a inversa da matriz B, denotada por B™!:

Bll B12

-1
B = B2l B22

bl

onde BY possui dimensao n; Xn;, parat,] = 1,2. Nestas condicoes, valem os sequintes
e ) ) ’

resultados:

(i) Ezistem as inversas das matrizes B! e B*2,

(i) As matrizes [BH — B12B2_21B21r1 e [ng — B21B1_11B12]71 ezistem.
(iii) A matriz B~ pode ser escrita como

[Bi1 — B1sB3y' By ~B1'Bi; [By — BB Bio]

B! = . : ,
—B521B21 [Bn - B12B§21B21} ' [B22 - leBﬂle} '

(iv) B = [By; — B1yBy' By ]~ = Bi}' + Bi B12B2B,, B}
(v) B2 = —B;'By; [By — By B 'Bp] ' = —B;'B1,B2.
(vi) B2 = [By; — By Bi'B1s] ' = By + By By B'B3Byy.

(vii) B2 = —B3,'By; [By1 — B13By By | = —By By B

By Bg

€ |B11B11| == |B22B22|.
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Teorema A.2.3 (ver Graybill (1983), pag. 189) Seja C uma matriz k X k dada por
C =D + aab’,

onde D € uma matriz nao-singular, a e b sao vetores k X 1 e o € um escalar tal que
ko a;b; -
a# — [—sz; ] )

Nestas condicoes, a inversa da matriz C ¢ dada por

C =D 4 ~a'b*,

a; b;
onde v = —a(l + aZ?:l aibid; )7 af = —=; bf = =~ e dy € o i-ésimo elemento da

! dzz o dzz

diagonal da matriz D.

Teorema A.2.4 (ver Cook & Weisberg (1982), pag. 210) Seja A uma matriz simétrica

p xp, considere a e b matrizes ¢xp . Entdo as inversas abaizo existem e vale a relacdo:
(A+ab) " =A ' —Ala' (I+bA ') bA T,

onde I é a matriz identidade g X q.

A.3 Proposicoes

Proposicdo A.3.1 Seja F o vetor ¢ x 1 definido na secao (2.3.3), entao podemos
escrever
.1 1 .t
[Iq+FF] -I,-———FF,
1+ FI?
onde 1, é a matriz identidade de ordem q.
De fato, observe que I, € uma matriz diagonal e nao-singular, fazendo D = I,

a=b=Fec¢a=1, seque que dj; =1 e a; = b; = F;, assim

-1
_[q ﬂ] -
=1

Logo, todas as condigoes do teorema (A.2.3) estao satisfeitas. Aplicando o resul-

q -1

P
2.

=1

1

q .
=141

tado deste teorema, temos que

-1

1
L+ F >

1+ 1ipm11

i=1

y=-1

Portanto, concluimos que
1 .ot

.11
I+FF| =1,-———FF
L+ [ F|
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Proposicdo A.3.2 Sejam B= —F -\ F Ft FeC=1- Ft F —/\Ft F Flt F, onde

A=————— ¢F € definido na se¢io (2.3.3) Seque dai que,
L+ F [
=
(141 1)

¢ 1

C2 = 2

(141 F 1)
De fato,
(1)

‘ Lt . ot . .t . ot . .t . Q't' ot . .t .
BB = FF+\F FFF+\F FF F+XF FF FF F
. . 2 . 3
— IFIE+22 (IF12) + 22 (I 7 )2)
— R+ 20 F |+ 22 F °

2
. 1 : 1 :
= FlP+2|———% |IFI'+ | ———=F | IFI
L+ [ F [ L+ [ F |2

. 2 : 1 :
= FIF(1-——LIF I+ ——IFI

L+IF | (141 F 1)

RS o) ) -
= — 5 | IF ) =2 I E ) IE P+ 1+ F )
(141 F 1)
RS - - - - -
= S (LA F PR -2 R -2 F I+ F )
(141 F 1)
RS

(1+1E )
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9 ot Ct . ot N\ 2
c? = (1—F F-)MF FF F)
. . 2
= (1-IFPP-AE])
= 1+ FI"+XIFIP=2F =2\ F "+ 2\ F [°

) 1 . . 1 )
R e 1 1 R o ] e LS
Y Y
1 2
) R
Y

1 . 2 . . 2 . .
= —2[(1+HFH2) 2 B (LI E ) +2 (1 IF ) I F

(1+1F 1)
. 2 . . .
+ (1+IF P ||F||4—2(1+||FH2)||FHG+HF||8]

1 . . . . . .
— —[1+2HFH2+3HFH”‘—HFH8—2HF||2—4HF||4—2HFH6

. 2
(1+1F 1)
+OIE 2 E I+ F

1 . .
= ——— [1+4I P -4 F IV

(1+1F 1)

1
(1+1F 1)

Proposicao A.3.3 Conforme vimos na se¢ao (3.3) do Capitulo (3), temos que

Sl

N 2
Seja (%) = Zj, logo Z; ~ X%l). Segque dai que

A= Y [z-1]
Jj=1
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Entao

A = (2222 + )+ ..+ (2222, + 1)}
= Y (Z-2Z;+ 1> +2) (27 —2Z;+1)(Z] — 2Z; + 1)
j=1 1<J
= Y (Z} —AZ}+62] —4Z;+ 1) +2) (277 —22}Z; — 22,7} + Z; + Z;
j=1 i<j

AZ,Z; —27; — 27; + 1)

usando a independéncia entre 0s Zys, seque que
Z {E[Z}) — 4B|Z}) + 6 E[Z}] — AE[Z;] + 1}

+2Y {E[Z2|E(Z}] - 2E[22Z;) — 2E(Z;E[Z3) + E[Z3] + 4E[Z)E|Z;]}
i#]
+2) " {—2E[Z;] - 2E[Z;] + 1} (A.5)
i
A fungao geradora de momentos (FGM) de uma distribuicdo X € dada por

(1 —2t)¥/2 (ver James (1981)). Denotando a FGM da varidvel aleatdria Zj = (6—]> ,
o
por Mx(t), temos que

Mx(t) = (1 —2t)"/2.

Sejam M;(, M;;, M)(?) e M)(f) a primeira, sequnda, terceira e quarta derivadas da FGM
da varidvel aleatoria Z;, respectivamente, seque que

/

My (t) = (1 -2t)7%2 = B[Z;] = Mx(t) =1
t=
My(t) =3(1—2t)* = E[Z}] = My(t) =3
t=
MPt) =151 -2t = B2 = MO (1) =15
t=0
@) gy o1\ —9/2 4 _ @) _
My (1) = 105(1 - 20)°% = B[Z]] = MY (1)| _ =105,
t=

Substituindo os resultados acima na equagao (A.5) e fazendo algumas simplifi-

cacoes, encontramos
E[A] = 60n+8) 1

= 60n+8{(n—1)+n-2)+(n-3)+...+(n—(n—1))}
= 60n+8{nn—1)—[1+2+3+...+(n—1]}

= 60n+8{n(n_1)_@}

= 60n+ 4(n* —n)
= 56n + 4n”. (A.6)
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A.4 Outros Resultados Importantes

A.4.1 Propriedades da Funcao de Log-verossimilhancga

Seja Y uma varidvel aleatoria pertencente a familia exponencial de distribuicao, con-

sidere a funcao de log-verossimilhanca em relacao a 6 e ¢ dado y, a seguir

10, 9ly) = In f(y:0.9), (A.7)

onde y pertence ao suporte da variavel aleatoria Y.

Dentre as propriedades desta funcao, podemos destacar que

E (%) =0 (A.8)

B(20) 45 (2Y -0 9

Conforme a defini¢ao da fun¢ao densidade e/ou probilidade em (A.1), podemos escrever

a equagao (A.7), como segue

10, dly) = [y0 — b(0)]¢ + c(y, ¢). (A.10)

Derivando a equacao acima em relagao ao parametro ¢, encontramos

ol

== o). (A1)

onde b representa a primeira derivada da funcao b(0). Note agora que, combinando os

resultados das equagoes (A.8) e (A.11), obtém-se

0=£(5) =l =5 ®)o=n=¥0)

de onde concluimos que
EY)=u=2>(0). (A.12)

Derivando a equagao (A.11) temos que

0?1 "
a0z = P (0), (A13)
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onde b" & a segunda derivada da funcio b(#). Combinando os resultados das equagoes
(A.9),(A.11) e (A.13), segue que

b (0)p+Var(Y)p> =0=0b ()¢ = Var(Y)e?,
de onde concluimos que

Var(Y)=1b"(0)¢p~". (A.14)

A.4.2 Forma Exponencial da Funcao Densidade ou de Proba-
bilidade de Algumas Distribuicoes

A seguir apresentaremos as principais distribuicoes pertencentes a familia exponencial,
escrevendo suas densidades ou funcoes de probabilidades na forma apresentada na

defini¢ao (A.1).

e Normal
Se Y ~ N(u,0?), entdo sua fungao densidade pode ser escrita como,
2 1 2
fyp,0%) = exp | —5—5(y — 1)

oV 2T

= expX log 1 le_ﬁ(y_/m
(2mo?)2

1 ey 1 o Y
= exp {; (yu - ?> -3 {log(?ﬂd )+ =

1 2
onde —oco < i,y < 0o e 02 > 0. Dai obtemos que, ¢ = —, b(p) = %,
o
1 2
c(y,¢) = —3 [log (%) + y2021 e Vip) =1.

e Poisson
Neste caso, temos que Y ~ Poisson ()), a sua fungao de probabilidade pode ser

escrita como,

e M\
fly; A) = m

e ANY
y!

= exp[—A+ylog A —logy!]

= exp [1 (y@ — 69) — log y!]

onde A\ >0ey=0,1,2,... .Logo, ¢ = 1, b(0) = €, c(y,9) = —logy! e V(M)A
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e Binomial

Seja Y ~ Binomial (n,p), entao sua fungao de probabilidade é escrita como

fyin,p) = (5) p’(1—p)" "

onde 0<p<1, y = 0,1,2,.... Considere Y* como a proporcao de sucessos em
n ensaios independentes, cada um com probabilidade de ocorréncia A. Entao,

Y =nY”*, dessa forma,

flny“sn,p) = (o) P (L= p)"™""
= ewxp {log [(Zy*) pny*(l - p)n—ny* H

= exp {log (Zy) + ny*log (%) + nlog(l — p)}

0
e 7
5, segue dai que,

fazendo 6 = log (%) obtemos que p = oo

- P

* n * 60
fny*;n,p) = exp{log (ny*) +ny*0+n {log <1 - 1+€9)}}

= exp{n [y —log(1 +¢€")] +log ()

comparando com forma definida em (A.1) temos que, ¢ = n, b(f) = log(1 + €%),

c(y,¢) =log (1) e V(p) = p(1—p).



Apéndice B

Aplicativo R

Neste apéndice vamos descrever alguns comandos do aplicativo R, que foram
utilizadas no Capitulo (4) desta dissertagao.
Os residuos studentizados t; e t7 podem ser obtidos no R, pela sequéncia de
comandos
s<-fit.model$sigma
r<-resid(fit.model)
ti<-r/(s*(1-hii)"0.5)
t*i<-ti*((n-p-1)/(n-p-ti~2))"0,5.
Para obter os valores h; no aplicativo R, devemos adotar os procedimentos a
seguir, suponha que o resultado do ajuste esteja no objeto fit.model, entao
X <-model.matrix(fit.model)
H<-solve(t(X)%*%X)
H<-X%*%H%*%t(X)
hii<-diag(H).
Obtemos os residuos hj;, ts,, tp,, e LD; para os MLGs, no aplicativo R, seguindo
os comandos abaixo,
X <-model.matrix(fit.model)
n<-nrow(X)
p<-ncol(X)
W <-fit.model$weights
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W<-diag(W) H<-solve(t(X)%*%W%*%X)
H<-sqrt (W) %* %X %*%H%* %t (X) %* %sqrt (W)
hii<-diag(H)
tDi<-resid(fit.model,type—"deviance") /sqrt(1-hii)
rp<-resid(fit.model,type="pearson")
tSi<-rp/sqrt(1-hii)
LDi<-hii*(tSi~2) /(1-hii).

Para obter o valor da curvatura normal no R, adotamos a sequéncia de comandos
a seguir, onde o vetor ¢ foi definido na se¢ao (2.3).
Ims<-summary(fit.model)
s<-lms$sigma
e<-resid (lms)
De<-diag(e)
X <-model.matrix(fit.model)
PX<-X%*%solve(t(X) %*%X) %*%t(X)
pl<-De%*%PX%*%De
esq<-e 2
p2<-(esq%*%t(esq)) /2*45%s " 2
p3<-pl+p3
Cl<-t(£)%*%p3%* %l
Cl<-2*Cl/s " 2.

Para obter d;,,, no R, deve-se seguir os comandos:
lmax<-esq/s "2
Imax<-lmax "2
dmax<-sum(lmax)

dmax<-sqrt(dmax).
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