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Resumo

Neste trabalho apresenta-se a analise de um estimador de resposta em fregiiéncia baseado na
utilizacdo de relés, e suas aplicacdes na identificacdo de processos e sintonia de controladores PID.
O experimento de identificagfio é baseado na obtencio de um ciclo limite na freqliéncia em que a
magnitude da funcao de transferéncia estudada é igual a um certo parametro, denominado 7. Inici-
almente, apresenta-se uma anélise no dominio do tempo de sistemas realimentados por relé baseada
em mapas de Poincaré, de onde sao obtidas condi¢hes necessirias e suficientes para existéncia e
estabilidade de ciclos limite simétricos ¢ unimodais. Os resultados sdo aplicados ao experimento
de identificacdo com relé, de modo a obter expressdes para avaliagiio da existéncia e estabilidade
de ciclos limite simétricos e unimodais. Mostra-se, por exemplos de simulacio, que o experimento
pode exibir uma variedade de fenémenos para diferentes valores do parametro r. Por exemplo,
variando-se o parfmetro r, mesmo dentro de uma faixa segura de valores, a solucao do sistema
pode passar de um ciclo limite estdvel para um comportamento cabtico. P

Um novo procedimento para obter um modelo de primeira ordem com atraso de tran%sporf;e
usando testes com relé é apresentado na seqliéncia. Baseado na analise no domfnio do tempo de
sistemas com atraso realimentados por relé, expressoes gue relacionam o atraso de transporte e a
constante de tempo para o ciclo limite em tais modelos sdo obtidas. A vantagem do procedimentﬁ)
& apresentar um modelo que se ajusta melhor na faixa de freqiiéncia em que a fase do processo _lée
encontra entre —90° e —180°, quando ha dinfmica nfo modelada. Os resultados sdo entdo aplicados
na sintonia de controladores PI e PID por métodos bem conhecidos na literatura, para avaliar a
qualidade dos modelos obtidos. _

Finalmente, os experimentos com relé sdo aplicados na sintonia iterativa de controladores PID,
baseada em especificacdes de margens de ganho e de fase. Experimentos com relé sjo utilizados
para avaliar as margens de estabilidade em cada passo, e a operagao é executada sem remover
o controlador. Qutra vantagem deste procedimento & o fato de que a resposta em fregiiéncia do
processo ndo é necessdria na solucdo das equagdes de projeto. Fazendo algumas hipoteses so_bré_ a
resposta em freqiiéncia do processo, mostra-se que a malha fechada permanece estavel para cada
controlador calculado durante as iteragbes. Se tals hip6teses ndo podem ser feitas, apresenta-se
um novo experimento baseado no relé para detectar um comportamento instdvel da malha fechada,
antes de modificar os parametros do controlador atual. Um exemplo de simulagio é utilizado para
ilustrar o procedimento, bem como avaliar suas propriedades. O procedimento é entdo aplicado na
sintonia de um controlador PI para conirole de Nitrato em uma planta simulada de tratamento de
dguas residuarias por lodo ativado, de um controlador PI em um experimento de caracterizagio
de filmes finos de dioxido de vanidio, e de um controlador PID para controle de temperatura em
um sistema trocador de calor em escala de laboratdrio. Os resultados apontam que com poucas

iteracdes um controlador razodvel é obtido, tal que as especificacdes de robustez sao satisfeitas.



Abstract

This thesis deals with the analysis of a relay based frequency response esti;na,tor and its appli-
cations to process identification and PID controllers tuning. The identification experiment is based
on obtaining a limit cycle at the frequency where the magnitude of the evaluated transfer function
is equal to a parameter value, named r. Initially, a time domain analysis of relay feedback systems
based on Poincaré maps is presented, and necessary and sufficient conditions for the existence and
stability of symmetrical unimodal limit cycles are obtained. The results are applied to the relay
feedback experiment, in order to obtain closed form expressions for evaluating the existence and
stability of symmetrical unimodal limit cycles. It is shown by simulation examples that the ex-
periment can produce a great variety of phenomena for different settings of the parameter r. For
instance, varying the parameter 7, even in its safe range, the system can undergo from a stable limit
cycle to chaotic behavior.

A new procedure for the estimation of a first order plus dead-time model using relay tests is
presented in the sequel. Based on the time domain analysis of relay feedback systems with time
delay, exact expressions for the limit cycle, which relates the dead-time and time constant .inﬁ such
models are obtained. The advantage of the procedure is that the model fits better in the frequency
range where the process phase angle is between —90° and —180°, in the case of unmodelled dynamics.
‘The results are then used for PI and PID popular tuning techniques, in order to evaluate the quality
of the obtained models.

Finally, the relay experiments are applied to iterative PID controllers tuning based on gain and
phase margins specifications. Relay experiments are used to evaluate the stability margins in each
step, and the operation is performed in closed loop, without removing the controller. Another
advantage of this procedure is the fact that the process frequency response need not be known for
the design steps. With some assumptions on the process frequency response characteristics, it is
shown that the closed loop remains stable for each controller calculated during the iterations. If no
assumptions are made on the process model, a new relay based experiment is presented to detect
closed loop instability behavior before modifving the controller parameters. A simulation example
is used to illustrate the procedure, and evaluate its properties. The procedure is then applied
to tune a PI controller in Nitrate control of a simulated activated sludge treatment plant, a PI
controller tuning in a vanadium-dioxide thin film characterization experiment, and a PID controller
in temperature control of a heat exchanger laboratory scale process. The results point out that
with a few iterations a reasonable controller is obtained, such that the robustness specifications are

achieved.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivo do Trabalho

O relé, considerado neste trabalho, é uma n#o-linearidade estatica com relagfo entrada-saida defi-
nida pelo grafico mostrado na fig. 1.1{a). Sua representagio em um diagrama em bloecos & indicada
na fig. 1.1(b). Na 4rea de sistemas de controle, a utilizagdo do relé para obtencdo de uma estima-
tiva do ponto critico! de um processo é denominada método do relé. O método foi introduzido em
Astrém e Hagglund 1984, e tem sido comumente usado como ferramenta de estimagio para projeto
de controladores. Na forma original, estimativas da margem de ganho® e da freqiiéncia critica® de

um processo sao extraidas sob condigdes de operacio bem definidas.

A
-
d
w(t) () ¥(®)
E— i —>
———
(&) Grafico da relagio entrada- {b) Representacdo em bloco.

sajda.

Figura 1.1: Nao linearidade estatica do tipo relé.

O método do relé teve papel fundamental no desenvolvimento de equipamentos de controle
autoconfiguraveis. Sua principal aplicagdo se encontra na sintonia automética de controladores do
tipo proporcional-integral-derivativo (PID), e na inicializagdo de controladores adaptativos. Tal

caracteristica se torna essencial na manutencdo ou instalagio de um processo industrial complexo,

1Ponte da resposta em fregiiéncia do processo correspondente a um aAngulo de fase de —180°.
2Ver definicdo na pag. 81.
Freqiiéncia correspondente ao ponto critico.
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onde centenas de controladores deste tipo so empregados. Pesquisas mostram que, em mails de
90% dos lagos de controle na indastria, sdo utilizados controladores PID, e a grande maioria utiliza
apenas as partes proporcional e integral (PI) [Astrém e Hagglund 1995, Yu 1999]. Apesar do
constante avanco da tecnologia e do conhecimento cientifico na area de controle, o atual panorama
ainda aponta um futuro de longevidade para tais equipamentos (ver Astrom e Héagglund 2001).
Tal fato pode ser constatado pelo volume de pesquisa cientifica dedicada ao assunto. De fato, a
sintonia do controlador é tema principal em centenas de artigos, varias dissertacbes de mestrado
e teses de doutorado, e alguns livros, como Astrém e Hagglund 1995, Yu 1999 e Tan et al. 1999,
Na grande maioria destas publicagdes, percebe-se a integragio do dispositivo com um experimento
para auto-sintonia geralmente baseado na utilizaggo do relé, dai a importancia do método (ver,
por exemplo, Voda e Landan 1995, Astrém e Hagglund 1984, Dumont, Martin-Sanchez e Zervos
1989, Gawthrop e Nomikos 1990, Higglund e Tengvall 1995, Hang e Sin 1991, Hang, Astrém e Ho
1993, Leva, Maffezzoni e Scattolini 1994, Leva 1994, Li, Eskinat e Luyben 1991, Schei 1992).

Apbs a concepcdo inicial do método do relé para sintonia automadtica de controladores PID,
baseada na estimacao do ponto critico do processo [Astr&im e Higglund 1984}, inimeras modificacdes
foram sugeridas no sentido de aprimorar o procedimento de estimagéo. Neste sentido, seguiram-se
varias tendéncias, dentre as quais destacam-se a melhoria da precisio do método, a estimacio de
miltiplos pontos da resposta em freqliéncia, e a operagio na malha externa de controle. Percebeu-
se entdo no relé uma ferramenta confidvel e robusta, com enorme potencial para realizacio de
experimentos praticos em processos industriais.

Recentemente, certa atencdo tem sido voltada para o estudo das solugbes de um sistema linear
com realimentagdo por relé. Resultados sobre existéncia de oscilagbes do tipo ciclo limite foram
obtidos, bem como estabilidade e unicidade de tais solugbes. Além disso, foram observados dife-
rentes tipos de comportamento das solucbes de tais sistemas nio lineares, como modos deslizantes,
chaveamentos rapidos e solugdes cadticas.

Em Arruda 2000, apresentou-se uma estrutura de realimentacdo com relé para estimacéo de
diferentes pontos da resposta em freqiiéncia, além do ponto critico como no método original. O
experimento apresentado naquele trabalho permite estimar a freqiiéncia na qual a magnitude de
uma funcio de transferéncia possui um determinado valor. Aplicacées do método na estimacgido
de pontos da Fun¢io de Malha e da Funcao de Sensibilidade de um sistema de controle foram
realizadas com sucesso, e a informagfo obtida foi usada na sintonia de controladores PID pelo
método dtimo-simétrico.

Em linhas gerais, pretende-se neste trabalho:

e Revisar o experimento de identificacao introduzido em Arruda 2000, apresentando novos re-

sultados acerca da estabilidade da estrutura e amplitude dos sinais durante o experimento;

e investigar o comportamento das solugoes apresentadas pelo experimento, obtendo equagbes

que informem a existéncia e estabilidade de ciclos limite simétricos unimodais;
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s apresentar aplicagbes praticas do experimento e do método do relé na estimagdo de resposta
em freqiiéncia e estimacgdo de modelos simples de processos;

e apresentar aplica¢tes do experimento na sintonia de controladores PID.

1.2 Revisao Bibliografica

A utilizacdo do relé na sintonia automatica de controladores PID teve inicio com o trabalho de
Astrém e Hagglund 1984. Para sintonizar o controlador, a a¢io de controle era substituida pelo relé
(controle LIGA-DESLIGA), conforme ilustrado na fig. 1.2. Nesta configuragao, para a maioria dos
processos industriais, um ciclo limite se desenvolve na sajda do processo. Usando um argumento
de funcdes descritivas, mostra-se que a oscilagdo ocorre aproximadamente na freqiiéncia critica,
com amplitude inversamente proporcional & margem de ganho do processo, no ponto de operacio
escolhido. A partir desta informacdo, os parametros do controlador eram calculados segundo um
método denominado Ziegler-Nichols modificado, que é baseado no método da resposta em freqiiéncia
de Ziegler ¢ Nichols 1942, de modo que o ponto critico da Funcgdo de Malha? obtida é deslocado

para uma posigao escolhida no plano complexo.

Cohirolador

v,

Y

—%‘F Processo
_ —I— 3

Figura 1.2: Método do relé.

A grande vantagem deste procedimento é a simplicidade na auto-sintonia do controlador. Além
disso, escolhendo-se apropriadamente o valor da amplitude do relé, era possivel executar a auto-
sintonia sem afetar significativamente a variavel de saida do processo. A grande desvantagem do
método estava no erro da estimagdo do ponto critico, devido & hipétese de se assumir apenas o
efeito do primeire harménico dos sinais, na analise do método das fungdes descritivas [Khalil 1996].
Em alguns casos, podia-se chegar a cerca de 20% de erro na estimacdo (ver estudo em Li, Eskinat e
Luyben 1991). Além disso, a informacao de apenas um ponto da resposta em freqiiéneia do processo
nio era suficiente, em certos casos, para um projeto adequado do controlador [:?&stri:}m e Hagglund
1995, Leva 1993]. Neste sentido, modificagbes do método do relé tém sido sugeridas ao longo dos
altimos anos, e, com isso, novas aplica¢des sdo cada vez mais freqiientes. Varias extensoes tém sido
propostas em relacdo ao método original, e as principais tendéncias encontradas sdo apresentadas

em seguida.

4Ver definicdo na pag. 11.
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Estimacao de diferentes pontos

Uma das tendéncias em relagio ao método original é a procura de estruturas que permitam a
obtencao de ciclos limites em outros pontos, além do ponto critico. Por exemplo, a adicdo de um
integrador no caminho direto do sistema apresentado na fig. 1.2 leva o sistema a um ciclo limite no
ponto em que a fase do processo é aproximadamente —90° (ver em Astrém e Hagglund 1995). Se
o relé é posicionado na malha externa de um sistema de controle ¢ um ciclo limite se desenvolve,
a freqliéncia de oscilacdo é aproximadamente a freqiiéncia critica da Funcido de Malha [z?\strém e
Higglund 1995]. De maneira similar, adicionando-se a este altimo um integrador na safda ou entrada
do relé, mostra-se que o sistema oscila em uma freqiiéncia localizada entre a freqiiéncia critica e a
freqliéncia do ganho unitario da Funcdo de Malha [Schei 1992]. Em Schei 1994, é apresentada uma
outra estrutura que leva o sistema em malha fechada a oscilar na freqiiéncia em que ¢ ganho da
Funcao de Matha é unitdrio. Em Arruda 2000, é apresentada uma generalizagio desta estrutura,
tal que um ciclo limite & obtido na fregiiéncia em que a magnitude de uma determinada funcdo de
transferéncia é aproximadamente igual a um pardmetro especificado. Variando-se este pardmetro,
¢ possivel obter estimativas da resposta em freqiiéncia da funcio de transferéncia em diferentes
pontos. O resultado é aplicado na estimacio de pontos de fregliéncia de funcdes de transferéncia
importantes em um sistema de controle, como a Funcdo de Malha e a Func¢io de Sensibilidade.
Seguindo esta filosofia, em Tan et al. 1999 sdo introduzidos experimentos com relé que permitem
obter um ponto da resposta em freqgiiéncia do processo que possui angulo de fase arbitrario. O
método envolve o ajuste iterativo de uma fungio de mapeamento aplicada no sinal de saida do relé,

até que a oscilacdo ocorra na fase especificada, o que aumenta o tempo total de identificacio.

Estimacao de Miltiplos Pontos

Como a informagio de um tnico ponto pode néo ser suficiente para o projeto adequado do controla-
dor, tem-se buscado obter mais informacao a partir de um tinico experimento. Em Wang, Hang ¢ Bi
1999, a transformada discreta de Fourier é aplicada no transitério inicial do experimento com relé,
de modo a obter uma estimativa de M pontos da resposta em freqliéncia, espacados segundo inter-
valos de fregiiéncia escolhidos a partir da freqiiéncia critica (w, = (M — 1) Aw). Tal procedimento
requer, no entanto, baixos niveis de relagao sinal-ruido para apresentar resultados satisfatorios nas
componentes de fregiiéncia mais elevadas. Um procedimento alternativo & apresentado em Wang,
Desarmo e Cluett 1999, baseado no modelo do filtro de amostragem em freqiiéncia (filter sampling
frequency (FSF) model). O experimento é realizado alternando a realimentagéo com o relé com uma
realimentagdo com o relé e um integrador. Tal procedimento leva a um sinal com bom conteido
harmoénico na faixa de freqiiéncias em que a fase do processo varia de —90° a —180°, que é uma

faixa importante para estimacio e controle.
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Melhoria da precisio

Tentativas de obter estimativas mais precisas do ganho critico do processo utilizando realimentago
por relé sdo encontradas em varias referéncias [Leva 1994, Sung, Lee e Lee 1995, Sung, Lee e Lee
1998, Sung, Park e Lee 1995, Tan et al. 1999, Yu 1999, Friman e Waller 1995]. Uma solucdo para
o problema de utilizacdo do relé na presenca de perturbagdes de carga é apresentada em Hang,
Astrém e Ho 1993. O relé é sistematicamente polarizado, até que a oscilagdo obtida seja simétrica.
O método & valido para o caso particular de pequenas perturbagbes em degrau. Em Tan et al. 1999,
a rejeigao a perturbagdes de carga & demonstrada para a realimentagio com relé na malha externa
de controle. Em Friman e Waller 1995, o relé é substituido por uma nio-linearidade estatica de dois
pardmetros (curva de saturacio). A inclinacio é sistematicamente atualizada até que uma oscilagio
senoidal & obtida. Note que o procedimento é essencialmente o mesmo do método da resposta em
freqiiéncia de Ziegiér e Nichols 1942, com a vantagem de evitar sinais ilimitados, devido & presenca
da saturacao. Uma outra forma de reduzir o erro cometido pela aproximagao do método da fungao
descritiva é reduzir o efeito dos harménicos superiores mudando a forma de onda na saida do relé.
Em Sung, Park e Lee 1995, a safda do relé é dividida em dois niveis para cada semiciclo, de modo
que o efeito de harmonicos de ordem superior é reduzido, e a estimativa do ponto critico é mais

precisa.

Outras Tendéncias

Existem ainda varios outros usos do relé na extracao de informacdo sobre um processo ou fungio de
transferéncia. Aplicages do método do relé para o caso de sistemas MIMO (multiple-input multiple-
output) sao encontradas em Wang et al. 1997, Palmor, Halevi e Krasney 1995,Yu 1999. Varios outros
artigos tratam da utilizacio de relés com assimetria, para obter informacio também sobre o ganho
direto do sistema |[Yu 1999, Sung, Lee e Lee 1995, Park, Sung e Lee 1997, Shen, Wu e Yu 1996].
Com esta informagao adicional, é possivel obter modelos de primeira e segunda ordem com atraso,
comn apenas um experimento. Sistemas de aquecimento ou resfriamento apresentam geralmente um
comportamento assimétrico, isto €, podem apresentar modelos diferentes, dependendo da direcdo
- ou derivada - do sinal de controle, Em Héigglund e Tengvall 1995, o método do relé é utilizado
. para obtencao de dois modelos de ordem reduzida, que levam a dois conjuntos de pardmetros do

controlador, usados de acordo com uma técnica de escalonamento de ganho.

Aplicagoes do método

O método do relé ¢ amplamente utilizado em técnicas de sintonia automatica [Voda e Landau
1995, Astrém e Higglund 1984, Dumont, Martin-Sanchez e Zervos 1989, Gawthrop e Nomikos 1990,
Higglund e Tengvall 1995, Hang e Sin 1991, Hang, Astrém e Ho 1993, Leva, Maffezzoni e Scattolini
1994, Leva 1994., Li, Eskinat e Luyben 1991,Schei 1992]. No artigo onde foi introduzido, a estimativa
do ponto critico é usada no projeto de controladores PID pelo método denominado Ziegler-Nichols

modificado [Astrom e Hagglund 1984]. Também se encontram, no entanto, diversas aplicagGes do
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método para outros tipos de controladores, por exemplo, em Hang, Wang e Cao, Palmor ¢ Blau
1994. Em Lundh 1991, Lundh e Astrém 1994, o método do relé & utilizado na inicializacio de um
controlador adaptativo. Em outro ramo de aplicagdes, o relé é largamente utilizado na obtencio de
modelos para processos [Li, Eskinat e Luyben 1991, Chang, Shen e Yu 1992, Luyben 1987, Atherton
e Majhi 1998]. Em Lee e Kim 2001, o método do relé é utilizado para obtencio de um modelo para
a dindmica de absor¢ao em materiais porosos de duas camadas. Também se encontram aplicagdes
do relé¢ na modelagem do atrito viscoso e de Coulomb [Besangon-Voda ¢ Drazdil 1997, Besancon-
Voda e Blaha 2002, Tan et al. 2001}, e na sintonia de controladores para sistemas de aquecimento,
ventilacdo e ar condicionado (HVAC - Heating, Ventilating and Air-Conditioning systems) |{Bi et al.
2000]. Recentemente, tem-se buscado identificar parametros de modelos simples usando informacdes
sem .aproximagfies da condicao de oscilacio do ciclo limite. Em Kaya e Atherton 2001a e Kaya e
Atherton 2001b, o método A-locus é usado para determinar modelos de primeira e segunda ordem
com atraso, estaveis ou instdveis. O método A-locus fornece resultados sem aproximacdes para a
freqliéncia e amplitude do ciclo limite, baseado em uma fung¢éo complexa no dominio do tempo e
da fregiiéncia. Em Atherton e Majhi 1998 e Wang, Hang e Zou 1997, expressbes sem aproximagoes
s&o obtidas a partir da resposta temporal de modelos de primeira e segunda ordem com atraso. A
vantagem destes procedimentos é que, se 0 processo possui a mesma estrutura do modelo, o modelo

obtido é igual ao processo, assumindo que nao ha erros nas medigdes.

Analise nao linear

O estudo de sistemas lineares com realimentagao por relé serve como base para analise.de uma
classe mais geral de sistemas nao lineares, denominada sistemas lineares por partes {piecewise linear
systems/. Tais sistemas sao caracterizados por um niimero finito de modelos lineares, juntamente
com um conjunto de regras para alternar entre os modelos, o qﬁe causa um particionamento do
espaco de estados em regides separadas. Cada particdo é descrita entdo por equagdes diferenciais
lineares. Sistemas lineares com realimentagao por relé constituent um caso particular dos sistemas
lineares por partes, onde sfo apresentados dois modelos lineares, e o espago de estados é dividido
portanto em duas regides.

Um problema fundamental em sistemas linéares_ com relé é a existéncia de ciclos limite simé-
tricos unimodais®. Tais solugdes sdo interessantes para utilizacdo da realimentacio para fins de
identificacdo. Expressbes sem aproximacdes para o calculo de ciclos limite simétricos e unimodais
sao apresentadas em Bliman e Krasnosel'skii 1997, Astrom 1995, Tsypkin 1984, Holmberg 1991. Em
Varigonda e Georgiou 2001, generaliza-se a expressdo para o caso de assimetria no ciclo limite.
Condicdes suficientes para unicidade de ciclos limite simétricos e unimodais sdo apresentadas cm
Lootsma, Shaft e Camlibel 1999. Em Lin e Wang 2002, a condigao de suficiéncia é relaxada usando
resultados da teoria de matrizes, de modo a tornar o resultado mais abrangente.

A estabilidade de ciclos limite em um sistema nao linear pode ser avaliada usando mapas de

5Ver definigdo na pag. 32.
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Poincaré [Khalil 1996]. A constru¢do de tais mapas depende do conhecimento da solugio da equacio
diferencial do sistema, que dificilmente é encontrada na forma anpalitica. No entanto, para o caso
de sistemas lineares por partes, & possivel obter 0 mapa definindo adequadamente a superficie de
chaveamento, de modo que o comportamento da solugdo é essencialmente linear nas regides do
espago dividido pela superficie escolhida. Deste modo, o Jacobiano do mapa indicara a estabilidade
local do ciclo limite. Tal resultado é introduzido em Astrom 1995, e em Varigonda e Georgiou
2000 é apresentada uma metodologia para determinacdo da estabilidade global de ciclos limite
simétricos e unimodais para o caso de relés com histerese. Este tltimo baseia-se na existéneia de
uma matriz positiva definida que define um conjunto compacto invariante, sobre o qual o mapa de
Poincaré é contrativo. A busca da matriz é simples para sistemas de duas dimensdes, no entanto,
para sistemas de ordem elevada, uma otimiza¢io numérica & utilizada. Em Gongalves, Megretski
e Dahleh 2001, mostra-se que uma condigio suficiente para estabilidade global do ciclo limite é a
existéncia de fungdes de Lyapunov quadraticas globalmente na superficie de chaveamento. A busca
de tais fungodes é feita resolvendo-se um conjunso de desigualdades matriciais lineares (Linear Matriz
Inequalities - LMT). Um problema relacionado & estabilidade em sistemas com realimentaciio por
relé ¢ a garantia de sinais limitados em amplitude. Em Hsu 1990, sdo apresentadas condigbes para
tal garantia, mesmo com a existéncia de um integrador no lago de realimentacéo.

Além de ciclos limite simétricos unimodais, sisternas com realimentagio por relé podem apre-
sentar uma diversidade de comportamentos. Para o caso de relés com histerese, para que a solucgéo
“atravesse” a superficie de chaveamento é necessario que a derivada do sinal de saida do sistema

“linear seja ndo nula no instante da intersecgdo. Quando esta condigdo ndo é satisfeita para umn certo
intervalo de tempo, a solugdo pode “deslizar” ac longo da superficie. Tal fendmeno é denominado
modo deslizante (sliding mode, [Khalil 1996, Johansson 1997]). Para tais solug@es, idealiza-se a
existéncia de infinitos chaveamentos, o que na pratica ¢ limitado pelas imperfeictes do relé (tempo
de atuagdo, atrasos, etc.). Modos deslizantes em sistemas com relé sdo estudados em Johansson
1997, Bernardo, Johansson e Vasca 1999, Bernhardsson, Johansson e Malmborg 1999. Quando existe
mais de uma seqdo de deslizamento em um mesmo semiperiodo, denomina-se o fenémeno por multi-
deslizamento, que é estudado em Bernardo, Johansson e Vasca 1999. Orbitas com modos deslizantes
existem apenas quando o sistema linear possui grau relative® unitario. Se o grau relativo do sistema
linear & superior a um, pode haver érbitas com chaveamentos rapidos. O nimero de chaveamentos
é limitado, de modo que a solugido ndo caminha sobre a superficie, mas a atravessa varias vezes
durante um intervalo limitado de tempo. Em Johansson 1997, Johansson, Rantzer e Astrém 1999,
foram apresentadas condicdes necessdrias ¢ suficientes para existéncia de tais chaveamentos. O
resultado apresentado pode ser visto como uma generalizacio da existéncia de modos deslizantes
de primeira ordem apresentada em Tsvpkin 1984.

Finalmente, foi observada a existéncia de solucdes cadticas em alguns sistemas de realimentagao

com relé [Holmberg 1991]. A an4lise de tais resultados ainda é escassa para tais tipos de sistema,

#Diferenca entre os graus do denominador e do numerador de uma fungio de transferéncia.
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e poucos resultados sdo conhecidos até o momento [Sugiki, Hatakeyama e Furuta 1999]. Recente-
mente, em Moreno, Peres e Bonatti 2000 e Moreno, Peres e Bonatti 2002, sdo apresentadas analises
para sistemas de primeira, segunda e terceira ordem em realimentagao com um relé com histerese,

que apresentam solugdes cabticas sob certas condicbes.

1.3 Organizacao do Texto

Este trabalho pode ser dividido em duas partes. Na primeira parte, composta dos capitulos 2 e 3, &
feita uma analise no dominio do tempo de sistemas com realimentacao por relé e do experimento de
identificacdo apresentado em Arruda 2000, e na segunda parte sdo discutidas aplicagtes do método
na identificacdo de sistemas simples e na sintonia de controladores PID, nos-ca,pituios 4, 6ed.

O experimento de identificacio baseado no relé & introduzido no capitulo 2, e novos resuttados
sobre amplitude dos sinais e testes de estabilidade sdo apresentados ao longo do texto. Os expe-
rimentos para estimac¢do da Funcao de Malha e da Funcfo de Sensibilidade sdo apresentados no
final do capitulo, onde sfio discutidas a estabilidade da estrutura, a amplitude do relé e a melhoria
da estimativa para cada estrutura. No capitulo 3, € apresentada a analise sobre a existéncia e
estabilidade de ciclos limite simétricos ¢ unimodais para sistemas lineares com realimentagdo por
relé baseada em mapas de Poincaré. Uma extensdo para o caso de sistemas lineares com atraso de
transporte também é proposta no capitulo. Os resultados obtidos para o caso de sistemas lineares
sem atraso de transporte sdo entdo aplicados & estrutura do experimento de identificacdo introdu-
zido nd capitulo 2. Sdo obtidas entdo expressdes que permitem avaliar a existéncia e estabilidade
de ciclos limite simétricos e unimodais no experimento de identificacdo. Exemplos de sirulagio séo
apresentados no final do capitulo, para avaliagio do comportamento do experimerito em diferentes
situacoes. ‘

No capitulo 4, é apresentada uma técnica para obtenc¢do de um modelo de primeira ordem com
atraso, a partir de medi¢es da entrada e saida do processo para o método do relé e o método do
relé com integrador. O procedimento é baseado em resultados sobre existéncia de ciclos limite em
sistemas com relé, de modo que a modelagem é livre de erros se o processo pertence & classe de
modelos considerada, e se nao existe erro de medi¢do (ruide). Exemplos de simulagio s&o usados
para ilustrar as propriedades do procedimento na presenca de dindmica ndo modelada e ruido,
no final do capitulo. Os resultados obtidos neste capitulo sdo entao utilizados no capitulo 5, no
projeto de controladores PI e PID usando técnicas populares de sintonia. Sao utilizadas as técnicas
baseadas no método de Ziegler-Nichols da resposta em freqiiéncia, no principio do modelo interno
{IMC) e no 6timo-simétrico. Para esta dltima técnica, um novo enfoque na defini¢do do parametro
do projeto permite a utilizacdo do modelo de primeira ordem com atraso de transporte. O objetivo
& avaliar a qualidade do modelo obtido, quando usado para projetar o controlador, levando-se em
conta a dinamica nio modelada existente, ou o erro de estimacgio devido ao ruido de medicao.

No capitulo 6, apresenta-se uma nova metodologia de sintonia iterativa de controladores PID

baseada em especificacdes de margens de ganho e de fase. A partir de tais especificagses, as equagGes
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de projeto sdo resolvidas iterativamente, usando experimentos com relé para estimacfo de pontos
de freqiiéncia correspondentes as margens de ganho e de fase. As vantagens do experimento sio
a nao necessidade de conhecer a resposta em fregiiéncia do processo, e a operagio do sistema sem
remover o controlador durante o processo de sintonia, de modo a nio perturbar significativamente a
variadvel do processo. Aplicagdes da metodologia sdo apresentadas no final do capitulo. Um exemplo
de simulag8o é usado para examinar as propriedades da metodologia. Em seguida, apresentam-se
resultados para a sintonia de controladores PI e PID para controle de temperatura em um trocador
de calor em escala de laboratério e em um experimento de caracterizagdo de camadas finas de filmes
de Oxido de Vanadio (VO,), e controle de Nitrato em um processo simulado de lodo ativado para
tratamento de aguas residuérias.

Finalmente, no capitulo 7 sao discutidas as contribui¢des deste trabalho, bem como as conside-

rages finais propostas para pesquisas futuras.



Capitulo 2

Experimentos de Identificacao com o Relé

2.1 Introducao

O método do relé introduzido em Astrém e Hégglund 1984 é normalmente utilizado para obter
uma estimativa do ponto critico de um processo. A informagdo obtida a partir do experimento
é normalmente usada na sintonia de controladores PID baseada no método de Ziegler Nichols da
resposta em freqiiéncia [Ziegler e Nichols 1942], ou variagbes do mesmo, conforme apresentado em
Astrom e Higglund 1995. A teoria para a analise de um processo com realimentagio por relé é
baseada no método das funcgoes descritivas, o que contribuiu para tornar o procedimento largamente
aceito na indistria, para sintonia de controladores industriais. Existem varias modificagoes do ex-
perimento original, o que resulta em uma enorme variedade de técnicas para estimacgio da funcio de
transferéncia de um processo usando o relé. As principais tendéncias encontradas nas modificagoes
do experimento original sdo a melhoria da precisio da estimativa, a estimacdo de varios pontos da
resposta em freqiiéncia do processo e o uso do relé na malha externa do sistema de controle.

Um problema que surge em aplicacdes praticas é estimar a freqliéncia em que uma dada fungao
de transferéncia possui uma determinada fase ou magnitude. A utilizac¢do de um relé para estimacao
apresenta algumas vantagens praticas, como a automatiza¢io do experimento. O método do relé,
por exemplo, permite obter a margem de ganho medindo a amplitude da oscilagido na freqiiéncia
em que a funcdo de transferéncia possui um atraso de fase de aproximadamente —180°. A estrutura
apresentada em Schel 1994 permite determinar a margem de fase medindo o atraso de fase na
freqiiéncia em que a funcio de transferéncia possui ganho unitario. Este tltimo caso pode ser

“estendido para a estimacao de diversas freqiiéncias em magnitudes diferentes da seguinte maneira:

Dada uma funcio de transferéncia de interesse, H (s), encontrar a freqiiéncia em

que a magnitude de H (jw) possui um determinado valor de ganho, 7.

Observagio 2.1 Note-se que a resposta em fregiéncia de H (jw) pode ser estimada em diversos

pontos variando o valor de 7.

Este problema foi resolvido em Arruda 2000, usando uma estrutura de realimentagio com relé, tal

que um ciclo limite se desenvolve na freqiiéncia em que a magnitude de H (jw) é aproximadamente

10
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igual a 7. Novos resultados sobre amplitudes de sinais e estabilidade do experimento foram obtidos
recentemente, e serfo introduzidos neste capitulo.

E apresentada inicialmente uma revisio de duas estruturas de identificacio com relé, e, em
seguida, a estrutura mais geral, que resolve o problema anterior [Arruda 2000|. A estabilidade da
estrutura apresentada é entdo discutida, seguida de técnicas para melhoria da precisio do método.
Por fim, a estrutura é aplicada na estimac@o da fung@o de transferéncia do processo, da Funcdo de
Malha e da Funcao de Sensibilidade.

2.2 Notacao

Considere o sistema em malha fechada mostrado na Figura 2.1. A funcao de transferéncia do

processe & dada por G(s), e C (s) & a fungdo de transferéncia do controlador.

yr+e Y
Cr—aG

Figura 2.1: Sistema em malha fechada.

A funcio de transferéncia em malha fechada do sinal de referéncia y, (¢) para o sinal de safda
y (t) & dada por

Y (s C(s)G (s
Tle) = Y(()) = Hé)@)é)@ ',
Pars, esta configuracio, T {s) também é conhecida como a Fungdo de Sensibilidade Complemen-
tar, e L(s) = C{s)G (s) & a Funcdo de Malha. A funcio de transferéncia do sinal de referéncia
para o erro,

(2.1)

E(s) 1
Y.(s) 1+G(s)C(s)’

S(s) = (2.2)

& a Fungdo de Sensibilidade.

2.3 Estruturas Basicas de Realimentacao

Considere uma funcio de transferéncia estével, F (s). As duas estruturas de realimentagio com relé
apresentadas nas Figuras 2.2 e 2.3 sdo comumente utilizadas para estimacado. No primeiro caso,
mostra-se pelo método das funcdes descritivas |Astrom e Higglund 1995] que o ciclo limite obtido
pela realimentacio ocorre na fregiiéncia em que a fase de F (jw) & aproximadamente —180°, ou
seja, a freqiiéncia critica. No segundo caso, a adi¢@io de um integrador no caminho de realimentacéo
implica que a oscilagao ocarre agora na freqiiéncia em que a fase de F (jw) & aproxidamente —90°,

Estes resultados sdo apresentados nas proposicdes seguintes,
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Proposicao 2.2 Considere o sistema em malha fechada com relé mosirado na Figura 2.2, onde
F(s) € uma fungio de transferéncia que representa wm sistema linear, estdvel e invariante no
tempo, K = 1/F (0), a amplitude do relé pode assumir um dentre dois valores =d ey, € um valor
de referéncia constante. Enitao, se um ciclo limite de amplitude “o” desenvolve-se na saida do

sistema, y, (t), a oscilag@o ocorre em torno de y, na fregiéncia w, tal que
LF (jwe) = —180°.

Além disso, uma realimentacdo de F (s) por wm ganho proporcional k € estdvel para

1

O h = T Geal

Demonstracao. A funcio descritiva do relé de amplitude +d é dada por [As.trfjm e Higglund

1995]
_4a

Na .
(a) wa
Subtraindo os sinais ¥ ¢ y, de y., e como K = 1/F (0), o novo ponto de operacdo & em torno de
zero. A equacdo de balango de harménicos de primeira ordem leva & condi¢éo de oscilacao

N (a) F{jw) = -1,

que implica em
1 ma

N(@) ~4d°

Portanto, a oscilagao ocorre na freqiiéncia w = w, onde

F (ju) ~ -

LF (jw,) = —180°.

Além disso, o ciclo limite se desenvolve em torno do valor de referéncia y,. O restante da proposicao

segue do critério de estabilidade de Nyquist. w

h 4

K

v 13 _r ++' E(s)

Figura 2.2: Sistema linear realimentado por relé.

Conforme mencionado anteriormente, o procedimento é conhecido por método do relé. Umna
pequena modificacio deste procedimento, que serd usada na solugao do problema proposto, & apre-

sentada em seguida, e 0 experimento obtido é aqui denominado método do relé com integrador.
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Proposigao 2.3 Considere o sistema em malha fechada com relé mostrade na Figura 2.3, onde
F(s) € uma fungdo de transferéncia que representa um sistema linear, estdvel e invariante no
tempo, K = 1/F (0), a amplitude do relé pode assumir um dentre dois valores +d e ¥ é um valor
de referéncia constante. Entao, se um ciclo limite de amplitude “a” desenvolve-se na saida do

sistema, Yo (t), @ oscilagdo ocorre em torno de y. na fregiéncia wy tal que
LF (jwe) = ~90° .

Demonstragao. A anilise é semelhante ao caso anterior, com a condi¢do de oscilacio modifi-

cada para .
-ﬁ;N (@) F (jw) = ~1
o que implica em . ‘
. Juw juna
F A — = - .
Gl = =) 1d

Portanto, a oscilagiio ocorre na freqiiéncia w = w; onde

LF (jwe) = —90°.

~

y: - 1 + yi Yo
A < » [ > F(s)

Figura 2.3: Sistema linear realimentado por relé com integrador.

A introducdo do integrador permitiu a estimacBo de outro ponto da resposta em freqiiéncia
de F (jw). De fato, a introdugdo de diferentes fungdes de transferéncia (ao invés do integrador)
na primeira estrutura de realimentacio (fig. 2.2) permitiria a estimacao de pontos da resposta em
freqiiéncia para os quais F (jw) possui diferentes ganhos e/ou fases. A limitagdo de tal procedimento
& a necessidade de se conhecer exatamente qual funcao de transferéncia utilizar, ou tentar chegar &

func¢éo de transferéncia desejada em uma maneira iterativa.

2.4 Solucao Geral

Uma solucio geral para o problema proposto na introdugio deste capitulo pode ser obtida com
a estrutura de realimentagdo da fig. 2.3, se a fungdo de transferéncia F (s) possui uma forma

particular. Este fato &€ mostrado na proposi¢io seguinte.
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Proposicao 2.4 Considere o sistema em malha fechada mostrade na fig. 2.3. Assuma gue, para

uma funcao de transferéncia estdvel H (8) e um pardmetro real positive r, o funcao de transferéncio
F{s) definida por '

H{s)—r
Hi{s)+r’

¢ estdvel. FEntdo, se um ciclo limite desenvolve-se no sistema em malha fechada, a oscilagdo ocorre

Fs)= (2.3)

na freqiiéncia w, tal que
|H (jwo)| = r .

Demonstragao. Se um ciclo limite estd presente no sistema em malha fechada, entao, de

acordo com a proposigio 2.3, LZF (jw,, r) = —~80° na freqiiéncia de oscilagio. Portanto

. H (jwo) =T
Fljw,, r) = ——— = ~wj , 2.4
(o) = sy = (2.4
para algum nimero real w > 0. Reescrevendo esta expressdo, obtém-se
1 —awj
H(jw,) = -
(Jws) T
para a qual
|H (jwo)l = 7
[
e
i
u 1y ¢
1
H(s) >
;
i
|
I
|
F(s)

Figura 2.4: Método do relé para estimacao da resposta em freqiéncia.

A estrutura com F (s) dada pela Eq. (2.3) é denominada aqui de método do relé para estimagao
da resposta em fregiiéncia e € mostrada na fig. 2.4, Uma questdo que pode ser feita sobre tal
estrutura é o que acontece quando nio existe solugdo para w tal que |H (jw)| = . Tal circunstancia
serd discutida em seguida. _

Considere a fungfo de transferéncia H (jw) e sua norma Hy (norma infinita), |H (jw)| . O
procedimento de identificaciio consiste em obter a freqligncia onde |H {jw}] = r observando a
freqiiéncia do ciclo limite obtido com o experimento. Se r > ||H (jw)ll,,, entao espera-se que nio
haja ciclo limite no sistema em malha fechada, pois ndo existe w para o qual |H {jw)| seja igual a r.
Serd mostrado em seguida que, nesta situacfo, a existéncia de um ciclo limite ndo & prevista pelo

método das fungio descritivas, para a estrutura de realimenta¢do mostrada na fig. 2.4.
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Proposicao 2.5 Considere uma fungdo de transferéncia estdvel H (s) e defina F () conforme a
EBq. (2.8). Ser > |H (jw)|l,, entio, pelo método das fungdes descritivas, nao eziste ciclo limite

na realimentacdo por relé mostrada na Figura 2.4.

Demonstracdo. A partir da proposicao 2.3, a condi¢fo para oscilagdo é ZF (jw,) = —90°, o
que significa dizer que F (jw,) = —kj para algum real k¥ > 0 e 0 < w, < oo. Portanto, a curva
de Nyquist de F (jw) deve cruzar o eixo imaginario negativo na freqiiéncia w,. O objetivo da
demonstra¢io é mostrar que esta situagao néo ocorre para r > || H (jw)||_,. Escrevendo
H(jw)—r _ plw)el® —r
H(jw)+r pw)es®@ +r
jw)| e ¢ (w) = £LH (jw), tem-se que,

(&) 005 & () + jp () sin § () = 7

(w)cosg (w) + jp(w)sing (w) + 7
( (
(w

Fjw) =

3

w)cosd () — 7 +ip(w)sind(w) plw)eosd(w) + 7~ jp(w)sind ()
)com( J+r+jp(w)sing(w)  plw)cosg(w)+7 - jp(w)sing (w)
(w) cos® ¢ (w) — 1% + p? (w) sin® ¢ (w) + j [¢? (w) 2sin ¢ (W) cos & ()]
p% (whcos? ¢ (w) + 2p (w) cos @ {w) r + 12 + p? (w) sin® ¢ (w)
p* (w) =2 + j2rp (w)sin ¢ (w)
p* (w) + 2p (w) cos p{w)r + r?
A parte real de F (jw) é dada por

i

I
5
J2
plw
foa

N PP w) -1
Re £ (juw) = P2 (W) + 20 (w)cosgp (w)r + 72’

que é zero apenas se

Pl)—r=0=r=pw),
pois 7 > 0 e p(w) > 0. Logo, se 7 > sup, pl(w) = |H (jw)ll,, entdo ndo existe solugio em w,
tal que Re F' (jw) = 0, e, conseqiientemente, pelo método das fung¢des descritivas, nio se espera a
existéncia de ciclos limite. m

Note que a unica condicio imposta em F (s) até agora é sua estabilidade. Isto serd discutido

detalhadamente em seguida.

2.5 Estabilidade do Experimento e Amplitude dos Sinais

Considere F {s) dado pela Eq. (2.3) (Figura 2.4). Todos os sinais serdo limitados se F'(s) for
estavel, isto &, ndo possuir polos no semi-plano direito. Isto pode ser visto a partir do sinal de
entrada de F (s), o qual é dado por
Y (1) = %d,
que é limitado e ndo nulo para todo ¢ > 0. Portanto, se F (s} é estavel, entdo o sinal de saida é
limitade para todo £ > 0.
A estabilidade da malha fechada é analisada em seguida. Para simplificar, assume-se que H (s)

& estével.
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Proposicao 2.6 Assume que o funcgdo de transferéncie H (s) na Eq. (2.8) € estdvel. Entdo o
conjunto de nidmeros reats v para os quais F (s) € estdvel pode ser obtido diretamente do lugar de

raizes de H (s).

Demonstracao. Considere

Entéao

H(s)—’rz N(s)—rD(s)
H(s)+r N{(s)+rD(s)
N (s) = D(s)
IN(s)+D(s)’

de modo que a equacdo caracteristica de malha fechada & dada pelo lugar de raizes de H (s} com
ganho proporcional k = 1/r. =

Apesar de ser um resultado um tanto direto, esta tltima proposi¢do é de pouca utilidade na
pratica, uma vez que o objetivo & estimar a funcdo de transferéncia desconhecida H (s). Mas, sob
a hipétese de que H (s} é estavel, a utilizacio do método do relé para estimar o ganho critico de

H (s) permite obter uma faixa segura de valores de 7 para os quais F (s} é estavel.

Proposicio 2.7 Considere a funcio de transferéncia F (s) definida ne Fq. (2.3). Suponha que o
cdleulo do ponto critico de H (jw) (onde £H (jwl) = —180°) leva ao resultado

1

IH(jwf)|=§(‘;§-

Entao, se X

KH®

<

>

a fungdo de transferéncia F (s) ndo possui pdlos no semi-plane direito.

Demonstragdo. Segue da aplicacdo direta da Proposi¢do (2.2), notando-se a realimentacao
negativa de H (s) e 1/r na fig. 2.4. m

Uma observagiio importante & o fato de que a amplitude da oscilacdo na saida da funcio F (s)
depende apenas da fase de H {jw,) na freqiiéncia de oscilagdo. Tal fato é apresentado e demonstrado

em seguida.

Lema 2.8 Considere o funcdo de transferéncia F (s) definida na Eq. (2.3). A magnitude de

F (jw,), na freqiiéncia de oscilagio w, definida por |H {jw,)| = r, depende apenas da fase de

P (ool = 4 T e

H (jw) em w, e € dada por

com ¢ = LH (jw,).
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Demonstragao. A condicdo para oscilagio na freqiiéncia w, na qual a magnitude de H (jw) €
dada por r implica em

H (jwo) =1 e .
Logo, _
re?® —r  cos¢p~1+jsing
rel*+r  cos¢p+1+jsing
de modo que a magnitude de F {jw,) é dada por

F {ju,) =

, cos? ¢ — 2cos ¢ + 1 + sin?
IF(ij)I = P ¢ : 2¢
cos? ¢+ 2cosg+ 1+ sin® ¢

1—cos¢
1+cos¢

que depende apenas da fase ¢ = £ZH (jw,). ®
Note que a magnitude de F em w, tende a zero quando a fase de H (jw,) se aproxima de
multiplos de 360°, ¢ tende a infinito quando ZH (jw,) se aproxima de —180°, ou multiplos deste

angulo em relacao a 360°, i.e.,

ZH (jw,) — 2nm = |F(jw,)] — 0,
LH (jug) = (2n+ 1)1 = |F (jug)| = 0.

A magnitude de F' (jw) para diferentes freqiiéncias de oscilagio w, & mostrada na fig. 2.5. Este
resultado refor¢a o fato de que valores de r maiores do que o ganho critico de H (jw) levam a
oscilacoes em freqiiéncias onde a fase de H (jw) é superior a —180°, o que garante que a magnitude

de F nesta fregiiéncia & um valor finito.

2.6 Melhoria da Estimativa

O método das fungdes descritivas é um procedimento aproximado, baseado na solugdo da equagao
de balanco de harmoénicos de primeira ordem {Khalil 1996]. Isto implica que os harménicos de ordem
superior sao desprezados em tal analise. Se 0 método do relé & usado para estimar o ganho critico,
o erro devido ao método das fungdes descritivas é relativamente pequeno, pois o ciclo limite ocorre
em uma fregiiéncia maior do que a freqiiéncia de corte do processo [Astrom e Hagglund 1984], o que
reduz o efeito de harménicos de ordem elevada. Porém, nos casos em que o sinal de saida nao se
parece com uma forma de onda senoidal, a aproximagdo se torna pior & medida em que os demais
harménicos se tornam mais relevantes na sua formacao.

Uma maneira de contornar este problema é utilizar a transformada discreta de Fourier (DFT)
nos dados de entrada e safda obtidos com o experimento, e obter uma estimativa mais precisa do
ganho e da fase do sistema na freqiiéncia de oscilacao. Em outras palavras, o experimento & utilizado

para levar ¢ sistema a uma oscilagdo com freqiiéncia préxima a freqiiéncia onde a magnitude de
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Magnitude
)

3 0:2 I L ' 1 3 ) 1
¢} e 200 3006 400 500 600 790 a0i

Fase em graus

Figura 2.5: Magnitude de F'(jw,) em fun¢io do &ngulo de fase de H (jw, }, com {H (jw,)| = r.

H (jw) & dada por r, e a DFT é usada para calcular o valor da fungdo de transferéncia naquela
fregiiéncia.

Considere um ntmero par de amostras, N, do sinal « {¢). Defina Uy (w) como sendo

N
E u gdenTa

n=1

Uy (w) =

-

Os valores de Uy (w) para w == 27l/N, I = 1,..., N, correspondem A transformada discreta de
Fourier de u (n7}), que é abreviado aqui por u (n}, 1 < n < N, com periodo de amostragem T,. Se
u (n) é periddico, i.e., u(n) =u{n+ N,), e N =m - N,, para algum inteiro positivo m, entdo

No/2+1

" (ﬂ) _ Z A{Ejzwm/No )

l=—Noj2+1

3

com

N,
1 - :
AI, — E :Z.L (’I’L) e—_jQ:fmifNo
VN, &

& a magnitude do l-ésimo harménico do sinal discreto u{n). Além disso, se u(n) & amostrado

durante m periodos, entao

Un (w)|* =

m AR, fw=3 =021+
0, ifw—zm’-’ﬁ, n#l-m

Estes resultados sio encontrados em livros bésicos de identificagiio de sistemas, como em Ljung
1999.
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Proposicao 2.9 Suponha que y, e y;, mostrados na fig. 2.4, possuem ¢ mesmo perfodo N,. Consi-
dere as transformadas discretas Yoy (w) e Yiy (w) caleuladas com N = m - N, amoestras dos sinais

Yo (8) e y; (t), respectivamente. Entdo, a estimativa

P~ it

satisfaz:

o F(e™) ¢ definido apenas para wm nimero fizo de fregiiéncias tais que Yiy (w) 5 0, e
o nessus fregiiéncias, as estimotivas sdo ndo tendenciosas e a varidncio decai seqgundo 1/N.

Demonstragdo. Note que na fig. 2.4 o sinal na entrada de F (s), y; (t), é uma onda quadrada,
que pode ser considerada descorrelacionada com o ruido no sinal de saida de F (s), y, (£). O restante
da demonstragao segue de Ljung 1999. m

Este resultado pode ser usado para obter uma estimativa de H {jw,), na qual w, é a freqiiéncia

do primeiro harménico do sinal de saida. A partir de ' (e7¢), tem-se

1+ I (edv)

H () = X .
&) = e

(2.5)
Note-se que, neste caso, sabe-se previamente que w; é a freqiiéncia em que a magnitude de
H (jw,) é proxima de r. Note-se também que a DFT pode ser usada para estimar a magnitude e

fase de H (jw,) em freqiiéncias miltiplas de w,, além da magnitude e fase em w,.

2.7 Experimentos de Estimacao

Nesta secio, a solugao geral apresentada na se¢ao anterior serd aplicada na estimacao de processos,
bem como da Fungio de Malha e da Fungao de Sensibilidade em um sistemna de controle. Aspectos
praticos relativos & amplitude do relé, estabilidade do experimento e amplitude dos sinais serdo

discutidos.

2.7.1 Estimacao do Processo

Considere um processo em malha aberta com funcio de transferéncia G (s). O resultado apresentado
anteriormente pode ser usado diretamente na estimagfio da resposta em freqiiéncia de G{s}. A
estrutura apresentada na fig. 2.4, com H (s) substituido por G (s), & utilizada para estimar a
freqiiéncia em que & magnitude de G {jw) possui um determinado valor. A estimagdo do angulo de
fase entre os sinais de entrada e saida do processo completa a estimagio da resposta em freqiiéncia
de G (jw) na freqiiéncia de oscilag@o do ciclo limite. Variando-se o parémetro r, outros pontos da

resposta em freqiiéncia podem ser estimados.
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Note-se que um ciclo limite pode desenvolver-se, mesmo quando G (s) é de primeira ordem, o
que ndo é possivel para outras estruturas de realimentagio, a menos que histerese seja adicionada

ao relé.

A aplicacio direta da Proposicdo 2.7 implica que o experimento de estimagao sera estével se os

valores de 7 forem tais que
> ——
G 3
K

em que K° é o ganho critico do processo G (s), que pode ser estimado pelo método do relé mostrado
na fig. 2.2.

A melhoria da estimativa é obtida aplicando diretamente o$ resultados da proposi¢ao 2.9 sobre
a estrutura da fig. 2.4, conforme discutido. Uma estimativa para G (jw,) € entdo dada por (vide
Eq. (2.3))

2.7.2 Estimacao da Funcio de Malha

A estimagio da magnitude da Funciio de Malha L (s) é de grande importancia pratica para projeto
de controladores, pois existem virias técnicas baseadas na moldagem espectral da mesma. O obje-
tivo é ter.uma Funcio de Malha que possua certas propriedades, como rejeicdo a perturbagdes de
carga e margens de estabilidade descjadas [Doyle, Francis e Tannenbaum 1995]. Apesar de varias
técnicas de moldagem espectral assumirem o conhecimento da resposta em freqiiéncia do processo,
existern ainda varias outras bascadas em apenas alguns pontos de freqiiéncia para o projeto, por
exemplo, de controladores PID (ver em Astrom e Hagglund 1995).

O procedimento basico ¢ aplicado nesta se¢do na estimago da resposta em freqiiéncia da Fungéo
de Malha. Seguindo a idéia apresentada no inicio, a freqiiéncia (e a fase) em que a Fungao de Malha
possui um valor de ganho prédeterminado ¢ estimada. Deseja-se, no entanto, que o experimento

seja executado sem que a malha de controle seja aberta, e sob condigdes de operagao bem definidas.

Estrutura do Experimento
Proposicio 2.10 Considere o sistema em malha fechada mostrado na fig. 2.4. Assuma que, pora
uma malha fechada estdvel, T (s), e um ndmero real positivo, v, a fungdo de transferéncia

2 T (s)
T rT(s) () +1

Fs) ~1 (2.6)

é também estdvel. Se wm ciclo limite estd presente no sistema, a oscilagdo ocorre na freqiéncia w,

tal que
|L (jwo)} = 7.

Demonstracio. Como
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: ent&o
.
F _ 2 T'(s) 2 1+§LS(}5
S OIS R oy -1
rT(s) (55) +1 sy (1) +1
_ 2 L{s) _ 2L (s)

L () 11406 T I <L 47+ L)
2L (s) _1mL(s)-—r
L(s)+r L{s)+r"~

- Segue entdo da Prop. 2.4 com H (s) = L(s) que |L(jw,)|=~r. n

A estrutura que apresenta as propriedades da proposicio anterior é mostrada na fig. 2.6. Note
que a nova referéncia, y;, é ponderada por 1/r para que seja obtido um ganho unitario entre ¢/ e

-y, assumindo que, em geral, T (0) = 1.

Figura 2.6: Experimento com relé para estimacio da Funcao de Malha.

| Observagio 2.11 A estrutura de realimentacdo apresentada em Schei 1994 (fig. 2.7) pode ser vista
como um caso particular da Proposicdo 2.4, comr = 1, o que resulta em F{s) =2T{s)-1. O

sistema oscila na fregiiéncia w, tal que
G (jug) € (jug)] = 1.

Para comprovar este fato, observa-se que

_L{s)-1
L{s)+1’

ou seja, H (s) = L (s). Esta estrutura € estdvel por contrugdo, uma vez que a malha fechada T (s) €
estdvel por hipdtese, e consegiientemente o numerador de 1+ L (s} possui suas raizes no semi-plano

- complezo esquerdo.

- Estabilidade da Realimentacgao

O experimento de estimagio deve ser executado sob condigbes de operacdo bem definidas: deve ser
~ estavel, a saida y (t) deve ser limitada e a amplitude da oscilagdo deve permanecer dentro de limites

desejaveis.
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A 4

Figura 2.7: Realimentagdo com relé apresentada em Schei (1994).

A Proposicao 2.7 pode ser usada para se obter uma faixa para r tal que o experimento de
estimacdo na fig. 2.6 seja estavel. Neste caso, H (s) = L (s), de modo que o ganho critico de L (jw)
deve entao ser estimado. Isto significa que o método do relé deve ser executado com a Funcio de
Malha, abrindo-se a realimentagéo de controle, o que ndo é desejavel. No entanto, isto pode ser

facilmente evitado, conforme discutido em seguida.

Proposi¢do 2.12 Considere a realimentacdo mostrada na fig. 2.1 com T (s) estdvel. Erecule o
método do relé em T (s) e calcule o ganho critico associade o T (s), KT. Entdo, o ezperimento

mostrado na fig. 2.6 € estdvel se )

1+ KT’

Demonstragdo. A analise da estabilidade de F (s) na fig. 2.6 é equivalente & analise da esta-

>

bilidade do laco de realimentagdo mostrado na fig. 2.8(a). O sistema em malha fechada & estéavel
se o ganho de realimentacéo (1 —r) /r é menor do que o ganho critico de T (s), K. Entdo, para

estabilidade
1—7

<K' =r> 2.7
T ¢ 1+ K7 (27)
]
y
T(s > %ot Yem . y
®) =/ TE .
1T 1T,
T r [
(a) Relimentacfio usada para anilise de esta- (b} Relimentacio com saturagao para prote-
hilidade. ¢a0.

Figura 2.8: Estabilidade do experimento de estimaco da Fungdo de Malha.

Uma margem de seguranca adicional pode ser incluida ao sistema realimentado na fig. 2.6. Sob

as hipoteses de que T {s) é estavel e T'(0} = 1, uma nao linearidade do tipo saturagao pode ser
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incluida na malha fechada conforme mostrado na fig. 2.8(b), de modo que a saida permanece sob
limites bem definidos. Assuma que y (t) deve variar entre ¥ — Atmax © ¥ + AYmax, COM AYax

sendo a variagio desejada da saida da malha fechada. A n#o linearidade é entdo escolhida como

Yent (t) 5¢ y:— — AUYmax < Yent (t) < y; + AYmax »
Ur (t) = y:— - Aymax se Yent (t) S y; - Aymax 3 ' (28)
U + AlUmax € Yent (t) > Y+ AYmax

Uma vez que a regido de saturagdo é alcancada, o experimento deve ser cancelado, pois torna-se

sem sentido.

Anmplitude do Relé

Considere o sistema em malha fechada mostrado na fig. 2.6. O sinal y () pode ser calculado como
a soma da contribuigdo de dois termos: a entrada de referédncia ¢. e a saida do relé {com amplitude
+d}. Assuma um sinal de referéncia constante ¢ uma malha fechada estével T'(s), com T (0) = 1.
Na auséncia do relé (d = 0), a funcfio de transferéncia de y; (t) para y (¢) na fig. 2.6 é dada por
Yis) rT (s)
Yi(s) r+{1-nT(s)

(2.9)

Em regime estacionério
s

T4+1l-—r
Se ¥, = 0 e o sistema apresenta uma oscilacio na freqiiéncia w,, entdo Y7, a magnitude do

y(oo) = y; (00) = ryi (00) = . -

primeiro harmonico de y (t), é dada por

_ T (juw,)
N = AT T G

na qual ¥;, é a magnitude do primeiro harmonico do sinal de entrada y; (t). Como ¥; () é uma onda

Y, (2.10)

quadrada periédica e simétrica com amplitude d, entdo a magnitude de seu primeiro harmonico é

dada por {Astrom e Higglund 1995

v, =2
i

Usando a desigualdade triangul'ar na Eq. (2.10),

rT (Jwo)|  4d
Ir—(r = DT (wo)| = _
. ITQw) 4 r[TGwo)l  4d
o=l =0T Gweli o == T (o)
Se |T (jw,)| =1e7 > 1, entdo

Yy

Vi< —.
Vi

Este resultado pode ser usado para manter a saida entre niveis de operagio desejados. Suponha
que Ay ¢ a variagdo maxima admissivel para a saida do processo, de modo que ¥y, ~ Aypax <
y (1) < y. + AYmax. Entao,

Yi < ddr = Zl?j‘max )

—

i
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_ TDYmax 1
d= 2 - (2.11)

Ou seja, a amplitude do relé deve ser ponderada por 1 /T para manter a oscilacio na saida do

processo no mesmo nivel, para diferentes valores de 7.

Melhoria da Estimativa

A estimativa dos pontos de freqiéncia da malha fechada pode ser utilizada diretamente para obter
o valor correspondente da Fung¢do de Maltha para o sistema da fig. 2.1. Para este caso, usando a
Eq. (2.5), tem-se que )
i (&) = H () = T———-———~—1 + {F (ej_u) . (2.12)
1— F(eiw)
Em particular, quando os experimentos com relé sio realizados utilizando valores de r que levam a
oscilagbes de baixa freqiiéncia, é possivel obter estimativas razo4veis para outros harménicos, além
da fundamental. Note que a estimacdo ¢ feita com dados de entrada e saida do experimento em
malha fechada.
Uma outra vantagem em utilizar a estimativa da Eq. (2.12) & recuperar a informacéio de fase na
freqiiéncia de oscilagdo. No experimento da fig. 2.6, apenas a informagdo da magnitude da Funcéo
de Malha ¢ obtida, por meio do ganho . Da Eq. (2.12), obtém-se portanto a magnitude e a fase

de L(e’*) em uma freqiiéncia préxima & freqiiéncia em que |L (e/%)| = r.

2.7.3 Estimacao da Funcao de Sensibilidade

A Funcao de Sensibilidade fornece informagdes relevantes no sistema em malha fechada, como, por
exemplo, os niveis de rejeicio a perturbagfes e margens de estabilidade [Doyle, Francis e Tan-
nenbaum 1995]. Além disso, a moldagem espectral da Fungio de Sensibilidade pode ser usada
no projeto de controladores, conforme observado em Doyle, Francis e Tannenbaum 1995, Langer e
Landau 1999,Barros e Wittenmark 1997, Portanto, avaliar experimentalmente a Fung¢ao de Sensibi-
lidade & importante para determinar se especificacoes de projeto estdao sendo satisfeitas, bem como
para reprojetar o controlador de modo que a malha fechada atenda s especificacfes desejadas.

() procedimento basico apresentado na secéo 2.4 é aplicado agora & estimacdo da Funcio de
Sensibilidade. De maneira similar 4 segdo anterior, a fregiiéncia e a fase em que a Funcao de
Sensibilidade possui um certo valor de ganho sdo estimadas. Além disso, também deseja-se executar

este experimento sem que o lago de controle seja interrompido e sob condicdes de operacao bem
definidas.
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Estrutura do Experimento

Proposigao 2.13 Considere o sistema em malhe fechado mostrado na Fig 2.4. Assuma que para

uma malha fechada estdvel T (s) e um ndmero real positivo T, a fungdo de transferéncia

3

F(s)= 21m—gﬂs—) —1 - (2.13)

€ também estdvel. Se um ciclo limite estd presente, a oscilagGo ocorre na freqiéncia w, tal que

o ]
S () = =
Demonstragio. Novamente,
i, 2 L
F{s) = 2*—1m———~—’“ﬂ———~1
L=l (s) Tl““rﬂﬁ{)_s)
_ 2 - 2{1+ L{s)] _q
(r+1) = ryEs (r+1)(A+L(s) —rL(s)
_ _ 2014 L{s)] = 211+ L{s)] _1
 r4rL(s)+ 1+ L(s) —rL(s) Tl L(s) &
L+ L(s)—r
i+ L{(s) 4T

Segue da Prop. 2.4 com H (s} =1+ L (s) que
14 L{jw)l =7,

ou, de maneira equivalente, . .

~

IS (juwo)| = FEwAT TS

O sistema em malha fechada usado para estimar a Funcéo de Sensibilidade é mostrado na fig. 2.9.

Y Y
T(s)

h /

Y

a0

!
o
:;F
.

v
L_|

¥
-~
N

‘
O % |«

Figura 2.9: Experimento com relé para estimag@o da Fungio de Sensibilidade.
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Estabilidade da Realimentacio

Novamente, o experimento em malha fechada deve ser executado sob as mesmas condigdes de
operacao definidas na secéo anterior. |

A Proposicéo 2.7 pode ser usada para obter uma faixa de valores de 7 para os quais a estrutura
mostrada na fig. 2.9 € estavel. Neste caso, H (s) = 1+ L{s), de modo que o ganho critico de
1+ L(jw) deve ser estimado, o que ndo é uma tarefa ficil. Um procedimento alternativo para

contornar esta situagio é observar a malha fechada T (s), conforme apresentado em seguida.

Proposigao 2.14 O experimento com relé mostrado na fig. 2.9 ¢ estdvel para todo 0 < k < 1,
E=r/{(1+7r), sempre que
14+ k(=T (3)}=0 (2.14)

possuir raizes no semiplano complexo esquerdo.

Demonstracao. A estabilidade do experimento com relé na fig. 2.9 € equivalente 4 estabilidade
do sistema em malha fechada mostrado na fig. 2.10(a). Assim, a estabilidade é garantida se o
seguinte polinémio caracteristico possui raizes no semiplano complexo esquerdo

-
147

1+ (—T(s)) =0 . (2.15)

O resultado segue do fato de T (s) ser estavel. =

Yi + T yr T( ) y Yl y:nt yr y
P S > +
i 1+r J T%‘r Ly _/— — T(s) >
(a) Relimentagio usada para analise de esta- (b} Relimentagio com saturacdo para prote-
bilidade. ¢a0.

Figura 2.10: Estabilidade do experimento de estimagio da Fungao de Sensibilidade.

A malha fechada mostrada na fig. 2.10(a) & de fato uma realimentagio positiva em 7" (s). Entéo,

a estabilidade & garantida, se k & menor do que o ganho critico de —7 {jw) na freqiiéneia w; 7. Mas
£—=T (jw,T) =-~180° = LT (jw;")=0"

Portanto, deve-se olhar para as freqiiéncias nas quais a fase de 7' (jw) é nula.

Para a grande maioria dos sistemas em malha fechada, 2T (0) = 0°, de modo que a primeira
possibilidade & a freqiiéncia nula. Sem perda de generalidade, assuma 7" (0) = 1 e que néo existe
outra fregiiéncia w # 0 tal que ZT (jw) = 0°. Como r/ (1 +r) < 1, entdo, pelo Teorema do Ganho

Pequena!, o sistema em malha fechada é estavel.

VWer teorema na pag. 96.
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Suponha agora que £T (jw;T) = 0° para algum w77 # 0. Entdo, se |T (jw;T)| < 1, e como
0 <r/(l+7) <1, o sistema em malha fechada mostrado na fig. 2.10(a) é estavel, o que implica
que 0 experimentb com a Funcdo de Sensibilidade & sempre estavel para qualquer 7. Caso contrario,
se |T (jw;T)| > 1, a malha fechada mostrada na fig. 2.10(a) é estével se

T« ! =
14+r T (jw;T)]

rTt > |T (jwc'T)l -1,

O problema agora é obter um método para estimar ]T (ngT)} na freqiiéncia nio nula w7,
Estendendo o resultado obtido com a proposigdo 2.3, uma realimentacio com relé com integrador
duplo, como mostrado na fig. 2.11, pode ser usada para obter o ponto de fregiiéncia desejado. Como
o integrador duplo contribui com uma fase de —180°, ¢ ciclo limite ocorre na fregiiéncia em que
ZT (jw;T) = 0°. No entanto, devido ao integrador duplo, mesmo funcées de transferéncia de pouca

complexidade podem apresentar sinals ilimitados na saida quando utilizadas em tal experimento.

» K

E

|
¢
3

T(s)

Figura 2.11: Experimento com relé e integrador duplo.

Observando mais atenciosamente a fig. 2.11, percebe-se que a ordem em que o relé e o integrador
duplo aparecem afeta o sinal de saida. Para este caso particular, como T (s} é estavel e o seu sinal
de entrada é limitado, a saida permanece limitada todo o tempo, mesmo com o crescimento da
saida do integrador.

O procedimento para obter os valores de 7 para os quais 0 experimento com a Fungdo de

Sensibilidade é estavel & apresentado em seguida.
1. Execute o experimento mostrado na fig. 2.11 com a malha fechada T (s);

2. Se a safda do integrador cresce indefinidamente, entdo ndo existe w # 0 tal que ZT (jw) = 0°,

¢ 0 experimento com a Fung¢ido de Sensibilidade é estivel para qualquer » > 0.

3. Se um ciclo limite estavel & obtido, o ganho critico de =7 (s8) é estimado a partir de

r_ 1 _4d 1
¢ 1T (jwzT)  ®aa (wyT)?

na qual d é¢ a amplitude do relé e ay é a amplitude do sinal de saida.

(a) Se K;T < 1, entdo o experimento com a Func¢do de Sensibilidade é est4vel para qualquer

r > 0, caso contrario,
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(b) se K;7 > 1, entdo o experimento com a Funcio de Sensibilidade ¢ estavel para
rl > K] T_1.

A margem de seguranca introduzida no caso da estimagdo da Funcfio de Malha pode ser esten-
dida para o experimento com a Fungdo de Sensibilidade. Note que a estabilidade do experimento
mostrado na fig. 2.9 depende apenas do lago de realimentagdo mostrado na fig. 2.10{(a). Sob as
hipéteses de que T (s) & estdvel e T(0) = 1, entdo uma ndo linearidade do tipo saturacdo pode
ser usada para evitar sinais ndo limitados, conforme mostrado na fig. 2.10(b). A nao linearidade é

escolhida entdo como sendo

yem (t) se y; - Ayma.x < yent (t) < y:— + Z':"ymm: 3
Y (t) = y;— - Ayma:x 5€ Yent (t) S ?J; - Aymax 3
y:- + Aymax 5€ Yent (t) = y; + ALy’max .

Amplitude do Relé

Considere agora o sistema em malha fechada na fig. 2.9. Entéo a fun¢ao de transferéncia do sinal

1; () para a saida do processo y (t) & dada por

Y (s) _ rT (s)
Yi(s) 147r-—7rT(s)

(2.16)

Seguindo 0s mesmos passos apresentados no caso da Funcao de Malha,

V. = IrT (jwo) 4:1_
1 1+7—rT (Jw,)| 7
PTG 4 TG 4d

1+7— T (Jwo)| 7 - 141 —7 T (Gwo)| ©
o qual, para T (jw,)| = 1, resulta em
4dr
v, <2
™

Como no caso da Funcio de Malha, a amplitude do relé deve ser proporcional a 1/7, o que ja esta

inclufdo no experimento mostrado na fig. 2.9.

Melhoria da Estimativa

Aplicando para este caso a Eq. (2.5), tem-se agora que

. N 1 o £ (0w
1+ L (6‘?w) =H (83"”) = T'_M“Jr«—ﬂ(e_._)_ ,
1 — F{e/v)
e, portanto, A
1 _ 11 — F (&™)

§ () = -

14 L(ew)  r14F(e)

Os mesmos comentarios feitos para o caso da Funcao de Malha se aplicam nesta situagao.
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2.8 Conclusoes

Um experimento para estimacio da magnitude de uma fungio de transferéncia foi revisado neste
capitulo. O procedimento basico consiste em, usando uma realimentacéo com relé, obter um ciclo
limite aproximadamente na freqiiéncia em que a fun¢o de transferéncia analisada possui um valor
de magnitude especificado. A partir da estrutura béasica, foram introduzidos experimentos para
estimacao da funcio de transferéncia do processo, da Fungdo de Malha e da Funcio de Sensibildade
de um sistema em malha fechada. CondigGes de estabilidade e margens de seguranca para cada
estrutura em particular foram apresentadas, o que torna a técnica adequada para sistemas industri-
ais. As contribnigbes deste capitulo em relagio ao trabalho anterior, apresentado em Arruda 2000,
encontram-se resumidamente nas proposicoes 2.5, 2.7, 2.12 e 2.14, e no lema 2.8, bem como em
varios comentérios ao longo do texto,

O resultado obtido nao permite, no entanto, prever o que acontece em certas situagdes, por
exemplo, quando o valor de magnitude escolhido é satisfeito para diferentes fregiiéncias. Além disso,
o método &€ baseado na analise por funcoes descritivas, de modo que tal aproximacao pode néo ser
valida em certas circunstancias. Para caracterizar tais comportamentos, bem como a estabilidade
do ciclo limite, sAo necessarias ferramentas de anéalise de sistemas nfo lineares, baseadas no dominio
do tempo. No proximo capitulo, sdo apresentados resultados sobre existéncia e estabilidade de ciclos
limite simétricos unimodais para sistemas lineares com realimentacdo por relé. Os resultados serfio

aplicados em seguida no experimento apresentado neste capitulo.



Capitulo 3

Estabilidade e Existéncia de Ciclos Limite

em Sistemas com Relé

3.1 Introducao

Sistemas com realimentagio por relé sdo um caso particular de uma classe de sistemas nao lineares
denominada sistemas lineares por partes. Tais tipos de sistemas possuem certas propriedades que
os tornam {inicos, o que tem atraido a a‘céngéo da comunidade cientifica recentemente. Os sisteras
lineares por partes dividem o espago de estados em um niamero finito de regides, regidas indivi-
dualmente por equagtes diferenciais lineares distintas. As trajetorias deste sistema néio linear sio
continuas, e tém derivadas continuas em todo o espaco de estados, exceto possivelmente nas super-
ficies que separam as regides. Pode-se dizer que tais superficies sao responséveis pela existéncia dos
fendmenos diferentes e interessantes apresentados pelos sisternas lineares por partes.

Para o caso particular dos sistemas com realimentacdo por relé, as solugdes fregilentemente
tendem a um atrator periddico, ou ciclo limite. Em alguns casos, podem ocorrer outros fenémenaos,
como modos deslizantes, onde a solugio “desliza” ao longo da superficie que separa duas regides
durante um tempo finito. Quando a ordem relativa do sistema linear é superior a um, ¢ modo
deslizante d& lugar a chaveamentos rapidos, porém finitos, e a solugio atravessa a superficie varias
vezes ao longo da trajetéria. Finalmente, em certas configuragdes, foram observadas solugbes que
apresentam comportamento cadtico.

Neste capitulo sdo apresentados resultados sobre existéncia e estabilidade de ciclos limite uni-
modais simétricos em sistemas com realimentacio por relé, Iniciamente, sdo obtidas as expressdes
para anilise da existéncia e estabilidade de ciclos limite em um sistema linear com realimentagao
por relé, Os resultados sic usados para caracterizar o experimento de identificacdo com relé apre-
sentado no capitulo 2. Para este caso particular, a matriz dindmica do sistema linear, incluindo
o integrador, é singular. Isso faz com que as expressdes obtidas para avaliagio da existéncia e da
estabilidade dos ciclos limite apresentem singularidades, dificultando a implementacio destas em

rotinas numéricas. Explorando as peculiaridades da estrutura de realimentacao na fig. 2.4 € pos-

30
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sivel obter expressoes que nio requerem a inversa da matriz dindmica do sistema linear completo.
A representacido em espaco de estados do sistema é obtida para a realimentacio apresentada na
fig. 2.4, incluindo o integrador. Em seguida, as expressoes obtidas para existéncia e estabilidade sio
simplificadas, de modo a remover a singularidade devida ao integrador. Finalmente, exemplos de
simulacao sdo apresentados, onde sio observadas situagles em que o experimento de identificacio

pode apresentar um comportamento ndo adequado para fins de identificagio.

3.2 Mapas de Poincaré

Considere um sistema nao linear
= f(z), (3.1)

de dimensio n, e seja 7y uma Orbita periédica de (3.1). Considere um ponto p pertencente a -,
¢ H um hiperplano de dimensdo n —~ 1 (H = z : v* (z —p) = .0 , para algum v € R"), que seja
transversal a v em p, i.e., v7 f (p) # (. Defina uma superficie S ¢ H como uma secio local tal
que p € Sevif(p)# 0. A trajetéria iniciando em p ird atingir S ap6s 7" segundos, onde T é o
periodo da trajetéria periddica, conforme ilustrado na fig. 3.1. Devido & continuidade das solugdes
em relacdo s condiges iniciais, qualquer trajetéria comecando em uma vizinhanga do ponto p em
& iré interceptar & na vizinhanca de p apés cerca de T segundos. Seja 4 C & uma vizinhanga de
p (suficientemente pequena), tal que v intercepta U apenas uma vez, em p. A estabilidade do ciclo

limite & entao avaliada a partir da estabilidade do sistema discreto
g+ = g (z8) () (3.2)

em que g U — S é o mapa de Poincaré entre o valor de (¥ &€ I e o valor que atinge a superficie

S apos 7 segundos, ¥+, Note que p é um ponto de equilibrio de g (z), pois p € v = p = g (p).

g(x) i

X

Figura 3.1: Tlustragao do uso de Mapa de Poincaré para determinagdo da estabilidade de uma 6rbita

periodica .
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Essa discusséo esclarece o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Sejay uma drbita periddica de (3.1). Defina o mapa de Poincaré e o sisterna discreto

(8.2} como ezplicado anteriormente. Sep € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel de (3.2),

entao v € assintoticamente estdvel.

Observagao 3.2 Para averiguar a estobilidade do sistema (5.1), pode-se utilizar o Jacobiano do
mapa de Poincaré (3.2). A orbita v ¢ assintoticamente estdvel se todos os autovalores do Jacobiano
estao dentro do circulo unitdrio. A orbita € instdvel se pelo menos um autovalor do Jacobiano estd

fora do circulo unitdrio.

3.3 Sistemas de Realimentacao com Relé

Considere um sistema linear estritamente apropriado G {s), com representagdo minima! em espago

de estados dada por,
& = Az+ Bu, (3.3)
y = C=z,

conectado em realimentacio com um relé, ou seja,

-1, y>0
u=rel(Cz) = { . ' i 0 ¢ (3.4}
Y -

com z € R™. O diagrama em blocos de tal sistema é mostrado na fig. 3.2.

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(O) = Cx()

L

Figura 3.2: Sistema linear com realimentacgao por relé.

Um ciclo limite v € o conjunto limite da Orbita periédica nao trivial [Khalil 1996], definida pela

solugéo do sistema néo linear

t= Az + B -rel (Cz) = [ (z) , (3.5)

'Na representagio minima, o sistema é controlavel e observavel.
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para uma dada condi¢do inicial z (0) = z,. O ciclo limite & dito siméirico se a solugdo periddica
de (3.5) satisfaz z (t + h*) = —z (), com 2h* sendo o periodo da oscilacio, e unimodal se o relé
chaveia duas, e somente duas, vezes por periodo de oscilacio. A partir da eq. (3.4), a superficie na
qual ocorre o chaveamento do relé é definida como sendo

S={reR*: Cz=0}.

Note-se que a escolha de S & bastante adequada, pois trata-se de um hiperplano que contém a

origem e divide o espaco de estados em duas regides distintas,

R~ = {zeR:Cz >0},
Rt {zxeR": Cz <0},

que 830 regidas respectivamente por

t=Ar—-B.,ei=Ax+B.

3.3.1 Existéncia e Estabilidade de Orbitas Periédicas

Condigoes necessarias e suficientes para existéncia de ciclos limite no sistema de realimentacio com
relé da fig. 3.2, bem como condi¢des suficientes para estabilidade assintética ou instabilidade de tais

ciclos limite sdo obtidas a partir dos teoremas apresentados em seguida.

Teorema 3.3 Considere o sistema linear dado por (3.5} conectado em realimeniacdo com o relé
dado por (8.4), conforme mostrado na fig. 3.2. Existe uwm ciclo limite simétrico e unimodal com

periedo 2Rh™ no sistema realimentado se e somente se as sequintes condigdes sdo satisfeitas:

G grYECE + ) (e -1)AT B =0, (3.6)
(i7) y(t) = CleMz* — (e - I)A™'B)>0, (3.7)

Yt € {0, h*), em que :
z* = (e + I)_] (e ~IVAT'B, (3.8)

€ e condicdo inicial x (0) = x* € & que leva & solugdo periddica.
Demonstragdo. Ver apéndice. =

Teorema 3.4 O ciclo limite no Teorema 3.3 é assintoticamente estdvel se a matriz Jucobiana

. .
w12 o oo

com w = e (Ax* — B) possui todos os seus autovalores dentro do disco unitdrio aberto. Serd

instdvel se W possuir pelo menos um autovalor fora do disco unitdrio.

Demonstragao. Ver apéndice. =
Os resultados sobre existéncia e estabilidades obtidos nas formas das proposigdes anteriores po-
dem ser estendidos para o caso de sistemas lineares com atraso. Tal procedimento serd apresentado

¢ discutido na se¢do seguinte.
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3.3.2 Sistemas com Atraso de Transporte

A utilizagdo de um sistema linear associado a um atrase de transporte (vide fig. 3.3) representa
uma situagio mais proxima da realidade em sistemnas com realimentacio por rele. O atraso de
transporte pode representar tanto o tempo necessario para detec¢do do cruzamento com o zero,
associado 2 sensibilidade do dispositivo (atraso na saida do sistema linear), como o atraso de
atuadores localizados ap6s o relé (atraso na entrada do sistema linear). Tais tipos de realimentacio
podem apresentar fendmenos interessantes, do ponto de vista de sistemas nao lineares. Os resultados
a seguir indicam a existéncia de ciclos limites simétricos unimodais com periodo de oscilagao inferior
ao atraso total do sistema, 0 que implica que tais oscilagdes s6 podem existir caso o sistema tenha

sido levado & tal condigdo por meio de uma solugao inicial, conforme sera explicado.

x(®) =Ax) + Bu@® | Y
y(©) = Cx(t)

Atraso de
Transporte

(t-D) u(t)
ol

Figura 3.3: Realimentacio com relé e atraso de transporte.

Exemplo 3.5 Peara fins ilustrativos, considere win sistemna de sequnda ordem com atraso de trans-

porte unitdrio, )
G s) = —rmmmse
(s) (s +1)°

—8

Uma solugdo periadica para este sistema é apresentada na fig. 3.4. Note que o sinal na entrada
do sistema linear ¢ uma versio atrasada da saida do relé, e o chaveamento ocorre em ¢ = .
Deste modo, a analise de existéncia do ciclo limite é equivalente 4 anélise de sistemas com relé
com histerese [Varigonda e Georgiou 2001}, se a superficie de chaveamento for definida como & =
{zeR": Cz(6) =¢}.

Para a simulagio do ciclo limite mostrado na fig. 3.4, & necessario conhecer apenas o valor
de z (0) = z* no instante de intersecgio com a superficie de chaveamento, e assumir a saida do
subsistema do atraso de transporte como sendo unitaria, até que os dados da saida do sistema
linear preencham completamente o vetor de dados deste subsistema.

Um problema em utilizar um relé com histerese para analise do sistema apresentado na fig. 3.3
estd no comportamento da solugao apresentad-a na fig. 3.5. Neste caso, o atraso de transporte é
superior & metade do periodo de oscilagao, h*, de modo que um ou mais chaveamentos ocorrem
entre —8 < t < 0 (comparar Figs. 3.4 e 3.5). Note que h* < 0, e 0 chaveamento na entrada do

sistema linear ocorre em t = Af - 2h* para este caso. Note também que estes tipos de solucdo
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% [ U l ............................................................................... o
-6
-t} 4
1 1 3 J, 1 b
-2 -1 0 1 2 3 4 g
T T T H T 1
1F l
Y O T P AU SUURTRTI (RO _
= b Ih
" N ..
i 1 L A ] J
-2 ~1 0 1 2 3 4 5
Ternpo [segj

Figura 3.4: Solucdo para o exemplo 3.5, com h* > 6.

ndo podem ser obtidos especificando-se apenas a condi¢io inicial do sistema linear, é necessario
especificar também uma solugéo inicial, z (), para -8 < 7 < 0.

Em Astrom 1995, apresentam-se teoremas para analise de ciclos limite em sistemas com atraso
realimentados por relé. Tais resultados sdo reproduzidos em seguida, inclusive para 0s casos em que
o atraso de transporte é superior 4 metade do periodo da oscilagio.

Teorema 3.6 Considere o sistema linear dado por (38.8) com atraso de transporte 8, conectado
em realimentagdo com o relé dado por (8.4), conforme mostrado na fig. 3.2. Eziste um ciclo
limite simétrico e unimodal com periodo 2h* no sistema reclimentado se e somente se as seguintes

condicoes sao salisfeitas:

() ge(h)=C (e +1)7 (e (2674 1)~ 1) AT'B =0, (3.10)
@) y{&)=Cz(t)>0,Vte(0,hr), - (3.11)

em que
2= (1" (€ + 1) (e (2748 1) = 1) ATUB (3.12)

€ o ponte onde a trajetdria intercepta a superficie de chaveamento S = {z e R":Czx =0}, e
A =8 — nh*, com n o maior inteiro tal que nh* < 8 (n é o nimero de chaveamentos gue ocorrem
no sinal u (t) entre —0 <t < 0). Para a solucdo periddica, é necessdrio uma solugdo inicial, = (1),
—8 <7< 0 comz(0) =z*.

Demonstracao. Ver apéndice. m
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0.0C5 Y |

yiti

-0.05 l : L - .
-1,

u(t)

u'ey)

s

.2 , . ___AB=B-2h , ,
-15 -1 -05 0 0.5 1 1.5
Tempo [seg}

Figura 3.5: Solugdo para o exemplo 3.5, com h* < 6.

Note que as expressOes apresentadas no Teorema 3.6 se igualam s expressdes do Teorema 3.3
quando § = 0. A extensao do Teorema 3.4 para ciclos limite em sistemas com atraso é apresentada

em seguida. 530 considerados apenas os casos em que h* > 6.

Teorema 3.7 O ciclo limite no Teorema 3.6, com h™ > 8, € assintoticamente estdvel se a matriz

Jacaobiana o :
’LUg Ah-
Wy= |] - —~ )
I |: ng} 4 3 (3 13)
com
wp = e* (—Az* — B) + 2" B (3.14)

possui todos os seus autovalores dentro do disco unitdrio aberto. Serd instdvel se Wy possuir pelo

menos um autovelor fora do disco unitdrio.

Demonstragao. Ver apéndice. m

3.4 Representagaoc em Espaco de Estados

O objetivo deste capitulo é avaliar a existéncia ¢ estabilidade dos ciclos limites previstos pela
proposicao {2.4), para se ter um entendimento mais completo do experimento de identificagdo.
Considere H (s) uma fun¢o de transferéncia estével, com representacdo em espago de estados dada

por

—7 ARZ + By (315)
y = ChI+Dya (3.16)
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tal que _
H(s)=Cy(sI — Ay) ' By+ Dy . (3.17)
O procedimento para estimar a freqﬁéncia na qual H (jw) possui uma determinada magnitude
foi definido no capitulo 2. Com a estrutura de realimentagiio mostrada na fig. 2.4, virios pontos da
resposta em freqgiiéncia de H podem ser determinados variando-se o parametro r.

Uma representagao em espago de estados para F'(s) (de y; para y,} é dada, a partir da reali-

mentacao apresentada na fig. 2.4. Tal resultado é apresentado em seguida.

Lema 3.8 Uma representagio em espago de estados para F (8) (vide fig. 2.4) € dada por

diit’i’ = Affr‘: 4 nyi (318)
Yo = CyZ+ Dyy; _ (3.19)
com
ByCh By
Ay = A, - , By = ;
d YT rwDy T T YD,
Dy, 2Dy,
= 1~ Che Dp= -1, 3.20
C 2( ’I‘+-Dh) nE ST YD, (3:20)
tal que
F(s)=C;(sI — A;)" By + Dy . (3.21)

Demonstracao. Da fig. 2.4, para o lago de realimentagao mais interno, de y para y;, tem-se

que _ _
qo Yim¥ Y= CnZ = Dhtl
r T '
de modo que
ri == ’y«;—Chi‘—Dhﬁ:’?
. v — ChZ
= e—
r4 Dy

Substituindo % na representacao em espaco de estados de H (s), tem-se que

d_ _ Y ~ ChT
E:c—Ahx-i—Bh 1D,

i BalhZ
T Dy T Dy

(4 BON_ B
o h T+Dh TT’“‘}“Dhyi.

= AT + By

Como a saida de F (s) € yo = y — (1 — ¥) = 2y — y;, tem-se entdo

Yo = 2(ChZ + Dpt) —us

B 1 — ChZ
- op, Lt
200 + hr—i—Dh Y
DyC 2D
= QCHF — 2—hh gy SR

r 4 Dh T 'Dhyi T Y

DWCh \ . ( 2D
— _ ~1) .
2<ch_ r+Dh)I+(r+Dh )y
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Para se obter uma representagio completa do éxperimento, incluindo o integrador, escolhe-se a
saida do mesmo como varisvel de estado, T,+;, de modo que

Portanto, com

= [; } , (3.23)

a representacdo completa em espago de estados se torna entdo

As 0
zr = £ Fnxi T+ By %,
Ce 0 Dy
Ys = [0 oo 0 l]m, (3.24)
ou
& = Az+ Bu,
ys = Cx, (3.25)

COMm Yy = Tp+1 € u = ¥; (vide fig. 2.4). Por simplicidade, assume-se que a matriz Ay é ndo singular.
Tal hipotese é plausivel, uma vez que para existéncia de autovalores nulos em Ay é necessiria a
presenca de integradores no denominador de F {s) . Mas para isso é necessario que o ganho direto
de H (s) seja cancelado pelo parimetro r, ou seja, H {0) = —r (vide Eq. 2.3). Como 7 > 0, e, em

geral, H (0) > 0, pode-se assumir, sem perda de generalidade, que Ay & nio singular.

() = Ax(t) + Ba(t)
y(t) = Cx(t) + Dpu(t)

X A0 ot
< / dt
' 0

Figura 3.6: Representagio em espago de estados do experimento de identificacgo.

A
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3.5 AnAlise de Existéncia e Estabilidade

3.5.1 Solucao Periédica

Proposigao 3.9 A solugdo para o sistema dado pelo equacdo de espaco de estedos (8.25) para

u{t)=—1, 0 <t < h* & dada por
_| z®
=)= |i$n+1 (t) } 1

com
z ()= e’z (0) ~ (e*' — I) A7' By, (3.26)
e
Tnsa(t) = CrATH{(e™* = NE(0) — [(e™* — I)AF' — It] By} + #n1a(0) — Dyt - (8.27)
Demonstracao. Se u (t) = —1, a solugdo da equagdo (3.25) é dada por
Ay 0O, ‘ Ar 0o
z (t) = exp A $(0)+/exp T Ty w(t - s)dsB
Cf 0 0 Cf 0
Note-se que
Af Onx1 ffAft . Opset
exp 1 = -1 1
Cf 0 Cf (eAft—f)Af 1
portanto,

2(t) = o 0”“}3:(0)” [ p oetrias O }B

{ Crlett—1) A7 1 S Cp(eMs — 1) A7ds [y ds

o que leva as eq. {3.26) e (3.27). =

3.5.2 Existéncia de Orbitas Periddicas

Proposi¢do 3.10 Considere o sistemna de realimentagdo com relé na fig. 2.4 em que a representagio
em espago de estados de F (s) € dada por {Ay, By, Cy, Ds}. Entdo existe um ciclo limite simétrico

unimodal com periodo 2h* se e somente se as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

s R h* h*
(1) §(h*) e OfA?I[(eAfh + I)—-l (eAfh —I)A;I _ I%]Bf + Df_;_ =0, (3,28)

(id) y(t) = CAT{(eM' — I)E — (%" — I)A7 — Tt|Bs} — Dyt > 0, ¥t € (0; 1Y), (3.29)

com . . 1
Ak =1 Aphe _ -
0
T r - . .
sendo a condicio inicial z (0) = z* = [ (") zp. } que leva a solucdo periddica (z* € S =

{x e R* . Cz =0}).
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Demonstragao. Como

h* Agt -1 41
As . (8 - I) Af Onxl
/0 ePds = [ C(eAfh* ] —Afh*) A}g weo | (3.31)

e
-1
(M 1) = R
i Cf (eAf‘ -~ f) A}:l 2
eArt 4 1)1 0,
- At ( -1 2&t -1 - ] : (3.32)
| —Cr (et I) (e - 1) AFY2 1/2

Entdo (3.28) e (3.30) seguem da substituicao de (3.31) e (3.32) em (3.6) e {3.8), e também do fato
que na superficie de chaveamento z},; = 0. A eq. (3.29) segue do fato que ndo devem ocorrer

outros chaveamentos no intervalo 0 <t < A*. =

3.5.3 Estabilidade das Orbitas Periddicas

Proposicao 3.11 O ciclo limite obtido com o sistema em realimentacdao com relé da fig. 2.4 €
assintoticamente estdvel se

- —1 (, Ash*

wCyA; (e f ——I)
OfAJTl (0 + Bf) — Df ’

com W == et (A;Z* — By), possui todos os seus autovalores dentro do disco unitdrio aberto. Serd

W =t — (3.33)

instdvel se pelo menos um autovalor de W estiver fora do disco unitdrio.

Demonstragdo. Do Teorema 3.4 e da equagao (3.24),

w
CA7' (@ + By) — Dy

1

W o= v ‘ _ CyA7T@+By)-Dy

Onsa | O

em que C’fA}“l {@ + By) — Dy = 3, (h*) # 0 por hipétese. Claramente W possui um autovalor nulo,
que estd dentro do ciclo unitario. Os autovalores restantes sdo obtidos da matriz W. Portanto, de
acordo com o Teorema 3.4, se W possui todos os seus autovalores dentro do disco unitario aberto,
o ciclo limite é estavel. Se W possuir algum autovalor fora do disco unitario, o ciclo limite sera

instavel. m

3.6 Exemplos e Discussao

3.6.1 Funcao de Transferéncia de Segunda Ordem

Considere a funcio de transferéncia de segunda ordem

1
Hi =2y
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O experimento com relé mostrado na fig. (2.4) é executado para diferentes valores do pardmetror. A
fregiiéncia do ciclo limite, w,, é medida e a magnitude de H (jw,) é calculada usando a transformada
de Fourier discreta de NV pontos, conforme descrito no capitulo 2, denotada aqui por rppr (ver Ar-
ruda 2000). Os resultados sdo mostrados na fig. 3.7 para r == [ 0.2 03 04 05 06 07 08 09 ]

10"

Magnitude

0

Freqiéncia [rad/s)

Figura 3.7: Diagrama de Bode de magnitude: |H (jw)| (=), 7 versus w, (0} e rppr versus w, {x).

Considere como exemplo o caso r == (1.5. Entéao, a partir do experimento, w, = 0.5888 e rprp =
0.7399 calculado com N = 1000 amostras tomadas sobre um periodo. A func¢do de transferéncia

H{(s) possui uma representagao em espago de estados dada por

-2 _1} ,th{l} ,ch.—_[o 11eDhmo,
10 0

Ap ==

enquanto que a representacio de F(s) é

By =
10 d

z} ,sz[o 2] e Dp=—1.

Usando a proposicio 3.10, o tnico ciclo limite existente possui um periodo de 2A* = 10.6694.
Note-se que 7/h* = 0.5889 2 w,, e que |H (j7)| = 0.7425 = rppr. |
A estabilidade deste ciclo limite é confirmada pela proposicac 3.11, com w = [0.0070 — 0.0130])7

W= 0.0127  0.0194
—0.0235 —0.0491
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a qual possui os autovalores {0.0041; —0.0406}, que estdo dentro do disco unitario aberto. Resulta-
dos similares sdo obtidos para os valores restantes de r. Note-se que, a partir do lugar de raizes de
H (s), F(s) é estavel parar > 0. '

3.6.2 Funcido de Transferéncia com Poélos Complexos

Considere agora a funcfo de transferéncia

His) = =

(s4+01)(s2+2-02s+1)

O diagrama de Bode para a magnitude de H (jw) ¢é mostrado na fig. 3.8. Note-se que para valores

de 7 entre 2.3984 e 2.7138, |H (jw,)| = r & satisfeito para multiplas freqiiéncias para cada r. Os

(3.34)

resultados para alguns valores de r sdo mostrados na fig. 3.8, e discutidos na seqiiéncia.

T T T T T T H T

10°¢

-
Op
n

Magnitude

a
s

—_
<

10%*

1 1 1 1 13 1 1 1

1977 10708 107 167% 19753 10" 107" 10°

FreqUéncia [rad/s]

Figura 3.8: Diagrama de Bode de magnitude: |H (jw)| (=), r versus w, (0), rprr versus w, {x) e

ponto critico (x).

Considere o caso em que © = 2.5, tal que a linha 7 = 2.5 intercepta |H (jw)| em trés freqiiéncias

diferentes. A representacdo em espago de estados para F (s) é dada por

~-0.5 —1.04 —-0.5 0.4
Ay = 1 0 0 , Byp=1 0 ,Cf=[002}eDf“~“-1-
0 1 0

De acordo com a proposicao 3.10, esta realimentagao com relé possul dois ciclos limites distintos

com h* = [ 3.1549 3.6631 }, ao invés dos trés previstes_ anteriormente. Em k] = 3.1549, i, =
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[—1.2412 10.2659 0.9081]7, e

~0.0815 —0.1748 —0.0049
Wi=1 15963 1.0204 1.6791 ,
1.1083  0.1302  0.1673

a qual possui os autovalores {—0.9794;0.9384;0.2472}. Portanto, em w} = 7/h% = 0.9958 rad/s, o
ciclo limite & estavel. Isto corresponde ao circulo na fig. 3.8. Partindo de condigdes iniciais nulas,

os sinais de safda ap6s o transitorio inicial sdo mostrados na fig. 3.9.

Safda de His) e F(s)s
H

Salda do Relé
(=]
T

Tampo [s]

Figura 3.9: Ciclo limite estavel. No grafico superior, () (—) e ys(t) (——).

Para h} = 3.6631, wq = [—0.8207 0.9921 0.6675]7, e

.2.3306 —0.8728 ~1.1884
We= | 1.5167 0.8955 1.6328 | ,
2.1443  0.6300  1.0780

a qual possui os autovalores {—1.2376;0.4358 == 70.2531}. Neste caso, o ciclo limite em wj = 7 /h} =
0.8576 rad/s & instével. Tal resultado corresponde ao tridngulo na fig. 3.8. O comportamento insta-
vel da sajda do processo nesta condigio de operagdo é apresentado na fig. 3.10, onde o experimento
¢ executado a partir da condic¢io inicial z*, obtida com a proposi¢ao 3.10.

Deve ser observado que a aplicacdo da proposicio 3.10 para 2.63 < r < 2.67 indica que nao
existem ciclos limites simétricos e unimodais no sistema realimentado da fig. 2.4. Considere por
exemplo r = 2.65. Partindo de condigbes iniciais nulas, a saida do sistema realimentado apés o
transitorio inicial é mostrada na fig. 3.11.

De fato, a oscilagdo ndo corresponde a um ciclo limite simétrico e unimodal, mesmo se ob-

servado ao longo de um periodo maior. Uma observagao mais cuidadosa a partir dos estados da
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Saida de H(s)

Tempe [s]

Salda do Relé

Tempo [s]

Figura 3.10: Ciclo limite instavel.

representagio de F'(s) (vide fig. 3.12) indica possivelmente a existéncia de um atrator caético no
sistema realimentado. No entanto, isto corresponde a uma pequena faixa de freqiiéncia comparada
a resposta em freqiiéncia de H (s).

3.7 Conclusoes

Q experimento com relé discutido em capitulos anteriores permite, de acordo com a analise por
fungoes descritivas, obter a resposta em freqiiéncia de um processo, variando-se um parametro
na malha de realimentacio do experimento, de modo a gerar oscilagdes na freqiiéncia em que a
magnitude da resposta em freqiiéncia do processo é aproximadamente igual a este pardmetro. A
analise por funcdes descritivas nem sempre leva a resultados precisos, particularmente quando a
magnitude da funcao de transferéncia nac é pequena para a faixa de freqiiéncia acima da freqiiéncia
do ciclo limite, devido ao grau de influéncia dos harménicos.

Para os casos em que a resposta em freqiiéncia apresenta a mesma magnitude para mais de
um ponto da curva, a anélise por funcdes descritivas prevé mais de um ciclo limite. E importante
observar todos os ciclos limites existentes para se avaliar completamente a resposta em freqgiiéncia
da func¢do de transferéncia estudada. A aplicagido das técnicas de analise no dominio do tempo
na estrutura do experimento de identificacio para um caso particular mostra que pode nao existir
um ciclo limite para cada magnitude correspondente, e alguns dos ciclos limite podem ainda ser

instaveis,
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Saidz de H(s)

:
100 160 200 250 300 350 400
Tempo {s]

Salda do Relé
=

! 1 1 ] 1 £
52 10G 150 200 250 360 ase 400
Tempo [sec]

Figura 3.11: Saida do sistema para r = 2.65.

-15—

e

25 7._._g
-2

1

Figura 3.12: Visualizagdo do comportamento cadtico para 7 = 2.65 no espago de estados.
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Capitulo 4

Identificacao de Modelos de Primeira

Ordem com Atraso

4.1 Introducao

Existem muitas referéncias que tratam da estimacio de modelos de primeira ordem com atraso, a
partir de experimentos com relé (ver trabalho inicial em Luyben 1987, por exemplo). Até recente-
mente, na maioria dos casos, a aproximagio por fungdes deseritivas é usada para obter o modelo,
0 que resulta em erros, mesmo quando a estrutura do processo é a mesma do modelo. Atualmente,
certo esforco tem sido dirigido no sentido de obter resultados mais precisos dos experimentos de
modelagem com relé. Em Luyben 2001, a nogao de fator de forma (shape factor) é introduzida, e
o modelo é obtido levando-se em conta nao 86 a amplitude e o periodo de oscilagio, mas também a
forma do sinal de saida. No entanto, assume-se que a freqiiéncia de oscilagao é a freqiiéncia critica, o
que é apenas uma aproximagao pela fungdo descritiva, conforme visto em capitulos anteriores. Em
Kaya e Atherton 2001a, pardmetros de modelos de primeira e segunda ordem com atraso, instaveis
ou estéveis, sdo calculados sem aproximacbes, assumindo gue o modelo possui a mesma estrutura
do processo e que nao ha erros de medicao, usando dados de um ciclo limite assimétrico gerado
por realimentacéo com relé. O resultado é baseado no método A-locus, que fornece solugtes exatas
para a amplitude ¢ freqiiéncia do ciclo limite. Finalmente, uma abordagem no dominio do tempo é
apresentada em Wang, Hang e Zou 1997.

Neste capitulo apresenta-se um procedimento para se obter modelos de primeira ordem com
atraso, baseado em dois experimentos com relé: o método do relé e o método do relé com integrador.
A diferenca em relagao aos métodos existentes estd no fato de se obter um modelo gue representa
bem o processo na faixa de fregiiéncias em que a fase do processo varia de —90° a —180°, além de

permitir a escolha do ganho direto do modelo por trés estratégias distintas.

46
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4.2 Propriedades de Sistemas de Primeira Ordem com Atraso

‘O seguinte lema é obtido a partir do Teorema 3.6.

Lema 4.1 Considere um modelo de primeira ordem com atraso,

K Qg

G =m e (4.1)

conectado em realimentacio com um relé, conforme mostrado na fig. 3.3. Se o periodo do ciclo

limite é 2hy, entdo

@m

Ry T
9=Tm(i—ii).

2

Demonstragao. Uma representacdo em espago de estados do modelo é

(=1/T)z(t) + (K/T)u(t—-6) ,
y(@) ==zt .

Entao, do Teorema 3.6, umn ciclo limite existe com periodo 2hy, tal que

a k1
gs (b)) = C (e*"* + j)-l {_/ eA(hl—s}dS+f eA{hl—s)ds} B
0 . 9
= (I 1) (e T g eI gm0y (1)t K g,

de modo que
(1 + e—fh/T _ 26(9-":'11}/3")

CRTCES

Como K/ (e=™/7 + 1) % 0, entdo

1+ e~ P/T _ 9pl8-h1)/T _ g

levando 4 Eq. 4.2. =

Este resultado indica que a familia de modelos de primeira ordem com atraso que possuem um
ciclo limite com perfodo 2h; é dada pela Eq. (4.2). Este é um resultado importante, pois a maioria
dos procedimentos de estimacéo baseados em estimativas obtidas com o método do relé ndo leva a

modelos capazes de reproduzir o ciclo limite na mesma freqiiéncia e amplitude de oscilagdo que o

processo.

Obhservagao 4.2 Note que

%}_I%H(T) =h e 711“1209(2“) =h,/2,

o que tmplica que, em um modelo de primeira ordem com atraso em realimentacdo com um relé, se
0 periodo do ciclo limite é 2Ry, entdo o atraso de transporte € restrito ao intervalo [hy/2; by}, que

corresponde o 1/4 e 1/2 do perfodo da osctlagdo.
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Observagao 4.3 A4 observacdo anterior também pode ser interpretada de uma maneira diferente.
A realimentagdo de um relé com wm processo de primeira ordem com atraso, cuja relacdo /T
€ grande, oscila com um periodo prozimo a duas vezes o atraso de transporte (2hy = 28), e a
igualdade € obtida no limite, quando T — 0. Este dltimo € o caso de sistemas puramente com
atraso de transporte. Quando o relagdo 8/T € pequena, o periodo de oscilagdo € prozimo ao valor
do atraso de transporte, ¢ o igualdade ocorre no limite, quando T — oo. Este ditimo € o caso
de processos constituidos apenas por um integrador e uwm atraso de transporte. Portanio, apenas
medindo o periodo de oscilag@o, é possivel obter uma estimativa pare o atraso de transporte total

do processo, levando também em conia a forma do sinal de saida (ver Luyben 2001).

Considere agora 0 caso de um experimento com relé e integrador. Se o integrador é adicionado
ao experimento, entdo a freqiiéncia de oscilagdo é proxima a freqiiéncia em que £G (jw)} = —7/2.

O seguinte lema também é obtido a partir do Teorema 3.6.

Lema 4.4 Considere o modelo de primeira ordem com atraso, na Eq. 4.1 conectado em realimen-

tacdo com um relé e um integrador, tal que o parte linear do sistema é

G (s) K 0
= s 4.3
8 s(Ts + l)_e (43)
Se o periodo do ciclo limite € 2ha, entdo
2T (1 — 2e0RVT e7h2/Ty 4 (1 4 e72/T) (20 ~ hy) = 0 (4.4)

Demonstragio. Uma representacdo em espago de estados da parte linear é dada por
()| | YT 0O z3 (t) +
$'2 (t) 1 0 N (f,)
1 (t)
v =[0 1] .
[ 3 (t)

Se este sistema é conectado em realimentagio com um relé, conforme mostrado na fig. 3.3, entao,

K/T ).

do Teorema 3.6, um ciclo limite existe com periodo 2hs, tal que

gg(ha)=C (exp ( %11/2# g } hz) + ngg)
{—/ﬂgexp( -YT 0 (hg—s)) a’.s—|—[; 2exp(

1 0
s ewt/T 0
= T (1 — e‘t/T) 1]

e gg (h2) = 0, entdo o resultado segue apés algumas manipulagdes apropriadas.

_11/ T g } (hy — s)) dsB

Como
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4.3 Modelagem de Sistemas de Primeira Ordem com Atraso

Nesta segdo, € apresentado o procedimento para obtengdo de um modelo de primeira ordem com
atraso, usando o método do relé e o método do relé com integrador. Claramente, os lemas 4.1 ¢
4.4 podem ser combinados para fornecer wma solugio para # e T, usando apenas a informacio do

periodo do ciclo limite em ambos os experimentos. Inserindo a Eq. (4.2) na Eq (4.4) resulta em
hi—ho)/T ha/T eM/T +1
0=27(1~ eP=m/Ty 1 (1 4 ¢ m/T)(2T In (.__5..%) ~ ha) . (4.5)

As raizes da Eq. (4.5) sdo caleuladas usando métodos numeéricos tipicos, e quando uma raiz 7' é
encontrada, o atraso de transporte correspondente, 8, é obtido a partir da Eq. (4.2). Note que
as raizes da Eq. (4.5) podem ser validadas observando o fato de que o valor correspondente de 9
deve estar no intervalo [h1/2; hy], de acordo com o comentério 4.2. Os parametros calculados desta

maneira fornecem uma familia de modelos da forma

S (4.6)
Ts+1

Observagio 4.5 Pode ndo haver solu¢do para a Eq. (4.5) se a dindmica ndo modelada € signifi-

G (s)

cativa. No entanto, esta situagdo pode ser prevista apenas observando os valores de hy e ho, 0 que

serd ezxplorado em outra ocasido.

Dos parametros do modelo de primeira ordem com atraso, falta agora determinar o ganho direto

do modelo. Serfo consideradas trés alternativas para a estimacdo do ganho direto K-
1. aplicar um degrau em malha aberta;
2. medir o pico do sinal de saida no experimento com relé;
3. calcular uma estimativa via minimos-quadrados, usando dados do experimento.

Kssas alternativas serdo discutidas em seguida, e em todas serd necessiria a informagio da
amplitude do relé, d. Note que todas as alternativas propostas dardo o mesmo resultado se o

processo & de primeira ordem com atraso, e o efeito do ruido é desprezivel.

4.3.1 Aplicando um Degrau em Malha Aberta

Se um degrau é aplicado em malha aberta, entdo uma estimativa do ganho direto do processo é

dada por
ko= Y (00) — % (0)
1= T .
u (00) — u (0)
Esta estimativa é boa em baixas fregiiéncias, porém leva a um erro de modelagem da magnitude

(4.7)

na freqiiéncia critica. Se a intencéo € usar o modelo para obter parimetros de controladores, como
sintonia de controladores PID, erros em baixa freqiiéncia so bem tolerados. Além disso, em todos
08 casos 0 modelo é ajustado usando dois pontos da resposta em freqliéncia, o que aumentaria a

sua precisao.
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4.3.2 Medindo o Pico do Sinal de Saida

A informagio do valor méximo da saida do processo também pode ser usada para estimar o seu

ganho direto. A saida do processo em uma realimentagdo com relé, de amplitude d, durante meio
periodo, € dada por

)0 = { Kd(l—eT), 0<t<6 (4.8)

Kd(2eW—9/7T L e=tT _ 1) 0 <t < by

E possivel mostrar que o maximo que y(t) alcanca é max,y {t) = Kd (1 — e"“ng). Se este valor

¢ comparado ao valor méximo do sinal de safda, entdo uma estimativa para o ganho direto do

processo pode ser obtida a partir de

Ry = s (4.9)

d (1 — et/ T)
Essa estimativa leva a um modelo que apresenta o mesmo valor de pico no sinal de saida, quando
aplicado em um ekperimento com relé. A grande vantagem desta estimativa estd no fato de ndo
precisar armagzenar nenhum dado de entrada ou saida do experimento, exceto o periodo de oscilagao
em ambos 0s testes, e o pico do sinal de saida durante o experimento com relé. No entanto, pode

ser necessario considerar o efeito do ruido, ao medir o valor de pico do sinal de saida.

4.3.3 Usando Minimos Quadrados

Finalmente, uma terceira estimativa pode ser obtida a partir de uma estimacio minimos quadra-
dos, usando os dados de saida durante o experimento com um relé de amplitude d, e periodo de
amostragem 7. A saida do modelo na Eq. (4.1) para o método do relé pode ser escrita na forma
de um regressor linear,

i (KT,) = ©¢ (kT,) , (4.10)

com © = K e ¢, (kT,,) ¢ a saida de um modelo de primeira ordem com atraso, cujo ganho é unitario

e parametros dados por g e ’f’, para um sinal de entrada da forma

d, 0<kT, <8
w (k) __,{ + < , (4.11)

T —d, <k, <ny

com condicdo inicial g1 (0) = 0, de modo a levar a solucdo em ciclo limite. Para o caso do método

do relé com integrador, a saida também pode ser escrita como
{2 (kTa) = 8¢2 (kTa) s (4'12)

com © = K e ¢, (kT,) é a saida de um modelo de primeira ordem com atrasc mais integrador, cujo
ganho é unitario e parametros dados por 9 e T', para o mesmo sinal de entrada da Eq. (4.11), com
condicdo inicial dada conforme a Eq. (3.12). A estimativa minimos quadrados é entdo dada por

(ver Ljung 1999)
-1 N

]\!T
K3=0F = (E ¢’ (k)) > ek)yy (k) (4.13)
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onde o conjunto de dados [é,y] pode ser [¢;, 1], [¢,, ¥2] ou uma combinacio de ambos. Estas
estimativas s2o melhores em certas faixas de freqiiéncia do que as anteriores. Se [¢;, y3] é escolhido,
entao uma melhor aproximagdo da magnitude e fase do processo é obtida em torno da freqiiéncia
critica, e se [@,, ya] & escolhido, o modelo é melhor em torno da freqgiiéncia em que a fase do processo
& —m /2. Se os vetores sdo combinados, entdo o modelo se aproxima do processo em torno de uma
freqiiéncia que se encontra entre a freqiiéncia em que a fase do processo & —w /2 ¢ entre a freqiiéncia

em que a fase é —m, que é uma faixa importante para controle.

4.4 Exemplos de Simulagao

Nesta secdo, sdo apresentados exemplos de simulagdo. Serd discutida a eficiéncia do procedimento
de estimacdo na presenca de dindmica nao modelada. Como este ndo é o caso para processos de

primeira ordem com atraso, sua anélise serd adiada para o final da secho, incluindo os_efeitos do

ruide.

4.4.1 Processos de Segunda Ordem com Atraso

Considere um processo dado por

1
G(8) = ——se™® 9 =01;1;10. . 4.14
(s) (‘5‘“}*1)‘2 (414

O método do relé e 0 método do relé com integrador sdo aplicados a este conjunto de processos, e

os periodos de oscilacdo obtidos sdo apresentados na tabela 4.1.

Atraso de Transporte

0.1 1 10
hi(sec) 0.7429 2.3878 11.6783
hy (sec) 3.5284 5.7721 23.9999

Tabela 4.1: Medigoes de periodo para o exemplo 4.4.1

Com as medigdes de iy e hg, as estimativas 6 e T sdo obtidas. O ganho direto do processo
¢ entdo calculado usando as trés abordagens apresentadas na seg@io anterior. Os resultados sio
apresentados nas trés primeiras linhas da tabela 4.2. A estimacao usando o método dos minimos
quadrados é executada com o vetor de regressao constituido por dados de ambos 05 experimentos,
usando N = 1000 pontos por periodo de oscilagdo. O diagrama de Bode do processo e dos modelos
para o caso t = 0.1 & apresentado na fig. 4.1, e os diagramas de Nyquist na fig. 4.2. Da fig. 4.1,
nota-se que os trés modelos possuem o mesmo dngulo de fase, uma vez que este depende apenas

de # e T. Note o bom casamento do modelo com o processo em ambas as freqiiéncias proximas
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Processos Estimativas
Estrutura Atraso é T K, (degrau) K> (pico) Ky (MQ)
0.1  0.3969 2.6964  1.0000 0.4875 0.5945
Gqﬁjge—ﬁs 1 1.6658 1.3458 1.0000 0.7024 0.7287
10 109516 1.0484 1.0000 0.9998 0.9467
0.1  1.4997 1.8024 1.0000 1.4005 1.4629
ggggée-ﬂs 1 2.4140  1.6767 1.0000 1.4368 1.3256
10 11.2988 1.7018  1.0000 1.4279 1.0695
0.1 0.101 09927  0.9972 1.2098 0.9997
el 1 1.001  0.9991 0.9975 1.1943 0.9998
10 9.994  1.0063 0.9974 1.2900 1.0005

Tabela 4.2: Resultados de modelagem para os exemplos 4.4.1, 4.4.2 ¢ 4.4.3

aquelas em que a fase do processo é —n/2 e —7. Isto se deve ao procedimento empregado, onde
tais pontos de freqiiéncia sic usados para calcular exatamente qual a constante de tempo e o atraso
de transporte s&o necessarios para obter um modelo de primeira ordem com atraso. As saidas do
processo € dos modelos durante o ensaio com o métodoe do relé sio mostradas na fig. 4.4. Note que,
enguando o modelo obtido com a resposta ao degrau leva a uma amplitude maior na freqiiéncia
critica, a saida do modelo usando a estimativa do valor de pico possul amplitude do processo nesta
situacdo, e o modelo usando a estimativa por minimos quadrados leva a um valor intermediario.

Finalmente, respostas ao degrau em malha aberta sac apresentadas na fig. 4.3.

4.4.2 Processos de Fase Nao-Minima

Considere agora a familia de processos dada por

1—~35
G (s) = e 6=01,1;10. 4.15
(s) i1 (4.15)

Os resultados dos experimentos com relé sdo mostrados na Tabela 4.3. Os modelos obtidos sao
mostrados nas linhas correspondentes da tabela 4.2, e a estimagdo usando o método dos minimos
quadrados ¢ executada com o vetor de regressdo combinando os dados de ambos os experimentos,
usando N = 1000 pontos por periode de oscilagio. Note que, em cada estimativa, o atraso de
transporte é bem superior ao valor real. Isto é provocado pelo comportamento de resposta inversa,

tipico em tais modelos, que se assemelha a um atraso no sinal de saida.
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Giagrama de Bode
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Figura 4.1: Diagrama de Bode para o exemplo 4.4.1 (caso #/T = 0.1): (—) processo, ¢ modelos

usando a resposta ao degrau (-}, o pico da oscilagao (——) e a estimativa minimos-quadrados (-—).

Atraso de Transporte

0.1 1 10
hy (sec) 2.3068 3.3648 124773
ha(sec) 6.0446 7.9343 26.0000

Tabela 4.3: Medicbes de periodo para o exemplo 4.4.2

4.4.3 Efeitos do Ruido

Considere os seguintes processos

1
G(S)zs—{—le“ﬂsi f==01,1;10.

Os processos sdo agora simulados levando em conta os efeitos do ruido no sinal de saida, para
verificar a precisdao do procedimento proposto. O ruido é adicionado ao sinal de saida. Para que se
tenha a mesma relacdo sinal/ruido, a amplitude do relé é ajustada de acordo com o nivel de saida
desejado (unitario, neste caso). A saida é observada por trés periodos consecutivos, e o periodo é
calculado como o valor médio das curvas obtidas. Os valores medidos sdo apresentados na Tabela
4.4. Um periodo do ciclo limite para cada caso é mostrado na fig. 4.5. Os resultados da estimagao
sao apresentados na terceira linha da Tabela 4.2, As estimativas da constante de tempo e do
atraso de transporte sio bastante proximas do valor real, pois estas dependem apenas do periodo
de oscilagio em cada experimento. As estimativas do ganho direto foram razodveis, exceto para a

estimativa obtida pelo pico do sinal de saida, devido & sensibilidade deste valor ao ruido. Neste
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Diagrama de Nyquist
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Figura 4.2: Diagrama de Nyquist para o exemplo 4.4.1 (caso ¢/7 = 0.1): {—) processo, e modelos

usando a resposta ao degrau (-), o pico da oscilaggo (——) e a estimativa minimos-quadrados (--).

caso, podem ser utilizados filtros devidamente projetados para se contornar o problema.

Atraso de Transporte

0.1 1 10
hy{sec) 0.1918 1.4908 10.6918
ho (sec) 1.0750 3.7512 22.0012

Tabela 4.4: Medicoes de periodo para o exemplo 4.4.3

4.5 Conclusoes

A modelagem sem aproximagtes de processos de primeira ordem com atraso pode ser conseguida
com dados de experimentos com relé, se uma andlise no dominio do tempo é utilizada. Os resultados
mostram que no método do relé, o atraso de transporte e a constante de tempo possuem uma relacio
clara, definida pela freqiiéncia do ciclo limite, caso se deseje que o modelo reproduza tal fregiiéncia
em uma simulagio. Executando o método do relé com integrador é possivel obter estimativas do
atraso de transporte ¢ da constante de tempo, que leva a uma familia de modelos cuja fase &

igual a do processo, em freqiiéncias proximas as freqliéncias cuja fase &€ —7/2 e —7. O modelo
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Resposta ao Degrau
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Figura 4.3: Resposta ao degrau para o exemplo 4.4.1 (caso /7 = 0.1): (—) processo, ¢ modelos

usando a resposta ao degrau (-}, o pico da oscilagfio (—-) e a estimativa minimos-quadrados (-—).

é finalmente obtido com uma estimativa do ganho direto do processo. Trés alternativas para se
obter tal estimativa foram apresentadas e discutidas, considerando a precisdo e a complexidade
de implementagio pratica. Exemplos de simulag¢do sio usados para ilustrar as propriedades do
procedimento na presenca de dindmica ndo modelada e ruido. Os resultados mostram que uina boa

modelagem é obtida em uma faixa de freqiiéncias importante para controle.



Capitulo 4. Identificacdo de Modelos de Primeira Ordem com Atraso 56
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Figura 4.4: Ciclo limite para o exemplo 4.4.1 (caso 8/T = 0.1): {—) processo, e modelos usando a

resposta ao degrau (-), o pico da oscilagdo (——) e a estimativa minimos-quadrados {-~).
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Figura 4.5: Saidas do processo para o exemplo 4.4.3.



Capitulo 5

Sintonia de Controladores PID

5.1 Introducao

O controlador proporcional-integral-derivative (PID) & o tipo de controlador mais encontrado em
processos industriais [Astrom e Higglund 1995). Pesquisas mostram que, em mais de 90% dos lagos
de controle na indistria, sdo utilizados controladores P1D, e a grande maioria utiliza apenas as partes
proporcional e integral (PT) [Astrém e Hagglund 1995, Yu 1999]. Grande parte da popularidade do
controlador PID se deve & simplicidade da sua estrutura. Além disso, com algumas sofisticagdes a
mais, o controle PID é suficiente para a maioria dos problemas de controle existentes [Yu 1999)].

O projeto de um controlador PID est4 relacionado 4 escolha dos trés pardmetros, ou ganhos,
do controlador. O procedimento sistematico da escolha dos parametros do controlador, baseada
em experimentos com 0 processo, é denominado sintonia. O objetivo é chegar a sistemas com
desempenho satisfatorio, a partir do ajuste de tais paré.fnetros. A sintonia do controlador & tema
principal em centenas de artigos, varias dissertacdes de mestrado e teses de doutorado, e alguns
livros, como Astrom e Hagglund 1995, Yu 1999 e Tan et al. 1999. Apesar de todo esse volume de
pesquisa, ainda ha uma grande distancia entre os resultados tedricos e sua utilizagiio na inddstria.

Algumas estatisticas apresentadas em Yu 1999 ilustram este fato.

o Indistria de celulose do Canada, {(pulp and paper industry) em cerca de 2000 lagos de controle,
em 1993:

20% dos lacos operavam satisfatoriamente;
— 30% tinham desempenho insatisfatorio devido & ma sintonia do controlador;
- 30% tinham desempenho insatisfatério devido a problemas nas valvulas de controle;

— 20% tinham desempenho insatisfatério devido ao projeto do processo e/ou do sistema de

controle.
e Industrias de processos e manufatura, em 1997
— Engenheiros e gerentes citam a sintonia de controladores PID como uma tarefa dificil.

o7
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Nos ultimos anos, tem-se observado umna forte tendéncia em agregar procedimentos de identifica-
A0 aos controladores, de modo a torné-los auto-configurdveis, ou seja, com sintonia automética. Tal
fato se deve nao s6 ao crescente desenvolvimento da microeletrénica e as necessidades econdmicas
da industria, mas também ao avango da teoria de controle neste tipo de aplicagio. A maioria dos
equipamentos é baseada no método do relé para auto-excitar o processo em uma fregiiéncia apropri-
ada [Lee et al. 1993, Schei 1992, Schei 1994, Ho, Hang e Zhou 1997, Voda e Landau 1995, Park, Sung
e Lee 1998, Yu 1999, Li, Eskinat e Luyben 1991, Wang, Hang e Bi 1999, Wang, Desarmo e Cluett
1999, Arruda e Barros 2000]. Conforme visto anteriormente, um processo em realimentacio com um
relé tende a oscilar em torno da sua freqiiéncia critica, o que fornece informactes importantes para o
projeto do controlador. A idé&ia é obter desempenho satisfatorio, mesmo se tendo pouco ou nenhum
conhecimento ¢ prieri da din&mica do processo controlado. Além disso, sio preferidos critérios
de desempenho e estabilidade que possuam apelo intuitivo e sejam conhecidos por operadores do
processo.

Neste capitulo, apresentam-se técnicas conhecidas de sintonia de controladores PID para pro-
cessos de primeira ordem com atraso de transporte, e um novo enfoque na sintonia pelo método
otimo-simétrico. O objetivo é aplicar os resultados obtidos no capitulo anterior, e compara-los para
as técnicas de sintonia apresentadas.

O controlador PID considerado aqui possui fungéo de transferéncia dada por

1 s+ 1/T; 2T,
Cs) = K, (1+m~;—+Tds> _ g iYL (5.1)

Tis 8

¢ esta conectado ao processo pelo lago de realimentacdo da fig. 2.1. A sintonia do controlador
refere-se ao calculo dos parmetros K, {ganho proporcional), T; (constante de tempo integral) e Ty
(constante de tempo derivativa), de modo a satisfazer alguma especificacio de desejada, ou critérios
de desepenho e/ou robustez. O processo é representado por um modelo de primeira ordem com

atraso de trasnporte, estudado no capitulo anterior, dado pela Eq. (4.1},

5.2 Técnicas de Sintonia do Controlador

5.2.1 Resposta em Freqiiéncia

A referéncia bésica sobre sintonia dos parametros do controlador PID é o trabalho de Ziegler e
Nichols 1942. Eles utilizaram o controlador Fulscope 100, da empresa Taylor, que agregava as
funcdes P, I e D em um fnico dispositivo [Pessen 1994]. Ziegler e Nichols sugerem férmulas para os
parametros do controlador baseadas nos métodos de identificagdo da curva de reacdo e da resposta
em fregiiéncia. Ainda hoje, muitos operadores utilizam os métodos de Ziegler ¢ Nichols como
“ponto de partida” na sintonia de um controlador PID. Os parédmetros sao, na maioria das vezes,
reajustados iterativamente de maneira empirica, até que o desempenho obtido seja satisfatério.
Ha dois procedimentos distintos para sintonia dos parametros apresentados por Ziegler e Ni-

chols 1942. No método conhecido por método da curva de reagdo, o processo & submetido, em



Capitulo 5. Sintonia de Controladores PID 59

malha aberta, a uma entrada em degrau. Consideram-se apenas processos com caracteristicas nao-
oscilatérias, de modo que a resposta do sistema & monotonicamente crescente. A partir da curva de
reacao, obtém-se o ganho e o atraso de transporte de um modelo, e os pardmetros do controlador
sdo obtidos a partir de uma tabela.

No outro método sugerido por Ziegler ¢ Nichols, o método da resposta em. fregiiéncia, a deter-
minacdo dos parametros do controlador € baseada no ponto critico do processo. No experimento
original, o ganho e fregiiéncia criticos sdo determinados anmentando-se o ganho de malha, até que
uma oscilagio sustentada se verifique na saida do processo. A partir dos valores de K, e T, == 2% /w,,

os parametros sdo calculados segundo a Tabela 5.1.

Parametros | PI PID
K, 0,4K, 0,6K,
T, 0,87, 0,57,
Ty — 00,1257,

Tabela 5.1: Parametros do controlador para o método da resposta em freqiiéncia de Ziegler e
Nichols.

O critério de desempenho para este caso é obter um sisterna em malha fechada com taxa de
decaimento de aproximadamente 1/4. O método da resposta em freqiiéncia leva a sistemas com
resposta ao degrau menos oscilatéria do que aqueles obtidos com 0 método da curva de reacio, em

geral.

5.2.2 Meétodos de Otimizagao

A abordagem pelo método 6timo-simétrico [Kessler 1958] ¢ uma técnica de projeto por moldagem
da Funcdo de Malha (loop shaping) baseada em um modelo aproximado do processo, bastante
popular na area de maquinas elétricas. O objetivo é encontrar um controlador que faca a funcao de
transferéncia de malha fechada ter ganho unitario para baixas freqiiéncias [.f\strﬁm e Higglund 1995|. -
Tal técnica tem sido usada para sintonia de controladores PI ¢ PID [Voda e Landau 1995, Astrom
e Hagglund 1995, Loron 1997], e apresenta vantagens em relagdo a robustez e s caracteristicas da
malha fechada desejada. Na forma original [Kessler 1958, o controlador é projetado de maneira
que T (s) satisfaga 7 (0} = 1 e d"|T (jw)| /dw™

idéia ¢ ilustrada por meio de um exemplo apresentado em Astrém e Higglund 1995, reproduzido

= () para n téo grande quanto possivel. Tal

w=0

aqui por conveniéncia.
Considere o sistema em malha fechada descrito por

3

T(s)=— , 5.2
(s) s+ @182 + azs + as (5.2)
com 7" (0) = 1. O médulo da fungio complexa T (jw) é
a .
T (jw)l = - . (5.3)

Va2 + (a ~ 2a1a3) W2 + (62 — 2a3) wh + wb



Capitulo 5. Sintonia de Controladores PID 60

Note que as cinco primeiras derivadas de |7 (jw)| em relagio a w sdo nulas em w = 0, se os
parametros sio tais que a? = 2ay e a = 2ay03. A fungio de transferéncia de malha fechada se

torna entao,

T (5) = ot =

5} = = 5.4
8%+ 2wps? + 2wls +wl (st ws) (2 +wss+wd)’ (54)

com wd = g3, Um sistema em malha fechada com esta funcio de transferéncia tem 8,1% de

sobresinal, e o tempo de ajuste para 2% do valor de regime permanente é 9,4/ws. A fungio de

transferéncia da Eq. (5.4) € obtida a partir da Funcdo de Malha

3

w
L} — = . '.
() s (8% + 2wgs + 2wh) (5.5)
Considere agora que o modelo do processo & dado por
K
)= v (56)

e ¢ utilizado um controlador PI com pardmetros K, = 2wk/K e T} = 2/ws. A Fung¢io de Malha

obtida é
. w% (28 + w:;)

L' (s) = : 5.7
Note que esta Fungdo de Malha possui um zero em —wys/2 ¢ um poélo em —2wyg, de modo que
a magnitude de L” & simétrica em torno de 0db, dai o nome 6timo simétrico. A malha fechada

resultante é entio 0
wy, (25 +wy)

(s +ws)(s®+wss+wi)’
Observa-se que T” (s) difere de 7" (s) nas Eq. (5.4) e (5.8) pela presenca de um zero em —ws/2
no nurnerador de 77 (s). O sobresinal apresentado pela matha fechada da Eq. (5.8) é agora cerca de

TII (S) -

(5.8)

43%, devido a presenca do zero. De fato, conforme observado em Voda e Landau 1995 e Astrém e
Higglund 1995, o sobresinal pode ser reduzido utilizando um pré-filtro no sinal de referéncia y, (t)
da Fig. 2.1, ou um controlador PID com dois graus de liberdade, com ganho proporcional atuando

apenas na saida.

Otimo Simétrico Modificado

Uma nova técnica de sintonia de controladores PI e PID para obter uma Funcio de Malha via
4timo-simétrico é apresentada em Arruda e Barros 2000, Arruda 2000. O projeto consiste em obter
controladores PI ou PID que resultem em malhas fechadas proximas, no sentido minimos quadrados,
de um projeto 6timo-simétrico, para uma determinada faixa de freqiiéncia. O resultado pode ser
satisfatorio, mesmo no caso em que a constante de tempo Ty é proxima de uma das constantes de

tempo lentas do processo.
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Sintonia do Controlador PI

Os parametros do controlador PI sio obtidos a partir de um algoritmo minimos quadrados no

dominio da freqiiéncia. O objetivo é minimizar a funcfo de custo

n

Jpr(C) = Y L (jws) — G (juw) C (wi)[* -' (5.9)
i=1

e que (G é 0 modelo do processo dado pela Eq. (4.1), C é o controlador PI a ser projetado e L”

é a funcio de malha desejada segundo a abordagem 6timo-simétrico. A funcao de malha desejada,

L”, é definida em termos da constante Tx que sera determinada a partir do modelo do processo.

Admite-se aqui que esta constante de tempo determina a largura de faixa do sistema, definida como

a fregiiéncia de cruzamento do ganho unitario, wy, isto &,

o que leva a Fungio de Malha desejada dada pela Eq. (5.7). A solu¢do para o problema de minimi-

zagio da fungio de custo da Eq. (5.9) pode ser obtida reescrevendo o controlador PI como

o A L K 1 5, )
C (jw;) = (Kp—t— ——J—:JT) G (juy) = [ G(jw;) G{jw;) [jw; } [ KT, = p; (Jwi) 0pr (5.11)
e o problema de minimizagio da func¢io de custo (5.9) se torna
Opr = Mg%lg?{J(QPI) = E |L" (jw;) — &, (jwi)f)mlz} (5.12)
i=1

A solucdo fpr contém os parimetros do controlador Pl que levam a uma Funcao de Malha
proxima & da Eq. (5.7), para uma certa faixa de valores de freqliéncia. Como os regressores sao

complexos, a solugio por minimos quadrados da Eq. (5.12) é dada por

Opr = [Re (@PI)T Re (®p;) +1Im (@PJ)T Im (@PI)] N x [Re (@PI)T Re (L") +1Im (‘bPI)T Im (5”)]
(5.13)

com

Ppr = [ ¥pr (jwl) wpr (Jwa) - @pr(Jwn) ] ’

£ = 1) T {ws) o L (Gwn) ]T. (5.14)

Sintonia do Controlador PID

O procedimento para obter os parimetros de um controlador PID é similar ao apresentado na
secio anterior. Novamente, admite-se que a constante de tempo Tt determina a largura de faixa

do sistema, e o processo é representado pelo modelo da Eq. (4.1). Escrevendo o controlador no
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dominio da freqiiéncia,

: K,/T; ,
C(jw;) = (K + p/ + jw; K Td) G (jw;) (5.15)
e
= Glw) [ 1 Vjwr jus | | Kof/T | =ehip G)bpio,  (5.16)
}{52} '
e utilizando a Funcao de Malha [Voda e Landau 1995]
VB WL (4s 4+ wy)?
" _ Vouwy b
| ) = 7 o 2w (5.17)
conforme mostrada na fig. 5.1, a fungdo de custo para este problema é agora,
Jpip (C) =D 1L (jws) = G (juwi) C (jwi) [ . (5.18)

1=1

A solucdio para o problema de minimizagdo desta fungdo de custo leva entdo aos parametros do
controlador PID, ou seja,

o . J) l . 2
dprp =a-rgmm{ {(Bpip) = E :ILH jwi) — @brp (Jwi) Oprp| }
Orpip

= [Re (q)PID) Re (@p[p) -+ Im (@p]ﬁ)T Im ((I)PID):]
X [Re (@p1p)” Re (L") + Im ($p;p)” Im (z"’)] . (5.19)

coIm

Gprp = [ ©0prp (Jwi) @prp (Jwa) ... ©prp (Jwn) ] ;
T
Em — [ Lm (jf.b’}) Lu.r (j‘wz) LHI (an) :I . (520)

A grande vantagem em utilizar a solu¢do da Eq. {5.19) & evitar a necessidade do cancelamento
de poélos do processo para obter a Fungdo de Malha da Eq. (5.7}, uma vez que isso ndo é possivel
quando G {s) possui um par de pélos complexos conjugados, ou é de primeira ordem com atraso de
transporte, por exemplo.

Note que a solugio para o problema de minimizagio das Eq. (5.12) e (5.19) depende fortemente
da escolha do conjunto de freqiéncias w;. Para garantir robustez no projeto, a Funcdo de Malha
resultante deve ser proxima da desejada na faixa entre a freqiiéncia de cruzamento do ganho,
Wy = Wy, € a fregiiéncia critica, wy, onde a constante Ty, tem influéncia. Assim, uma faixa apropriada

para ser utilizada é o intervalo [ws;4wy|, ws = 1/2Tx.

Escolha da Constante T

O parametro de projeto para o método 6timo-simétrico consiste em especificar a largura de faixa

= 1/27%. Se escolhida adequadamente, o projeto torna-se robusto, ac mesmo tempo em que
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4L somg(’:’)ldB

-60dB/dec

0dB

Y

-40dB/dec

Figura 5.1: Magnitude da Func¢io de Malha dada pela Eq. (5.20).

apresenta um desempenho 6timo. Em trabalhos anteriores [Voda e Landau 1995, Astrém e Higglund
1995, Loron 1997], eram considerados modelos de segunda ordem para sintonia de controladores P1I
e de terceira ordem para sintonia de controladores PID. O parametro 7% era entao definido como a
constante de tempo mais rapida, que seria vista como a soma de pdlos rapidos e pequenos atrasos.
Asgim, a dinimica nao modelada era representada na forma de um pélo simples, o que pode ser
pouco confidvel em certas situagdes.

Do capitulo anterior, apresentou-se um método para se obter modelos de primeira ordem com
atraso de transporte, baseado em experimentos com relé. A principal caracteristica do método ¢
apresentar modelos bastante préximos ao processo na faixa de freqiiéncias em que a fase do processo
varia de —90° a —180°. Tais modelos podem ser utilizados aqui para sintonia pelo dtimo-simétrico,
desde que o parametro Tx seja definido adequadamente. Para isso, é necessario entender que tipo
de limitagdes sao impostas por tais modelos. A discussao seguinte é adaptada de Skogestad 2003.

Considere inicialmente que o processo é representado por umn atraso de transporte. Para desem-
penho e robustez, é desejavel uma Margem de Fase® de 35° ou mais. Além disso, tipicamente, a
inclinagdo de | L (jw)}| deve ser suave na regido entre as freqgiiéncias de cruzamento do ganho, wg, e da
fase, w,, e ingreme fora desta faixa. E possivel mostrar que uma inclinacio de cerca de —20dB/dec
faz com que a fase seja aproximadamente —90°, para uma Funcio de Malha polinomial. Assim, da
definicdo da margem de fase, a contribuicio em médulo devida ao atraso de transporte nao deve
exceder 55°. Porém, tal contribuicio, cujo modulo é fw, na freqiiéncia w = 6 & de lrad = 57°, que
¢ maior do que 55°. Logo, para um desempenho aceitavel, w, < 1/6, aproximadamente.

Levando-se em conta um compromisso entre desempenho e robustez, um valor aceitivel para a
largura de faixa da Fungio de Malha projetada ¢ de w, = 1/26, ou seja, metade do limite obtido.

Da fig. 5.1, vé-se entdo que ) .

2Ty 20
Portanto, para um projeto robusto, com wm desempenho satisfatdrio, a dindmica ndo modelada

= Ty =,

1Ver definicio na pag. 81.
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representada por 73 deve ser escolhida como igual ao atraso de transporte do modelo, 6.

5.2.3 Principio do Modelo Interno

O prz’ncz’pz’é do modelo interno (IMC) é apresentado em Morari e Zafiriou 1989. A idéia geral do
principio do modelo interno é ilustrada na Fig. 5.2. O modelo do processo é considerado explicita-

mente no controlador, dai a origem do nome modelo interno.

...................................

Y

G,(s)

iﬂ
£
_—
[7a]
S
L 4
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-
v
M’
L 4

...................................

Controlador IMC

Figura 5.2: Estrutura IMC.

O controlador IMC da Fig. 5.2 pode ser representado por um controlador série normal, com

funcéao de transferéncia dada por

Gy (s) G (s)
1 -Gy ()G (s)G(s)°

C(s) = (5.21)
emn que G {s) & o modelo do processo, G¥ (s5) & uma aproximacio da inversa de G (s), e G5 {s) um

filtro passa-baixas, tipicamente da forma

1

G @y

A principal caracteristica da abordagem IMC pode ser verificada como segue. Considere o
caso em que o modelo descreve perfeitamente o processo, i.e., G (s) = G,(s), e o filtro é dado
por Gy (s) = 1. Além disso, assuma que G (s) admite uma inversa realizdvel, e que nenhuma
perturbagdo estd presente no sistema. Neste caso, o erro entre a variavel de saida e a estimada pelo
modelo & nulo, de modo que o laco de realimentacdo da Fig. 5.2 desaparece, e a transferéncia do
sinal de referéncia para safida do processo é total, pois GG, = 1. Considere agora que existe um
erro de modelagem, i.e., AG = G, — . Entao a realimentagiao da Fig. 5.2 atua no erro entre a
variavel do processo e a estimada, de modo a levar a saida para o valor desejado. Além disso, note
também que a malha fechada, T (s), é dada por

C(s) G (s)
15 C ()G (5)

T(s)= =Gy (s) .

se G () =G {s).
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O projeto de um controlador pelo principio IMC esta portanto diretamente relacionado a escolha
do filtro G¢ (s). Isto representa nm compromisso entre robustez e desempenho, no sentido de saber
o quanto se pode confiar no modelo para aumentar a largura de faixa do sistema em malha fechada.
Além disso, conforme se observa pela Eq. (5.21), o projeto pode levar a controladores de major
complexidade. No entanto, sob algumas hip6teses, & possivel obter controladores PI e PID seguindo
o principio IMC [Astrém e Higglund 1995].

Assumindo o processo na forma da Eq. (4.1}, a malha fechada & dada pelo filtro
—fa .

€
Gf (S) - TfS"}-l ’

em que manteve-se 0 atraso de transporte por este ser inmevitdvel. Da Eq. (5.21), o seguinte

controlador é obtido
. T Ts+1

1— oy Tys+l-ed

Admitindo uma aproximagao para o atraso como sendo e % 2 1 — 56, o seguinte controlador é
obtido,

1+ 50
CE = waTT)
que consiste em um controlador PI com
4
K, = ———-
P T Ko+Ty ©

;= 0.

Se o atraso de transporte ¢ aproximado por e™% = {1 — s6/2) / (1 + s6/2}, entdo o seguinte contro-
lador é obtido,
Cls) = (1+80/2)(1+ sT) ~ (1+88/2)} (1 + sT)
Ks(0+Tr+ sT46/2) Ks{60+T¢)
que equivale a um controlador PID com paradmetros

g+ 2T
K, = —
? K(@+Tp)"
T. = g—%—Te
oT
Ta = 0+ 2T

Para os propo6sitos deste trabalho, a constante de tempo do filtro, T}, serd definida como sendo

igual ao atraso de transporte do modelo.

5.3 Resultados de Simulacao

Nesta secfio, sdo apresentados os resultados de simulagdo utilizando as técnicas de modelagem do
capitulo anterior. Os processos e os modelos correspondentes foram apresentados resumidamente
na Tab. 4.2. Em cada exemplo, o controlador é calculado com o modelo obtido, e a malha fechada

é simulada com o modelo completo.
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5.3.1 Processos de Segunda Ordem com Atraso

Usando os modelos obtidos para os processos de segunda ordem com atraso de transporte na Tab.
4.2, foram calculados os controladores PI e PID usando as técnicas de sintonia apresentadas. Os
parametros calculados encontram-se na Tab. 5.2 para os controladores PI e Tab. 5.3 para os
controladores PID, para cada método utilizado. "

Respostas ao degrau em malha fechada para alguns controladores encontram-se nas figuras de
5.3 a 5.8. Em geral, os melhores resultados foram para os controladores usando o método IMC
e Otimo-Simétrico (vide figs. 5.4 e 5.5, por exemplo). Para este tipo de processo, observou-se
que, na maioria dos casos, a saida da malha fechada obtida apresenta-se menos oscilatoria, e com
desempenho satisfatorio, quando usa-se o modelo cuja estimativa do ganho direto é obtida a partir
da resposta ao degrau. Observou-se no entanto que, guando o atraso é muito grande em relagio
4 constante de tempo do modelo, o projeto do contrelador PID via Ziegler-Nichols levou a malhas
fechadas instaveis. Este foi o caso, por exemplo, para os parametros do controlador PID na 8% linha
da coluna do método Ziegler-Nichols na Tab. 5.3. Note, no entanto, que o atraso de transporte é

bastante superior & constante de tempo do modelo, bem como do processo.

Modelos Otimo Simétrico IMC Ziegler Nichols

K K, T K, T K, T

1.0000 | 2.3778  0.8212 | 0.5000 0.3969 | 4.5267 1.2024

K 0.4875 | 4.8776  0.8212 | 1.0256  0.3969 | 9.2856 1.2024
0.5045 | 3.9997 0.8212 | 0.8410 0.3969 | 7.6143 1.2024

1.0000 | 0.0795 0.2443 | 0.5000 1.6658 | 0.7885 3.9820

—1.6658s

REms 0702401132 0.2443 | 0.7118  1.6658 | 1.1226  3.9820
0.7287 | 0.1091 0.2443 | 0.6862 1.6658 | 1.0821 3.9820
1.0000 | 0.3719 86653 | 0.5000 10.9516 | 0.4149 19.1601
KRGS 09998 | 03720 8.6653 | 0.5001 10.9516 | 0.4149 19.1601

0.9467 | 0.3928 8.66503 | 0.5282 10.9516 | 0.4382 19.1601

Tabela 5.2: Resultados de projeto do controlador PI para o processo de 2° ordem com atraso.
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Otimo Simétrico IMC Ziegler Nichols
Modelos K K, T; Ty K, T, T, K, T Ty
1.0000 2.2699 0.6850 0.1399 7.2937 2.8948 0.1848 6.7901 0.7515 0.1879
KEo22 04875 46563 06850 01399 14.9613 2.8048 0.1848 13.9283 0.7515 0.1879

2.6964s+1
0.5945 3.8182 0.6850 0.1399 12.2685 2.8948 0.1848 11.4215 0.75615 0.1879

1.0000 01373 04621 0.8667 1.3079 2.1787 0.5145 11828 2.4887 0.6222
K&y 07024 01955 04621 08667 18620 21787 0.5145 1.6830 24887 0.6222
0.7287 0.1884 04621 0.8667 17948 2.1787 0.5145 16231 2.4887 0.6222

1.0000 0.4237 11.6783 0.3939 0.5957 6.5242 0.8799 0.6223 11.9751 2.9938
K& 09998 04238 116783 03939 0.5058 6.5242 0.8799 06224 119751 2.9938
0.9467 0.4476 11.6783 0.3939 0.6293 6.5242 0.8799 06573 11.9751 2.9938

"abela 5.3: Resultados de projeto do controlador PID para o processo de 2% ordem com atraso.

L 1 L L I3 1 1 L 1
0 10 20 a0 48 50 80 70 20 20 100
Tempo [s]

Figura 5.3: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 1 linha da Tabela 5.2:

(-) 6timo-simétrico, (——) IMC e (—-) Ziegler-Nichols.
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Figura 5.4: Resposta ao degrau para usando controladores Pl e modelo da 4° linha da Tabela 5.2:
(—) 6timo-simétrico, (——) IMC e (—) Ziegler-Nichals.
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Figura 5.5: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 9° linha da Tabela 5.2:
(=) 6timo-simétrico, (~—) IMC e {—-} Ziegler-Nichols.
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Figura 5.6: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 1¢ linha da Tabela 5.3:
(=) étimo-simétrico, (——) IMC e (—) Ziegler-Nichols.
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Figura 5.7: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 4* linha da Tabela 5.3:
(~) étimo-simétrico, (——) IMC e {—) Ziegler-Nichols.
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Figura 5.8: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 9° linha da Tabela 5.3:
(—) 6timo-simétrico, {(——) IMC e (—-) Ziegler-Nichols.

5.3.2 Processos de Fase Nao-Minima

Sdo considerados nesta segdo os processos de fase ndo-minima mostrados na Tab. 4.2. Usando os
modelos calculados anteriormente, os parametros obtidos para o controlador se enconfram nas Tab.
5.4 e 5.5, para os controladores PI e PID, respectivamente.

Nas Figs. de 5.9 a 5.11, usando um controlador PI, sdo apresentados os melhores resultados
observados nas simulacGes, que sdo obtidos com o modelo cuja estimativa de ganho é obtida a
partir da resposta ao degrau. Dentre estes, as melhores respostas obtidas foram com controladores
projetados pelo método de Ziegler-Nichols e Otimo-simétrico. Para o caso dos controladores PID,
o método de Zigler-Nichols também apresentou controladores que instabilizam a malha fechada.
Desta vez, tal fato for observado em todos os casos em que o atraso de transporte é bastante

superior 4 constante de tempo do modelo.



Capitulo 5. Sintonia de Controladores‘ PID

71
Otimo Simétrico IMC Ziegler Nichols
Modelos K K, T; K, T K, T
1.0000 0.0822 02117 0.5000 14997 1.0282 3.8259
KE 2o 14005 00587 02117 03570 14997 0.7342 3.8259
146290 0.0562 0.2117 0.3418 1.4997 0.7029 3.8259
1.0000 0.1261 05733 05000 2.4140 0.7210 5.6204
KEZos 14368 0.0877 0.5733  0.3480 24140 0.501  5.6204
1.3256 0.0951 0.5733 0.3772 24140 0.5439 5.6204
1.0000 0.3494 83000 0.5000 11.2088 0.4329 20.6605
K& 14279 0.2447 83000 03502 11.2988 0.4556 20.6605
1.0695 0.3267 8.3000 0.4675 11.2088 0.4048 20.6605
Tabela 5.4: Resultados de projeto do controlador PI para o processo de fase ndo-minima.
Otimo Simétrico IMC Ziegler Nichols
Modelos K K, T; Ty K, Ty K, T Ty
1.0000 0.0211 00577 84776 17018 25522 05295 1.5423 2.3912 0.5978
KEs 14005 00151 00577 84776 12152 25522 0.5295 11013 23012 05978
14629 0.0144 00577 84776 1.1633 25522 05205 1.0543 2.3912 05978
1.0000 0.1829 0.9209 0.7609 1.1946 2.8837 0.7018 1.0814 3.5128 0.8782
Koo 14368 01273 09209 07609 0.8314 28837 0.7018 07527 3.5128 0.8782
1.3256 0.1380 09209 0.7609 0.9012 2.8837 0.7018 0.8158 3.5128 0.8782
1.0000 0.4016 11.2087 0.2408 0.6506 7.3512 13078 0.6494 12.9128 3.2282
K&a™s 14279 0.2813 112087 02408 04556 7.3512 1.3078 0.6834 129128 3.2282
1.0695 0.3755 11.2087 0.2408 0.6083 7.3512 1.3078 0.6072 129128 3.2282

Tabela 5.5; Resultados de projeto do controlador PID para o processo de fase nao-minima.
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Figura 5.9: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 3% linha da Tabela 5.4:
(—) 6timo-simétrico, (——) IMC e {—) Ziegler-Nichols.
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Figura 5.10; Resposta ao degrau para usando controladores Pl e modelo da 6 linha da Tabela 5.4:
{—) 6timo-simétrico, (——) IMC e (—-) Ziegler-Nichols.



Capitulo 5. Sintonia de Controladores PID 73

23 T T ¥ T

¥t

05

05 s s .
G 100 200 300 400 500 600

Tempo is|

Figura 5.11: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 7% linha da Tabela 5.4:

(—) otimo-simétrico, (——) IMC e (—-) Ziegler-Nichols.
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Figura 5.12: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 3° linha da Tabela

5.5: (—) étimo-simétrico, (——) IMC e (—-) Ziegler-Nichols.
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5.3.3 EFEfeitos do Ruido

Nesta secao, sao avaliados os controladores calculados para os modelos do processo obtidos levando-
se em conta o efeito do ruido. Os parametros obtidos séo apresentados nas Tab. 5.6 e 5.7, para os
controladores PI e PII), respectivamente.

~ Para os controladores PI, os resultados praticamente nio diferem entre si para cada modelo.
Algumas curvas sio mostradas nas fig. de 5.14 a 5.16. Em geral, o projeto via IMC se mostrou o
mais adequado para os casos analizados. Para o caso do controlador PID, as respostas ao degrau
da malha fechada também sio parecidas em relacao aos modelos utilizados, porém o método de
Ziegler-Nichols levou a malhas fechadas instaveis, nos casos em que o atraso de transporte é bastante

superior 4 constante de tempo do modelo (linhas 7, 8 e 9 da Tab. 5.7).

Otimo Simétrico IMC Ziegler Nichols

Modelos K K, T; K, T, K, T
09972 3.6340 0.2512 05014 0.1010 6.4502 0.3109

Ko 12098 2.9954 02512 0.4133 0.1010 5.3167 0.3100
0.9997 3.6249 02512 05002 0.1010 6.4341 0.3109

0.9975 0.0015 0.0026 0.5013 1.0010 0.9058 2.4794

KEst 11943 0.0012 00026 04187 1.0010 0.7566 2.4794
0.9998 0.0015 0.0026 0.5001 1.0010 0.9037 2.4794
0.9974 03708 7.8559 0.5013 9.9940 0.4174 17.5584
K& 12000 0.2867  7.8550 0.3876 9.9940 04123 17.5584
1.0005 0.3697 7.8559 0.4098 9.9940 04161 17.5584

Tabela 5.6: Resultados de projeto do controlador PI para o processo com ruido de medigao.
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Figura 5.13: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 6° linha da Tabela
5.5: {~) étimo-simétrico, {——) IMC e (—-) Ziegler-Nichols.

Otimo Simétrico IMC Ziegler Nichols
Modelos K K, T; Ty K, T Ty K, T Ty
0.9972 3.5003 0.2037 0.0338 10.3577 1.432 0.0481 9.6753 0.1943  0.0486
Ko 12008 2.8852 0.2037 00338 8.5375 10432 00431 79751 01943 0.0486
0.9997 3.4916 02037 0.0338 103318 10432 0.0481 9.6511 0.1943 0.0486
0.9975 00610 0.1168 1.5569 15019 1.4996 0.3335 1.3587 15496 0.3874
Ko 11943 00509 01168 15569 1.2544 14996 0.3335 11348 15496 0.3874
0.0998 0.0608 0.1168 15569 14984 14996 0.3335 1.3356 1.5496 0.3874
0.9974 04228 10.5889 0.3469 0.6023 6.0033 0.8376 0.6260 10.9740 2.7435
K™ 12000 0.3269 10.5839 0.3469 04657 6.0033 0.8376 0.6185 10.9740 2.743
1.0005 04215 10.5889 0.3460 0.6004 6.0033 0.8376 0.6241 10.9740 2.7435

Tabela 5.7: Resultados de projeto do controlador PID para o processo com ruido de medicao.
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Figura 5.14: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 1° linha da Tabela 5.6:
(—) étimo-simétrico, (——) IMC e (—) Ziegler-Nichols.
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Figura 5.15: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 5% linha da Tabela 5.6:
(—) étimo-simétrico, (——) IMC e {—-) Ziegler-Nichols.
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Figura 5.16: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 9% linha da Tabela 5.6:
(—) otimo-simétrico, {——) IMC e (-} Ziegler-Nichols.
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Figura 5.17: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 1% linha da Tabela
5.7: {—) otimo-simétrico, (——} IMC e (—-) Ziegler-Nichols.
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Figura 5.18: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 4° linha da Tabela
5.7: (—) otimo-simétrico, (——) IMC e {(—-) Ziegler-Nichols.
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Figura 5.19: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 87 linha da Tabela

5.7: (=) 6timo-simétrico, (——) IMC e (—-) Ziegler-Nichols.
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5.4 Conclusoes

Neste capitulo, foram apresentadas aplicagdes dos modelos obtidos no capftulo anterior com ex-
perimentos com relé, na sintonia de controladores PI e PID. Foram utilizadas técnicas bastante
conhecidas na literatura para o cédlculo dos parametros do controlador, baseadas em modelos de
primeira ordem ¢om atraso de transporte. Para a técnica de sintonia baseada“no Otimo-simétrico,
um novo enfoque na escolha do pardmetro que define a largura de faixa do sistema foi apresentado
e discutido.

Os resultados gerais foram satisfatérios, o que confirma as boas caracteristicas da técnica de
modelagem apresentada no capitulo anterior. Dependendo do modelo obtido, e da dindmica nao
modelada, alguns controladores calculados levaram a mathas fechadas oscilatérias, n&o havendo um
método que se destacasse em todos s casos. E importante ressaltar, no entanto, que o método 6timo
simétrico fol o que apresentou os resultados mais regulares, para a grande maioria dos processos.
Embora a resposta ao degrau em malha fechada usando o controlador projetado segundo este mé-
todo seja um tanto oscilatoria, hd uma certa regularidade em relacao ao sobresinal observado. Além
disso, conforme observado ao longo do texto, esta caracteristica pode ser melhorada usando filtros
no sinal de referéncia, ou usando controladores com dois graus de liberdade. Por sua vez, embora os
controladores projetados pelo popular método IMC tenham apresentado excelentes resultados em
certos casos, em outras sitnacdes os resultados foram pouco satisfatorios. Para controladores pro-
jetados pelo método de Ziegler-Nichols, além da nao regularidade dos resultados, foram observados
ainda casos de instabilidade para controladores PID, quando o atraso de transporte do modelo ¢
muito superior & sua constante de tempo. Tal fato reforca a idéia geral de que € dificil o ajuste da

acio derivativa em processos com atraso dominante.



Capitulo 6

Sintonia Iterativa de Controladores PI e
PID

6.1 Introducao

A sintonia de controladores PI e PID baseada em especificagdes nas margens de ganho e de fase tem
sido recentemente estudada em Ho, Lim e Xu 1998, Ho, Hang e Zhou 1997, Ho, Hang e Cao 1995,
Crowe e Johnson 2002, e nas referéncias neles citadas. Nestas referéncias, em particular, assume-se
que o processo é de primeira ordem com atraso de transporte, o que pode nao ser representativo
para processos industriais tipicos, conforme apontado por Astrém e Higglund 1995. Os parametros
do controlador séo calculados resolvendo-se um conjunto de equagdes ndo lineares, e uma solugéo
analitica ¢ obtida usando aproximacoes.

Em Astrom e Hagglund 1995, mostrou-se que, com a informacdo de um dnico ponto da resposta
em freqiiéneia do processo, é possivel projetar um controlador PID baseado em especificacdes de
margens de ganho e de fase. No entanto, esta ndo é uma solugiio exata, uma vez que o ponto
identificado (ponto critico, neste caso) é movido para outra posicio, onde espera-se que a Funcio
de Malha resultante possua margens de ganho e de fase proximas das desejadas. Em Tan et al.
1999, uma solucdo exata é obtida a partir de wma abordagem grafica, mas é necessario conhecer
com precisdo a resposta em freqiiéncia do processo.

Apresenta-se neste capitulo um método iterativo para sintonia de controladores P1 e PID para
atender a especificacbes de margens de ganho e de fase em um sistema em malha fechada. O
problema nac-linear é resolvido de maneira iterativa usando dois testes com o relé a cada iteracao.
A vantagem, neste caso, é ndo requerer nenhuma hipétese sobre o modelo do processo, bem como o
conhecimento de sua resposta em freqiiéncia, além de ser um procedimento realizado sem a remogao
do controlador, evitando interrupgdes da acao de controle.

Séo apresentados resultados de simulacdo para wm sistema de quarta ordem, para o qual sdo
avaliados o comportamento do algoritmo durante as iteragdes, bem como a solugdo encontrada.

Em seguida, o método é aplicado a um sistema de tratamento de efluentes, por meio de simulacao.

80
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Finalmente, resultados experimentais obtidos com um trocador de calor em escala de laboratério e

um sistema de caracterizacio de sensores de oxido de vanadio (VO,) sio apresentados.

6.2 Convencoes e Definicoes

O sistema em malha fechada mostrado na Figura 2.1 é considerado neste capitulo. Para os propositos
deste trabalho, a funcdo de transferéncia do processo, dada por G(s), ¢ estavel por hip6tese, e sua
resposta em freqiiéncia ndo é necessariamente conhecida. O controlador PID é dado por

5+ 1/T: + s°Ty

1 :
C (s) = K, (1+E+Tds> =K, : , (6.1)

em que K, T; e Ty sfo os parametros do controlador. Para um controlador PI, tem-se que Ty = 0.
A margem de ganho (GM) ¢ a margem de fase (PM) sdo medidas da estabilidade relativa de

um sistema em malha fechada, e sdo definidas como

1
GM = ———, para w, tal que ZL (jw,) = ~7 , 6.2
e
PM =7+ £L (jw,} , para w, tal que |L {jw,)|=1. (6.3)

Como L (3) = G' (s} C (s} & estavel, o sistema em malha fechada sera estavel se
GM>1e¢e PM>0°. (6.4}

Note que GM representa a guantidade méaxima de que se pode aumentar o ganho da Funcgao de
Malha, antes que o sistema em malha fechada fique instavel. De maneira similar, PM representa a
méaxima quantidade de atraso de fase que pode ser adicionada a L (jw) em w,, antes de tornar o
sistema em malha fechada instdvel. Escolhas tipicas para GM estdo na faixa de 2 a 3, e, para PM, na
faixa de 30° a 60°, dependendo das caracteristicas da dinfmica do processo. Deve-se ressaltar ainda
que existem casos em que L (s) possui mais de uma freqiliéncia que satisfaz a Eq. 6.2 ou a Eq. 6.3.
Assim, ocorrem miultiplos cruzamentos com o ganho unitario e/on com ¢ semi-eixo real negativo,
na curva de Nyquist. Nessas situacoes, o sistemna em malha fechada é estével para um intervalo de
ganho e/ou fase. Tais sistemnas sao denominados sistemas condicionalmente estdveis [Ogata 1993],
e sua estabilidade relativa é geralmente avaliada a partir do pior caso (fregiiéncias mais baixas)

dentre as solugdes das Eq. (6.2) e (6.3).

6.3 Estimacao Usando o Relé

Nesta seciio serio apresentadas as técnicas de estimacio da margem de ganho e da margem de fase,
usando experimentos com relé na malha de controle para obter as estimativas. Os valores obtidos

serdo utilizados no projeto iterativo do controlador.
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6.3.1 Estimacio da Margem de Ganho

O método do relé aplicado a um sistema em malha fechada é mostrado na Figura 6.1. Pode se

mostrar (ver Schei 1994) que o ciclo limite ocorre na freqgiiéncia critica da Funcio de Malha, de
modo que

. . . KT '
L(jwe) = G (Jue) C (jwe) = ) TRT (6-5)
com
et
KT = T (6.6)

e ay ¢ a amplitude da oscilagdo na saida do processo em malha fechada. Daqgui em diante, este

método & referenciado como Método do Relé na Malha Fechada.

Malha Fechada

C(s) > G(s)

h 4

Figura 6.1: Método do relé na malha fechada.

Uma estimativa da margem de ganho do sistema em malha fechada mostrado na Figura 2.1 &

entdo obtida com o método do relé na malha fechada, e calculada como

4d
= +1, (6.7)
Qe

1+ KT

GM = KT

e a estimativa da freqiiéncia critica, w,, é obtida a partir da fregiiéncia da oscilagdo na saida da

malha fechada.

6.3.2 Estimacgao da Margem de Fase

Para estimar a margem de fase do sistema em malha fechada mostrado na Figura 2.1, é necessario
obter o atraso de fase de L (jw) na freqiiéncia de cruzamento do ganho, w,. Isto pode ser conseguido
usando o método do relé para estimacio da Funcio de Malha, apresentado na secéo 2.7.2, com r = 1.
A partir do ciclo limite obtido, medem-se a fregiiéncia de oscilagio e o angulo de fase dos primeiros
harménicos da entrada para a saida de L {s), ou estima-se o angulo de fase usando a DFT dos sinais
de entrada e saida. '

A estimativa da margem de fase do sistema em matha fechada mostrado na Figura 2.1 é entao

obtida a partir de -
PM =7+ £L (&%) (6.8)

Para o caso de sinais com ruido, recomenda-se usar 3 ou mais perfodos de oscilagio para caleular

a estimativa, de modo a minimizar o efeito do ruido de medigéo.
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6.4 Sintonia do Controlador

Nesta se¢do, o problema de projeto de controladores Pl ou PID baseado em especificacbes de
margens de ganho e de fase ¢ apresentado. A solugio é baseada em experimentos com relé para
estimacao das margens de estabilidade do sistema de controle, e o procedimento é executado sem a

remogao do controlador, o que é bastante apropriado para aplicacdes industriais.

6.4.1 Problema de Projeto

Considere o sistema em malha fechada mostrado na Figura 2.1 e as especificagdes de margens de
ganho e de fase dadas por A, > 1 e ¢, > 0°, respectivamente. Para atender a tais especificacdes,

os pardmetros do controlador devem satisfazer o seguinte conjunto de equagdes:

LG (Jue) O (Jwe) = —m, (6.9)
G (i) C o] = 71— (6.10)
|G (Jwg) C (Juwg)l = 1, (6.11)
LG (jwg) C (juwy) = —7+ ¢y, . (6.12)

O problema de projeto é entdo encontrar um controlador C(s) que seja solugio das equagdes de
(6.9) a {6.12), 0 que ndo & numa tarefa ficil, dada a nao linearidade do problema. O procedimento
apresentado em Tan et al. 1999 para calcular numericamente os parametros do controlador para
ambos os tipos PI e PID requer a resposta em freqiiéncia do processo, G(jw). Além disso, nao
existe garantia prévia de que tal solugdo exista, conforme observado pelos autores.

Como alternativa, apresenta-se neste capitulo um algoritmo iterativo que requer apenas a esti-
magio das freqiiéncias w, e w, e as margens de ganho e de fase a cada iteracdo. Note-se que tais
freqiiéncias sdo solugdes das equacdes (6.9) e (6.11), ¢ as estimativas podem ser obtidas usando os

experimentos com relé apresentados anteriormente.

6.4.2 Controlador PI

Para um controlador PI (T = O na Eq. (6.1)}, o conjunto de equagdes (6.9)-(6.12) deve ser resolvido
para K, T;, we e wy, ou seja, um problema com quatro incdgnitas e quatro equagdes. A solugao

iterativa ¢ obtida projetando-se o controlador para satisfazer uma especificacdo de cada vez, ou seja:

1. Eq. (6.9): resolve-se para w, e calcula-se a margem de ganho atual, G,

o

. Eq. (6.10): calcula-se C (s) de modo a satisfazer 4,, em w,;
3. Eq. (6.11): resolve-se para w, e calcula-se a margem de fase atual, FPAf;

4. Eq. (6.12): calcula-se C (s) de modo a satisfazer ¢, em w;
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As iteragOes sdo repetidas até que algum critério de convergéncia seja satisfeito. Note-se ainda
que [we, GM] e [wy, PM] podem ser obtidos a partir de estimativas usando experimentos com relé.
As solugdes das Eq. (6.9) e (6.11) para o caso do controlador P, a partir de Jw,, GM] e [w,, PM],
sdo apresentadas na forma de lemas, introduzidos em seguida.

Lema 6.1 Considere um sistema em malha fechada cujo Fungdo de Malha £LO (5) = G (s) C© (),

na qual C9 (s) é um controlador PI dado por

(0}
ol (s) = K(O)%
P o :
Assuma que GM = 1/ !L(O) (jwe)| com ZL® (jw.) = —7. Entdo, para satisfazer a uma especificacio

de margem de ganho, An,, o controlador deve ser substituido por

©)
Wiy = ST YT
C' (s) K, . ,
cCOm GM
KV =K0—— (6.13)

PoAy

Demonstragao. Devido a forma do controlador (Eq. (6.1)), & necessario e suficiente apenas
madificar o ganho proporcional para solugio do problema de projeto, dado pela equacio (6.10). Em
W, tem-se que

1

jwe + /T
' CGM

JWwe

L (jud = |G (juwe)| |C (jwe)| = KV |G (jw.)]

Aplicando C™ () & malha fechada, como apenas o ganho é modificado, tem-se que em w

. . . . we + 1/T1"
|ILY (we)| = 1G (we)] [C™ (Gwo)l = KM |G (juw.)] LH};L“W
CM Loy P9 T YT | 1
_ () 47e T | o .
-l |G(gwc)1% o A

Lema 6.2 Considere um sistema em malha fechada cuja Funcdo de Malha é LW (s) = G (s) C19 (s},
na qual C'% (s) é um controlador PI dado por

o5+ 1T
(0 (s) = Réﬂ)wgwl_m i

Assuma que PM = 7 + ZL9 (jw,) com iL(O) (jw9)| == 1. Fntdo, eziste um controlador Pl que
satisfaz a uma dada especificacGo de margem de fase, ¢,,, dado por

G (s) = KY =
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corm

\/(1/7}(0)>2 + w?

¢ /fz;f”f +u?

tan |9, — PM + tan™" (i, 7]
P ’ e KO . g
B wg 14 Iy

, (6.14)

se e somente se

PM — ¢, —7/2 < ZCW (jw,) < PM — ¢, . (6.15)

Demonstracao. Para obter os parAmetros do controlador, é necessario determinar Tim e K;gl)

tais que a equacdo (6.12) seja satisfeita. Assim, tem-se que, em w,
£G (jug) CO (jw,) = =7 + PM = LG (jw,) = —£C (jwy) — 7+ PM .
Apobs o projeto, deve-se ter em w,
£G (jwg) CW (jwg) = —7 + ¢y = LG (jwg) = —2CW (juwy) = 7 + ¢y, -
Igualhando-se as expressoes anteriores,
LCOW (jug) = L0 (jug) + ¢y — PM .
Para um controlador PI tem-se que ZC (jw) = —7 + tan™! (wT}), entdo
~7 + tan ™" (ngim) = —7 +tan™" (ngi(O)) + @~ PM |

de modo que
tan [133,11"'i (ngi(ﬂ)> + P — PM ]

We

T_(l) -

)

B necessario agora ajustar o ganho proporcional para que a Eq. (6.11) continue sendo satisfeita.
Assim,

G (jwg) C© (jug)| = |G (jusg) C) (jug)| = 1,

de modo que

[T T
mm K

Wy

CO (jwg)| = |CW (jwy)| = K

e finalmente,

2
KD = KO \/(1/21@)2 - .
(I/Ti(l)) + w?

A validade destas expressdes & limitada pelas quantidades maxima e minima de fase que o

controlador pode fornecer. Para este caso, a fase do controlador PI varia de —7/2 a 0. Assim, em

wq deve-se ter
~7/2 < LCP (juw,) < 0.
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Como
LCV (juwy) = L8 (juwg) + ¢, — PM
tem-se que |
~7/2 < LCY (w4, - PM <0 =
—n/24+PM— ¢, < £CY (jw,)<PM—¢, .
|

Este dltimo resultado indica que, dependendo da diferenca entre a margem de fase atual e a

desejada, pode ndo haver uma solugdo, devido ao limite de contribuicdo de fase do controlador. O

algoritmo iterativo para o caso do controlador PI é apresentado em seguida, e um sobrescrito k

denota a iteracio atual.

1.

Condigdes Iniciais: Inicie o procedimento com um controlador C©(s), com K e %

(neste passo, assume-se que o sistema de controle estd em operacio e k = 0);

Estimacao da Margem de Ganho: Use o método do relé na malha fechada para obter

uma estimativa da freqiiéncia critica, d)ff‘}, e da margem de ganho, GM®).

1o Teste de Parada: Se IGMF(’“} - Am‘ < g1 e esta ndo é a primeira iteragdo (& # 0}, pare

o procedimento e faca C(s) = C¥(s). Caso contrario, continue o procedimento.

. Projeto do Controlador baseado na Margem de Ganho: Com a estimativa da margem

de ganho atual, GM® calcule o novo ganho proporcional do controlador, [?I()Hl), a partir da

Eq. {6.13), e o seguinte controlador intermediario & obtido

(k)
S(k+1 _ ey (ST
CO+ (5) = K (%___ |

&

Estimagao da Margem de Fase: Use o método do relé para estimacao da Funcao de Malha

comn 7 = 1, e obtenha as estimativas L;J;kj e PM®,

. 20 Teste de Parada: Se |PM*) — ¢ | < g5, pare o procedimento e faga C(s) = C**+D(s).
m

Caso contrario, continue o procedimento.

Projeto do Controlador baseado na Margem de Fase: Com a estimativa da margem
de fase atual, PAf ( ), calcule os novos pardmetros do controlador, KE‘H} e T, 1-“”“} , & partir da

Eq. (6.14), obtendo o seguinte controlador,

{k+1)
O () = D) (5 +1/T, ) _

s

Se, de acordo com ¢ Lema 6.2, ndo existir um controlador que satisfaga a especificagao ¢,,, o
procedimento deve ser interrompido e o controlador inicial, ou um dos controladores obtides

em passos anteriores deve ser restaurado, pois uma solucao nao foi encontrada.
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8. Passo de retorno: Incremente k e retorne ao passo 2.

Nos passos 3 e 6, considera-se que z; e &5 s30 tolerancias definidas de acordo com o grau de
preciséo desejado. Note que, na convergéncia, ambas as especificagbes A,, e ¢, serdo satisfeitas, a

menos que uma solugao néo seja encontrada no passo 7 do algoritmo, violando a Eq. (6.15).

6.4.3 Controlador PID

Para o controlador PID dado pela Eq. (6.1), o conjunto de equacdes deve ser resolvido para K, T,
Ty, we € wy, em um total de cinco incognitas e quatro equagdes. Portanto, outra equacio deve ser
introduzida para que um nimero finito de solugdes seja obtido. Conforme observado em Astrém e
Hagglund 1995, um procedimento tipico é especificar uma relacio entre os parametros 7} e Ty, de
modo que

Td = O."Ti . (616)

Esta equacao define uma relacdo entre os zeros do controlador PID, conforme mostrado a seguir.

Considere a Eq. {6.1), reescrita na seguinte forma,
s+ z) (8 + 2)

+ 1/T; + 8T, .
‘5 /S sTa g1l - : (6.17)

C(s)=K,

em que z; de z9 podem ser calculados como

~1= /14T, -1x/T—4da
2T, - 2T, )

12 =

Logo, para a escolha tipica a = 0.25 (ver Astrém e Higglund 1995, Ziegler e Nichols 1942),
tem-se que z; = zp = —1/2T,, ou seja, zeros reais e iguais. Se a > 0.25, o controlador apresenta
zeros complexos, e se a < 0.25, o controlador apresenta zeros reais e distintos. Se o controlador
estiver na estrutura série como na Eq. (6.17), apenas valores de o menores ou iguais a 0.25 sdo
admissiveis. Além disso, a influéncia da relacéo T;/T; na solugdo final do projeto néo é trivial. Tal

fato pode ser observado no exemplo a seguir.

Exemplo 6.3 Considere o processo

1

G (s} f“* m ;

e o controlador PID dado pela Eq. (6.1). Assuma as especificagdes A,, = 3.5 e ¢, = 60°. Variando-
se o valor de a de 0.05 a 5.00 pera as mesmas especificagdes, diferentes controladores, com diferentes
caracteristicas, sio obtidos usande o algoritmo apresentado mais adiante, levando-se em conta a
relagdo (6.16). Na fig. 6.2, observa-se o variagdo da fregiiéncia critica, w,, e da fregiéncia de
cruzamento com o ganho, wy, do Funcio de Malha obtida para cada controledor. Observa-se que,
para « entre 0.05 e 0.10 existem duas solucdes de pardmetros para as mesmas especificugoes. Por

exemplo, com a = 0.05, ambos os controladores PID

. 245400333 0.131952 0.3791
€ (s) = 2117712008 +; * e Cy(s) = 0.8054 s 1” ,
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levam a Fungdes de Malha que apresentam as especificacdes desejadas, porém com fregiiéncias de
cruzamento de ganho e de fase bastante distintas.

. ; : j ; ; ; . ; ;
0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5
Valor de

Figura 6.2: Variacio da freqiiéncia critica e da fregiiéncia do cruzamento do ganho com o @ para o

exemplo 6.3.

Nota-se portanto que o valor de a tem uma relac¢ao com as fregiiéncias w, e w, para as mesmas
especificacoes Ap, € ¢,,. No entanto, a influéncia de o nestes valores néo é trivial, podendo inclusive
implicar em miltiplas solucdes. Desse modo, a escolha o = (.25 se faz apenas por comodidade,
bem como por permitir solu¢des para qualquer estrutura do controlador, conforme comentado an-
teriormente, além de permitir a obtengdo de resultados sobre a estabilidade da malha fechada, o
que sera discutido mais adiante.

A solugao iterativa é obtida do mesmo modo que para o casoc do controlador PI, ou seja,

projetando-se o controlador para satisfazer uma especificagao de cada vez:

1. Eq. {6.9}: resolve-se para w, e calcula-se a margem de ganho atual, GM;
2. Eq. (6.10): calcula-se C (s} de modo a satisfazer A, em w;
3. Eq. (6.11): resolve-se para w, e calcula-se a margem de fase atual, PM;

4. Eq. (6.12): calcula-se C (s) de modo a satisfazer ¢,, em wy;

Similarmente, as iteracbes sao répetidas até que algum critério de convergéncia seja satisfeito,

¢ {we, GM] e [w,, PM] podem ser obtidos a partir de estimativas com experimentos com relé. As
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solugbes das Eq. (6.9) e (6.11) para o caso do controlador PID, a partir de [w,,GM] ¢ ey, PM],
sa0 apresentadas na forma de lemas, introduzidos em seguida. Note-se que deve-se levar em conta

a equagio (6.16) no caleulo das constantes de tempo integral e derivativa, para que uma solucio
lnica seja obtida.

Lema 6.4 Considere um sistema em malha fechada cuja Fungdo de Malha é L9 (s) = G (s) C© (s),
na qual C% (s) € um controlador PID dado por

. s+1/ Ti(o) + 82730
CO (s) = K}Sﬂ) ; 4.
Assuma que GM = 1/ |L® (jw,)| com ZL©O (jw.) = —7. Entdo, para satisfazer a uma especificagio

de margem de ganho, An, o controlador deve ser substituido por

st UTz‘m) + SzTch)

CW (g) = K - ,
comt G‘M
1) 0
KW = K >7m— : (6.18)

Demonstragio. Similar ao Lema 6.1. =&
Lema 6.5 Considere um sistema em malha fechada cuje Funcio de Malha é L (5) = G (s) C© (s),
na qual G0 (s) é um controlador PID dado por

0 2(0)
C(D) (S) _ I{(O‘}S + 1/’1_; + 3 Td
P .

s
Assuma que PM = 7+ ZLO (jw,) com {L9 (juw,)| == 1. Entdo, eziste um controlador PID que

satisfoz a uma dada especificacdo de margem de fase, ¢,,, dado por

(1) 2r(1)
C(l) (5) — K£1)3+ 1/71 - + 5 Td }

com Ti(l) € Tél) obtidos a partir da tinica solugdo positive do sisterna

oy W
F - LugTd == ‘—82 N (619)
TH — oV = 0, (6.20)
com
W
B =tan [tan™! £ + ¢, — PM| | (6.21}
/7% — 2T

e ganho K;S” dado por

2
{0} 0
\/(1/1; —w2T0) 4
5 H
TP =21

PM — ¢, —71/2 < 200 (jw,) < PM — ¢, +7/2 . (6.23)

Y 0
K = KO

(6.22)

se e somente se
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Demenstracdo. Para obter os parametros do controlador, é necessario determinar Ti(l}, Tél)

1 . ~ . : . .
e K;(, ! tais que as equagdes (6.12) e (6.16) sejam satisfeitas. Assim, do mesmo modo que para o
Lema 6.2, tem-se que, em wy

£CW (jwg) = 280 (jw,) + ¢, — PM .

Para um controlador PID, a fase é dada por

£C(jw) = - +tan | ——Fe )
(jw) T+ tan (1/7}—w2Td) :

entao

~7 + tan™* ( mwg - {1)) = -7 +tan”"! ( (O)wg (e)) + ¢, — PM
1T — Wil 1T — Wiy

de modo que

e == tan |tan™* s | +¢,., —PM
l/Ti(l) _ ngél} \ I/Ti({}) _ ngéo) i

de onde se verifica a Eq. (6.19). A Eq. (6.20} é obtida diretamente a partir da equagéo de projeto

:ﬁp

(6.16). Finalmente, ajustando-se o ganho proporcional para que
|G (jwg) G (jwg)| = |G (jwg) CW ()| = 1,

tem-se a Bq. (6.22). A validade destas expressdes é limitada pelas quantidades maxima e minima

de fase que o controlador PID pode fornecer, variando de —n/2 a 7/2. Assim, em w, deve-se ter
—7/2 < LCW (juw,) < —7/2.
Como
L8 (jug) = £CO (jwg) + ¢y — PM
tem-se a expressdo (6.23). m

O algoritmo completo & apresentado em seguida, e um sobrescrito & denota a iteragio atual.

1. CondigBes Iniciais: Inicie o procedimento com um controlador C%(s), com K}{,D); Tl-(o) e

0 . . T
TCS ) (neste passo, assune-se gque o sistema de CDﬂtrO-le esta em operagao ¢ k= 0)f

2. Estimacido da Margem de Ganho: Use o método do relé na malha fechada para obter

uma estimativa da freqiiéncia critica, cl'ék), e da margem de ganho, GM®),

3. 1o Teste de Parada: Se .G‘M(k) — Aml < £, e esta nao é a primeira iteracio {k # 0), pare

o procedimento e faca C{s) = C®(s). Caso contrario, continue o procedimento.
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4. Projeto do Controlador baseado na Margem de Ganho: Com a estimativa da margem
de ganho atual, GM®, calcule o ganho proporcional do controlador, K", a partir da Eq.

(6.18), e o seguinte controlador intermediério é obtido

(k) (k)
Cl4D) () = e+ (S + /T +8°T )
| s

(o}

Estimacao da Margem de Fase: Use o método do relé para estimacio da Funcdo de Malha

com r = 1, e obtenha as estimativas Q(gk) e PAG,

6. 20 Teste de Parada: Se PM® — qul < &3, pare o procedimento e faga C(s) = Ch+(s).

Caso contrério, continue o procedimento.

7. Projeto do Countrolador baseado na Margem de Fase: Com a estimativa da margem
~ (h . 3
de fase atual, PM( ), calcule os novos parimetros do controlador, K},kﬂ)., Ti(kﬂ} e Tékﬂ},

resolvendo o sistema de equagtes de (6.19) a {6.22), obtendo o seguinte controlador,

k+ k
C(k‘-:—l) (q) = I{(k'H) (S ~+- 1/2‘;{ 1) + S2Td( +1})
£ b .

5

Se, de acordo com o Lema 6.5, nfio existir um controlador que satisfaga & especificacio ¢,,,
o procedimento deve ser interrompido e o controlador inicial deve ser restaurado, pois uma

solucdo nao foi encontrada.

8. Passo de retorno: Incremente £ e retorne ao passo 2.

Novamente, nos passos 3 e 6, considera-se que £, e €2 s3o pequenas tolerancias definidas de
acordo com o grau de precisdo desejado, e, na couvergéncia, ambas as especificacdes A, € ¢, serao
satisfeitas. Isto ocorre porque ao verificar se uma das especificagdes satisfaz a tolerincia desejada
(passos 3 ou 6), uma vez que o controlador tenha sido reprojetado para a outra especificagdo em
um passo anterior {passos 4 ou T), assume-se que a mesma seja satisfeita. Quando uma solugéo nio
¢ encontrada no passo 7 do algoritmo, violando a Eq. (6.23), entdo assume-se que a solugdo nio

existe.

6.5 Analise de Estabilidade

A utilizagdo dos algoritmos propostos para sintonia de controladores industriais possui como prin-
cipal atrativo a nio necessidade de se conhecer a funcdo de transferéncia do processo. No entanto,
¢ desejavel também garantir que o projeto dos controladores nas diversas iteragoes leve sempre a
malhas fechadas estaveis. Uma discussao sobre a estabilidade dos controladores a cada iteracao é
apresentada nesta se¢ao.

Nos algoritmos propostos, parte-se sempre de um controlador inicial tal que a malha fechada

¢ estavel por hipGtese. Se urm controlador que satisfaz as especificagbes é encontrado, este & feito
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o novo controlador, caso contrario, os parimetros iniciais sio restaurados. No entanto, para se
chegar ao controlador final, sio necessarios tantos parametros intermediarios quantas iteracdes forem
necessarias. Note que os pardmetros séo sempre alterados nos passos 4 e 7 de ambos os algoritmos.
Fazendo-se algumas hipéteses sobre o processo, é possivel mostrar que o algoritmo sempre leva a
malhas fechadas estaveis ao longo das iteracdes. Para se chegar ao resultado desejado, o reprojeto
do controlador de acordo com os Lemas 6.1, 6.4, 6.2 ¢ 6.5 serd analisado inicialmente. O objetivo é
mostrar que, para um mesmo conjunto de hipoteses, o reprojeto do controlador leva sempre a um
novo controlador que, além de satisfazer a uma das especificacdes, estabiliza a malha fechada. Tal

fato é apresentado nas duas proposigdes seguintes.

Proposicao 6.6 Considere um processo representado por G (s) realimentado por um conitrolador
PI ou PID, conforme ilustrado na Fig. 2.1, tal que a malha fechada, T (s), é esidvel. Assuma que

a fungdo de transferéncia G (s) satisfoz as seguinies hipdteses:
1. G(s8) € estdvel;
2. G{jw) ndo possui picos ressonantes;

3. |G (jw}| € monotonicamente decrescente para todo 0 < w < 0o, para o caso PI, e monotoni-

camente decrescente com pelo menos —20dE de inclinacae, para o caso PID.

Entao, o reprojeto do controlador PI ou PID de acordo com os Lemas 6.1 e 6.4 leva a uma malha
fechada estdvel. Além disso, a Fungdo de Malha obtida permanece estdvel, sem picos ressonantes e

com magnitude monotonicamente decrescente.

Demonstracio. E suficiente mostrar que a nova funcio de malha satisfaz as condicdes de
estabilidade na Eq. (6.4). Das hipoteses sobre G (s) e da fungdes de transferéncia dos controladores
PI e PID, tem-se que, para quaisquer parametros de controlador, L (s} é estavel, e L {(jw) ndo possui
picos ressonantes e possul magnitude monotonicamente decrescente para todo 0 < w < oo, Como
T (s) & estavel, entdo L (s) possui margem de ganho maior do que a unidade e margem de fase
positiva. De acorde com os Lemas 6.1 ¢ 6.4, ap6s o ajuste do controlador, {L (jw )| = 1/Am < 1. Se
o sistema nao ¢ condicionalmente estavel, entdo a freqiiéncia de cruzamento do ganho é menor do
que a fregiiéncia critica, e, conseqiientemente, £L (jw,) € menor que 180°, de modo que a margem
de fase & positiva, e a nova malha fechada, L™ (s}, & estavel. Se L (jw) é condicionalmente estavel,
entdo o pior caso é considerado, ou seja, a margem de ganho é calculada para a menor freqiiéncia
critica. Assim, garante-se que, apds o reprojeto, as intersecgdes com o semi-eixo real negativo
ocorrem para valores a partir do ponto —1 para sua direita, ndo havendo portanto circulacdes do

mesmo pela curva de Nvquist de L (jw), garantindo estabilidade da malha fechada. =

Proposicio 6.7 Considere um processo representado por G {(s) realimentado por um controlador
PI ou PID, conforme ilustrade na fig. 2.1, tal que o malha fechada, T (), € estdvel. Assuma que ¢

fungdo de transferéncia G (s) satisfoz as sequintes hipdteses:
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1. G (s) € estdvel;
2. G (jw) ndo possui picos ressonantes;

3. 1G (jw)| € monotonicamente decrescente para todo 0 < w < oo, para o case PI, e monotoni-

camente decrescente com pelo menos —20dB de inclinagdo, para o caso PID.

Entao, o reprojete do controlador PI ou PID de acordo com os Lemuas 6.2 e 6.5 leva a uma malha
fechada estdvel. Além disso, a Funcio de Malha obtida permanece estdvel, sem picos ressonantes e

com magnitude monotonicamente decrescente.

Demonstragdo. Do mesmo modo, é suficiente mostrar que a nova funcio de malha satisfaz as
condigdes de estabilidade na Eq. (6.4). Das hipoteses sobre G (5) e da funcdes de transferéncia dos
controladores FPI e PID, tem-se novamente que, para quaisquer parametros de controlador, L (s)
é estavel, e L (jw) ndo possui picos ressonantes e possui magnitude monotonicamente decrescente
para todo 0 < w < o0, e, como T (s) & estavel, entdo L (s) possui margem de ganho maior do
que a unidade e margem de fase positiva. De acordo com os Lemas 6.2 e 6.5, apds o ajuste do
controlador, ZL (jwy) + 7 = ¢, > 0. Como |L(jw)| & decrescente e nao ha picos ressonantes,
Wy < we = |L(jwg)] = 1 > |L{jw.)|, de modo que a nova margem de ganho ¢ maior do que a
unidade, e a malha fechada é estavel. Se, devido ao reprojeto, a nova Fungao de Malha apresentar
£L {(jw) = —m para algum w < wy, o sistema torna-se condicionalmente estavel, havendo interse¢des
da curva de Nyquist de L {jw)} com o semi-eixo real negativo 4 esquerda do ponto —1. No entanto,
por continuidade da fase de L {jw), a curva de Nyquist de L (jw) n&o circula o ponto —1, de modo

que a malha fechada continua estavel. w

Exemplo 6.8 Considere um processo G (s) dado por

1

G = NG D@0 D)

e um controlador PI, dado pela Eq. (6.1) com Ty = 0. As especificagées para este exemplo sdo
A = 4.857 e ¢, = 60°. Admita o controlador inicial com K, = 0.0525 e T, = 1, ou seja,

1
CO (s) = 0.0525° 2 .

<

As margens de estabilidade de L9 (s} = C9 (s) G (s) sdo dadas por

GM©® = 4857 ¢ PMY =22.632°,

indicadas na fig. 6.3, e, consegiientemente, a malha fechada € estduvel. Note a presenga de um
pico ressonante em wma freqiéncia superior & fregiéncia critica de L9 (jw). Considere agora
o algoritmo para sintonia do controlador PI. Como no passo 4, GM© = A, = 4.857, entio
R’I(,l) = KS”, de modo que antes do passo 7 tem-se o mesmao controlador inicial, C9 (s) = C¥ (0).
O nove controlador € obtide no passo 7, resolvendo-se a Eq. (6.14), de modo que

s+ 0.1883

S

W (5) =0.1835
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Para a Fungdo de Malha correspondente a este controlador, embora a margem de fase seja positiva
(PMG) = 60.000°), tem-se GM™Y) = 0.9983 < 1, conforme se observa na fig. 6.3. Logo, a malha
fecheda correspondente serd instdvel. Do diagrama de Nyguist na fig. 6.4, vé-se que ocorre uma
circulagdo do ponto —1 + jO devido ao pico ressonante, e & forma de AC (s) = CW (5) /C9 (s)
(fig. 6.5).

Diagrama de Bode
\ Gm®® = 4.85 (0.707 radis), Pr™ = 22.6° (0.225 rad/s) e Gm" = 0.998 (0.945 radks), Pl = 80.0° (0.225 ra's)
10 — S . — — . ———r
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Figura 6.3: Margens de ganho e de fase de L® (5) = C© (s) G (5) (—=) e LM (8) = CW () G (s)
().

Com base nas duas proposi¢es anteriores, é possivel agora mostrar que ambos os algoritmos
de sintonia levam a malhas fechadas estaveis durante as iteragbes. Em ambos os casos, a malha

fechada permance estivel até que uma solucéo seja obtida, ou que seja impossivel calcular uma
soluco, de acordo com os Lemas 6.2 ou 6.5.

Proposicdo 6.9 Os algoritmos para sintonia de controladores PI e PID baseados em especificagoes
de margens de ganho e de fase apresentam malhas fechadas estdveis durante as ileracoes se o

processo € tal que sua funcao de transferéncia, G (s), satisfaz as seguintes hipdteses:
1. G (s} € estdvel;
2. G (jw) nao possui picos ressonantes;

8. 1G (jw)! € monotonicarnente decrescente, para o caso PI, e monotonicamente decrescente com

pelo menos —20dB de inclinagdo, para o caso PID.
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Diagrama de Nyquist
15 r

os5f

Eixo Imaginasia

Eixp Real

Figura 6.4: Diagrama de Nyquist de L (g} = C® ()G (s) (<) e LW (5) = C) (s)G(s) (- -).

Demonstracao. De acordo com os algoritmos apresentados, o novo controlador é ealculado a
cada iteracdo para satisfazer uma das especificacGes de cada vez, usando os lemas 6.1, 6.4, 6.2 e
6.5. Pelas proposicdes 6.6 ¢ 6.7, desde que G (s) satisfaca as hipoteses 1, 2 e 3, o novo controlador
leva a uma malha fechada estavel. Além disso, pelas fungbes de transferéncia dos controladores PI
e PID, a Funcao de Malha mantém as mesmas caracteristicas apos cada reprojeto, ou seja, L (s)

permanece estavel, sem picos ressonantes e comn magnitude monotonicamente decrescente. ®

6.6 Garantindo Estabilidade da Malha Fechada

Na secdo anterior, mostrou-se que para certas classes de Fungoes de Malha os algoritmos propostos
sempre apresentam malhas fechadas estaveis ao longo das iteracdes. Apesar de ndo ser necessirio
conhecer G (jw), & necessirio, no entanto, fazer algumas hipéteses sobre seu comportamento, o que
requer algumn conhecimento a priori do processo, para que se tenha garantia de estabilidade durante
as iteragbes do método. '

Tendo tal fato em mente, apresenta-se nesta se¢do uma maneira de se avaliar a estabilidade do
sistema, de modo a garantir que, ao aplicar o novo controlador, a malha fechada seja estavel. Com
este resultado, é possivel aplicar os algoritmos sem nenhum conhecimento a prior: sobre o processo,
tendo a seguranca de saber se o novo controlador resulta em uma malha fechada estavel. antes de
aplica-lo & malha fechada. Os resultados sao baseados na teoria de controle robusto, que pode se
encontrada em diversos livros sobre o assunto (ver, por exemplo Doyle, Francis e Tannenbaum 1995
e Zhou 1998}.
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Diagrama de Bode

Magnitude

Fregiéncia {rad/s)

Figura 6.5: Diagrama de Bode de AC (s) = CW {5} /CO (s).

O teorema do ganho pequeno |[Zhou 1998] pode ser usado para obter condices de robustez para
sistemas lineares e invariantes no tempo. Tal teorema é apresentado em seguida, para analise da

estabilidade do sistema em realimentagdo mostrado na fig. 6.6.

ul el
t A(s)

M(s)

Figura 6.6: Sistema em realimentacio para o Teorema do Ganho Pequeno.

Teorema 6.10 (Teorema do Ganho Peguenc) Sob as hipdteses de que A(s) e M (s} no lago de
realimentacdo da fig. 6.6 sdo estdveis, ¢ matriz de transferéncia de malha fechada de (uy, us2) para

(e1,€ea) € estdvel se a seguinte condigdo de ganho pequeno € satisfeita:

Demonstragao. Ver em Zhou 1998. =

Para a maioria das aplicagtes de controle robusto, A (s) é tida como uma perturbacio no modelo
nominal do processo, limitada em alguma norma. O objetivo aqui é considerar que A () é uma
perturbacdo no controlador atual, e assumir que existe uma informagao precisa sobre o processo

real. Deste modo, é possivel obter o seguinte resultado:
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Proposigao 6.11 Considere os algoritmos de sintonia dos controladores PI e PID. Caleulando
AC (s) como sendo

O(k+1) (8)
AC (s) = C'(T(s) .
entao o novo controledor leva a uma malha fechada estdvel se
1
8 (] < e | 6.24
1576 < m o, 624
comn AC
s—1

Demonstracao. A aplicacao do novo controlador na malha fechada pode ser visualizada pelo

diagrama de blocos mostrado na fig. 6.7, onde

_AC(s) -1
T ACYs)

Cls) 2 Gs) F——

Figura 6.7: Diagrama em blocos da atualizacio do controlador, AC (s) = 1/ (1 — A (s)).

Além disso,
AC () O% (5) = C*FD (5) |

de modo que a malha fechada mostrada na figura é aquela obtida com o novo controlador. Para se
obter o resultado da proposi¢io, deve-se primeiramente reduzir o lago de realimentacao da fig. 6.7
para a forma apresentada na fig. 6.6. Para tanto, deve-se isolar A(s) e calcular a fungio de
transferéncia da saida de A(s), v{(t), para sua entrada, z{¢). Da fig. 6.7, considerando y. = 0,

tem-se que

Y(s) = G CH(8)Z(s),
Z(s) = V(s)+[-Y(s)],
de modo que

Z (3) 1

V) = [5G (5) 0P (s) = S5® (g) .
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Logo, aplicando-se o Teorema do Ganho Pequeno com M (s) = S®) (s), tem-se que

14 Gl 1S G|, < 1,

que leva ao resultado desejado. =

Exemplo 6.12 Considere o evemplo 6.8. Para este caso,

As) = AC(s)—1  0.1310s—0.0179
: AC(s)  0.1835s + 0.03456

= (1A (jw)lle) " = 13984,

1t
14 ()

loo

IS ()L, = 2.7648 >
Logo, ndo se pode concluir gue a nova malha fechada seja estdvel. Para este caso, a malha fechada

obtida com o novo controlador € dada por

B 0.18351 (s -+ 0.1883)
~ (s +0.8931)(s% + 0.3071s + 0.04336)(s2 — 0.0002s + 0.8926) °

M (s)
que possui um par de pélos compleros instdveis, bastante prozimos ao eizo imagindrio.

Exemplo 6.13 Considere novamente o exemplo 6.8, agora com ¢,, = 30°. Assim, C (s) ¢ dado

agora por
Ct (5) = o_oggow 1

e AC (s} € dado entéo por
_0.082025 + 0.05055

A —
Cs) = 505955 70,0528

Para este caso,

0.0295s — 0.0019
0.0820s + 0.0506

As) = = {|A Jw)lle) ™ = 2.7752 > ||S (jw)|

oo 7
de onde se conclui que o nove malha fechada € estdvel, conforme se observa ne sua fungdo de
transferéncia

0.082024(s + 0.6163)
(s + 0.9814)(s? + 0.1384s + 0.05545)(s2 + 0.08019s + 0.9289) °

T(s)=

Dos resultados anteriores, conclui-se que, para se saber de anteméo se a malha fechada seré

estavel com o novo controlador, ¢ necessario avaliar |5 (jw) E possivel, portanto, usar o ex-

oo
perimento com a Funcio de Sensibilidade apresentado na segio 2.7.3, para saber se ||S (jw)l|,, @

1

menor do que 7!, com 1 = ||A {(jw)lj_,, bastando observar a existéncia de um ciclo limite na saida

da malha fechada atual. Tal resultado é apresentado no lema seguinte.

Lema 6.14 Considere o experimento com relé pera estimacdo da Fungdo de Sensibilidade apresen-
tado na fig. 2.9, e os algoritmos de sintonia dos controladores PI e PID apresentados anteriormente.
Escolhendo-se 7 = |A (jw)l . com A(s) definido na Eq. (6.25), se nao houwver um ciclo limite na

saida da malha fechada, o novo controlador leva a uma malha fechada estavel.
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Demonstragao. De acordo com a Proposigdo 2.13, existe um ciclo limite no experimento da
fig. 2.9 se

1S (Jwo)| = r ™
para algum r > 0. Assim, se nenhuma oscilagio é observada na saida da malha fechada, ¢ porque
a condicio anterior ndo ¢é satisfeita para nenhum 0 < w < oo, ou seja,
1
A (el

Logo, da Proposigio 6.11, conclui-se que a nova malha fechada é estiavel. =

= > max (S ()] = 15 ()l -

Neste caso, se um ciclo limite se desenvolve no sistema em malha fechada, entao podemos assumir
que {|A (jw)][,, || S® (jw)“m 2 1, invalidando a hipotese da Proposigdo 6.11. Neste caso, o sistema
pode ou nao ser instavel, pois a condigdo da Eq. {6.24) é apenas suficiente. Caso contrario, se a
saida do sistema permancce constante, entdo podemos assumir que [|A (jw)|l, [|S® (Gw)l| < 1, ¢
o nove controlador levara a uma malha fechada estavel. |

Note que o procedimento é bastante seguro, uma vez que a malha fechada usada no experimento ¢
estavel por definicdo, e a atualizacdo do controlador serve apenas de pardmetro para o experimento.
Além disso, a saida da malha fechada pode ser mantida dentro de nfveis desejados usando néo-
linearidades do tipo saturagio na entrada de referéncia, conforme explicado nas se¢oes 2.7.2 e 2.7.3

para os experimentos com a Fungido de Malha e a Fun¢io de Sensibilidade, respectivamente.

Exemplo 6.15 Considere o exemplo 6.8. Aplicando o experimento da fig. 2.9 no sistema de con-
trole, com

r = (A (w)]l.) " = 1.3984

observa-se um ciclo limite na saida (vide fig. 6.8), indicando que o novo controledor pode ndo
estabilizar o malha fechada. O experimento € ativado apds 150s, até que a saide do processo se

estabilize.

Exemplo 6.16 Considere agora o exemplo 6.13, em que setem ¢,, = 30°. Aplicando o experimento

da fig. 2.9 no sistema de controle, agora com
7 = (A (Gw)lle) T = 27752,

néo se observa oscila¢ées no saida (vide fig. 6.9), indicando gue o novo controlador pode ser aplicado,

sem que a malha fechada fique instdvel.

Embora o resultado apresentado na Proposi¢do 6.11 seja importante para avaliar a estabilidade
da malha fechada antes de atualizar os pardmetros do controlador, a informacao obtida pode ser
muito conservadora. De fato, para o exemplo 6.8, malhas fechadas estiveis sdo obtidas para es-
pecificacdes de margem de fase até 59°, embora para valores proximos de 59°, os polos em malha
fechada se aproximam bastante do eixo imagindrio. Neste caso, perde-se muita informacao por

causa da utilizagdo da norma infinita de ambas as fungdes de transferéncia, pois o teorema é escrito
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Figura 6.8: Saida do processo durante o experimento da fig. 2.9, para o exemplo 6.15.

para levar em conta sistemas MIMO. Valores menos conservadores podem ser obtidos se levarmos
em conta que o procedimento apresentado aqui é destinado para sistemas SISO. Para tais sistemas,

a condicdo de ganho pequeno da proposicao 6.11 pode ser expressa como
A M (Gw)] <1 Yw >0, (6.26)

o que implica que a curva de Nyquist de A (jw) M (jw) se encontra estritamente dentro do circulo
unitario centrado na origem. Isto é uma condigdo suficiente para estabilidade, porque ambos A (s)

e M (s) sio estaveis. Neste caso, a Proposi¢do 6.11 se torna

Proposicao 6.17 Considere os algoritmos de sintonia dos controladores PI e PID. Calculando AC

como sendo o (s)
(s
IO

entao o novo controlador leva a uma malha fechada estdvel se

18% (Gw) A Gw)| . <1, (6.27)
com AC) -1
M=o

Demonstracio. Da fig. 6.7, uma condigdo suficiente para estabilidade é [S® (jw) A (jw)| <
1Yw > 0. Isto equivale dizer que max, |S®) (jw) A (jw)| = ||S® (jw) A (jw)|| , < 1. =
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Figura 6.9: Saida do processo durante o experimento da fig. 2.9, para o exemplo 6.16.

E necessério agora obter um experimento com relé, baseado no experimento com a Funcao de
Sensibilidade, para avaliar a expressao (6.27). Modificando a estrutura da fig. 2.9, tem-se a estrutura

mostrada na fig. 6.10, que possui a seguinte propriedade.

Proposicao 6.18 Considere o sistema em malha fechada mostrado na fig. 6.10. Assuma que, para
uma malha fechada estdvel, T (s), uma fungdo de transferéncia A (s) que possui inversa estdvel, e

um numero real positivo, v, a funcao de transferéncia

N S
Fs)=2— 28 g (6.28)

¢ também estdvel. Se um ciclo limite estd presente no sistema, o oscilag@o ocorre na fregiéncia w,

tal que
1S (Jwo} & (Jwo )| = ro

Demonstragdo. Como

: L(s)
T =156
entdo
Fls) = TAm . 1= rA(s)+rA(s) T(s)
T 1:%3()3)1?(5) 1+ 7A(s)—rA(8)T (s)
1+ L(s)—rA(s)—rA(s)L(s)+rA(s)L(s) 1+ L(s)—710(s)
1+ L(s)+7A(s)+71A(s)L(s) —rA(s)L{s) 1+L(s)+rA(s)

(S(s)A(s)) =7
(S()A(s)) " +r
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Segue entdo da Prop. 2.4 com H (s) = (5(s) A ()" que |S (Jwo) A (jw,)| =771 =

y

+ 1

1 3
— s

T{s)

A 4

Figura 6.10: Experimento com relé para determinacio da estabilidade da malha fechada.

Observagdo 6.19 Nos casos em que A (s) possui um (caso PI) ou dois (caso PID) zeros instdveis,
¢ conveniente substitui-los no experimento por um zero estdvel de mesmo mddulo, uma vez que

apenas a magnitude de A (s) importa nesta situagdo. Assim, A{s) se torna A (s), em que

& () = LIl
8+ Pa
para o caso Ple
2
A (3) _ (3+ 12-&_‘)2 }
(s +pa)

pare o case PID.

Exemplo 6.20 Considere novamente o exemplo 6.8, agora com ¢, = 40°. Assim, CU (s) € dado

agora por
s+ 0.3887

?

CW (5) = 0.1198 -

e AC (s) € dado entdo por
_ 0.1198s + 0.04658

AC(S) = 55255 £ 0.0525

Para este caso, 06T — 00050
06735 — 0. _ _ » )

| A (Juw = 1.7775,
0.1168s 700266~ A Ull) 5

o que, de acordo com o Proposicdo 6.11, ndo permite concluséo nenhuma acerca da estabilidade. No

A(s)y=

entanto, a saide do processo no experimento com relé da fig. 6.10 pura este caso, conforme mostrado
na fig. 6.11, ndo apresenta ciclo limite, 0 que leva a concluir gue a nova malhe fechada € estdvel,

pela proposicao 6.17. Para este caso,
1 S%) (jw) A ()|}, = 0.8910,

e a nova funcdo de transferéncia de malha fechada € dada por

I'(s) 0.11984(s + 0.3887)
%)= (51 0.9542)(s2 + 0.19355 + 0.05354)(s% + 0.05231s + 0.9118)
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Figura 6.11: Saida do processo durante o experimento da fig. 6.10, para o exemplo 6.20, com
&, = 40°.

Exemplo 6.21 Considere novamente o ezemplo 6.8, agora com ¢, = 45°. C (s) e AC (s} sdo

dados por
_0.1375s5 +0.0441

T 0.05258 + 0.0525

s+ 0.3205

CW () = 0.1375 e AC (s)

Para este caso,
_0.0850s — 0.0084
 0.1375s +0.0441

e ¢ saida do processo no experimento com relé, conforme mostrado na fig. 6.12, apresenta um ciclo

A(s) = (A Ge)lle)™ = 1.6159,

limite, nao permite conclusdo nenhuma acerca da estabilidade. Neste exemplo,
|S¥ (juw) A (ju)l| = 1.1274

e a nova funcdo de transferéncia de malha fechada é dada por

0.13745(s + 0.3205)

T (s) = ,
(s) (s + 0.9397)(s2 + 0.2219s + 0.0518)(s? + 0.03842s + 0.9051)

que, no entanto, € estdvel.
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Figura 6.12: Saida do processo durante o experimento da fig. 6.10, para o exemplo 6.20, com
6 = 45°.

6.7 Resultados de Simulacao e Experimentais

6.7.1 Exemplo de Simulacao

Para ilustrar a técnica de sintonia iterativa proposta, um exemplo de simulaciio é apresentado. A

funcio de transferéncia do processo € de quarta ordem, dada por

1
G(S)=m,

e o controlador inicial é calculado a partir da tabela de Ziegler e Nichols para o método da resposta
em fregiiéncia (ver em Astrom e Hagglund 1995), usando a informacio obtida a partir do método

do relé. O seguinte controlador é obtido,
K9 =2312, T\” = 3.1944 ¢ T” = 0.7986 ,
e as margené de ganho e de fase obtidas usando este controlador sio,
GM® = 3.192 e PM'? = 44.435° .

Deseja-se um sistema em malha fechada que satisfaca as especificagdes 4,, = 3.5 e ¢, = 60°.

Os valores dos parAmetros que satisfazem s especificagoes sdo,

K,=22213, T, = 5.3146 e Ty = 1.3287 .
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Figura 6.13: Saida da malha fechada para referéncia em degrau usando o controlador inicial (), a

solugdo exada (——) e a solu¢ao obtida na quarta iteragio (—).

fluxo de carbono limita o processo de denitrificacio, e a capacidade de remocio de nitrogénio nao é
completamente utilizada; 2) um grande fluxo de carbono & caro, pode causar desperdicio de carbono
e aumentar a produgéo de lodo (ver Aspegren et al. 1992). Portanto, deseja-se usar um controlador
de taxa de carbono para manter niveis desejados de nitrato nas zonas anéxicas, mantendo o fluxo
de carbono numa taxa razodvel.

Ao invés de usar controladores complexos, bons resultados podem ser obtidos com controladores
PI ou PID, sintonizados com especificagdes em margens de ganho e de fase. O efluente em um
processo de tratamento passa normalmente pelos seguintes tipos de tratamento antes de ser liberado
para o meio ambiente: mecénico, biolégico, quimico e lodo. No tratamento biolégico, ¢ entdo
chamado Processo de Lodo Ativado, o esgoto bruto é submetido 4 agio de microorganismos (a
biomassa} que realizam processos de renovacao biologica na matéria biodegradavel (o substrato).

A configuracio do processo de lodo ativado é mostrada na fig. 6.15. O sistema & composto de
trés zonas andxicas, duas aerdbicas e um sedimentador. O oxigénio dissolvido nas zonas aerdbicas é
controlado por controladores PI {ndo mostrados na figura). O nivel de nitrato ¢ medido na dltima
zona andxica (zona 3}, enquanto que o carbono é adicionado & primeira zona (zona 1}. O sistema em
malha fechada é implementado conforme mostrado na fig. 6.15. Existem trés modos de operacéo,
que s&o ativados selecionando a origem da entrada de referéncia do controlador PL A referéncia do
controlador portanto pode ser escolhida entre o valor fixo de referéncia (nivel de nitrato desejado
na zona 3}, o método do relé na malha fechada, ou o método do relé para estimacio da resposta em

freqiiéneia, com » = 1. Note que nos dois tiltimos casos, a referéncia deve ser um sinal oscilatério,
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Figura 6.14: Diagramas de Bode da Fungio de Malha para o controlador inicial (-}, para a solucéio

exada (——) e para a solucho obtida na quarta iteracio (—).

em torno do nivel de nitrato desejado, dentro de limites especificados. Neste trabalho, o valor fixo
de referéncia é escolhido como sendo 2.0 mg/L.

Para se manter o nivel de nitrato na zona 3 dentro de pelo menos 10% do valor fixo, a amplitude
do relé escolhida é d = 7/20 (ver Arruda e Barros 2000). Os parametros do controlador sdo
atualizados de acordo com o algoritmo apresentado no capitulo anterior. Note que o controlador é
atualizado sem perturbar o tratamento de dgua para propdésitos de sintonia, o que é uma propriedade
interessante da metodologia apresentada.

Cada zona, andxica ou anaerdbica, é simulada com o modelo 1 da TAWQ, usando valores padroes
citados em Henze 1987. O controlador inicial é obtido a partir do método da resposta em freqiiéncia
de Ziegler—Nichols_[Astrém e Higglund 1995], usando estimativas do ponto critico obtidas com o
método do relé. Este controlador serd usado no inicio de cada esquema de iteracgéo.

Os resultados para diferentes combina,(;éés de especificagbes de margens de ganho e de fase
sdo mostrados na Tabela 6.2. Se o controlador final é obtido no passo 6 do algoritmo, apenas
meia iteracdo é considerada. Note que na maloria dos casos, um peqgueno nimero de iteracoes é

necessario.

Da tabela, a maior largura de faixa (&y) é obtida com o controlador “B". Respostas a uma
mudanga em degrau no valor de referéncia de 1.8 mg/l para 2.2 mg/! sdo mostradas nas fig. 6.16 e

fig. 6.17 para cada controlador, incluindo o controlador inicial.
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Figura 6.15: Configuracdo do processo de lodo ativado.

Contr. A, ¢, K, T, Iter. GM PM &, (rad/h) & {rad/h)
A 2.0 45° 88.5921 1.1652 3% —  44.61° 0.9989 2.7437
B 2.0 60° 1558490 7.1839 6 1.956 - 1.5250 3.1105
C 2.5 45° 943993 1.1623 1 2.475 — 1.0631 2.7437
1y 2.5 60° 1126838 2.1416 3  2.507 — 0.9322 2.9920

Tabela 6.2: Resultados de simulagdo para diferentes especificacdes de margens de ganho e de fase.

O nivel de nitrato e a referéncia do controlador durante a terceira iteracdo para o caso “B” sao
mostrados na fig. 6.18. Note que a saida permanece dentro dos limites especificados durante a

simulacao.

6.9 Sistema de Controle de Temperatura

Nesta secio, sio apresentados resultados experimentais obtidos com um trocador de calor em escala
de laboratério. Uma ilustragdo do sistema é mostrada na Figura 6.19.

O processo consiste de dois tubos conectados a um reservatério. Pequenos ventiladores séo
usados para forcar o ar do exterior para o reservatério, e depois de volta para o exterior. O fluxo
de ar no tubo 1 é aguecido por uma resisténcia elétrica. A tensdo na resisténcia é controlada por
um retificador a tiristor com angulo de disparo determinado pelo sinal de controle, que € um sinal
elétrico de 0-2.5V. O segundo tubo ¢ utilizado para introduzir perturbacoes no sistema.

A saida do sistema, y(t), é a temperatura no reservatério, que é medida a partir de um sinal elé-
trico de 0-2.5V, proveniente do sensor térmico S1 mais circuito de condicionamento. O controlador
PID & implementado em um microcomputador com sistema de aquisi¢io de dados integrado (con-
versores A/D e D/A), ndo mostrados na figura. O objetivo é controlar a temperatura no reservatorio

em niveis desejados.
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Figura 6.16: Resposta ao degrau: controlador inicial (-), controlador A (——) e controlador B {—).
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Figura 6.17: Resposta ao degrau: controlador inicial (-), controlador C (—~) e controlador D (—).
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Figura 6.18: Nivel de nitrato e referéncia do controlador durante a 3a iteragao no caso “B”.

O ponto de operagdo escolhido para o sistema é de y, = 1.7V . O controlador inicial é obtido
a partir da tabela de Ziegler e Nichols para o método da resposta em fregiiéncia (ver em Astrom e
Hagglund 1995}, O ganho critico e a freqiiéncia critica do processo estimados usando o método do
relé sao
KS =89885 ¢ &, =27/7.8,

e 0s seguintes parametros do controlador sdo entao obtidos,

7% = 3.9000 e T =0.9750 .

k4

K% =53931

O método do relé na malha fechada e o método do relé para estimacgio da resposta em freqiiéncia

com r = 1 aplicados ao sistema de controle levam as seguintes estimativas,
GM® = 18214 ¢ PMO = 49.07°.

O algoritmo iterativo é iniciado com C0(s) sendo o controlador obtido com os parfmetros
calculados anteriormente. Deseja-se uma malha fechada que satisfaga s especificagbes A, = 3 e
¢, = 60°. As tolerancias para os critérios de parada sdo ¢; = 0.1 e &0 = 0.5°. Apds 1 1iteracao
completa, o seguinte controlador é obtido,

(s + 0.2290 + 1.09185%)

8

CW (5) = 2.3302

As margens de estabilidade estimadas a cada iteracéo sao mostradas na Tabela 6.3, juntamente

com os parfmetros do controlador.
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Figura 6.19: Hlustracdo do modelo reduzido do trocador de calor.

Ite. GM PM K, T Ty
0 1.8214 —  3.2743 3.9000 0.9750
3 —  5472° 3.4961 4.3672 1.0918
1 19995  — 23302 43672 1.0918
1+3 - 6029° — -

Tabela 6.3: Margens de ganho e de fase e pardmetros do controlador a cada iteragéo para o sistema

trocador de calor.

Para ilustrar os experimentos com o relé, as saidas do processo para ambos os métodos durante
a iteragdo 7 e 1 sGo mostradas na Figura 6.20. Note que a saida sempre se mantém em torno do
ponto de operacéo escolhido, o que garante a operagao normal do sistema.

Na fig. 6.20, tem-se na curva superior, o método do relé para estimacao da resposta em freqiiéncia
com r = 1, e, na curva inferior, 0 método do relé na malha fechada. Em ambos os graficos, o sinal
de saida é representado pela linha continua e ¢ sinal de referéncia pela linha pontilhada.

A resposta a um degrau de referéncia do sistema em malha fechada usando o controlador inicial
¢ mostrada na Figura 6.21, e usando o controlador obtido na dltima iterag@o é mostrada na Figura
6.22. Note a melhora nas margens de estabilidade da malha fechada observando o sinal de controle.
Note também que o processo apresenta respostas diferentes, para diferentes dire¢des na variagio da
referéncia, o que ressalta o comportamento ndo linear deste processo em particular.

Uma estimativa da largura de faixa da malha fechada final (definida como a fregiiéncia de

cruzamento wy, em que a magnitude de L (jw,) é unitaria) é dada por,
P =021rad/s

que & menor do que a largura de faixa obtida com C®(s), G);D) = 0.285 rad/s.
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Figura 6.20: Experimentos com relé nas iteragdes 1 e % para o sistema trocador de calor.
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Figura 6.21: Resposta ao degrau para controlador inicial no sistema trocador de calor: (superior)

sinal de safda {—) e sinal de referéncia (-), e {inferior) sinal de controle.
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Figura 6.22: Resposta ao degrau para controlador obtido no sistema trocador de calor: {superior)

sinal de saida (—) e sinal de referéncia (), e (inferior) sinal de controle.

6.10 Sistema de Caracterizagao de VO,

Controladores PID sao freqglientemente encontrados em sistemas de medicéo e instrumentagio, onde
certas condi¢des de operacao devem ser mantidas. Por exemplo, para caracterizar adequadamente
o comportamento termodinimico de camadas finas de filme de diéxido de vanadio (VO,) [Almeida
et al. 2000), um controlador PI é usado para regular a temperatura do filme, usando um moé-
dulo termoelétrico, ou médulo Peltier, como atuador (ver [Lima et al. 2001]). Em tais situagdes,
um controlador bem sintonizado pode reduzir o tempo de durac¢do do experimento, e aumentar a
confiabilidade dos dados.

A montagem experimental empregada na caracterizacio de camadas finas de filme de VO, é
mostrada na fig. 6.23. Esta montagem foi usada em [Almeida et al. 2000] e {Lima et al. 2001]
para determinar a curva caracteristica de Resisténcia x Temperatura do filme de VO,. Conforme
indicado na figura, todos os instrumentos, inclusive o microcomputador, sdo compativeis com a
interface GPIB\IEEE-488. A plataforma é constituida de um dispositivo Peltier, um dissipador de
calor e um termistor. O médulo termoelétrico, ou médulo Peltier, é um dispositivo semicondutor
que opera como uma bomba de calor controlada por corrente elétrica. Se uma corrente elétrica
¢ aplicada ao médulo Peltier, o calor é conduzido pelo médulo de uma de suas faces para outra.
Deste modo, uma face serd resfriada e a outra aquecida, simultaneamente. Mudando a polaridade
da corrente elétrica através do moédulo, o calor é conduzido no sentido oposto. Os médulos Peltier

sao usados para resfriar dispositivos eletrénicos. Normalmente, a temperatura do Jado mais frio deve
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Figura 6.23: Montagem experimental do sistema de aquisigao de dados.

ser mantida constante e estavel em um valor especificado, mesmo que a temperatura do lado mais
quente, bem como a temperatura ambiente, variem substancialmente. O comportamento dindmico
do moédulo Peltier pode ser estudado usando um modelo constituido por duas equacdes diferenciais
parciais. No entanto, este tipo de modelo nao & adequado para o projeto de controladores PI, o que
qualifica 0 método de sintonia apresentado neste capitulo, uma vez que o conhecimento do modelo
do processo nao € necessario.

O filme de VO, deve ser mantido em uma temperatura constante, para que a caracterizagao
do material seja adequada. O ponto de operacao é escolhido como sendo a temperatura ambiente
(25%), e critérios de desempenho e estabilidade da malha fechada devem ser estabelecidos em torno
desta condicao de operacao.

O controlador inicial é obtido a partir da tabela de Ziegler e Nichols para o método da resposta

em freqiiéncia (ver em Astrém e Higglund 1995). O ganho critico e a freqiiéncia critica do processo
estimados usando o método do relé sdo

A

K,=11835V/mC® ¢ T,= 750s,
e 05 seguintes parimetros do controlador sdo entao obtidos,
K = 4733923 ¢ T =6.0000.

O método do relé na malha fechada e o métedo do relé para estimacfo da resposta em freqiiéncia

com r = 1 aplicados ao sistemna de controle levam s seguintes estimativas,
GM® = 16506 ¢ PMD = 36.57°.

o que sdo indicativos de um sistema fracamente estével (valores tipicos se encontram na faixa de

2 — 3 para a margem de ganho e 30° — 60° para a margem de fase [Astrém e Hiigglund 1993]).
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O algoritmo iterativo é iniciado com C(®(s) sendo o controlador obtido com os parametros
caleulados anteriormente. Deseja-se uma malha fechada que satisfaca is especificactes A, = 3 e
¢, = 60°. As tolerancias para os critérios de parada sdo &) = 0.1 e g5 = 2°. Ap0s 2 iteragdes

completas, o seguinte controlador & obtido,

K9 =2103053 ¢ T =8.8747.

As margens de estabilidade estimadas a cada iteragdo sdo mostradas na Tabela 6.4, juntamente

com os pardmetros do controlador.

Iter. GM PM K, T;
3 165 —  260.4542 6.0000
1~ 49.03° 306.1164 B.8747
1+1 206 — 2103053 8.8747
2 - 619" - E

Tabela 6.4: Margens de ganho e de fase e parimetros do contralador a cada iteragio para o expe-
rimento de caracterizacao de VO,.

As respostas a um degrau de referéncia do sistema em malha fechada usando o controlador
inicial e o controlador final sio mostradas na 6.24. A largura de faixa para o controlador inicial e

o controlador final sao estimadas como sendo
LL’S}) = 0.20 rad/s ¢ {ugz) = (.16 rad/s .

Pode-se notar que, ao aumentar as margens de estabilidade da malha fechada, houve uma reducao na
largura de faixa, o que resultou em um sistema mais lento, porém menos oscilatorio para respostas

a degraus de referéncia.

6.11 Conclusoes

Um procedimento iterativo para sintonia de controladores PID baseado em especificagbes em mar-
gens de ganho e de fase fol apresentado neste capitulo. O procedimento é baseado na utiliza¢do de
dois experimentos com relé, usados para estimar o ponto critico e o ponto de cruzamento do ganho
da Funcio de Malha de um sistema em malha fechada. Esta informacdo ¢ entdo utilizada em um
conjunto de equacoes nao lineares para obter os parametros do controlador que atendem 4s espe-
cificacdes desejadas. A vantagem deste procedimento estd no fato de ndo ser necessiria nenhuma

hipétese na estrutura do modelo do processo, nem o conhecimento da sua resposta em freqiiéncia.
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Figura 6.24: Caracterizagao de VOs: {grafico superior) resposta ao degrau para o controlador inicial
(- -) e final (-), e sinal de referéncia, ¥, (-). (grafico inferior) sinais de controle correspondentes para

o controlador inicial (- -) e final (-).

Uma anélise acerca da estabilidade da malha fechada durante as iteragdes & apresentada. O
algoritmo sempre apresenta uma solugdo que estabiliza a malha fechada, se algumas hipéteses
sobre a resposta em freqiiéncia do processo forem satisfeitas. Caso ndo seja possivel avaliar se
tais hip6teses sdo satisfeitas, sdo apresentados dois procedimentos para avaliagio da estabilidade
da nova malha fechada. A vantagem neste caso ¢ poder saber se o novo controlador resulta em
uma malha fechada estavel, antes de aplica-lo & malha fechada. Um exemplo de projeto ilustra a
utilizacio dos procedimentos apresentados.

Um exemplo de simulacio foi realizado para ilustrar o procedimento apresentado, e avaliar o
comportamento das solugdes ao longo das iteracbes. Resultados de simulagdo para um sistema de
tratamento de Aguas residudrias sdo apresentados. Também s8o apresentados resultados experi-
mentais usando um trocador de calor em escala de laboratdrio e um sistema de caracterizagdo de
camadas finas de filme de VO,. Em todos os casos, um controlador razoavel é obtido com poucas

iteracOes, o que qualifica o método para aplicagoes industriais.



Capitulo 7

Consideracoes Finais e Conclusoes

7.1 Introducao

Neste capftulo, sao discutidas as contribuigOes apresentadas nesta tese, bem como propostas de de
continunidade para serem desenvolvidas em trabalhos futuros. Na primeira secio, sdo destacadas as

contribuicoes apresentadas neste documento, e na secio seguinte, os temas para pesquisa futura.

7.2 Contribuicoes do Trabalho

As contribuigtes apresentadas neste trabalho podem ser classificadas em diferentes segdes, corres-
pondentes &s etapas desenvolvidas aoc longo do doutoramento. - Em seguida, serdo discutidas as

contribuicGes apresentadas por capitulo, ou grupo de capitulos.

Resultados praticos sobre o experimento de identificagao

A estrutura geral apresentada no capitulo 2 foi desenvolvida inicialmente em Arruda 2000, e constitui
uma ferramenta para estimacgio da resposta em freqiténcia de um processo, da Fungao de Malha
ou da Funcdo de Sensibilidade em um sistema de controle. Existe, no entanto, a possibilidade de
haver instabilidade na realimentacio sugerida, o que foi contornado com a introdugao de elementos
saturadores na entrada de referéncia do sistema de controle, para o caso da Funcdo de Malha e
da Funcdo de Sensibilidade. Para se obter a faixa de valores do pardmetro r do experimento, é
necessario construir o lugar de rafzes da fungio de transferéncia a ser identificada, o que constitui
um paradoxo, pois a mesma nio é conhecida, a priori. Neste sentido, foram exploradas no capitulo
2 alternativas para se identificar uma faixa de valores, para os quais o experimento em malha
fechada seria estavel. Mostrou-se que a instabilidade do experimento esta associada a instabilidade
da realimentaciio da funco de transteréncia estudada. Deste modo, com experimentos baseados
no método do relé original, & possivel obter estimativas do ponto critico de tais realimentaces, e
assim determinar uma faixa segura de operacgdo para o parametro r. Além disso, foi demonstrado

que, na estrutura de realimentagdo da fig. 2.4, a magnitude da fun¢do de transferéncia F (s} (vide
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figura) na freqiiéncia de oscilagio depende apenas da fase da fungio de transferéncia estudada,
H (s), na mesma freqiiéncia. Tal fato pode conduzir pesquisa futura acerca da amplitude dos sinais
na estrutura de realimentacdo. Estes altimos resultados constituem avangos em relagio ao trabalho
original apresentado em Arruda 2000, e foram publicados em Arruda e Barros 2003, Arruda e Barros
2001.

Analise do experimento de identificagdo

Os resultados sobre existéncia e estabilidade de ciclos limite simétricos unimodais apresentados no
capitulo 3 para o caso de sistemas lineares sem atraso sio bastante conhecidos na literatura. No
entanto, a aplicacdo das expressbes para avaliacdo da existéncia e estabilidade dos ciclos limite
simétricos unimodais no experimento apresentado na fig. 2.4 nio é trivial, devido & existéncia de
um integrador no laco de realimentagdo. Embora a ndo singularidade da matriz do sistema linear
nao seja condigio necessaria na obtengéo das expressdes analiticas, a existéncia de autovalores nulos
requer a elaboracao de rotinas numéricas para o cilculo das expressdes. A principal contribuicdo
do capitulo 3 € a obtencio de expressdes analiticas para a avaliacdo da existéncia e estabilidade
dos ciclos limite simétricos unimodais no experimento apresentado na fig. 2.4, levando em conta
a existéncia do integrador no lago de realimentacio. Explorando a estrutura de realimentacio, é
possivel remover o autovalor nulo devido ao integrador, de modo a garantir a ndo singularidade da
matriz do sistema. Além disso, F' (s} nfo possul integradores, o que garante a nac singularidade
da matriz da respresentaciio em espaco de estados de F (s). As expressGes obtidas foram entfo
aplicadas em exemplos de simulacdo. Em um deles, onde |H (jw)| = r é satisfeito para diferentes
freqiiéncias, constatou-se a existéncia de multiplos ciclos limites, sendo alguns deles instaveis. Mais
ainda, foram observados atratores cadticos surgidos a partir de bifurcagtes no parametro r. Estes

resultados foram publicados recentemente em Arruda, Barros e Bazanella 2002,

Identificacac de modelos de pouca complexidade

A modelagem de processos apresentada no capitulo 4 é um resultado novo, e reflete uma tendéncia
recente na literatura em se buscar informacao sem aproximacgdes sobre as condi¢des do ciclo limite,
na obtencdo de um modelo do processo. Nos métodos aproximados, baseados em resultados por
funcdes descritivas, o modelo obtido ndo é capaz de reproduzir o ciclo limite desenvolvide com o
relé, mesmo quando o processo pertence A classe do modelo e ndo ha ruido de medi¢do. Além disso,
em relacio a outros métodos, ditos exatos, encontrados na literatura, a vantagem do procedimento
apresentado é a simplicidade — apenas medicoes do periodo de oscilacao sao necessdrias para obter
a constante de tempo e o atraso de transporte — e a utilizacio de experimentos com relé que levam
a oscilagbes nas freqliéncias nas quais a fase do processo € de aproximadamente —90° e —180°.
Assim, o modelo obtido representa razoavelmente bem o processo em uma faixa de freqiiéncias
importante péra 0 projéto de controladores. FEstes resultados foram publicados recentemente em

Arruda e Barros 2003. No capitulo seguinte, os modelos obtidos para os exemplos de simulagio
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sdo entao utilizados na sintonia de controladores PI e PID, usando técnicas bem conhecidas na
literatura. O objetivo é avaliar a qualidade dos modelos obtidos, quando usados para projetar
o controlador, levando-se em conta a dindmica nio modelada existente, ou o erro de estimacio
devido ao ruido de medi¢do. Dentre os métodos utilizados, pode-se destacar o método baseado
no Otimo-simétrico, que apesar de apresentar uma resposta ao degrau com sobresinal um pouco
elevado, manteve a regularidade dos resultados em todos os modelos. Assim, o método é bastante
confidvel, e o sobresinal apresentado podé ser reduzido usando-se filtros no sinal de referéncia, ou

usando controladores com dois graus de liberdade.

Sintonia iterativa de controladores

A utilizagdo de experimentos com relé para sintonia de controladores PI ¢ PID com base em es-
pecificagdes em margens de estabilidade foi apresentada no capitulo 6. A abordagem de utilizar
experimentos seqiienciais de identificacio usando o relé é inédita, € permite a sintonia do controla-
dor sem a necessidade de um modelo para o processo. A solucédo consiste em resolver o conjunto
de equacbes de projeto seqiiencialmente, usando a informagao obtida a partir de experimentos com
relé. Estes resultados foram apresentados em Arruda e Barros 2001, para o caso de controladores
PID, e as caracteristicas do algoritmo foram discutidas com exemplos de simulacao.

Os resultados da aplicagao da metodologia para exemplos de simulacdo e experimentos em
escala reduzida sao apresentados no final do capitulo 8. Em Arruda e Barros 2001, a metodologia é
aplicada na sintonia de controladores PI para controle de Nitrato em um processo de lodo ativado
para tratamento de efluentes, e os resultados sdo avaliados por meio de simulagoes. Para a sintonia
de controladores PI no controle de temperatura de um trocador de calor em escala de laboratério,
os resultados foram publicados em Arruda e Barros 2001, e, para o caso de controladores PID, em
Arruda e Barros 2001, Recentemente, em Arruda e Barros 2003, o procedimento fol aplicado na
sintonia de controladores PI em um experimento de caracterizagio de camadas finas de filme de
Oxido de Vanadio (VO,), para controle de temperatura.

Ainda no capitulo 6, foi incluida uma anélise de estabilidade para os algoritmos. Mostrou-
se que se 0 processo satisfaz certas hipoteses, os algoritmos sempre produzem controladores gue
estabilizam a malha fechada, a cada iteragdo. No entanto, as hipOteses necessarias sdo, em geral,
muito restringentes, e mesmo processos comn modelos simples, como primeira ordem com atraso,
néo as satisfazem. Neste sentido, foram propostos dois experimentos para avaliacdo da estabilidade
antes de aplicar o novo controlador. Um experimento ¢ o da estimagdo da Funcéo de Sensibilidade,
apresentado no capitulo 2, com um valor especifico para o parametro 7, e o outro, baseado neste
experimento, & obtido substituindo o par&metro r por uma funco de transferéncia especifica, que
depende da atualizacio do controlador. Este é um resultado importante, porque nao se limita ao
método de sintonia apresentado aqui, e pode ser aplicado sempre que for necessaria uma modificagio

do controlador, para saber se 08 novos pardmetros resultam em uma malha fechada estavel.
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7.3 Conclusoes e Propostas de Trabalhos Futuros

Analise de sistemas de realimentacio com relé

Os resultados apresentados no capitulo 3 valem apenas para o caso de ciclos limite simétricos unimo-
dais. Conforme dito anteriormente, sistemas com realimentacao por relé podem apresentar diversos
comportamentos diferentes. Em particular, no caso do experimento de identificacio do capitulo 2,
estes comportamentos surgem na forma de bifurcacbes com o parimetro r. Em simulacdes, fot ob-
servada a existéncia de chaveamentos rapidos na identificacdo da Fungio de Sensibilidade, quando
o valor da magnitude se encontrava em torno da norma infinita (||-||,.) da mesma. Para o caso da
Fungdo de Malha, quando o pardmetro se torna inferior ao ganho critico, o ciclo limite se torna
instavel. Além disso, em certas situagGes a solu¢ao do sistema pode apresentar comportamento
cadtico.

Assim, como proposta inicial, os resultados existentes para analise de modos deslizantes e cha-
veamentos rapidos podem ser obtidos para o experimento da fig. 2.4. Tal analise deve permitir
a verificagdo do comportamento do experimento, quando utilizado em um procedimento de iden-
tificacdo. Também podem ser investigadas metodologias para analise da existéncia de atratores
cadiicos em sistemas de realimentacao com relé. Alguma dificuldade podera ser encontrada neste
caso devido & escassez de resultados sobre atratores cadticos para tais classes de sistema. Exemplos
de simulag@o, para visualizagdo das bifurcacdes do parimetro r em diferentes situagdes, podem

permitir uma avaliagdo mais completa do experimento.

Modelagem de processos

A modelagem de processos apresentada no capitulo 4 foi baseada nos experimentos com relé¢ para
estimacdo do ponto c¢ritico e usando um integrador. Por se tratar de um método que nio envolve
aproximacdes, pode nao existir um modelo de primeira ordem com atraso de transporte gue re-
presente o processo, dependendo da significincia da dindmica ndo modelada. Um estudo inicial
deve ser feito no sentido de determinar limites para os periodos de oscilagio observados durante o
experimento. Caso um destes limites seja violado, 0 modelo de primeira ordem com atraso pode
nao ser representativo para o processo. Uma outra investigacdo que deve ser conduzida & sobre a
utilizacio do experimento com relé introduzido no capitulo 2, usando as expressdes deduzidas no

capitulo 3, para obter modelos de ordemn qualquer, sem atraso de transporte.

S’intonia‘de controladores PID

A sintonia de controladores PID com base em especificacdes em margens de ganho e de fase, usando
experimentos com relé, foi resolvida com sucesso e apresentada no capitulo 6. E possivel resolver o
conjunto de equacdes de projeto iterativamente, usando experimentos com o relé para identificagio
das margens de estabilidade a cada iteragdo. Duas vantagens do procedimento, conforme ressaltado,

sao a garantia de estabilidade e a ndo necessidade de um modelo para o processo.



Capitulo 7. Consideragoes Finais e Conclusoes 121

Como propostas para pesquisa futura, para o caso de controladores PID, introduziu-se a equagio
de projeto Ty == oT; para que a solucio seja tnica. Outras possibilidades podem ser exploradas para
esta restri¢do, por exemplo, para aumento da largura de faixa do sistema em malha fechada. Neste
sentido, essa equagao pode ser substituida por alguma expressio que esteja relacionada diretamente
& largura de faixa, permitindo maior controle dos resultados do procedimento. Também pode ser
verificada a possibilidade de incluir o efeito da constante de tempo da parte derivativa, necesséria
para garantir a causalidade do termo derivativo, nas equagdes de projeto do controlador.

Em todas as simulagbes executadas, observou-se que o passo 7 de ambaos os algoritmos retorna
valores invalidos, indicando um excesso ou auséncia de fase no processo, quando nao existe solugao
para o problema de projeto. Existe, portanto, a possibilidade de detectar a ndo existéncia de
solucdo observando o comportamento das margens de estabilidade, bem como das larguras de faixa
e freqiiéncia de cruzamento do ganho a cada iteragdo. Se tal hipotese for plausivel, serd possivel
projetar o experimento para automaticamente procurar a melhor solugio de margens de estabilidade

iterativamente.



Apéndice A

Demonstracoes de Teoremas

A.1 Teorema 3.3

Considere o sistema linear dado por (3.3) conectado em realimentagdo com o relé dado por (3.4,
conforme mostrado na fig. 3.2. Existe um ciclo limite simétrico ¢ unimodal com periodo 2h* no

sistema realimentado se e somente se as sequintes condigbes sao satisfeilas:

(i) g 2CE™ +D) (e ~NATB=0, (A1)
() y(t) =ClePz* — (e ~1)A7'B) > 0, (A.2)

Yt € (0, h*), onde
o= {4 )T (e ~ 1) AR, (A.3)

¢ a condicao inicial x (0) = z* €5 que leva & solugdo periddica.
Demonstracio. E dividida em duas partes:

Necessidade: A solucho do sistema linear para z € B~ é dada por
L
z{t) = Mz (0)+ / e**u(t —s)dsB
0

t
= ey (O)»——/ edsB
0

= ez (0)~ (e™~1)AT'B.

Note que (e — I) A~ & apenas uma notacio simplificada para f e#*ds, que existe, mesmo que
A n3o possua inversa. Assuma que existe um ciclo limite simétrico unimodal, de periodo 2h".
Suponha que no instante ¢ = 0 a trajetéria estd atravessando a superficie de chaveamento no ponto
z*, no sentido de y < 0 para y > 0, de modo que o relé chaveia de 1 para —1. Deste modo, por
simetria, apds h* segundos, a trajetdria atinge novamente a superficie de chaveamento em —z7, e
como z (1} € R, 0 < t < A%, tem-se que

__x* _ eAtI*— (eAf%I) AWIB:>

o = (eAh." + I)“l (eAh‘ _ I) AHIB ,
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o que garante a necessidade da condigio (A.3). Como z* € §, Cz* = 0, 0 que garante a necessidade
da condigio {A.1). Finalmente, para que o ciclo limite seja unimodal, é necessirio que ndo haja
outros chaveamentos em 0 < t < h*, ou seja, y(t) = Cz (t) > 0¥t € (0; h*}, o que leva & condigio
(A.2).

Suficiéncia: Assuma que g(h*) = 0 e y (¢} > 0 para ¢ € (0;h"). A primeira equagdo implica
z¥ € 8, e a segunda equagio implica u (£) = ~1, t € (0;h*). Logo, a trajetoria a partir de = ndo
atingira & novamente antes de h*. E possivel mostrar que z (t) atinge S apds h* segundos.em -7,
o que Taz u {t) chavear para 1. Com um argumento similar, mostra-se que z (f) retorna a & apds h*

em z*, de modo que existe portanto uma érbita periédica passando por z*. =

A.2 Teorema 3.4

O ciclo limite no Teorema 3.8 € assintoticamente estdvel se a maolriz jacobiana

7 _E‘/E AR
W = [I Cw}e ,

com w = e (Azx* — B) possui todos os seus autovalores dentro do disco unitdrio aberto. Serd
instdvel se W possuir pelo menos um autovelor fora do disco unitdrio.

Demonstragdo. Com base na observacdo (3.2), & necessdrio apenas obter o Jacobiano do
mapa de Poincaré. Considere uma perturbacao pequena no estado inicial dado pela Eq. (3.8),
2 (0) = x*+dz. Pela simetria do ciclo limite, a trajetéria atinge S novamente apds aproximadamente

meio periodo, em x {h™ + §t}. Portanto,

I (h.* +5t) o eA(h*+5£)I(O) _ At (eA{n*+5t1 — I) B
= ™ (I 4 Adt) (z" + 6x) — [e*™ (I + Adt) — I] A7IB + O (62%) + O (6t7)
= M (I 4+ ASt)x* 4+ e (I + Aft) 5z — (™ + Ae™ 't -~ 1) AT'B
+O (52%) + O (58)
= Myt 4 (e 1) ATIB + A 278t + (e + A5t bz
—e Bt + O (82%) + O (61%)
= —x* + e 4 (A 2t — e B) 8t + O (82%) + O (6t%) + O (dabt)
= —g" 4+ e 0r 4wt + O (§27) + O (5t2) + O (dzdt)
em que O (52) representa o agrupamento dos termos da série de ordem maior ou igual a 2. Como
T (h* +6t) € 8, term-se que
Cx (h* +6t) = —Cza"+ Ce™ dz+ Cwdt+ O (62%) + O (517) + O (dzbt)
= CeM oz + Cwst+ O (62°) + O (6t%) + O (8zbt) = 0

que implica

ot = —g—eﬁh‘az + O (62%) + O (6t%) + O (8z6t) .
. w :
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Como a perturbacdio se encontra no lado oposto de S em relagio & origem, x {(h* + 6t) = —z* + 6y,
logo
—z*+ 6 = -2+ ez +wht + O (62%) + O (6t°) + O (9z8t) =
» C b :
fiz = e de — =Lt on + 0 (6%) + O (5t2) + O (626t)

= [I - %g—] e iz + O (65°7) + O (5t%) + O (5z6t)

Finalmente, a linearizacao da expressao acima leva ao Jacobiano do mapa de Poincaré,

B wC e
W = {I C"w] et

O restante da demonstragio segue da observacao 3.2. =

A.3 Teorema 3.6

Considere o sistema linear dado por (3.3) com atraso de transporte 8, conectado em realimentacdo
com o relé dado por (3.4), conforme mestrado na fig. 5.2. Eziste um ciclo limite simétrico e

unimodal com periodo 2h* no sistema realimentado se e somente se as seguintes condigdes sdo

satisfeitas:
@) geh)=C(eM + 1) (M (2674 ) 1) AT B=0, (A.4)
(#) y)=Cz(t)>0,vte(0,h7), (A.5)
com
gp=(=1)" (& + 1) (e (2742~ 1) - T) AT'B, (A.6)

sendo o ponto onde a lrajetdria intercepta a superficie de chavearnento S= {z € R": Czx =0}, ¢
Af =8 —nh*, com n o maior inteiro tal que nh* < 8 (n é o mimere de chaveamentos gue ocorrem
no sinal u () entre —0 <t < 0}. Para a solugdo periddica, é necessdrio uma solugdo inicial, z (7),
—G <7 <0 com z{0) =z

Demonstragéo. E dividida em duas partes:

Necessidade: Considere o caso em que h* > 0, de modo que n = 0 e Af = 4. O sinal na

entrada do sistema linear, u' (£), & uma versao atrasada do sinal na saida do relé, u (), tal que
u {t) =u{t-6) .

Assuma que existe um ciclo limite no sistema da Fig. 3.3. Entédo, com base no exemplo mostrado
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na Fig. 3.4,

-
*

z(h*) = "z (0) AW =9 By (s - 0) ds

_§_

I
)
=
=
o]
=
+
h>°-1>‘h>;3““hz‘c:k‘*s::;\,::o\*\

Il
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=

A= By (s) ds

h*
eA(h*_s)Bds——/ A9 Bdg
8

~1 4 (k" —s EOB—FA 1A —s)h B

-1 ( AR =s)lf _ LA (R —s)%ﬁ’> B
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Assuma z (0) == z* € § o ponto em que a oOrbita intercepta S. Por simetria, em t = A" o estado do

gistema é
z(h")=—z".
Portanto
T 1(6Ah* (2 A I)—I)B%
o= ( )1(6411( —Af I)WI)A—IB
- (Ah ) 1(8Ah‘( —A0 )_I)AMIB‘
Defina

g (W) 2 C (e + 1) (M (26748 — ) 1) A7'B,
e, uma vez que @ = Af, entdo em h*
g h")=Cz"=0

pois z* € S. Finalmente, para garantir que néo existe nenhum outro chaveamento em 0 < t < A",
a entrada do relé deve satisfazer y (1) = Cz (¢} > 0, para 0 < t < h*. Para o intervalo de tempo

0 <t <4, aevolugdo do estado do sistema linear é dada por
1
z(t) = eYz —i—f et~ Bu (s — ) ds
0
t
= eMzr* + / A=) By (5) ds
0

t
- eAt$*+f eA(tws)Bds
0

— eAtI* _ A—l (I _ eAt) B

e para @ <t < h*,
z(t)= e‘”w*'— At (e““ (28‘“4’55 — I) — I) B,
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Entéao, para o ciclo limite possuir periodo 2h*, calculado como rafz de gy (k) = 0, é necessario que
y(t)=Cz(t) >0Vte (0,h%) ,

com z {t} calculado conforme ilustrado.

Considere agora o caso h* < €. Neste caso, o sinal na entrada do sistema linear dependera no

ntimero de chaveamentos anteriores, 7, com Af = § — nh* (vide Fig. 3.5). Para n par, tem-se que

A n
z(h*) = ez (0) +f e 9 Bds — / et Bds
0 Ab

g (0) AR 41 A

=z (0) - A7 (eﬁwﬂ*s)oM e“l(h*_s)}z{e) B

= A 5 (0) — A (A0 _ AN _ AGT R 4 A0
=M (0) - AT (2O — A ) B

=g (0)~ A7 [ (27 - 1) - I] B.

Se n & impar, entao

z(h*) = e 2 (0) - /0"1‘*‘9 A Bds + /A': eMt9) Bds
= e p(0) + A7 [ (2742 - 1)~ I B.
Novamente, por simetria, em £ = h* 0 estado do sistema &
z{h") = —z" .
Portanto, para n par,
gt = e AT (M (20722 - ) - T) B =
ot = (em* —|—I)~1 (eAh* (26~AA9 _ I) . I) A™'B,
e similarmente, para n impar,
= — (eAh‘ + I)_l (emw (ge-AAc? _ I) _ I) AIB
Defina
go (R) £ (~1)"C (e + 1) 7" (e (26744 —[) = 1) A7 .

Entéo, em k*
gg(R")=Cz" =0

pois z* € 8. Novamente, para garantir que nio existe nenhum outro chaveamento em 0 < £ < h”,
a entrada do relé deve satisfazer y () = Cx (¢) > 0, para 0 < ¢ < h*. Para t > Af, a evolugao do

estado do sistema linear é dada por

z(t) =etz(0) — (-1)" AT (M (27 -1} - 1) B,
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e para t < A#f,

Entao, para o ciclo limite possuir perfodo 2k, calculado como raiz de go (h) = 0, & necessario que
y(t)y=Cz(@)> 0Vt e (0,h") ,

com z (t) calculado conforme ilustrado.

Necessidade: A demonstracao da necessidade das condigBes (A.4-A.6) segue a mesma linha
de raciocinio apresentada na demonstragdo da proposi¢ao 3.3.

Note que a escotha do atraso de transporte na entrada do sistema linear néo afeta os resultados
anteriores. Da maneira apresentada, no instante de chaveamento do relé, Cz {t) = 0. Ao assumir o
atraso de transporte na salda do sistema linear, entdo no instante de chaveamento, Cx (1) # 0. No

entanto, Cz (t — 6) = 0, de modo que a andlise permanece essencialmente a mesma.

A.4 Teorema 3.7

O ciclo limite no Teorema 3.6, com h* > 0, € assintoticamente estdvel se a matriz jocobiana

Wy= [ —— Al
com,
wy = e (—Az” — B) 4+ 2409 p (A.8)

possui todos os seus autovalores dentro do disco unitdrio aberto. Serd instdvel se Wy possuir pelo
menos um autovalor fora do disco unitdrio.

Demonstracao. Seguindo o mesmo raciocinio empregado na demonstracdo da proposigao 3.4,
considere x (0) = z* 48z, com dx pequeno suficiente, tal que quando x (h* + §t) atingir S novamente,
Ot << . Neste caso, a entrada do sistema linear s6 serd afetada na segunda metade do periodo
de oscilacao, devido ao atraso (vide fig. 3.4). Para analisar o efeito da perturbagdo inicial no sinal
de safda & necessario portanto considerar o intervalo em que o sinal na entrada do sistema linear é
afetado por tal perturbacgao, ou seja, a segunda metade do periodo de oscilagio. Sera mostrado em
seguida que uma perturbacio éTpe.q em ¥ + 6t define unicamente uma perturbacgdo equivalente
dz aplicada na origem. Considere a trajetéria a partir da intersecdo com & sendo regida por R™.

Neste caso, como o sistema € essencialmente linear até a trajetoria interceptar § novamente, pode-se



Apéndice A. Demonstracoes de Teoremas 128

escrever a equagio para a trajetdria somente devida & perturbacio, i.e.,

h#

i
0Fpeyg = A5y 4 / e H=e) By (s — 8) ds
0

_ R4t
= Ay +-/ p AR H8t=s) gt () ds
8]

g B>+t '
ey A48 5, +/ AR +5t=s) B o _ﬁ[ .eA(h*«l-zSt—»s)BdS
o g

_ A g, [6A(h‘+6t) (ge—AS _ I) . I] AR

Portanto, se o estado & perturbado em ¢ = 0, entdo uma perturbacio equivalente em t = h* + 6t
é unicamente definida pela equagdo anterior, ou seja, dados quaisquer (6¢;dzp+ 145}, pode-se sempre
obter um 4z equivalente aplicado em ¢ = 0. A anélise pode entio ser feita considerando a nova

origem em h* + 62, com z (0) = 2* + §z. Com a nova base de tempo, segue entao que

h* -6t
z (B + 8t) = A0 (0) + / AR A= By (5 — @) ds
0
h* -6t i
— eA{h'-!—Jt)x (0) 4 / EA(h +5:—S)Buf (3) ds
0

== M (2% 4 b) + / " At g f " g0 g

e AT +8) (z* + 62) — Aﬁ“l [ZBA(h*qLéth} _ eA(é;wat) _ I] B

— e (I + A8t) (2" + 6z) — A7 [2e85 9 ([ 4 A8t) — ™ (1 + Abt) — I| B + O (6?)

= e (g* + bz + Ax*ét) — A7} [QGA(h*—G} + 2640 =9 AGE — AN AN ASE — I B+0(6%)
= —z* + e bz + [eV (Az" + B) ~ 2" -0 B] 6t + O (67)

= —z* + e 8z + wedt + O (67%)

Desde que z (h* + §t') € S e pela simetria do ciclo limite, z (h*) = ~z*

Cxz (h* + 1) = ~Cz* + Ce™™ §z + Cuydt + O (6?)
= Ce*™ 8z + Cuwgbt + O (6°) = 0 =

CeAh"
B ng
Como z (h™ + 8t) = —z* + &z, tem-se entdo

it =

Sz + O (52)

—z* 4 5z = —x 4 e bz + webt + O (87) =

Ah*
A" 5 w—ggi—-(sa: +0 (6%

We

i =e

={l——=—1e"dx+0(6
-2 (%)
Finalmente, a linearizacio da expressdo acima leva ao Jacobiano,
Wy= T~ e
b [ ng]

O restante da demonstracio segue da observacio (3.2). =
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