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Resumo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste trabalho apresenta-se a analise de u m estimador de resposta em freqiiencia baseado na 

utilizagao de reles, e suas aplicagoes na identificagao de processos e sintonia de controladores P I D . 

0 experimento de identificagao e baseado na obtengao de u m ciclo l imi te na freqiiencia em que a 

magnitude da funcao de transferencia estudada e igual a u m certo parametro, denominado r . I n i c i -

almente, apresenta-se uma analise no dominio do tempo de sistemas realimentados por rele baseada 

em mapas de Poincare, de onde sao obtidas condigoes necessarias e suficientes para existencia e 

estabilidade de ciclos l imi te simetricos e unimodais. Os resultados sao aplicados ao experimento 

de identificacao com rele, de modo a obter expressoes para avaliacao da existencia e estabilidade 

de ciclos l imite simetricos e unimodais. Mostra-se, por exemplos de simulacao, que o experimento 

pode exibir uma variedade de fenomenos para diferentes valores do parametro r . Por exemplo, 

variando-se o parametro r , mesmo dentro de uma faixa segura de valores, a solueao do sistema 

pode passar de u m ciclo l imite estavel para u m comportamento caotico. 

U m novo procedimento para obter u m modelo de primeira ordem com atraso de transporte 

usando testes com rele e apresentado na seqiiencia. Baseado na analise no dominio do tempo de 

sistemas com atraso realimentados por rele, expressoes que relacionam o atraso de transporte e a 

constante de tempo para o ciclo l imi te em tais modelos sao obtidas. A vantagem do procedimento 

e apresentar u m modelo que se ajusta melhor na faixa de freqiiencia em que a fase do processo se 

encontra entre —90° e —180°, quando ha dinamicanao modelada. Os resultados sao entao aplicados 

na sintonia de controladores P I e P I D por metodos bem conhecidos na l i teratura, para avaliar a 

qualidade dos modelos obtidos. 

Finalmente, os experimentos com rele sao aplicados na sintonia iterativa de controladores P I D , 

baseada em especificagoes de margens de ganho e de fase. Experimentos com rele sao utilizados 

para avaliar as margens de estabilidade em cada passo, e a operagao e executada sem remover 

o controlador. Outra vantagem deste procedimento e o fato de que a resposta em freqiiencia do 

processo nao e necessaria na solugao das equagoes de projeto. Fazendo algumas hipoteses sobre a 

resposta em freqiiencia do processo, mostra-se que a malha fechada permanece estavel para cada 

controlador calculado durante as iteragoes. Se tais hipoteses nao podem ser feitas, apresenta-se 

u m novo experimento baseado no rele para detectar u m comportamento instavel da malha fechada, 

antes de modificar os parametros do controlador atual . U m exemplo de simulagao e util izado para 

ilustrar o procedimento, bem como avaliar suas propriedades. O procedimento e entao aplicado na 

sintonia de um controlador P I para controle de Ni trato em uma planta simulada de tratamento de 

aguas residuarias por lodo ativado, de u m controlador P I em u m experimento de caracterizagao 

de filmes finos de dioxido de vanadio, e de u m controlador P I D para controle de temperatura em 

u m sistema trocador de calor em escala de laboratorio. Os resultados apontam que com poucas 

iteragoes um controlador razoavel e obtido, t a l que as especificagoes de robustez sao satisfeitas. 
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.Abstract 
This thesis deals w i t h the analysis of a relay based frequency response estimator and its appl i -

cations to process identification and P I D controllers tuning . The identification experiment is based 

on obtaining a l i m i t cycle at the frequency where the magnitude of the evaluated transfer function 

is equal to a parameter value, namedzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r. In i t ia l ly , a t ime domain analysis of relay feedback systems 

based on Poincare maps is presented, and necessary and sufficient conditions for the existence and 

stabi l i ty of symmetrical unimodal l i m i t cycles are obtained. The results are applied to the relay 

feedback experiment, i n order to obtain closed form expressions for evaluating the existence and 

stabi l i ty of symmetrical unimodal l i m i t cycles. I t Is shown by simulation examples that the ex-

periment can produce a great variety of phenomena for different settings of the parameter r . For 

instance, varying the parameter r , even i n its safe range, the system can undergo from a stable l i m i t 

cycle to chaotic behavior. 

A new procedure for the estimation of a first order plus dead-time model using relay tests is 

presented in the sequel. Based on the t ime domain analysis of relay feedback systems w i t h t ime 

delay, exact expressions for the l i m i t cycle, which relates the dead-time and t ime constant i n such 

models are obtained. The advantage of the procedure is that the model fits better i n the frequency 

range where the process phase angle is between —90° and —180°, i n the case of unmodelled dynamics. 

The results are then used for P I and P I D popular tuning techniques, i n order to evaluate the quality 

of the obtained models. 

Finally, the relay experiments are applied to iterative P I D controllers tuning based on gain and 

phase margins specifications. Relay experiments are used to evaluate the stabil ity margins i n each 

step, and the operation is performed i n closed loop, without removing the controller. Another 

advantage of this procedure is the fact that the process frequency response need not be known for 

the design steps. W i t h some assumptions on the process frequency response characteristics, i t is 

shown that the closed loop remains stable for each controller calculated during the iterations. I f no 

assumptions are made on the process model, a new relay based experiment is presented to detect 

closed loop instabi l i ty behavior before modifying the controller parameters. A simulation example 

is used to i l lustrate the procedure, and evaluate its properties. The procedure is then applied 

to tune a P I controller i n Nitrate control of a simulated activated sludge treatment plant, a P I 

controller tuning i n a vanadium-dioxide t h i n film characterization experiment, and a P I D controller 

i n temperature control of a heat exchanger laboratory scale process. The results point out that 

w i t h a few iterations a reasonable controller is obtained, such that the robustness specifications are 

achieved. 

v i 



Conteudo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 Introdugao 1 

1.1 Objetivo do Trabalho 1 

1.2 Revisao Bibliografiea 3 

1.3 Organizacao do Texto 8 

2 E x p e r i m e n t o s de Identificagao c o m o R e l e 10 

2.1 Introdugao 10 

2.2 Notagao 11 

2.3 Estruturas Basicas de Realimentagao 11 

2.4 Solugao Geral 13 

2.5 Estabilidade do Experimento e Ampl i tude dos Sinais 15 

2.6 Melhoria da Estimativa 17 

2.7 Experimentos de Estimagao 19 

2.7.1 Estimagao do Processo 19 

2.7.2 Estimagao da Fungao de Malha 20 

2.7.3 Estimagao da Fungao de Sensibilidade 24 

2.8 Conclusoes 29 

3 E s t a b i l i d a d e e E x i s t e n c i a de Cic los L i m i t e e m Sistemas c o m R e l e 30 

3.1 Introdugao 30 

3.2 Mapas de Poincare 31 

3.3 Sistemas de Realimentagao com Rele 32 

3.3.1 Existencia e Estabilidade de Orbitas Periodicas 33 

3.3.2 Sistemas com Atraso de Transporte 34 

3.4 Representagao em Espago de Estados 36 

3.5 Analise de Existencia e Estabilidade 39 

3.5.1 Solugao Periodica 39 

3.5.2 Existencia de Orbitas Periodicas 39 

3.5.3 Estabilidade das Orbitas Periodicas 40 

3.6 Exemplos e Discussao . 40 

3.6.1 Fungao de Transferencia de Segunda Ordem 40 

v i i 



3.6.2 Fungao de Transferencia com Polos Complexos 42 

3.7 Conclusoes 44 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 Identificagao de Modelos de P r i m e i r a O r d e m c o m A t r a s o 46 

4.1 Introdugao 46 

4.2 Propriedades de Sistemas de Primeira Ordem com Atraso 47 

4.3 Modelagem de Sistemas de Primeira Ordem com Atraso 49 

4.3.1 Aplicando u m Degrau em Malha Aberta 49 

4.3.2 Medindo o Pico do Sinai de Saida 50 

4.3.3 Usando Minimos Quadrados 50 

4.4 Exemplos de Simulagao 51 

4.4.1 Processos de Segunda Ordem com Atraso 51 

4.4.2 Processos de Fase Nao-Minima 52 

4.4.3 Efeitos do Ruido 53 

4.5 Conclusoes 54 

5 S i n t o n i a de Controladores P I D 57 

5.1 Introdugao 57 

5.2 Tecnicas de Sintonia do Controlador 58 

5.2.1 Resposta em Freqiiencia 58 

5.2.2 Metodos de Otimizagao 59 

5.2.3 Principio do Modelo Interno 64 

5.3 Resultados de Simulagao 65 

5.3.1 Processos de Segunda Ordem com Atraso 66 

5.3.2 Processos de Fase Nao-Minima 70 

5.3.3 Efeitos do Ruido 74 

5.4 Conclusoes 79 

6 S i n t o n i a I t e r a t i v a de Controladores P I e P I D 80 

6.1 Introdugao 80 

6.2 Convengoes e Definig5es 81 

6.3 Estimagao Usando o Rele 81 

6.3.1 Estimagao da Margem de Ganho 82 

6.3.2 Estimagao da Margem de Fase 82 

6.4 Sintonia do Controlador 83 

6.4.1 Problema de Projeto 83 

6.4.2 Controlador P I 83 

6.4.3 Controlador P I D 87 

6.5 Analise de Estabilidade 91 

6.6 Garantindo Estabilidade da Malha Fechada 95 

v i i i 



6.7 Resultados de Simulagao e Experimentais 104 

6.7.1 Exemplo de Simulagao 104 

6.8 Sistema de Tratamento de Efiuentes 105 

6.9 Sistema de Controle de Temperatura 108 

6.10 Sistema de Caracterizagao dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V 0 2 113 

6.11 Conclusoes 115 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7 Consideragoes F i n a i s e Conclusoes 117 

7.1 Introdugao 117 

7.2 Contribuigoes do Trabalho 117 

7.3 Conclusoes e Propostas de Trabalhos Futuros 120 

A Demonstragoes de Teoremas 122 

A . l Teorema3.3 122 

A.2 Teorema3.4 123 

A.3 Teorema3.6 124 

A.4 Teorema3.7 127 

Bibliografia 129 

i x 



Lista de Simbolos e Abreviaturas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fungoes de Transferencia zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C (s) Fungao de transferencia do controlador 

D (s) Denominador de H  (s) 

F (s) Fungao de transferencia para experimentos com rele 

G (s) Fungao de transferencia do processo 

G (s) Modelo do processo 

H (s) Fungao de transferencia a ser estimada 

L (s) Fungao de Malha 

L (eJUJ) Estimativa de freqiiencia da Fungao de Malha 

N (s) Numerador de H (s) 

S (s) Fungao de Sensibilidade 

S (e]W) Estimativa de freqiiencia da Fungao de Sensibilidade 

T (s) Fungao de Sensibilidade Complementar 

Sinais 

e Erro entre y r e y  (entrada do controlador) 

y  Saida de H (s) ou G (s) 

Vi Entrada da fungao F (s), saida do rele 

Vo Saida da fungao F (s) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VT Referenda da malha fechada 

V'r Referencia dos experimentos com rele 

y s 
Entrada do rele, saida do integrador 

Vent Entrada da saturagao 

U Saida do controlador, entrada de H  (s) ou G(s) 

U Entrada da representagao de H (s) 

v! Saida do atraso de transporte 

X Variavel de estado da representagao de G ( 

X Variavel de estado da representagao de H 

%n+l Estado do integrador zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X 



Simbolos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ll'lloo > Norma inf i i i i ta de uma fungao de transferencia zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A[ Magnitude do l-esim o harmonico 

a Ampl i tude de oscilaeao 

Gy Ampl i tude de oscilaeao em malha fechada 

Am Especificagao da margem de ganho 

A,B,C,D Matrizes da representagao em espago de estados de G (s) 

Ah, Bhi Ch, Dh Matrizes da representagao em espago de estados de H (s) 

Af,Bf,Cf,Df Matrizes da representagao em espago de estados de F (s) 

d Ampl i tude do rele 

At/ m ax Variagao maxima admit ida para o sinal y  

Ad Atraso de transporte equivalente 

/ Fungao para determinagao de ciclos l imite zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4> Fase do ponto de freqiiencia 

4>m Especificagao da margem de fase 

g Mapa de Poincare zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7 Orb i ta periodica 

H Hiperplano no espago de estados 

h* Meio periodo do ciclo l imi te 

hi Meio periodo do ciclo l imi te com o metodo do rele 

h 2 Meio periodo do ciclo l imi te com o metodo do rele e integrador 

k  Ganho proporcional 

K Ganho direto na realimentagao com rele 

Kp Ganho proporcional do controlador 

Kf Ganho critico de H (jto) 

Ganho critico de G (ju>) 

Ganho critico de T (jui) 

K~ T Ganho critico de — T (jto) 

Ganho critico de L (ju) 

l,m ,n  Numeros inteiros 

N Numero de amostras 

N (a) Fungao descritiva do elemento nao-linear 

N 0 Periodo to ta l do sinal amostrado 

r Parametro do experimento com rele 

R~~,R + Regioes do espago de estados 

p Magnitude do ponto de freqiiencia 

x i 



szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Variavel eomplexa 

S Seeao local do hiperplano H 

S Superficie de chaveamento 

t Variavel tempo 

Td Constante de Tempo derivativo 

Ti Constante de Tempo integral 

T a Periodo de amostragem 

r Tempo de intersegao com S 

9 Atraso de transporte 

U Vizinhanga no ponto p 

UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN Periodograma do sinal amostrado u (nT s) 

w  Numero real 

Uti Freqiiencia de oscilagao para u m angulo de fase de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

UJ Variavel de freqiiencia 

cuc Freqiiencia critica 

ujf Freqiiencia critica de H (jco) 

u>g FreqiiSncia cujo ganho e unitario 

UJ
0
 Freqiiencia de oscilagao 

W , W , W e Matr iz Jacobiana do mapa de Poincare 

w ,w ,w g Vetor em R n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x0 Condigao inicial 

Condigao inicial da solugao periodica 

Y O N , Y%NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA D F T ' S de N  pontos dos sinais y a e 

Yi Ampl i tude do primeiro harmonico do sinal y  (t) 

Yix Ampl i tude do primeiro harmonico do sinal y i (t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Acronimos 

D F T Transformada discreta de Fourier 

M F Margem de fase 

M G Margem de ganho 

P I Controlador proporcional-integral 

P I D Controlador proporcional-integral-derivativo 

x i i 



Listc i de Tctfoelcts 

4.1 Medigoes de periodo para o exemplo 4.4.1 51 

4.2 Resultados de modelagem para os exemplos 4.4.1, 4.4.2 e 4.4.3 52 

4.3 Medigoes de periodo para o exemplo 4.4.2 53 

4.4 Medigoes de periodo para o exemplo 4.4.3 54 

5.1 Parametros do controlador para o metodo da resposta em freqiiencia de Ziegler e 

Nichols 59 

5.2 Resultados de projeto do controlador P I para o processo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 a ordem com atraso. . 66 

5.3 Resultados de projeto do controlador P I D para o processo de 2° ordem com atraso. 67 

5.4 Resultados de projeto do controlador P I para o processo de fase nao-minima 71 

5.5 Resultados de projeto do controlador P I D para o processo de fase nao-minima. . . . 71 

5.6 Resultados de projeto do controlador P I para o processo com ruido de medieao. . . 74 

5.7 Resultados de projeto do controlador P I D para o processo com ruido de medieao. . 75 

6.1 Resultados obtidos para o exemplo de simulagao 105 

6.2 Resultados de simulagao para diferentes especificagoes de margens de ganho e de fase. 108 

6.3 Margens de ganho e de fase e parametros do controlador a cada iteragao para o 

sistema trocador de calor I l l 

6.4 Margens de ganho e de fase e parametros do controlador a cada iteragao para o 

experimento de caracterizagao de VO2 115 

x i i i 



Lista de Figuras 

1.1 Nao linearidade estatica do t ipo rele 1 

1.2 Metodo do rele 3 

2.1 Sistema em malha fechada 11 

2.2 Sistema linear realimentado por rele 12 

2.3 Sistema linear realimentado por rele com integrador 13 

2.4 Metodo do rele para estimagao da resposta em freqiiencia 14 

2.5 Magnitude dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F (joo0) em fungao do angulo de fase de H (ju 0), com \ H {zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJOJ0)\  = r. . 18 

2.6 Experimento com rele! para estimagao da Fungao de Malha 21 

2.7 Realimentagao com rele apresentada em Schei (1994) 22 

2.8 Estabilidade do experimento de estimagao da Fungao de Malha 22 

2.9 Experimento com rele para estimagao da Fungao de Sensibilidade 25 

2.10 Estabilidade do experimento de estimagao da Fungao de Sensibilidade 26 

2.11 Experimento com rele e integrador duplo 27 

3.1 Ilustragao do uso do Mapa de Poincare para determinagao da estabilidade de uma 

orbita periodicazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 31 

3.2 Sistema linear com realimentagao por rele 32 

3.3 Realimentagao com rele e atraso de transporte 34 

3.4 Solugao para o exemplo 3.5, com h* > 9 35 

3.5 Solugao para o exemplo 3.5, com h* < 9 36 

3.6 Representagao em espago de estados do experimento de identificagao 38 

3.7 Diagrama de Bode de magnitude: \ H (ju)\  ( - ) , r versuszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U J 0 (0 ) e TDFT versus u>0 ( x ) . 41 

3.8 Diagrama de Bode de magnitude: \ H (ju>)\  (—), r versuszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UJ0 (o), rDpr versus LO0 ( * ) 

e ponto critico ( x ) 42 

3.9 Ciclo l imite estavel. No grafico superior, y (t) (—) e y s(t) (—) 43 

3.10 Ciclo l imi te instavel 44 

3.11 Saida do sistema para r = 2.65 45 

3.12 Visualizagao do comportamento caotico para r = 2.65 no espago de estados 45 

x iv 



4.1 Diagrama de Bode para o exemplo 4.4.1 (easozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6/ T = 0.1): ( - ) processo, e modelos 

usando a resposta ao degrau (•), o pico da oscilagao ( — ) e a estimativa minimos-

quadrados (—) 53 

4.2 Diagrama de Nyquist para o exemplo 4.4.1 (caso 6/ T = 0.1): ( - ) processo, e modelos 

usando a resposta ao degrau (<), o pico da oscilagao ( ) e a estimativa minimos-

quadrados (—) 54 

4.3 Resposta ao degrau para o exemplo 4.4.1 (caso 6/ T = 0.1): (—) processo, e modelos 

usando a resposta ao degrau (•), o pico da oscilagao ( — ) e a estimativa minimos-

quadrados (—) 55 

4.4 Ciclo l imi te para o exemplo 4.4.1 (caso 6/ T = 0.1): (—) processo, e modelos usando 

a resposta ao degrau (•), o pico da oscilagao ( — ) e a estimativa minimos-quadrados 

( - ) 56 

4.5 Saidas do processo para o exemplo 4.4.3 56 

5.1 Magnitude da Fungao de Malha dada pela Eq. (5.20). . 63 

5.2 Estrutura I M C . 64 

5.3 Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 1° l inha da Tabela 

5.2: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 67 

5.4 Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 4 a l inha da Tabela 

5.2: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 68 

5.5 Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 9 a l inha da Tabela 

5.2: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 68 

5.6 Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da l a l inha da Tabela 

5.3: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 69 

5.7 Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 4 a l inha da Tabela 

5.3: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 69 

5.8 Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 9 a l inha da Tabela 

5.3: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 70 

5.9 Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 3 a l inha da Tabela 

5.4: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 72 

5.10 Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 6° l inha da Tabela 

5.4: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—•) Ziegler-Nichols 72 

5.11 Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 7° l inha da Tabela 

5.4: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 73 

5.12 Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 3° l inha da Tabela 

5.5: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 73 

5.13 Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 6° l inha da Tabela 

5.5: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 75 

xv 



5.14 Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 1 Q l inha da Tabela 

5.6: ( - ) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (-•) Ziegler-Nichols 76 

5.15 Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 5° l inha da Tabela 

5.6: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols 76 

5.16 Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 9° l inha da Tabela 

5.6: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols. 77 

5.17 Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo dazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l a l inha da Tabela 

5.7: ( - ) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols. 77 

5.18 Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 4 a l inha da Tabela 

5.7: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (-•) Ziegler-Nichols . . . 78 

5.19 Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 8 a l inha da Tabela 

5.7: ( - ) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (-•) Ziegler-Nichols 78 

6.1 Metodo do rele na malha fechada 82 

6.2 Variacao da freqiiencia critica e da freqiiencia do cruzamento do ganho com o a para 

o exemplo 6.3 88 

6.3 Margens de ganho e de fase dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L<°> (s) = C ( 0 ) (s) G (s) ( — ) e L « (s) = C « (s) G (s) 

( - ) 94 

6.4 Diagrama de Nyquist de L<®  (s) = C<°> (s) G (s) (-) e (s) = C « ($ ) G (s) (- - ) . . 95 

6.5 Diagrama de Bode de A CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 5 ) = (s) /C<°) (s) 96 

6.6 Sistema em realimentagao para o Teorema do Ganho Pequeno 96 

6.7 Diagrama em blocos da atualizagao do controlador, A C (s) = 1 / (1 — A (s)) 97 

6.8 Saida do processo durante o experimento da fig. 2.9, para o exemplo 6.15. 100 

6.9 Saida do processo durante o experimento da fig. 2.9, para o exemplo 6.16 101 

6.10 Experimento com rele para determinagao da estabilidade da malha fechada 102 

6.11 Saida do processo durante o experimento da fig. 6.10, para 0 exemplo 6.20, com zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4>m = 40° 103 

6.12 Saida do processo durante o experimento da fig. 6.10, para o exemplo 6.20, com 

om = 45° 104 

6.13 Saida da malha fechada para referenda em degrau usando o controlador inicial (•), 

a solugao exada ( — ) e a solugao obtida na quarta iteragao (—) 106 

6.14 Diagramas de Bode da Fungao de Malha para o controlador inicial (•), para a solugao 

exada ( — ) e para a solugao obtida na quarta iteragao (—) 107 

6.15 Configuragao do processo de lodo ativado 108 

6.16 Resposta ao degrau: controlador inic ial (•), controlador A ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— ) e controlador B (—). 109 

6.17 Resposta ao degrau: controlador inic ial (•), controlador C ( — ) e controlador D (—). 109 

6.18 Nivel de n i t rato e referenda do controlador durante a 3a iteragao no caso "B" . . . . 110 

6.19 Ilustragao do modelo reduzido do trocador de calor I l l 

6.20 Experimentos com rele nas iteragoes 1 e | para o sistema trocador de calor 112 

x v i 



6.21 Resposta ao degrau para controlador inicial no sistema trocador de calor: (superior) 

sinal de saida (—) e sinal de referenda (•), e (inferior) sinal de controle 112 

6.22 Resposta ao degrau para controlador obtido no sistema trocador de calor: (superior) 

sinal de saida ( - ) e sinal de referenda (•), e (inferior) sinal de controle 113 

6.23 Montagem experimental do sistema de aquisicao de dados 114 

6.24 Caracterizacao dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VO^ - (grafico superior) resposta ao degrau para o controlador 

inicial (- -) e final ( - ) , e sinal de referenda, y r (•). (grafico inferior) sinais de controle 

correspondentes para o controlador inicial (- -) e final (-) 116 

x v i i 



Capitulo 1 

Introdugao 

1.1 Objetivo do Trabalho 

O rele, considerado neste trabalho, e uma nao-linearidade estatica com relacao entrada-saida defi-

nida pelo grafico mostrado na fig. 1.1(a). Sua representacao em u m diagrama em blocos e indicada 

na fig. 1.1(b). Na area de sistemas de controle, a utilizacao do rele para obtencao de uma estima-

t iva do ponto cr i t ico 1 de u m processo e denominadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m etodo do rele. O metodo foi introduzido em 

Astrom e Hagglund 1984, e tern sido comumente usado como ferramenta de estimagao para projeto 

de controladores. Na forma original, estimativas da margem de ganho 2 e da freqiiencia cr i t i ca 3 de 

u m processo sao extraidas sob condigSes de operagao bem definidas. 

d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X(t) 

(a) Grafico da relacao entrada-

saida. 

(b) Representacao em bloco. 

Figura 1.1: Nao linearidade estatica do t ipo rele. 

0 metodo do rele teve papel fundamental no desenvolvimento de equipamentos de controle 

autoconfiguraveis. Sua principal aplicagao se encontra na sintonia automatica de controladores do 

t ipo proportional-integral-derivativo (PID) , e na inieializagao de controladores adaptativos. Tal 

caracteristica se torna essencial na manutengao ou instalagao de u m processo industrial complexo, 

1 Ponto da resposta em freqiiencia do processo correspondente a um angulo de fase de —180°. 

2 Ver definicao na pag. 81. 

3Preqiiencia correspondente ao ponto critico. 

1 



CapitulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1. Introdugao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 

onde centenas de controladores deste t ipo sao empregados, Pesquisas mostram que, em mais de 

90% dos lagos de controle na indi istr ia , sao utilizados controladores P I D , e a grande maioria ut i l iza 

apenas as partes proporcional e integral (PI) [Astrom e Hagglund 1995, Yu 1999]. Apesar do 

constante avango da tecnologia e do conhecimento cientifico na area de controle, o atual panorama 

ainda aponta u m futuro de longevidade para tais equipamentos (ver Astrom e Hagglund 2001). 

Tal fato pode ser constatado pelo volume de pesquisa cientifica dedicada ao assunto. De fato, a 

sintonia do controlador e tema principal em centenas de artigos, varias dissertagoes de mestrado 

e teses de doutorado, e alguns livros, como Astrom e Hagglund 1995, Y u 1999 e Tan et al. 1999. 

Na grande maioria destas publicacoes, percebe-se a integragao do dispositivo com u m experimento 

para auto-sintonia geralmente baseado na utilizagao do rele, dai a importancia do metodo (ver, 

por exemplo, Voda e Landau 1995, Astrom e Hagglund 1984, Dumont , Martin-Sanchez e Zervos 

1989, Gawthrop e Nomikos 1990, Hagglund e Tengvall 1995, Hang e Sin 1991, Hang, Astrom e Ho 

1993,Leva, Maffezzoni e Scattolini 1994,Leva 1994,Li, Eskinat e Luyben 1991, Schei 1992). 

Apos a concepcao inicial do metodo do rele para sintonia automatica de controladores P I D , 

baseada na estimagao do ponto critico do processo [Astrom e Hagglund 1984], inumeras modifieagSes 

foram sugeridas no sentido de aprimorar o procedimento de estimagao. Neste sentido, seguiram-se 

varias tendencias, dentre as quais destacam-se a melhoria da precisao do metodo, a estimagao de 

multiplos pontos da resposta em freqiiencia, e a operagao na malha externa de controle. Percebeu-

se entao no rele uma ferramenta confiavel e robusta, com enorme potencial para realizagao de 

experimentos praticos em processos industrials. 

Recentemente, certa atengao tern sido voltada para o estudo das solugoes de u m sistema linear 

com realimentagao por rele. Resultados sobre existencia de oscilagoes do t ipo ciclo l imi te foram 

obtidos, bem como estabilidade e unicidade de tais solugoes. A lem disso, foram observados dife-

rentes tipos de comportamento das solugoes de tais sistemas nao lineares, como modos deslizantes, 

chaveamentos rapidos e solugoes caoticas. 

E m Arruda 2000, apresentou-se uma estrutura de realimentagao com rele para estimagao de 

diferentes pontos da resposta em freqiiencia, alem do ponto critico como no metodo original. O 

experimento apresentado naquele trabalho permite estimar a freqiiencia na qual a magnitude de 

uma fungao de transferencia possui u m determinado valor. Aplicagoes do metodo na estimagao 

de pontos da Fungao de Malha e da Fungao de Sensibilidade de um sistema de controle foram 

realizadas com sucesso, e a informagao obtida foi usada na sintonia de controladores PID pelo 

metodo otimo-simetrico. 

E m linhas gerais, pretende-se neste trabalho: 

• Revisar o experimento de identificagao introduzido em Arruda 2000, apresentando novos re-

sultados acerca da estabilidade da estrutura e amplitude dos sinais durante o experimento; 

• investigar o comportamento das solugoes apresentadas pelo experimento, obtendo equagoes 

que Informem a existencia e estabilidade de ciclos l imite simetricos unimodais; 
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• apresentar aplicacoes praticas do experimento e do metodo do rele na estimagao de resposta 

em freqiiencia e estimagao de modelos simples de processos; 

• apresentar aplicagbes do experimento na sintonia de controladores P I D . 

A utilizagao do rele na sintonia automatica de controladores P I D teve inicio com o trabalho de 

(controle L I G A - D E S L I G A ) , conforme ilustrado na fig. 1.2. Nesta configuragao, para a maioria dos 

processos industrials, u m ciclo l imi te se desenvolve na saida do processo. Usando u m argumento 

de fungoes descritivas, mostra-se que a oscilagao ocorre aproximadamente na freqiiencia critica, 

com amplitude inversamente proporcional a margem de ganho do processo, no ponto de operagao 

escolhido. A part i r desta informagao, os parametros do controlador eram calculados segundo u m 

metodo denominado Ziegler-Nichols modificado, que e baseado no metodo da resposta em freqiiencia 

de Ziegler e Nichols 1942, de modo que o ponto critico da Fungao de M a l h a 4 obtida e deslocado 

para uma posigao escolhida no piano complexo. 

A grande vantagem deste procedimento e a simplicidade na auto-sintonia do controlador. A lem 

disso, escolhendo-se apropriadamente o valor da amplitude do rele, era possivel executar a auto-

sintonia sem afetar significativamente a variavel de saida do processo. A grande desvantagem do 

metodo estava no erro da estimagao do ponto critico, devido a hipotese de se assumir apenas o 

efeito do primeiro harmonico dos sinais, na analise do metodo das fungoes descritivas [Khal i l 1996]. 

E m alguns casos, podia-se chegar a cerca de 20% de erro na estimagao (ver estudo em L i , Eskinat e 

Luyben 1991). Alem disso, a informagao de apenas um ponto da resposta em freqiiencia do processo 

nao era suficiente, em certos casos, para u m projeto adequado do controlador [Astrom e Hagglund 

1995, Leva 1993]. Neste sentido, modificagoes do metodo do rele tem sido sugeridas ao longo dos 

ultimos anos, e, com isso, novas aplicagbes sao cada vez mais freqiientes. Varias extensoes tem sido 

propostas em relagao ao metodo original, e as principals tendencias encontradas sao apresentadas 

em seguida. 

4 Ver definicao na pag. 11. 

1.2 Revisao Bibliografica 

Astrom e Hagglund 1984. Para sintonizar o controlador, a agao de controle era substituida pelo rele 

Figura 1.2: Metodo do rele. 
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E s t i m a g a o de diferentes pontos 

U m a das tendencias em relagao ao metodo original e a proeura de estruturas que permitam a 

obtengao de eielos l imites em outros pontos, alem do ponto critico. Por exemplo, a adigao de u m 

integrador no caminho direto do sistema apresentado na fig. 1.2 leva o sistema a u m ciclo l imite no 

ponto em que a fase do processo e aproximadamente —90° (ver em Astrom e Hagglund 1995). Se 

o rele e posicionado na malha externa de u m sistema de controle e u m ciclo l imite se desenvolve, 

a freqiiencia de oscilagao e aproximadamente a freqiiencia crit ica da Fungao de Malha [Astrom e 

Hagglund 1995]. De maneira similar, adicionando-se a este u l t imo u m integrador na saida ou entrada 

do rele, mostra-se que o sistema oscila em uma freqiiencia localizada entre a freqiiencia critica e a 

freqiiencia do ganho unitario da Fungao de Malha [Schei 1992]. E m Schei 1994, e apresentada uma 

outra estrutura que leva o sistema em malha fechada a oscilar na freqiiencia em que o ganho da 

Fungao de Malha e unitario . E m Arruda 2000, e apresentada uma generalizagao desta estrutura, 

t a l que u m ciclo l imi te e obtido na freqiiencia em que a magnitude de uma determinada fungao de 

transferencia e aproximadamente igual a u m parametro especificado. Variando-se este parametro, 

e possivel obter estimativas da resposta em freqiiencia da fungao de transferencia em diferentes 

pontos. O resultado e aplicado na estimagao de pontos de freqiiencia de fungoes de transferencia 

importantes em u m sistema de controle, como a Fungao de Malha e a Fungao de Sensibilidade. 

Seguindo esta filosofia, em Tan et al. 1999 sao introduzidos experimentos com rele que permitem 

obter u m ponto da resposta em freqiiencia do processo que possui angulo de fase arbitrario. 0 

metodo envolve o ajuste iterativo de uma fungao de mapeamento aplicada no sinal de saida do rele, 

ate que a oscilagao ocorra na fase especificada, o que aumenta o tempo to ta l de identificagao. 

E s t i m a g a o de M u l t i p l o s Pontos 

Como a informagao de u m unico ponto pode nao ser suficiente para o projeto adequado do controla-

dor, tem-se buscado obter mais informagao a part i r de u m unico experimento. E m Wang, Hang e B i 

1999, a transformada discreta de Fourier e aplicada no transitdrio inicial do experimento com rele, 

de modo a obter uma estimativa de M  pontos da resposta em freqiiencia, espagados segundo inter-

v a l s de freqiiencia escolhidos a part ir da freqiiencia critica (u c = (M — 1) Au). Tal procedimento 

requer, no entanto, baixos niveis de relagao sinal-ruido para apresentar resultados satisfatorios nas 

componentes de freqiiencia mais elevadas. U m procedimento alternativo e apresentado em Wang, 

Desarmo e Cluett 1999, baseado no modelo do filtro de amostragem em freqiiencia (filter sam pling 

frequency  (FSF) m odel). O experimento e realizado alternando a realimentagao com o rele com uma 

realimentagao com o rele e u m integrador. Tal procedimento leva a u m sinal com bom eonteudo 

harmonico na faixa de freqiiencias em que a fase do processo varia de —90° a —180°, que e uma 

faixa importante para estimagao e controle. 
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M e l h o r i a d a precisao 

Tentativas de obter estimativas mais preeisas do ganho critico do processo utilizando realimentagao 

por rele sao encontradas em varias referencias [Leva 1994, Sung, Lee e Lee 1995, Sung, Lee e Lee 

1998, Sung, Park e Lee 1995, Tan et al . 1999, Yu 1999,Friman e Waller 1995]. Uma solugao para 

o problema de utilizagao do rele na presenga de perturbagoes de carga e apresentada em Hang, 

Astrom e Ho 1993. 0 rele e sistematicamente polarizado, ate que a oscilagao obtida seja simetrica. 

O metodo e valido para o caso particular de pequenas perturbagoes em degrau. E m Tan et al . 1999, 

a rejeigao a perturbagoes de carga e demonstrada para a realimentagao com rele na malha externa 

de controle. E m Friman e Waller 1995, o rele e substituido por uma nao-linearidade estatica de dois 

parametros (curva de saturagao). A inclinagao e sistematicamente atualizada ate que uma oscilagao 

senoidal e obtida. Note que o procedimento e essencialmente o mesmo do metodo da resposta em 

freqiiencia de Ziegler e Nichols 1942, com a vantagem de evitar sinais i l imitados, devido a presenga 

da saturagao. U m a outra forma de reduzir o erro cometido pela aproximagao do metodo da fungao 

descritiva e reduzir o efeito dos harmonicos superiores mudando a forma de onda na saida do rele. 

E m Sung, Park e Lee 1995, a saida do rele e dividida em dois niveis para cada semiciclo, de modo 

que o efeito de harmdnicos de ordem superior e reduzido, e a estimativa do ponto critico e mais 

precisa. 

O u t r a s Tendencias 

Existem ainda varios outros usos do rele na extragao de informagao sobre u m processo ou fungao de 

transferencia. Aplicagbes do metodo do rele para o caso de sistemas M I M O (m ultiple-input m ultiple-

output) sao encontradas em Wang et al . 1997,Palmor, Halevi e Krasney 1995, Yu 1999. Varios outros 

artigos t r a t a m da utilizagao de reles com assimetria, para obter informagao tambem sobre o ganho 

direto do sistema [Yu 1999, Sung, Lee e Lee 1995, Park, Sung e Lee 1997, Shen, W u e Yu 1996]. 

Com esta informagao adicional, e possivel obter modelos de primeira e segunda ordem com atraso, 

com apenas u m experimento. Sistemas de aquecimento ou resfriamento apresentam geralmente u m 

comportamento assimetrico, isto e, podem apresentar modelos diferentes, dependendo da diregao 

- ou derivada - do sinal de controle. E m Hagglund e Tengvall 1995, o metodo do rele e utilizado 

para obtengao de dois modelos de ordem reduzida, que levam a dois conjuntos de parametros do 

controlador, usados de acordo com uma tecnica de escalonamento de ganho. 

Aplicagoes do metodo 

O metodo do rele e amplamente utilizado em tecnicas de sintonia automatica [Voda e Landau 

1995, Astrom e Hagglund 1984,Dumont, Martin-Sanchez e Zervos 1989,Gawthrop e Nomikos 1990, 

Hagglund e Tengvall 1995, Hang e Sin 1991, Hang, Astrom e Ho 1993, Leva, Maffezzoni e Scattolini 

1994,Leva 1994,Li, Eskinat e Luyben 1991,Schei 1992]. No artigo onde foi introduzido, a estimativa 

do ponto critico e usada no projeto de controladores P I D pelo metodo denominado Ziegler-Nichols 

modificado [Astrom e Hagglund 1984]. Tambem se encontram, no entanto, diversas aplicagoes do 
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metodo para outros tipos de controladores, por exemplo, em Hang, Wang e Cao, Palmor e Blau 

1994. E m Lundh 1991,Lundh e Astrom 1994, o metodo do rele e util izado na inicializagao de u m 

controlador adaptativo. E m outro ramo de aplicagoes, o rele e largamente utilizado na obtengao de 

modelos para processos [ L i , Eskinat e Luyben 1991, Chang, Shen e Y u 1992,Luyben 1987, Atherton 

e M a j h i 1998]. E m Lee e K i m 2001, o metodo do rele e utilizado para obtengao de u m modelo para 

a dinamica de absorgao em materials porosos de duas camadas. Tambem se encontram aplicagoes 

do rele na modelagem do atr i to viscoso e de Coulomb [Besangon-Voda e Drazdi l 1997, Besangon-

Voda e Blaha 2002, Tan et al . 2001], e na sintonia de controladores para sistemas de aquecimento, 

ventilagao e ar condicionado (HVAC - Heating, Ventilating and Air-Conditioning system s) [Bi et al. 

2000]. Recentemente, tem-se buscado identificar parametros de modelos simples usando informagoes 

sem aproximagoes da condigao de oscilagao do ciclo l imi te . E m Kaya e Atherton 2001a e Kaya e 

Atherton 2001b, o metodo A-locus e usado para determinar modelos de primeira e segunda ordem 

com atraso, estaveis ou instaveis. O metodo A-locus fornece resultados sem aproximagoes para a 

freqii§ncia e amplitude do ciclo l imite , baseado em uma fungao complexa no dominio do tempo e 

da freqiiencia. E m Atherton e M a j h i 1998 e Wang, Hang e Zou 1997, expressoes sem aproximagoes 

sao obtidas a part i r da resposta temporal de modelos de primeira e segunda ordem com atraso. A 

vantagem destes procedimentos e que, se o processo possui a mesma estrutura do modelo, o modelo 

obtido e igual ao processo, assumindo que nao ha erros nas medigoes. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A n a l i s e nao l inear 

O estudo de sistemas lineares com realimentagao por rele serve como base para analise de uma 

classe mais geral de sistemas nao lineares, denominada sistem as lineares por partes (piecew ise linear 

system s). Tais sistemas sao caracterizados por u m numero finito de modelos lineares, juntamente 

com u m conjunto de regras para alternar entre os modelos, o que causa u m particionamento do 

espago de estados em regioes separadas. Cada partigao e descrita entao por equagoes diferenciais 

lineares. Sistemas lineares com realimentagao por rele constituem u m caso particular dos sistemas 

lineares por partes, onde sao apresentados dois modelos lineares, e o espago de estados e dividido 

portanto em duas regioes. 

U m problema fundamental em sistemas lineares com rele e a existencia de ciclos l imite sime-

tricos unimodais 5 . Tais solugoes sao interessantes para utilizagao da realimentagao para fins de 

identificagao. Expressoes sem aproximagoes para o calculo de ciclos l imi te simetricos e unimodais 

sao apresentadas em B l i m a n e KrasnoseFskii 1997, Astrom 1995,Tsypkin 1984,Holmberg 1991. E m 

Varigonda e Georgiou 2001, generaliza-se a expressao para o caso de assimetria no ciclo l imite . 

Condigoes suficientes para unicidade de ciclos l imite simetricos e unimodais sao apresentadas em 

Lootsma, Shaft e Qamlibel 1999. E m L i n e Wang 2002, a condigao de suficiencia e relaxada usando 

resultados da teoria de matrizes, de modo a tornar o resultado mais abrangente. 

A estabilidade de ciclos l imite em u m sistema nao linear pode ser avaliada usando mapas de 

5 Ver definicao na pag. 32. 
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Poincare [Khal i l 1996]. A construcao de tais mapas depende do conhecimento da solugao da equagao 

diferencial do sistema, que dificilmente e encontrada na forma analitica. No entanto, para o caso 

de sistemas lineares por partes, e possivel obter o mapa definindo adequadamente a superficie de 

ehaveamento, de modo que o comportamento da solugao e essencialmente linear nas regioes do 

espago dividido pela superficie escolhida. Deste modo, o Jacobiano do mapa indicara a estabilidade 

local do ciclo l imi te . Tal resultado e introduzido em Astrom 1995, e em Varigonda e Georgiou 

2000 e apresentada uma metodologia para determinagao da estabilidade global de ciclos l imi te 

simetricos e unimodais para o caso de reles com histerese. Este u l t imo baseia-se na existencia de 

uma matriz positiva definida que define u m conjunto compacto invariante, sobre o qual o mapa de 

Poincare e contrativo. A busca da matriz e simples para sistemas de duas dimensoes, no entanto, 

para sistemas de ordem elevada, uma otimizagao numeriea e util izada. E m Gongalves, Megretski 

e Dahleh 2001, mostra-se que uma condigao suficiente para estabilidade global do ciclo l imite e a 

existencia de fungoes de Lyapunov quadratieas globalmente na superficie de ehaveamento. A busca 

de tais fungoes e feita resolvendo-se u m conjunto de desigualdades matriciais lineares (Linear Matrix 

Inequalities - LMI). U m problema relacionado a estabilidade em sistemas com realimentagao por 

rele e a garantia de sinais limitados em amplitude. E m Hsu 1990, sao apresentadas condigoes para 

t a l garantia, mesmo com a existencia de u m integrador no lago de realimentagao. 

A lem de ciclos l imi te simetricos unimodais, sistemas com realimentagao por rele podem apre-

sentar uma diversidade de comportamentos. Para o caso de reles com histerese, para que a solugao 

"atravesse" a superficie de ehaveamento e necessario que a derivada do sinal de saida do sistema 

linear seja nao nula no instante da intersecgao. Quando esta condigao nao e satisfeita para u m certo 

intervalo de tempo, a solugao pode "deslizar" ao longo da superficie. Tal fenomeno e denominado 

modo deslizante (sliding m ode, [Khal i l 1996, Johansson 1997]). Para tais solugdes, idealiza-se a 

existencia de infinitos chaveamentos, o que na pratica e l imitado pelas imperfeigoes do rele (tempo 

de atuagao, atrasos, etc.). Modos deslizantes em sistemas com rele sao estudados em Johansson 

1997,Bernardo, Johansson e Vasca 1999,Bernhardsson, Johansson e Malmborg.1999. Quando existe 

mais de uma segao de deslizamento em u m mesmo semiperiodo, denomina-se o fenomeno por m ulti-

deslizam ento, que e estudado em Bernardo, Johansson e Vasca 1999. Orbitas com modos deslizantes 

existem apenas quando o sistema linear possui grau relativo 6 unitario . Se o grau relativo do sistema 

linear e superior a u m , pode haver orbitas com chaveamentos rapidos. O numero de chaveamentos 

e l imitado , de modo que a solugao nao caminha sobre a superficie, mas a atravessa varias vezes 

durante u m intervalo l imitado de tempo. E m Johansson 1997, Johansson, Rantzer e Astrom 1999, 

foram apresentadas condigoes necessarias e suficientes para existencia de tais chaveamentos. O 

resultado apresentado pode ser visto como uma generalizagao da existencia de modos deslizantes 

de primeira ordem apresentada em Tsypkin 1984. 

Finalmente, foi observada a existencia de solugoes caoticas em alguns sistemas de realimentagao 

com rele [Holmberg 1991]. A analise de tais resultados ainda e escassa para tais tipos de sistema, 

6Diferenca entre os graus do denominador e do rmmerador de uma funcao de transferencia. 
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e poucos resultados sao conhecidos ate o momento [Sugiki, Hatakeyama e Furuta 1999]. Reeente-

mente, em Moreno, Peres e Bonatt i 2000 e Moreno, Peres e Bonat t i 2002, sao apresentadas analises 

para sistemas de primeira, segunda e terceira ordem em realimentagao com u m rele com histerese, 

que apresentam solugoes caoticas sob certas condigoes. 

1.3 Organizagao do Texto 

Este trabalho pode ser dividido em duas partes. Na primeira parte, composta dos capitulos 2 e 3, e 

feita uma analise no dominio do tempo de sistemas com realimentagao por rele e do experimento de 

identificagao apresentado em Arruda 2000, e na segunda parte sao discutidas aplicagoes do metodo 

na identificagao de sistemas simples e na sintonia de controladores P I D , nos capitulos 4, 6 e 5. 

O experimento de identificagao baseado no rele e introduzido no capitulo 2, e novos resultados 

sobre amplitude dos sinais e testes de estabilidade sao apresentados ao longo do texto. Os expe-

rimentos para estimagao da Fungao de Malha e da Fungao de Sensibilidade sao apresentados no 

final do capitulo, onde sao discutidas a estabilidade da estrutura, a amplitude do rele e a melhoria 

da estimativa para cada estrutura. No capitulo 3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e apresentada a analise sobre a existencia e 

estabilidade de ciclos l imi te simetricos e unimodais para sistemas lineares com realimentagao por 

rele baseada em mapas de Poincare. Uma extensao para o caso de sistemas lineares com atraso de 

transporte tambem e proposta no capitulo. Os resultados obtidos para o caso de sistemas lineares 

sem atraso de transporte sao entao aplicados a estrutura do experimento de identificagao introdu-

zido no capitulo 2. Sao obtidas entao expressoes que permitem avaliar a existencia e estabilidade 

de ciclos l imi te simetricos e unimodais no experimento de identificagao. Exemplos de simulagao sao 

apresentados no final do capitulo, para avaliagao do comportamento do experimento em diferentes 

situagoes. 

No capitulo 4, e apresentada uma tecnica para obtengao de u m modelo de primeira ordem com 

atraso, a part ir de medigoes da entrada e saida do processo para o metodo do rele e o metodo do 

rele com integrador. O procedimento e baseado em resultados sobre existencia de ciclos l imi te em 

sistemas com rele, de modo que a modelagem e l ivre de erros se o processo pertence a classe de 

modelos considerada, e se nao existe erro de medigao (ruido). Exemplos de simulagao sao usados 

para i lustrar as propriedades do procedimento na presenga de dinamica nao modelada e ruido, 

no final do capitulo. Os resultados obtidos neste capitulo sao entao utilizados no capitulo 5, no 

projeto de controladores P I e P ID usando tecnicas populares de sintonia. Sao utilizadas as tecnicas 

baseadas no metodo de Ziegler-Nichols da resposta em freqiiencia, no principio do modelo Interno 

( IMC) e no otimo-simetrico. Para esta u l t ima tecnica, u m novo enfoque na definigao do parametro 

do projeto permite a utilizagao do modelo de primeira ordem com atraso de transporte. O objetivo 

e avaliar a qualidade do modelo obtido, quando usado para projetar o controlador, levando-se em 

conta a dinamica nao modelada existente, ou o erro de estimagao devido ao ruido de medigao. 

No capitulo 6, apresenta-se uma nova metodologia de sintonia i terativa de controladores P I D 

baseada em especificagoes de margens de ganho e de fase. A part i r de tais especificagoes, as equagbes 
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de projeto sao resolvidas iterativamente, usando experimentos com rele para estimagao de pontos 

de freqiiencia correspondentes as margens de ganho e de fase. As vantagens do experimento sao 

a nao necessidade de conhecer a resposta em freqiiencia do processo, e a operacao do sistema sem 

remover o controlador durante o processo de sintonia, de modo a nao perturbar significativamente a 

variavel do processo. Aplicagoes da metodologia sao apresentadas no final do capitulo. U m exemplo 

de simulagao e usado para examinar as propriedades da metodologia. E m seguida, apresentam-se 

resultados para a sintonia de controladores P I e P I D para controle de temperatura em u m trocador 

de calor em escala de laboratorio e em u m experimento de caracterizagao de camadas finas de filmes 

de Oxido de VanadiozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( V O 2 ) , e controle de Ni t ra to em u m processo simulado de lodo ativado para 

tratamento de aguas residuarias. 

Finalmente, no capitulo 7 sao discutidas as contribuigoes deste trabalho, bem como as conside-

ragoes finais e propostas para pesquisas futuras. 



Capitulo 2 

Experimentos de Identificagao com o Rele 

2.1 Introdugao 

0 metodo do rele introduzido em Astrom e Hagglund 1984 e normalmente util izado para obter 

uma estimativa do ponto critico de u m processo. A informagao obtida a part ir do experimento 

e normalmente usada na sintonia de controladores P I D baseada no metodo de Ziegler Nichols da 

resposta em freqiiencia [Ziegler e Nichols 1942], ou variagoes do mesmo, conforme apresentado em 

Astrom e Hagglund 1995. A teoria para a analise de u m processo com realimentagao por rele e 

baseada no metodo das fungoes descritivas, o que contribuiu para tornar o procedimento largamente 

aceito na industria, para sintonia de controladores industrials. Existem varias modificagoes do ex-

perimento original, o que resulta em uma enorme variedade de tecnicas para estimagao da fungao de 

transferencia de u m processo usando o rele. As principals tendencias encontradas nas modificagoes 

do experimento original sao a melhoria da precisao da estimativa, a estimagao de varios pontos da 

resposta em freqiiencia do processo e o uso do rele na malha externa do sistema de controle. 

U m problema que surge em aplicagoes praticaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e estimar a freqiiencia em que uma dada fungao 

de transferencia possui uma determinada fase ou magnitude. A utilizagao de u m rele para estimagao 

apresenta algumas vantagens praticas, como a automatizagao do experimento. 0 metodo do rele, 

por exemplo, permite obter a margem de ganho medindo a amplitude da oscilagao na freqii§ncia 

em que a fungao de transferencia possui u m atraso de fase de aproximadamente —180°. A estrutura 

apresentada em Schei 1994 permite determinar a margem de fase medindo o atraso de fase na 

freqiiencia em que a fungao de transferencia possui ganho unitario . Este u l t imo caso pode ser 

estendido para a estimagao de diversas freqiiencias em magnitudes diferentes da seguinte maneira: 

D a d a u m a fungao de transferencia de interesse,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H (s), encontrar a freqiiencia e m 

que a magnitude de H (ju) possui u m determinado valor de ganho, r. 

Observagao 2.1 Note-se que a resposta em  freqiiencia de H (ju) pode ser estim ada em  diversos 

pontos variando o valor de r. 

Este problema foi resolvido em Arruda 2000, usando uma estrutura de realimentagao com rele, t a l 

que u m ciclo l imite se desenvolve na freqiiencia em que a magnitude de H (ju) e aproximadamente 

10 
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igual a r. Novos resultados sobre amplitudes de sinais e estabilidade do experimento for am obtidos 

recentemente, e serao introduzidos neste capitulo. 

E apresentada inicialmente uma revisao de duas estruturas de identificagao com rele, e, em 

seguida, a estrutura mais geral, que resolve o problema anterior [Arruda 2000]. A estabilidade da 

estrutura apresentada e entao discutida, seguida de tecnicas para melhoria da precisao do metodo. 

Por fim, a estrutura e aplicada na estimacao da fungao de transferencia do processo, da Funcao de 

Malha e da Funcao de Sensibilidade. 

2.2 Notagao 

Considere o sistema em malha fechada mostrado na Figura 2.1. A funcao de transferencia do 

processo e dada por G(s), e C (s) e a funcao de transferencia do controlador. 

— t o c G 

y 

f — • 

Figura 2.1: Sistema em malha fechada. 

A fungao de transferencia em malha fechada do sinal de referenda yr (t) para o sinal de saida 

~y (£) e dada por 

T { , Y(s) C(s)G(s) 
1 {}~Yr{s) ~ l + C(s)G(s) • { l A } 

Para esta configuracao, T (s) tambem e conhecida como a Funcao de Sensibilidade Complemen-

tar, e L(s) = C (s) G (s) e a Fungao de Malha. A fungao de transferencia do sinal de referenda 

para o erro, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S
 (

S
)  = EMI  = ___!__ (22) 

K ) Yr(s) l + G(s)C(s)J { } 

e a Fungao de Sensibilidade. 

2.3 Estruturas Basicas de Realimentagao 

Considere uma fungao de transferencia estavel, F (s). As duas estruturas de realimentagao com rele 

apresentadas nas Figuras 2.2 e 2.3 sao comumente utilizadas para estimagao. No primeiro caso, 

mostra-se pelo metodo das fungoes descritivas [Astrom e Hagglund 1995] que o ciclo limite obtido 

pela realimentagao ocorre na freqiiencia em que a fase de FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (jto) e aproximadamente —180°, ou 

seja, a freqiiencia critica. No segundo caso, a adigao de um integrador no caminho de realimentagao 

implica que a oscilagao ocorre agora na freqiiencia em que a fase de F (ju>) e aproxidamente —90°. 

Estes resultados sao apresentados nas proposigoes seguintes. 
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Proposigao 2.2 Considere o sistema em malha fechada com rele mostrado na Figura 2.2, onde 

F (s) e uma fungao de transferencia que representa um sistema linear, estdvel e invariante no 

tempo, K = 1/F (0), a amplitude do rele pode assumir um dentre dois valores ±d e y'T e um valor 

de referenda constante. Entao, se um ciclo limite de amplitude "a" desenvolve-se na saida do 

sistema, y0{t), a oscilagao ocorre em torno de y'r na freqiiencia uc tal que 

ZF(juc)zt -180° . 

Alem disso, uma realimentagao de F (s) por um ganho proporcional k e estdvel para 

1 
0 < k < 

1995 

F(jooc)\ 

Demonstragao. A funcao descritiva do rele de amplitude ±d e dada por [Astrom e Hagglund 

4d 
N(a) = 

Subtraindo os sinais y'r e y0 de y'r, e como K = 1/F(0), o novo ponto de operagao e em torno de 

zero, A equagao de balango de harmonieos de primeira ordem leva a condicao de oscilagao 

N {a) FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (ju) zt-1, 

que implica em 

F(ju) 
1 

N(a) 

7TO 

'Id 

Portanto, a oscilagao ocorre na freqiiencia u = u c onde 

ZF(juc)z* -180° . 

Alem disso, o ciclo limite se desenvolve em torno do valor de referenda y'r. 0 restante da proposigao 

segue do criterio de estabilidade de Nyquist. • 

K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
O -

+ Y i 

F(s) 
Yo 

Figura 2.2: Sistema linear realimentado por rele. 

Conforme mencionado anteriormente, o procedimento e conhecido por metodo do rele. Uma 

pequena modificagao deste procedimento, que sera usada na solugao do problema proposto, e apre-

sentada em seguida, e o experimento obtido e aqui denominado metodo do rele com integrador. 
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Proposigao 2.3 Considere o sistema em malha fechada com rele mostrado na Figura 2,3, onde 

F (s) e uma fungao de transferencia que representa um sistema linear, estdvel e invariante no 

tempo, K = 1/F (0), a amplitude do rele pode assumir um denire dois valores ±d e y'r e um valor 

de referenda constante. Entao, se um ciclo limite de amplitude "a" desenvolve-se na saida do 

sistema, y0 (t), a oscilagao ocorre em torno de y'r na freqiiencia Loci tal que 

IF (ju;ci)^ - 9 0 ° . 

Demonstragao. A analise e semelhante ao caso anterior, com a condigao de oscilagao modifi-

cada para 

-N(a)F(ju) 

o que implica em 

F (jco) 
3^ 

-1 

juna 

N (a) Ad 

Portanto, a oscilagao ocorre na freqiienciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u = ioci onde 

Z F ( j u ; c i ) ~ - 9 0 ° . 

K 

y; 
F(s) 

Yo 

Figura 2.3: Sistema linear realimentado por rele com integrador. 

A introdugao do integrador permitiu a estimagao de outro ponto da resposta em freqiitacia 

de F(JUJ). De fato, a introdugao de diferentes fungoes de transferencia (ao inves do integrador) 

na primeira estrutura de realimentagao (fig. 2.2) permitiria a estimagao de pontos da resposta em 

freqiiencia para os quais F (ju) possui diferentes ganhos e/ou fases. A limitagao de tal procedimento 

e a necessidade de se conhecer exatamente qual fungao de transferencia utilizar, ou tentar chegar a 

fungao de transferencia desejada em uma maneira iterativa. 

2.4 Solugao Geral 

Uma solugao geral para o problema proposto na introdugao deste capitulo pode ser obtida com 

a estrutura de realimentagao da fig. 2.3, se a fungao de transferencia F (s) possui uma forma 

particular. Este fato e mostrado na proposigao seguinte. 
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Proposigao 2.4 Considere o sistema em malha fechada mostrado na fig. 2.3. Assuma que, para 

uma fungao de transferencia estdvel H (s) e um pardmetro real positivo r, a fungao de transferencia 

F (s) definida por 

H{s)-r 
F(s) (2.3) 

H (s) + r ' 

e estdvel. Entao, se um ciclo limite desenvolve-se no sistema em malha fechada, a oscilagao ocorre 

na freqiienciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA to0 tal que 

| # ( M , ) | « r . 

Demonstragao. Se um ciclo limite esta presente no sistema em malha fechada, entao, de 

acordo com a proposigao 2.3, Z.F (ju0, r) « —90° na freqiiencia de oscilagao. Portanto 

F (jw0, r) = , , . « -W3 , 
H (jcv0) + r 

para algum numero real w  > 0. Reescrevendo esta expressao, obtem-se 

l-w j 

para a qual 

H (jtoc 

1 + w j 

\H{JUJC r . 

(2.4) 

y0 

u 

H(s) 

^ — < V 

F(s) 

y 

Figura 2.4: Metodo do rele para estimagao da resposta em freqiiencia. 

A estrutura com F (s) dada pela Eq. (2.3) e denominada aqui de metodo do rele para estimagao 

da resposta em freqiiencia e e mostrada na fig. 2.4. Uma questao que pode ser feita sobre tal 

estrutura e o que acontece quando nao existe solugao para u tal que \H [joo)\  = r. Tal circunstancia 

sera discutida em seguida. 

Considere a fungao de transferencia H (ju) e sua norma (norma infinita), \\H (jto)^ . 0 

procedimento de identificagao consiste em obter a freqiiencia onde \H (ju)\ = r observando a 

freqiiencia do ciclo limite obtido com o experimento. Se r > \\H O'w)]^, entao espera-se que nao 

haja ciclo limite no sistema em malha fechada, pois nao existe u  para o qual \ H seja igual a r. 

Sera mostrado em seguida que, nesta situagao, a existencia de um ciclo limite nao e prevista pelo 

metodo das fungao descritivas, para a estrutura de realimentagao mostrada na fig. 2.4. 
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Proposigao 2.5 Considere uma fungao de transferencia estdvel H (s) e defina F (s) conforme a 

Eq. (2.3). Se r > \\H (ju)^, entao, pelo metodo das fungoes descritivas, nao existe ciclo limite 

na realimentagao por rele mostrada na FigurazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2.4- ' 

Demonstragao. A partir da proposigao 2.3, a condigao para oscilagao e /.F(jto0) = - 9 0 ° , o 

que significa dizer que F (jto0) = —kj para algum real k > 0 e 0 < to0 < oo. Portanto, a curva 

de Nyquist de F (ju>) deve cruzar o eixo imaginario negativo na freqiiencia to0. O objetivo da 

demonstragao e mostrar que esta situagao nao ocorre para r > \\H (joS)^ ^ . Escrevendo 

= H (ju) - r = p(uo)e^-r 

{J } H (jto) +r p(to) e**(w> + r ' 

onde p(to) = \H (jto)\  e (p(to)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — /.H (jto), tem-se que, 

FCu) = P ^ C°S ^ ^ + J P ^ S i D ^ ^ ~ T 

p(to) coszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <p (w) + jp (u>) sin 4* (oo) + r 

p (to) cos <j) (^) — ^ + JP (<*>) sin 0 (u>) p (a;) cos <f> (to) +r — jp (to) sin <fi (to) 

p (co) cos (f> (to) + r + j p (u>) sin 0 (a>) p (a>) cos 4> (w) + r — j p (a;) sin ^ (w) 

p 2 (w) cos2 (w) — r 2 + p 2 (w) sin 2 <̂> (a?) + j [p 2 (a;) 2 sin (p (to) cos <̂> (a;)] 

p 2 (tu) cos2 0 (to) + 2p (CJ) cos <f> (to) r + r2 + p 2 (to) sin 2 <̂> (to) 

p 2 (a;) — r 2 + j2 rp (co) sin ̂  (u?) 

p 2

 (LO) + 2p (a») cos (p (to) r + r2 

A parte real de F (jto) e dada por 

p 2 (w) - r 2 

ReF(ju;) = 
p 2 (u>) + 2p (to) cos 4> (to) r + r2 

que e zero apenas se 

p 2 (a;) - r 2 = 0 r = p (w) , 

pois r > 0 e p(to) > 0. Logo, se r > sup w p(w) = \\H(jto)]]^ , entao nao existe solugao em to, 

tal que Re F (jto) = 0, e, conseqiientemente, pelo metodo das fungoes descritivas, nao se espera a 

existencia de ciclos limite. • 

Note que a unica condigao imposta em F (s) ate agora e sua estabilidade. Isto sera discutido 

detalhadamente em seguida. 

2.5 Estabilidade do Experimento e Amplitude dos Sinais 

Considere F (s) dado pela Eq. (2.3) (Figura 2.4). Todos os sinais serao limitados se F (s) for 

estavel, isto e, nao possuir polos no semi-piano direito. Isto pode ser visto a partir do sinal de 

entrada de F(s), o qual e dado por 

Vi (t) = ±d, 

que e limitado e nao nulo para todo t > 0. Portanto, se F (s) e estavel, entao o sinal de saida e 

limitado para todo t >0. 

A estabilidade da malha fechada e analisada em seguida. Para simplificar, assume-se que H (s) 

e estavel. 
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Proposigao 2.6 Assuma que a fungao de transferencia H (s) na Eq. (2.3)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e estdvel. Entao o 

conjunto de numeros reais r para os quais F (s) e estdvel pode ser obtido diretamente do lugar de 

raizes de H (s). 

Demonstragao. Considere 

Entao 

F(s) = 

H { s ) - D ( s j -

H(s)-r N (s) - rD (s) 

H(s) + r N (s) + rD (s) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

IN (s) - D (s) 
1-N(s) + D(s) ' 

de modo que a equagao earacteristica de malha fechada e dada pelo lugar de raizes de H (s) com 

ganho proporcional k — 1/r. m 

Apesar de ser um resultado um tanto direto, esta ultima proposigao e de pouca utilidade na 

pratica, uma vez que o objetivo e estimar a fungao de transferencia desconhecida H (s). Mas, sob 

a hipotese de que H ($) e estavel, a utilizagao do metodo do rele para estimar o ganho critico de 

H (s) permite obter uma faixa segura de valores de r para os quais F (s) e estavel. 

Proposigao 2.7 Considere a fungao de transferencia F (s) definida na Eq. (2.3). Suponha que o 

cdlculo do ponto critico de H (ju) (onde ZH (jou^) — —180°J leva ao resultado 

l # ( M
H ) l =

 1 

K? " 
c 

Entao, se 
1 

r > 

a fungao de transferencia F (s) nao possui polos no semi-piano direito. 

Demonstragao. Segue da aplicagao direta da Proposigao (2.2), notando-se a realimentagao 

negativa de H (s) e 1/r na fig. 2.4. • 

Uma observagao importante e o fato de que a amplitude da oscilagao na saida da fungao F (s) 

depende apenas da fase de HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (jto0) na freqiiencia de oscilagao. Tal fato e apresentado e demonstrado 

em seguida. 

Lema 2.8 Considere a fungao de transferencia F (s) definida na Eq. (2.3). A magnitude de 

F(ju>0), na freqiiencia de oscilagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OJ 0 definida por \H (ju 0)\  = r, depende apenas da fase de 

H ( j u ) em u 0 e e dada por 

, „ / M /1 — cos 6 
F (ju0 = M / 7 T 1 ' 

y i + cos 4> 

com 4> = ZH (ju 0). 
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Demonstragao. A condigao para oscilagao na freqiienciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i o 0 na qual a magnitude de H (jto) e 

dada por r implica em 

H ( j u Q ) = r • ej<t>. 

Logo, 

r, , . x re^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — r cos 6 — 1 - I - j sin d> 
F (joj0) -

rej<i> _|_ r c o s ^ + 1 + j sin ^ 

de modo que a magnitude de F ( j u 0 ) e dada por 

\ F(ju 0)\  = 
'cos2 (f> - 2cos0 + 1 4- s in 2 0 

cos2 (f> + 2 cos 04-1 + sin 2 0 

1 — cos 0 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + cos 0 

que depende apenas da fase cf>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — ZH (JOJ0). • 

Note que a magnitude de F em u 0 tende a zero quando a fase de H (jto0) se aproxima de 

multiplos de 360°, e tende a infinito quando ZH (jco0) se aproxima de —180°, ou multiplos deste 

angulo em relagao a 360°, i.e., 

ZH (joj0) -> 2rar \F (jw 0)| -» 0 , 

ZH{juj0) -* (2n + l)7r =>\F(ju 0)\ -»oo . 

A magnitude de F (juS) para diferentes freqiiencias de oscilagao w 0 e mostrada na fig. 2.5. Este 

resultado reforga o fato de que valores de r maiores do que o ganho critico de H (jco) levam a 

oscilagoes em freqiiencias onde a fase de H (ju) e superior a —180°, o que garante que a magnitude 

de F nesta freqiiencia e um valor finito. 

2.6 Melhoria da Estimativa 

O metodo das fungoes descritivas e um procedimento aproximado, baseado na solugao da equagao 

de balango de harmdnicos de primeira ordem [Khalil 1996]. Isto implica que os harmonieos de ordem 

superior sao desprezados em tal analise. Se o metodo do rele e usado para estimar o ganho critico, 

o erro devido ao metodo das fungoes descritivas e relativamente pequeno, pois o ciclo limite ocorre 

em uma freqiiencia maior do que a freqiiencia de corte do processo [Astrom e Hagglund 1984], o que 

reduz o efeito de harmonieos de ordem elevada. Porem, nos casos em que o sinal de saida nao se 

parece com uma forma de onda senoidal, a aproximagao se torna pior a medida em que os demais 

harmonieos se tornam mais relevantes na sua formagao. 

Uma maneira de contornar este problema e utilizar a transformada discreta de Fourier (DFT) 

nos dados de entrada e saida obtidos com o experimento, e obter uma estimativa mais precisa do 

ganho e da fase do sistema na freqiiencia de oscilagao. Em outras palavras, o experimento e utilizado 

para levar o sistema a uma oscilagao com freqiiencia proxima a freqiiencia onde a magnitude de 
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£ 10 

400 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Fase em graus 

800 

Figura 2.5: Magnitude de F (JOJ0) em fungao do angulo de fase de H (ju>0), com \H (ju0)\ = r. 

HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (jto) e dada por r, e a DFT e usada para calcular o valor da fungao de transferencia naquela 

freqiiencia. 

Considere um ntimero par de amostras, N, do sinal u(t). Defina UN (U) como sendo 

1 

UN(u;) = -j=Y,u(~nT^e'JU'nTa • 

Os valores de UN(U) para u> = 2wl/N, I = 1, . . . , i V , correspondem a transformada discreta de 

Fourier de u (nTs), que e abreviado aqui por u (n), 1 < n < N, com periodo de amostragem T 0 . Se 

u(n) e periodico, i.e., u(n) = u(n + JV0), e N = m • N0, para algum inteiro positivo TO, entao 

1 NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0/2+l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v J V ° J=_JV 0 /2+l 

com 

At = - L = ^ u (n) e r J ' w / i V ° 
v u n=l 

e a magnitude do l-esimo harmonico do sinal discreto u(n). Alem disso, se u(n) e amostrado 

durante m periodos, entao 

\U (u)\2=l m'lAl]2> i f u ; = t > * = 0 , ± l . . . ± f 
\ 0 , i f o ; = 2 f ^ , n^l-m 

Estes resultados sao encontrados em livros basicos de identificagao de sistemas, como em Ljung 

1999. 
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Proposigao 2.9 Suponha que y0 e yi; mostrados na fig. 2.4, possuem o mesmo periodo N0. Consi-

dere as transformadas discretas Yo^ (to) eYi^ (to) calculadas corn N = m • N0 amostras dos sinais 

Vo (t) e Vi (t), respectivamente. Entao, a estimativa zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p (J") - Y ° N {UJ) 

YiN (u) 

satisjaz: 

• F (e^) e definido apenas para um numero fixo de freqiiencias tais que Yi^ (w) ^ 0, e 

• nessas freqiiencias, as estimativas sao nao tendenciosas e a varidncia decai segundo 1/N. 

Demonstragao. Note que na fig. 2.4 o sinal na entrada de F (s), yt (t), e uma onda quadrada, 

que pode ser considerada descorrelacionada com o ruido no sinal de saida de F (s), y0 (t). O restante 

da demonstragao segue de Ljung 1999. • 

Este resultado pode ser usado para obter uma estimativa de H (ju 0), na qual LO0 e a freqiiencia 

do primeiro harmonico do sinal de saida. A partir de F (e^) , tem-se 

1 J . p (pju\ 

H (e>u) = r V ' . (2.5) 
V ; l - F ( e ^ ) V 

Note-se que, neste caso, sabe-se previamente que U j e a freqiiencia em que a magnitude de 

H (JOJ0) e proxima de r. Note-se tambem que a DFT pode ser usada para estimar a magnitude e 

fase de H (JOJ0) em freqiiencias miiltiplas de to0, alem da magnitude e fase em OJ0. 

2.7 Experimentos de Estimagao 

Nesta segao, a solugao geral apresentada na segao anterior sera aplicada na estimagao de processos, 

bem como da Fungao de Malha e da Fungao de Sensibilidade em um sistema de controle. Aspectos 

praticos relativos a amplitude do rele, estabilidade do experimento e amplitude dos sinais serao 

discutidos. 

2.7.1 Estimagao do Processo 

Considere um processo em malha aberta com fungao de transferencia G(s). 0 resultado apresentado 

anteriormente pode ser usado diretamente na estimagao da resposta em freqiiencia de G(s). A 

estrutura apresentada na fig. 2.4, com H (s) substituido por G (s), e utilizada para estimar a 

freqiiencia em que a magnitude de G (jto) possui um determinado valor. A estimagao do angulo de 

fase entre os sinais de entrada e saida do processo completa a estimagao da resposta em freqiiencia 

de G (jto) na freqiiencia de oscilagao do ciclo limite. Variando-se o parametro r, outros pontos da 

resposta em freqiiencia podem ser estimados. 
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Note-se que um ciclo limite pode desenvolver-se, mesmo quando G (s) e de primeira ordem, o 

que nao e possivel para outras estruturas de realimentagao, a menos que histerese seja adicionada 

ao rele. 

A aplieaeio direta da Proposigao 2.7 implica quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 experimento de estimagao sera estavel se os 

valores de r forem tais que 
1 

r > 

em que Kf e o ganho critico do processo G (s), que pode ser estimado pelo metodo do rele mostrado 

na fig. 2.2. 

A melhoria da estimativa e obtida aplicando diretamente os resultados da proposigao 2.9 sobre 

a estrutura da fig. 2.4, conforme discutido. Uma estimativa para G [ju)0) e entao dada por (vide 

Eq. (2.3)) 

n c \ 1 + & ( M ) 

1 - F (ju0) 

2.7.2 Estimagao da Fungao de Malha 

A estimagao da magnitude da Fungao de Malha L (s) e de grande importancia pratica para projeto 

de controladores, pois existem varias tecnicas baseadas na moldagem espectral da mesma. O obje-

tivo e ter uma Fungao de Malha que possua certas propriedades, como rejeigao a perturbagoes de 

carga e margens de estabilidade desejadas [Doyle, Francis e Tannenbaum 1995]. Apesar de varias 

tecnicas de moldagem espectral assumirem o eonhecimento da resposta em freqiiencia do processo, 

existem ainda varias outras baseadas em apenas alguns pontos de freqiiencia para o projeto, por 

exemplo, de controladores PID (ver em Astrom e Hagglund 1995). 

0 procedimento basico e aplicado nesta segao na estimagao da resposta em freqiiencia da Fungao 

de Malha. Seguindo a ideia apresentada no inicio, a freqiiencia (e a fase) em que a Fungao de Malha 

possui um valor de ganho predeterminado e estimada. Deseja-se, no entanto, que o experimento 

seja executado sem que a malha de controle seja aberta, e sob condigoes de operagao bem definidas. 

Estrutura do Experimento 

Proposigao 2.10 Considere o sistema em malha fechada mostrado na fig.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2.4. Assuma que, para 

uma malha fechada estdvel, T(s), e um numero real positivo, r, a fungao de transferencia zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F(s) = - T ^ 1 (2.6) 

e tambem estdvel. Se um ciclo limite esta presente no sistema, a oscilagao ocorre na freqiienciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UJ
0 

tal que 

\L(jto0)\^r. 

Demonstragao. Como 

T ( s ) = L ( S ) 

l + L(s) 
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entao 

F{s) = ~ 
T(s) 

rT(s)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 

2 L(s) 

1 = 

Ha) 
1+L(s) 

1+Lf» I r J + l 

- 1 

2L (s) 

L(s) -rL(s)+r + rL(s) 

2L (s) L(s)-r 

L(s) + r L{s)+r ' 

Segue entao da Prop. 24 com H (s) = L (s) que \L {ju>0)\ « r, • 

A estrutura que apresenta as propriedades da proposicao anterior e mostrada na fig. 2.6. Note 

que a nova referenda, y'T, e ponderada por 1/r para que seja obtido um ganho unitario entre y'r e 

y, assumindo que, em geral, T (0) = 1. 

y ; 
V, 

+ 3i + YT 

o T(s) 

r 

• O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

2A 

Figura 2.6: Experimento com rele para estimacao da Fungao de Malha. 

Observagao 2.11 A estrutura de realimentagao apresentada em Schei 1994 (fig- 2.7) pode ser vista 

como um caso particular da Proposigao 2.4, com r = 1, o que resulta em F (s) = 2T (s) — 1. 0 

sistema oscila na freqiiincia ajg tal que 

\G(jug)C(jujg)\^l. 

Para comprovar este fato, observa-se que 

ou seja, H (s) = L (s). Esta estrutura e estavel por contrugdo, uma vez que a malha fechada T (s) e 

estavel por hipotese, e conseqiientemente o numerador de 1 + L (s) possui suas raizes no semi-piano 

complexo esquerdo. 

Estabilidade da Realimentagao 

0 experimento de estimagao deve ser executado sob condigoes de operagao bem definidas: deve ser 

estavel, a saida y (t) deve ser limitada e a amplitude da oscilagao deve permanecer dentro de limites 

desejaveis. 
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Figura 2.7: Realimentagao com rele apresentada em Schei (1994). 

A Proposicao 2.7 pode ser usada para se obter uma faixa para r tal que o experimento de 

estimacao na fig. 2.6 seja estavel. Neste caso, H (s)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — L (s), de modo que o ganho critico de L (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJUJ) 

deve entao ser estimado. Isto significa que o metodo do rele deve ser executado com a Funcao de 

Malha, abrindo-se a realimentagao de controle, o que nao e desejavel. No entanto, isto pode ser 

facilmente evitado, conforme discutido em seguida. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Proposigao 2.12 Considere a realimentagao mostrada na fig. 2.1 com T(s) estavel. Execute o 

metodo do rele em T (s) e calcule o ganho critico associado a T (s), Kj. Entao, o experimento 

mostrado na fig. 2.6 e estavel se 

r > 

Demonstragao. A analise da estabilidade de F (s) na fig. 2.6 e equivalente a analise da esta-

bilidade do lago de realimentagao mostrado na fig. 2.8(a). 0 sistema em malha fechada e estavel 

se o ganho de realimentagao ( l - r ) / r e menor do que o ganho critico de T(s ) , KJ. Entao, para 

estabilidade 
1 - r 

<Kl r > (2.7) 

(a) Relimentagao usada para analise de esta-

bilidade. 

y + v 
1 x—v •'cm r T(s) 

j 
T(s) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h: 
r 

(b) Relimentagao com saturacao para prote-

cao. 

Figura 2.8: Estabilidade do experimento de estimagao da Fungao de Malha. 

Uma margem de seguranga adicional pode ser incluida ao sistema realimentado na fig. 2.6. Sob 

as hipoteses de que T (s) e estavel e T (0) = 1, uma nao linearidade do tipo saturagao pode ser 



Capitulo 2. Experimentos de Identificagao com o Rele zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA23 

incluida na malha fechada conforme mostrado na fig. 2.8(b), de modo que a saida permanece sob 

limites bem definidos. Assuma que y (t) deve variar entre y'T - A y m a x e y'r + A y m a x , com Aymax 

sendo a variacao desejada da saida da malha fechada. A nao linearidade e entao escolhida como 

Vr (t) = < 

Vent (*) se y'r - Aym3X < yent (t) <y'r + Aymax , 

max Se yent 

(t) <y'r- Aymax , (2.8) 

Vr + A y m a x se yent (t) >y'r + Ay 
max • 

Uma vez que a regiao de saturagao e aleangada, o experimento deve ser cancelado, pois torna-se 

sem sentido. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Amplitude do Rele 

Considere o sistema em malha fechada mostrado na fig. 2.6, O sinal y (t) pode ser calculado como 

a soma da contribuicao de dois termos: a entrada de referenda y'r e & saida do rele (com amplitude 

±d). Assuma um sinal de referenda constante e uma malha fechada estavel T (s), com T (0) = 1. 

Na ausencia do rele (d = 0), a fungao de transferencia de yi (t) para y (t) na fig. 2.6 e dada por 

Y{s) __ rT (s) 

Yi(s) ~ r + (l-r)T(s) ' ( 2 J ) 

Em regime estacionario 
T 

y (°°)= — ^ (°°)= r ^ (°°)= y'r • 

Se y'r = 0 e o sistema apresenta uma oscilaeao na freqiiencia u>0, entao F x , a magnitude do 

primeiro harmonico de y(t), e dada por 

^ i ~ — T T i — m / •—T^ii i (2.10) 
r + (1 - r) T (jui0) 

na qual Yit e a magnitude do primeiro harmonico do sinal de entrada yi (t). Como yi (t) e uma onda 

quadrada periodica e simetrica com amplitude d, entao a magnitude de seu primeiro harmbnico e 

dada por [Astrom e Hagglund 1995] 
M 

Usando a desigualdade triangular na Eq. (2.10), 

\rT(ju0)\ id 

< 

\r-(r-l)T(jco0)\ 7T 

\rT(ju0)\ Ad r\T(juj0)\ id 

| r | - | ( r - l ) T ( j w 0 ) | 7T r - | r - l | | r ( i w 0 ) | 7T " 

Se \T (juj0) \ = 1 e r > 1, entao 
idr 

Yi< — . 

Este resultado pode ser usado para manter a saida entre niveis de operagao desejados. Suponha 

que Aymax e a variagao maxima admissivel para a saida do processo, de modo que y'r — Aym3X < 

y (t) <y'r + Aymax. Entao, 

Yi < = Aymax , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
71 
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e 

d = 
4 

'max 

r 

1 
(2.11) 

Ou seja, a amplitude do rele deve ser ponderada por 1/r para manter a oscilaeao na saida do 

processo no mesmo nivel, para diferentes valores de r. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Melhoria da Estimativa 

A estimativa dos pontos de freqiiencia da malha fechada pode ser utilizada diretamente para obter 

o valor correspondente da Fungao de Malha para o sistema da fig. 2.1. Para este caso, usando a 

Eq. (2.5), tem-se que 

Em particular, quando os experimentos com rele sao realizados utilizando valores de r que levam a 

oscilacoes de baixa freqiiencia, e possivel obter estimativas razoaveis para outros harmonicos, alem 

da fundamental. Note que a estimagao e feita com dados de entrada e saida do experimento em 

malha fechada. 

Uma outra vantagem em utilizar a estimativa da Eq. (2.12) e recuperar a informagao de fase na 

freqiiencia de oscilagao. No experimento da fig. 2.6, apenas a informagao da magnitude da Fungao 

de Malha e obtida, por meio do ganho r. Da Eq. (2.12), obtem-se portanto a magnitude e a fase 

de L (e*w) em uma freqiiencia proxima a freqiiencia em que \L (e J u ; o ) | = r. 

2.7.3 Estimagao da Fungao de Sensibilidade 

A Fungao de Sensibilidade fornece informagoes relevantes no sistema em malha fechada, como, por 

exemplo, os niveis de rejeigao a perturbagbes e margens de estabilidade [Doyle, Francis e Tan-

nenbaum 1995]. Alem disso, a moldagem espectral da Fungao de Sensibilidade pode ser usada 

no projeto de controladores, conforme observado em Doyle, Francis e Tannenbaum 1995, Langer e 

Landau 1999,Barros e Wittenmark 1997. Portanto, avaliar experimentalmente a Fungao de Sensibi-

lidade e importante para determinar se especificagoes de projeto estao sendo satisfeitas, bem como 

para reprojetar o controlador de modo que a malha fechada atenda as especificagoes desejadas. 

0 procedimento basico apresentado na segao 2.4 e aplicado agora a estimagao da Fungao de 

Sensibilidade. De maneira similar a segao anterior, a freqiiencia e a fase em que a Fungao de 

Sensibilidade possui um certo valor de ganho sao estimadas. Alem disso, tambem deseja-se executar 

este experimento sem que o lago de controle seja interrompido e sob condigoes de operagao bem 

definidas. 

1 + F (ejw) 

1 - F 
(2.12) 
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Estrutura do Experimento 

Proposigao 2.13 Considere o sistema em malha fechada mostrado na Fig 24. Assuma que para 

uma malha fechada estavel T (s) e um numero real positivo r, a fungao de transferencia 

(2.13) 

e tambem estavel. Se um ciclo limite estd presente, a oscilagao ocorre na freqiiencia to0 tal que 

1 

Demonstragao. Novamente, 

F(s) = 2 
i 

r + l 
1 - jfcT (s) 

1=1-
r 

r+l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L(s) 

r i 

1 = • 

r L(s) 
1 

r + l 1+L(s) 

. 2{l + L(s)] 

2 [1 + L js)} 

r + rL(s) + l + L(s)- rL (s) 

l + L ( g ) - r 

1 + L (s) + r 

Segue da Prop. 24 com H (s) = 1 + L (s) que 

\1 + L(joj0)\^r , 

ou, de maneira equivalente, 

[r+l){l + L(s))-rL{s) 

2\l +L(s)} 

- 1 

_ 1 = 
1 + L (s) + r 

\S(joJ0)\ 
1 

\1 + L(zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJUJ0 

1 

r 

O sistema em malha fechada usado para estimar a Funcao de Sensibilidade e mostrado na fig. 2. 

Yt y-i . yr 

1 
T(8) 

TT~r 
T(8) 

y 

Figura 2.9: Experimento com rele para estimagao da Fungao de Sensibilidade. 
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Estabilidade da Realimentagao 

Novamente, o experimento em malha fechada deve ser executado sob as mesmas condigoes de 

operacao defmidas na segao anterior. 

A Proposigao 2.7 pode ser usada para obter uma faixa de valores de r para os quais a estrutura 

mostrada na fig. 2.9 e estavel. Neste caso, H (s) = 1 + L(s), de modo que o ganho critico de 

1 + L (ju) deve ser estimado, o que nao e uma tarefa facil. Um procedimento alternativo para 

contornar esta situacao e observar a malha fechada T(s ) , conforme apresentado em seguida. 

Proposigao 2.14 0 experimento com rele mostrado na fig. 2.9 e estavel para todo 0 < k < 1, 

k = rj (1 + r), sempre que 

1 + k ( - T (s)) = 0 (2.14) 

possuir raizes no semiplano complexo esquerdo. 

Demonstragao. A estabilidade do experimento com rele na fig. 2.9 e equivalente a estabilidade 

do sistema em malha fechada mostrado na fig. 2.10(a). Assim, a estabilidade e garantida se o 

seguinte polinomio caracten'stico possui raizes no semiplano complexo esquerdo 

r 
1 + 

1 + r 

O resultado segue do fato de T (s) ser estavel. 

C H l + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

+ r 

yr 

T(s) 

(-T(s)) = 0. 

Yi 

Tpi- i 1 —J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-+ 

yr 

T(s) 

(2.15) 

(a) Relimentacao usada para analise de esta-

bilidade. 

(b) Relimentacao com saturacao para prote-

gao. 

Figura 2.10: Estabilidade do experimento de estimagao da Fungao de Sensibilidade. 

A malha fechada mostrada na fig. 2.10(a) e de fato uma realimentagao positiva em T (s). Entao, 

a estabilidade e garantida, se k e menor do que o ganho critico de — T (ju) na freqiiencia OJ~T. Mas 

Z-T {zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJUJ-T) = -180° => ZT (ju-T) = 0°. 

Portanto, deve-se olhar para as freqiiencias nas quais a fase de T (ju) e nula. 

Para a grande maioria dos sistemas em malha fechada, ZT(0 ) = 0°, de modo que a primeira 

possibilidade e a freqiiencia nula. Sem perda de generalidade, assuma T(0) = 1 e que nao existe 

outra freqiiencia u ^ 0 tal que Z T (jio) — 0°. Como rj (1 + r ) < 1, entao, pelo Teorema do Ganho 

Pequeno1, o sistema em malha fechada e estavel. 

xVer teorema na pag. 96. 
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Suponha agora que ZT (ju~T) = 0° para algumzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UJ~T ^ 0. Entao, se \T (JUJ~T) | < 1, e como 

0 < rj (1 + r ) < 1, o sistema em malha fechada mostrado na fig. 2.10(a) e estavel, o que implica 

que o experimento com a Fungao de Sensibilidade e sempre estavel para qualquer r. Caso contrario, 

se \T (JUJ~T) | > 1, a malha fechada mostrada na fig. 2.10(a) e estavel se 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< =$• r _ 1 > | r {JUJ-T) | - 1 . 
1 + r ~ \T(jou-T)\ 

0 problema agora e obter um metodo para estimar \T (jw~T) | na freqiiencia nao nula u~T. 

Estendendo o resultado obtido com a proposigao 2.3, uma realimentagao com rele com integrador 

duplo, como mostrado na fig. 2.11, pode ser usada para obter o ponto de freqiiencia desejado. Como 

o integrador duplo contribui com uma fase de —180°, o ciclo limite ocorre na freqiiencia em que 

ZT (juJT) = 0 ° . No entanto, devido ao integrador duplo, mesmo fungoes de transfer§ncia de pouca 

complexidade podem apresentar sinais ilimitados na saida quando utilizadas em tal experimento. 

K 

y; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ y 
T(s) 

Figura 2.11: Experimento com rele e integrador duplo. 

Observando mais atenciosamente a fig. 2.11, percebe-se que a ordem em que o rele e o integrador 

duplo aparecem afeta o sinal de saida. Para este caso particular, como T (s) e estavel e o seu sinal 

de entrada e limitado, a saida permanece limitada todo o tempo, mesmo com o crescimento da 

saida do integrador. 

O procedimento para obter os valores de r para os quais o experimento com a Fungao de 

Sensibilidade e estavel e apresentado em seguida. 

1. Execute o experimento mostrado na fig. 2.11 com a malha fechadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA jT(S); 

2. Se a saida do integrador cresce indefinidamente, entao nao existe u> ^ 0 tal que ZT (jto) = 0°, 

e o experimento com a Fungao de Sensibilidade e estavel para qualquer r > 0. 

3. Se um ciclo limite estavel e obtido, o ganho critico de —T (s) e estimado a partir de 

T 1 _ 4d 1 

c ' \T(ju;-T)\ - ^ J ^ f 

na qual d e a amplitude do rele e e a amplitude do sinal de saida. 

(a) Se K~T < 1, entao o experimento com a Fungao de Sensibilidade e estavel para qualquer 

r > 0, caso contrario, 
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(b) se Kc

 T > 1, entao o experimento com a Fungao de SensibilidadezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e estavel para 

r - 1 > Kf - 1 . 

A margem de seguranga introduzida no caso da estimagao da Fungao de Malha pode ser esten-

dida para o experimento com a Fungao de Sensibilidade. Note que a estabilidade do experimento 

mostrado na fig. 2.9 depende apenas do lago de realimentagao mostrado na fig. 2.10(a). Sob as 

hipoteses de que T (s) e estavel e T ( 0 ) = 1, entao uma nao linearidade do tipo saturagao pode 

ser usada para evitar sinais nao limitados, conforme mostrado na fig. 2.10(b). A nao linearidade e 

escolhida entao como sendo 

Vent (t) se y'T - A y m a x < yent (t) <y'r + Aymax , 

Vr (*) = < yl - Aymax se y m t (t) < y'r - Aymax , 

y'r + ^y max 

se yent (t) >y'r + Ay 
max • 

Amplitude do Rele 

Considere agora o sistema em malha fechada na fig. 2.9. Entao a fungao de transferencia do sinal 

yi (t) para a saida do processo y (t) e dada por 

Y (s) rT (s) 

Yi(s) l + r-rT(sY 

Seguindo os mesmos passos apresentados no caso da Fungao de Malha, 

\rT(ju0)\ 4d 

\1 + r - rT(zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJOJ0)\ n 

\rT(ju)\ 4d r\T(ju>0)\ 4d 

(2.16) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 
|1 + r\ — \rT(joJ0)\ 7T 1 + r — r\T (ju0)\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7i 

o qual, para \T(ju0)\ = 1, resulta em 

Como no caso da Fungao de Malha, a amplitude do rele deve ser proporcional a 1/r, o que ja esta 

incluido no experimento mostrado na fig. 2.9. 

Melhoria da Estimativa 

Aplicando para este caso a Eq. (2.5), tem-se agora que 

1 + L (e?u) = H (e J W) = r

1 + F ^ 
K ' K 1 l - F ( e ^ ) 

e, portanto, 

1 11 — F (e^) 

K } l + L (e^) ri + p (e>u) ' 

Os mesmos comentarios feitos para o caso da Fungao de Malha se aplicam nesta situagao. 
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2.8 Conclusoes 

Um experimento para estimagao da magnitude de uma fungao de transferencia foi revisado neste 

capitulo. O procedimento basico consiste em, usando uma realimentagao com rele, obter um ciclo 

limite aproximadamente na freqiiencia em que a fungao de transferencia analisada possui um valor 

de magnitude especificado. A partir da estrutura basica, foram introduzidos experimentos para 

estimagao da fungao de transferencia do processo, da Fungao de Malha e da Fungao de Sensibildade 

de um sistema em malha fechada. Condigoes de estabilidade e margens de seguranga para cada 

estrutura em particular foram apresentadas, o que torna a tecnica adequada para sistemas industri-

als. As contribuigoes deste capitulo em relagao ao trabalho anterior, apresentado em Arruda 2000, 

encontram-se resumidamente nas proposigoes 2.5, 2.7, 2.12 e 2.14, e no lema 2.8, bem como em 

varios comentarios ao longo do texto. 

O resultado obtido nao permite, no entanto, prever o que acontece em certas situagoes, por 

exemplo, quando o valor de magnitude escolhido e satisfeito para diferentes freqiiencias. Alem disso, 

o metodo e baseado na analise por fungoes descritivas, de modo que tal aproximagao pode nao ser 

valida em certas circunstancias. Para caracterizar tais comportamentos, bem como a estabilidade 

do ciclo limite, sao necessarias ferramentas de analise de sistemas nao lineares, baseadas no dominio 

do tempo. No proximo capitulo, sao apresentados resultados sobre existencia e estabilidade de ciclos 

limite simetricos unimodais para sistemas lineares com realimentagao por rele. Os resultados serao 

aplicados em seguida no experimento apresentado neste capitulo. 



Capitulo 3 

Estabilidade e Existencia de Ciclos Limite 

em Sistemas com Rele 

3.1 Introdugao 

Sistemas com realimentagao por rele sao um caso particular de uma classe de sistemas nao lineares 

denominadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sistemas lineares por partes. Tais tipos de sistemas possuem certas propriedades que 

os tornam unicos, o que tem atraido a atencao da comunidade eientifica recentemente. Os sistemas 

lineares por partes dividem o espago de estados em um numero finito de regioes, regidas indivi-

dualmente por equagoes diferenciais lineares distintas. As trajetorias deste sistema nao linear sao 

continuas, e tem derivadas continuas em todo o espago de estados, exceto possivelmente nas super-

ficies que separam as regioes. Pode-se dizer que tais superficies sao responsaveis pela existencia dos 

fenomenos diferentes e interessantes apresentados pelos sistemas lineares por partes. 

Para o caso particular dos sistemas com realimentagao por rele, as solugoes freqiientemente 

tendem a um atrator periodico, ou ciclo limite. Em alguns casos, podem ocorrer outros fenomenos, 

como modos deslizantes, onde a solugao "desliza" ao longo da superficie que separa duas regioes 

durante um tempo finito. Quando a ordem relativa do sistema linear e superior a um, o modo 

deslizante da lugar a chaveamentos rapidos, porem finitos, e a solugao atravessa a superficie varias 

vezes ao longo da trajetoria. Finalmente, em certas configuragoes, foram observadas solugoes que 

apresentam comportamento caotico. 

Neste capitulo sao apresentados resultados sobre existencia e estabilidade de ciclos limite uni-

modais simetricos em sistemas com realimentagao por rele. Iniciamente, sao obtidas as expressoes 

para analise da existencia e estabilidade de ciclos limite em um sistema linear com realimentagao 

por rele. Os resultados sao usados para caracterizar o experimento de identificagao com rele apre-

sentado no capitulo 2. Para este caso particular, a matriz dinamica do sistema linear, incluindo 

o integrador, e singular. Isso faz com que as expressoes obtidas para avaliagao da existencia e da 

estabilidade dos ciclos limite apresentem singularidades, dificultando a implementagao destas em 

rotinas numericas. Explorando as peculiaridades da estrutura de realimentagao na fig. 2.4 e pos-

30 
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sivel obter expressoes que nao requerem a inversa da matriz dinamiea do sistema linear completo. 

A representaeao em espago de estados do sistema e obtida para a realimentagao apresentada na 

fig. 2.4, incluindo o integrador, Em seguida, as expressSes obtidas para existencia e estabilidade sao 

simplificadas, de modo a remover a singularidade devida ao integrador. Finalmente, exemplos de 

simulagao sao apresentados, onde sao observadas situagoes em que o experimento de identificagao 

pode apresentar um comportamento nao adequado para fins de identificagao. 

3.2 Mapas de Poincare 

Considere um sistema nao linear 

x = f(x) , (3.1) 

de dimensao n, e sejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 uma orbita periodica de (3.1). Considere um ponto p pertencente a 7, 

e H um hiperplano de dimensao n — 1 (H = x : vT (x — p) — 0 , para algum v € Rn), que seja 

transversal a 7 em p, i.e., vTf (p) ^ 0. Defina uma superficie S C H como uma segao local tal 

que p 6 S e vTf (p) ^ 0. A trajetoria iniciando em p ira atingir <S apos T segundos, onde T e o 

periodo da trajetoria periodica, conforme ilustrado na fig. 3.1. Devido a continuidade das solugoes 

em relagao as condigoes iniciais, qualquer trajetoria comegando em uma vizinhanga do ponto p em 

S ira interceptar S na vizinhanga de p apos cerca de T segundos. Seja U C S uma vizinhanga de 

p (suficientemente pequena), tal que 7 intercepta U apenas uma vez, em p. A estabilidade do ciclo 

limite e entao avaliada a partir da estabilidade do sistema discreto 

x ^ =g(x^,r(x^)) , (3.2) 

em que g : U —> S e 0 mapa de Poincare entre o valor de x^ 6 W e o valor que atinge a superficie 

S apos r segundos, x^k+1\ Note que p e um ponto de equilibrio de g (x), pois p € 7 p = g (p). 

Figura 3.1: Ilustragao do uso do Mapa de Poincare para determinagao da estabilidade de uma orbita 

periodica 7. 
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Essa discussao esclarece o seguinte teorema: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Teorema 3.1 SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 uma orbita periodica de (3.1), Defina 0 mapa de Poincare e 0 sistema discreto 

(3.2) como explicado anteriormente. Sep e um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (3.2), 

entao 7 e assintoticamente estavel. 

Observagao 3.2 Para averiguar a estabilidade do sistema (3.1), pode-se utilizar 0 Jacobiano do 

mapa de Poincare (3.2). A orbita 7 e assintoticamente estavel se todos os autovalores do Jacobiano 

estao dentro do circulo unitario. A orbita e instdvel se pelo menos um autovalor do Jacobiano estd 

fora do circulo unitario. 

3.3 Sistemas de Realimentagao com Rele 

Considere um sistema linear estritamente apropriado G (s), com representacao minima 1 em espaeo 

de estados dada por, 

x = Ax + Bu , (3.3) 

y = Cx, 

conectado em realimentagao com um rele, ou seja, 

u = rel(Cx) = I
 _ 1 '

 y > °
 6 (3.4) 

I 1 , V < o . 

com x G lZn. 0 diagrama em blocos de tal sistema e mostrado na fig. 3.2. 

x(t) = Ax(t) + Bu(t) 

y(t) = Cx(t) 

x(t) = Ax(t) + Bu(t) 

y(t) = Cx(t) 

—1 —1 

^ 

Figura 3.2: Sistema linear com realimentagao por rele. 

Um ciclo limite 76 0 conjunto limite da orbita periodica nao trivial [Klialil 1996], definida pela 

solugao do sistema nao linear 

x = Ax + B-rel(Cx) = f(x), (3.5) 

*Na representagao minima, o sistema e controlavel e observavel. 
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para uma dada condigao inicial x (0) = xQ. O ciclo limite e dito simetrico se a solugao periodica 

de (3.5) satisfaz x(t + h*) = -x (t), comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2h* sendo o periodo da oscilaeao, e unimodal se o rele 

chaveia duas, e somente duas, vezes por periodo de oscilaeao. A partir da eq. (3.4), a superficie na 

qual ocorre o chaveamento do rele e defmida como sendo 

S = {x € Tln : Cx = 0} . 

Note-se que a eseolha de S e bastante adequada, pois trata-se de um hiperplano que contem a 

origem e divide o espago de estados em duas regioes distintas, 

R~ = {x e Tln : Cx > 0} , 

R+ = {xe Un : Cx < 0} , 

que sao regidas respectivamente por 

x = Ax — B , e x = Ax + B . 

3.3.1 Existencia e Estabilidade de Orbitas Periodicas 

Condigoes necessarias e suficientes para existencia de ciclos limite no sistema de realimentagao com 

rele da fig. 3.2, bem como condigoes suficientes para estabilidade assintotica ou instabilidade de tais 

ciclos limite sao obtidas a partir dos teoremas apresentados em seguida. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Teorema 3.3 Considere o sistema linear dado por (3.3) conectado em realimentacao com o rele 

dado por (3.4), conforme mostrado na fig. 3.2. Existe um ciclo limite simetrico e unimodal com 

periodo 2h* no sistema realimentado se e somente se as seguintes condigoes sao satisfeitas: 

(i) g(h*)^C(eAh*+I)~1(eAh*-I)A~1B = 0, (3.6) 

(«) y(t) = C{eMx* - (eAh' - I) A~lB) > 0 , (3.7) 

W € (0, h*), em que 

x* = (eAh" +1) ~l (eAh' -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I) A~lB , (3.8) 

e a condieao inicial x (0) = x* € S que leva d solugao periodica. 

Demonstragao. Ver apendice. • 

Teorema 3.4 O ciclo limite no Teorema 3.3 e assintoticamente estavel se a matriz Jacobiana 

(3.9) 

com w = eAh* [Ax* — B) possui todos os seus autovalores dentro do disco unitario aberto. Sera 

instdvel se W possuir pelo menos um autovalor fora do disco unitario. 

Demonstragao. Ver apendice. • 

Os resultados sobre existencia e estabilidades obtidos nas formas das proposigoes anteriores po-

dem ser estendidos para o caso de sistemas lineares com atraso. Tal procedimento sera apresentado 

e discutido na segao seguinte. 

W 
wC 

Cw 
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3.3.2 Sistemas com Atraso de Transporte 

A utilizagao de um sistema linear associado a um atraso de transporte (vide fig. 3.3) representa 

uma situagao mais proxima da realidade em sistemas com realimentagao por rele. O atraso de 

transporte pode representar tanto o tempo necessario para detecgao do cruzamento com o zero, 

associado a sensibilidade do dispositivo (atraso na saida do sistema linear), como o atraso de 

atuadores localizados apos o rele (atraso na entrada do sistema linear). Tais tipos de realimentagao 

podem apresentar fenomenos interessantes, do ponto de vista de sistemas nao lineares. Os resultados 

a seguir indicam a existencia de ciclos limites simetrieos unimodais com periodo de oscilagao inferior 

ao atraso total do sistema, o que implica que tais oscilagoes s6 podem existir caso o sistema tenha 

sido levado a tal condigao por meio de uma solugao inicial, conforme sera explicado. 

x( t )=Ax(t) + Bu(t) y(t) 
y(t) = Cx(t) 

Atraso de 
Transporte 

u(t-D) 

D 

u(t) 

D 1̂ 

Figura 3.3: Realimentagao com rele e atraso de transporte. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Exemplo 3.5 Para fins ilustrativos, considere um sistema de segunda ordem com atraso de trans-

porte unitario, 

G(s)= t

 1 „ e - s . 
(s + l ) 2 

Uma solugao periodica para este sistema e apresentada na fig. 3.4. Note que o sinal na entrada 

do sistema linear e uma versao atrasada da saida do rele, e o chaveamento ocorre em t = 6. 

Deste modo, a analise de existencia do ciclo limite e equivalente a analise de sistemas com rele 

com histerese [Varigonda e Georgiou 2001], se a superficie de chaveamento for definida como S = 

{xeW1: Cx (6) =£}. 

Para a simulagao do ciclo limite mostrado na fig. 3.4, e necessario conhecer apenas o valor 

de x (0) = x* no instante de intersecgao com a superficie de chaveamento, e assumir a saida do 

subsistema do atraso de transporte como sendo unitaria, ate que os dados da saida do sistema 

linear preencham completamente o vetor de dados deste subsistema. 

Um problema em utilizar um rele com histerese para analise do sistema apresentado na fig. 3.3 

esta no comportamento da solugao apresentada na fig. 3.5. Neste caso, o atraso de transporte e 

superior a metade do periodo de oscilagao, h*, de modo que um ou mais chaveamentos ocorrem 

entre — 6 < t < 0 (comparar Figs. 3.4 e 3.5). Note que h* < 6, e o chaveamento na entrada do 

sistema linear ocorre em t = A6 - 2h*, para este caso. Note tambem que estes tipos de solugao 
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Figura 3.4: Solugao para o exemplo 3.5, com h* > 6. 

nao podem ser obtidos especificando-se apenas a condigao inicial do sistema linear, e necessario 

espeeifiear tambem uma solugao inicial, x ( r ) , para — 9 < r < 0. 

Em Astrom 1995, apresentam-se teoremas para analise de ciclos limite em sistemas com atraso 

realimentados por rele. Tais resultados sao reproduzidos em seguida, inclusive para os casos em que 

o atraso de transporte e superior a metade do periodo da oscilagao. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Teorema 3.6 Considere o sistema linear dado por (3.3) com atraso de transporte 9, conectado 

em realimentagao com o rele dado por (3.4), conforme mostrado na fig. 3.2. Existe um ciclo 

limite simetrico e unimodal com periodo 2h* no sistema realimentado se e somente se as seguintes 

condigoes sao satisfeitas: 

(i) g e {h*) = C (eAh* +1)'1 (eAh* (2e-AAd-l) -l)A~lB = 0, (3.10) 

(ii) y (t) = Cx (t) > 0 , Vt G (0, h*) , (3.11) 

em que 

X*Q = ( - i f ( e ^ * + I)'1 {eAh* {2e'AMzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - I) - I) A'lB , (3.12) 

e o ponto onde a trajetoria intercepta a superficie de chaveamento S = {x G 7Zn : Cx = 0}, e 

A9 = 9 - nh*; com n o maior inteiro tal que nh* < 9 (n e o numero de chaveamentos que ocorrem 

no sinal u (t) entre —9<t<0). Para a solugao periodica, e necessario uma solugao inicial, x (r), 

-9 < r < 0 com x (0) = x*. 

Demonstragao. Ver apendice. • 
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0.05 

-0.05 

1 -

0 -

-1 

-1.5 

2|— 

1 

' 0 

-1 

-2 
-1.5 

-0.5 

-0.5 

0.5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— j —  

;azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9  = e - 2h 

o 
Tempo [seg]  

0.5 

1.5 

h'  2h 

r e 

1.5 

Figura 3.5: Solugao para o exemplo 3.5, com h* < 9. 

Note que as expressSes apresentadas no Teorema 3.6 se igualam as expressoes do Teorema 3.3 

quando 9 = 0. A extensao do Teorema 3.4 para ciclos limite em sistemas com atraso e apresentada 

em seguida. Sao considerados apenas os casos em que h* > 9. 

Teorema 3.7 O ciclo limite no Teorema 3.6, com h* > 9, e assintoticamente estavel se a matrix 

Jacobiana 

I 
weC 

Cwg 
^Ah* (3.13) 

com 

W e = e

A h ' (-Ax* -B) + 2eAih'^B (3.14) 

possui todos os seus autovalores dentro do disco unitario aberto. Sera instdvel se WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ possuir pelo 

menos um autovalor fora do disco unitario. 

Demonstragao. Ver apendice. 

3.4 Representagao em Espago de Estados 

O objetivo deste capitulo e avaliar a existencia e estabilidade dos ciclos limites previstos pela 

proposigao (2.4), para se ter um entendimento mais completo do experimento de identificagao. 

Considere H (s) uma fungao de transferencia estavel, com representagao em espago de estados dada 

por 

^-x = Ahx + Bhu (3.15) 
dt 

y = Chx + Dhu (3.16) 
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tal que 

H (s) = Ch (si - Ahy
l Bh + Dh. (3.17) 

0 proeedimento para estirnar a freqiiencia na qual H (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJUJ) possui uma determinada magnitude 

foi definido no capitulo 2. Com a estrutura de realimentagao mostrada na fig. 2.4, varios pontos da 

resposta em freqiiencia de H podem ser determinados variando-se o parametro r. 

Uma representagao em espago de estados para F (s) (de para y c )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e dada, a partir da reali-

mentagao apresentada na fig. 2.4. Tal resultado e apresentado em seguida. 

Lema 3.8 Uma representagao em espago de estados para F (s) (vide fig.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2.4) e dada por 

jtx = AfX + BfVi (3.18) 

V o = Cjx + Dfyi (3.19) 

com 

BhCh D Bh zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
At = Ah — , Bt = — , 

O, = ' ( l - ^ ) a ' V ^ - l , (3-20) 

tal que 

F (s) = Cf (si - Af)~l Bf + Df. (3.21) 

Demonstragao. Da fig. 2.4, para o lago de realimentagao mais interno, de y para yi% tem-se 

que 

u _ Vi-y _ Vi ~ ChX - DhU 

de modo que 

ru = yi - Chx - Dhu 

Vi ~ Chx 

r + Dh 

Substituindo u na representagao em espago de estados de H (s), tem-se que 

—x = Ahx + Bh —— 
dt r + Dh 

Hi BhChx 
= Ahx + Bh 

r + Dh r + D h 
( A BhCh \ _ Bh 

= Ah x + yi 
\ r + DhJ r + Dh 

Como a saida de F (s) e y0 = y - (yt - y) = 2y - yu tem-se entao 

y0 = 2 (Chx + Dhu) - yi 

= 2Chx + 2DhzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —•  y{ 

r + Dh 

= 2Chx-2 x+ yt-Vi 
r + Dh r + Dh 

„ („ DhCh \zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _ . /  2Dh - , 
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Para se obter uma representagao completa do experimento, incluindo o integrador, escolhe-se a 

saida do mesmo como variavel de estado, xn+i, de modo que 

Xn+l = Vo = CfX + Dfl/i 

Portanto, com 

x = 
x 

xn-r 1 

(3.22) 

(3.23) 

a representagao completa em espago de estados se torna entao 

ou 

X = 

. c f 

Onxl 

0 
x + 

Bf 

. DS . 

Vs = 0 . . 0 1 X , 

X = Ax + Bu 

Vs = Cx 

u 

(3.24) 

(3.25) 

com ys = xn+i e u — yi (vide fig. 2.4). Por simplicidade, assume-se que a matriz Af e nao singular. 

Tal hipotese e plausivel, uma vez que para existencia de autovalores nulos em Af e necessaria a 

presenga de integradores no denominador de F (s) . Mas para isso e necessario que o ganho direto 

de H (s) seja cancelado pelo parametro r, ou seja, H (0) = —r (vide Eq. 2.3). Como r > 0, e, em 

geral, H (0) > 0, pode-se assumir, sem perda de generalidade, que Af e nao singular. 

x(t) = A fx(t) + B fu(t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y(t) = C fx(t) + Dfu(t) 

— XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (t) 

n+r ' f dt 
Jo 

f dt 
Jo 

Figura 3.6: Representagao em espago de estados do experimento de identificagao. 
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3.5 Analise de Existencia e Estabilidade 

3.5.1 Solugao Periodica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Proposigao 3.9 A solugao para o sistema dado pela equagdo de espago de estados (3.25) para 

u (t) —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1 , 0 < t < h* e dada por 

x(t) 

xn+l (t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
x(t) = 

com 

x (t) = eAf*x (0) - ( e ^ - I) AfBh (3.26) 

xn+l{t) = CfAj'Ke^ - l)x(0) - [(e^* - I)A]1 - It]Bf} + xn+1(0) - Dft. (3.27) 

Demonstragao. Se u (t) = — 1, a solugao da equagao (3.25) e dada por 

x (t) = exp 

Note-se que 

Af 0nxl 

Cf 0 
tj x (0) + J exp 

Af 0 n x i 

Cf 0 
t\u(t-s) dsB 

Af 0 n x i 

Cf 0 7 . 

portanto, 

x (t) 

exp 

e A i t

 0 n x l 

e"'* . 0 n x l 

s ( 0 ) - J o * * ' * ° ^ B 

o que leva as eq. (3.26) e (3.27). • 

3.5.2 Existencia de Orbit as Periodicas 

Proposigao 3.10 Considere o sistema de realimentagao com rele nafig. 2.4 em que a representagao 

em espago de estados de F (s) e dada por {Af,Bf,Cf,Df}. Entao existe um ciclo limite simetrico 

unimodal com periodo 2h* se e somente se as seguintes condigoes sao satisfeitas: 

(t) g(h*) 4 CfA-fl[{eA^ + iyl{eA^ - I) A? - I^]B, + P / y = 0 , (3.28) 

(ii) y(t) = CsA-fl{{eA^ - I)x* - [(e^ - I) A? - It]Bf} - Dft > 0, Vt e (0; ft*), (3.29) 

com 

x' 
(eAfh'+l)~l [eAfh* -I) AfBf 

0 
(3.30) 

sendo a condigao inicial x (0) = x* = 

{xeTZn+l :Cx = 0}). 

ar x, n+l 
gue £e?;a d solugao periodica (x* £ S = 
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Demonstragao. Como 

eAsds = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 4 - 1  (eAfl- l)~lA 0n x l 

C (eAfh* - I - Afh*) Af h* 
(3.31) 

(eAh* + iy 
eAft + I 0 n x l 

Cf (eAff - I) Af 2 

{e^ + i y 1 0 n x l 

-Cf(eAft + i y l {eAft-l)Af/2 1/2 

Entao (3.28) e (3.30) seguem da substituigao de (3.31) e (3.32) em (3.6) e (3.8), e tambem do fato 

que na superficie de chaveamento = 0. A eq. (3.29) segue do fato que nao devem ocorrer 

outros chaveamentos no intervalo 0 < t < h*. • 

(3.32) 

3.5.3 Estabilidade das Orbitas Periodicas 

Proposigao 3.11zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  ciclo limite obtido com o sistema em realimentacao com rele da fig. 2.4 e 

assintoticamente estavel se 

W 
wCfAf (eAfh*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 1 ) 

CfAfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(v) + Bf)-Df ' ( 3 - 3 3 ) 

com w = eAfh* (AfX* — Bf), possui todos os sens autovalores dentro do disco unitario aberto. Sera 

instdvel se pelo menos um autovalor de W estiver fora do disco unitario. 

Demonstragao. Do Teorema 3.4 e da equagao (3.24), 

w 

W = 

w 

CAf(w + Bf)~Df 

W . 
C / A 7

1

( i 5 + B / ) - D / 

0nx3 0 

em que CfAf (w + Bf) — Df = y0 (h*) ^ 0 por hipotese. Claramente W possui um autovalor nulo, 

que esta dentro do ciclo unitario. Os autovalores restantes sao obtidos da matriz W. Portanto, de 

acordo com o Teorema 3.4, se W possui todos os seus autovalores dentro do disco unitario aberto, 

o ciclo limite e estavel. Se W possuir algum autovalor fora do disco unitario, o ciclo limite sera 

instavel. • 

3.6 Exemplos e Discussao 

3.6.1 PunQao de Transferencia de Segunda Ordem 

Considere a fungao de transferencia de segunda ordem 

H{s)= 1 

(s + 1) 
2 • 
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O experimento com rele mostrado na fig. (2.4) e executado para diferentes valores do parametro r. A 

freqiiencia do ciclo limite, u0) e medida e a magnitude de H (ju0) e calculada usando a transformada 

de Fourier discreta de N pontos, conforme descrito no capitulo 2, denotada aqui por TDFT (ver Ar-

ruda 2000). Os resultados sao mostradosna fig. 3.7 para r = 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

FrequGncia [rad/ s]  

Figura 3.7: Diagrama de Bode de magnitude: \H (ju)\ ( - ) , r versus uQ (o) e r D F T versus to0 ( x ) . 

Considere como exemplo o caso r = 0.5. Entao, a partir do experimento, u0 = 0.5888 e r D F T = 

0.7399 calculado com N = 1000 amostras tomadas sobre um periodo. A fungao de transferencia 

H(s) possui uma representagao em espago de estados dada por 

" - 2 - 1 " ' 1 " 

1 0 0 
Ah = 

enquanto que a representagao de F(s) e 

0 1 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dh = 0 , 

- 2 - 3 

1 0 
Bf 

2 

0 
0 2 eDf = - l . 

Usando a proposigao 3.10, o unico ciclo limite existente possui um periodo de 2h* = 10.6694. 

Note-se que n/h* = 0.5889 S u>0, e que \H \ = 0.7425 = r D F T . 

A estabilidade deste ciclo limite e confirmada pela proposigao 3.11, com w = [0.0070 -0 .0130] r 

e r 

0.0127 0.0194 

-0.0235 -0.0491 

W = 



Capitulo 3. Estabilidade e Existencia de Ciclos Limite em Sistemas com Rele zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA42 

a qual possui os autovalores {0.0041; -0.0406}, que estao dentro do disco unitario aberto. Resulta-

dos similares sao obtidos para os valores restantes de r. Note-se que, a partir do lugar de raizes de 

H (s), F (s) e estavel para r > 0. 

3.6.2 Fungao de Transferencia com Polos Complexos 

Considere agora a funcao de transferencia 

His) (3.34) 
(s + 0.1)(s 2 + 2-0.2s + l ) " 

O diagrama de Bode para a magnitude de H (ju>) e mostrado na fig. 3.8. Note-se que para valores 

de r entre 2.3984 e 2.7138, \H (ju0)\ = r e satisfeito para multiplas freqiiencias para cada r. Os 

resultados para alguns valores de r sao mostrados na fig. 3.8, e discutidos na seqiiencia. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

10 10' 10 10 10 10 10 10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Frequencia [rad/ s]  

Figura 3.8: Diagrama de Bode de magnitude: \H (ju)\ {—), r versus UJ0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (o), r D F T versus iv0 (*) e 

ponto critico ( x ) . 

Considere o caso em que r = 2.5, tal que a linha r = 2.5 intercepta \H (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJOJ)\ em tres freqiiencias 

diferentes. A representagao em espago de estados para F (s) e dada por 

-0.5 -1.04 -0.5 0.4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A,= 1 0 0 , Bf = 0 , cf = 0 0 2 e Df = -1 

0 1 0 0 

De acordo com a proposigao 3.10, esta realimentagao com rele possui dois ciclos limites distintos 

com h* — 3.1549 3.6631 , ao inves dos tres previstos anteriormente. Em hi = 3.1549, wi 
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-1.2412 10.2659 0.9081] r, e 

-0.9815 -0.1748 -0.0049 

1.5963 1.0204 1.6791 

1.1083 0.1302 0.1673 

a qual possui os autovalores {-0.9794; 0.9384; 0.2472}. Portanto, em u\ = itfh\ = 0.9958 rad/s, o 

ciclo limite e estavel. Isto corresponde ao circulo na fig. 3.8. Partindo de condigoes iniciais nulas, 

os sinais de saida apos o transitorio inicial sao mostrados na fig. 3.9. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.5  

1  

O.S 

0  

-0 .5  

-1  

-1 .5  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 1 1 1
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Figura 3.9: Ciclo limite estavel. No graflco superior, y(t) (—) e ys(t) (—). 

Para h*2 = 3.6631, w2 = [-0.8207 0.9921 0.6675] r, e 

W2 = 

-2.3396 -0.8728 -1.1884 

1.5167 0.8955 1.6328 

2.1443 0.6399 1.0780 

a qual possui os autovalores {—1.2376; 0.4358 ± j'0.2531}. Neste caso, o ciclo limite em u)\ — Txjh\ = 

0.8576 rad/s e instavel. Tal resultado corresponde ao triangulo na fig. 3.8. O comportamento insta-

vel da saida do processo nesta condigao de operagao e apresentado na fig. 3.10, onde o experimento 

e executado a partir da condigao inicial x*, obtida com a proposigao 3.10. 

Deve ser observado que a aplicagao da proposigao 3.10 para 2.63 < r < 2.67 indica que nao 

existem ciclos limites simetricos e unimodais no sistema realimentado da fig. 2.4. Considere por 

exemplo r = 2.65. Partindo de condigSes iniciais nulas, a saida do sistema realimentado apos o 

transitorio inicial e mostrada na fig. 3.11. 

De fato, a oscilagao nao corresponde a um ciclo limite simetrico e unimodal, mesmo se ob-

servado ao longo de um periodo maior. Uma observagao mais cuidadosa a partir dos estados da 
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0 50 100 150 

Tempo [s]  

Figura 3.10: Ciclo limite instavel. 

representagao de F (s) (vide fig. 3.12) indica possivelmente a existencia de um atrator caotico no 

sistema realimentado. No entanto, isto corresponde a uma pequena faixa de freqiiencia comparada 

a resposta em freqiiencia de H ($). 

3.7 Conclusoes 

O experimento com rele discutido em capitulos anteriores permite, de acordo com a analise por 

fungoes descritivas, obter a resposta em freqiiencia de um processo, variando-se um parametro 

na malha de realimentagao do experimento, de modo a gerar oscilagoes na freqiiencia em que a 

magnitude da resposta em freqiiencia do processo e aproximadamente igual a este parametro. A 

analise por fungoes descritivas nem sempre leva a resultados precisos, particularmente quando a 

magnitude da fungao de transferencia nao e pequena para a faixa de freqiiencia acima da freqiiencia 

do ciclo limite, devido ao grau de influencia dos harmonicos. 

Para os casos em que a resposta em freqiiencia apresenta a mesma magnitude para mais de 

um ponto da curva, a analise por fungoes descritivas preve mais de um ciclo limite. E importante 

observar todos os ciclos limites existentes para se avaliar completamente a resposta em freqiiencia 

da fungao de transferencia estudada. A aplicagio das tecnicas de analise no dominio do tempo 

na estrutura do experimento de identificagao para um caso particular mostra que pode nao existir 

um ciclo limite para cada magnitude correspondente, e alguns dos ciclos limite podem ainda ser 

instaveis. 



Capitulo 3. Estabilidade e Existencia de Ciclos Limite em Sistemas com Rele zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA45 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tempo [sec!  

Figura 3.11: Saida do sistema para r — 2.65. 

x1 

Figura 3.12: Visualizagao do comportamento caotico para r = 2.65 no espago de estados. 



Capitulo 4 

Identificagao de Modelos de Primeira 

Ordem com A.traso 

4.1 Introdugao 

Existem muitas referencias que tratam da estimagao de modelos de primeira ordem com atraso, a 

partir de experimentos com rele (ver trabalho inicial em Luyben 1987, por exemplo). Ate recente-

mente, na maioria dos casos, a aproximagao por fungoes descritivas e usada para obter o modelo, 

o que resulta em erros, mesmo quando a estrutura do processo e a mesma do modelo. Atualmente, 

certo esforgo tem sido dirigido no sentido de obter resultados mais precisos dos experimentos de 

modelagem com rele. Em Luyben 2001, a nogao de fator de formazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (shape factor) e introduzida, e 

o modelo e obtido levando-se em conta nao so a amplitude e o periodo de oscilagao, mas tambem a 

forma do sinal de saida. No entanto, assume-se que a freqiiencia de oscilagao e a freqiiencia critica, o 

que e apenas uma aproximagao pela fungao descritiva, conforme visto em capitulos anteriores. Em 

Kaya e Atherton 2001a, parametros de modelos de primeira e segunda ordem com atraso, instaveis 

ou estaveis, sao calculados sem aproximagoes, assumindo que o modelo possui a mesma estrutura 

do processo e que nao ha erros de medigao, usando dados de um ciclo limite assimetrico gerado 

por realimentagao com rele. O resultado e baseado no metodo A-locus, que fornece solugoes exatas 

para a amplitude e freqiiencia do ciclo limite. Finalmente, uma abordagem no dominio do tempo e 

apresentada em Wang, Hang e Zou 1997. 

Neste capitulo apresenta-se um procedimento para se obter modelos de primeira ordem com 

atraso, baseado em dois experimentos com rele: o metodo do rele e o metodo do rele com integrador. 

A diferenga em relagao aos metodos existentes esta no fato de se obter um modelo que representa 

bem o processo na faixa de freqiiencias em que a fase do processo varia de —90° a —180°, alem de 

permitir a escolha do ganho direto do modelo por tres estrategias distintas. 

46 
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4.2 Propriedades de Sistemas de Primeira Ordem com Atraso 

0 seguinte lema e obtido a partir do Teorema 3.6. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Lema 4.1 Considere um modelo de primeira ordem com atraso, 

K 
G{s) = 

Ts + 1 
(4.1) 

conectado em realimentagao com um rele, conforme mostrado na fig. 3.3. Se o periodo do ciclo 

limite e 2h\, entao 

0 = r i n ( — . (4.2) 

Demonstragao. Uma representagao em espago de estados do modelo e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x (t) = (-1/T) x (t) + (K/T) u(t-9) , 

y(t)=x(t) . 

Entao, do Teorema 3.6, um ciclo limite existe com periodo 2hi, tal que 

ge (h) = C {eAhl + I ) - 1 [ - f eA^~^ds + eA{h^ds\ B 

I Jo Je 

= (e-h^T + I ) " 1 { - e - ^ ' T + e-h^T + 1 - e - ^ l T ) (-1/T)-11 = 0 . 

de modo que 
^(l + e-h1/T__2e(e-h1)/T^ 

Como Kj (e~hl/T + l ) / 0, entao 

(ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- f c i / T + ! )  

levando a Eq. 4.2. • 

Este resultado indica que a familia de modelos de primeira ordem com atraso que possuem um 

ciclo limite com periodo 2hx e dada pela Eq. (4.2). Este e um resultado importante, pois a maioria 

dos procedimentos de estimagao baseados em estimativas obtidas com o metodo do rele nao leva a 

modelos capazes de reproduzir o ciclo limite na mesma freqiiencia e amplitude de oscilagao que o 

processo. 

Observagao 4.2 Note que 

l im 6 (T) = h e l im 9 (T) = hJ2 , 

o que implica que, em um modelo de primeira ordem com atraso em realimentagao com um rele, se 

o periodo do ciclo limite e 2hi, entao o atraso de transporte e restrito ao iniervalo [hi/2:h\\, que 

corresponde a 1/4 e 1/2 do periodo da oscilagao. 
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Observagao 4.3 A observagdo anterior tambem pode ser interpretada de uma maneira diferente. 

A realimentagao de um rele com um processo de primeira ordem com atraso, cuja relagao 9/T 

e grande, oscila com um periodo proximo a duas vezes o atraso de transporte (2h\ = 29), e a 

igualdade e obtida no limite, quando TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —»• 0. Este ultimo e o caso de sistemas puramente com 

atraso de transporte. Quando a relagao 9/T 6 pequena, o periodo de oscilagao e proximo ao valor 

do atraso de transporte, e a igualdade ocorre no limite, quando T —» oo. Este ultimo e o caso 

de processos constituidos apenas por um integrador e um atraso de transporte. Portanto, apenas 

medindo o periodo de oscilagao, e possivel obter uma estimativa para o atraso de transporte total 

do processo, levando tambem em conta a forma do sinal de saida (ver Luyben 2001). 

Considere agora o caso de um experimento com rele e integrador. Se o integrador e adicionado 

ao experimento, entao a freqiiencia de oscilagao e proxima a freqiiencia em que ZG (ju) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —TX/2. 

O seguinte lema tambem e obtido a partir do Teorema 3.6. 

Lema 4.4 Considere o modelo de primeira ordem com atraso, na Eq. 4-1 conectado em realimen-

tagao com um rele e um integrador, tal que a parte linear do sistema e 

G(s) = K 

s s(Ts + l) 

Se o periodo do ciclo limite e 2fi2, entao 

(4.3) 

2T (1 - 2e^h^T + e - ^ r ) + ( l + e ' ^ ) (29 - h2) = 0 

Demonstragao. Uma representagao em espago de estados da parte linear e dada por 

u(t-9) , 

(4.4) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Xi (t) ' ' -1/T 0 " " X! (t) ' 
+ 

' K/T 

±2 (t) 1 0 X2 (t) 
+ 

0 

y{t) o 1 
xi (t) 

X2 (t) 

Se este sistema e conectado em realimentagao com um rele, conforme mostrado na fig. 3.3, entao, 

do Teorema 3.6, um ciclo limite existe com periodo 2h2, tal que 

h>2 + ^2x2 (h2) = C exp 
-1/T 0 

1 0 

exp 
- 1 / T 0 

1 0 
(h2 — s) j ds + J exp 

- 1 / T 0 

1 0 
(h2 — s) ) dsB 

Como 

e~l/T 0 

r ( i - e - * / T ) 1 

e ge (h2) = 0, entao o resultado segue apos algumas manipulagoes apropriadas. 
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4.3 Modelagem de Sistemas de Primeira Ordem com Atraso 

Nesta segao, e apresentado o procedimento para obtencao de um modelo de primeira ordem com 

atraso, usando o metodo do rele e o metodo do rele com integrador. Claramente, os lemas 4.1 e 

4.4 podem ser combinados para fornecer uma solugao para 9 e T, usando apenas a informagao do 

periodo do ciclo limite em ambos os experimentos. Inserindo a Eq. (4.2) na Eq. (4.4) resulta em 

0 = 2T{1 - e^~h^T) + (1 + e-h^T)(2Tlxi ^ e W ^ + 1 ^ _ h ^ . (4.5) 

As raizes da Eq. (4.5) sao calculadas usando metodos numericos tipicos, e quando uma raiz T e 

encontrada, o atraso de transporte correspondente, 9, e obtido a partir da Eq. (4.2). Note que 

as raizes da Eq. (4.5) podem ser validadas observando o fato de que o valor correspondente de 9 

deve estar no intervalo [ / i i /2 ; / i i ] , de acordo com o comentario 4.2. Os pararnetros calculados desta 

maneira fornecem uma familia de modelos da forma 

G(s) = -J^—e~h . (4.6) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Observagao 4.5 Pode ndo haver solugao para a Eq.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (4-5) se a dindmica nao modelada e signifi-

cativa. No entanto, esta situagdo pode ser prevista apenas observando os valores de hx e hi, o que 

sera explorado em outra ocasido. 

Dos pararnetros do modelo de primeira ordem com atraso, falta agora determinar o ganho direto 

do modelo. Serao consideradas tr§s alternativas para a estimagao do ganho direto K: 

1. aplicar um degrau em malha aberta; 

2. medir o pico do sinal de saida no experimento com rele; 

3. calcular uma estimativa via minimos-quadrados, usando dados do experimento. 

Essas alternativas serao discutidas em seguida, e em todas sera necessaria a informagao da 

amplitude do rele, d. Note que todas as alternativas propostas darao o mesmo resultado se o 

processo e de primeira ordem com atraso, e o efeito do ruido e desprezivel. 

4.3.1 Aplicando um Degrau em Malha Aberta 

Se um degrau e aplicado em malha aberta, entao uma estimativa do ganho direto do processo e 

dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* , =
 B

' °
0 )

-
y (

. ° n

)

, . (4.7) 

u (oo) — u (0) 

Esta estimativa e boa em baixas freqiiencias, porem leva a um erro de modelagem da magnitude 

na freqiiencia critica. Se a intengao e usar o modelo para obter pararnetros de controladores, como 

sintonia de controladores PID, erros em baixa freqiiencia sao bem tolerados. Alem disso, em todos 

os casos o modelo e ajustado usando dois pontos da resposta em freqiiencia, o que aumentaria a 

sua precisao. 
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4.3.2 Medindo o Pico do Sinal de Saida 

A informagao do valor maximo da saida do processo tambem pode ser usada para estimar o seu 

ganho direto. A saida do processo em uma realimentagao com rele, de amplitude d, durante meio 

periodo, e dada por 

, . f Kd(l -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e-*^Y 0<t<9 
y(t)= { ,a szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,m , „ ~  •  (4.8) 

\ Kd&V-W - e-*/r -l),9<t<h1

 K ' 

E possivel mostrar que o maximo que y (t) alcanga e max t y (t) = Kd ( l — e~0/T). Se este valor 

e comparado ao valor maximo do sinal de saida, entao uma estimativa para o ganho direto do 

processo pode ser obtida a partir de 

Ko = , V p e a k \ • (4.9) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d ( i - e - a / * J 

Essa estimativa leva a um modelo que apresenta o mesmo valor de pico no sinal de saida, quando 

aplicado em um experimento com rele. A grande vantagem desta estimativa esta no fato de nao 

precisar armazenar nenhum dado de entrada ou saida do experimento, exceto o periodo de oscilagao 

em ambos os testes, e o pico do sinal de saida durante o experimento com rele. No entanto, pode 

ser necessario considerar o efeito do ruido, ao medir o valor de pico do sinal de saida. 

4.3.3 Usando Minimos Quadrados 

Finalmente, uma terceira estimativa pode ser obtida a partir de uma estimagao minimos quadra-

dos, usando os dados de saida durante o experimento com um rele de amplitude d, e periodo de 

amostragem Ta. A saida do modelo na Eq. (4.1) para o metodo do rele pode ser escrita na forma 

de um regressor linear, 

y1(kTa) = B<P1(kTa) , (4.10) 

com © = K e <^ (kTa) e a saida de um modelo de primeira ordem com atraso, cujo ganho e unitario 

e pararnetros dados por 9 e T, para um sinal de entrada da forma 

u ( k ) J + d ' ° < k T ^ ' B

 , (4.11) 
\ -d , 9 < kTa < hx 

com condigao inicial y\ (0) = 0, de modo a levar a solugao em ciclo limite. Para o caso do metodo 

do rele com integrador, a saida tambem pode ser escrita como 

y2{kTa) = e<t>2(kTa) , (4.12) 

com 0 = K e <fi2 (kTa) e a saida de um modelo de primeira ordem com atraso mais integrador, cujo 

ganho e unitario e pararnetros dados por 9 e T, para o mesmo sinal de entrada da Eq. (4.11), com 

condigao inicial dada conforme a Eq. (3.12). A estimativa minimos quadrados e entao dada por 

(ver Ljung 1999) 

N \ - 1 N 

k 3 = eL

N

s =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P T ^ (* ) E *  W y « < (4-13) 
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onde o conjunto de dadoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ 4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>,y) pode ser [4>i,yi], [$2>S/2] ou uma combinagao de ambos. Estas 

estimativas sao melhores em certas faixas de freqii§ncia do que as anteriores. Se [^,2/1]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e escolhido, 

entao uma melhor aproximagao da magnitude e fase do processo e obtida em torno da freqiiencia 

critica, e se [<p2,1/2] e escolhido, o modelo e melhor em torno da freqiiencia em que a fase do processo 

e — 7r/2. Se os vetores sao combinados, entao o modelo se aproxima do processo em torno de uma 

freqiiencia que se encontra entre a freqiiencia em que a fase do processo e — ir/ 2 e entre a freqiiencia 

em que a fase e — it, que e uma faixa importante para controle. 

4.4 Exemplos de Simulagao 

Nesta segao, sao apresentados exemplos de simulagao. Sera discutida a eficiencia do procedimento 

de estimagao na presenga de dinamica nao modelada. Como este nao e o caso para processos de 

primeira ordem com atraso, sua analise sera adiada para o final da segao, incluindo os efeitos do 

ruido. 

4.4.1 Processos de Segunda Ordem com Atraso 

Considere um processo dado por 

G(s) = l—2e-6s , 0 = O.1;1;1O. (4.14) 
(s +1) 

0 metodo do rele e o metodo do rele com integrador sao aplicados a este conjunto de processos, e 

os periodos de oscilagao obtidos sao apresentados na tabela 4.1. 

Atraso de Transporte 

0.1 1 10 

hi (sec) 0.7429 2.3878 11.6783 

h2(sec) 3.5284 5.7721 23.9999 

Tabela 4.1: Medigoes de periodo parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 exemplo 4.4.1 

Com as medigoes de h\ e h%, as estimativas 9 e T sao obtidas. O ganho direto do processo 

e entao calculado usando as tres abordagens apresentadas na segao anterior. Os resultados sao 

apresentados nas tr§s primeiras linhas da tabela 4.2. A estimagao usando o metodo dos minimos 

quadrados e executada com 0 vetor de regressao constituido por dados de ambos os experimentos, 

usando N = 1000 pontos por periodo de oscilagao. O diagrama de Bode do processo e dos modelos 

para o caso 9 = 0.1 e apresentado na fig. 4.1, e os diagramas de Nyquist na fig. 4.2. Da fig. 4.1, 

nota-se que os tres modelos possuem o mesmo angulo de fase, uma vez que este depende apenas 

de 9 e f. Note o bom casamento do modelo com o processo em ambas as freqiiencias proximas 
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Processos Estimativas 

Estrutura Atraso 9 f Ki (degrau) K2 (pico) K3 (MQ) 

0.1 0.3969 2.6964 1.0000 0.4875 0.5945 

(s+lfe 1 1.6658 1.3458 1.0000 0.7024 0.7287 

10 10.9516 1.0484 1.0000 0.9998 0.9467 

0.1 1.4997 1.8024 1.0000 1.4005 1.4629 

(is) „-es 1 2.4140 1.6767 1.0000 1.4368 1.3256 (is) „-es 

10 11.2988 1.7018 1.0000 1.4279 1.0695 

0.1 0.101 0.9927 0.9972 1.2098 0.9997 

s + l e 1 1.001 0.9991 0.9975 1.1943 0.9998 

10 9.994 1.0063 0.9974 1.2900 1.0005 

Tabela 4.2: Resultados de modelagem para os exemplos 4.4.1, 4.4.2 e 4.4.3 

aquelas em que a fase do processo e —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT/2 e — TT. Isto se deve ao procedimento empregado, onde 

tais pontos de freqiiencia sao usados para calcular exatamente qual a constante de tempo e o atraso 

de transporte sao necessarios para obter um modelo de primeira ordem com atraso. As saidas do 

processo e dos modelos durante o ensaio com o metodo do rele sao mostradas na fig. 4.4. Note que, 

enquando o modelo obtido com a resposta ao degrau leva a uma amplitude maior na freqiiencia 

critica, a saida do modelo usando a estimativa do valor de pico possui amplitude do processo nesta 

situacao, e o modelo usando a estimativa por minimos quadrados leva a um valor intermediario. 

Finalmente, respostas ao degrau em malha aberta sao apresentadas na fig. 4.3. 

4.4.2 Processos de Fase Nao-Minima 

Considere agora a familia de processos dada por 

G (s) =-l-^e-9* , 9 = 0.1; 1; 10 . (4.15) 
(s + 1) 

Os resultados dos experimentos com rele sao mostrados na Tabela 4.3. Os modelos obtidos sao 

mostrados nas linhas correspondentes da tabela 4.2, e a estimagao usando o metodo dos minimos 

quadrados e executada com o vetor de regressao combinando os dados de ambos os experimentos, 

usando TV = 1000 pontos por periodo de oscilagao. Note que, em cada estimativa, o atraso de 

transporte e bem superior ao valor real. Isto e provocado pelo comportamento de resposta inversa, 

tipico em tais modelos, que se assemelha a um atraso no sinal de saida. 
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Figura 4.1: Diagrama de Bode para o exemplo 4.4.1 (caso 9/T = 0.1): (—) processo, e modelos 

usando a resposta ao degrau (•), o pico da oscilagao ( — ) e a estimativa minimos-quadrados (—). 

Atraso de Transporte 

0.1 1 10 

Msec) 2.3068 3.3648 12.4773 

Msec) 6.0446 7.9343 26.0000 

Tabela 4.3: Medigoes de periodo para o exemplo 4.4.2 

4.4.3 Efeitos do Ruido 

Considere os seguintes processos 

G{s) = - i - e - 0 s , 0=.O.1;1;1O. 
s -f-1 

Os processos sao agora simulados levando em conta os efeitos do ruido no sinal de saida, para 

verificar a precisao do procedimento proposto. O ruido e adicionado ao sinal de saida. Para que se 

tenha a mesma relagao sinal/ruido, a amplitude do rele e ajustada de acordo com o nivel de saida 

desejado (unitario, neste caso). A saida e observada por tres periodos consecutivos, e o periodo e 

calculado como o valor medio das curvas obtidas. Os valores medidos sao apresentados na Tabela 

4.4. Um periodo do ciclo limite para cada caso e mostrado na fig. 4.5. Os resultados da estimagao 

sao apresentados na terceira linha da Tabela 4.2. As estimativas da constante de tempo e do 

atraso de transporte sao bastante proximas do valor real, pois estas dependem apenas do periodo 

de oscilagao em cada experimento. As estimativas do ganho direto foram razoaveis, exceto para a 

estimativa obtida pelo pico do sinal de saida, devido a sensibilidade deste valor ao ruido. Neste 
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Diagrama de Nyquist 

-0 . 7 1 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  1 1 1 I I 

-0 .2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  

Eixo Real 

Figura 4,2: Diagrama de Nyquist para o exemplo 4.4.1 (caso 0/T = 0.1): ( - ) processo, e modelos 

usando a resposta ao degrau (•), o pico da oscilagao ( — ) e a estimativa minimos-quadrados ( • - ) . 

caso, podem ser utilizados filtros devidamente projetados para se contornar o problema. 

Atraso de Transporte 

0.1 1 10 

hi (sec) 0.1918 1.4908 10.6918 

h2 (sec) 1.0750 3.7512 22.0012 

Tabela 4.4: Medigoes de periodo para o exemplo 4.4.3 

4.5 Conclusoes 

A modelagem sem aproximagoes de processos de primeira ordem com atraso pode ser conseguida 

com dados de experimentos com rele, se uma analise no dominio do tempo e utilizada. Os resultados 

mostram que no metodo do rele, o atraso de transporte e a constante de tempo possuem uma relagao 

clara, defmida pela freqiiencia do ciclo limite, caso se deseje que o modelo reproduza tal freqiiencia 

em uma simulagao. Executando o metodo do rele com integrador e possivel obter estimativas do 

atraso de transporte e da constante de tempo, que leva a uma familia de modelos cuja fase e 

igual a do processo, em freqiiencias proximas as freqiiencias cuja fase e —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TTzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ 2 e — ir. O modelo 
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0 2  4  6  8  10 12 14 16 

Tempo [s]  

Figura 4.3: Resposta ao degrau para o exemplo 4.4.1 (caso 8/T = 0.1): (—) processo, e modelos 

usando a resposta ao degrau (•), o pico da oscilagao ( — ) e a estimativa minimos-quadrados (—). 

e finalmente obtido com uma estimativa do ganho direto do processo. Trgs alternativas para se 

obter tal estimativa foram apresentadas e discutidas, considerando a precisao e a complexidade 

de implementagao pratica. Exemplos de simulagao sao usados para ilustrar as propriedades do 

procedimento na presenga de dinamica nao modelada e ruido. Os resultados mostram que uma boa 

modelagem e obtida em uma faixa de freqiifincias importante para controle. 
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Figura 4.4: Ciclo limite para o exemplo 4.4.1 (caso 9/T = 0.1): (—) processo, e modelos usando a 

resposta ao degrau (•), o pico da oscilagao ( — ) e a estimativa minimos-quadrados (—). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura 4.5: Saidas do processo para o exemplo 4.4.3. 



Capitulo 5 

Sintonia de Controladores PID 

5.1 Introdugao 

0 controladorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA proporcional-integral-derivativo (PID) e o tipo de controlador mais encontrado em 

processos industrials [Astrom e Hagglund 1995]. Pesquisas mostram que, em mais de 90% dos lagos 

de controle na industria, sao utilizados controladores PID, e a grande maioria utiliza apenas as partes 

proporcional e integral (PI) [Astrom e Hagglund 1995, Yu 1999]. Grande parte da popularidade do 

controlador PID se deve a simplicidade da sua estrutura. Alem disso, com algumas sofisticagoes a 

mais, o controle PID e suficiente para a maioria dos problemas de controle existentes [Yu 1999]. 

0 projeto de um controlador PID esta relacionado a escolha dos tres pararnetros, ou ganhos, 

do controlador. O procedimento sistematico da escolha dos pararnetros do controlador, baseada 

em experimentos com o processo, e denominado sintonia. 0 objetivo e chegar a sistemas com 

desempenho satisfatorio, a partir do ajuste de tais pararnetros. A sintonia do controlador e tema 

principal em centenas de artigos, varias dissertagdes de mestrado e teses de doutorado, e alguns 

livros, como Astrom e Hagglund 1995, Yu 1999 e Tan et al. 1999. Apesar de todo esse volume de 

pesquisa, ainda ha uma grande distancia entre os resultados teoricos e sua utilizagao na industria. 

Algumas estatisticas apresentadas em Yu 1999 ilustram este fato. 

• Industria de celulose do Canada, (pulp and paper industry) em cerca de 2000 lagos de controle, 

em 1993: 

- 20% dos lagos operavam satisfatoriamente; 

- 30% tinham desempenho insatisfatorio devido a ma sintonia do controlador; 

- 30% tinham desempenho insatisfatorio devido a problemas nas valvulas de controle; 

- 20% tinham desempenho insatisfatorio devido ao projeto do processo e/ou do sistema de 

controle. 

• Industrias de processos e manufatura, em 1997 

- Engenheiros e gerentes citam a sintonia de controladores PID como uma tarefa dificil. 

57 
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Nos ultimos anos, tem-se observado uma forte tendencia em agregar procedimentos de identifica-

gao aos controladores, de modo a torna-los auto-configuraveis, ou seja, com sintonia automatica. Tal 

fato se deve nao so ao crescente desenvolvimento da microeletrdnica e as necessidades economicas 

da industria, mas tambem ao avanco da teoria de controle neste tipo de aplicagao. A maioria dos 

equipamentos e baseada no metodo do rele para auto-excitar o processo em uma frequencia apropri-

ada [Lee et al. 1993,Schei 1992,Schei 1994, Ho, Hang e Zhou 1997, Voda e Landau 1995, Park, Sung 

e Lee 1998, Yu 1999, L i , Eskinat e Luyben 1991, Wang, Hang e Bi 1999, Wang, Desarmo e Cluett 

1999, Arruda e Barros 2000]. Conforme visto anteriormente, um processo em realimentagao com um 

rele tende a oscilar em torno da sua freqiiencia critica, o que fornece informagoes importantes para o 

projeto do controlador. A ideia e obter desempenho satisfatorio, mesmo se tendo pouco ou nenhum 

conhecimento a priori da dinamica do processo controlado. Alem disso, sao preferidos criterios 

de desempenho e estabilidade que possuam apelo intuitivo e sejam conhecidos por operadores do 

processo. 

Neste capitulo, apresentam-se tecnicas conhecidas de sintonia de controladores PID para pro-

cessos de primeira ordem com atraso de transporte, e um novo enfoque na sintonia pelo metodo 

otimo-simetrico. 0 objetivo e aplicar os resultados obtidos no capitulo anterior, e compara-los para 

as tecnicas de sintonia apresentadas. 

O controlador PID considerado aqui possui fungao de transferencia dada por 

e esta conectado ao processo pelo lago de realimentagao da fig. 2.1. A sintonia do controlador 

refere-se ao calculo dos pararnetros Kp (ganho proporcional), T (constante de tempo integral) e Td 

(constante de tempo derivativa), de modo a satisfazer alguma especificagao de desejada, ou criterios 

de desepenho e/ou robustez. 0 processo e representado por um modelo de primeira ordem com 

atraso de trasnporte, estudado no capitulo anterior, dado pela Eq. (4.1). 

5.2 Tecnicas de Sintonia do Controlador 

5.2.1 Resposta em Freqiiencia 

A referenda basica sobre sintonia dos pararnetros do controlador PID e o trabalho de Ziegler e 

Nichols 1942. Eles utilizaram o controlador Fulscope 100, da empresa Taylor, que agregava as 

fungoes P, I e D em um unico dispositivo [Pessen 1994]. Ziegler e Nichols sugerem formulas para os 

pararnetros do controlador baseadas nos metodos de identificagao da curva de reagao e da resposta 

em freqiiencia. Ainda hoje, muitos operadores utilizam os metodos de Ziegler e Nichols como 

"ponto de partida" na sintonia de um controlador PID. Os pararnetros sao, na maioria das vezes, 

reajustados iterativamente de maneira empirica, ate que o desempenho obtido seja satisfatorio. 

Ha dois procedimentos distintos para sintonia dos pararnetros apresentados por Ziegler e Ni-

chols 1942. No metodo conhecido por metodo da curva de reagao, o processo e submetido, em 

(5.1) 
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malha aberta, a uma entrada em degrau. Consideram-se apenas processos com caracterfsticas nao-

oscilatorias, de modo que a resposta do sistema e monotonicamente crescente. A partir da curva de 

reacao, obtem-se o ganho e o atraso de transporte de um modelo, e os pararnetros do controlador 

sao obtidos a partir de uma tabela. 

No outro metodo sugerido por Ziegler e Nichols, o metodo da resposta em* frequencia, a deter-

minagao dos pararnetros do controlador e baseada no ponto critico do processo. No experimento 

original, o ganho e frequencia criticos sao determinados aumentando-se o ganho de malha, ate que 

uma oscilagao sustentada se verifique na saida do processo. A partir dos valores de KueTu = 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATT/UJU, 

os pararnetros sao calculados segundo a Tabela 5.1. 

Pararnetros PI PID 

Kp 
0,6KU 

Ti 0,8TU 0,5TU 

Td zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— 0,125TU 

Tabela 5.1: Pararnetros do controlador para o metodo da resposta em frequencia de Ziegler e 

Nichols. 

O criterio de desempenho para este caso e obter um sistema em malha fechada com taxa de 

decaimento de aproximadamente 1/4. 0 metodo da resposta em frequencia leva a sistemas com 

resposta ao degrau menos oscilatoria do que aqueles obtidos com o metodo da curva de reacao, em 

geral. 

5.2.2 Metodos de Otimizagao 

A abordagem pelo metodo otimo-simetrico [Kessler 1958] e uma tecnica de projeto por moldagem 

da Fungao de Malha (loop shaping) baseada em um modelo aproximado do processo, bastante 

popular na area de maquinas eletricas. O objetivo e encontrar um controlador que faga a fungao de 

transferencia de malha fechada ter ganho unitario para baixas freqiiencias [Astrom e Hagglund 1995]. 

Tal tecnica tem sido usada para sintonia de controladores PI e PID [Voda e Landau 1995, Astrom 

e Hagglund 1995,Loron 1997], e apresenta vantagens em relagao a robustez e as caracteristicas da 

malha fechada desejada. Na forma original [Kessler 1958], o controlador e projetado de maneira 

que T (s) satisfaga T(0) = 1 e dn \T (jco)\ / ^ n L = 0 = 0 para n tao grande quanto possivel. Tal 

ideia e ilustrada por meio de um exemplo apresentado em Astrom e Hagglund 1995, reproduzido 

aqui por conveniencia. 

Considere o sistema em malha fechada descrito por 

T(s)= „ 2

a" — , (5.2) 
s6 + a1s

2 + a2s + a 3 

com T (0) = 1. 0 modulo da fungao complexa T (ju) e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I T (ju)\ = fl3 . (5.3) 
1 U n \ A I + (oi - 2a xa 3) u

2 + (af - 2a2) + u& 
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Note que as cinco primeiras derivadas de |r(jfu>)| em relagao a u sao nulas em u = 0, se os 

pararnetros sao tais que a\ = 2a2 e a\ = 2aia 3. A fungao de transferencia de malha fechada se 

torna entao, 

TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (.) = , n 2 , _ . - A _ , (5.4) 

s 3 + 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQJ E S
2

 + 2w%s +14 (s + CUE) ( S
2 + w E s + w|) 

com w | = a 3. Um sistema em malha fechada com esta fungao de transferencia tem 8,1% de 

sobresinal, e o tempo de ajuste para 2% do valor de regime permanente e 9,4/w E . A fungao de 

transferencia da Eq. (5.4) e obtida a partir da Fungao de Malha 

L ' (s) = , „ ^ . (5.5) 
v 1 s (s 2 + 2wEs + 2w|) v ' 

Considere agora que o modelo do processo e dado por 

G(s)= , K

n , , (5.6) 
w szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 5 + 2w s)

 v

 ' 

e e utilizado um controlador PI com pararnetros Kp = %o\jK e Tj = 2/a>£. A Fungao de Malha 

obtida e 

v ; 5
2 ( s + 2caE) ^ ; 

Note que esta Fungao de Malha possui um zero em —u>^/2 e um polo em — 2u>E, de modo que 

a magnitude de L " e simetrica em torno de Odb, dai o nome otimo simetrico. A malha fechada 

resultante e entao 

r {s) = ^j2s + ^ . (5.8) 
; (s + w s ) (s 2 + w s s + w|) 

Observa-se que T' (s) difere de T" (s) nas Eq. (5.4) e (5.8) pela presenga de um zero em —tu s/2 

no numerador de T" (s). 0 sobresinal apresentado pela malha fechada da Eq. (5.8) e agora cerca de 

43%, devido a presenga do zero. De fato, conforme observado em Voda e Landau 1995 e Astrom e 

Hagglund 1995, o sobresinal pode ser reduzido utilizando um pre-filtro no sinal de referenda yr (t) 

da Fig. 2.1, ou um controlador PID com dois graus de liberdade, com ganho proporcional atuando 

apenas na saida. 

Otimo Simetrico Modificado 

Uma nova tecnica de sintonia de controladores PI e PID para obter uma Fungao de Malha via 

otimo-simetrico e apresentada em Arruda e Barros 2000, Arruda 2000. O projeto consiste em obter 

controladores PI ou PID que resultem em malhas fechadas proximas, no sentido minimos quadrados, 

de um projeto otimo-simetrico, para uma determinada faixa de frequencia. O resultado pode ser 

satisfatorio, mesmo no caso em que a constante de tempo Tz e proxima de uma das constantes de 

tempo lentas do processo. 
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Sintonia do Controlador P I 

Os pararnetros do controlador PI sao obtidos a partir de um algoritmo minimos quadrados no 

dominio da frequencia. O objetivo e minimizar a fungao de custo 

JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PI (C) = E \L" ( M ) - G CM) C (M)f , (5.9) 

i = l 

em que G e o modelo do processo dado pela Eq. (4.1), C e o controlador PI a ser projetado e L " 

e a fungao de malha desejada segundo a abordagem otimo-simetrico. A fungao de malha desejada, 

L " , e definida em termos da constante T E que sera determinada a partir do modelo do processo. 

Admite-se aqui que esta constante de tempo determina a largura de faixa do sistema, definida como 

a frequencia de cruzamento do ganho unitario, ug, isto e, 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
UJg = U>£ 

2Tv 
(5.10) 

o que leva a Fungao de Malha desejada dada pela Eq. (5.7). A solugao para o problema de minimi-

zagao da fungao de custo da Eq. (5.9) pode ser obtida reescrevendo o controlador PI como 

C (jui Kp + G(juJi)= G(jtui) G(jui)/jUi <PPI ( M ) Opi ( 5 - n ) 

e o problema de minimizagao da fungao de custo (5.9) se torna 

6PI = argmiri <j J (9PI) = ^ \L" CM) - PPI O'^i) & P I \ (5.12) 

i = l 

A solugao 9PI content os pararnetros do controlador PI que levam a uma Fungao de Malha 

proxima a da Eq. (5.7), para uma certa faixa de valores de frequencia. Como os regressores sao 

complexos, a solugao por minimos quadrados da Eq. (5.12) e dada por 

9 PI = Re ( $ p j ) T Re ( $ P / ) + Im ( $ P 7 ) T Im ($pj) x Re {§pif Re (£") + Im ( # P / ) T Im (£" 

(5.13) 

com 

Sintonia do Controlador P I D 

¥ > F / ( M ) <Ppi(jU2) - tPpiiJUn) 

V'iM) L"(ju2) ... L"(jUn) (5.14) 

O procedimento para obter os pararnetros de um controlador PID e similar ao apresentado na 

segao anterior. Novamente, admite-se que a constante de tempo T E determina a largura de faixa 

do sistema, e o processo e representado pelo modelo da Eq. (4.1). Escrevendo o controlador no 
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dominio da frequencia, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ J 

Kp/Ti 

KpTd 

= fpjD (M)0PID , 

(5.15) 

(5.16) 

e utilizando a Fungao de Malha [Voda e Landau 1995] 

T"> (A = UJ% (As + uEf 
{ } 17 s 3 (s + 2w E ) ' 

conforme mostrada na fig. 5.1, a fungao de custo para este problema e agora, 

n 

JPW (C) = J2\L"'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( t o ) - G(M)C (M)\2 . 

(5.17) 

(5.18) 

A solugao para o problema de minimizagao desta fungao de custo leva entao aos pararnetros do 

controlador PID, ou seja, 

Opw = argmin <̂  J (6PID) = V \ U " (M) - <p£rD (ju^ 0 P I D \ 

\ 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=1 

com 

x 

®PID = 

Re ($pwf Re (&PID) + Im ($pmf Im { $ P W 

Re (§PW)T Re ( £ " ) + Im ( $ P I D f Im (£"') 

- l 

(5.19) 

fpiD (T^l) <PPID U zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAW

2 ) . 

Z / " ( M ) L'"(ju2) ... L"'(jun 

VpiD (jVn) 

T 

(5.20) 

A grande vantagem em utilizar a solugao da Eq. (5.19) e evitar a necessidade do cancelamento 

de polos do processo para obter a Fungao de Malha da Eq. (5.7), uma vez que isso nao e possivel 

quando G (s) possui um par de polos complexos conjugados, ou e de primeira ordem com atraso de 

transporte, por exemplo. 

Note que a solugao para o problema de minimizagao das Eq. (5.12) e (5.19) depende fortemente 

da escolha do conjunto de freqiiencias u>i. Para garantir robustez no projeto, a Fungao de Malha 

resultante deve ser proxima da desejada na faixa entre a frequencia de cruzamento do ganho, 

w c = e a frequencia critica,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U J U , onde a constante T E tem influencia. Assim, uma faixa apropriada 

para ser utilizada e o intervalo [w E ;4w E ] , = 1/2TE. 

Escolha da Constante T s 

0 parametro de projeto para o metodo otimo-simetrico consiste em especificar a largura de faixa 

o; s = 1/2TE. Se escolhida adequadamente, o projeto torna-se robusto, ao mesmo tempo em que 
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f ILsoJMl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'dB 

OdB 

-40dB/dec 

Figura 5.1: Magnitude da Funcao de Malha dada pela Eq. (5.20). 

apresenta um desempenho otimo. Em trabalhos anteriores [Voda e Landau 1995, Astrom e Hagglund 

1995,Loron 1997], eram considerados modelos de segunda ordem para sintonia de controladores PI 

e de terceira ordem para sintonia de controladores PID. O parametro T s era entao definido como a 

constante de tempo mais rapida, que seria vista como a soma de polos rapidos e pequenos atrasos. 

Assim, a dinamica nao modelada era representada na forma de um polo simples, o que pode ser 

pouco confiavel em certas situacoes. 

Do capitulo anterior, apresentou-se um metodo para se obter modelos de primeira ordem com 

atraso de transporte, baseado em experimentos com rele. A principal caracteristica do metodo e 

apresentar modelos bastante proximos ao processo na faixa de freqiiencias em que a fase do processo 

varia de —90° a —180°. Tais modelos podem ser utilizados aqui para sintonia pelo otimo-simetrico, 

desde que o parametro Ts seja definido adequadamente. Para isso, e necessario entender que tipo 

de limitacoes sao impostas por tais modelos. A discussao seguinte e adaptada de Skogestad 2003. 

Considere inicialmente que o processo e representado por um atraso de transporte. Para desem-

penho e robustez, e desejavel uma Margem de Fase1 de 35° ou mais. Alem disso, tipicamente, a 

inclinagao de \L (joo)\ deve ser suave na regiao entre as freqiiencias de cruzamento do ganho, u>g, e da 

fase, uc, e ingreme fora desta faixa. E possivel mostrar que uma inclinagao de cerca de —20dB/dec 

faz com que a fase seja aproximadamente —90°, para uma Fungao de Malha polinomial. Assim, da 

definigao da margem de fase, a contribuigao em mddulo devida ao atraso de transporte nao deve 

exceder 55°. Porem, tal contribuigao, cujo modulo e 9co, na frequencia u> = 9 e de lrad = 57°, que 

e maior do que 55°. Logo, para um desempenho aceitavel,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UJ9 < 1/9, aproximadamente. 

Levando-se em conta um compromisso entre desempenho e robustez, um valor aceitavel para a 

largura de faixa da Fungao de Malha projetada e de ug = 1/29, ou seja, metade do limite obtido. 

Da fig. 5.1, ve-se entao que 

Portanto, para um projeto robusto, com um desempenho satisfatorio, a dinamica nao modelada 

lYei definigao na pag. 81. 
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representada por T s deve ser escolhida como igual ao atraso de transporte do modelo, 8. 

5.2.3 Principio do Modelo Interno 

0 principio do modelo interno (IMC) e apresentado em Morari e Zafiriou 1989. A ideia geral do 

principio do modelo interno e ilustrada na Fig. 5.2. O modelo do processo e considerado explicita-

mente no controlador, dai a origem do nome modelo interno. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Controlador IMC 

Figura 5.2: Estrutura IMC. 

0 controlador IMC da Fig. 5.2 pode ser representado por um controlador serie normal, com 

funcao de transferencia dada por 

G,(s)G*(s) 
C(s) (5.21) 

1 - Gf (s) G§ (s) G (s) 

em que G (s) e o modelo do processo, G § (s) e uma aproximagao da inversa de G(s), e Gf (s) um 

filtro passa-baixas, tipicamente da forma 

G / ( a ) = ( r / 5 + i ) B -

A principal caracteristica da abordagem IMC pode ser verificada como segue. Considere o 

caso em que o modelo descreve perfeitamente o processo, i.e., G (s) = Gp (s), e o filtro e dado 

por Gf(s) = 1. Alem disso, assuma que G(s) admite uma inversa realizavel, e que nenhuma 

perturbagao esta presente no sistema. Neste caso, o erro entre a variavel de saida e a estimada pelo 

modelo e nulo, de modo que o lago de realimentagao da Fig. 5.2 desaparece, e a transferencia do 

sinal de referenda para saida do processo e total, pois G§GP = 1. Considere agora que existe um 

erro de modelagem, i.e., A G = Gp — G. Entao a realimentagao da Fig. 5.2 atua no erro entre a 

variavel do processo e a estimada, de modo a levar a saida para o valor desejado. Alem disso, note 

tambem que a malha fechada, T(s), e dada por 

C (s) G (s) 
T(s) = 

l + C(s)G(s) 

se G§ (s) = G - 1 (s) 



Capitulo 5. Sintonia de Controladores PID zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA65 

O projeto de um controlador pelo principio IMC esta portanto diretamente relacionado a escolha 

do filtro Gf (s), Isto representa um compromisso entre robustez e desempenho, no sentido de saber 

o quanto se pode confiar no modelo para aumentar a largura de faixa do sistema em malha fechada. 

Alem disso, conforme se observa pela Eq. (5.21), o projeto pode levar a controladores de maior 

complexidade. No entanto, sob algumas hipoteses, e possivel obter controladores PI e PID seguindo 

o principio IMC [Astrom e Hagglund 1995]. 

Assumindo o processo na forma da Eq. (4.1), a malha fechada e dada pelo filtro 

P-es 
Gf(s) = 

TfS + 1 

em que manteve-se o atraso de transporte por este ser inevitavel. Da Eq. (5.21), o seguinte 

controlador e obtido zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e-Bs T % 

„ , , Tfs+l e~e> lS + 1 
1 _ _§z!i_ Tfs + 1 - e~6s 

TfS+1 3 

Admitindo uma aproximagao para o atraso como sendo e~6s « 1 — s0, o seguinte controlador e 

obtido, 
C(s) 

que consiste em um controlador PI com 

Kp = 

1 + s6 

Ks (0 + T}) 

9 

K(9 + Tf) 

% = 9. 

Se o atraso de transporte e aproximado por e~9s w (1 — s9/2) / (1 + sO/2), entao o seguinte contro-

lador e obtido, 
(1 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s0/2) (1 + sT) _ (1 + 50/2) (1 + sT) 

G (s) — ~ 
Ks (9 + Tf + sTf9/2) Ks (0 + Tf 

que equivale a um controlador PID com pararnetros 

0 + 2T 
K p K(9 + Tf)' 

T = 6- + T e 
2 

9T 
id — 9 + 2T 

Para os propositos deste trabalho, a constante de tempo do filtro, T) , sera definida como sendo 

igual ao atraso de transporte do modelo. 

5.3 Resultados de Simulagao 

Nesta segao, sao apresentados os resultados de simulagao utilizando as tecnicas de modelagem do 

capitulo anterior. Os processos e os modelos correspondentes foram apresentados resumidamente 

na Tab. 4.2. Em cada exemplo, o controlador e calculado com o modelo obtido, e a malha fechada 

e simulada com o modelo complete 
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5.3.1 Processos de Segunda Ordem com Atraso 

Usando os modelos obtidos para os processos de segunda ordem com atraso de transporte na Tab. 

4.2, foram calculados os controladores PI e PID usando as tecnicas de sintonia apresentadas. Os 

pararnetros calculados encontram-se na Tab. 5.2 para os controladores PI e Tab. 5.3 para os 

controladores PID, para cada metodo utilizado. 

Respostas ao degrau em malha fechada para alguns controladores encontram-se nas figuras de 

5.3 a 5.8. Em geral, os melhores resultados foram para os controladores usando o metodo IMC 

e Otimo-Simetrico (vide figs. 5.4 e 5.5, por exemplo). Para este tipo de processo, observou-se 

que, na maioria dos casos, a saida da malha fechada obtida apresenta-se menos oscilatoria, e com 

desempenho satisfatorio, quando usa-se o modelo cuja estimativa do ganho direto e obtida a partir 

da resposta ao degrau. Observou-se no entanto que, quando o atraso e muito grande em relagao 

a constante de tempo do modelo, o projeto do controlador PID via Ziegler-Nichols levou a malhas 

fechadas instaveis. Este foi o caso, por exemplo, para os pararnetros do controlador PID na 8 a linha 

da coluna do metodo Ziegler-Nichols na Tab. 5.3. Note, no entanto, que o atraso de transporte e 

bastante superior a constante de tempo do modelo, bem como do processo. 

Modelos Otimo Simetrico IMC Ziegler Nichols 

k Kp % Kp Ti Kp Ti 

1.0000 

0.5945 

2.3778 0.8212 

4.8776 0.8212 

3.9997 0.8212 

0.5000 0.3969 

1.0256 0.3969 

0.8410 0.3969 

4.5267 1.2024 

9.2856 1.2024 

7.6143 1.2024 

1.0000 

0.7287 

0.0795 0.2443 

0.1132 0.2443 

0.1091 0.2443 

0.5000 1.6658 

0.7118 1.6658 

0.6862 1.6658 

0.7885 3.9820 

1.1226 3.9820 

1.0821 3.9820 

1.0000 
ye-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 10.9516s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A 1 . 0 4 8 4 S+ 1  u - 3 y a o 

0.9467 

0.3719 8.6653 

0.3720 8.6653 

0.3928 8.6653 

0.5000 10.9516 

0.5001 10.9516 

0.5282 10.9516 

0.4149 19.1601 

0.4149 19.1601 

0.4382 19.1601 

Tabela 5.2: Resultados de projeto do controlador PI para o processo de 2° ordem com atraso. 
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Otimo Simetrico IMC Ziegler Nichols 

Modelos K Kp % Td Kv Tj Td Kv T{ Td 

1.0000 2.2699 0.6850 0.1399 7.2937 2.8948 0.1848 6.7901 0.7515 0.1879 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ktiiims+\ ° - 4 8 7 5 4 6 5 6 3 ° - 6 8 5 0 0 1 3 9 9 1 4 - 9 6 1 3 2- 8948 0.1848 13.9283 0.7515 0.1879 

0.5945 3.8182 0.6850 0.1399 12.2685 2.8948 0.1848 11.4215 0.7515 0.1879 

1.0000 0.1373 0.4621 0.8667 1.3079 2.1787 0.5145 1.1828 2.4887 0.6222 

^ 1.3458m 0 J 0 2 4 ° - 1 9 5 5 ° - 4 6 2 1 ° " 8 6 6 7 L 8 6 2 0 2 - 1 7 8 7 ° ' 5 1 4 5 L 6 8 3 9 2 ' 4 8 8 7 ° - 6 2 2 2 

0.7287 0.1884 0.4621 0.8667 1.7948 2.1787 0.5145 1.6231 2.4887 0.6222 

1.0000 0.4237 11.6783 0.3939 0.5957 6.5242 0.8799 0.6223 11.9751 2.9938 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
" —10 9516s 

K e

1 M M s + 1 0.9998 0.4238 11.6783 0.3939 0.5958 6.5242 0.8799 0.6224 11.9751 2.9938 

0.9467 0.4476 11.6783 0.3939 0.6293 6.5242 0.8799 0.6573 11.9751 2.9938 

Tabela 5.3: Resultados de projeto do controlador PID para o processo de 2° ordem com atraso. 

1.6 nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  1 1 1 1 1 1 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r 

100 

Tempo [s]  

Figura 5.3: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 1° linha da Tabela 5.2: 

( - ) otimo-simetrico, ( — ) IMC e ( - • ) Ziegler-Nichols. 



Capitulo 5. Sintonia de Controladores PID zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA68 

Figura 5.4: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 4 a linha da Tabela 5.2: 

(—) otimo-simetrico, ( ) IMC e (—) Ziegler-Nichols. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

200 300 400 

Tempo [s]  

500 600 

Figura 5.5: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 9 a linha da Tabela 5.2: 

( - ) otimo-simetrico, ( — ) IMC e (—) Ziegler-Nichols. 
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1.8  

0.6  

0.4  

0.2  

0 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1

 •—1 —JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  1 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J l l I 
0  10  20 30 4 0 60 60 70 80 90 100 

Tempo [s]  

Figura 5.6: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 1° linha da Tabela 5.3: 

( - ) otimo-simetrico, ( — ) IMC e ( - • ) Ziegler-Nichols. 

1.81zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  1  1 '  i r 

Tempo [s]  

Figura 5.7: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 4 a linha da Tabela 5.3: 

( - ) otimo-simetrico, ( — ) IMC e (—) Ziegler-Nichols. 
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2.5  

0  100 200 300 400 500 600 

Tempo [s]  

Figura 5.8: Resposta ao degrau para usando controladores PID e modelo da 9 a linha da Tabela 5.3: 

(—) otimo-simetrico, ( — ) IMC e (—) Ziegler-Nichols. 

5.3.2 Processos de Fase Nao-Minima 

Sao considerados nesta segao os processos de fase nao-minima mostrados na Tab. 4.2. Usando os 

modelos calculados anteriormente, os pararnetros obtidos para o controlador se encontram nas Tab. 

5.4 e 5.5, para os controladores PI e PID, respectivamente. 

Nas Figs, de 5.9 a 5.11, usando um controlador PI, sao apresentados os melhores resultados 

observados nas simulacoes, que sao obtidos com o modelo cuja estimativa de ganho e obtida a 

partir da resposta ao degrau. Dentre estes, as melhores respostas obtidas foram com controladores 

projetados pelo metodo de Ziegler-Nichols e Otimo-simetrico. Para o caso dos controladores PID, 

o metodo de Zigler-Nichols tambem apresentou controladores que instabilizam a malha fechada. 

Desta vez, tal fato foi observado em todos os casos em que o atraso de transporte e bastante 

superior a constante de tempo do modelo. 
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Otimo Simetrico IMC Ziegler Nichols 

Modelos K Kp 
Ti Kp 

Kp Ti 

1.0000 0.0822 0.2117 0.5000 1.4997 1.0282 3.8259 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K

 1.8024s+l 
1.4005 

1.4629 

0.0587 

0.0562 

0.2117 

0.2117 

0.3570 

0.3418 

1.4997 

1.4997 

0.7342 

0.7029 

3.8259 

3.8259 

1.0000 0.1261 0.5733 0.5000 2.4140 0.7210 5.6204 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
• f.  e—2.4140s 

1.6767«+1 
1.4368 

1.3256 

0.0877 

0.0951 

0.5733 

0.5733 

0.3480 

0.3772 

2.4140 

2.4140 

0.501 

0.5439 

5.6204 

5.6204 

1.0000 0.3494 8.3000 0.5000 11.2988 0.4329 20.6605 
. J , e - l l . 2 9 8 8 s 

^ 1.7018S+1 
1.4279 

1.0695 

0.2447 

0.3267 

8.3000 

8.3000 

0.3502 

0.4675 

11.2988 

11.2988 

0.4556 

0.4048 

20.6605 

20.6605 

Tabela 5.4: Resultados de projeto do controlador PI para o processo de fase nao-minima. 

Otimo Simetrico IMC Ziegler Nichols 

Modelos k Kp zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT Td Kp Ti Td 
Kp T Td 

1.0000 0.0211 0.0577 8.4776 1.7018 2.5522 0.5295 1.5423 2.3912 0.5978 

£ > e - 1 . 4 9 9 7 s 

1.8024.S+1 
1.4005 

1.4629 

0.0151 

0.0144 

0.0577 

0.0577 

8.4776 

8.4776 

1.2152 

1.1633 

2.5522 

2.5522 

0.5295 

0.5295 

1.1013 

1.0543 

2.3912 

2.3912 

0.5978 

0.5978 

1.0000 0.1829 0.9209 0.7609 1.1946 2.8837 0.7018 1.0814 3.5128 0.8782 

£ > e - 2 . 4 1 4 0 s 

1.6767s+l 
1.4368 

1.3256 

0.1273 

0.1380 

0.9209 

0.9209 

0.7609 

0.7609 

0.8314 

0.9012 

2.8837 

2.8837 

0.7018 

0.7018 

0.7527 

0.8158 

3.5128 

3.5128 

0.8782 

0.8782 

1.0000 0.4016 11.2087 0.2408 0.6506 7.3512 1.3078 0.6494 12.9128 3.2282 

_ " > „ - l l . 2988s 

K 
I X

 1.7018s+l 

1.4279 

1.0695 

0.2813 

0.3755 

11.2087 

11.2087 

0.2408 

0.2408 

0.4556 

0.6083 

7.3512 

7.3512 

1.3078 

1.3078 

0.6834 

0.6072 

12.9128 

12.9128 

3.2282 

3.2282 

Tabela 5.5: Resultados de projeto do controlador PID para o processo de fase nao-minima. 
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-
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if 
If 

-
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Figura 5.9: Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 3° linha da Tabela 5.4: 

(—) otimo-simetrico, ( ) IMC e (—) Ziegler-Nichols. 

2 ,  ,  ,  1  r—— , j , —— r 

„0 5'
 1 1 1

 • '
 1 L

—
 1 1 1

 ' 
0 20  40 60  80 100 120 140 160 180  200 

Tempo [s]  

Figura 5.10: Resposta ao degrau para usando controladores PI e modelo da 6 a linha da Tabela 5.4: 

( - ) otimo-simetrico, ( — ) IMC e (—) Ziegler-Nichols. 
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Figura 5.11: Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 7" l inha da Tabela 5.4: 

(—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols. 

Figura 5.12: Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 3° l inha da Tabela 

5.5: ( - ) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (-•) Ziegler-Nichols. 
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5.3.3 Efeitos do Ruido 

Nesta segao, sao avaliados os controladores calculados para os modelos do processo obtidos levando-

se em conta o efeito do ruido. Os parametros obtidos sao apresentados nas Tab. 5.6 e 5.7, para os 

controladores P I e P I D , respectivamente. 

Para os controladores P I , os resultados praticamente nao diferem entre si para cada modelo. 

Algumas curvas sao mostradas nas fig. de 5.14 a 5.16. E m geral, o projeto via I M C se mostrou o 

mais adequado para os casos analizados. Para o caso do controlador P I D , as respostas ao degrau 

da malha feehada tambem sao parecidas em relagao aos modelos utilizados, porem o metodo de 

Ziegler-Nichols levou a malhas fechadas instaveis, nos casos em que o atraso de transporte e bastante 

superior a constante de tempo do modelo (linhas 7, 8 e 9 da Tab. 5.7). 

Ot imo Simetrico I M C Ziegler Nichols 

Modelos k Kp T- Kp Ti Kp 

0.9972 3.6340 0.2512 0.5014 0.1010 6.4502 0.3109 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
" e - 0 . 1 0 1 s 

0.9927s+l 
1.2098 

0.9997 

2.9954 

3.6249 

0.2512 

0.2512 

0.4133 

0.5002 

0.1010 

0.1010 

5.3167 

6.4341 

0.3109 

0.3109 

0.9975 0.0015 0.0026 0.5013 1.0010 0.9058 2.4794 

K*™1' 1.1943 0.0012 0.0026 0.4187 1.0010 0.7566 2.4794 
0.9991s+l 

0.9998 0.0015 0.0026 0.5001 1.0010 0.9037 2.4794 

0.9974 0.3708 7.8559 0.5013 9.9940 0.4174 17.5584 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ r S E i L 2 9 0 0 °-2867 7- 8 5 5 9 °-3876 9- 9 9 4 0 °-4123 1 7- 5 5 8 4 

1.0005 0.3697 7.8559 0.4998 9.9940 0.4161 17.5584 

Tabela 5.6: Resultados de projeto do controlador P I para o processo com ruido de medicao. 
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Figura 5.13: Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 6 a l inha da Tabela 

5.5: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols. 

Modelos K 

Otimo Simetrico I M C Ziegler Nichols 

Ti T, d Td T. T, d 

K 
e - 0 . 1 0 1 s 

0.9927s+l 

0.9972 3.5003 0.2037 0.0338 10.3577 1.0432 

1.2098 2.8852 0.2037 0.0338 8.5375 1.0432 

0.9997 3.4916 0.2037 0.0338 10.3318 1.0432 

0.0481 9.6753 

0.0481 7.9751 

0.0481 9.6511 

0.1943 0.0486 

0.1943 0.0486 

0.1943 0.0486 

K 
e - 1 . 0 0 1 s 

0.9991s+l 

0.9975 0.0610 0.1168 1.5569 1.5019 1.4996 

1.1943 0.0509 0.1168 1.5569 1.2544 1.4996 

0.9998 0.0608 0.1168 1.5569 1.4984 1.4996 

0.3335 1.3587 1.5496 0.3874 

0.3335 1.1348 1.5496 0.3874 

0.3335 1.3556 1.5496 0.3874 

K 
e - 9 . 9 9 4 s 

1.0063S+1 

0.9974 0.4228 10.5889 0.3469 0.6023 6.0033 

1.2900 0.3269 10.5889 0.3469 0.4657 6.0033 

1.0005 0.4215 10.5889 0.3469 0.6004 6.0033 

0.8376 0.6260 10.9740 2.7435 

0.8376 0.6185 10.9740 2.7435 

0.8376 0.6241 10.9740 2.7435 

Tabela 5.7: Resultados de projeto do controlador P ID para o processo com ruido de medicao. 
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Figura 5.14: Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da l a l inha da Tabela 5.6: 
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Figura 5.15: Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 5 a l inha da Tabela 5.6: 

( - ) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols. 
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Figura 5.16: Resposta ao degrau para usando controladores P I e modelo da 9 a l inha da Tabela 5.6: 

(—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols. 
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Figura 5.17: Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da l a l inha da Tabela 

5.7: ( - ) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (-•) Ziegler-Nichols. 
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Figura 5.18: Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 4 Q l inha da Tabela 

5.7: (—) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (—) Ziegler-Nichols. 
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Figura 5.19: Resposta ao degrau para usando controladores P I D e modelo da 8 a l inha da Tabela 

5.7: ( - ) otimo-simetrico, ( — ) I M C e (-•) Ziegler-Nichols. 
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5.4 Conchisoes 

Neste capitulo, foram apresentadas aplicagoes dos modelos obtidos no capitulo anterior com ex-

perimentos com rele, na sintonia de controladores P I e P I D . Foram utilizadas tecnicas bastante 

conhecidas na l i teratura para o calculo dos parametros do controlador, baseadas em modelos de 

primeira ordem com atraso de transporte. Para a tecnica de sintonia baseada no otimo-simetrico, 

u m novo enfoque na escolha do parametro que define a largura de faixa do sistema foi apresentado 

e discutido. 

Os resultados gerais foram satisfatorios, o que confirma as boas caracteristicas da tecnica de 

modelagem apresentada no capitulo anterior. Dependendo do modelo obtido, e da dinamica nao 

modelada, alguns controladores calculados levaram a malhas fechadas oscilatorias, nao havendo u m 

metodo que se destacasse em todos os casos. E importante ressaltar, no entanto, que o metodo otimo 

simetrico foi o que apresentou os resultados mais regulares, para a grande maioria dos processos. 

Embora a resposta ao degrau em malha feehada usando o controlador projetado segundo este me-

todo seja urn tanto oscilatoria, ha uma certa regularidade em relacao ao sobresinal observado. A lem 

disso, conforme observado ao longo do texto, esta caracteristica pode ser melhorada usando filtros 

no sinal de referenda, ou usando controladores com dois graus de liberdade. Por sua vez, embora os 

controladores projetados pelo popular metodo I M C tenham apresentado excelentes resultados em 

certos casos, em outras situacpes os resultados foram pouco satisfatorios. Para controladores pro-

jetados pelo metodo de Ziegler-Nichols, alem da nao regularidade dos resultados. foram observados 

ainda casos de instabilidade para controladores P I D , quando o atraso de transporte do modelo e 

muito superior a sua constante de tempo. Tal fato reforca a ideia geral de que e di f ic i l o ajuste da 

agao derivativa em processos com atraso dominante. 



Capitulo 6 

Sintonia Iterativa de Controladores P I e 

PID 

6.1 Introdugao 

A sintonia de controladores P I e P I D baseada em especificagoes nas margens de ganho e de fase tern 

sido recentemente estudada em Ho, L i m e X u 1998, Ho, Hang e Zhou 1997, Ho, Hang e Cao 1995, 

Crowe e Johnson 2002, e nas referencias neles citadas. Nestas referencias, em particular, assume-se 

que o processo e de primeira ordem com atraso de transporte, o que pode nao ser representativo 

para processos industrials tipicos, conforme apontado por Astrom e Hagglund 1995. Os parametros 

do controlador sao calculados resolvendo-se u m conjunto de equacoes nao lineares, e uma solugao 

analitica e obtida usando aproximagoes. 

E m Astrom e Hagglund 1995, mostrou-se que, com a informagao de u m linico ponto da resposta 

em freqiiencia do processo, e possivel projetar u m controlador P I D baseado em especificagoes de 

margens de ganho e de fase. No entanto, esta nao e uma solugao exata, uma vez que o ponto 

identificado (ponto critico, neste caso) e movido para outra posigao, onde espera-se que a Fungao 

de Malha resultante possua margens de ganho e de fase proximas das desejadas. E m Tan et al. 

1999, uma solugao exata e obtida a partir de uma abordagem grafica, mas e necessario conhecer 

com precisao a resposta em freqiiencia do processo. 

Apresenta-se neste capitulo um metodo iterativo para sintonia de controladores P I e P I D para 

atender a especificagoes de margens de ganho e de fase em u m sistema em malha feehada. 0 

problema nao-linear e resolvido de maneira iterativa usando dois testes com o rele a cada iteragao. 

A vantagem, neste caso, e nao requerer nenhuma hipotese sobre o modelo do processo, bem como o 

conhecimento de sua resposta em freqiiencia, alem de ser um procedimento realizado sem a remogao 

do controlador, evitando interrupgSes da agao de controle. 

Sao apresentados resultados de simulagao para um sistema de quarta ordem, para o qual sao 

avaliados o comportamento do algoritmo durante as iteragoes, bem como a solugao encontrada. 

E m seguida, o metodo e aplicado a u m sistema de tratamento de efluentes, por meio de simulagao. 

80 
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Finalmente, resultados experimentais obtidos corn u m trocador de calor em escala de laboratorio e 

u m sistema de caraeterizagao de sensores de oxido de vanadio ( V 0 2 ) sao apresentados. 

6.2 Convengoes e Definigoes 

O sistema em malha feehada mostrado na Figura 2.1 e considerado neste capitulo. Para os propositos 

deste trabalho, a fungao de transferencia do processo, dada por G(s), e estavel por hipotese, e sua 

resposta em freqiiencia nao e necessariamente conhecida. 0 controlador P I D e dado por 

C(s) = Kp(l + ± + Tds^ = Kp* + l f t + *lT* t ( 6 J ) 

em que Kp, Tt e Td sao os parametros do controlador. Para um controlador P I , tem-se que Td = 0. 

A margem de ganho (GM) e a margem de fase (PM) sao medidas da estabilidade relativa de 

u m sistema em malha feehada, e sao defmidas como 

= Tfy.—rr , para uc t a l que ZL (jtoc)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = —  TT , (6.2) 

e 

PM = rr + Z L (jujg) , para UJ C t a l que \L {ju>g)\ = 1 . (6.3) 

Como L (s) = G (s) C (s) e estavel, o sistema em malha feehada sera estavel se 

GM > 1 e PM > 0° . (6.4) 

Note que G M representa a quantidade maxima de que se pode aumentar o ganho da Fungao de 

Malha, antes que o sistema em malha feehada fique instavel. De maneira similar, P M representa a 

maxima quantidade de atraso de fase que pode ser adicionada a L (ju) em u>g, antes de tornar o 

sistema em malha feehada instavel. Escolhas tipicas para G M estao na faixa de 2 a 3, e, para P M , na 

faixa de 30° a 60°, dependendo das caracteristicas da dinamica do processo. Deve-se ressaltar ainda 

que existem casos em que L (s) possui mais de uma freqiiencia que satisfaz a Eq. 6.2 ou a Eq. 6.3. 

Assim, ocorrem multiplos cruzamentos com o ganho unitario e/ou com o semi-eixo real negativo, 

na curva de Nyquist. Nessas situagoes, o sistema em malha feehada e estavel para u m intervalo de 

ganho e/ou fase. Tais sistemas sao denominados sistemas condicionalmente estdveis [Ogata 1993], 

e sua estabilidade relativa e geralmente avaliada a part ir do pior caso (frequencias mais baixas) 

dentre as solugoes das Eq. (6.2) e (6.3). 

6.3 Estimagao Usando o Rele 

Nesta segao serao apresentadas as tecnicas de estimagao da margem de ganho e da margem de fase, 

usando experimentos com rele na malha de controle para obter as estimativas. Os valores obtidos 

serao utilizados no projeto iterativo do controlador. 
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6.3.1 Estimagao da Margem de Ganho 

O metodo do rele aplicado a um sistema em malha feehada e mostrado na Figura 6.1. Pode se 

mostrar (ver Sehei 1994) que o ciclo l imite ocorre na freqiiencia critica da Fungao de Malha, de 

modo que 

KT 
L(juc) = G(juc)C(juc)^ 

1 + KJ ' 

com 

Ad 5 

(6.5) 

(6.6) 

e aci e a amplitude da oscilagao na saida do processo em malha feehada. Daqui em diante, este 

metodo e referenciado como Metodo do Rele na Malha Feehada. 

M a l h a F e e h a d a 

- i K > * c ( s ) G(s) 

Figura 6.1: Metodo do rele na malha feehada. 

Uma estimativa da margem de ganho do sistema em malha feehada mostrado na Figura 2.1 e 

entao obtida com o metodo do rele na malha feehada, e calculada como 

GM = 
1 + KT 

KT 

Ad 
+ 1 , (6.7) 

e a estimativa da freqiiencia critica, cDc, e obtida a part ir da freqiiencia da oscilagao na saida da 

malha feehada. 

6.3.2 Estimacao da Margem de Fase 

Para estimar a margem de fase do sistema em malha feehada mostrado na Figura 2.1, e necessario 

obter o atraso de fase de L (ju) na freqiiencia de cruzamento do ganho, u)g. Isto pode ser conseguido 

usando o metodo do rele para estimagao da Fungao de Malha, apresentado na segao 2.7.2, com r = 1. 

A part i r do ciclo l imi te obtido. medem-se a freqiiencia de oscilagao e o angulo de fase dos primeiros 

harmonicos da entrada para a saida de L (s), ou estima-se o angulo de fase usando a D F T dos sinais 

de entrada e saida. 

A estimativa da margem de fase do sistema em malha feehada mostrado na Figura 2.1 e entao 

obtida a part ir de 

PM = w + ZL ( e^ 9 ) (6.8) 

Para o caso de sinais com ruido, recomenda-se usar 3 ou mais periodos de oscilagao para calcular 

a estimativa, de modo a minimizar o efeito do ruido de medigao. 
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6.4 Sintonia do Controlador 

Nesta segao, o problema de projeto de controladores P I ou P I D baseado em especificagoes de 

margens de ganho e de fase e apresentado. A solugao e baseada em experimentos com rele para 

estimacao das margens de estabilidade do sistema de controle, e o procedimento e executado sem a 

remogao do controlador, o que e bastante apropriado para aplicaeoes industrials. 

6.4.1 Problema de Projeto 

Considere o sistema em malha feehada mostrado na Figura 2.1 e as especificagoes de margens de 

ganho e de fase dadas por Am > 1 e 4>m > 0°, respectivamente. Para atender a tais especificagoes, 

os parametros do controlador devem satisfazer o seguinte conjunto de equagoes: 

ZG {jujc) C (jooc) = - ? r , (6.9) 

\G(juc)C(juc)\ = ~ , (6.10) 

\G(jug)C(jug)\ = 1 , (6.11) 

ZG(jug)C(ju9) = -7r + cf>m. (6.12) 

O problema de projeto e entao encontrar u m controlador C(s) que seja solugao das equagoes de 

(6.9) a (6.12), o que nao e uma tarefa facil, dada a nao linearidade do problema. O procedimento 

apresentado em Tan et al. 1999 para calcular numericamente os parametros do controlador para 

ambos os tipos P I e P I D requer a resposta em freqiiencia do processo, G(ju). Alem disso, nao 

existe garantia previa de que ta l solugao exista, conforme observado pelos autores. 

Como alternativa, apresenta-se neste capitulo u m algoritmo iterativo que requer apenas a esti-

magao das freqiiencias uic e uig e as margens de ganho e de fase a cada iteragao. Note-se que tais 

freqiiencias sao solugoes das equagoes (6.9) e (6.11), e as estimativas podem ser obtidas usando os 

experimentos com rele apresentados anteriormente. 

6.4.2 Controlador P I 

Para u m controlador P I (Td — 0 na Eq. (6.1)), o conjunto de equagoes (6.9)-(6.12) deve ser resolvido 

para Kp, Ti, uc e u)g, ou seja, u m problema com quatro incognitas e quatro equagoes. A solugao 

iterativa e obtida projetando-se o controlador para satisfazer uma especificagao de eada vez, ou seja: 

1. Eq. (6.9): resolve-se para UJ C e calcula-se a margem de ganho atual , GM; 

2. Eq. (6.10): calcula-se C (s) de modo a satisfazer Am em uc; 

3. Eq. (6.11): resolve-se para u>9 e calcula-se a margem de fase atual , P M ; 

4. Eq. (6.12): calcula-se C (s) de modo a satisfazer (j)m em ug; 



CapitulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6. Sintonia Iterativa de Controladores PI e PID zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA84 

As iteragoes sao repetidas ate que algum criterio de eonvergencia seja satisfeito. Note-se ainda 

que [u>c, GM] e [ug, PM) podem ser obtidos a part ir de estimativas usando experimentos com rele. 

As solugoes das Eq. (6.9) e (6.11) para o caso do controlador P I , a part i r de [uci GM] e [ug, PM], 

sao apresentadas na forma de lemas, introduzidos em seguida. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 6.1 Considere urn sistema em malha feehada cuja Fungao de Malha e ' L ^ (s) = G (s) C^ (s), 

na qual C^ (s) e um controlador PI dado por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(0) 

Assuma que GM = 1/ (juic)\ com Z L ^ (jtoc) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATT. Entao, para satisfazer a uma especificagdo 

de margem de ganho, Am, o controlador deve ser substituido por 

s 

com 
GM 

(6.13) K-U) = y ( Q ) G M 

P P A 

Demonstragao . Devido a forma do controlador (Eq. (6.1)), e necessario e suficiente apenas 

modificar o ganho proporcional para solugao do problema de projeto, dado pela equagao (6.10). E m 

u)c, tem-se que 

\ L { 0 ) (jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA"c)\ = \G(juc)\ |C<°> (juc)\ = I<P \G(ju>e 

(0) 1 

GM 

Aplicando C^ (s) a malha feehada, como apenas o ganho e modificado, tem-se que em u>c 

\L™ ( j w c ) | = \G (juc)\ \C™ (juc)\ = \G {juc)\ 

GM 

A ' p 

(0) 

L e m a 6.2 Considere um sistema em malha feehada cuja Fungao de Malha e (s) = G (s) C^ (s), 

na qual C<0> (s) e um controlador PI dado por 

Assuma que PM = TT + ZV® {jiog) com {ju>g)\ — 1. Entao, existe um controlador PI que 

satisfaz a uma dada especificagdo de margem de fase, 4>m, dado por 

s 
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com 

T 

t a n - P M + t a n - 1 ( u O f } 

LOr, 
e KP = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i/if) +«% 
(6.14) 

5e e somente se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PM-<f>m-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TV/2 < ZCm (jujg) <PM- (6.15) 

Demonstragao . Para obter os parametros do controlador, e necessario determinar e 

tais que a equagao (6.12) seja satisfeita. Assim, tem-se que, em ug 

ZG (jujg) C ( 0 ) (jug) = -TT + PM => AG (jug) = - Z C ( 0 ) CM,) - TT + P M . 

Apos o projeto, deve-se ter em ug 

ZG ( j U g ) C ( l ) (jUJg) = - T T + <f>m ZG (JUJg) = ~ ZC^ (jUg) ~ TT + ^ . 

Igualhando-se as expressoes anteriores, 

Z C ( 1 ) (M) = Z C ( 0 ) (M) + <^m - P M . 

Para u m controlador P I tem-se que ZC (ju>) = —7r + t a n - 1 (u;Ti), entao 

- T T + t a n " 1 ( u > 9 l f ^ = - T T + t a n " 1 ( w 5 2 ] ( 0 ) ) + cpm - P M , 

de modo que 

(i) _ 
tan t a n " 1 [oJgTP) +<Pm-PM 

LOr, 

E necessario agora ajustar o ganho proporcional para que a Eq. (6.11) continue sendo satisfeita. 

Assim, 

\G(jug)C^ (jug)\ = \G(ju9)C^ (jUg)\ = 1 , 

de modo que 

l/Tl 
(o) 

out 
= J < ( 1 ) 

1 / I t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(1) 

|c<°> 0^)1 = 1 ^ ( ^ ) 1 ^ ^ ° ) 

e finalmente, 

v/(i /^ 0 ) ) 2 +^ 

i / i f ) 2 + ^ 

A validade destas expressoes e limitada pelas quantidades maxima e minima de fase que o 

controlador pode fornecer. Para este caso, a fase do controlador P I varia de —7r/2 a 0. Assim, em 

ug deve-se ter 

- T T / 2 < Z C ( 1 ) (jug) < 0 . 
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Como 

tem-se que 

Z C « (jug) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ZC<°> (jug) + <Pm -PM, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-TT/2 < Z C ( 0 ) (jug) + $m - PM < 0 

-7r/2 + P M - 0 m < Z C ( 0 ) (jug) < PM - 4>m . 

Este u l t imo resultado indiea que, dependendo da diferenca entre a margem de fase atual e a 

desejada, pode nao haver uma solugao, devido ao l imite de contribuigao de fase do controlador. O 

algoritmo iterativo para o caso do controlador P I e apresentado em seguida, e u m sobrescrito k 

denota a iteragao atual. 

1. Condigoes I n i c i a i s : Inicie o procedimento com u m controlador C ( 0 ) ( s ) , com Kp0) e 

(neste passo, assume-se que o sistema de controle esta em operagao e k = 0); 

2. E s t i m a g a o d a M a r g e m de G a n h o : Use o metodo do rele na malha feehada para obter 

uma estimativa da freqiiencia critica, e da margem de ganho, GM^h\ 

3. l o Teste de P a r a d a : Se G M « -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ar. < €\ e esta nao e a primeira iteragao (k •=/=• 0), pare 

o procedimento e faga C(s) = C^(s). Caso contrario, continue o procedimento. 

4. P r o j e t o do Contro lador baseado n a M a r g e m de G a n h o : Com a estimativa da margem 

de ganho atual , GM^k\ calcule o novo ganho proporcional do controlador, Kpk+1\ a part ir da 

Eq. (6.13), e o seguinte controlador intermediario e obtido 

C(*+D ( s ) = #<*+!> (i+iZS 

5. Es t imagao d a M a r g e m de F a s e : Use o metodo do rele para estimagao da Fungao de Malha 

com r = 1, e obtenha as estimativas UĴ  e PM^k\ 
9 

6. 2o Teste de P a r a d a : Se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< £2, pare o procedimento e faga C(s) — C7^ fe+1)(s) 

Caso contrario, continue o procedimento. 

7. P r o j e t o do Contro lador baseado n a M a r g e m de F a s e : Com a estimativa da margem 

(fc) 
de fase atual , PM , calcule os novos parar 

Eq. (6.14), obtendo o seguinte controlador, 

de fase atual , P M c a l c u l e os novos parametros do controlador, Kpk+l^ e TJ;k+1\ a part i r da 

C ^ (s) = ^S + 1/Tik+1) 

Se, de acordo com o Lema 6.2, nao existir u m controlador que satisfaga a especificagao 4>m, o 

procedimento deve ser interrompido e o controlador inic ial , ou u m dos controladores obtidos 

em passos anteriores deve ser restaurado, pois uma solugao nao foi encontrada. 
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8.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Passo de retorno: IncrementezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k e retorne ao passo 2. 

Nos passos 3 e 6, considera-se que et e e2 sao tolerancias definidas de acordo com o grau de 

precisao desejado. Note que, na convergencia, ambas as especificagoes Am e 4>m serao satisfeitas, a 

menos que uma solugao nao seja encontrada no passo 7 do algoritmo, violando a Eq. (6.15). 

6.4.3 Controlador PID 

Para o controlador P I D dado pela Eq. (6.1), o conjunto de equagoes deve ser resolvido para Kp, Tu 

Td,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UJ C e ug, em u m to ta l de cinco incognitas e quatro equagoes. Portanto, outra equagao deve ser 

introduzida para que u m niimero finito de solugoes seja obtido. Conforme observado em Astrom e 

Hagglund 1995, u m procedimento tipico e especificar uma relagao entre os parametros T{ e Td, de 

modo que 

Td = aTi. (6.16) 

Esta equagao define uma relagao entre os zeros do controlador P I D , conforme mostrado a seguir. 

Considere a Eq. (6.1), reescrita na seguinte forma, 

C (s) = Kp
S + 1 / T i + s 2 T d = KpTd

{s + Z l ) i s + Z 2 ) , (6.17) 
s s 

em que z\ de z<i podem ser calculados como 

Zl'2 ~~ 2Td ~ 2Td 

Logo, para a eseolha tipica a = 0.25 (ver Astrom e Hagglund 1995,Ziegler e Nichols 1942), 

tem-se que zx = z2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — —l/2Td, ou seja, zeros reais e iguais. Se a > 0.25, o controlador apresenta 

zeros complexos, e se a < 0.25, o controlador apresenta zeros reais e distintos. Se o controlador 

estiver na estrutura serie como na Eq. (6.17), apenas valores de a menores ou iguais a 0.25 sao 

admissiveis. Alem disso, a influencia da relagao Td/Ti na solugao final do projeto nao e t r i v i a l . Tal 

fato pode ser observado no exemplo a seguir. 

E x e m p l o 6.3 Considere o processo 

G(s) = 
> + l ) 4 ' 

e o controlador PID dado pela Eg. (6.1). Assuma as especificagoes Am = 3.5 e<pm = 60°. Variando-

se o valor de a de 0.05 a 5.00 para as mesmas especificagoes, diferentes controladores, com diferentes 

caracteristicas, sao obtidos usando o algoritmo apresentado mais adiante, levando-se em conta a 

relagao (6.16). Na fig. 6.2, observa-se a variagao da freqiiencia critica, uu, e da freqiiencia de 

cruzamento com o ganho, ug, da Fungao de Malha obtida para cada controlador. Observa-se que, 

para a entre 0.05 e 0.10 existem duas solugoes de parametros para as mesmas especificagoes. Por 

exemplo, com a = 0.05, ambos os controladores PID 

„ , . , „ 1.5009s2 + s + 0.0333 o n c y ( 0 . 1 3 1 9 s 2 + s + 0.3791 
Ci (s) = 2.1177 e C2 (s) = 0.8054 , 
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levam a Fungdes de Malha que apresentam as especificagoes desejadas, porem com freqiiencias de 

cruzamento de ganho e de fase bastante distintas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - — — 1 1 1 1 1 - — — 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1  

Valor de a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

Valor de a. 

Figura 6.2: Variagao da freqiiencia critica e da freqiiencia do cruzamento do ganho com o a para o 

exemplo 6.3. 

Nota-se portanto que o valor de a tern uma relagao com as freqiiencias cog e uu para as mesmas 

especificagoes Am e <pm. No entanto, a influencia de a nestes valores nao e t r i v i a l , podendo inclusive 

implicar em multiplas solugdes. Desse modo, a escolha a = 0.25 se faz apenas por comodidade, 

bem como por permit ir solugoes para qualquer estrutura do controlador, conforme comentado an-

teriormente, alem de permit i r a obtengao de resultados sobre a estabilidade da malha feehada, o 

que sera discutido mais adiante. 

A solugao iterativa e obtida do mesmo modo que para o caso do controlador P I , ou seja, 

projetando-se o controlador para satisfazer uma especificagao de cada vez: 

1. Eq. (6.9): resolve-se para OJ C e calcula-se a margem de ganho atual , GM] 

2. Eq. (6.10): calcula-se C (s) de modo a satisfazer Am em uc; 

3. Eq. (6.11): resolve-se para ug e calcula-se a margem de fase atual , PM; 

4. Eq. (6.12): calcula-se C (s) de modo a satisfazer <f>m em ug\ 

Similarmente, as iteragoes sao repetidas ate que algum criterio de convergencia seja satisfeito, 

e [uc, GM] e [ug, PM] podem ser obtidos a part ir de estimativas com experimentos com rele. As 
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solugoes das Eq. (6.9) e (6.11) para o caso do controlador P I D , a part i r de [ w C ) G M ] e [ug,PM], 

sao apresentadas na forma de lemas, introduzidos em seguida. Note-se que deve-se levar em conta 

a equagao (6.16) no calculo das constantes de tempo integral e derivativa, para que uma solugao 

unica seja obtida. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 6.4 Considere um sistema em malha feehada cuja Fungao de Malha e ' l ^ (s) = G (s) (s), 

na qual e um controlador PID dado por 

C<°> (s) = j ^ + V ^ + ^ f . 

p s 

Assuma que GM = 1 / |Z/°) (ju>c)\ com Z L ^ (juc) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -TT. Entao, para satisfazer a uma especificagdo 

de margem de ganho, Am, o controlador deve ser substituido por 

( s ) = K(i) 
s + l / 2 f > + s 2 2 f 

com zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Km  = xnGM . ( 6 J 8 ) 

Demonstragao . Similar ao Lema 6.1. • 

L e m a 6.5 Considere um sistema em malha feehada cuja Fungao de Malha e (s) = G (s) C^ (s), 

na qual C^ (s) e um controlador PID dado por 

ls + l/TP+s2Td
:o) 

(s) = l40)-
s 

Assuma que PM = w + Z L ^ ( j u ) g ) com {juig)\ = 1. Entao, existe um controlador PID que 

satisfaz a uma dada especificagdo de margem de fase, <j>m, dado por 

•>(!) A „2T(1) 
Q{1) (s\ = K ( D S + l / T i l ) + s 2 T d 

S 

com e obtidos a partir da unica solugao positiva do sistema 

1 = ^ , (6.19) 
T{1) Q 

d TP-ctTP = 0 , (6.20) 

com 

(3 = tan t a n " 1 [ " 9 )+4>m- PM (6.21' 

e ganho Kp1^ dado por 

l / 3 f o ) _ a T ( o , \ 3
 + w ? 

A ' «zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = i f f Y 7
2 , (6.22) 

'g^dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ) ' ~g 

se e somente se 

PM - 4>m - 7r/2 < ZC(0) (jug) < PM - d>m + r r /2 . (6.23 
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Demonstragao .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Para obter os parametros do controlador, e necessario determinar T ( 1 ) 

e tais que as equagoes (6,12) e (6.16) sejam satisfeitas. Assim, do mesmo modo que para o 

Lema 6.2, tem-se que, em u>g 

ZC^ (jUg) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ZC® (ju)g) + k-PM. 

Para u m controlador P I D , a fase e dada por 

ZC (ju) = -7r + t a n - 1 

entao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

UJ 

l/Ti - u2Td zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-TT + tan 
- l OJr. 

2/Tf -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W J ! Z f 
= — 7 T + tan 

- l L0 n 

, 1 / l f - u , | T f 
+ <pm- PM , 

de modo que 

= tan tan 
- i 

l/Tl (0) WO) 1+tm -PM 

9d 

de onde se verifica a Eq. (6.19). A Eq. (6.20) e obtida diretamente a part ir da equagao de projeto 

(6.16). Finalmente, ajustando-se o ganho proporcional para que 

\G(jU>g)CM C M ) | = \G(jUg)C^ (jUg)\ = 1 , 

tem-se a Eq. (6.22). A validade destas expressoes e l imitada pelas quantidades maxima e m i n i m a 

de fase que o controlador PID pode fornecer, variando de —TT/2 a ix/2. Assim, em u)g deve-se ter 

Como 

-TT/2 < Z C ( 1 ) (jcug) < -TT/2 

ZCW (jOJg) = ZCiQ) {jUJg) +<f>m-PM 

tem-se a expressao (6.23). • 

O algoritmo completo e apresentado em seguida, e u m sobrescritozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k denota a iteragao atual . 

1. Condigoes Inie ia is : Inicie o procedimento com um controlador C ^ ( s ) , com Kp°\ T-0^ e 

TJ°) (neste passo, assume-se que o sistema de controle esta em operagao e k = 0); 

2. Es t imagao da M a r g e m de G a n h o : Use o metodo do rele na malha feehada para obter 

uma estimativa da freqiiencia critica, Cjf\ e da margem de ganho, GM^k\ 

3. l o Teste de P a r a d a : Se G M ( k ) _ A < E\ e esta nao e a primeira iteragao (k ^ 0), pare 

o procedimento e faga C(s) = C ( f c ) ( s ) . Caso contrario, continue o procedimento. 



Capitulo 6. Sintonia Iterativa de Controladores P I e PID zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA91 

4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P r o j e t o do Contro lador baseado n a M a r g e m de G a n h o : Com a estimativa da margem 

de ganho atual ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GM^k\ calcule o ganho proporcional do controlador, K^+1\ a part i r da Eq. 

(6.18), e o seguinte controlador intermediario e obtido 

^} = | S + l l T i k ) + s 2 T d ] 

5. E s t i m a g a o d a M a r g e m de Fase : Use o metodo do rele para estimagao da Fungao de Malha 

com r = 1, e obtenha as estimativas co0
k^ e PM^k\ 

6. 2o Teste de P a r a d a : Se PMik) < 62, pare o procedimento e faga C(s) = &k+1\s). 

Caso contrario, continue o procedimento. 

7. P r o j e t o do Contro lador baseado n a M a r g e m de F a s e : Com a estimativa da margem 

de fase atual , PM^k\ calcule os novos parametros do controlador, Kph+1\ T^k+1^ e T^k+1\ 

resolvendo o sistema de equagoes de (6.19) a (6.22), obtendo o seguinte controlador, 

Se, de acordo com o Lema 6.5, nao existir um controlador que satisfaga a especificagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (fim, 

o procedimento deve ser interrompido e o controlador inic ial deve ser restaurado, pois uma 

solugao nao foi encontrada. 

8. Passo de retorno : IncrementezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k e retorne ao passo 2. 

Novamente, nos passos 3 e 6, considera-se que c\  e e 2 sao pequenas tolerancias definidas de 

acordo com o grau de precisao desejado, e, na convergencia, ambas as especificagoes Am e <f>m serao 

satisfeitas. Isto ocorre porque ao verificar se uma das especificagoes satisfaz a tolerancia desejada 

(passos 3 ou 6), uma vez que o controlador tenha sido reprojetado para a outra especificagao em 

u m passo anterior (passos 4 ou 7), assume-se que a mesma seja satisfeita. Quando uma solugao nao 

e encontrada no passo 7 do algoritmo, violando a Eq. (6.23), entao assume-se que a solugao nao 

existe. 

6.5 Analise de Estabilidade 

A utilizagao dos algoritmos propostos para sintonia de controladores industrials possui como p r i n -

cipal atrativo a nao necessidade de se conhecer a fungao de transferencia do processo. No entanto, 

e desejavel tambem garantir que o projeto dos controladores nas diversas iteragoes leve sempre a 

malhas fechadas estaveis. Uma discussao sobre a estabilidade dos controladores a cada iteragao e 

apresentada nesta segao. 

Nos algoritmos propostos, parte-se sempre de um controlador inicial t a l que a malha feehada 

e estavel por hipotese. Se u m controlador que satisfaz as especificagoes e encontrado, este e feito 
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o novo controlador, caso contrario, os parametros iniciais sao restaurados. No entanto, para se 

chegar ao controlador final, sao necessarios tantos parametros intermediarios quantas iteragoes forem 

necessarias. Note que os parametros sao sempre alterados nos passos 4 e 7 de ambos os algoritmos. 

Fazendo-se algumas hipoteses sobre o processo, e possivel mostrar que o algoritmo sempre leva a 

malhas fechadas estaveis ao longo das iteracoes. Para se chegar ao resultado desejado, o reprojeto 

do controlador de acordo com os Lemas 6.1, 6.4, 6.2 e 6.5 sera analisado inicialmente. 0 objetivo e 

mostrar que. para u m mesmo conjunto de hipoteses, o reprojeto do controlador leva sempre a um 

novo controlador que, alem de satisfazer a uma das especificagoes, estabiliza a malha feehada. Tal 

fato e apresentado nas duas proposigbes seguintes. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Proposigao 6.6 Considere um processo representado por G (s) realimentado por um controlador 

P I ou PID, conforme ilustrado na Fig. 2.1, tal que a malha feehada, T{s), e estdvel. Assuma que 

a fungao de transferencia G (s) satisfaz as seguintes hipoteses: 

1. G (s) e estdvel; 

2. G (jus) nao possui picas ressonantes; 

3. \G (ju))\ e monotonicamente decrescente para todo 0 < u> < oo, para o caso PI, e monotoni-

camente decrescente com pelo menos —20dB de inclinagao, para o caso PID. 

Entao, o reprojeto do controlador P I ou PID de acordo com os Lemas 6.1 e 6.4 leva a uma malha 

feehada estdvel. Alem disso, a Fungao de Malha obtida permanece estdvel, sem picos ressonantes e 

com magnitude monotonicamente decrescente. 

Demonstragao . E suficiente mostrar que a nova fungao de malha satisfaz as condigoes de 

estabilidade na Eq. (6.4). Das hipoteses sobre G (s) e da fungoes de transferencia dos controladores 

P I e P I D , tem-se que, para quaisquer parametros de controlador, L (s) e estavel, e L (ju) nao possui 

picos ressonantes e possui magnitude monotonicamente decrescente para todo 0 < to < 00. Como 

T (s) e estavel, entao L (s) possui margem de ganho maior do que a unidade e margem de fase 

positiva. De acordo com os Lemas 6.1 e 6.4, apos o ajuste do controlador, \L (jtoc)\ = 1/Am < 1. Se 

0 sistema nao e condicionalmente estavel, entao a freqiiencia de cruzamento do ganho e menor do 

que a freqiiencia critica, e, conseqiientemente, Z.L (jug) e menor que 180°, de modo que a margem 

de fase e positiva, e a nova malha feehada, (s), e estavel. Se L (jcu) e condicionalmente estavel, 

entao 0 pior caso e considerado, ou seja, a margem de ganho e calculada para a menor freqiiencia 

critica. Assim, garante-se que, apos o reprojeto, as intersecgoes com 0 semi-eixo real negativo 

ocorrem para valores a part i r do ponto —1 para sua direita, nao havendo portanto circulagoes do 

mesmo pela curva de Nyquist de L (ju), garantindo estabilidade da malha feehada. • 

Proposigao 6.7 Considere um processo representado por G (s) realimentado por um controlador 

P I ou PID, conforme ilustrado na fig. 2.1, tal que a malha feehada, T(s), e estdvel. Assuma que a 

fungao de transferencia G (s) satisfaz as seguintes hipoteses: 
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1. G{s) e estdvel; 

2. G (ju) nao possui picos ressonantes; 

3. \G(ju)\ e monotonicamente decrescente para todo 0 < u < oo, para o caso PI, e monotoni-

camente decrescente com pelo menos -20dB de inclinagao, para o caso PID. 

Entao, o reprojeto do controlador P I ou PID de acordo com os Lemas 6.2 e 6.5 leva a uma malha 

feehada estdvel. Alem disso, a Fungao de Malha obtida permanece estdvel, sem picos ressonantes e 

com magnitude monotonicamente decrescente. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Demonstragao . Do mesmo modo, e suficiente mostrar que a nova fungao de malha satisfaz as 

condigoes de estabilidade na Eq. (6.4). Das hipoteses sobre G (s) e da fungoes de transferencia dos 

controladores P I e P I D , tem-se novamente que, para quaisquer parametros de controlador, L (s) 

e estavel, e L (ju) nao possui picos ressonantes e possui magnitude monotonicamente decrescente 

para todo 0 < u < oo, e, como T (s) e estavel, entao L (s) possui margem de ganho maior do 

que a unidade e margem de fase positiva. De acordo com os Lemas 6.2 e 6.5, apos o ajuste do 

controlador, ZL(jug) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT = <j>m > 0. Como \L(ju)\ e decrescente e nao ha picos ressonantes, 

ug < uc =^ \L(jug)\ = 1 > \L(juc)\, de modo que a nova margem de ganho e maior do que a 

unidade, e a malha feehada e estavel. Se, devido ao reprojeto, a nova Fungao de Malha apresentar 

Z L (ju) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —TT para algum u < ug, o sistema torna-se condicionalmente estavel, havendo intersegoes 

da curva de Nyquist de L (ju) com o semi-eixo real negativo a esquerda do ponto — 1 . No entanto, 

por continuidade da fase de L (ju), a curva de Nyquist de L (ju) nao circula o ponto — 1 , de modo 

que a malha feehada continua estavel. • 

E x e m p l o 6.8 Considere um processo G (s) dado por 

1 
G(s) = 

(s + 0.1) (s + l)(s2 + 0.1a + 1) ' 

e um controlador PI, dado pela Eq. (6.1) comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T4 = 0. As especificagoes para este exemplo sao 

Am = 4.857 e 4>m = 60°. AdmitazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  controlador inicial com Kp = 0.0525 e Ti = 1, ou seja, 

C ( 0 ) (s) = 0 . 0 5 2 5 ^ - i i . 
s 

As margens de estabilidade de L ^ (s) = C^ (s) G (s) sao dadas por 

GM{0) = 4.857 e P M ( 0 ) = 22.632° , 

indicadas na fig. 6.3, e, conseqiientemente, a malha feehada e estdvel. Note a presenga de um 

pico ressonante em uma freqiiencia superior a freqiiencia critica de L ^ (ju). Considere agora 

0  algoritmo para sintonia do controlador PI. Como no passo 4, G M ' 0 ' = Am = 4.857, entao 

Kp^ = Kp°\ de modo que antes do passo 7 tem-se 0  mesmo controlador inicial, C^ (s) = C'° ' (0). 

O novo controlador e obtido no passo 7, resolvendo-se a Eq. (6.14), de modo que 

C"> ( , ) = 0.1835 s + " 8 8 3 . 
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Para a Fungao de Malha correspondente a este controlador, embora a margem de fase seja positiva 

(PM™ = 60.000°;, tem-se GM™ = 0.9983 < 1, conforme se observa na fig. 6.3. Logo, a malha 

feehada correspondente sera instavel. Do diagrama de Nyquist na fig. 6.4, vise que ocorre uma 

circulagdo do ponto — 1 + jO devido ao pico ressonante, e a forma de AC (s) = C^ (s) /C^ (s) 

(fig- 6.5). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Diagrama de Bode 

Gm { 0 ) = 4.86 (0707 rad/s), Pm ( 0 ) = 22.6° (0.225 rad/s) e Gm ( 1 ) = 0.998 (0.945 rad/s), Pm ( , ) = 60.0° (0.225 rad/s) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura 6.3: Margens de ganho e de fase de L<°> (s) = C<® (s) G (s) ( — ) e (s) = C^ (s) G (s) 

( - )• 

Com base nas duas proposigoes anteriores, e possivel agora mostrar que ambos os algoritmos 

de sintonia levam a malhas fechadas estaveis durante as iteragoes. E m ambos os easos, a malha 

feehada permance estavel ate que uma solugao seja obtida, ou que seja impossivel ealcular uma 

solugao, de acordo com os Lemas 6.2 ou 6.5. 

Proposigao 6.9 Os algoritmos para sintonia de controladores P I e PID baseados em especificagoes 

de margens de ganho e de fase apresentam malhas fechadas estaveis durante as iteragoes se 0  

processo e tal que sua fungao de transferencia, G (s), satisfaz as seguintes hipoteses: 

1. G(s) e estdvel; 

2. G (ju) nao possui picos ressonantes; 

3. \G(ju)\ 6 monotonicamente decrescente, para 0  caso PI, e monotonicamente decrescente com 

pelo menos —20dB de inclinagao, para 0  caso PID. 
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Diagrama de Nyquist 

1 -

Eixo Real 

Figura 6.4: Diagrama de Nyquist dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L<°> (s) = C<°> (s) G (s) (-) e ( s ) = (s) G (s) (- - ) . 

D e m o n s t r a g a o . De acordo com os algoritmos apresentados, o novo controlador e calculado a 

cada iteragao para satisfazer uma das especificagoes de cada vez, usando os lemas 6.1, 6.4, 6.2 e 

6.5. Pelas proposigoes 6.6 e 6.7, desde que G(s) satisfaga as hipoteses 1, 2 e 3, o novo controlador 

leva a uma malha feehada estavel. Alem disso, pelas fungoes de transferencia dos controladores P I 

e P I D , a Fungao de Malha mantem as mesmas caracterfsticas apos cada reprojeto, ou seja, L (s) 

permanece estavel, sem picos ressonantes e com magnitude monotonicamente decrescente. • 

6.6 Garantindo Estabilidade da Malha Feehada 

Na segao anterior, mostrou-se que para certas classes de FungSes de Malha os algoritmos propostos 

sempre apresentam malhas fechadas estaveis ao longo das iteragoes. Apesar de nao ser necessario 

conhecer G (ju>), e necessario, no entanto, fazer algumas hipoteses sobre seu comportamento, o que 

requer algum conhecimento a priori do processo, para que se tenha garantia de estabilidade durante 

as iteragoes do metodo. 

Tendo ta l fato em mente, apresenta-se nesta segao uma maneira de se avaliar a estabilidade do 

sistema, de modo a garantir que, ao aplicar o novo controlador, a malha feehada seja estavel. Com 

este resultado, e possivel aplicar os algoritmos sem nenhum conhecimento a priori sobre o processo, 

tendo a seguranga de saber se o novo controlador resulta em uma malha feehada estavel, antes de 

aplica-lo a malha feehada. Os resultados sao baseados na teoria de controle robusto, que pode se 

encontrada em diversos livros sobre o assunto (ver, por exemplo Doyle, Francis e Tannenbaum 1995 

e Zhou 1998). 
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Diagrama de Bode 
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Figura 6.5: Diagrama de Bode de AC (s) = (s)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA /C<°> (s). 

0 teorema do ganho pequeno [Zhou 1998] pode ser usado para obter eondicoes de robustez para 

sistemas lineares e invariantes no tempo. Tal teorema e apresentado em seguida, para analise da 

estabilidade do sistema em realimentagao mostrado na fig. 6.6. 

— ]-*(+)— • A(s) 

M ( s ) 

Figura 6.6: Sistema em realimentagao para o Teorema do Ganho Pequeno. 

T e o r e m a 6.10 (Teorema do Ganho Pequeno) Sob as hipoteses de que A(s) e M (s) no lago de 

realimentagdo da fig. 6.6 sao estaveis, a matrix de transferencia de malha feehada de ( u i , « 2 ) Vara zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 6 1, 6 2 ) e estdvel se a seguinte condigao de ganho pequeno e satisfeita: 

l|A0 'w )|| o o ||M0w )|| o o <l . 

Demonstragao . Ver em Zhou 1998. • 

Para a maioria das aplicagoes de controle robusto, A (s) e t ida como uma perturbaeao no modelo 

nominal do processo, l imitada em alguma norma. O objetivo aqui e considerar que A (s) e uma 

perturbacao no controlador atual , e assumir que existe uma informaeao precisa sobre o processo 

real. Deste modo, e possivel obter o seguinte resultado: 
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Proposieao 6.11 Considere os algoritmos de sintonia dos controladores P I e PID. Calculando 

AC (s) como sendo 

entao o novo controlador leva a uma malha feehada estdvel se 

\\S{k)(M\\ < „ A * „ , (6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.24) 

com 
. . AC (s)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1 , 

Dernonstragao. A aplicacao do novo controlador na malha feehada pode ser visualizada pelo 

diagrama de blocos mostrado na fig. 6.7, onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ T ^ 1 A / \ A C (s) - 1 

w 1 - A (s) w AC (s) 

+ 

V 

+ 

A(s) 

N 

1 

z ! 

i + 

6 -

(k) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C(s) 
(k) 

C(s) 

y 

- f — • 

AC(s) 

Figura 6.7: Diagrama em blocos da atualizacao do controlador, AC (s) = 1/ (1 — A (s)). 

Alem disso, 

A C (s) C{k) (s) = C { k + 1 ) (s) , 

de modo que a malha feehada mostrada na figura e aquela obtida com o novo controlador. Para se 

obter o resultado da proposigao, deve-se primeiramente reduzir o lago de realimentagao da fig. 6.7 

para a forma apresentada na fig. 6.6. Para tanto, deve-se isolar A (s) e calcular a fungao de 

transferencia da saida de A (s), v(t), para sua entrada, z(t). Da fig. 6.7, considerando yr = 0, 

tem-se que 

Y(s) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G (s) C « (s) Z (s) , 

Z (s) = V (s) + [-Y (s)} , 

de modo que 
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Logo, aplicando-se o Teorema do Ganho Pequeno comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M (s) = S ( f c ) (s), tem-se que 

l | A W I L zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA| | 5 W ( j w ) | L < l , 

que leva ao resultado desejado. • 

E x e m p l o 6.12 Considere o exemplo 6.8. Para este caso, 

vC (s) - 1 _ 0 .13105-0.0179 

A C ( s ) ~ 0.1835s + 0.03456 

A / , A C ( s ) - l 0 .1310s-0.0179 , I I A / . . N 

| S ( M ) | L = 2.7648 > 1 

\&tiu)\\oo ' 

Logo, nao se pode concluir que a nova malha feehada seja estdvel. Para este caso, a malha feehada 

obtida com o novo controlador e dada por 

. 0.18351 (s + 0.1883) 

M (s) = — 
K ' (s + 0.8931)(s 2 + 0.3071s + 0.04336)(s 2 - 0.0002s + 0.8926) ' 

que possui um par de polos complexos instdveis, bastante proximos ao eixo imagindrio. 

E x e m p l o 6.13 Considere novamente o exem,plo 6.8, agora com <pm = 30°. Assim, C « (s) e dado 

agora por 

C « (s) = 0 . 0 8 2 0 ^ ± ^ H ; 

s 

e A C (s) e dado entao por 

0.08202s + 0.05055 

^ ~~ 0.0525s + 0.0525 ' 

Para este caso, 

0.0295s - 0.0019 . . . . . . ... „ „ _ , . ... 

0.0820,+ 0.0506 =* ( i | A W l l ~ > = ^ > l | S ^ ) I L ' 

de onde se conclui que a nova malha feehada e estdvel, conforme se observa na sua fungao de 

transferencia 

0.082024(s + 0.6163) 

^ ~ (s + 0.9814)(s 2 + 0.1384s + 0.05545)(s 2 + 0.08019s + 0.9289) ' 

Dos resultados anteriores, conclui-se que, para se saber de antemao se a malha feehada sera 

estavel com o novo controlador, e necessario avaliar \\S(j^W^. E possivel, portanto, usar o ex-

perimento com a Fungao de Sensibilidade apresentado na segao 2.7.3, para saber se | | 5 { j u i ) ^ e 

menor do que r _ 1 , com r = ||A (ju)^, bastando observar a existencia de u m ciclo l imi te na saida 

da malha feehada atual . Tal resultado e apresentado no lema seguinte. 

L e m a 6.14 Considere o experimento com rele para estimagao da Fungao de Sensibilidade apresen-

tado nafig. 2.9, e os algoritmos de sintonia dos controladores P I e PID apresentados anteriormente. 

Escolhendo-se r = ||A (joj)^, com A (s) definido na Eq. (6.25), se nao houver um ciclo limite na 

saida da malha feehada, o novo controlador leva a uma malha feehada estdvel. 
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DemonstraQao. De acordo com a Proposieao 2,13, existe u m ciclo l imite no experimento da 

fig. 2.9 se 

\S (jio0)\ * r-1 , 

para algum r > 0. Assim, se nenhuma oscilagao e observada na saida da malha feehada, e porque 

a condigao anterior nao e satisfeita para nenhum 0 < u> < oo, ou seja, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H A / 1 Nil = r~l > max\S = \\S C M I L • 

IIzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \J /Woo 

Logo, da Proposieao 6.11, conclui-se que a nova malha feehada e estavel. • 

Neste caso, se um ciclo l imite se desenvolve no sistema em malha feehada, entao podemos assumir 

que ||A ( j ^ 1 ) \ \ S W > 1, invalidando a hipotese da Proposigao 6.11. Neste caso, o sistema 

pode ou nao ser instavel, pois a condigao da Eq. (6.24) e apenas suficiente. Caso contrario, se a 

saida do sistema permanece constante, entao podemos assumir que ||A O'k>)lloo \\S^ 0'w)|| < 1, e 

o novo controlador levara a uma malha feehada estavel. 

Note que o procedimento e bastante seguro, uma vez que a malha feehada usada no experimento e 

estavel por definigao, e a atualizagao do controlador serve apenas de parametro para o experimento. 

A lem disso, a saida da malha feehada pode ser mantida dentro de niveis desejados usando nao-

linearidades do t ipo saturagao na entrada de referenda, conforme explicado nas segoes 2.7.2 e 2.7.3 

para os experimentos com a Fungao de Malha e a Fungao de Sensibilidade, respectivamente. 

E x e m p l o 6.15 Considere o exemplo 6.8. Aplicando o experimento da fig. 2.9 no sistema de con-

trole, com 

r - ^ d l A ^ H J - ^ 1.3984, 

observa-se um ciclo limite na saida (vide fig. 6.8), indicando que o novo controlador pode nao 

estabilizar a malha feehada. 0 experimento e ativado apos 150s, ate que a saida do processo se 

estabilize. 

E x e m p l o 6.16 Considere agora o exemplo 6.IS, em que se tern 4>m = 30°. Aplicando o experimento 

da fig. 2.9 no sistema de conirole, agora com 

r " 1 = (||A O '^l loo)" 1 = 2-7752 , 

nao se observa oscilagoes na saida (vide fig. 6.9), indicando que o novo controlador pode ser aplicado, 

sem que a malha feehada fique instavel. 

Embora o resultado apresentado na Proposigao 6.11 seja importante para avaliar a estabilidade 

da malha feehada antes de atualizar os parametros do controlador, a informagao obtida pode ser 

muito conservadora. De fato, para o exemplo 6.8, malhas fechadas estaveis sao obtidas para es-

pecificagoes de margem de fase ate 59°, embora para valores proximos de 59°, os polos em malha 

feehada se aproximam bastante do eixo imaginario. Neste caso, perde-se muita informagao por 

causa da utilizagao da norma inf inita de ambas as fungoes de transferencia, pois o teorema e escrito 



Figura 6.8: Saida do processo durante o experimento da fig. 2.9, para o exemplo 6.15. 

para levar em conta sistemas M I M O . Valores menos conservadores podem ser obtidos se levarmos 

em conta que o procedimento apresentado aqui e destinado para sistemas SISO. Para tais sistemas, 

a condigao de ganho pequeno da proposigao 6.11 pode ser expressa como 

|AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (ju) M (juj)\ < 1 Vu> > 0 , (6.26) 

o que implica que a curva de Nyquist de A (juS) M (ju) se encontra estritamente dentro do circulo 

unitario centrado na origem. Isto e uma condigao suficiente para estabilidade, porque ambos A (s) 

e M (s) sao estaveis. Neste caso, a Proposigao 6.11 se torna zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Proposigao 6.17 Considere os algoritmos de sintonia dos controladores P I e PID. Calculando AC 

como sendo „ , 

C « ( s ) ' 

entao o novo controlador leva a uma malha feehada estdvel se 

\S^(ju)A(ju)\\<l, (6.27) 

com 
A C (s) - 1 

[ S ) ~ AC(s) 

Demonstragao. Da fig. 6.7, uma condigao suficiente para estabilidade e (jto) A (jco)\ < 

1 \/u > 0. Isto equivale dizer que max^ \SW (ju) A (ju>) \ = \\S^ (ju) A (ju)\\ < 1. • 
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Figura 6.9: Saida do processo durante o experimento da fig. 2.9, para o exemplo 6.16. 

E necessario agora obter u m experimento com rele, baseado no experimento com a Fungao de 

Sensibilidade, para avaliar a expressao (6.27). Modificando a estrutura da fig. 2.9, tem-se a estrutura 

mostrada na fig. 6.10, que possui a seguinte propriedade. 

Proposigao 6.18 Considere o sistema em malha feehada mostrado na fig. 6.10. Assuma que, para 

uma malha feehada estdvel, T(s). uma fungao de transferencia A (s) que possui inversa estdvel, e 

um numero real positivo, r, a fungao de transferencia zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i 

F (s) = 2 - 1 (6-28) 
1 T(s) 

l + r A ( s ) 

e tambem estdvel. Se um ciclo limite esta presente no sistema, a oscilagao ocorre na frequencia co0 

tal que 

\S(ju0)A(ju0)\ = r-1 

Demonstragdo. Como 

entao 

F(s) = 2 
l + r A ( s ) 

T(s) 

1 = 

L(s) 

l + L(s) 

1 - r A (s) + rA (s)T(s) 

l + r A ( s ) - r A ( s ) T ( s ) 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r&lil_T ( ) 

1 + L (s) - r A (s) - r A (s) L (s) + r A (s) L (s) _ l + L{s)-rA(s) 

1 + L (s) + r A (s) + r A (s) L (s) - r A (s) L (s) ~ 1 + L (s) + r A (s) 

(S(s)A(s)r1-r 

(S(s)A(s))-1 + r-
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Segue entdo da Prop. 2.4 com HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (s) = (S (s) A (s)) 1 que \S (jto0) A (ju)0)\ = r _ 1 . 

Yr 

y0 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 ^ 2 | 4 - o 

T(s) 

rA(s) 

Figura 6.10: Experimento com rele para determinagao da estabilidade da malha feehada. 

Observagao 6.19 Nos casos em que A (s) possui um (caso PI) ou dois (caso PID) zeros instdveis, 

e conveniente substitui-los no experimento por um zero estdvel de mesmo modulo, uma vez que 

apenas a magnitude de A (s) importa nesta situagao. Assim,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A (s) se torna A' (s), em que 

A (s) = ; , 

parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  caso P I e 

A ( s ) = -7— vF . 

( S + P A ) 

para 0  caso PID. 

E x e m p l o 6.20 Considere novamente 0  exemplo 6.8, agora com 4>m = 40°. Assim, C^ (s) e dado 

agora por 

C"> (s) = 0 . 1 i 9 8 S + a 3 8 8 ? , 

s 
e AC (s) e dado entao por 

N 0.11985 + 0.04658 
A C (s) = . 

1 ' 0.05255 + 0.0525 

Para este caso, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A / \ 0.0673s - 0.0059 , w m r 

A ( s ) = (\\A(jui)\\ ) = 1.7775, 
K ' 0.1198s+ 0.0466 U l U } l l c o ) 

0 que, de acordo com a Proposigao 6.11, nao permite conclusao nenhuma acerca da estabilidade. No 

entanto, a saida do processo no experimento com rele da fig. 6.10 para este caso, conforme mostrado 

na fig. 6.11, nao apresenta ciclo limite, 0  que leva a concluir que a nova malha feehada e estdvel, 

pela proposigao 6.17. Para este caso, 

\\S^(juj)A(juj)\\oo= 0.8910, 

e a nova fungao de transferencia de malha feehada e dada por 

0.11984(s +0.3887) 
T s 

(s + 0.9542)(s 2 + 0.1935s + 0.05354)(s 2 + 0.05231s + 0.9118) ' 
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Figura 6.11: Saida do processo durante o experimento da fig. 6.10, para o exemplo 6.20, com 

4>m = 40°. 

E x e m p l o 6.21 Considere novamente o exemplo 6.8, agora com 4>m = 45°. (s) e AC (s) sao 

dados por 

C<» W - 0.1375S + a 3 2 ° 5 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AC(s) = °'1375S + ° ° 4 4 1 

0.0525s + 0.0525 

Para este caso, 

A(s) = 
0.0850s - 0.0084 

| A 0 " w ) I U _ 1 = 1.6159, 
0.1375s+ 0.0441 

e a saida do processo no experimento com rele, conforme mostrado na fig. 6.12, apresenta um ciclo 

limite, nao permite conclusao nenhuma acerca da estabilidade. Neste exemplo, 

(M A M L = 1.1274, 

e a nova fungao de transferencia de malha feehada e dada por 

0.13745(5 + 0.3205) 
T (s = 

[s + 0.9397)(s 2 + 0.2219s + 0,0518)(s 2 + 0.03842s + 0.9051) ' 

que, no entanto, e estdvel. 
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Figura 6.12: Saida do processo durante o experimento da fig. 6.10, para o exemplo 6.20, com 

<Pm = 45°. 

6.7 Resultados de Simulagao e Experimentais 

6.7.1 Exemplo de Simulagao 

Para ilustrar a tecnica de sintonia iterativa proposta, u m exemplo de simulagao e apresentado. A 

fungao de transferencia do processo e de quarta ordem, dada por 

e o controlador inicial e calculado a part ir da tabela de Ziegler e Nichols para o metodo da resposta 

em frequencia (ver em Astrom e Hagglund 1995), usando a informagao obtida a part ir do metodo 

do rele. 0 seguinte controlador e obtido, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Kf = 2.312 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TJ 0) = 3.1944 e T J 0 ) = 0.7986 , 

e as margens de ganho e de fase obtidas usando este controlador sao, 

GM*® = 3.192 e P M ( 0 ) = 44.435°. 

Deseja-se um sistema em malha feehada que satisfaga as especificagoes Am = 3.5 e i>m = 60°. 

Os valores dos parametros que satisfazem as especificagoes sao, 

Kp = 2.2213 , T, = 5.3146 e Td = 1.3287 . 
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Figura 6.13: Saida da malha feehada para referenda em degrau usando o controlador inicial (•), a 

solugao exada ( — ) e a solugao obtida na quarta iteragao (—). 

fluxo de carbono l i m i t a o processo de denitrificagao, e a capacidade de remogao de nitrogenio nao e 

completamente util izada; 2) um grande fluxo de carbono e caro, pode causar desperdicio de carbono 

e aumentar a produgao de lodo (ver Aspegren et al. 1992). Portanto, deseja-se usar um controlador 

de taxa de carbono para manter niveis desejados de n i trato nas zonas anoxicas, mantendo o fluxo 

de carbono numa taxa razoavel. 

Ao inves de usar controladores complexos, bons resultados podem ser obtidos com controladores 

P I ou P I D , sintonizados com especificagoes em margens de ganho e de fase. O efluente em u m 

processo de tratamento passa normalmente pelos seguintes tipos de tratamento antes de ser liberado 

para o meio ambiente: mecanico, biologico, quimico e lodo. No tratamento biologico, o entao 

chamado Processo de Lodo Ativado, o esgoto bruto e submetido a agao de microorganismos (a 

biomassa) que realizam processos de renovagao biologica na materia biodegradavel (o substrato). 

A configuragao do processo de lodo ativado e mostrada na fig. 6.15. O sistema e composto de 

tres zonas anoxicas, duas aerobicas e um sedimentador. 0 oxigenio dissolvido nas zonas aerobicas e 

controlado por controladores P I (nao mostrados na figura). O nivel de n i trato e medido na u l t i m a 

zona anoxica (zona 3), enquanto que o carbono e adicionado a primeira zona (zona 1). 0 sistema em 

malha feehada e implementado conforme mostrado na fig. 6.15. Existem tres modos de operagao, 

que sao ativados selecionando a origem da entrada de referenda do controlador P I . A referenda do 

controlador portanto pode ser escolhida entre o valor fixo de referenda (nivel de ni trato desejado 

na zona 3), o metodo do rele na malha feehada, ou o metodo do rele para estimagao da resposta em 

frequencia, com r = 1. Note que nos dois ultimos casos, a referenda deve ser u m sinal oscilatorio, 
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Figura 6.14: Diagramas de Bode da Fungao de Malha para o controlador inicial (•), para a solugao 

exada ( ) e para a solugao obtida na quarta iteragao (—). 

em torno do nivel de n i trato desejado, dentro de limites especificados. Neste trabalho, o valor fixo 

de referenda e escolhido como sendo 2.0 mg/l. 

Para se manter o nivel de ni trato na zona 3 dentro de pelo menos 10% do valor fixo, a amplitude 

do rele escolhida e d =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7r /20 (ver Arruda e Barros 2000). Os parametros do controlador sao 

atualizados de acordo com o algoritmo apresentado no capitulo anterior. Note que o controlador e 

atualizado sem perturbar o tratamento de agua para propositos de sintonia, o que e uma propriedade 

interessante da metodologia apresentada. 

Cada zona, anoxica ou anaerobica, e simulada com o modelo 1 da I A W Q , usando valores padroes 

citados em Henze 1987. O controlador inicial e obtido a part ir do metodo da resposta em frequencia 

de Ziegler-Nichols [Astrbm e Hagglund 1995], usando estimativas do ponto critico obtidas com o 

metodo do rele. Este controlador sera usado no inicio de cada esquema de iteragao. 

Os resultados para diferentes combinagoes de especificagoes de margens de ganho e de fase 

sao mostrados na Tabela 6.2. Se o controlador final e obtido no passo 6 do algoritmo, apenas 

meia iteragao e considerada. Note que na maioria dos casos, u m pequeno numero de iteragoes e 

necessario. 

Da tabela, a maior largura de faixa (ug) e obtida com o controlador "B" . Respostas a uma 

mudanga em degrau no valor de referenda de 1.8 mg/l para 2.2 mg/l sao mostradas nas fig. 6.16 e 

fig. 6.17 para cada controlador, incluindo o controlador inicial . 
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Figura 6.15: Configuracao do processo de lodo ativado. 

Contr. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA 

4>m Kp Ti Iter. GM PM Cbg (rad/h) UJc (rad/h) 

A 2.0 45° 88.5921 1.1652 3| zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—  44.61° 0.9989 2.7437 

B 2.0 60° 155.8490 7.1839 6 1.956 —  1.5250 3.1105 

C 2.5 45° 94.3993 1.1623 1 2.475 —  1.0631 2.7437 

D 2.5 60° 112.6838 2.1416 3 2.507 —  0.9322 2.9920 

Tabela 6.2: Resultados de simulagao para diferentes especificagoes de margens de ganho e de fase. 

O nivel de n i trato e a referenda do controlador durante a terceira iteracao para o caso " B " sao 

mostrados na fig. 6.18. Note que a saida permanece dentro dos limites especificados durante a 

simulagao. 

6.9 Sistema de Controle de Temperatura 

Nesta segao, sao apresentados resultados experimentais obtidos com u m trocador de calor em escala 

de laboratorio. Uma ilustragao do sistema e mostrada na Figura 6.19. 

O processo consiste de dois tubos conectados a u m reservatorio. Pequenos ventiladores sao 

usados para forgar o ar do exterior para o reservatorio, e.depois de volta para o exterior. O fluxo 

de ar no tubo 1 e aquecido por uma resistencia eletrica. A tensao na resistencia e controlada por 

u m retificador a t i r is tor com angulo de disparo determinado pelo sinal de controle, que e u m sinal 

eletrico de 0-2.5V. O segundo tubo e util izado para introduzir perturbagoes no sistema. 

A saida do sistema, y ( t ) , e a temperatura no reservatorio, que e medida a part ir de u m sinal ele-

trico de 0-2.5V, proveniente do sensor termico S i mais circuito de condicionamento. O controlador 

P I D e implementado em u m microcomputador com sistema de aquisigao de dados integrado (con-

versores A / D e D / A ) , nao mostrados na figura. O objetivo e controlar a temperatura no reservatorio 

em niveis desejados. 
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Figura 6.16: Resposta ao degrau: controlador inicial (•), controlador A ( — ) e controlador B ( - ) . 

Figura 6.17: Resposta ao degrau: controlador inicial (•), controlador C ( — ) e controlador D 
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Figura 6.18: Nivel de ni trato e referenda do controlador durante a 3a iteragao no caso "B". 

O ponto de operacao escolhido para o sistema e de yr — 1.7V . O controlador inicial e obtido 

a part ir da tabela de Ziegler e Nichols para o metodo da resposta em freqiigncia (ver em Astrom e 

Hagglund 1995). 0 ganho critico e a freqiiencia critica do processo estimados usando o metodo do 

rele sao 

K° = 8.9885 e Coc = 2TT/7.8 , 

e os seguintes parametros do controlador sao entao obtidos, 

Kj® = 5.3931 , TJ® = 3.9000 e T J 0 ) = 0.9750 . 

O metodo do rele na malha fechada e o metodo do rele para estimacao da resposta em freqiiencia 

com r = 1 aplicados ao sistema de controle levam as seguintes estimativas, 

GMm = 1.8214 e PM^ = 49.07° . 

O algoritmo iterativo e iniciado com C^(s) sendo o controlador obtido com os parametros 

calculados anteriormente. Deseja-se uma malha fechada que satisfaca as especificagoes Am = 3 e 

<Pm = 60°. As tolerancias para os criterios de parada sao e\ = 0.1 e s2 = 0.5°. Apos 1 iteragao 

completa, o seguinte controlador e obtido. 

C " ( . ) - 2.3302 C + 0 - « 8 0 + l W , 

s 

As margens de estabilidade estimadas a cada iteragao sao mostradas na Tabela 6.3, juntamente 

com os parametros do controlador. 
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Figura 6.19: Ilustracao do modelo reduzido do trocador de calor. 

Iter . GM PM Kp Ti Td 

0 1.8214 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— 3.2743 3.9000 0.9750 

I 

2 
— 54.72° 3.4961 4.3672 1.0918 

1 1.9995 — 2.3302 4.3672 1.0918 

1 + | — 60.29° — — — 

Tabela 6.3: Margens de ganho e de fase e parametros do controlador a cada iteragao para o sistema 

trocador de calor. 

Para ilustrar os experimentos com o rele, as saidas do processo para ambos os metodos durante 

a iteragao \ e 1 sao mostradas na Figura 6.20. Note que a saida sempre se mantem em torno do 

ponto de operagao escolhido, o que garante a operagao normal do sistema. 

Na fig. 6.20, tem-se na curva superior, o metodo do rele para estimagao da resposta em freqiiencia 

com r = 1, e, na curva inferior, o metodo do rele na malha fechada. E m ambos os graficos, o sinal 

de saida e representado pela l inha continua e o sinal de referenda pela l inha pontilhada. 

A resposta a u m degrau de referenda do sistema em malha fechada usando o controlador inicial 

e mostrada na Figura 6.21, e usando o controlador obtido na u l t i m a iteragao e mostrada na Figura 

6.22. Note a melhora nas margens de estabilidade da malha fechada observando o sinal de controle. 

Note tambem que o processo apresenta respostas diferentes, para diferentes diregoes na variagao da 

referenda, o que ressalta o comportamento nao linear deste processo em particular. 

Uma estimativa da largura de faixa da malha fechada final (definida como a freqiiencia de 

cruzamentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA LO9, em que a magnitude de L (ju}g) e unitaria) e dada por, 

cbf] = 0.21 rad/s , 

que e menor do que a largura de faixa obtida com C ( 0 ) ( s ) , u>^0) = 0.285 rad/s . 
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Figura 6.20: Experimentos com rele nas iteragSes l e i para o sistema trocador de calor. 
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Figura 6.21: Resposta ao degrau para controlador inicial no sistema trocador de calor: (superior) 

sinal de saida ( - ) e sinal de referenda (•), e (inferior) sinal de controle. 
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Figura 6.22: Resposta ao degrau para controlador obtido no sistema trocador de calor: (superior) 

sinal de saida (—) e sinal de referenda (•), e (inferior) sinal de controle. 

6.10 Sistema de Caracterizagao de VOo 

Controladores P I D sao freqiientemente encontrados em sistemas de medigao e instrumentagao, onde 

certas condigoes de operagao devem ser mantidas. Por exemplo, para caracterizar adequadamente 

o comportamento termodinamico de camadas finas de filme de dioxido de vanadiozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (VO 2) [Almeida 

et al. 2000], u m controlador P I e usado para regular a temperatura do filme, usando um mo-

dulo termoeletrico, ou modulo Peltier, como atuador (ver [Lima et al . 2001]). E m tais situagoes, 

u m controlador bem sintonizado pode reduzir 0 tempo de duragao do experimento, e aumentar a 

confiabilidade dos dados. 

A montagem experimental empregada na caracterizagao de camadas finas de filme de VO 2 e 

mostrada na fig. 6.23. Esta montagem foi usada em [Almeida et al. 2000] e [Lima et al . 2001] 

para determinar a curva caracteristica de Resistencia x Temperatura do filme de VO 2. Conforme 

indicado na figura, todos os instrumentos, inclusive o microcomputador, sao compativeis com a 

interface GPIB\IEEE-488. A plataforma e constituida de u m dispositivo Peltier, u m dissipador de 

calor e u m termistor. O modulo termoeletrico, ou modulo Peltier, e um dispositivo semicondutor 

que opera como uma bomba de calor controlada por corrente eletrica. Se uma corrente eletrica 

e aplicada ao modulo Peltier, 0 calor e conduzido pelo modulo de uma de suas faces para outra. 

Deste modo, uma face sera resfriada e a outra aquecida, simultaneamente. Mudando a polaridade 

da corrente eletrica atraves do modulo, o calor e conduzido no sentido oposto. Os modulos Peltier 

sao usados para resfriar dispositivos eletronicos. Normalmente, a temperatura do lado mais frio deve 
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Figura 6.23: Montagem experimental do sistema de aquisigao de dados. 

ser mantida constante e estavel em u m valor especificado, mesmo que a temperatura do lado mais 

quente, bem como a temperatura ambiente, variem substancialmente. O comportamento dinamico 

do modulo Peltier pode ser estudado usando u m modelo constituido por duas equagoes diferenciais 

parciais. No entanto, este t ipo de modelo nao e adequado para o projeto de controladores P I , o que 

qualifica o metodo de sintonia apresentado neste capitulo, uma vez que o conhecimento do modelo 

do processo nao e necessario. 

0 filme dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VO 2 deve ser mantido em uma temperatura constante, para que a caracterizagao 

do material seja adequada. O ponto de operagao e escolhido como sen do a temperatura ambiente 

(25°), e criterios de desempenho e estabilidade da malha fechada devem ser estabelecidos em torno 

desta condigao de operagao. 

0 controlador inicial e obtido a part i r da tabela de Ziegler e Nichols para o metodo da resposta 

em freqiiencia (ver em Astrom e Hagglund 1995). O ganho critico e a freqiiencia critica do processo 

estimados usando o metodo do rele sao 

Ku = 1183.5 V/mC° e fu = 7.50 s , 

e os seguintes parametros do controlador sao entao obtidos, 

K<® = 473.3923 e = 6.0000 . 

O metodo do rele na malha fechada e 0 metodo do rele para estimagao da resposta em freqiiencia 

com r = 1 aplicados ao sistema de controle levam as seguintes estimativas, 

G M ( 0 ) = 1.6506 e P M ( 0 ) = 36.57° . 

0 que sao indicativos de u m sistema fracamente estavel (valores tipicos se encontram na faixa de 

2 — 3 para a margem de ganho e 30° — 60° para a margem de fase [Astrom e Hagglund 1995]). 
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O algoritmo iterativo e iniciado com C ( 0 ) ( s ) sendo o controlador obtido com os parametros 

calculados anteriormente. Deseja-se uma malha fechada que satisfaca as especificagoes Am = 3 e 

4>m = 60°. As tolerancias para os criterios de parada sao e\ = 0.1 e e 2 = 2°. Apos 2 iteracoes 

completas, o seguinte controlador e obtido, 

i ^ 4 ) = 210.3053 e i f ) = 8.8747 . 

As margens de estabilidade estimadas a cada iteragao sao mostradas na Tabela 6.4, juntamente 

com os parametros do controlador. 

Iter. GM PM Kp 

I 

2 
1.65 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— 260.4542 6.0000 

1 — 49.03° 306.1164 8.8747 

1 + | 2.06 — 210.3053 8.8747 

2 — 61.95° — — 

Tabela 6.4: Margens de ganho e de fase e parametros do controlador a cada iteragao para o expe-

rimento de earacterizagao dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VO2. 

As respostas a u m degrau de referenda do sistema em malha fechada usando o controlador 

inicial e o controlador final sao mostradas na 6.24. A largura de faixa parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 controlador inicial e 

o controlador final sao estimadas como sendo 

d f } = 0.20 rad/s e Cof = 0.16 rad/s . 

Pode-se notar que, ao aumentar as margens de estabilidade da malha fechada, houve uma redugao na 

largura de faixa, o que resultou em u m sistema mais lento, porem menos oscilatorio para respostas 

a degraus de referenda. 

6.11 Conclusoes 

U m procedimento iterativo para sintonia de controladores P I D baseado em especificagoes em mar-

gens de ganho e de fase foi apresentado neste capitulo. O procedimento e baseado na utilizagao de 

dois experimentos com rele, usados para estimar o ponto critico e o ponto de cruzamento do ganho 

da Fungao de Malha de u m sistema em malha fechada. Esta informagao e entao uti l izada em u m 

conjunto de equagoes nao lineares para obter os parametros do controlador que atendem as espe-

cificagoes desejadas. A vantagem deste procedimento esta no fato de nao ser necessaria nenhuma 

hipotese na estrutura do modelo do processo, nem 0 conhecimento da sua resposta em freqiiencia. 
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Figura 6.24: Caracterizacao dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VO2. (grafico superior) resposta ao degrau para o controlador inicial 

(- -) e final ( - ) , e sinal de referenda, yr (•). (grafico inferior) sinais de controle correspondentes para 

o controlador inic ial (- -) e final ( - ) . 

Uma analise acerca da estabilidade da malha fechada durante as iteragoes e apresentada. O 

algoritmo sempre apresenta uma solucao que estabiliza a malha fechada, se algumas hipoteses 

sobre a resposta em freqiiencia do processo forem satisfeitas. Caso nao seja possivel avaliar se 

tais hipoteses sao satisfeitas, sao apresentados dois procedimentos para avaliagao da estabilidade 

da nova malha fechada. A vantagem neste caso e poder saber sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 novo controlador resulta em 

uma malha fechada estavel, antes de aplica-lo a malha fechada. U m exemplo de projeto i lustra a 

utilizacao dos procedimentos apresentados. 

U m exemplo de simulagao foi realizado para ilustrar o procedimento apresentado, e avaliar o 

comportamento das solucoes ao longo das iteragoes. Resultados de simulagao para u m sistema de 

tratamento de aguas residuarias sao apresentados. Tambem sao apresentados resultados experi-

mentais usando u m trocador de calor em escala de laboratorio e u m sistema de earacterizagao de 

camadas finas de filme de VO 2. E m todos os casos, u m controlador razoavel e obtido com poucas 

iteragoes, o que qualifica o metodo para aplicagoes industrials. 



Capitulo 7 

Consideragoes Finais e Conclusoes 

7.1 Intro dugao 

Neste capitulo, sao discutidas as contribuigoes apresentadas nesta tese, bem como propostas de de 

continuidade para serem desenvolvidas em trabalhos futuros. Na primeira segao, sao destacadas as 

contribuicoes apresentadas neste documento, e na segao seguinte, os temas para pesquisa futura. 

7.2 Contribuigoes do Trabalho 

As contribuigoes apresentadas neste trabalho podem ser classificadas em diferentes secoes, corres-

pondentes as etapas desenvolvidas ao longo do doutoramento. E m seguida, serao discutidas as 

contribuigoes apresentadas por capitulo, ou grupo de capitulos. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

R e s u l t a d o s praticos sobre o experimento de identificagao 

A estrutura geral apresentada no capitulo 2 foi desenvolvida inicialmente em Arruda 2000, e constitui 

uma ferramenta para estimagao da resposta em freqiiencia de u m processo, da Fungao de Malha 

ou da Fungao de Sensibilidade em u m sistema de controle. Existe, no entanto, a possibilidade de 

haver instabilidade na realimentagao sugerida, o que foi contornado com a introdugao de elementos 

saturadores na entrada de referenda do sistema de controle, para o caso da Fungao de Malha e 

da Fungao de Sensibilidade. Para se obter a faixa de valores do parametro r do experimento, e 

necessario construir o lugar de raizes da fungao de transferencia a ser identificada, o que constitui 

u m paradoxo, pois a mesma nao e conhecida, a pr ior i . Neste sentido, foram exploradas no capitulo 

2 alternativas para se identificar uma faixa de valores, para os quais o experimento em malha 

fechada seria estavel. Mostrou-se que a instabilidade do experimento esta associada a instabilidade 

da realimentagao da fungao de transferencia estudada. Deste modo, com experimentos baseados 

no metodo do rele original, e possivel obter estimativas do ponto critico de tais realimentagoes, e 

assim determinar uma faixa segura de operagao para o parametro r . A lem disso, foi demonstrado 

que, na estrutura de realimentagao da fig. 2.4, a magnitude da fungao de transferenciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F (s) (vide 

117 
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figura) na freqiiencia de oscilagao depende apenas da fase da fungao de transferencia estudada, 

H (s), na mesma freqiiencia. Tal fato pode conduzir pesquisa futura acerca da amplitude dos sinais 

na estrutura de realimentagao. Estes ult imos resultados constituem avangos em relagao ao trabalho 

original apresentado em Arruda 2000, e foram publicados em Arruda e Barros 2003,Arruda e Barros 

2001. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A n a l i s e do exper imento de identificagao 

Os resultados sobre existencia e estabilidade de ciclos l imite simetricos unimodais apresentados no 

capitulo 3 para o caso de sistemas lineares sem atraso sao bastante conhecidos na l i teratura. No 

entanto, a aplicagao das expressoes para avaliagao da existencia e estabilidade dos ciclos l imi te 

simetricos unimodais no experimento apresentado na fig. 2.4 nao e t r i v i a l , devido a existencia de 

u m integrador no lago de realimentagao. Embora a nao singularidade da matriz do sistema linear 

nao seja eondigao necessaria na obtengao das expressoes analiticas, a existencia de autovalores nulos 

requer a elaboragao de rotinas numericas para o calculo das expressoes. A principal contribuigao 

do capitulo 3 e a obtengao de expressoes analiticas para a avaliagao da existencia e estabilidade 

dos ciclos l imi te simetricos unimodais no experimento apresentado na fig. 2.4, levando em conta 

a existencia do integrador no lago de realimentagao. Explorando a estrutura de realimentagao, e 

possivel remover o autovalor nulo devido ao integrador, de modo a garantir a nao singularidade da 

matriz do sistema. Alem disso, F (s) nao possui integradores, o que garante a nao singularidade 

da matriz da respresentagao em espago de estados de F(s). As expressoes obtidas foram entao 

aplicadas em exemplos de simulagao. E m u m deles, onde \H (ju)\ = r e satisfeito para diferentes 

freqiiencias, constatou-se a existencia de multiplos ciclos limites, sendo alguns deles instaveis. Mais 

ainda, foram observados atratores caoticos surgidos a part i r de bifurcagoes no parametro r . Estes 

resultados foram publicados recentemente em Arruda, Barros e Bazanella 2002. 

Identificagao de modelos de p o u c a complexidade 

A modelagem de processos apresentada no capitulo 4 e u m resultado novo, e refiete uma tendencia 

recente na l i teratura em se buscar informagao sem aproximagoes sobre as condigoes do ciclo l imite , 

na obtengao de u m modelo do processo. Nos metodos aproximados, baseados em resultados por 

fungoes descritivas, o modelo obtido nao e capaz de reproduzir o ciclo l imi te desenvolvido com o 

rele, mesmo quando o processo pertence a classe do modelo e nao ha ruido de medigao. A lem disso, 

em relagao a outros metodos, ditos exatos, encontrados na l i teratura, a vantagem do procedimento 

apresentado e a simplieidade - apenas medigoes do periodo de oscilagao sao necessarias para obter 

a constante de tempo e o atraso de transporte - e a utilizagao de experimentos com rele que levam 

a oscilagoes nas freqiiencias nas quais a fase do processo e de aproximadamente —90° e -180° . 

Assim, o modelo obtido representa razoavelmente bem. o processo em uma faixa de freqiiencias 

importante para o projeto de controladores. Estes resultados foram publicados recentemente em 

Arruda. e Barros 2003. No capitulo seguinte, os modelos obtidos para os exemplos de simulagao 
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sao entao utilizados na sintonia de controladores P I e P I D , usando tecnicas bem conhecidas na 

l i teratura. O objetivo e avaliar a qualidade dos modelos obtidos, quando usados para projetar 

o controlador, levando-se em conta a dinamica nao modelada existente, ou o erro de estimaeao 

devido ao ruido de medigao. Dentre os metodos utilizados, pode-se destacar o metodo baseado 

no otimo-simetrico, que apesar de apresentar uma resposta ao degrau com sobresinal u m pouco 

elevado, manteve a regularidade dos resultados em todos os modelos. Assim, o metodo e bastante 

confiavel, e o sobresinal apresentado pode ser reduzido usando-se filtros no sinal de referenda, ou 

usando controladores com dois graus de liberdade. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sintonia i terat iva de controladores 

A utilizagao de experimentos com rele para sintonia de controladores P I e P I D com base em es-

peeificagoes em margens de estabilidade foi apresentada no capitulo 6. A abordagem de ut i l izar 

experimentos seqiienciais de identificagao usando o rele e inedita, e permite a sintonia do controla-

dor sem a necessidade de u m modelo para o processo. A solugao consiste em resolver o conjunto 

de equagoes de projeto seqiiencialmente, usando a informagao obtida a part ir de experimentos com 

rele. Estes resultados foram apresentados em Arruda e Barros 2001, para o caso de controladores 

P I D , e as caracteristicas do algoritmo foram discutidas com exemplos de simulagao. 

Os resultados da aplicagao da metodologia para exemplos de simulagao e experimentos em 

escala reduzida sao apresentados no final do capitulo 6. E m Arruda e Barros 2001, a metodologia e 

aplicada na sintonia de controladores P I para controle de Ni t ra to em u m processo de lodo ativado 

para tratamento de efluentes, e os resultados sao avaliados por meio de simulagoes. Para a sintonia 

de controladores P I no controle de temperatura de u m trocador de calor em escala de laboratorio, 

os resultados foram publicados em Arruda e Barros 2001, e, para o caso de controladores P I D , em 

Arruda e Barros 2001. Recentemente, em Arruda e Barros 2003, o procedimento foi aplicado na 

sintonia de controladores P I em u m experimento de earacterizagao de camadas finas de filme de 

Oxido de Vanadio ( V 0 2 ) , para controle de temperatura. 

Ainda no capitulo 6, foi incluida uma analise de estabilidade para os algoritmos. Mostrou-

se que se o processo satisfaz certas hipoteses, os algoritmos sempre produzem controladores que 

estabilizam a malha fechada, a cada iteragao. No entanto, as hipoteses necessarias sao, em geral, 

muito restringentes, e mesmo processos com modelos simples, como primeira ordem com atraso, 

nao as satisfazem. Neste sentido, foram propostos dois experimentos para avaliagao da estabilidade 

antes de aplicar o novo controlador. U m experimento e o da estimagao da Fungao de Sensibilidade, 

apresentado no capitulo 2, com u m valor especifico para o parametro r , e o outro, baseado neste 

experimento, e obtido substituindo o parametro r por uma fungao de transferencia especifica, que 

depende da atualizagao do controlador. Este e u m resultado importante, porque nao se l i m i t a ao 

metodo de sintonia apresentado aqui, e pode ser aplicado sempre que for necessaria uma modificagao 

do controlador, para saber se os novos parametros resultam em uma malha fechada estavel. 
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7.3 Conclusoes e Propostas de Trabalhos Futuros zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A n a l i s e de s istemas de realimentagao c o m rele 

Os resultados apresentados no capitulo 3 valem apenas para o caso de ciclos l imite simetricos unimo-

dais. Conforme dito anteriormente, sistemas com realimentagao por rele podem apresentar diversos 

comportamentos diferentes. E m particular, no caso do experimento de identificagao do capitulo 2, 

estes comportamentos surgem na forma de bifurcagoes com o parametro r . E m simulagoes, foi ob-

servada a existencia de chaveamentos rapidos na identificagao da Fungao de Sensibilidade, quando 

o valor da magnitude se encontrava em torno da norma inf inita ( I H I ^ ) da mesma. Para o caso da 

Fungao de Malha, quando o parametro se torna inferior ao ganho critico, o ciclo l imi te se torna 

instavel. Alem disso, em certas situagoes a solugao do sistema pode apresentar comportamento 

caotico. 

Assim, como proposta inic ial , os resultados existentes para analise de modos deslizantes e cha-

veamentos rapidos podem ser obtidos para o experimento da fig. 2.4. Tal analise deve permit i r 

a verificagao do comportamento do experimento, quando utilizado em u m procedimento de iden-

tificagao. Tambem podem ser investigadas metodologias para analise da existencia de atratores 

caoticos em sistemas de realimentagao com rele. Alguma dificuldade podera ser encontrada neste 

caso devido a escassez de resultados sobre atratores caoticos para tais classes de sistema. Exemplos 

de simulagao, para visualizagao das bifurcagoes do parametro r em diferentes situagoes, podem 

permit i r uma avaliagao mais completa do experimento. 

M o d e l a g e m de processos 

A modelagem de processos apresentada no capitulo 4 foi baseada nos experimentos com rele para 

estimagao do ponto critico e usando u m integrador. Por se t ratar de u m metodo que nao envolve 

aproximagoes, pode nao existir um modelo de primeira ordem com atraso de transporte que re-

presente o processo, dependendo da significancia da dinamica nao modelada. U m estudo inicial 

deve ser feito no sentido de determinar limites para os periodos de oscilagao observados durante o 

experimento. Caso u m destes limites seja violado, o modelo de primeira ordem com atraso pode 

nao ser representativo para o processo. Uma outra investigagao que deve ser conduzida e sobre a 

utilizagao do experimento com rele introduzido no capitulo 2, usando as expressoes deduzidas no 

capitulo 3, para obter modelos de ordem qualquer, sem atraso de transporte. 

S i n t o n i a de controladores P I D 

A sintonia de controladores P I D com base em especificagoes em margens de ganho e de fase, usando 

experimentos com rele, foi resolvida com sucesso e apresentada no capitulo 6. E possivel resolver o 

conjunto de equagbes de projeto iterativamente, usando experimentos com o rele para identificagao 

das margens de estabilidade a cada iteragao. Duas vantagens do procedimento, conforme ressaltado, 

sao a garantia de estabilidade e a nao necessidade de u m modelo para o processo. 
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Como propostas para pesquisa futura, para o caso de controladores P I D , introduziu-se a equagao 

de projeto = aTi para que a solugao seja unica. Outras possibilidades podem ser exploradas para 

esta restrigao, por exemplo, para aumento da largura de faixa do sistema em malha fechada. Neste 

sentido, essa equagao pode ser substituida por alguma expressao que esteja relacionada diretamente 

a largura de faixa, permitindo maior controle dos resultados do procedimento, Tambem pode ser 

verificada a possibilidade de incluir o efeito da constante de tempo da parte derivativa, necessaria 

para garantir a causalidade do termo derivativo, nas equagbes de projeto do controlador. 

E m todas as simulagoes executadas, observou-se que o passo 7 de ambos os algoritmos retorna 

valores invalidos, indicando um excesso ou ausencia de fase no processo, quando nao existe solugao 

para o problema de projeto. Existe, portanto, a possibilidade de detectar a nao existencia de 

solugao observando o comportamento das margens de estabilidade, bem como das larguras de faixa 

e freqiiencia de cruzamento do ganho a cada iteragao. Se ta l hipotese for plausivel, sera possivel 

projetar o experimento para automaticamente procurar a melhor solugao de margens de estabilidade 

iterativamente. 



Apendice A 

Demonstragoes de Teoremas 

A . l Teorema 3.3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Considere o sistema linear dado por (3.3) conectado em realimentagao com o rele dado por (3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.4), 

conforme mostrado na fig. 3.2. Existe um ciclo limite simetrico e unimodal com periodo 2h* no 

sistema realimentado se e somente se as seguintes condigoes sao satisfeitas: 

{%) g{h*) 4 C{eAh* +1)'1 (eAh* - I ) A~lB = 0 , ( A . l ) 

(ii) y(t) = C{eAtx* - (eAh* - I ) A~lB) > 0 , (A.2) 

Vt e (0,h*), onde 

x * = ( e
A h * + I ) - 1 (eAh* - I ) ATlB , (A.3) 

e a condigao inicial x (0) = x* E S que leva a solugao periodica. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Demonstragao . E dividida em duas partes: 

Necessidade: A solugao do sistema linear para x £ R~ e dada por 

x(t) = eAtx(0)+ f eAsu(t-s)dsB 
Jo 

- e A t x ( 0 ) - f eAsdsB 
Jo 

= eAtx(0)-(eAt^l)A-1B . 

Note que (eAtzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — I ) A - 1 e apenas uma notagao simplificada para f*eAsds, que existe, mesmo que 

A nao possua inversa. Assuma que existe um ciclo l imite simetrico unimodal , de periodo 2h*. 

Suponha que no instante t — 0 a trajetoria esta atravessando a superficie de chaveamento no ponto 

x*, no sentido de y < 0 para y > 0, de modo que o rele chaveia de 1 para — 1 . Deste modo, por 

simetria, apos h* segundos, a trajetor ia atinge novamente a superficie de chaveamento em —x*, e 

como x (t) £ R~, 0 < t < h*, tem-se que 

-x* = eAtx* (eAt - /) A~lB =» 

X- = (e
Ah' +l)-l(eAh* -l)A~lB , 

122 
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o que garante a necessidade da condieao (A.3). Como x* £ S, Cx* = 0, o que garante a necessidade 

da condieao ( A . l ) . Finalmente, para que o ciclo l imite seja unimodal , e necessario que nao haja 

outros chaveamentos em 0 < t < h*, ou seja, y (t) = Cx (t) > 0 Vt 6 (0; h*), o que leva a condigao 

(A.2). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sufici§ncia: Assuma que g (h*) = 0 e y (t) > 0 para t £ (0; h*). A primeira equagao implica 

x* £ S, e a segunda equagao implica u (t) = - 1 , t £ (0; h*). Logo, a tra jetor ia a part i r de x* nao 

atingira S novamente antes de h*. E possivel mostrar que x (t) atinge S apos h* segundos em —x*, 

o que faz u (t) ehavear para 1. Com u m argumento similar, mostra-se que x (t) retorna a S apos h* 

em x*, de modo que existe portanto uma orbita periodica passando por x*. • 

A.2 Teorema 3.4 

O ciclo limite no Teorema 3.3 e assintoticamente estavel se a matriz jacobiana 

wC~ 
W = I 

Cw 

com w = eAh* (Ax*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — B) possui todos os sens autovalores dentro do disco unitdrio aberto. Sera 

instdvel se W possuir pelo menos um autovalor fora do disco unitdrio. 

Demcmstragao. Com base na observagao (3.2), e necessario apenas obter o Jacobiano do 

mapa de Poincare. Considere uma perturbagao pequena no estado inic ial dado pela Eq. (3.8), 

x (0) = x*+Sx. Pela simetria do ciclo l imite , a trajetoria atinge S novamente apos aproximadamente 

meio periodo, em x (h* + 8t). Portanto, 

x{h* + 6t) = eA{h'+H)x (0) - A-1 (eA^+St) - I ) B 

= eAh' (I + A5t) (x* + Sx) - [eAh* (I + A6t) - I J A ^ B + O (5x2) + O (St2) 

= eAh* (J + M t ^ x* + eAh* + M € ) 5 x _ (eAh' + AeAh*5t _ j j A - l B 

+0 (5x2) + O (St2) 

= eM'x* + ^Ah*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A - 1 B + AeAh*x*5t + ^Ah* + AeAh'5£j  5 x 

-eAh* BSi + O (Sx2) + O (St2) 

= -x* + e A h * 5 x + (Ae^'x* - eAh*B) St + O (Sx2) + O (St2) + O (SxSt) 

= -x* + eAh'Sx + wSt + 0 (Sx2) + O (St2) + O (SxSt) 

em que O (£ 2 ) representa o agrupamento dos termos da serie de ordem maior ou igual a 2. Como 

x (h* + St) £ S, tem-se que 

Cx(h* + St) = -Cx*+ CeAh*8x + Cw8t + 0(5x2)+C($t2)+0(5x5t) 

= CeAh*Sx + CwSt + O (Sx2) + O (St2) + O (SxSt) = 0 

que implica 

St = -SLe
Ah*Sx + O (Sx2) + O (St2) + O (SxSt) . 

• Cw 
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Como a perturbacao se eneontra no lado oposto de <S em relacao a origem, x (h* + St)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — —x* + f5i£, 

logo 

-x* + Sxx = -x* + eAh'Sx + wSt + O (Sx2) + O (St2) + O (SxSt) 

SlX = eAh*Sx- ^eAh*Sx + O (Sx2) +0(St2) + 0(SxSt) 

I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
VJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC 

Cw 
eAh'Sx + O (Sx2) + O (St2) + O (SxSt) 

Finalmente, a linearizacao da expressao acima leva ao Jaeobiano do mapa dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Poincare, 

wC~ 
w 

Cw 

^Ah* 

0 restante da demonstraeao segue da observagao 3.2. 

A.3 Teorema 3.6 

Considere o sistema linear dado por (3.3) com atraso de transporte 6, conectado em realimentagao 

com o rele dado por (3.4), conforme mostrado na fig. 3.2. Existe um ciclo limite simetrico e 

unimodal com periodo 2h* no sistema realimentado se e somente se as seguintes condigoes sao 

satisfeitas: 

(«) ge (h*) = C (eAh' + I ) 1 (eAk' (2e~AM - I ) - I ) A~lB = 0 

y(t) = Cx(t)>01Vte (0,h*) , [it 

(A.4) 

(A.5) 

com 

(A.6) x% = ( - l ) n (e^* + I ) ' 1 (eAh' (2e~AM - I ) - I ) A^B , 

sendo o ponto onde a trajetoria intercepta a superficie de chaveamento S= {x £ TZn : Cx — 0 } , e 

bS = 9 — nh*, com n o maior inteiro tal que nh* < 9 (n e o numero de chaveamentos que ocorrem 

no sinal u(t) entre —9<t<0). Para a solugao periodica, e necessario uma solugao inicial, x (T), 

—9 < r < 0 com x (0) = x*. 

Demonstragao. E dividida em duas partes: 

Necessidade: Considere o caso em que h* > 9, de modo que n = 0 e A9 = 9. 0 sinal na 

entrada do sistema linear, v! (t), e uma versao atrasada do sinal na saida do rele, u (t), t a l que 

u' (t) = u(t-9) . 

Assuma que existe u m ciclo l imite no sistema da Fig. 3.3. Entao, com base no exemplo mostrado 
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na Fig . 3.4, 

x(h*)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = eAh*x{0)+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f eA{h'-s)Bu{s-6)ds 

Jo 

= eAh*x(0)+ f eA{h*-s)Bu'(s)ds 
Jo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i-B ph* 

= eAh'x(0)+ eA^h*-^Bds- eA{t-s)Bds 
Jo Je 

= eAh'x{Q)-A-leA^-s^B + A-leA^-s)^B 

= eAh*x (0) - A'1 (V^-s)lo - eMh*-.)\? ) B 

= eAh'x (0) - A-1 (eA{h'-e) - eAh' - eA^'-h^ + eA^^) B 

= eAh'x (0) - A'1 (2eA^^ - eAh* - I ) B 

= eAh'x(0)-A-1[eAh,(2e-Ae-l)-l]B 

Assuma x(0) = x* £ S o ponto em que a orbita intercepta S. Por simetria, em t = / i * o estado do 

sistema e 

x (h*) = -x* . 

Portanto 

Defina 

-x* = eAh* x* - A'1 (eAh* (2e-Ae - I ) - I ) B ^ 

x* = (eAh"+iy1(eAh'(2e-Ae-l)-l)A-1B 

= ( eAh* + i y l (eAh* ^-Ae _ 7 ) _ j ) A - i B , 

(fc) ^ C (eAh + I ) ' 1 [eAh* (2e-AAdzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - I) - I) A~lB , 96 

e, uma vez que 9 = AO, entao em h* 

ge (h*) = Cx* = 0 

pois x* £ S. Finalmente, para garantir que nao existe nenhum outro chaveamento em 0 < t < h*, 

a entrada do rele deve satisfazer y (t) — Cx (t) > 0, para 0 < t < h*. Para o intervalo de tempo 

0 < t < 9, a evolucao do estado do sistema linear e dada por 

rt 

X (t) = eAtx*+ f eA{t-s)Bu(s~9)ds 
Jo 

= eMx* + [ eA{t-s) Bv! (s) ds 
Jo 

= eAtx*+ [ eA{t-s)Bds 
Jo 

= eAtx A-1 (I- eAt) B 

e para 9 <t <h*, 

x (t) = eAtx* — A~l {eAt (2e-AAe - I ) - I ) B , 
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Entao, para o ciclo l imite possuir periodo 2h*, calculado como raiz de ge (h) — 0, e necessario que 

y (t) = Cx (t) > 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vt € (0, h*) , 

com x (t) calculado conforme ilustrado. 

Considere agora o caso h* < 9. Neste caso, o sinal na entrada do sistema linear dependera no 

numero de chaveamentos anteriores, n , com A9 = 9 — nh* (vide Fig . 3.5). Para n par, tem-se que 

yA0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ph.* 

x (h*) = eAh*x (0) + / eA{h*-s)Bds - / eA{t-s)Bds 
Jo JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AS 

= eAh*x (0) - A-'e^-^B + J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT V ^ - ' & B 

= eAh'x (0) - A'1 ( e A ^ o 6 - e^-*)&) B 

= eAh*x (0) - A'1 ( e ^ * - « ) - eAh' - eA{-h'~h^ + eA^^) B 

= eAh"x (0)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - A -
1 (2eA(h'-0) - eAh' - I) B 

= eAh'x (0) - A'1 [eAh* {2e~AA6 - I ) - I] B . 

Se n e impar, entao 

pA9 ph.* 

x(h*) = eAh'x{0) - / eA{h'-s)Bds + / eA^s)Bds 
Jo J AO 

= eAh'x (0) + A"1 [eAh* (2e-AAe - I ) - I] B . 

Novamente, por simetria, em t = h" o estado do sistema e 

x (h*) = -x* . 

Portanto, para n par, 

-x* = eAh*x* - A~l (eAh' (2e-AM - I) - I) B 

e similarmente, para n impar, 

Defina 

g e (h) ± (-l)n C {eAh + J ) " 1 {eAh* (2e-AAe - I ) - I ) A~lB . 

Entao, em h* 

ge {h*) = Cx* = 0 

pois x* € S. Novamente, para garantir que nao existe nenhum outro chaveamento em 0 < t < h*, 

a entrada do rele deve satisfazer y (t) = Cx (t) > 0, para 0 < t < h*. Para t > A9, a evolucao do 

estado do sistema linear e dada por 

x (t) = eAtx (0) - ( - l ) n A-1 (eAt (2e'AA9 - I ) - /) B , 
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e para t <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A0, 

x (t) = - A (0) + ( - l ) nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f eA^Bu (s - A9) ds 

Jo 

= eAtx (0) + ( - l ) n f e^-^Bu' (s) ds 
Jo 

= eAtx(0) + (-l)n f e^-^Bds 
Jo 

= eAtx ( O ) - ( - l f A - 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( l - e A t

) B 

Entao, para o ciclo l imi te possuir periodo 2h*, calculado como raiz de gg (h) = 0, e necessario que 

y (t) = Cx (t) > 0 W G (0, h*) , 

com x (t) calculado conforme ilustrado. 

Necessidade : A demonstragao da necessidade das eondigoes (A.4-A.6) segue a mesma l inha 

de raciocinio apresentada na demonstragao da proposigao 3.3. 

Note que a escolha do atraso de transporte na entrada do sistema linear nao afeta os resultados 

anteriores. Da maneira apresentada, no instante de chaveamento do rele, Cx (t) = 0. Ao assumir o 

atraso de transporte na saida do sistema linear, entao no instante de chaveamento, Cx (t) ^ 0. No 

entanto, Cx (tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 9) = 0, de modo que a analise permanece essencialmente a mesma. • 

A.4 Teorema 3.7 

0 ciclo limite no Teorema 3.6, com h* > 9, e assintoticamente estavel se a matriz jacobiana zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQC 
I 

CWQ 

eAh , (A.7) 

com 

W e = e
Ah* {-Ax* -B) + 2eA{h*~e)B (A.8) 

possui todos os sens autovalores dentro do disco unitdrio aberto. Sera instdvel se Wg possuir pelo 

menos um autovalor fora do disco unitdrio. 

Demonstragao . Seguindo o mesmo raciocinio empregado na demonstragao da proposigao 3.4, 

considere x (0) = x*+Sx, com Sx pequeno suficiente, ta l que quando x (h* + St) atingir S novamente, 

St « 9. Neste caso, a entrada do sistema linear so sera afetada na segunda metade do periodo 

de oscilagao, devido ao atraso (vide fig. 3.4). Para analisar o efeito da perturbagao inicial no sinal 

de saida e necessario portanto considerar o intervalo em que o sinal na entrada do sistema linear e 

afetado por t a l perturbagao, ou seja, a segunda metade do periodo de oscilagao. Sera mostrado em 

seguida que uma perturbagao Sxh'+st em h* + St define unicamente uma perturbagao equivalente 

Sx aplicada na origem. Considere a tra jetor ia a part ir da intersegao com S sendo regida por FT. 

Neste caso, como o sistema e essencialmente linear ate a tra jetor ia interceptar S novamente, pode-se 
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escrever a equagao para a trajetor ia somente devida a perturbagao, i.e., 

8xh*+St = eA^+St^8x + / eA^h'+St-^Bu (s - 9) ds 
Jo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

rh*+St  

= ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A{h

'
+&t

Hx + / eA^+St^Bu' (s) ds 
Jo 

= eA^+St^Sx + / eA^'+St-^Bds - / eA^+&t^Bds 
Jo Je 

= e
A

^
+&t

Hx - [eA^+^ (2e-Ae - I) - I] A~lB 

Portanto, se o estado e perturbado em t = 0, entao uma perturbagao equivalente em t — h* + St 

e unicamente definida pela equagao anterior, ou seja, dados quaisquer (8t;8xh*+st), pode-se sempre 

obter u m Sx equivalente aplicado em t = 0. A analise pode entao ser feita considerando a nova 

origem em h* + St, com x (0) = x* + Sx. Com a nova base de tempo, segue entao que 

ph*+6t  

x (h* + St) = e A ^ + e t h (0) + / e
A

^
m+6t

-^ Bu (s - 9) ds 
Jo 

rh*+6t 
„A(h*+5t) 

x(0) + eA(h*+6t-s)Bu, , ) d s 

= eA(h*+it) {x* + Sx) + / eAih*+St-s^Bds - / e
A

^
+St

~
8)

Bds 

Jo Je 

= e*™
1

* (x* + Sx) - A - 1 [2eA^h'+St^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _ e ^ ^ t ) 

= eAh" {I + ASt) {x* + Sx) - A'1 [2eA{-h*~e) (I + ASt) - eAh' (I + ASt) - I] B + O (82) 

= eAh' {x* + Sx + Ax*St) - A'1 [2eA(h*-e) + 2eA(h'-0)A8t - eAh* - eAh'A8t - l ] B + 0 (82) 

= + eAh-Sx + xyur { A x * + B ) _ 2eA^-°)B] St + O (S2) 

= -x* + eAh'5x + weSt + O (82) 

Desde que x (h* + St1) € «S e pela simetria do ciclo l imite , x (h*) = —x*, 

Cx (h* + 8f) = -Cx* + CeAh'Sx + Cwe8t + O (S2) 

= CeAh'8x + CweSt + O (52) = 0 

St=-^—Sx + 0(S2) 
Cwg K ' 

Como x (h* + St) = -x* + Six, tem-se entao 

-x* + Six = -x* + eAh*Sx + wgSt + O (82) => 

weCeAh' 
Six = eAh"Sx 

Cwe 

-8x + 0 (S2) 

I 
WgC 

Cwg 
eAh'Sx + O If' 

Finalmente, a linearizagao da expressao acima leva ao Jacobiano, 

Wg = I -
WgC 

Cwg 

„Ah* 

O restante da demonstragao segue da observagao (3.2). 
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