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RESUMO

Modelos de eletrodos de aterramento e de solo sdo estudados e dots deles sio
implementados: o de potencial constante ¢ o de solo de duas camadas. O primeiro
considera a nio-uniformidade da corrente nos eletrados , e o segundo é adotado por sua
relativa simplicidade e adequabilidade a grande maioria dos solos do nordeste
brasileiro. Dois algoritmos de calculo de potenciais na superficie do solo produzido por
dispersio de corrente sdo implementados, podendo assim, assistir o projeto de malhas
de aterramento de subestagdes compativeis com as necessidades industriais. Simulagtes
de malhas de aterramento sio feitas com as rotinas desenvolvidas e os resultados

obtidos coincidem com trabalhos anteriores.
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ABSTRACT

Grounding electrodes and soil models are studied and two of them presented :
the constant potential electrode model and the two-layer soil model.

The first consider the current in the soil to be non uniform, and the second has a
relative simple and is appropriate to the majority of the Brazilian northeast soil.

Two routines are implemented. They may be used to assist on the design of
substation grounding mashes compatible with industrial needs. Simulations of the

grounding systems are performed and the results are in agreement with previous works.
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1. INTRODUCAO

Os sistemas elétricos necessitam ser ligados a terra em pontos estratégicos, para
efeito de dissipagdo de energia durante desequilibrios. Essas ligagdes se fazem através
de eletrodos ou conjunto de eletrodos enterrados, em contato direto com o solo, que é
denominado de sistema de aterramento, ou simplesmente de aterramento.

O conhecimento do comportamento do sistema de aterramento ¢ um problema
dificil pois o solo € um meio muito complexo, com propriedades que mudam com o
tempo e no espaco. Outro fator de dificuldade ¢ que o desempenho do aterramento
depende das proprias condigdes impostas pelos fendmenos que solicitam sua
intervencio.

O aterramento de um sistema elétrico € considerado adequado quando atinge,

cumulativamente, os seguintes objetivos:

a) Viabiliza adequado escoamento de sobrecorrentes indesejaveis, limitando as

tensdes transferidas ao longo da rede, em conseqiiéncia da descarga de surtos,

b) Garante a seguranga dos usudrios do sistema através da limitagiio das diferengas
de potencial entre o condutor neutro e a terra, resultantes das correntes de

desequilibrio.
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¢} Garante a efetividade do aterramento do sistema | limitando em valores

adequados os deslocamentos do neutro, por ocasiio da ocorréncia de defeitos &

terra;

d) Assegura a operagdo rapida e efetiva dos dispositivos de protegio de
sobrecorrente, na ocorréncia de faltas 4 terra, limitando a valores ndo perigosos

as tensoes de passo resultantes da passagem das correnties de curto-circuito.

Diaﬁte de tais objetivos, fundamentais ao bom funcionamento dos sistemas
elétricos, surge a necessidade de analisar com bastante ¢ritéfio o projeto de sistemas de
aterramento.

A solugdo deste problema esta relacionada com a disponibilidade de 'modeiés
apropriadoé, capazes de representar os aspectos fundamentais dos fendmenos que

ocorrem no sistema de aterramento.

1.1 Modelos de solo

Os solos reais compostos de diversos elementos heterogéneos sio classificados
de duas formas : regulares, que tem a sua resistividade variando s6 verticalmente, e
irregulares gque possuem resistividade variando vertical ¢ horizontalmente. Os solos
regulares sio a maioria e por isso serdo aqui tratados.

O mais simples dos modelos de solo regular ¢ o uniforme, que supde o solo
homogéneo e isotropico’. Embora um modelo distante da realidade, sua aplicabilidade é

grande (CAVALCANTI, 1996) devido a facilidade que oferece na formulagio

' Um solo homogéneo ¢ isolropico apresenla as mesmas propriedades [isicas cm todas as diregdes,
portanto tem resistividade constante em toda sua cxtensfo.
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matematica dos problemas. Tentando uma methor aproxima?ao com a r@almadf;; 5

utiliza o conceito de resistividade aparente (ENDRENY, 1963; TAKAHASHI &
KAWASE, 1990).

Os modelos mais sofisticados de solos regulares aproximam a resistividade por
uma fungdo comtinua {exponencial) da profundidade (SUNDE,1968). Entretanto, os
modelos mais usuais, consideram que o solo ¢ constituido de um certo nimero de
camadas horizontais homogéneas, isto é, com resistividades constantes, de espessuras
finitas, exceto a mais profunda, que ¢ infinita. QO modelo de solo de duas camadas, que é
o preferido universalmente (DAWALIBI & MUKHEDKAR, 1975, KOSTIC &
SHIRKOOHI,1993), serd empregado neste trabalho, visto que as equagdes encontradas
ndo sdo tdo complexas e mesmo assim proporciona bons resultados (SATO &
ZAENGL, 1988; SALAMA ¢r af , 1995). CAVALCANTI (1991) estudando o solo do
Nordeste concluiu que 75% dele pode ser modelado em duas camadas. Novos métodos
computacionais estdo sendo estudados para estimago dos pardmetros dos solos de duas
camadas, como exemplo pode-se citar SEEDHER & ARORA (1992} que utilizou

expressoes de resistividades finitas de WENNER.

1.2 Modelos de eletrodo

A forma pela qual a corrente se dispersa do eletrodo para o solo é uma
consideraciio fisica fundamenta! para se compreender o comportamento do sistema de
aterramento. A figura (1.1) representa um segmento de eletrodo , onde trés correntes sdo
indicadas. A corrente dissi pada no solo pelo segmento considerado é /; + jl.. As outras
sdo correntes que passam pelos segmentos adjacentes ao considerado. O campo elétrico

no solo determina as correntes de condugdo (/) e capacitiva (/) que compdem a
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corrente total que se dispersa no solo. A relagio entre tais correntes ndo dependem da

geometria do eletrodo, mas sim exclusivamente da relagio ofwe, sendo o e g

respectivamente a condutividade e a permissividade do solo e w a freqiiéncia angular.

ity

Figura 1.1 Scgmento de um cletrodo.

Os métodos mais usuais de calculo de potencial devido & dispersdo de corrente
no solo consideram constantes a densidade de comrente ( ./ ), na superficie dos
condutores que constituem o sistema de aterramento, Se por um lado a adogdo desta
hipotese simplifica consideravelmente o modelo, por outro torna-o bastante impreciso
por ndo levar em conta a variagdo do campo elétrico (17) ao longe de toda superficie do
eletrodo®. A hipotese da densidade de corrente constante é sustentada na pratica pela
simplificagdo que empresta aos calculos de potencial (SOUZA, 1996). Os métodos que
a empregam corrigem ad posteriori, os valores calculados, por meio de férmulas
empiricas (IEEE-80,1986).

Segundo SVERAK (1989), “a densidade de corrente elétrica ndo pode ser igual
para diferentes pontos da superficie do eletrodo” e ainda segundo DAWALIBI &
SOUTHEY (1994) e DAWALIBI & MUKHEDKAR (1979), “a distribuigiio de
corrente elétrica € mais ou menos uniforme ao longo dos eletrodos, exceto nos finais ou

em cruzamentos”. Em vista disto desenvolveu-se outros métodos para melhor
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representar o eletrodo. Neste trabatho serd visto o método do potencial constante, onde

ndo mais s¢ considera a densidade de corrente constante, mas impde-se que a superficie

do eletrodo estara submetida a um mesmo potencial. Esta condigio é razoavel visto que
o eletrodo possui uma elevada condutividade, podendo as perdas internas serem

desprezadas. Desta forma a distribuigio de corrente no eletrodo torna-se ndo uniforme,

1.3 Organizacio do trabalho

Uma fundamentacdo tedrnica foi inicialmente realizada, objetivando encontrar
expressdes do potencial em fungdo do modelo de eletrodo do potencial , do solo de duas
camadas ¢ do método matricial modificado. Utilizando este método foram construidas
duas rotinas coniputacionais para obtengfo do potencial em um ponto qualquer de um
solo de duas camadas produzido por um sistema de aterramento. Os resultados obtidos
em cada rotina foram comparados entre si e também com publicagdes anteriores e

serviram para validag¢io do trabalho.

 Segondo a lei de Ohny, o campo cléirico na superficic do cletrodo ¢ E=pJ, onde p ¢ a resistividade,
suposta constante, do mcio envolvente do cletrodo. Logo, a densidade de corrente, J, constante implica
cm campo clétrico constante.



2. FUNDAMENTOS TEORICOS

Quando um sistema de aterramento entra em atividade, o seu potencial se torna
diferente de zero. Este valor nio-nulo de potencial se denomina de potencial do sistema
de aterramento. Neste processo também surge uma cosrente na superficie dos elementos
do sistema que se dispersa na terra. Considerando os valores comuns de resistividade
do solo (50 a 1000 Qm)} e as dimensdes do sistemas de aterramento tipicos (de poucos
metros a 200 m), MELIOPOULOS (1988) demonstra que a analise c.c. ¢ suficiente na
maioria dos estudos préticos de sistemas de aterramento. Neste trabalho a analise c.c.

sera aplicada a sistemas de aterramerito.

2.1 Introducio

A figura 2.1 mostra um eletrodo puntiforme imerso em solo uniforme (caso mais
simples). Uma esfera nestas proporgGes ndo possui aplicagdo pratica direta, mas serve
como base na simulagio de qualquer eletrodo real, ao utilizar-se processos de somatério
ou integral. A esfera, localizada no ponto j do solo é uma fonte puntiforme de corrente
.de onde emana para a terra uma corrente /. Desta forma surge um potencial ¥ num
ponto genérico do solo. Este potencial V satisfaz a equagio de Laplace : V2 ¥/ = 0.

Pode-se expressar esta equaciio em coordenadas cilindricas da seguinte forma :
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VI, 2) - 17 (réi/(r,d),z)} 1 (?“V(i‘,fD,z)+é’2V(r,d),z):0 @

¥ ¥ & re AD° &

onde r, ¢ e z sfo as coordenadas do ponto /. Por causa da simetria, o potencial ¢

independente da coordenada ¢, isto &, F(r,0,2)=V(r, z). Logo a equagio (2.1) se reduz a:

1o ¥, Y (r.
VZV(r,z):;CE(r{ gz))ﬁ ﬂg 2 _o (2.2)
71

¥ superficie do s0ln

4

® Fpny, ) = Pir )

1
H
X

Iy, 2)

Figura 2.1 Eletrodo puntiforme em solo uniforme ¢ um ponto em que

o potencial ¢ de interessc.

A solugio geral desta equagdo ¢ dada em termos de fungdo de Bessel de ordem

zero, .Jo (KRAUS & CARVER, 1986):

! "
Virz) = 2 J' 00k) ., ()™ dli (2.3)
4R’ 1)

B(k) é uma fungio arbitraria da variavel de integragio k, determinada pelas
condigdes de contorno. Estas condigBes estabelecem na interface dos dois meios, solo e
ar, o potencial e a corrente devam ser fungdes continuas. A expressdo final do potencial

em um ponto genérico do solo de coordenadas cartesianas x, yez €
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o |
- dx

f

‘/{x—xj.)z +(y—yf)2 +(z+::j)3

(2.4)

(x=x, Y +(y-p) +(z-2,)

A equagio (2.4) sugere que o potencial em qualquer ponto do solo, nas
circunstancias descritas na figura (2.1), é o mesmo que o produzido por duas fontes
puntuais de corrente /; localizadas nos pontos (x, ¥, z) e (X, y, -z) em uma regido
infinita de resistividade p. Em outras palavras, a interface entre os meios solo e ar, tem
o efeito de criar uma imagem da fonte puntiforme com relagdo ao plano da interface.
Desta interpretagio, que € ilustrada na figura (2.2), surge uma alternativa para solugdo
do problema de calculo de potencial produzido por dispersdo de corrente no solo: o
método das imagens. Este método surge como uma alternativa para resolver a equagio
de Laplace. Novos trabathos (CHOW ef al., 1995) mostram um método de imagem

equivalente, avangando na discussiio desta ferramenta de calculo.

___Qeletmdn imagem

L
i~
i ~

-
”

-

~ ar

Figura 2.2 Eletrodo puntiforme em solo homogéneo a profundidade 4

¢ seu cletrodo-imagem.




Helion do Nascimento Alves 2. Fundamentos Tebricos 24

2.2 Modelo de solo de duas camadas

Se for considerado ao invés do ar, cuja resistividade considera-se infinita, outro

meio de resistividade finita, conforme a figura (2.3), a equagio (2.4) passaria a ser ;

V(x,y,z)= Al 1 +k 1
4 \/(x—x,-)"’ +(-y,) +(z~z,) J(x—x,)z +(y -y, +(z+2,)
(2.5a)
onde k= £22P1 (2:5b)
R

A constante £ ¢€ o fator de reflexfio entre os meios 1 e 2 de resistividade py e py

respectivamente, sendo o meio 1 aquele que contém o eletrodo.

eletrodo puntiforme

e

S vt

Figura 2.3 Dois meios com resistividades diferentes com um eletrodo
puntiforme na 1* camada.
Quando os meios sdo apenas dois, ocorre uma s6 reflexfo e por conseguinte, o
eletrodo imagem € unico. Para um eletrodo imerso na primeira camada de um solo de

duas camadas o numero de reflexbes ¢ infinito, conforme ¢ mostrado na figura (2.4).




s st UG T s

; \ S'n
. N \RjH
Fij+- "
2nh o
5"

20h

!
!
|

.

—

Figura 2.4 Método das imagens onde ocorre infinita reflexdes.

O potencial no ponto P(x,y,z), localizado na primeira camada do solo, produzido

por um eletrodo puntiforme, se expressa da seguinte forma :

Vp:% —3_—+—1:~+i 26 i + 3 + 1 + i (2.6a)

oy Toj  m=l Fopr Type Tyj— Tj-

onde
reij :J(xj—x)2+(yj—y)2+{zj :}12)2 (2.6b)
rhe =y -3+ (=) + 26k +(z; £ 2)P (2.66)
A J(xj -x)? vy ~-3)%+ [Znh —{z; % z}}z (2.6d)

1 é o nimero de reflexdes ;

h ¢ a altura da primeira camada.
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2.3 Métodos computacionais

As equagdes (2.6) so sdio validas para eletrodos puntiformes. Para aplicagio em
eletrodos extensos, como os encontrados em malhas de aterramentos, é necessario
recorrer-se a um artificio. A idéia béasica ¢ dividir o sistema de aterramento em
pequenos segmentos e substitui-los hipoteticamente por fontes puntiformes de correntes
localizadas em seus respectivos centros como se vé na figura (2.5). Uma parte de um
sistema de aterramento genérico é mostrado na figura 2.5a e o modelo do segmento j &
mostrado na figura 2.5b. Se o eletrodo genérico ¢ dividido em m segmentos E eﬁtﬁo 0

potencial num ponto qualquer da 1* camada do solo ¢ aproximadamente :

A 1 1 >
V=== > 1 +—+ k +—t——+ 2.7
d 4%2 Nroow Z PR R A N @7

; . n + 4 -
onde m é o numero de segmentos e as fungbes 7y i Twts Tnjx sio dadas

respectivamente pelas equagdes (2.6b), (2.6¢) e (2.6d).

& SR

i ili oo fo

1| £ [+ . %‘ ¥
& A L !
tw "'«.,»:'..:4. ........ '!..,.,.....-r'
(a) ()]

Figura 2.5 (a) Trecho de um eletrodo subdividido em elementos finitos ;
{b) Modelo matematico do elemento.

Quanto menores forem esses segmentos, melhor é a aproximagdo. SOUZA
(1996) mostra que para todos os valores possiveis de parimetros do modelo de solo, a

série infinita na equagdo (2.7) converge assintoticamente. Nas rotinas computacionais
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desenvolvidas com base no método das imagens, o nimero de reflexdes consideradas é

auto-ajustado a partir de uma toleréncia, t, especificada pelo usuario.

Para que a equagdo (2.7) possa ser efetivamente utilizada é preciso informacéo a

respeito da distribuigfo de corrente no sistema de aterramento antes de dispersar para o

solo. E necessario escolher o modelo de eletrodo, que dard a informagdo necesséaria

sobre a distribuigio de corrente. Agora serdo visto dois métodos computacionais usando

dois modelos de eletrodo.

2.3.1 Método do somatoério

O modelo de eletrodo densidade de corrente constante admite que a corrente

total no sistema de aterramento, /, se distribui uniformemente em toda sua extensio.

Para um eletrodo dividido em m partes, tem-se entdo :

I;= j=12,m - (2.8)

Portanto a equagdo (2.7) particularizada para esse modelo ¢ :

m : « i ] 1
];rp___ﬁiiz _i:_+_-£ +Z k" i + E + i e 2.9)
dmm S\ vy oy mmt \Twe Twr Ty- Tw-

O método de calculo do potencial baseado nas equagbes gerais (2.6) e (2.9) ¢

referenciado como méiodo do somatoriv.
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2.3.2 Método matricial

Outro modelo de eletrodo é 0 modelo de potencial constante, segundo o qual
todos os m elementos do eletrodo estfio no mesmo potencial. Este potencial comum a
todo o eletrodo é conhecido como elevagiio de potencial de terra ou simplesmente
GPR®. Deste modo, m equagdes do tipo (2.6a), uma para cada segmento do eletrodo,

podem ser escritas. Na forma matricial, essas equagdes sdo

Ay [1] = [FI[] (2.10a)
2l :
onde
f=(111.. 17" (2.10b)
Ul=1[156 L I; ... L, }_T | (2.10c)
[Fl=1F] (2.10d)
F; 2[%+:§;+g kn(r,",;-+ + r’; + r,;_ + f;;-D (2.10e)

F; é a matriz dos fatores de distribuigdio de potencial.

As correntes nos varios segmentos podem ser determinadas pela equagfio (2.11).
47V .-
===1TM] @11)

Para determinar o valor de GPR tem-se que a corrente total [r, dispersada no

solo através do eletrodo, sera :

3 Do inglés, Ground Potential Rise.
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I, - i 1 =N (2.12)

J=l

Da combinagiio das equagBes (2.11) ¢ (2.12), ¢ estabelecida uma relagio direta

entre a corrente total [y e a tensdo V' (GPR) .

v =L PP L 213

O método de célculo baseado nas equagdes (2.6), (2.11) e (2.13) é referenciado
como método matricial. E denominado desta forma por utilizar a matriz dos fatores de

distribuigiio de potencial [ F'].

2.3.3 Método matricial modificado

O método matricial € bastante simples, porém, segundo MELIOPOULOS &
JOY (1981), MELIOPOULOS (1988) ¢ SVERAK (1989), “torna-se impraticavel sua
aplicagio 4 medida que o numero de subdivisSes do eletrodo aumenta”. Cada vez que o
eletrodo é subdividido, a matriz dos fatores de distribui¢do de potencial [ F ] torna-se
maior. Tem-se entdo uma inversdo de matrizes de ordem mais elevada, acarretando um

esforgo computacional maior.

De gcordo com DAWALIBI & SOUTHEY (1994) ¢ DAWALIBI &
MUKHEDKAR (1979), préximo aos extremos do eletrodo, a densidade de corrente ¢
bastante variada, fato esse que ndo ocorre com tanta intensidade no entremeio do
eletrodo. E possivel entdo simular o eletrodo, por segmentos de comprimento finito e

considerar constante a densidade de corrente em cada um. Dessa forma, a curva da
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densidade de corrente pode ser representada por uma funcdo-escada® (figura 2.6b). Essa
premissa leva ao desenvolvimento do método matricial modificado que se desenvolve

da seguinte forma:

De inicio, o eletrodo € dividido em um mfxme;ro finito de segmentos (figura 2.6a)
e a densidade de corrente, a0 longo de cada segmento do eletrodo, ¢ considerada
constante, mas desconhecida a priori. Utiliza-se o método matricial para encontrar os
valores desconhecidos da corrente elétrica em cada segmento. Depois disto pode-se

calcular o potencial na superficie do solo,

[ -2] 15 [%F+x ]

(a)

Fungao escada

Fungéo original

Densidade de corrente

'y
L4

Comprimento do condutor
(b
Figura 2.6 (a) Trecho de um cletrodo subdividido em clementos finitos;
(b) Curva densidade de corrente ¢ sua aproximagio por
uma fungio-cscada.
Uma aplica¢do apropriada desse método requer um compromisso entre precisdo
e efici€ncia, ou seja, se o eletrodo for dividido em poucas segOes, os resultados para os

potenciais na superficie do solo nfo retratam a realidade, visto que a fungfo-escada ndo

se aproxima da distribui¢do verdadeira da corrente ao longo do eletrodo. Caso o

* Representagfio da curva densidade de corrente através de segmentos de retas.
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eletrodo seja segmentado em um elevado nimero de subdivisdes, a fungio-escada se
aproximara bastante da distribui¢io nfio uniforme de corrente. Contudo, o esforgo
computacional € grande, de forma que as vezes pode niio compensar tal procedimento.
Esse método recebe 0 nome de matricial modificado, porque ao longo de cada segmento
aplica-se 0 método do somatorio, ¢ o valor de cada corrente ¢ obtido com a utilizagdo do
método matricial,

O método matricial modificado, pode ser implementado de varias maneiras.
Neste trabalho dois métodos de calculo de potencial no solo serfio descritos e com base

neles duas rotinas computacionais serfo implementadas.




3.0 METODO DA INTEGRAL

Inicialmente o sistema de aterramento tratado neste capitulo constard de apenas
um eletrodo retilineo, como mostra a figura (3.1), e depois serd generalizado para
mathas de aterramento com mais de um eletrodo retilineo podendo tambéni conter
hastes.

O método matricial modificado, apresentado no capitulo anterior, utiliza o
. método do somatério. Se a equagio (2.9) & aplicada a cada segmento do eletrodo, o
tempo de processamento ¢ muito eiévado, visto a necessidade de se dividir o segmento
em um grande nimero de partes para se conseguir uma boa precisio. O método da
integral se apresenta como uma altemati\{a ao método do somatdrio para contornar €ssa

dificuldade.

3.1 Método da integral para eletrodos lineares horizontais

No limite, quando o numero de subdivisdes do sistema de aterramento tende
para infinito, o somatorio na equagfio (2.9) transforma-se em uma integral. O calculo
analitico da integral nem sempre é vidvel, mas para um eletrodo retilineo é uma tarefa
relativamente facil. Dessa forma surge a possibilidade de se estudar a maioria das

malhas de aterramentos existentes, j4 que estas sdo compostas pela jungdo de varios
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eletrodos retilineos. Nesta se¢do sera obtido o resultado da integral da fungiio potencial
produzido por um eletrodo retilineo no solo.

Para efeito de simplificagfio, um sistema referencial UVW ¢ escolhido de modo

que o eletrodo fique por completo no eixo U, e que uma das suas extremidades coincida

com a origem do referencial. Esta perda de generalidade ¢ aparente pois se estabelece

em qualquer tempo por transformacio de coordenadas envolvendo rotacio e translagio.

Observando a figura 3.1 se conclui que as coordenadas de um ponto num referencial

XYZ sdo
X = ucosy - vseny +xp ' | (3.1a}
y = usény + veosy + y(, (3.1b)
z=w +2p (3.1¢)

Figura 3.1. Eletrodo retilineo no eixo u de um sistema de coordenadas UVW.
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onde xy, vy e zo 830 as coordenadas da extremidade de origem do eletrodo no referencial
XYZ e y ¢ o angulo de rotagdo entre o eletrodo situado no eixo U e o eixo X do
referencial XYZ.

Considerando o nimero de divisdes do eletrodo tendendo a infinito a equagio

(2.6a) torna-se :

I; w
de=———pi’a’u[—i—+—§+z k”{i + E + 1 + E D (3.2)

“J o7 Toj  n=l Twiv Ty foj—  Tyj—
onde L; é o comprimento do eletrodo ; /; a corrente total dispersa por ele e du o
comprimento de um elemento infinitesimal.

Para encontrar os afastamentos (#) nas coordenadas UVW combina-se as

equagdes (2.6) e (3.1):

re, = \/(u}. ~u): + v+ w? = r(w) (3.3a3)
Py =, —u Y+ (w+22,)" =r(w+22,) (3.3b)
ro, = J(uj ~u)? +v: + 2nh+w) =1, (w) (3.3¢)
ry, = \ﬁu_,. —u)? + v+ 2nh+w+2z,) =1 (w+2z,) (3.3d)
r.= J(uj —u) + v+ (2nh-w—22,) =7,(-w-22z) (3.3¢)
r :; \/(”j —u)’ +v* + (2nh—w)’ =1 (-w) (3.39)

A equagio (3.2) pode ser reescrita da seguinte forma
dV, = O(w)du + O(w + 22, )du (3.4)

onde

mﬂfi{‘ i @ ; 1 i 35
O(w)= 4@1[%1_(“,)*“; k [rq(w)+?’,{f{—W)]} ( )
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O potencial total no ponto P, devido a0 eletrodo como um todo é -
v, ~ I@(w)du + j@(w+ 2z,)du (3.6)
=0 g0
onde u; € o valor da coordenada U da extremidade final do eletrodo.

Resolvendo-se a primeira integral da equagio (3.6) :

o 2 [ 1wt fle 0 w7 )
e G

7

+ik"ln uy —-u+,f(u1—u)2+v2 + (2nh + w)?

n=l | —u+ \/(m)2 + (2nh + w}2
. ik”ln - U+ \/(ul —u)2 +v% + (2nh - w)ﬂ 3.7
=1 ~-u+ \/(u)2 +v2 4 (2nh —w)?

e a segunda integral da equacio (3.6) € obtida da primeira substituindo w por w+2zy

u, -u+\/{u, —u)? v+ {w+2z,)° .
mu+‘/(u)2 +v 4+ (w+2z,)°

h P,
® 2 = ks
j (w+ 22, Jdu %H

+§:k"l al—u~+~\/(u;wu)2+v2+(2nk+w+2zo)2 .
m
=1 —H+ ,‘/(u)2 +vE o+ {Znh +w+ 2::0)2

| M 0 Qe 22)) g
-+ \‘/(u)2 +v 4 (2nh —{(w+ 220))2

=l

O potencial, portanto, em um ponto P qualquer da primeira camada do solo serg,
conforme a equagio (3.6), a soma das equagdes (3.7 ) e (3.8), onde u;, u, v e w sdo
expressas, em fungdo das coordenadas do sistema referencial XYZ, pelas equagdes :

up = (x — xp)cosy -+ (y; - yp)seny (3.92)

u = {(x—xp)cosy + (¥ yy)seny _ (3.9b)
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v={(y— yp)cosy —(x —xp)seny (3.9¢)

w=z-z (3.9d)

onde 3:1 e y; sdo as coordenadas x ¢ y da extremidade do eletrodo no referencial XYZ.

No método matricial modificado considera-se constante a densidade de corrente
em cada um dos segmentos em que o eletrodo € dividido. Considera-se ainda , que o
potencial sobre cada segmento é o mesmo. Logo se o eletrodo € dividido em m
segmentos a equacgio (3.6) passa a ser escrita da seguinte forma:

_r@ {(w)du + f@i(w~i~230)du (3.10)
'i tt,=0) #,=0

onde xg, yp € 2z passam a ser as coordenadas da extremidade de origem de cada
segmento do eletrodo no referencial genérico XYZ, x; e y; sfo as coordenadas x e y da
extremidade final do segmento do eletrodo no referencial XYZ e u; passa a ser o valor
da coordenada U da extremidade final de cada segmento do eletrodo.

Para finalizar esta segdo, é necessario calcular o potencial no solo levando em
conta a presenga de mais de um eletrodo retilineo no sistema de aterramento. O
potencial produzido em um ponto P do solo por cada eletrodo que compde a maiha de
aterramento ¢ calculado conforme a equagiio (3.10) e o potencial total produzido pela
malha de aterramento é a soma desses resultados. Logo a expressio final do potencial
deriva-se da equagdo (3.10) acrescentando-se o somatdrio devido a superposi¢io dos

efeitos de cada eletrodo retilineo:

", m u u
Vp ”Z Z JJ@)U'(W)‘{“* J‘@ij(wﬂzo)du (3.11)
J=} i=l Ug =() Uy =0

onde 1, é o ntimero total de eletrodos retilineos e j = 1,...,#. representa cada eletrodo.
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3.2 Método da integral para hastes (eletrodos nao-horizontais)

No que foi desenvolvido at€ agora esteve intrinseco que a fonte puntiforme e o
ponto onde o potencial € desejado estavam completamente contido na primeira camada
do solo. Essa hipotese quase sempre se confirma no caso de malhas de aterramento’. No
entanto, as hastes de aterramento usuais costumam ocupar as duas camadas de solo

conforme mostrado na figura 3.2

L o -

b S

Figura 3.2 Hastc em solo de duas camadas

A conseqiiéncia desse fato é que poderfio ocorrer as alternativas mostradas na

tabela (3.1), com base no posicionamento da fonte puntiforme e do ponto onde ¢

desejado o potencial.

Tabela 3.1 - Posicionamento da fonte puntiforme e do ponto P(x,y,z)

1 I* camada 1 camada
2 1? camada 2* camada
3 2% camada 1? camada
4 2* camada 2? camada

* A profundidade usual de malhas de aterramento situa-se na faixa de 40 a 80 cm.
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O -potencial em cada uma das quatro disposi¢des serd encontrado a seguir
utilizando o método das imagens.

Considere duas camadas dielétricas separadas por uma superficie plana, e uma
fonte puntiforme, localizada no meio 1, de onde emana a corrente 7 (figura 3.3a).
Segundo HARRINGTON (1958) a aplicagio do método das imagens para esta
configuragdo € mostrada nas figuras (3.3b) e (3.3¢) para um ponto qualquer e nas

ﬁguras (3.3d) e (3.3e) para pontos na interface dos meios.

s [}

i

-
o} i (O —
™
Y
.
e

@

e @, —f @
r
o
Fra
e
e D
Fd
£

(d) (E)

Figura 3.3 Interface entre diclétricos: (a) interface original representando meio 1 € 2;
(b) Aplicagiio do método das imagens no meio 1,
(c) Aplicagdo do método das imagens no meio 2;
(d) Aplicagdo do método das imagens no meio 1 - interface;

(¢) Aplicagdo do método das imagens no meio 2 - interface;
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Da. figura (3.3b) tira-se que o potencial em um ponto qualquer da primeira

camada é:
yo= 9 (3.12)
r] r2 .
onde ¢, = Ll
4

P - resistividade do primeiro meio;

i - corrente que emana da fonte puntiforme;

i1 — corrente de valor descouhecido que sera calculado;

y - distdncia de um ponto no primeiro meio a fonte puntiforme.

ry - distdncia de um ponto no segundo meio 4 fonte puntiforme imagem 1.

Da figura (3.3¢) tira-se que o potencial em um ponto qualquer da segundo meio

V=22 (3.13)
3

onde i, ¢ corrente de valor desconhecido que sera calculado;

0 € aresistividade do segundo meio;

7 - distdncia de um ponto no segundo meio a fonte puntiforme imagem 2;

Cn o= —,
2 4n

Tem-se na superficie de separagio -

Fimry =13 (3.14)
dn __dr (3.15)
aN ~ dN

onde N rtepresenta a dire¢#o normal & superficie de separagio.

Considerando V1=V, como condiggio de contorno entre os dois meios tem-se :
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A (3.16)

Igualando as equacgdes (3.12) e (3.13) e usando a equagio (3.14) obtém-se
CII +c]jj = Cziz (3 17)
Usando (3.12}, (3.13) e (3.15) em (3.16) obtém-se :

i, . |
(i~ clll) = ——Csfy (3.18)
P ~;

De (3.17) e (3.18) encontra-se :

i = ki | (3.19)
iy = (t+k)Li (3.20)

onde & ¢ dado pela equagio (2.5b). Finalmente tem-se:

e ke
me———

¥ (3.21)

Fy ¥y

B (1+k&)c,d
H

v, (3.22)

onde as equagdes (3.21) e (3.22) referem-se respectivamente a 1° e 3° disposi¢des.
Considerado agora a fonte puntiforme localizada no segundo meio e resolvendo

de forma analoga ao mostrado acima tem-se os seguintes resultados :

iy = ki (3.23)
Sy = (0 + k)i (3.24)
V- 1+ Kk)e,i (3.25)
)
y, =2l K - (3.26)
f, h

As equagdes (3.25) e (3.26) referem-se respectivamente a 2° e 4° disposigdes.
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Ao considerar 0 ar como mais um meio, tem-se infinitas reflexdes como ¢
mostrado no capitulo il e em HEPPE (1979). Analisando as equagdes (3.22) e (3.25)

ve-se que as expressdes para a 2° ¢ 3° disposi¢des sdo semelhantes. As expressdes finais

para cada caso sdo as seguintes :

pil 11 ¢ 1111
VP=4;T ++_+Zk”++_+++_ (3.27)

oj  foj umd Pov  Tyjs Toje Py

; o0
me%pl(1+k)’ _lﬁ.**_l_.*.z k" __}_....'__.1._ (3 28
47; r"“‘ - + + . )
0j o m=l foje  Tj-

il 1 1 & o111
=t —t— ) ()| St (3.29)

i By foj  nm=l Fajv Ty Tojm Fj-

onde as equagdes (3.27) e (3.29) referem-se respectivamente a 1* e 4* disposigdes e a
equagdo (3.28) refere-se 42" ¢3*.

A seguir serd encontrado uma expressdo do potencial produzido em um ponto
qualquer do solo por uma haste vertical. O referencial cartesiano € escolhido por
conveniéncia de modo que o eixo Z contenha a haste ¢ o plano XY coincida com a
~ superficie do solo, como é usual. A generalidade se estabelecerd mais tarde por

translagdo de origem para qualquer outro eixo (figura 3.4).
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eixo genérico X'
g 2 = ™ - K ™ “""'
-~ =
, 1V |H
,' !
¢ "X h
r
- !
©y L A
l N e e — e
t
: 4
[
Z. -» L e
zl-

Figura 3.4 Haste num solo de duas camadas, com os cixos XYZ ¢ XY 2’ representados.

A corrente dispersa no solo por uma parte infinitesimal da haste contribui
diferentemente para o potencial em um ponto qualquer da 1* camada, conforme a
camada em que esteja imersa. Logo, serdo usadas as equagdes (3.27) e (3.28) da

seguinte forma :

F r,

B+ it "- HF

4zl two Twe h i

de:plf(;+_L+z k.n(ijr 1 +_-1+__+ I)}dgj,seHSzj<h (3.30)

r(aj ro; =i

L ]}dzi seh<z<L+H (331)
"

Hi+ nj-

dVp iM{_l-+._l__+z k"(
n=l

-+
Anl. K, Ky

De modo que :

] o ;
, pIIJ‘ ! ! ni 1 1 1 1
Vp =2 = —+ E k + + + Z -+
P4 AL AT I A /

j o oa=l Hi% Hi+ i~ w-

L+ 1 1 o 1 1
+(1+k)j —+—+~T+Z k”[ —+ _{_} Z; (332

[0y foj e Tuiv -

A equagio (3.32) pode ser combinada com as equagdes {2.6) e reorganizada
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4z,
wl’ IJA 24z, - '{\/A i,

H+L H+l
dz ; & dz ;

’ \/Azh(zju«z)z +£ JA22+(zj+z)2

S f

n=1 H\/A +(2m‘z+z —z)? ‘[.\/A +(2nh+z +2)*

+ {1+ k)

+

~}-

y A .
Nk +(2nh -2 A +(2nb 2, +2)°
HES] ;
m® dz .
a+iy k| J ;
s " JAZZ +(2nh+z; ~z)?
M+l dz.
+ j / (3.33a)
" \/Azz +(2nh+ 2, + z)°
onde 4," =(x, ~x)* +(y, - )’ (3.33b)

Para se efetuar as integragSes indicadas na equaglo (3.33) recorre-se a seguinte

integral indefinida :

J.—-—du—w = ln(u +ut+a® ): Fi(u,a) (334)
Vu? +a? _

Para se aplicar a equagdo (3.34) as primeiras quatro integrais da equagdo (3.33),
respeitando os limites de integragiio de cada uma, faz-se a seguinte substituicdo

resultando em du = dzj , logo,

Ltz

;L\/—Z—g%; :m(u + \/Azz +u? )

u=l tz 2 2
o Lyrzey4, + (L +2) (3.35)
u=ltz Litz+ m
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onde L; ¢ L, siio os respectivos limites superior ¢ inferior de cada integral.
Para se aplicar a equagdo (3.34) nas 5%, 6°,9° e 10" integrais da equagdo (3.33),
faz-se a seguinte substituicio :

u=2nh+zj +z

resultando em du =dz Iz logo,

2nhvl Lz u=2nh+l t+z
I ——dﬁm——» :ln(qu\/Azz +u2)
Ltz / Azz +u2 w=2nh+l, k2
2z 2
1 2nh+L‘giz+\L4z +(2nh+ Ly £ z) (3.36)

2nh+1; iz+\/A22 +{2nh + L iz):Z
Para se aplicar a equagdo (3.34) na 7" e 8% integrais da equagdo (3.33), faz-sea
seguinte substitui¢ao :
u=2mh-z,tz
resultando em du = —dz,, logo,

2nf—[ 1= du u=2nh-l Ltz

— j W-———--—-ln(uh/Azz-wz)
[Tz 2

s, 4z N U

w=2nh~l tz

2nh—~L, £z + @2 +(2nh Ly z)2 '(3'37)
b1, vz A7 +(2nh— L+ z)z

=In

Finalmente,
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VP Zﬁ?{ﬁ(h_Z’H_Z>Az)+j;(h+Z,H+Z,A'Z)+

+ (RS (H+L~2,h—2,A)+ f(H + L+2h+z 4)]+

£ > k" [fi@nht h- 2200+ H —2,4,)+

n=l

+ 2k h+z2nh+ H + 2,4+
+ fQ2nh—H —z2nh—h-z, A )+
+ f,2nh—H + z,2nh —h+z, A,)}+

+( +k)Zk”[f1(2nh+H v L—z2nhvh—z,4)+

n=1

+ f@Qnh+ H + L+ z2nh+h+z A)] (3.38)

u, +Afu” + A
onde £ (u,.u,, A)=In| VI o A= F e, A) (3.39)
u, +Ju,” + A’

A equagiio (3.38) expressa o potencial em um ponto qualquer da 1* camada do
solo produzido por dispersio de corrente em um solo de duas camadas (py,pz, /1) atraves
de uma haste de comprimento L e profundidade H.

Da mesma forma, a corrente dispersa no solo por uma parte infinitesimal da
haste contribui diferentemente para o potencial em um ponto qualquer da 2° camada,
conforme a camada em que esteja imersa. Isto é, serdo usadas as equagdes (3.28) ¢

(3.29) da seguinte forma :

arp - £A0D (;; 5 kn[_}_+_§»J]dz_j, wHsz<h (40)

+ _—
Al foj To;  m Puis  Taj-
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avp =22L —1—+_1—+i(~k)" L. L (3.41)
P_4KL + - + - P ZJ )

oy oy oo [T AR VS

seh<z<L+H

Utilizando ¢ mesmo procedimento mostrado anteriormente, chega-se ao seguinte

resultado final :

I{1+%
ro= LIS 2t 2, ) fihs 2 H 20

[= o]
+ > K[fi@nh+ h-z2nh H -2, 4,)+

n=l

+ fi(@nh+h+z,2nh+ H + 2, 4]+

{
+ sz it +L-zh-z,4)+ A + L+ 2h+ 2,404
2

+ 3 (K[ @rh+ H o+ L z2nh+h-2,4,) +

A=l

+ f1(2nh+ H+L+z2nh+h+z,4,)+
+ H(@2rh-h~z2nh-H - L~z 4,)+

+ f1@rh—h+z2mh—H - L+2, 4} (3.42)

A equagio (3.42) expressa o potencial em um ponto qualquer da 2* camada do
solo produzido por dispersio de corrente em um solo de duas camadas (p1, k. /) através

de uma haste de comprimento L e profundidade £,

3.3 Descri¢ao do método

Com base nas equagdes que foram desenvolvidas na se¢do anterior construiu-se

uma rotina computacional com a finalidade de determinar o potencial em um ou mais
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pontos na superficie do solo devido a dispersdo de corrente no solo, quando se usa uma
malha com ou sem hastes. Abaixo tem-se a descrigio da rotina:
1. Ler os dados :
1.1 Gerais ;
« Numero de pontos da superficie do solo onde o valor do potencial deve

ser calculado; dois valores representando as diregdes x (gidx) e y (gidy);

o Comprimento (m) nas diregdes x {compx) e y (compy) que definem até

onde deve ser feito o mapeamento do potencial na superficie do solo;

¢ Coordenadas x (coordx) e y (coordy) que identifica o ponto onde comega
o mapeamento do potencial na superficie do solo. O passo € calculado da
seguinte forma :

compx

gidx

InCrx =

e somado a coordenada x ( coordx = coordx + incrx ) para varrer toda a
area especificada pelo usuvario. Da mesma forma ¢ feito para y

e Corrente total em ampéres (7},
¢ Profundidade do aterramento (7},

e Tolerdncia (1) que limita o nimero de reflexdes. O limite superior do
somatorio das reflexdes comega a partir de 1 e ¢ incrementado a cada
passo. Este procedimento continua até que o erro relativo do somatério

seja menor que a tolerancia t . O erro € calculado da seguinte forma :
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Z; 5 - Z::Si
Zi:l Si

erro = com a#=273,..

1.2 do solo :

» Resistividade da primeira camada, p; ;
+ Resistividade da segunda camada, p7 ;
» Espessura da primeira camada, /1 ;

1.3 do eletrodo :

Posicio do condutor no solo, em fungéo das coordenadasx, yez;
s Diregfio em que estard o condutor ( 1 -eixox ;2 -eixoy; 3 -eixoz ),
+ Comprimento do condutor (L);

e Numero de divisdes de cada condutor. Cadé eletrodo horizontal pode ser
' particionado pelo usuario. Quanto maior o niimero de divisbes, maior serd

o tempo de processamento, mas em contra partida, como ja foi mostrado,

os resultados serio mais proximos da realidade. A haste ndo serd
seccionada visto que isso ¢ dificultado por ela estar entre as duas camadas

do solo. O efeito desta limitagio € pequeno pois normalmente os sistemas

de aterramento tem os eletrodos horizontais bem maiores que as hastes, ¢
dessa forma pode-se dividir cada eletrodo em pedacos de tamanhos

compativeis aos da haste;

2. Definir os pardmetros :
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e Fator de reflexdo, & ;

» Posicio inicial de cada segmento em que ofs) condutor(es) é(sdo)

dividido(s), em fungdo das coordenadas x, yez ;

3

3. Determinar :

* O valor do GPR usando a equagiio {2.13);

+ Com o GPR encontrar o valor da corrente que percorre cada segmento dos

condutores horizontais usando as equagdes (3.7), (3.8) e (3.11);
e Com o GPR encontrar o valor da corrente que percorre as hastes usando

as equacdes (3.38) e (3.42);

e Obtido o valor das correntes em cada segmento dos condutores € nas
hastes, encontrar o potencial na area de mapeamento definida pelo

usuario, usando as equagdes (3.7), (3.8), (3.11), (3.38) e (3.42).




4.0 METODO DA INTEGRAL COM PARAMETROS
CONCENTRADOS

O método que sera descrito a seguir também fara uso de integrais, mas difere do

anterior em dois pontos basicos:

¢ A matriz [/] encontrada para calcular o GPR ndo mais terd como base o
centro de cada eletrodo, mas sim a média dos potenciais de todos os pontos
que compdem o eletrodo,

e As relagdes entre os eletrodos ja entram no programa em formulas pré-
definidas, como pardmetros concentrados. As formulas sio usualmente
chamadas de resisténcia prépria, resisténcia nuitua e resisténcia de
iransferéncia.

Consideram-se inicialmente dois segmentos de eletrodos 2L, e 2L conforme a

figura (4.1). As coordenadas dos centros dos segmentos dos condutores sdo (x;,y5,2;) e

{x2,¥222). Uma corrente uniforme sai do eletrodo 1 para o solo.
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z
X
Plx.p.z]- (x:.9,.2,) 1
Y,/ ] tt11111t Iéf‘__”_"—_"l
xy. 9.2, —E ] h
Y T N I
p o —}
1 2L,
pz

Figura 4.1 scgmento de cletrodos de comprimento 2L, ¢ 24,

De acordo com a figura 4.1 serdo encontram-se as seguintes equagoes
e Equagio do potencial de “transferéncia” em um ponto genérico do solo
Prx,y,z), devido a corrente elétrica /; no segmento de condutor 1;
¢ Equagio do potencial mituo entre os dois segmentos, devido 4 corrente
elétrica /; no segmento de condutor 1,
» Equagio do potencial proprio do segmento do condutor 1, devido & corrente
elétrica /;.
Qualquer um desses potenciais € proporcional & corrente total no segmento de
condutor, isto €
:}'= Red 4.1
onde / é a corrente elétrica total do segmento do condutor 1 para o solo e Ry € fungio da
geometria do sistema e da condutividade do solo. Ry tem dimensio de resisténcia.
Por causa do grande nimero de configuragdes espaciais que os eletrodos de
aterramento podem assumir, consideram-se apenas trés disposigbes geométricas ao

longo do eixo x, y ¢ z. Dessa forma diminuem o nimero de equagdes que precisam ser
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definidas para encontrar as relagdes entre dois segmentos e entre um segmento ¢ um

ponto. Essas relagdes serio denominadas de VD#°.

Na tabela 4.1 estdo especificados os possiveis casos para a construgio das

equagdes de VI

Tabela 4.1 Equagdes para os fatores de distribui¢io de potencial VDF

VDF,
VDE,
VDI,
VDF,3

Segmento na direcio X e um ponto
Segmento na dire¢do ! e um ponto
Segmento na dire¢ao Z (1° cam.) e um ponto

Segmento na diregiio Z (2° cam.) e um pounto

VDFy
VDFyy
VDFy )
VDI,
VDF, 2.2
VDFy
VDI ez
VDI g2
VDEy.z 1
VDF,.5.2

Dois segmentos na diregio X

Dois segmentos na diregio ¥
dois Segmentos da 17 camada na diregdo 2
dois Segmentos na diregio Z em camadas diferentes
dois Segmentos da 2* camada na diregio Z
Segmento na direcio X eoutroem V
Segmerito na diregdo X e outro em Z (1* camada)
Segmento na diregdo X e outro em Z (2° camada)
Segmento na diregio ¥ e outro em Z (1* camada)
Segmento na diregdo ¥ e outro em Z (2° camada)

VDF,,
VDI,
VDb
VDI

Segmento na diregdo X f
Segmento na diregdo ¥

Segmento na diregdo Z (1" camada)

Segmento na diregdo Z (2" camada}

® Voltage Distributed Factor
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Tabela 4.2 - Equacdo para o VDF entre segmento de eletrodo e ponto na 1* camada (resisténcia transferida)

Seg. do eletrodo ” | Fator de distribuigdo de potencial

Dire{;éo- x gz_{[](xl +L] _I-.xl 'Ll -xr{ix)"'_f](x} +Ll - X, X _'l’} _xaA}:)‘!'an[fl(Il +L|. - X, Ay _Ll —X,A_.}}'F_f‘(-\'l +Ll ~ XX -Ll “I,A3)+
1 .

nsl

Ffi(xy 4Ly =x,x) ~Ly ~x 430+ 100 Ly —x,x; L, —x,Ai)J}

. , ol kd .
Diregdo - v g—%L{ﬂUn th-voy-L-vd0+ [+ L -y - L —y,-4§)+zk"[fl(y1 L=y~ Ly my A v g o 1y~ A+
alant]

LE3]

+Ho L m e L - AN A b -y~ D -y, Aﬁ)ﬁ

B .
Diregdo z - I cam. 8:;, Mtardya-t, o+ flai+ 20 - 21 A0+ Y k7 [fitay + Ly - Ly A )+ filay + 1y ay ~ Ly, 4, ) +
s

n=l

+filay +Ly,a0 - L1, 4,0+ filas + Ly, a5 ~ L. A0}

a7 Wi

Direciio z - 2* cam.
o 2 S

(a+lpa~Ly, A+ filay +1, 9 ‘LhA:HZk"[ﬁ(a: +Lyay —Ly, A )+ filey + Lyeas - L AD)

n=|

(A =0 =3+ =2 (D = (=00 + (3 + 2 (A =01 - 97+ (ka2 =25 (@) = Gy = ) # @ek+ 0+ 205 (A0 = (= 0T 4 @b -5 = 2P (D =0~ ) 4 ke gy 42
(4, =g =) +(m -0 A = (n =07 4(5 25 (@D = (= 2) +@rara -2)0 (D) = (-0 + @ty 4235 (A = (=)t (2nk- 5 =275 (4)T = (0 - X+ Qrk- 2 4 2)

A7 =0 -+ -

GEn-Iia =l ay=2hts ~ziay=2phvrziaswlnhezy -2 ag=2nh-n 4z

i, 2 AZ
S,y A)= 1,1[_!‘1)'_\"1;

[, 42
uy 4 Gty A

7 Comprimento do Segmento de eletrodo 1 € 21.; e o sen ceniro esta em (X, v, Z1)
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Tabela 4.3 : Equagdo para o fator de distribui¢do de potencial entre dois segmentos de eletrodo (resisténcia mitua)”

Seg. do eletrodo

Se 17 Sg2° Fator de distribuigdo de potencial
Dir. x Dir. x 16&” s+ LB - Fylu + Ly B,) ~ Falu = Ly By) + Falu = £, B,) + Fal+ Ly BL)= Fa(u + Ly, By = Fy(u = Ly, BL) + Flu = L,y By) +
+ikn[,,2(u L B3 Ful + Ly B ~ Pyttt = Ly B2 4 Fals — L, B2y 4 B+ L B = Fy(u 4 Ly, BY) = Fylu = Ly B + Pyl = L, B) +
T .
n +F:(u+Lm,Bj)—F2(u+Ld,B;’)~F:(u»-Ld,Bf)+F:(u—Lm=B:)+P‘z(u+Lm,Bf)—F':(u+Ld,B£)-F3(u—Ld,B§)+F’2(u—Lm,B;?)]}
Dir v Dir ¥ 161?1.3:5 {Fl(v+Lm,By)—Fz(v-p[,d,By)-»Fz(wad,By)+}?2(v..Lm!By).§“Fz(v+LM,B;,)wF2(v+Ld,B}.}—F_~(vde,B}.)vé«Fg(v—Lm,B;)vi-
+ik"[}73(v+Lm,B;)—F3(v+Ld,B§)wF:(v ~Lg B+ Fa(v— L, B)+ Fa(v Ly, BY) = Fo(v 4 Ly, BY) = Falv - Ly, B3) 4 Fa(v— L, B +
u :
n ¥ Fa(v+ Ly BY) = Fyv + Ly BY) = Py = L BV 4 Fy(v = Ly BYY 4 (v 4 Ly B )= Falv + L B = Fy(v = Ly B3 )+ By (v = L BE))
Dir.z Dir. 2 ]631,__,( (P20 + L, B - Fylw+ Ly, B,) = Falw= Ly, B + Faw =Ly, B) + £200 4L, By = Fyw 4 L. BL) - Fo(wy = Ly, B + 3wy = Ly B2)
I*cam. 1% cam +ik"[F3(w3 + L, B.)=Fa(w; +Lg,B.) = Falwy —L;.B.) + Fu{ws =L B.y+ P23 + L. B = FrOvy + Ly B) = Fo(wy ~ Lg, By )4 Fo(ws = Ly B ) +

n=t

(W + L. By - Fa(wy + Ly By - Fa(wy = Ly, B. )+ Fy(wy — L, B3+ Fo{ws + L, B ) - Fo(ws +Ld-3:)‘Fz(W5 -L;.B.)+ Fy(ws ~ L, B)}}

8 Comprimento do Segmento de eletrodo 2 € 2L, € 0 seu centro estd em (X2, ¥a. Z2)
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Tabela 4.3 : (continuacio)

Seg. do eletrodo

Fator de distribuigdo de potencial

Sp. 17 Sg.2¢
(1+k) - - _ -
Dz Dir z %fﬂmg;{ﬁ{w+Lm,Bz)—F2(w+Ld,Bz)—Fg{w~f,433“.)+F2(w-1,m,sz)+ Fy(w + Ly By) = (s + L B ) = Fy (g = Ly B + Fo(wy = Ly B ) +
=
1* cam 2° cam. + D K (w 5 Ly By~ Fa(wy + Ly, B - Fa(w, Ly, B.) 4 Fy(wy = Ly B.y+ P20 + Ly B,) = Fylws + Ly, B,) = Fa(wy = L, B,Y + Fy(w3 ~ L, B,)}}
Ou n=l

22 camn 1 cam

Dir.z Dir. z

2cam. 2 cam.

16:; {(Fy(w+ L, B.) - Fa(w+ Ly, B,) = Fy(w = Ly, B + Fa(w = Ly By # F2( + L, Bp) = Ey(wy + Lg By) = By Ly B ) + 0y ~ Ly Bi )+
AT

+ Z(—}c)"{Fz(wz +L,,B,)~Fa(wy + Ly, B,y = Fy(wy =Ly, B ) # Fy(wy = L B, )+ F2(Ws 4 Lo, Br) = Fo(wy + Ly, Bo) - Fy(wy = Ly, By ) + Falwy = L B ) +
n=1

T (wy + L By~ Fy(wy + Ly By~ Fo(wy ‘Ld,B;}“_‘Fz(W4 ~L B+ F(ws+ L, B~ Fo{ws + Ly B, ) — Falwyg =Lg. B+ Fylws - Ly, ,B;)l}

Dir x Dir ¥

16:;:«, Py + Ly, v+ Ly yw) = Fy(u + Liv = Lo, w) = Byl = Ly,v + Lo, w) + Fyu = Ly = Ly,wy+ FBlut by lnom) - Fyu+ Dy - Lyyw) = Fylu = Lpv+ Ly, w) +
&?I' :

R Ly = Leom) N R+ Loy + Ly wy) - Fylae 4 Lyov - Ly wy) =BG - Ly v o Ly wad o+ Fy( =Ly, v = Ly, wa) + Ey(u+ Lyt Ly, wy) = Fylu +Ly,v - Lo w3) -

#n=1

~Fu—Lv+ Ly, w) +Flu— Ly~ Lywy) + B(u+ Ly + Ly W)~ Fy(u+ Ly - Lywe) - Fylu = Lyv + Ly, wy )+

# By(u =Ly — Lo, wy) +Elu+L,v+ Ly, wsy— B+ L,y =Ly, ws) = By (u = Lv+ Ly, ws) + Fy(u ~ L,v~ Ly wi)}}

Pir.x Dir z

12 cam.

s e Lot ) B = Ly V)= By Lyt ) = = L) 34 Ty L) =By = L) = B o L) ¢
T

e .
+F(u-L,w ~ Ly,v) +Zk"[F3{u + Ly, wy + L VI~ F(u+ LWy =Ly W)= Fy(u — L,y + Ly W)+ Fylu = Ly wa — Lo ) + R+l wy+ Ly vy -Fu+Lywy=dp,v)-
n=i

mFylu =y Wy + Ly )+ Falu - Ly, wy — Lo W+ P+ Lyowg v Lo vy - R+ Liowy — Lo v) - Fa(u = Ly, wy + Ly v} + Fy(u = Lyowy — Ly ) +
o Fy(u + Ly, we + Ly v) = Fy (e + Ly ows = Ly vy = (e = Ly, we + Lo v + Fy(u ~ Ly wg — Ly W]}
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Tabela 4.3 : (continuagdo)

Seg. eletrodo
sgl’sg2?

Fator de distribuicdo de potencial

Dirx Dir z

2* cam.

ALl +k)
16l Lan

B+ L+ Ly v = Byl + L = Lyy) = Fy(i = Ly, Ly v Fa = Iy = Ly + 3@+ w3+ L) =By Ly~ Loy} = B = Ly + L)

TR Lom = L)+ N B 4 Ly + L) = Byl + Ly.wy L)~ Byt = Ly ywa + Lo ) + Fyu = Ly wa — Lov) +

=i

P+ Ly owy v L V) - Flu+ Ly wy = Ly oW = Fyl = Lyowy + Lo Y+ By (00 =~ Ly vy L;,v)]}

Diry Dir. x

7
160 Lo

RO+ Lw+ Lyow) - By(v 4 Ly = Lyw) = £500 = L+ Ly wh + Fy(v = Dy u ~ Lyowy + F300 + Dout Loowy) = Fy(v + Ly = Leowy)) = Fy(v - Dt Lyowy) +

+ v - L Laow)+ Zk"{ﬁ(v%%«l‘*-lc,w:)”Fs("+14”‘ _}_r,:_‘w:)_}rs(v..Lj,,,+1,;.F.,,.‘2)+F3(‘=~14'_u_Ic,w:)+z‘"3(v+l,f,u +Lawyd = Fy(v+ Ly — Ly, wy) -
n=]

v L u Ly ow ) Fy(v - Ly - Ly wy) F F(e+ Lo+ e o w ) - B b Ly — Ln i)~ F5(v ~ Ly e+ Ly o) +

+F{v-Ln-Lbyw)+ Fiv+ Lw+ Lyyow) - Fy(va Ly~ Loy owy -5y ~ Lyou + Ly owe) + Fy(v— Ly u =Ly ws) ]}

Dir.y Dir. z mzfll% Fv byt lpa) = B0+ Lyw =Ly = B - Low s Ly + By - L = L) + B30 o v Lo = B3 bow = Loy~ Fy(v ~ Ly.w, + L.u)+
1* cam. +Flv=Ly,w - Ly + \Zk"[zrj(vu,.wg + Loy~ Fy(v + Ly, ws — L )= Fy(v = Ly, wy + Lo + Fy(v = Lyws ~ Ly )+ D30ty £ Lo ) — Bl Lyowg = Lo ) -
" ~Flv-Lowyelaudr Flv-Lyowy = La )+ Fy(v+Lyowy + Lo~ Fy(v+ Ly owy —La,u) - Fy(v - Lo owy + Lo ) +
+Fy(v o Lywy = Loysi) + F50v + Liowe + Ly ud - F5(v 4 Lows = Lpa1) ~ Fylv = Lyowss o+ Ly )+ By (v - Ly, ws -Ly0)
Dir.y Dir. z ;’gf’g’;;{f’si"*‘-’-rh'*L;»")-F3(V+L;sw—ﬂg,u)—Fs(v-L;.w»r Lok # Fytv = Lyow— Loy} + Fa0 + Lipwy + Ly ) = Fy(v+ Ly wy = Lo, ) = Fy (= Ly owy + Ly, w) +
2% cam R0 -Lyw - L) +ik"[ﬁ3(v+l.1,w2 + Ly} = Fi(v b Lowa = Lo, 1) - v~ Ly, wa + Ly, u) + Fa(v— Liowa = Loy +

=

+F3(v~i~l,3;u*3 Ly Fy(v b Ly owy = Lo ) = B3 (v =L, wy + Ly )+ Fi (v~ Ly, wy ML:,U)]}
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Tabela 4.3 : (continuagio)

Seg. eletrodo

S g17 sg2° Fator de distribuigio de potencial
Dir. z Dir. x iﬁff},afr IFalw+ Lou+ Ly vy = Fy(w 4 Lyt = Loy v) = Fy(w = Lyt Lo, vy + Fy{w = Lyt = Ly vy + F30my # Ly, w0 Ly w) = Fy(wy + 1y v =Ly, )= Fy(wy = Ly,u Ly, v) +
1 cam. REER et Sl B i"‘n{ﬁ(w: # Ly,u+ Lo, v) = Fy(w + Ly = Lg,%) = Fylwy = Lk + Lo, v+ Fylowg = Ly, = Ly, vy + £3(%3 tlyut Ly vi-Fy(wa + L0~ Ly,v) -
| ™ = F3(wy = Lyu ot Ly v) + Fy(my "LL-“ —Ly W)+ Blwg L+ Lo vy - Fy(wy + Liu = Lo, v) = Fy(wy —Ll,.u Lo )+ Fywy =Ly = Lo, ) +
+ Fy{wg + Lyu+ Ly,v) = Fy(ws +Ly,u— Ly, v) = Fy(wg = Ly, u+ Lo vy + Fy (g — Lju— Ly,
Dir. 2 Dir, % %Fz(w+il'“ wLa,wi-Fy{wr L, u—La vy~ Fylw=Lia+ Ly, )+ Fy(w-Lj,u-La.v)+ Fywy # Ly wa Ly, w) = Fylwy Lyt Lo v) = Fylwy = L0+ Lo, 00 4
2% cam. 0 —Lypu =Ly +ik"[f:3(“‘2 il t L) - F3(wa + L Lo V) - Fy(wz - Lpu st Lov) + F(we - L - Laov) +
ﬂ:]+ Fy(wy+Lpu+ Loovy—Fylwy + Ly w =L, )= Flwy =L u+ Ly, w) + Fyleg =L, u~ Lo, "‘)B‘
Dir.z Diry lﬁLTL:;r By lw 4 Ly,v 4 Do) = Pyl + £y,v = Lo, ) = Fa(w= Ly, v+ Lo, i)+ Fy{ow = Lyov = Lo, ) 4+ 300 Ly v Lo, w) = F3Qwy + Ly, v Lo u) = Fy(wy =Ly, v+ Ly, u) +
12 cam. +F30eq = Lyv=la,6) +ikﬁ[ﬁ(wz + Ly Laey = Fy(wy + L, v = La,u) = Fy{wa = Lyov b Loa) + Fafws ——Li,u.«z,:_;;}.g. Fylws +Lyvd Loy, wd~Fa(wy + Ly, v~ Ly u)~
™ —-F};{w; —Lyovt Lo, )+ Fy(wy =Ly, v—La )+ Fylwy + Ly,var Lo, ud— Falwy # Ly v Ly, )= Fy(wg = Ly, v+ La, )+ Fy(wg = dg, v Lo, ) 4
#Fy(ws + Ly, v Lo, u) = Fy(wg + Ly, ve Lo, uy = Fylwg =Ly, v+ La,w)# Fytws ~ Ly, v— Ly, w)}
Dir. z Dir. ¥ f;i;}: 30w + Lyvb Lo w) = B3 (w + Ly, v = Ly u) = Fy(w— Ly,v + Ly, u) + Fylw = Ly,v = Lyuy+ F300 + Ly veb L) = Fy(wy 4 Ly, v Ly ) = Fylwy ~ Ly, v Lo u) +
2¢ cam, #3060 =L v =L, 4 S RE g o 2y, 4 Ly ) - Fyony + Lyw = L= By = Ly v+ L) Fyfos - Ly, v )+

n=}i

+ R (wy + Ly v Lo )= Filwy + L v = La w) - Fy{wy — Ly, v La, )+ F3{wy —L],\-'—L:,u)]}
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@ =t-p s ta -t B 2y (n e ) GBI 2 (-3 = @rhez -0 B = -yt ek e ) D = (- 0) - @m0 (BDY = (- ) (20h- 2y 4 1)
(B, = ~xa) oy =20 B = ey ma)P e (a2 20 B = (e ) 2 (2o - 2P (B m (k) e (@0he s+ 2) (B =y xq) e @rhm e 0 (B = (1 - xa) Qb 34 2)?
(8.7 = -z ¥ =y ~3)

Ly=L+latLysli-Liusy-—Z ivay-~miwso -~ iWj=sq+hiwm=2nh+n-—niw=nh+n+nrw=21l-5 -~ wi=2mfi-5 + 5,

F:(x(,a)=jﬁ(u,a}iu_=uia(u + s."uz + azj— \’-uz +a®

SRS TRy [T s
F-_;(_u.a,b):—a-&aln[u«'»\"uz-!—a' +b3)+uin(a+;’u3+a3+b‘]+25,g-1[”+°+‘!” ta~+b }
' b

Tabela 4.4 : Equagdo para o fator de distribui¢io de potencial proprio

Seg. eletrodo’ | Fator de distribuigdo de potencial
Direg.‘éO X ou 16?1 {Fg(lL;,a)—EF:(ﬂ,a)+ F:("ll,l,d}+/“-1(2£z;.ﬂl)—EF:(U,CI)+F2(—2L1.GE)+ Zk"[F:(lL;.ag}»2Fg((},a2)+«Fg(-2L1.a:)+F;(lLl.a3)—2F2(O,ag)+ F2{~2L1.a3)+
T n=l
Diregdo - ¥ ¥ Fal2q.ag) - 2R3 (0,03} + Fa(-2L5,a) + Fa(2Ly, a5) ~ 2Fy(0,a5) + Ay (2L, a5}
Diregao - 2 A (22 0) + Fy =200, 0)+ Fa(25 + 21 01~ 25 (20,004 P (25 ~ 2y 00+ D 4" [2Fa(2L + 2n0) = 4F3 (20,0) + 25 (=21, + 2m0) +
1% camada 1647 =t
+ Fa(2Ly + 22 + 20b.0) = 253(25) + 2nh 0} + Fa(=2Uy + 27y + 2nh0)+ Fo(2Ly - 22) + Inh0) = 2F2(~27, + ZnA0) + Fa(=21y - 27, + 208,00
. - =€
Dirego - z "’32 (2009 + Fa(=2L,,0)+ F3(22) + 205,00 ~ 2F3(25) 9) + £2{23 = 20L,0) + Z(—k)”[ZF:(ZLl + Ik Q) — 45 26h0) + TR (2L + 2rA0) +
2% camada 165 _ o
+ FA(2L 4 22 + 200,0) - 2F3(22) + 2rh0) + Fa(=2L; + 22y + 2nk0) + Fa(2Ly - 22 + 2nh0) - 265(=22) + 20b.0) + Fa(-2L; ~ 25, + 2nh )}




Helion do Nascimento Alves 4. Método da Integral com Parfimetros Concentrados

60

4.1 Descri¢io do método

Com base nas equacgdes que foram desenvolvidas nesse capitulo construiu-se .
umna rotina computacional com a finalidade de determinar o potencial em um ou mais
pontos na superficie do solo devido a dispersio de corrente no solo, quando se usa uma

malha com ou sem hastes. Abaixo tem-se a descrigdo da rotina:

1. Ler os dados :
1.1 Gerais :
s Numero de pontos da superficie do solo onde o valor do potencial deve

ser calculado; sdo dois valores representando as diregbes x (gidx) e y

(qidy);

e Comprimento {m) nas direcdes x (compx) e y (compy} que definem até

onde deve ser feito o mapeamento do potencial na superficie do solo;

» Coordenadas x (coordx) ¢ y (coordy) que identifica o ponto de onde
comega o mapeamento do potencial na superficie do solo. O passo €

calculado da seguinte forma :

e somado a coordenada x { coordx = coordx + incrx ) para varrer toda a
area especificada pelo usvario. Da mesma forma ¢ feito para y

¢ Corrente total em ampéres (),

+ Profundidade do aterramento (H);
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o Tolerancia {7) que limfta o nimero de reflexdes. O limite superior do
sonﬁatério das reﬂéxﬁes comega a .partir de 1 e ¢ incrementado a cada |
passo. Este procedimento continua até gue o erro relativo do somatdrio
seja menor que a tolerdncia 7 . O erro € calculado da seguinte forma :

S =2 S:

DS

. erro =

com 2=273 .

1.2 do solo :
s Resistividade da primeira camada, p1 ;
e Resistividade da segunda camada, p; ;
¢ Espessura da primeira camada, /1 ;

1‘.3 do eletrodo :

Posi¢io do condutor no solo, em fungfio das coordenadas x, yez,

Dire¢do do condutor (1 -eixox; 2-eixoy ;3 -eixoz );

Comprimento do condutor {1);

Numero de divisdes de cada condutor. Cada eletrodo horizontal pode ser

o

particionado pelo usudrio. Quanto maior o numero de divisdes, maior
serd o tempo de processamento, mas em contra partida, como ja foi
mostrado, os resultados serfio mais préximos da realidade. A haste nfio
sera seccionada visto que isso ¢ dificultado por é’ia estar entre as duas

camadas do solo. O efeito desta limitagio € pequeno pois normalmente
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os sisternas de aterramento tem os eletrodos horizontais bem maiores que
as hastes, ¢ dessa forma pode-se dividir cada eletrodo em pedagos de

tamanhos compativeis aos da haste;

2. Definir os pardmetros :

*

- Fator de reflexdo, k ;

As coordenadas do centro de todos 0s segmentos do(s) condutor(es) ;

3. Determinar ;

O valor do GPR usando a equagiio (2.13);

Com o GPR encontrar o0 valor da corrente que percorre cada segmento

" dos condutores horizontais usando as equages das tabelas (4.3) e (4.4),

Com o GPR encontrar o valor da corrente que percorre as hastes usando

as equagDes das tabelas (4.3) e (4.4);

Obtido o valor das correntes em cada segmento dos condufores e nas
hastes, encontrar o potencial na érea de mapeamento definida pelo

usuario, usando as eqliaf;ﬁes da tabela (4.2).



5. SIMULACAO DE MALHAS DE ATERRAMENTO

Este capitulo trata da simulagio de malhas de aterramento usando os dois

programas desenvolvidos em linguagem FORTRAN 90 baseados nos capitulos Il ¢ IV

deste trabalho. O programa relativo ao capitulo II serd aqui referenciado como Método
da Integral (MI) ¢ o do capitulo IV como Método da Integral com Pardmetros

Concentrados (MIPC). Também serdo simuladas malhas de aterramento através de uma

rotina onde o modelo do eletrodo € o densidade de corrente constante e 0 modelo de
solo € o homogéneo (uma camada) para comparar os resultados com os programas aqui

apresentados.

Da bibliografia consultada foram utilizados dois exemplos para servir como

validagfo dos programas MI e MIPC, nfo sendo encontrado exemplos contendo hastes.
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5.1 Simulacido da malha de aterramento da SE de Barra do Peixe.

No artigo de VILLAS ef al (1986) enconiram-se os dados referentes a
subestagio de Barra do Peixe do sistema CESP’. Trata-se de uma malha quadrada 240

x 240 m? constituida de 50 condutores uniformemente espagados conforme a figura

(5.1) e tabela {5.1).

Figura 5.1. Malha da Subestacio de Barra do Peixe.

Tabela 5.1. Dados relativos a malha da subestagio de Barra do Peixe

Comprimento dos condutores 240 m
Didmetro dos condutores 0,0126 m
Profundidade da malha ' 0,6 m
Corrente de dispersio 6000 A

Hi dois modelos de solo de duas camadas : o modelo reduzido e o modelo
otimo, conforme explica CAVALCANTI (1991).
O modelo reduzido é o “equivalente” de duas camadas de um modelo de trés ou

mais camadas. A redugiio do modelo ¢é feita através da formula de Helmut, a qual

? Centrais Elétricas de Sio Paulo
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considera que o campo elétrico em cada camada € uniforme e completamente
horizontal. O modelo de varias camadas € obtido interpolando-se sua curva
caracteristica pelos pontos do plano resistividade versus profundidade correspondentes
4 média dos valores medidos vélidos. Essa interpolagdo ¢ geralmente feita por método
grafico.

O modelo otimo ¢ obtido ajustando-se a curva caracteristica do modelo de duas
camadas pelos pontos do plano p x A correspondentes & média dos valores medidos
validos. Esse ajuste €, de fato, um problema de otimizag@o que pode ser resolvido por
diferentes métodos. CAVALCANTI (1991) emprega o método dos minimos quadrados.
SILVA et al. (1996} utiliza o método de Newton. Os dois modelos de duas camadas db

solo da subestagiio Barra do Peixe sdo dados na tabela (5.2), conforme VILLAS ef al.

(1986).
Tabela 5.2. Dados do solo da subestagio de Barra do Peixe |
Modelo o1, Om pa, Om Altura 1* camada , (m)
Reduzido 3.181 500 32
Otimo 3.400 553,5 3,5

Para efeito de levantamento do potencial na superficie do solo, foi tomada uma
firea de mapeamento de 300x300 m’ que se sobrepde por completo & matha (figura 5.2).

O resultado da simulagiio é mostrado na figura (5.3).
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Figura 5.2. Referencial ¢ area de mapeamento escolhidos para a malha

da Subestagio de Barra do Peixe,

Valores particulares resultantes da simulagio sdo comparados com 0s
correspondentes obtidos por VILLAS el al. (1986). Os resultados sdo mostrados na
tabela (5.3) sendo denominados valores de referéncia (VILLAS ef al.,1986) e valores
calculados. A resisténcia de matha ¢ encontrada dividindo-se o valor de GPR pela
corrente de dispersdo. O potencial de malha que € o potencial méximo de toque visto
dentro de uma malha, ¢ a diferenga entre o GPR e o menor potencial encontrado na

superficie do solo. O potencial de passo ¢ a maior diferenga entre potenciais com uma

distancia de um metro na superficie do solo. O potencial de passo s6 foi encontrado.

pelos programas desenvolvidos neste trabaltho.
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Tabela 5.3. Valores calculados para a subestagio de Barra do Peixe

Modelo Grandeza Referéncia* Calculado Calculado
(MI) {(MIPC)
Reduzido | Resisténcia de malha, O 1,78 1,74 1,75
Potencial de malha, V 4873 4784 4905
GPR, kV 10,56 1044 10,52
Potencial de passo - 893,5 876,5
Otimo Resisténcia de malha, 1,74 1,72 1,73
Potencial de malha, V 5039 4942 5099
GPR, kV 10,44 10,3 10,36
Potencial de passo, V - 986,51 906,41
(*) VILLAS et al.(1986)

Os valores maximos que 0s potenciais de toque e de passo possam Vvir a assumir
determinam se o sistema de aterramento € ou na0 Seguro para as pessoas ©

equipamentos.

Nota-se que os valores dos programas MI e MIPC concordam satistatoriamente

com os valores de referéncia, visto que em nenhum caso o erro atingin 5%. Essa

comparagio serve como validagio da rotina implementada.

Comiparando-se agora os dois programas desenvolvidos neste trabalho observa-
se também pela tabela (5.3) e pela figura (5.3) que os resultados .séio muito proximos,
tendo pequenas variagdes devido as diferencas inerentes aos procedimentos adotados

em cada um.
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Figura 5.3. Potencial na superficie do solo (modelo 6timo) da subestaglio de barra do peixe :

(a) Rotina método da integral ;

rados.

{b) Rotina método da integral com pardmetros concent:
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5.2 Simula¢do de uma matha assimétrica.

Como uvma segunda aplicagio tomou-se a malha vista em DAWALIBI &
MUKHEDKAR(1975) de onde tiraram-se os dados mostrados na tabela (5.4). Usando
os programas MI e MIPC foram calculados os potenciais em trés diregdes transversais a
malha, indicadas na figura (5.4). A curva de potencial da superficie do sqlo na regido
coberta pela matha é mostrada na figura (5.5). Os perfis de potencial nas trés diregdes
especificadas obtidos com as rotinas desenvolvidas pesse trabalh(; e por DAWALIBI &
MUKHEDKAR(1975) sio vistos nas figuras (5.6) e (5.7) respectivamente. Os

resultados sdo coincidentes, o que mais uma vez valida as rotinas desenvolvidas.

Tabela 5.4, Dados relativos a malha da figura 5.4

Resistividade p, _ 200 Om
Resistividade ps 300 Om
Profundidade da malha 0,2m
altura 1* camada (k) 4,0 m
Corrente de dispersio 100 A

4
Wyl

Direghod  Direglo 2] Dirego 3

Figura 5.4. Referencial e diregdes de mapeamento cscolhidos
assimétrica de 10 condutores.
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Figura S.5. Potencial na superficie do solo da matha assimétrica ;
(2) Rotina método da integral ;

(b) Rotina método da integral com pardmetros concentrados.
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Figura 5.6. Potencial em tr&s diregdes da superficie do solo (rotinas MI ¢ MIPC) :
(@) x=-60m ;(b)x=-20m;(c0)x=20m.
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Figura 5.7. Potencial em tr8s diregdes da superficie do solo (DAWALIBI & MUKHEDKAR) :
(a)x=-60m ;(b)x=-20m;(c)x=20m.
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5.3 Simulacio de uma malha com hastes.

Ate agora, as configuragdes de eletrodo estudadas foram todas constituidas de
elementos horizontais. Entretanto, é Sabido que muitas configura¢des de mathas incluem
também hastes, as quais methoram sobremaneira o desempenho dos sistemas de
aterramento. Neste exemplo sera mostrado as diferengas de potenciais que ocorrem
entre malhas com e sem hastes.

Serdo simuladas duas malhas de aterramento; a primeira tera 8 condutores
horizontais de 10 m ¢ a segunda malha com 6 condutores horizontais de 10 m ¢ 4 hastes
de 5 m, ambas perfazendo um total de 80 m de eletrodo. A configuragdo das malhas €
mostrada na figura (5.8) ¢ os dados sdo mostrados né tabela (5.5).. Foram calculados os
potenciais em trés direcdes transversais as malhas (figura 5.8a), as quais sdo mostradas
na figura (5.9). O levantamento completo do potencial na superficie do solo da malha é

mostrada na figura (5.10).

Tabela 5.5. Dados relativos as malhas simuladas na se¢éo 5.3,

Resistividade p, 400 Qm
Resistividadce p; 100 Om
Profundidade da matha 0,4 m
Altura 1* camada (#) 1,L0m

Corrente de dispersdo 10 A
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Figura 5.8. Configuragio das mathas de aterramento : (a) matha com 8 condutores ;

(b) malha com 6 condutores ¢ 4 hastes.
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Figura 5.9. Potcncial na superficie do solo : (a) dircgdo 1, (b) diregdo 2 ; (c)dircgio 3.
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Figura 5.10. Potencial na superficie do solo : (@) malha com 8 condutores ;

(b) matha com 6 condutores ¢ 4 hastes.
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Comparando-se os graficos vemos que apesar de usar 0 mesmo comprimento de
eletrodo nas duas malhas, a malha com hastes produz um potencial na superficie do solo
de menor valor que a malha sé6 com condutores. O maior potencial produzido pela
maiha com 8 condutores € de 73,738 V énquanto que na malha com hastes encontramos

um potencial maximo de 62,875 V.

5.4 Simulacio de malha com rotina obtida de outros modelos de
eletrodo e solo.
Tomando a malba com 8 condutores do exemplo anterior € usando uma rotina
onde o eletrodo é modelado por densidade de corrente constante e o solo € considerado

homogéneo. O resultado obtido é mostrado na figura (5.11).

l' I'H[:lf ? 9

'lu

lll i’ ll il’;‘?g:l':

”I
”Il lﬂiﬁl
”' ]
i mm ,
J‘lmm- H ’

Potencial (V)

Figura 5.11. Potencial na superficie do solo da malha com 8 condutores.
Modelo densidade de corrente constante ¢ solo homogéneo.
Comparando a figura (5.11) com a figura (5.10a) se v& que a forma das duas
curvas sao parecidas mas os valores de potenciais sdo bastante diferentes. O maior

potencial produzido pela malha usando as rotinas Ml ¢ MIPC foi de 73,738 V enquanto
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que neste exemplo se encontra um potencial maximo de 191,415 V. Essa variagdo
aparece exatamente por causa das simplificagdes que os modelo.s de solo homogéneo e
eletrodo de densidade de corrente constante emprestam aos calculos. Os resultados so
obtidos com bem menos processamento computacional mas em contra partida ficam

muito distantes dos resultados de outros modelos mais sofisticados.




CONCLUSOES

Neste trabalho estudérarfx-se modelos de solo ¢ de eletrodo, essenciais para a
simulagéo de mathas de aterramento. Tais modelos foram cuidadosamente comparados,
de modo que suas dif'ereng:as ficassem salientadas.

Dos modelos de eletrodo estudados, escolheu-se o do potencial constante para a
etapa subsequente do trabalho, que se constituiu no desenvolvimento de duas rotinas de
calculo de potencial na superficie do solo, decorrente da dispersdo de corrente. O
modelo de potencial constante mostrou-se adequado, pois apesar de sua relativa
simplicidade, permitia gue a no uniformidade da corrente pudesse ser levada em conta.
Como ficou demonstrado, esse fato ¢ realmente importante.

Para' o solo foi utilizado o modelo de duas camadas, que sO perde em
simplicidade para o modelo de solo uniforme. Apesar da simplicidade, esse modelo €
valido na maioria das vezes. No Nordeste em particular, trés quartos dos solos podem
ser modelados em duas camadas (CAVALCANTI, 1991),

A partir do método matricial modificado foram desenvolvidos dois programas
computacionais na linguagem FORTRAN 90. Essas rotinas sdo diferentes quanto a
forma como as integrais sdo calculadas internamente. O método da integral fundamenta-
se em trés equagdes (3.11), (3.40) e (3.44), através das quais 5 corrente dispersada por

cada segmento ¢ calculado. Neste método o potencial no ponto central do segmento ¢
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coﬁsiderado constante. No método da integral com pardmetros concentrados ha vinte e
duas equagBes (tabelas 4.2, 4.3 e 4.4) que correspondem a todas as possibilidades de
configuragio entre o0s elementos que constituem uma malha de aterramento
convencional. A corrente dispersada por cada segmento é encontrada considerando que
a média do potencial de todos os pontos sobre o eletrodo ¢ constante.

Os resultados de cada rotina foram comparados enfre si e também com os
resultados de trabalhos anteriores. A semelbanga encontrada nestas comparagdes
sefviram como validagdo das rotinas desenvolvidas.

Ao comparar as rotinas implementadas neste trabatho com outra baseada nos
modelos de eletrodo densidade de corrente constante e solo homogéneo, se percebeu
que os valores de potenciais encontrados foram bastante diferentes. Essa variagao
apareceu exatamente por causa das simplificagbes que os modelos de solo homogéneo
e eletrodo densidade de corrente constante emprestaram aos calculos. Os resultados
foram obtidos com bem menos processamento computacional, mas em contra partida
ficaram muito distantes dos resultados obtidos com os modelos mais sofisticados.

De acordo com resultados ja conhecidos de alguns sistemas de aterramento, o
uso de hastes na malha acarretou redugdio geral do potencial, reafirmando a
importancia de seu uso, pois produz um grau maior de seguranga para os sistemas
elétricos. Utilizou-se nas simulagdes um solo positive'® . Neste tipo de solo, a eficiéncia
da haste é maior, uma vez que a maior parte dela estd num meio de menor resistividade,
ao contrario dos condutores horizontais, os quais sio completamente conﬁdos pelo meio

de maior resistividade. O solo positivo € 0 mais comum, uma vez que a umidade se

12 Solo cujo valor de resistividade da primeira camada ¢ maior que o da Segunda.




Helton do Nascimento Alves Conclusdes

81

mantém mais facilmente no interior do solo que na superficie. A excego ocorre qﬁandc
0 subsolo ¢ muito seco ou bastante rochoso.

Usualmente varidveis importantes de um sistema de aterramento como
resisténcia de terra, GPR , potencial de malha entre outras sdo calculadas através de
formulas empiricas que exigem uma grande quantidade de operagbes. Este tipo de
procedimento além de ser cansativo ¢ bastante rudimentar. O empirismo torna os
resultados pouco confidveis, distantes dos valores reais. As rotinas desenvolvidas neste
trabalho encontram essas varidveis rapidamente utilizando modelos confiaveis. Dessa
forma o computador se torna uma ferramenta eficiente péra 0 engenheiro que trabatha
com projetos e manuten¢do de sistemas de aterramento.

Nesta instituigdo foram realizados outros trabalhos sobre sistemas de
‘aterramento, que analisaram isoladamente os modelos de eletrodo do potencial
constante e do solo de duas camadas. Tiveram como base expressdes para o potencial ji
encontradas na bibliografia. No presente trabalho os modelos referidos foram estudados
em conjunto devido as suas vantagens, que ja foram expostas nesta conclusio. As
equagdes finais usadas nas rotinas computacionais foram completamente desenvolvidas
no corpo deste trabaltho, ndo sendo encontradas na bibliografia estudada.

A maior deficiéncia das rotinas implementadas estd no limitado nimero de
pontos de éonto_mo tomados para efeito de definicio do potencial comum da superficie
do eletrodo. Sugere-se que o efeito da quantidade e distribuigio desses pontos de
contorno sobre o valor do potencial calculado seja pesquisado em trabalhos futuros.

Uma limitagdo dos programas ¢ que s0 se aplicam a malhas retangulares (com
ou sem hastes). Qutra sugestdo seria estender seu raio de aplicagio a -conﬁguragées N0

convencionais. Para isso o leque de alternativas (tab. 4.2, 4.3 e 4.4) deveria ser aberto.
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Reconhece-se que tsso proporciona um maior grau de complexidade ao programa, mas
imagina-se que o$ recursos avangados do FORTRAN 90, que ¢ uma linguagem
orientada para objeto, pudessem ser explorados no sentido de viabilizar essa
generalizagio.

Por altimo, se espera que as rotinas implementadas venham a ser empregadas na
pesquisa de configuragdes que otimizem a distribuigdo do potencial do solo de duas

camadas, a cxemplo do que fez Mourente (1981) com respeito a solos uniformes.
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APENDICE

Sera mostrado abaixo, como exemplo, a deducio das equagdes Vil VDI

W e VT s No capitulo 1V € mostrado nas tabelas 42, 4.3 e 4.4, todas as

equagdes para os fatores de distribuigiio de potencial F'DF
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A. Fator de distribui¢iio de potencial correspondente a um segmente

na direciio x ¢ um ponto na 1* camada - VDF |

0 objetivo sera o calculo do potencial em um ponto genérico Pfx.yz) da 1*
camada, devido a0 fluxo de corrente {; do segmento do eletrodo | com centro em
(x,ynzi), ﬂ:onf{)rme figura A1, esquecendo a presenga de todos os outros seguimentos
que porventura venham a existir. A corrente /; é considerada uniformemente distribuida
na superficie do segmento 1. A corrente elétrica em um segmento infinitesimal ox do

Lydx :
condutor ¢ ——~ A contribuigio dessa corrente para o potencial em um ponto Pfx.y,z)

J-—rai

¢ dada pela equagio (2.6) da seguinte forma -

= o1 |
d{):{) — .Bi_/.l {A{X'J, m.._!;_,, + W;l”_h”‘ + Z k” i e ~ + " -+ — (A ])
: &7l g F(%j "(},f He=l 'r#y' + r)y’-l‘- f}y'--« F;g;?
z
X
_fr"; - p I, ':Z
v ( ] - dx ey
. '/'/f - 11,5};‘,21 )
¥ \u — ih h
3 : I 1] }
o o 2L,
I.
pz

Figura A. 1. Scgmento de um cletrodo representado por uma fonte

linear dc densidade de corrente constante.
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A equagao (A ]) pode ser combinada com as equagdes (2.0) e reorganizada

{fI' f)]}‘({\ |! ]
dbp e -+
Bal, Nm Tt 0 U e,
= 1 z
4 kﬁ n +
U -0t 4D e )
4 ! r ] 1 (A.2a)

onde (A,)% = (3~ +(z - 2)* (A.2b)
(AL = Gy~ 207 + (2 +2)° (A.2¢)
(A2 =y =) + (2nh+z, -2y (A.2d)
(A = vy =07 4 uh 24 2)? (A.2e)
(A =y, - W2+ (2nh -z, - 2)* (A.2f)
A2V = (0 =) @20k -z, +2)* (A.2g)

O potencial no ponto £x,y,z) é resultante da contribui¢io de todas as fontes
infinitesimais que constituem o segmento de eletrodo. Logo,

Xyrly
K - j dVp = 1D, (A.3)

v~/

1 1

Resolve-se a integral acima com a ajuda da equagdo (3.34) ¢ o resultado serd :

DI, - 8 {/,(w Ly =50y =Ly =5 Ak i+ Dy =% =y = AL+
7";

¥ Z k" [;‘1 Gy b Ly = xoxy =Ly =AY+ [0y H Ay = xoxy ~ Ly - A )+

e

b0 Ay = xxy =Ly X AT fie By T uthf.}Jj (A.4)
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onde a fungdo fiu.n5,A) € mostrada na equacio (3.39).

B. Fator de distribuicio de potencial correspondente a dois segmentos

na direcio x - VDF

O objetivo serda o calculo do Vi, devido & presenca de dois segmentos de
eletrodos na mesma ;Iiregﬁo, conforme figura B.l. As coordenadas dos centros dos
segmentos € seus comprimentos sdo respectivamente (x,,v,z;), {(x2)222), 2L e 20, A
corrente total que flui pelo  segmento do eletrodo | para o solo ¢ /;. Um potencial
“transterido” surge no segmento do eletrodo .2, devido a presenga de campos

magnéticos no solo, originados pela corrente /;.

L
4
,,,—"f‘-."‘j P[ x'y’z] - [Ir . &'2 . 22] .\\ .
v/ tT11etee c—
TRy ) —E T h
IR T,
R A
g 2L,
pz

Figura B. I segmento de cictrodos de comprimento 27, ¢ 2L,

O problema se resume em encontrar wina equagio VDI para o potencial médio
no centro do segmento do condutor 2, devido a contribuigiio de todos os pontos ao

longo do comprimento do eletrodo 2.
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Em principio. admite-se que o eletrodo 2 nfo existe. As coordenadas do ponto
onde se deseja encontrar o potencial s3o (x,y»,25). onde x varia no intervalo x> - 1> 2 x <

x-+ £ O potencial é obtido da equacio(3 1)

Fateoynsza) = PO G 4 1y -y = Ly =, B f (o 4y~ 3oy — Ly 5, B+

i Zr‘c"[_f',(.r, tly - x x4y xy Bf.) g Ly xxy - Ly B_ﬁ)«k

re=l

oy Ly ey e Ly f:‘j Vb Sy b Ly = kg Ly - X Bi‘)J} (B.2a)

onde (B.) =(y -1, +(z, ~2,)° (B.2b)
B = ) e ) (B.2¢)

(B = (v = ya)" b {2,:f1+z[ -z (B.2d)
(B, v )t H@rh bz (B 2e)

(B = (v~ ya ) + Qah -z, -2,)7, (B.2f)

Y =0 = y) +2h— 2, +2,) | (B.2g)

O potencial medio no centro do segmento do cletrodo 2 € definido pela seguinte

equacio |
1 Ay {’z.
vy e [P ya e DE (B.3)
BT P - o
=N, L

Resolvendo-se a equagio (B.3) com a ajuda da seguinte integral indefinida,

IS{r.ay = J.]| (s, )l =u 1;’1@: + \/H?‘ +a’ ) —ﬂ/"z +a” (B.4)

A expressdo final para FDI, sera ent@o
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Vb, . =M {F:z (u+L,, B)—Fsu+ly BY—Fy{u—Ly B+ F(u—1,,B)+

+ By Loy, BOY = Iy ut Ly, B ~ Fy(u - Ly B+ Fy(u—1,,, B ) +

oD
+ Zk”[]r"z(u t Loy B2Y By (u+ Ly, BEY ~ Fy(t — Ly B2 + Fyu — L, BE) +

n=l

4 Pyt Ly, BYY = Fy (- Ly, B2Y~Fy(u—~Ly, Biy+ Fy(u-L,,B3)+

Pyt Ly By~ Iy + Ly BYY — Iy (e~ Ly, B+ Fy(u - L, B3 +

"

b By Ly B Fy (e + Ly, BY) ~ By (u ~ Ly, B2Y 4+ Byl — L, B )j}(B.Sa)

OHde l‘m = Iﬂl + 142 (B.Sb)
) :_)c}' - X, (Bﬁd)
M= | (B.5¢)

16,1,

C. Fator de distribuicio de potencial correspondente a um segmento

na direciio x e outro na diregio z (1" camada) - VDF ., ;

Considera-se o segmento de eletrodo na diregio x de comprimento 2L; centrado
nas coordenadas (x;,v;,z;). Da mesma forma, o segmento na diregio z, contido na /*
camada, tem comprimento 27, centrado nas coordenadas (x;)2zz). Uma corrente /;
percorre o segmento 1. O objetivo é calcular o potencial “transferido” para o segmento
2, devido & circulacio de corrente do segmento 1. A figura (C.1) mostra a configuragio

dos eletrodos em suas respectivas diregoes.
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Z
X
Pix.p.z] -
SR et o o
W R = o P P
N AR I
lxg.yg,,zal‘ 2L, 2L

p
t
p'.r.‘

Figura C.1. Scgmentos de cletrodos nas dircgdes x e z respectivamente

com o eletrodo na dirego z contido na 1* camada.

O problema se resume em encontrar uma equagdo VDF para o potencial médio
no ceniro do segmento do condutor 2, devido & contribuigio de todos os pontos ao
longo do comprimento do mesmo condutor. As coordenadas do ponto onde se deseja
encontrar o potencial sdo (x;, yz), onde z varia no intervalo z; - L; £ z <z, + L.

O potencial médio no centro do segmento do eletrodo 2 ¢ definido pela seguinte
equat;éo':

z,+L,

Vy = J‘Vz(xg,yzvz)dzm VIFy .. (€C.1)
2fJ2 = _[

A integral (C.1) € resolvida com o auxilio da seguinte integral indefinida :

Fi(u,a,b) = fln(u»u/uz +a’ +b2}la
Fi(u,a,b) = —a+ain(z:+\/zaz +a’ +1;2)+u!n(a+ vu? +a* +—b2)
- u+a+\f£r2+a2+b?‘] (C.2)

+ 2htg

b
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A expressdo final para VDI, sera entdo :

VDF,_, 1 = My Ly, w+ Ly vy Fy @+ Ly, w— Loy, v) -

“I‘-:}(u *IJI,W+]42,V)+1.'3(11 “L[,W—Lz,V)'{'

+!‘5(u -%-LI,WI "{"Lz.,V)—FE,}(u'{"}J],WI ‘“1;2,\’)“

= Iy(u = Li,wy + Lo, v) + Fy(u — Ly, wy — Ly, v) +

22

+Zk

n=l

onde v=y -y

Wo = 28R+ 2]~ 25
wy = 2nh+z) +2;
W4 xZillz——zl —'22

ws = 2nh —z) + 2,

@+ Ly oW + Ly vy = By + Ly wy — Ly V)~

=5 (u—Ly,wy +.Lz,v)%F3(umL1,w2 =Ly, V) +
+ I u Ly wy + Lo V) — 150+ Ly wy — Lg V) —
~Fau =Ly, wy Ly M+ Fu—L,wy — Ly, V) +
+ P+ Ly, wy + L VY= F5Qu+ Ly, wy — Ly, V)~
— Pyt — Ly, wy + Ly V4 (U~ Ly, wy — Ly, V) +
F 15U+ Ly, ws 4 Ly V) = By (u+ Ly, wsg —Ln, V) —

By = Ly ws + Ly W)+ 13 (u = Ly ws — L. W]

(C.3a)

(C.3b)
(C.3c)
(C. 3d)
(C. 3e)
(C. 3)
(€. 3g)
(C. 3h)



Helion do Nascimento Alves Apéndice 94

D. Fator de distribuicdo de potencial correspondente a um segmento

na direciio x ¢ outro na direcdo z (2 camada)- VDF .,

- Considera-se o segmento de eletrodo na dire¢@o x de comprimento 27 centrado
nas coordenadas (x;,y,,2;). Da mesma forma, 0 segmento na diregiio z, contido na 2°
'camada, tem comprimento 2/.; centrado nas coordenadas (x;yzz:). Uma corrente 7,
percorre o segmento 1. O objetivo é calcular o potencial “transferido” para o segmento
2, devido a circutagio de comrente do segmento 1. A figura (D.1) mostra a configuragio

dos eletrodos em suas respectivas diregdes.

Z
x
Plxy.z] - tre1teee
| ——— o LIV} PN
y YN h
p e
1 2L,

Pz (x2.9,. z,) aL
2

Figura D.1. Segmentos de cletrodos nas diregdes x ¢ z respectivamente

com o cletrodo na diregiio z contido na 2* camada.

O problema se resume em encontrar uma equagio VIF para o potencial meédio

no centro do segmento do condutor 2, devido & contribuigdo de todos os pontos ao

longo -do comprimento do mesmo condutor. As coordenadas do ponto onde se deseja

encontrar o potencial sdo (x», y2z), onde z varia no intervalo z;- Ly € z<z2+ Lo,

O potencial médio no centro do segmento do eletrodo 2 ¢ definido pela seguinte

equagao :
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z,+L,
v, = [73003. 92, 2)d2= VDFrzz (D.1)
) 21.)2 = AI .

onde ¥; ¢ o potencial em qualquer ponto da 2° camada de um segmento de eletrodo na
diregdo X
Usando o mesmo procedimento empregado para encontrar VD/F, e substituindo

a equagdo (A.1) pela equagio abaixo, derivada da equagdo (3.29),

dvp _ALUEK) WL+JT+Z: k" wé«fw+ i 0.2)
8zl Yoj  To;  n=l Pupr oy

Tem-se como resultado final,

,Olf_l (1 +k)

™ {ﬁ(x]. Iy ~x,x) Ly~ X, Ay 10+ 4y —x,0 — I —x,4h+
g!

Vi(e,v,2) =

oD
+Zk"b1(xl + Ly —x, %y~ Ly =X, AT+ [ (x + Ly =53~ Ly ‘I’Ag)]} (D.3)

n=l
onde a fungio fi(u,u:R) € mostrada na equacio (3.39).
Resolve-se a equagio (D.1) com o auxilio da equagio (C.2) :
VDF o _a =ML+ W o+ Ly, w v Ly, v) = Fy(u+ L, w—Ly,v) -
— Fy(st— Ly, w+ Ly, v) + Fy(u = Ly, w =Ly v)+
F I3+ Lyowy + Ly VY= Fy(u+ Ly, wy — Ly, v) —

~Fy(u — Ly, wy + Ly )+ FaQu = Ly, wy - Ly, v) +

o0
3 KO [F e+ Lywy + Ly ) - Fy(ut Ly, wa = Ly, v) -

=1

*”F:;(H"L},Wz +1J2,V)+FB(?J—'I;1,W2 ""[42,1")"{’“
+ B+ Ly wy + L VY= F3u + Ly, wy — Ly, V)~

—J‘;é(fJ—LI,H’_g +1;2,V)‘f‘f;3(u _L]_,W3 —]4-2:\))]} (D4)
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E. Fator de distribuicdo de potencial correspondente ao proprio

segmento que estd na dire¢io x - VDF

0 caleulo dos VDF proprios requer uma consideragiio a respeito do raio do
sepmento do eletrodo em estudo.

O segmento do eletrodo ¢ modelado com sendo uma fonte de comrente linear
localizada sobre o eixo do eletrodo. Adota-se uma densidade de corrente constante ao
longo da fonte linear, entdo o potencial do segmento do eletrodo € calculado pelo
potencial médio da superficie cilindrica do segmento do eletrodo. Devido ao fato de o
comprimento do eletrodo ser muito maior do que o raio, as duas superficies finais do
segmento sdo ignoradas.

Sabendo que o eletrodo tem comprimento 2L, corrente total /, a densidade de

corrente da fonte linear ¢ entéo definida por :

Considera-se uma superficie cilindrica infinitesimal de um segmento de
condutor localizado sobre o eixo x, conforme ilustra a figura (E.1). Um comprimento

infinitesimal dx é mostrado na mesma figura. Esse comprimento representa uma fonte

Idx ; '
de corrente infinitesimal de corrente —2 . Considera-se agora um ponto P(x.),z)

s

localizado na superficie cilindrica ¢ o potencial no mesmo devido & fonte infinitesimal

sera :

[, 4.2 . ore. a2 Ir 352 4
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pilydx ; f | ! . !
87l ]J(Ax)z +(x; - x)° \/(-Ai)z +(x; -2y

d¥p = 4

+Zk" ! + L +

n=l .\/(/Jﬁ)z +{x; mx)z J(A_‘:)z +(x; —x)2

N 1 .
JUH ey -07 AP 4 (x, - x)?

(E.2)

onde as variaveis A, sio definidas nas equagdes (A.2).

z

Pix.v.Z]

/ —t (—

{x.-¥.z] dx

Figura E.1. Superficic cilindrica infinitesimal de um segmento de cletrodo
localizado em (x, 1,2
O potencial no ponto P{x,y,z) sera igual & soma das contribui¢des de todas as
fontes infinitesimais :

X+

= [dvp (E3)

x-I

Resolve-se a integral acima com a ajuda da equagio (3.34) e o resultado sera :
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VDE, :gé["‘l"{fl(xl Ly = xxy - Ly = X A+ [+ Ly -y = Ly X, A+
g

. 30
+Zk"[f1(x1 + Ly ~x,x — Iy mx,Af)+ﬁ_(x, + L —x,x — 1y -x,Ag’;)ﬂ-

1=}

+ il + Ly —xx ~ 1 ”‘“X,Aj)'}‘fi(x; + L —-xx - L ~x,A§)J}

onde a fungdo fi(u,,u, R} é mostrada na equat;'io (3.39).

(E.4)

VDI . é calculado ao longo da superficie infinitesimal cilindrica integrando ao

longo de todo o segmento, logo :

VDI, = | Wpds

x=dy
resultando na equagdo :

VDF,, = M5 (21, @) - 2E5(0, ay+ Fol=2Ly, @) + Fy(2Ly, ) — 255 (0, @) +

+ Ey(=2Ly,a)+ Y K 2Ly, ap) = 2F5(0, ap)+ Fy (2L, ap)+

n=]
+ Fy (2L, a3) = 2050, a3} + Fy(=2Ly, a3) + F(2Ly,a4) ~ 2F5(0,a4) +
+ By (2L, ap) + Fy(2L,, a5) — 283 (0, as) + Fy(=2Ly, a5) |}

onde a=z -z
ay =2nh+z—z
ay=2nh+zy+z2
ay =2nh—z~2

as=2nh—-z +z

e a funclio Fa(u,a) é mostrada na equagdo (B.4).

(E.5)

(E.6a)

(E.6b)
(E.6¢)
(E.6d)
(E.6¢)
(E.6f)

(E.6g)




