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RESUMO 

Modelos de eletrodos de aterramento e de solo sao estudados e dois deles sao 

implementados: o de potenciai constante e o de solo de duas camadas. O prirneiro 

considera a nao-uniformidade da corrente nos eletrodos , e o segundo e adotado por sua 

relativa simplicidade e adequabilidade a grande maiorta dos solos do nordeste 

brasiieiro, Dois algoritmos de calculo de potenciais na superficie do solo produzido por 

dispersao de corrente sao implementados, podendo assim, assistir o projeto de malhas 

de ateixamento de subestacoes compativeis com as necessidades industrials. Simulasoes 

de malhas de aterramento sao feitas com as rotinas desenvolvidas e os resultados 

obtidos coincidem com trabalhos anteriores. 
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ABSTRACT 

Grounding electrodes and soil models are studied and two of them presented : 

the constant potential electrode model and the two-layer soil model. 

The first consider the current in the soil to be non uniform, and the second has a 

relative simple and is appropriate to the majority of the Brazilian northeast soil. 

Two routines are implemented. They may be used to assist on the design of 

substation grounding mashes compatible with industrial needs. Simulations of the 

grounding systems are performed and the results are in agreement with previous works. 
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Os sistemas eletricos necessitam ser ligados a terra em pontos estrategicos, para 

efeito de dissipacao de energia durante desequilibrios. Essas ligacoes se fazem atraves 

de eletrodos ou conjunto de eietrodos enterrados, em contato direto com o solo, que e 

denominado de sistema de aterramento, ou simplesmente de aterramento. 

O conhecimento do comportamento do sistema de aterramento e um problema 

dificil pois o solo e um meio muito complexo, com propriedades que mudam com o 

tempo e no espaco. Outro fator de dificuldade e que o desempenho do aterramento 

depende das proprias condic5es impostas pelos fenomenos que solicitam sua 

intervencao. 

O aterramento de um sistema eletrico e considerado adequado quando atinge, 

cumulativamente, os seguintes objetivos; 

a) Viabiliza adequado escoamento de sobrecorrentes indesejaveis, limitando as 

tensoes transferidas ao longo da rede, em consequencia da descarga de surtos; 

b) Garante a seguranca dos usuarios do sistema atraves da limitacao das diferencas 

de potencial entre o condutor neutro e a terra, resultantes das correntes de 

desequilibrio. 
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c) Garante a efetividade do aterramento do sistema, limitando em valores 

adequadoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA os deslocamentos do neut r o,  por  ocasiao da ocorrencia de defeitos a 

terra; 

d) Assegura a operacao rapida e efetiva dos dispositivos de protecao de 

sobrecorrente, na ocorrencia de faltas a terra, limitando a valores nao perigosos 

as tensoes de passo resultantes da passagem das correntes de curto-circuito. 

Diante de tats objetivos, fundamentals ao bom funcionamento dos sistemas 

eletricos, surge a necessidade de analisar com bastante criterio o projeto de sistemas de 

aterramento. 

A solucao deste problema esta relacionada com a disponibilidade de modelos 

apropriados, capazes de representar os aspectos fundamentals dos fenomenos que 

ocorrem no sistema de aterramento. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.1 Modelos de solo 

Os solos reais compostos de diversos elementos heterogeneos sao classifieados 

de duas formas : regulares, que tern a sua resistividade variando so verticalmente, e 

irregutares que possuem resistividade variando vertical e horizontalmente. Os solos 

regulares sao a maioria e por isso serao aqui tratados. 

O mais simples dos modelos de solo regular e o uniforme, que supoe o solo 

homogeneo e isotropico'. Embora um modelo distante da realidade, sua aplicabilidade e 

grande (CAVALCANTl, 1996) devido a facilidade que oferece na formulacao 

1 Um solo homogeneo e isotropico aprcsenta as mcsmas propriedades fisicas em todas as direcdes, 
portanto lem resistividade conslamc em toda sua extensao. 
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matematica dos problemas. Tent ando uma ni el hor  apr oxi macao c om azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r ^ l j ^ g gg 

ut i l i za o concei t o de resi st i vi dade apar ent e ( ENDRENY,  1963;  T AKAHASH1 & 

KAWASE, 1990). 

Os modelos mais sofisticados de soios regulares aproximam a resistividade por 

uma funcao continua (exponencial) da profundidade (SUNDE,1968). Entretanto, os 

modelos mais usuais, consideram que o solo e consrituido de um certo numero de 

camadas horizontals homogeneas, isto e, com resistividades constantes, de espessuras 

finitas, exceto a mais profunda, que e infmita. O modelo de solo de duas camadas, que e 

o preferido universalmente (DAWALIBI & MUKHEDKAR, 1975; KOSTIC & 

SH1RK00H1,1993), sera empregado neste trabalho, visto que as equacoes encontradas 

nao sao tao compiexas e mesmo assim proporciona bons resultados (SATO & 

ZAENGL, 1988; SALAMAzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA et a/., 1995). CAVALCANT1 (1991) estudando o solo do 

Nordeste concluiu que 75% dele pode ser modelado em duas camadas. Novos metodos 

computacionais estao sendo estudados para estimacao dos parametros dos solos de duas 

camadas, como exemplo pode-se citar SEEDHER & ARORA (1992) que utilizou 

expressoes de resistividades finitas de WENNER. 

1.2 Modelos de eletrodo 

A forma pela qual a corrente se dispersa do eletrodo para o solo e uma 

consideracao fisica fundamental para se compreender o comportamento do sistema de 

aterramento. A figura (1.1) representa um segmento de eletrodo , onde tres correntes sao 

indicadas. A corrente dissipada no solo pelo segmento considerado e I g + jlc. As outras 

sao correntes que passam pelos segmentos adjacentes ao considerado. O campo eletrico 

no solo determina as correntes de conducao (Ig) e capacitiva (Ic) que compoem a 
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corrente total que se dispersa no solo. A relagao entre tais correntes nao dependem da zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

geomet r i a do el et r odo,  mas si m excl usi var aent e da relacao C / C O E , sendo a e s 

respectivamente a condutividade e a permissividade do solo e co a frequencia angular. 

Os metodos mais usuais de calculo de potencial devido a dispersao de corrente 

no solo consideram constantes a densidade de corrente (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J ), na superficie dos 

condutores que constituent o sistema de aterramento. Se por um lado a adocao desta 

hipotese simplifica consideravelmente o modelo, por outro torna-o bastante impreciso 

por nao levar em conta a variacao do campo eletrico (]£) ao longo de toda superficie do 

eletrodo
2. A hipotese da densidade de corrente constante e sustentada na pratica pela 

simplificacao que empresta aos calculos de potencial (SOUZA, 1996). Os metodos que 

a empregam corrigem ad posteriori, os valores calculados, por meio de formulas 

empiricas (IEEE-80J986), 

Segundo SVERAK (1989), "a densidade de corrente eletrica nao pode ser igual 

para diferentes pontos da superficie do eletrodo" e ainda segundo DAW ALIBI & 

SOUTHEY (1994) e DAW ALIBI & MUKHEDKAR (1979), "a distribuicao de 

corrente eletrica e mais ou menos uniforme ao longo dos eletrodos, exceto nos finais ou 

em cruzamentos". Em vista disto desenvolveu-se outros metodos para melhor 

i g

+ i l c 

Figura 1.1 Segmento de um eletrodo. 
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r epresent ar  o el et r odo.  Nest e t r abal ho sera vi st o o met odo dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA potencial constante, onde 

nao mat s se considera a densidade de corrente constante, mas impoe- se que a super f i ci e 

do eletrodo estara submetida a um mesmo potencial. Esta condicao e razoavel visto que 

o eletrodo possui uma elevada condutividade, podendo as perdas internas serem 

desprezadas. Desta forma a distribuicao de corrente no eletrodo torna-se nao uniforme. 

1.3 Organizacao do trabalho 

Uma fundamentacao teorica foi inicialmente realizada, objetivando encontrar 

expressoes do potencial em mncao do modelo de eletrodo do potencial, do solo de duas 

camadas e do metodo matricial modiflcado. Utilizando este metodo foram construidas 

duas rotinas computacionais para obtencao do potencial em um ponto qualquer de um 

solo de duas camadas produzido por um sistema de aterramento. Os resultados obtidos 

em cada rotina foram comparados entre si e tambem com publicacoes anteriores e 

serviram para validacao do trabalho. 

2 Segundo a lei dc Ohm, o campo cteirico na superficie do eletrodo czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E=pJ, onde pea resistividade, 
suposta constante, do meio ciivolventc do eletrodo. Logo, a densidade dc corrente, J, constante implica 
cm campo eletrico constante. 
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Quando um sistema de aterramento entra em atividade, o seu potencial se torna 

diferente de zero. Este valor nao-nulo de potencial se denomina de potencial do sistema 

de aterramento. Neste processo tambem surge uma corrente na superficie dos elementos 

do sistema que se dispersa na terra. Considerando os valores comuns de resistividade 

do solo (50 a 1000 Qm) e as dimensoes do sistemas de aterramento tipicos (de poucos 

metros a 200 m), MELIOPOULOS (1988) demonstra que a analise c.c. e suficiente na 

maioria dos estudos praticos de sistemas de aterramento. Neste trabalho a analise c.c. 

sera aplicada a sistemas de aterramento. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.1 Introducao 

A figura 2.1 mostra um eletrodo puntiforme imerso em solo uniforme (caso mais 

simples). Uma esfera nestas proporcoes nao possui aplicacao pratica direta, mas serve 

como base na simulacao de qualquer eletrodo real, ao utilizar-se processos de somatorio 

ou integral. A esfera, localizada no pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j do solo e uma fonte puntiforme de corrente 

de onde emana para a terra uma corrente lj. Desta forma surge um potencial V num 

ponto generico do solo. Este potencial V satisfaz a equacao de Laplace ; V 2 V - 0. 

Pode-se expressar esta equacao em coordenadas cilindricas da seguinte forma : 
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VV(r.*.z) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l 4 r £ ^ ) 4 ^ ^  + ^ ^ = 0 (2.1) 

onde r J e z sao as coordenadas do pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P. Por causa da simetria, o potencial e 

independente da coordenada <|>, isto e, V(t\§,z)^V(i\ z). Logo a equacao (2.1) se reduz a: 

1 d( (TV(r,z)\ <?V(r,z) 

a\ a-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+• 
= o (2.2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P(x.y,i) ~ P(r,&z) 

Figura 2.1 Eletrodo puntiforme em solo uniforme c um ponto cm que 

o potencial c dc intcrcssc. 

A solucao geral desta equacao e dada em termos de funcao de Bessel de ordem 

zero,./o (KRAUS & CARVER, 1986); 

Arc Jo 
(2.3) 

Q(k) e uma funcao arbitraria da variavel de integracao k, determinada pelas 

condicdes de contorno. Estas condicoes estabelecem na interface dos dois meios, solo e 

ar, o potencial e a corrente devam ser funcoes continuas. A expressao final do potencial 

em um ponto generico do solo de coordenadas cartesianas x j e z e : 
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K(x, v,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z) 
pi, 

hx-Xj)2+(y~yj)2Hz-Zj? J{X-Xj.)
2+(y-yj)

2+(z + Zj)2 

(2.4) 

A equacao (2.4) sugere que o potencial em qualquer ponto do solo, nas 

eircunstancias descritas na figura (2,1), e o mesmo que o produzido por duas fontes 

puntuais de corrente It localizadas nos pontes (x), yh zj) e (xj, y), -z}) em uma regiao 

infinita de resistividade p. Em outras palavras, a interface entre os meios solo e ar, tern 

o efeito de criar uma imagem da fonte puntiforme com relacao ao piano da interface. 

Desta interpretacao, que e ilustrada na figura (2.2), surge uma alternativa para solucao 

do problema de calcuio de potencial produzido por dispersao de corrente no solo; o 

metodo das imagem. Este metodo surge como uma alternativa para resolver a equacao 

de Laplace. Novos trabalhos (CHOW et aL, 1995) mostram um metodo de imagem 

equivalents avancando na discussao desta ferramenta de calcuio. 

h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

eletrodo imagem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r+ 

Koln 

0 

el et rodo real  
resistividade p 

Figura 2.2 Eletrodo puntiforme em solo homogeneo a profiindidade h 

c sen clctrodo-imagem. 



Helton do Nascimento Alves 2. Fundamentos Teoricos 24 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.2 Modelo de solo de duas camadas 

Se for considerado ao inves do ar, cuja resistividade considera-se infinita, outro 

meio de resistividade fmita, conforme a figura (2.3), a equacao (2,4) passaria a set: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4n 
+ k-

o n d e £ = ^ ~ - A 

(2.5a) 

(2.5b) 

A constante A e o fator de reflexao entre os meios 1 e 2 de resistividade pi e p2 

respectivamente, sendo o meio 1 aquele que content o eletrodo. 

eletrodo puntiforme 

Figura 2.3 Dois meios com resistividades diferentes com um eletrodo 

puntiforme na I s camada. 

Quando os meios sao apenas dois, ocorre uma so reflexao e por conseguinte, o 

eletrodo imagem e unico. Para um eletrodo imerso na pnmeira camada de um solo de 

duas camadas o numero de reflexoes 6 infinito, conforme e mostrado na figura (2.4). 
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s«n 

Figura 2,4 Metodo das imagens onde ocorre infmita reflexoes. 

O potencial no pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P(xy,z\ localizado na primeira camada do solo, produzido 

por um eletrodo puntiforme, se expressa da seguinte forma : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

An r0j r0j «=1 

1 1 1 1 
+ — + — 4 - — 

v/#+ rnj+ rnj~ rnj- J 

onde 

i = ^Xj - x )
2

 + (y, - >>)
2 + (zj ± z )

2 

*£± - fi^x? + - y )
2 + [2«A + (* 7 ± * ) } 

r~.± = ̂  - x )
2 + (yj ~ yf + - (*, ± z)J 

neo numero de reflexoes ; 

/* e a altura da primeira camada. 

(2.6a) 

(2.6b) 

(2.6c) 

(2.6d) 
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2.3 Metodos computacionais 

As equacoes (2.6) so sao validas para eletrodos puntiformes. Para aplicacao em 

eletrodos extensos, como os encontrados em malhas de aterramentos, e necessario 

recorrer-se a um artificio. A ideia basicazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 dividir o sistema de aterramento em 

pequenos segmentos e substitui-los hipoteticamente por fontes puntiformes de correntes 

localizadas em seus respectivos centros como se ve na figura (2.5). Uma parte de um 

sistema de aterramento generico e mostrado na figura 2.5a e o modelo do segmento j € 

mostrado na figura 2.5b. Se o eletrodo generico e dividido em m segmentos , entao o 

potencial num ponto qualquer da l a camada do solo e aproximadamente : 

(2.7) 

onde m e o numero de segmentos e as fiincdes r^.,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r * ± > r„j± sao dadas 

respectivamente pelas equacoes (2.6b), (2.6c) e (2.6d). 

(a) (b) 

Figura 2.5 (a) Trecho de um eletrodo subdividido em elementos finitos ; 

(b) Modelo matematico do elemento. 

Quanto menores forem esses segmentos, melhor e a aproximacao. SOUZA 

(1996) mostra que para todos os valores possiveis de parametros do modelo de solo, a 

serie infinita na equa9ao (2.7) converge assintoticamente. Nas rotinas computacionais 



Helton do Nascimento Alves 
2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Futtdamemos Tedrieos 

27 

desenvolvidas com base no metodo das imagens, o numero de reflexoes consideradas e 

auto-ajustado a partir de uma tolerancia,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x, especificada pelo usuario. 

Para que a equacao (2.7) possa ser efetivamente utilizada e prectso informacao a 

respeito da distribuic&o de corrente no sistema de aterramento antes de dispersar para o 

solo. E necessario escolher o modelo de eletrodo, que dara a informacao necessaria 

sobre a distribuicao de corrente. Agora serao visto dois metodos computacionais usando 

dois modelos de eletrodo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.3.1 Metodo do somatdrio 

O modelo de eletrodo densidade de corrente constante admite que a corrente 

total no sistema de aterramento, / , se distribui uniformemente em toda sua extensao. 

Para um eletrodo dividido em m partes, tem-se entao ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

IJ = 

I 

m 
j = \,2,—,m 

Portanto a equacao (2.7) particularizada para esse modelo e : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

It* 

r0j r0j n=l 

( 
I I 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ + • ^ _ - j . — 

\/#+ rn}\ rnj~ rnj-) 

(2.8) 

(2.9) 

O metodo de calcuio do potencial baseado nas equacoes gerais (2.6) e (2.9) e 

referenciado como mitodo do somatdrio. 



Helton do Nascimento Alves zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2. Fundamenlos Tedricos 28 

2.3.2 Mftodo matricial 

Outro modelo de eletrodo e ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA modelo de potencial constante, segundo o qual 

todos os m elementos do eletrodo estao no mesmo potencial. Este potencial comum a 

todo o eletrodo e conhecido como elevacao de potencial de terra ou simplesmente zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

GPR?. Deste modo, m equacdes do tipo (2.6a), uma para cada segmento do eletrodo, 

podem ser escritas. Na forma matricial, essas equacoes sao ; 

4xV 

P 

(2.10a) 

onde 

[ l ] - [ l 1 1 - 1 ] ' 

[/]= [ /, h Is ... L f 

[F] = [Fj] 

>7 
i i i i 

—+—+—+— 
r+-, r"^ rjL rf 

(2.10b) 

(2.10c) 

(2.10d) 

(2.10e) 

Fj e a matriz dosfatores de distribnigao de potencial. 

As correntes nos varios segmentos podem ser determinadas pela equacao (2.11). 

M — m i (2.11) 

Para determinar o valor de GPR tem-se que a corrente total IT, dispersada no 

solo atraves do eletrodo, sera : 

3 Do ingles, Ground Potential Rise. 
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m 

(2.12) 

Da combinacao das equates (2.11) e (2.12), e estabelecida uma relacao direta 

entre a corrente totalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h e a tensao V(GPR) : 

O metodo de calcuio baseado nas equacoes (2.6), (2.11) e (2.13) e referenciado 

como metodo matricial. E denominado desta forma por utilizar a matriz dos fatores de 

distribuicao de potencial [ F]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.3.3 Metodo matricial modificado 

O metodo matricial e bastante simples, porem, segundo MELIOPOULOS & 

JOY (1981), MELIOPOULOS (1988) e SVERAK (1989), "torna-se impraticavel sua 

aplicacao a medida que o numero de subdivisoes do eletrodo aumenta" Cada vez que o 

eletrodo 6 subdividido, a matriz dos fatores de distribuicao de potencial [F] torna-se 

maior. Tem-se entao uma inversao de matrizes de ordem mais elevada, acarretando um 

esforco computacional maior. 

De acordo com DAWALIBI & SOUTHEY (1994) e DAWALIBI & 

MUKHEDKAR (1979), proximo aos extremes do eletrodo, a densidade de corrente e 

bastante variada, fato esse que nao ocorre com tanta intensidade no entremeio do 

eletrodo. E possivel entao simular o eletrodo, por segmentos de comprimento finito e 

considerar constante a densidade de corrente em cada um. Dessa forma, a curva da 

(2.13) 
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densidade de corrente pode ser representada por umazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA funcao-escada4

 (figura 2.6b). Essa 

premissa leva ao desenvolvimento do metodo matricial modiftcado que se desenvolve 

da seguinte forma: 

De inicio, o eletrodo e dividido em um numero fmito de segmentos (figura 2.6a) 

e a densidade de corrente, ao longo de cada segmento do eletrodo, e considerada 

constante, mas desconhecida a priori, Utiliza-se o metodo matricial para encontrar os 

valores desconhecidos da corrente eletrica em cada segmento. Depois disto pode-se 

calcular o potencial na superficie do solo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - j . 1 *j  I
 1i + T 

Cornprimento do condutor 

(b) 

Figura 2.6 (a) Trecho de um eletrodo subdividido cm elementos finitos; 

(b) Curva densidade de corrente e sua aproximacao por 

uma funcao-escada. 

Uma aplicacao apropriada desse metodo requer um compromisso entre precisSo 

e eficiencia, ou seja, se o eletrodo for dividido em poucas secoes, os resultados para os 

potenciais na superficie do solo nao retratam a realidade, visto que a fiincao-escada nao 

se aproxima da distribuicao verdadeira da corrente ao longo do eletrodo. Caso o 

4 RepresentacSo da curva densidade de corrente atraves de segmentos de retas. 
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eletrodo seja segmentado em um elevado numero de subdivisoes, a funcao-escada se 

aproximara bastante da distribuicao nao uniforme de corrente. Contudo, o esforco 

computacional e grande, de forma que as vezes pode nao compensar tal procedimento. 

Esse metodo recebe o nome dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA matricial modificado, porque ao longo de cada segmento 

aplica-se o metodo do somatorio, e o valor de cada corrente e obtido com a utilizacao do 

metodo matricial. 

O metodo matricial modificado, pode ser implementado de varias maneiras. 

Neste trabalho dois metodos de calcuio de potencial no solo serao descritos e com base 

neles duas rotinas computacionais serao implementadas. 



3.0 METODO DA INTEGRAL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Inicialmente o sistema de aterramento tratado neste capitulo constant de apenas 

um eletrodo retilineo, como mostra a figura (3.1), e depois sera generalizado para 

malhas de aterramento com mais de um eletrodo retllineo podendo tambem conter 

hastes. 

0 metodo matricial modificado, apresentado no capitulo anterior, utiliza o 

metodo do somatorio. Se a equacao (2.9) e aplicada a cada segmento do eletrodo, o 

tempo de processamento e muito elevado, visto a necessidade de se dividir o segmento 

em um grande numero de partes para se conseguir uma boa precisao. O metodo da 

integral se apresenta como uma alternativa ao metodo do somatorio para contornar essa 

dificuldade. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.1 Metodo da integral para eletrodos lineares horizontais 

No limite, quando o numero de subdivisoes do sistema de aterramento tende 

para infmito, o somatorio na equacao (2.9) transforma-se em uma integral. O calcuio 

analitico da integral nem sempre e viavel, mas para um eletrodo retilineo e uma tarefa 

relativamente facil. Dessa forma surge a possibiiidade de se estudar a maioria das 

malhas de aterramentos existentes, ja que estas sao compostas pela juncao de varios 
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eletrodos retilineos. Nesta secao sera obtido o resultado da integral da funcao potencial 

produzido por um eletrodo retilineo no solo. 

Para efeito de simplificacao, um sistema referencial UVW e escolhido de modo 

que o eletrodo fique por completo no eixo U, e que uma das suas extremidades coincida 

com a origem do referencial. Esta perda de generalidade e aparente pois se estabelece 

em qualquer tempo por transformacao de coordenadas envolvendo rotacao e translacao. 

Observando a figura 3.1 se conclui que as coordenadas de um ponto num referencial 

XYZ sao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x= ucosy - vseny + x0 (3.1a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y = useny + vcosy + yo (3.1b) 

z « w + ZQ (3.1c) 

O 

Figura 3.1. Eletrodo retilineo no eixo u de um sistema de coordenadas UVW. 



Helton do Nascimento Alves 3. O M<Hodo da Integral zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA34 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x0, y'o ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ZQ sao as coordenadas da extremidade de origem do eletrodo no referencial 

XYZ e y e o angulo de rotacao entre o eletrodo situado no eixo U e o eixo X do 

referencial XYZ. 

Considerando o numero de divisoes do eletrodo tendendo a infinito a equacao 

(2.6a) torna-se : 

onde Lj e" o comprimento do eletrodo ; Ij a corrente total dispersa por ele e du o 

comprimento de um elemento infinitesimal. 

Para encontrar os afastamentos (r) nas coordenadas UVW combina-se as 

equacoes (2.6) e (3.1); 

dVp = (3.2) 

(3.3a) 

Kj = ^ / ( « J - « )
2 + v

2 4 - ( w + 2z 0 )
2

 = r0(w + 2z 0 ) (3.3b) 

(3.3c) 

^P~uf + v
2 + (inh + w + 2z0)

2 = rnJ (w + 2zQ) (3.3d) 

fo.-uf - f v
2 +(2nh~w~2z0)

2 ^rnJ(~w~2z0) (3.3e) 

(3.30 

A equacao (3.2) pode ser reescrita da seguinte forma : 

dVp = ®(w)du + @(w + 2zQ )du {3.4) 

onde 
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O potencial total no pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P, devido ao eletrodo como um todo e 

(3.6) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ujio valor da coordenada U da extremidade final do eletrodo. 

Resolvendo-se a primeira integral da equaclio (3.6) ; 

J0(w)du = 
4KL. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I n 
w 

2 + v2+w2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 

+ f > " l n 

«=1 

U| - u + J(ux - u)2 + v 2 + (2«A + w)2 

~u + yj(u)2 + v2 + (2rt/* + w)̂ * 

MJ - M + ^ / ( M 1 - « )
2 + v 2 + (2nh - w) 2 

- u + TJ(U)2 + v
2

 + (2K/I - w)
2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

(3.7) 

e a segunda integral da equacao (3.6) e obtida da primeira substituindo w por w+2z0 

«, ~u + -J(ul ~ii)2 + v 2 + (w + 2z0)* 
J0(w + 2z0)c/w in 

« + -\/(M) 2 + v 2 + (w + 2zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^7 

«=l 

+ f > " i n 

(j - u + ^(u^u)2 + v2 + (2nh + w + 2z 0 )
2 

~u + TJ(U)2 + v2 + (2nh + w + 2z 0 )
2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Vf o - » ) 2 + v 2 + (2/ife - (w + 2 z ^ 

- w + >/(«)2 + * 2 + (2tt/> - (w + 2z 0 )) 2 

+ 

(3.8) 

O potencial, portanto, em um ponto P qualquer da primeira camada do solo sera, 

conforme a equacao (3.6), a soma das equacoes (3.7 ) e (3.8), onde u!f u, v e w sao 

expressas, em funcao das coordenadas do sistema referencial XYZ, pelas equacoes : 

ux = (xx ~x0)co$y + (yl-y0)$Qny (3.9a) 

u = ( x - x 0 ) c o s ^ + (>'~^ 0 )sen^ (3.9b) 
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(3.9c) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

w - z (3.9d) 

onde x\ eyi sao as coordenadas x ey da extremidade do eletrodo no referencial XYZ. 

No metodo matricial modificado considera-se constante a densidade de corrente 

em cada um dos segmentos em que o eletrodo e dividido. Considera-se ainda , que o 

potencial sobre cada segmento e o mesmo. Logo se o eletrodo e dividido em m 

segmentos a equacao (3.6) passa a ser escrita da seguinte forma: 

onde jcft y0 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ZQ passam a ser as coordenadas da extremidade de origem de cada 

segmento do eletrodo no referencial generico XYZ, xj eyj sao as coordenadas x ey da 

extremidade final do segmento do eletrodo no referencial XYZ e u} passa a ser o valor 

da coordenada U da extremidade final de cada segmento do eletrodo. 

Para fmalizar esta secao, e necessario calcular o potencial no solo levando em 

conta a presenca de mais de um eletrodo retilineo no sistema de aterramento. O 

potencial produzido em um ponto P do solo por cada eletrodo que comp6e a malha de 

aterramento e calculado conforme a equacao (3.10) e o potencial total produzido pela 

malha de aterramento e a soma desses resultados. Logo a expressao final do potencial 

deriva-se da equacao (3.10) acrescentando-se o somatbrio devido a superposicao dos 

efeitos de cada eletrodo retilineo: 

onde nc e o numero total de eletrodos retilineos ey" - 1,. representa cada eletrodo. 

(3.10) 

(3.11) 
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3.2 Metodo da integral para hastes (eletrodos nao-horizontais) 

No que foi desenvolvido ate agora esteve intrinseco que a fonte puntiforme e o 

ponto onde o potencial e desejado estavam completamente contido na primeira camada 

do solo. Essa hipotese quase sempre se confirma no caso de malhas de aterramento
5. No 

entanto, as hastes de aterramento usuais costumam ocupar as duas camadas de solo 

conforme mostrado na figura 3.2. 

"T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 - n 
P i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T 

h 

P, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L . ^ _ ^ — 

Figura 3.2 Haste em solo dc duas camadas 

A consequencia desse fato e que poderao ocorrer as altemativas mostradas na 

tabela (3.1), com base no posicionamento da fonte puntiforme e do ponto onde e 

desejado o potencial. 

Tabela 3.1- Posicionamento da fonte puntiforme e do ponto P(x,y,z) 

(Vsiciona memo em rchit/ao as oamadas 

Fonte 

puntiforme 
ponlo oi.de (i 

potencial c desejado 1 l a camada l a camada 

2 l a camada 2 a camada 

3 2 a camada l a camada 

4 2 a camada 2 a camada 

A profundidadc usual de mallias de aterramento sima-se na faixa dc 40 a 80 cm. 
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O potencial em cada uma das quatro disposicoes sera encontrado a seguir 

utilizando o metodo das imagens. 

Considere duas camadas dieletricas separadas por uma superficie plana, e uma 

fonte puntiforme, localizada no meio 1, de onde emana a correntezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i (figura 3.3a). 

Segundo HARRINGTON (1958) a aplicaclo do metodo das imagens para esta 

conftguracao e mostrada nas figuras (3.3b) e (3.3c) para um ponto qualquer e nas 

figuras (3.3d) e (3.3e) para pontos na interface dos meios. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(e) 

Figura 3.3 Interface entre dieletricos: (a) interface original representando meio 1 e 2; 

(b) Aplicacao do metodo das imagens no meio 1; 

(c) Aplicacao do metodo das imagens no meio 2; 

(d) Aplicacao do metodo das imagens no meio 1 - interlace; 

(c) Aplicacao do metodo das imagens no meio 2 - interface; 
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Da. figura (3.3b) tira-se que o potencial em um ponto qualquer da primeira 

camadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t. 

y = _ L + _±I / 3 l 2 ) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c{ = — 
An 

pi - resistividade do primeiro meio; 

/ - corrente que emana da fonte puntiforme; 

i\ - corrente de valor desconhecido que sera calculado; 

r\ - distancia de um ponto no primeiro meio a fonte puntiforme. 

r2 - distancia de um ponto no segundo meio a fonte puntiforme imagem 1. 

Da figura (3.3c) tira-se que o potencial em um ponto qualquer da segundo meio 

e: 

^ = ^ 1 (3.13) 

onde h e corrente de valor desconhecido que sera calculado; 

pi e a resistividade do segundo meio; 

n - distancia de um ponto no segundo meio a fonte puntiforme imagem 2; 

2 An 

Tem-se na superficie de separacao : 

r i = r 2 - r 3 (3-14) 

^L^^^H (3.15) 

dN dN 

onde N representa a direcao normal a superficie de separacao. 

Considerando V\ = Vi como condicao de contorno entre os dois meios tem-se : 
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1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dV, 1 dV7 

pl dN p2 dN K } 

Igualando as equacoes (3.12) e (3.13) e usando a equacao (3.14) obtem-se : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cxi + cxix ^c2i2 (3.17) 

Usando (3.12), (3.13) e (3.15) em (3.16) obtem-se: 

A Pi 

De (3.17) e (3.18) encontra-se : 

ix = ft (3.19) 

i2 =(\ + k)^~i (3.20) 

onde k e dado pela equacao (2.5b). Finalmente tem-se: 

V t A ^ (3.21) 

F 2 ^ M ^ (3.22) 

onde as equacoes (3.21) e (3.22) referem-se respectivamente a 1° e 3° disposicoes. 

Considerado agora a fonte puntiforme localizada no segundo meio e resolvendo 

de forma analoga ao mostrado acima tem-se os seguintes resultados : 

ix (3.23) 

6
f(/ 2) = (l + * ) ' (3.24) 

v J l + k ^ (3.25) 

y c£_te± ( 3 2 6 ) 

As equacoes (3.25) e (3.26) referem-se respectivamente a 2° e 4° disposicoes. 
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Ao considerar o ar como mais um meio, tem-se infmitas reflexoes como e 

mostrado no capitulo I I e em HEPPE (1979). Analisando as equacoes (3.22) e (3.25) 

ve-se que as expressoes para a 2° e 3° disposicoes sao semelhantes. As expressoes fmais 

para cada caso sao as seguintes ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Vp 

Vp = 

Vp 

Pi' 

Ait zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 1 CO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- U - U YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 1 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 4. _ + 

r v r f 
y nj+ 'nj+ Tnj- 'nj- J 

An r + r~ ^ 
*bj ?bj 

P2L 

An 

1 1
 0 0 

r0j r0j 

<• w 
1 1 

+ — 

1 1 1 1 
+ + + 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

onde as equacoes (3.27) e (3.29) referem-se respectivamente a t* e 4
a disposicoes e a 

equacao (3.28) refere-se a 2
a e 3

a . 

A seguir sera encontrado uma expressao do potencial produzido em um ponto 

qualquer do solo por uma haste vertical. O referencial cartesiano e escolhido por 

conveniencia de modo que o eixo Z contenha a haste e o piano XY coincida com a 

superficie do solo, como e usual. A generalidade se estabelecera mais tarde por 

translacao de origem para qualquer outro eixo (figura 3.4). 
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eixo generico 

Figura 3.4 Haste num solo dc duas camadas, com os eixos XYZ e X 'Y 'Z ' rcpresentados. 

A corrente dispersa no solo por uma parte infinitesimal da haste contribui 

diferentemente para o potencial em um ponto qualquer da l
a camada, conforme a 

camada em que esteja imersa. Logo, serao usadas as equacoes (3.27) e (3.28) da 

seguinte forma: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dVp Pj zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4nL 

f

 i i i i ^ 
+ + — 

f1 f f t 
\ nj+ nji nj~ nj~ J 

dz ,$eH<Zj<h (3.30) 

dVp-= 
4nL 

De modo que: 

h 

-L+-L+Y r 
Hij %• «=i 

+ — dz. ,f&h<Zj<L+H (3.31) 

1 4nL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ 
1 1 

— + 
r

0 ;
 r0jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA „=i  

' i i izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i ' 

— + + + — 
y'nj+ 'nj+ 'nj~ 'nj~ J_ 

dzj + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ + J 
1 1 

+ — - f 

0j
 roj 

r ^ 
1 1 

+ — 
tizj (3.32) 

A equacao (3.32) pode ser combinada com as equacoes (2.6) e reorganizada: 
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i — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P\] i JAZ

2 + (zj - zf J, p z

2 + (zj + z) : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•  + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

« 

+ 0+*) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 5 > " zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

^ 4 Z

2 +(2nh + Zj -~zf I ^A2 + {2nh + zy + z) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

^Az

2+(2nh-zj~zf ljAz

2+(2nh^z~7z) 

dzj zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

CO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
/ / +£ , 

J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ /+ / , 

I 

y^z

2 +{2nh\zj -z): 

dzj 

+ 

J JA*+(2nh + Zj+zY 

(3.33a) 

onde 4 * = ~ * )
2

 + ( j / , - ^ )
2

 (3.33b) 

Para se efetuar as integrates indicadas na equacao (3.33) recorre-se a seguinte 

integral indefinida : 

^ J ^ = \nL + 4 ^ ^ ) = h\(u,a) (3-34) 

4u2 +a2 V J 

Para se aplicar a equacao (3.34) as prirneiras quatro integrals da equacao (3.33), 

respeitando os limites de integracao de cada uma, faz-se a seguinte substituicao : 

U-Zj±Z 

resultando em du ~dzj, logo, 

u=L±z 

u=L+z 

LS±Z + JAJ+(LS±Z)2 

(3.35) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L s e I , sao os respectivos limites superior e inferior de cada integral. 

Para se aplicar a equacao (3.34) nas 5
a, 6

a,9" e 10° integrals da equacao (3.33), 

faz~se a seguinte substituicao ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u — 2nh + Zj±z 

resultando em du ~dzj, logo, 

2nh+L.±z 
du 

4n 

= In 

u=2nh+Ls±z 

u=2nh+L,±z 

2nhzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + L s ±z + ̂ Az

2+(2nh + L s ± zf (3.36) 

Ink+Lj ±z + + (2nh+Lj + zf 

Para se aplicar a equacao (3.34) na T e 8
a integrals da equacao (3.33), faz-se a 

seguinte substituicao : 

u ~2nh~zi ±z 

resultando em du --dz j , logo. 

2nfi-L±z 
, , . M = A W J - Y , . u=2nh~L,±z 

±z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= tn 

2»A - L, + a + + (2nh - A + zY 

2nh-Ls±z + <[AZ

2 +(2nh-Ls ±zf 

(3.37) 

Final mente. 
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+ (^k)[/,(H + L^z,h-z,AJ + f1(M + L + z,h + z,A!)] + 

»=1 

+ J\(2nh + h + z,2nh + H+ z,Az) + 

+ f}(2nh~H-z,2nh-h-z,Az) + 

+ fx (2nh ~H + z,2nh - h + z, Az)]+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CO 

+ (1 + * ) ] > V [/j (2nh + H + L - z,2nh + h-z,Az) + 

+ f{(2nh + H+ L + z,2nh + h + z,Az)]} (3.38) 

onde fx(u^nz,A) ~ In 

xu2 + 

= F\{u^A)-Fx(u2,A) (3.39) 

A equacao (3.38) expressa o potencial em um ponto qualquer da l a camada do 

solo produzido por dispersao de corrente em um solo de duas camadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (php2,h) atraves 

de uma haste de comprimento L e profundidade H. 

Da mesma forma, a corrente dispersa no solo por uma parte infinitesimal da 

haste contribui diferentemente para o potencial em um ponto qualquer da 2 a camada, 

conforme a camada em que esteja imersa. Isto e, serao usadas as equacoes (3.28) e 

(3.29) da seguinte forma ; 

dVp 
4;rX zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
fnj+ 'nj- J 

dzJtseH<Zf<h (3.40) 
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dVp = 
\ 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• + roj roj ««1 

seh<z,<L+H 

f \\ 
1 1 1 1 

— + _ _ + + 

rl-> r„;±_ r*t_ r, \'nj+ >nj- 'iy~ j 

dzj (3.41) 

Utilizando o mesmo procedimento mostrado anteriormente, chega-se ao seguinte 

resultado final : 

4xL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

+ X
 k" t^

1 ^2nh + h~ z ' 2 n h + H~z>Az) + 

+ fx (2nh + h + z,2nhzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + H + z, A,)]}+ 

^r{fl(H + L~-z,h-z,Az)^A{H + L^z,h + z,Az))^ 

+ ^ ( - l / i (2n/i + H+L- z,2nh + h-z,Az) + 

+ / 1(2n/i + H + L + z,2n/i + / i + z,i4 2) + 

+ fl(2nh-~h~z,2nh-H-L-z,Az) + 

+ / t ( 2 A / I -h + z,2nh-H -L + z,Az)]} (3.42) 

A equacao (3.42) expressa o potencial em um ponto qualquer da 2
a

 camada do 

solo produzido por dispersao de corrente em um solo de duas camadas (phk,h) atraves 

de uma haste de comprimento L e profundidade H. 

3.3 Descrî ao do metodo 

Com base nas equacoes que foram desenvolvidas na secao anterior construiu-se 

uma rotina computacional com a fmalidade de determinar o potencial em um ou mais 
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pontos na superficie do solo devido a dispersao de corrente no solo, quando se usa uma 

malha com ou sem hastes. Abaixo tem-se a descrigao da rotina: 

1. Ler os dados ; 

1.1 Gerais : 

• Numero de pontos da superficie do solo onde o valor do potencial deve 

ser calculado; dois valores representando as direcoeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x (qtdx) ey (qtdy); 

• Comprimento (m) nas direcoes x (compx) e y (compy) que definem ate 

onde deve ser feito o mapeamento do potencial na superficie do solo; 

• Coordenadas x (coordx) e y (coordy) que identifica o ponto onde comeca 

o mapeamento do potencial na superficie do solo. O passo e calculado da 

seguinte forma: 

compx 
incrx = — 

qtdx 

e somado a coordenada x ( coordx ••= coordx +- incrx ) para varrer toda a 

area especificada pelo usuario. Da mesma forma e feito para y 

• Corrente total em amperes (/); 

• Profundidade do aterramento (//); 

• ToleranciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (x) que limita o numero de reflexoes. O limite superior do 

somatorio das reflexoes comeca a partir de 1 e e incrementado a cada 

passo. Este procedimento continua ate que o erro relativo do somatorio 

seja menor que a tolerancia x . O erro e calculado da seguinte forma : 
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Y "zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s - Y n A s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

erro = com « = 2,3,... 

1.2 do solo : 

• Resistividade da primeira camada, p i ; 

• Resistividade da segunda camada,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 02 ; 

• Espessura da primeira camada, h; 

1.3 do eletrodo : 

• Posicao do condutor no solo, em fbncao das coordenadas x j e r ; 

• Dire?ao em que estara o condutor ( 1 - eixo x ; 2 - eixo y ; 3 - eixo 2 ); 

• Comprimento do condutor (L); 

• Numero de divisoes de cada condutor. Cada eletrodo horizontal pode ser 

particionado pelo usuario. Quanto maiorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 numero de divisoes, maior sera 

0 tempo de processamento, mas em contra partida, como ja foi mostrado, 

os resultados serao mais proximos da realidade. A haste nao sera 

seccionada visto que isso e diftcultado por ela estar entre as duas camadas 

do solo. O efeito desta limttacao e pequeno pois normalmente os sistemas 

de aterramento tern os eletrodos horizontals bem maiores que as hastes, e 

dessa forma pode-se dividir cada eletrodo em pedacos de tamanhos 

compativeis aos da haste; 

2. Defmir os parametros : 
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• Fator de reflexao,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k; 

• Posicao inicial de cada segmento em que o(s) condutor(es) e(sao) 

dividido(s), em funcao das coordenadasx,yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA QZ ; 

3. Determinar: 

• O valor do GPR usando a equacao (2.13); 

• Com o GPR encontrar o valor da corrente que percorre cada segmento dos 

condutores horizontals usando as equacoes (3.7), (3.8) e (3.11); 

• Com o GPR encontrar o valor da corrente que percorre as hastes usando 

as equacoes (3.38) e (3.42); 

• Obtido o valor das correntes em cada segmento dos condutores e nas 

hastes, encontrar o potencial na area de mapeamento definida pelo 

usuario, usando as equacoes (3.7), (3.8), (3.11), (3.38) e (3.42). 



4.0METODO DA INTEGRAL COM PARAMETROS 

CONCENTRADOS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O metodo que sera descrito a seguir tambem fara uso de integrals, mas difere do 

anterior em dois pontos basicos: 

* A matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [F] encontrada para calcular o GPR nao mais tera como base o 

centra de cada eletrodo, mas sim a media dos potenciais de todos os pontos 

que compoem o eletrodo; 

• As relacoes entre os eletrodos ja entram no programa em formulas pre-

defmidas, como parametros concentrados. As formulas sao usualmente 

chamadas de resistencia propria, resistencia mutua e resistencia de 

transferencia, 

Consideram-se inicialmente dois segmentos de eletrodos 2Lj ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA IL2 conforme a 

figura (4.1). As coordenadas dos centros dos segmentos dos condutores sao (xuyuzi) e 

{*2,y2,Z2)- Uma corrente uniforme sai do eletrodo 1 para o solo. 
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I 

X 

y 

Ptx^zJ-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t t t t t t t t  

h 

± U 4 U U 2L 2 

2L 

Figura 4.1 segmento de eletrodos de comprimento 2/-i ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2L2. 

De acordo com a figura 4.1 serao encontram-se as seguintes equacoes : 

• Equacao do potencial de "transferencia" em um ponto generico do solo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P(x,y,z)y devido a corrente eletrica // no segmento de condutor 1; 

• Equacao do potencial mutuo entre os dois segmentos, devido a corrente 

eletrica/; no segmento de condutor 1; 

• Equacao do potencial proprio do segmento do condutor 1, devido a corrente 

eletrica/;. 

Qualquer um desses potenciais e proporcional a corrente total no segmento de 

onde / e a corrente eletrica total do segmento do condutor 1 para o solo e RT e funcao da 

geometria do sistema e da condutividade do solo. intern dtmensao de resistencia. 

Por causa do grande numero de configuracoes espaciais que os eletrodos de 

aterramento podem assumir, consideram-se apenas tres disposicoes geometricas ao 

longo do eixo x, y e z. Dessa forma diminuem o numero de equacoes que precisam ser 

condutor, isto e; 

V-Rjl (4.1) 
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defmidas para encontrar as relacoes entre dois segmentos e entre um segmento e um 

ponto. Essas relacoes serao denominadas dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VDF6, 

Na tabela 4.1 estao especificados os possiveis casos para a construcao das 

equacoes de VDF: 

Tabela 4.1 Equacoes para os fatores de distribuicao dc potencial VDF 

VDF entre segmento dc eletrodo e um ponto na l
a

 camada: 

VDFX 
Segmento na direcao X e um ponto 

VDFy Segmento na direcao Y e um ponto 

VOFzl 
Segmento na direcao Z ( 1

a

 cam.) e um ponto 

VDFz2 
Segmento na direcao Z (2

a

 cam.) e um ponto 

VDFX.X 
Dois segmentos na direcao X 

VDFy,y Dois segmentos na direcao Y 

VDF^i dois Segmentos da 1* camada na direcao Z 

VDFZ.Z 
dois Segmentos na direcao Z em camadas diferentes 

VMz-z-2 dois Segmentos da 2
a camada na direcao Z 

VDFx„y 
Segmento na direcao X e outro em Y 

VWx-z-l Segmento na direcao X e outro em Z ( l
a camada) 

VDFX,Z.2 
Segmento na direcao X e outro em Z (2

a

 camada) 

VDFy.z.t Segmento na direcao Y e outro em Z ( l
a

 camada) 

Segmento na direcao Y e outro em Z (2
a camada) 

Segmento na direcao X 

VDFyy Segmento na direcao Y 

VDFzz, Segmento na direcao Z (T camada) 

VDFzz2 

Segmento na direcao Z (2
a camada) 

6 Voltage Distributed Factor 
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Tabela 4.2 - Equacao para-ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VDF entre segmento de eletrodo e ponto na l
a

 camada (resistencia transferida) 

Seg. do eletrodo
7 Fator de distribuicao de potencial 

Direcao - x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-^—\f\(x] +L\ -x,x{ - L \ -x,AX) + fx(xx +L] ~ x, xx -L\ -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X,A\)+ ^ kn\fx(xx + L x - x,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A-J -L] -xTA^)+ fi(x{ +X| - x, X)  -Lx ~xTA^) + 

Direcao - y 

+/iCvj -y ,y , - I , - y , ^ - Z - , -y,A5

Y)} 

Direc3o z - 1 * cam. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•* 

-^-lfl(a+Ll,a-L],A:) + f](al +Lx.ax - l l t A.) + V kn[f^az + L.,a2 - L } . A.) + fi(o3 +Lv.az-LuAt) + 

+ /l(o 4 + ^ , a 4 -^MJ+ZiCos +

A ^ 5 ~
L

l - - ^ ) l ! 

Direcao z - 2
a

 cam. 
£ l 

( .4 a )

J

 = -yf + ( A -z)"' ;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 4 ) 2 =  O'I - >')
2

 + (r, + zf i = Cv'i " +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <2* A + * , - z)
2

 i ( 4 ) 2 = (y, - + (2nh + r, + zf I = - >')
J

 + <2«A -  z,  - z )
2

>(^)
:

 =0*, - >-)
2

 + ( 2 n A-z ,+ zf 

a = Zj - z ; <2] = Z] + z r a 2 = 2nft •+ Zj - : • a 3 = 2«A + zl + z • o,, ~ 2«A - z5 - z o s = 2nh - r, + z 

r~z—~r 
«-, + xUl +A~ "̂2 \«2 

Comprimento do Segmento de eletrodo 1 e 2 L 3 e o seu centro estaem<Xi, yi, zO 
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Tabela 4.3 : Equacao para o fator de distribuicao de potencial entre dois segmentos de eletrodo (resistencia rnutua)* 

Seg. do eletrodo 

Sg. 1 7 Sg.2 8 
Fator de distribuicao de potencial 

Dir. x Dir. x 

Dir. y Dir. y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—~—{F2(VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + L ^ £ V ) - F 2 ( V + ^ - , B ) ~ F 2 ( ^ 

11=1 

+ F : ( v + Z ^ B * ) - F 2 ( v + ^ 7 £ ; ) ^ ^ 

Dir. z Dir. z 

Iacam. lacam. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

—£—{F2(w+Lm,B.)-F2(w + Ld,B,)-F^*-~Ld!B.J+F,{»-L„,B.) + F2 

Comprimento do Segmento de eletrodo 2 e 2L 2 e o seu centro esta em (x2, y 2. z2) 
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Tabela 4.3 : (continuacao) 

Seg. do eletrodo 

Sg. I 7 S g zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 2
8 

Fator de distribuicao de potencial 

Dirz Dir. z 

1
3 cam 2

a

cam. 

Ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T cam V cam. 

P l C 1 + t )

{ F zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 ( « ' + 4 ! , B . ) F,(w+Ld,B£) F ,(w Lrf,B.)+F,(w Ln,B,)+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F2^i +A»A)-^><
w

i ~Ld.Bz)+F2{^ - ^ , 2 ? , ) + 

+ ] T / c * [ F 2 ( w 2 + L m ^ ) ^ ^ ^ 

Dir. z Dir. z 

2
a cam. 2

a cam. 

— { p , (w + ,B 0  - KzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (»- + la, B.) - F2(H> - Ld3z) + K,(H- - ^ ) + ^2(n
+Lm^z)-F2(w\+L^B:)-F2(H\-Ld^:) + F2(Wi~Lm,B:)^ 

a! 

+ F 2 ( H > + L f f l , i ? , ) ~ F 2 ( K ' 4 + L ^ ^ 

Dir. x Dir. y 

+ F 3 ( « ~ Z 1 , v - L 2 , w , ) + ^ ^ ( y + ^ v + I ^ - F a C a + Z ^ v - ^ 

- F ^ W - I ^ V + i ^ H ^ + F s C u - L ^ V - i ^ W ^ + FgC^ 

+ F3(K -Z^,V-L2,B ' 4) +F3(H +2^^+10, w 5 ) - F 3 ( u +Li,v-L2,w5)~Fi(u -I^V+JU.H-J) 4-F3(w - Z j . v - L ^ W j ) } } 

Dir. x Dir. z 

l
a

 cam. 

- ^ S — { F ^ M + Z ^ w + ^ - F j f r + i ^ w - Z ^ v ) ^ - Z c , v ) - F 3 ( « - L | ; H i + i 2 ! v ) + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

re 

-F 3 (H -Xj.w^ + I 2 ( v ) + F 3 ( « - I 1 , i * 3 -2^,v) + F 3 ( » + i J , i f 4 +L 2 ! V)-F 3 ( H +Z1,H'4 -I2,V)-.F3(M - Z 1 , w 4 4 - £ 2 ,v )+F 3 (u - I ^ , v ) + 

+ F 3 (u +L[,w$ + i o , v ) - F 3 ( « 4-L,,w5 - L 2 , v ) - F 3 ( w - ^ , ^ 5 + i 2 f v ) + F 3 ( w -LJ.W-J - L ^ v ) ] } 
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Tabela 4.3 ; (continuacao) 

Seg. eletrodo 

sg 1
7

 s g 2
8 

Fator de distribuicao de potencial 

Dir. x Dir. z 

2a cam. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•x, 

+ ^ ( « - A . ^ - ^ - v > + ^ f r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB

[ F 3 ( K + L j ^ 2 + ^ 

-fF^u-hi l , .* , + Z^.v) - F 3 (u W3 - Z , 2 , V ) - F 3 ( H - Z ^ . H - J +JU,V) + F 3 ( M - L J , W3 - Z-.v)]} 

Dir. y Dir. x 
— 3 — J F 3 ( v + ̂ , i<+i^,>0-F 3 (v + ^ . K - £ o , v v ) - F ^ F 3 (v + ^ . « + ^ . H ' i ) - F 3 ( v + ^ , « ^ i < : , w 1 ) ™ F 3 C v - Z 1 . u + I - , , H - L ) + 

it 

- F 3 ( v - I , ,o + L2 » * 3 ) F 3 ( v - I , , H - J U . W 3 ) + F 3(v + I 1 ) t f +Zrt ,w 4 ) -F 3 (v - I 2 . s ^ ) - F 3 C v - Z 1 , « + Z>>,w4) + 

+ F 3 ( v - Z 1 , » - Z c ? w 4 ) + F 3 (v + Z 1 . » + Z 0 , « ' 5 ) - F 3 ( v + Z 1 , K - i J : ; , > v 5 ) - F 3 ( v - Z n . u + L 2 . W 5 ) + F 3 ( V - Z 1 , H ~ Z O ! W 5 ) ] } 

Dir.y Dir. z 

I
S cam. 

— £ — { F ^ V + Z ^ W + Z ^ . I O - F J C V + Z ^ W - Z ^ W ) ^ ^ +LZ7u)-F3(v+L\>w1~L2,u)-Fi(v~L].w] + Z C . « ) + 
I^Z^Z^jr 

- F 3 ( v - i , . H ' 3 +Z«^w) + F 3 ( v - Lj ,w 3 -Z^.w) + F 3 ( v + Z Q . w4 + L 2 , M ) ~ F 3 (v + 2 .̂ H 4 - £ 2 , H ) - F 3 ( V - L ^ W 4 + Z , 2 _ » ) + -

+ F 3 ( V - Z - J ,w 4 - Z-2-") +Fs(v TZ^.M'5 + L 2 . i i ) ~ F 3 ( v + Z1->v5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -L^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM)  ~ F 3 ( v - Z 1 . w 5 +£- , ,« )+ F J ( V - Z 1 , H
,

5 

Dir.y Dir. z 

2a cam. 

— £ — f o t v + Z . ^ + Z . v ^ ^ v + i i . H ' - Z ^ - F ^ v ^ ^ + L : , w) - F 3 (v + i j r >v, - L 2 , w) - F 3 ( v ~ L ] , + L 2 , « ) + 

+ F 3 ( v - L 1 > w 1 - Z . : , u ) +^* '
,

[F 3 (v + Z. L T H-2+i2 , t t ) -F 3 Cv+Li 1 w : -L 2 ,u) - F3(v~Lhw2 + Z ^ H ) + F 3 ( v - Z),v 2 - £ : , w ) + 

+F 3 (v + Z 1 , w>3 + Z , 2 , « ) - F^iv + L^, w 3 - L 2 . a) - F J C V - L J , W 3 +Z- 2 .W) + F 3 ( V - L^, w3 - L 2 , « ) ] } 
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Tabela 4.3 : (continuacao) 

Seg. eletrodo 

' S g l 7 s g 2 8 
Fator de distribuicao de potencial 

Dir. z Dir. x 

I a cam. 

—£—{F3(w + 2^.tt+i^,v)-F3(w + Z4,u-Z^v)-F3(w^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + / 1 > a + Z . 2 , v ) - F 3 ( w 1 + L , , « - L 2 , v ) - / : 3 ( w l - I 1 > « + Z , 2 , v ) + 
l6Z.jZ.2/r 

-t-F-Oj - Z ^ w - Z ^ v ) ^ ^ ^ . , ^ ^ ^ + L 1 , w - I 2 , v ) -

- Fj(w3 - Z-j. w + Z,2, v) +F3(n'3 « -Z/ 2 > v) + F 3 ( v 4 + Z.j,« + Z«. v)-F3(w4 + Z,j,a - Z ^ , V ) - F 3 ( M ' 4 - Z . J , H + Z.2,v) + F3(uj - Zj,« -Zo, v) + 

+ F3(*'S + Z1.w + Z. :,v)-F3(w- ; + Z , 1 , « - L 2 ) V ) - F 3 ( H - 5 - Z 1 , M + L : . V ) + F 3 ( W 5 - L J , « - Z , 2 ' v ) ] } 

Dir. z Dir. x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

23 cam. 

^ l i L l ^ ^ w +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i p M + i v v j - F j C * - ^ +Z. , .B + Z . 2 ,V ) -F 3 (>C 1 + Z . l l «-£ 2 .v) -F 3 (wi -Z,,u + L : , v) + 

+ F3(»'i - Z ^ * - £ 2 .
v

) + £ V
,

[ F 3 ( H - 2 + Z 1 . « + Z . 2 , V ) - F 3 ( K ^ 

+ Fj(u-3 /.[,u + Z2. v)- F 3 (H' 3 +L\.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U - L 2 , v)~-F3(*i'3 -Zj, u + Z , 2 . v) + F 3(w 3 a ~Z.2, v)]} 

Dir. z Dir. y 

l a cam. 

— ^ — { F 3 ( w + L,.v + i^.«)-F3(w + L 1 , v - ^ , u } - F , ( H - - i : l 5 v + Z ^ , « ) ^ F 3 ( w - i . ; , v - ^ 1 u ) + ^0*']
 + Z-h v

 + Z-2, «) - F2(wx + Z-j, v.- L 2 , « ) - F3(wj -Z,, v +• Z2, «) + 
36Z[2.2/r 

as 

+ F3£*-j - Z ^ v - Z ^ * ) . ^ * " ^ ^ . ^ ^ +Z,1,v + Z . 2 , « ) - F 3 ( w 3 + Z , 1 , v - Z . 2 , « ) ~ 

- F 3 ( K - 3 - Z J , V+ Z 2, H) + F 3 ( W 3 - Z . J , v-Z,2. w) +

 ^3(
H

'4
 +Z.j, v + Z.2,«)-F3(»*4 + Z.|. v ~ Z . 2 , H ) - F 3 ( W 4 - Z - J , V +L 2 , W) + F 3 ( H - 4 -Z 5 , v~Z,2>

 M) * 

+ F 3 (w 5 v + Z-2. « ) - F3(w5 v - i , 2 , w ) - F 3 ( H ' 5 - L \ , v + L z , u) + F 3 (w s - L h v -12,«)]} 

Dir. z Dir. y 

2a cam. 

£ £ ^ ( F 3 ( W + I K V + Z O . « ) - F 3 ( W + Z ^ +1, , V +£. 2, a) - F 3(W ' ] + Z 1 , V ~ L 2 , K ) - F J ( M - , - I J , V + L 2 , u) + 
16Z]Z.2r ~ -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SB 

+ F3(wj - I ] , V - Z , 2 , H } + ^ V [ F 3 ( V . ' 2 + Z,,w + Z 2 f H ) -F 3 (w 2 +Z. i ,v -L 2 ,w ) -F 3 (*2 - Z,, v + L^iv) + F3<V: -Zj.v— £,2,») + 

+ F3(w3 + Z J , V + Z-2- H ) - F 3 ( W 3 + Zj. V - Z . 2 , K ) - F 3 ( V 3 - Z J , V + Z 2, H )
+ ^("'3 ~Zj, v-Z 2 , w)]} 
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( SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,>
2

=(>l- t t )
2
* ( * | - - : >

2 ;
 ( Si >

2
=( . v .-*2>

2

-(*i + =i)
2

 *' ( S])
2

=(rt- >- 2>
2
* <2«A* =, - * 2)

2
 • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {Blf =(n-y2)

2^2nh^^:2)
2 > (S*)

2

 = i)\ - >;)
2

 - (2nh- . - 2>
2
 ;  ( B, )

2
 = (>'i ->•})' + ( 2«A- «|  •»•  r j )

2 

I m = + L->'• = t.\ - L2 > " = - J t 2 '
 v

 ~ >*1 "" >'2 ' w = ~lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ~ :2 ' M ' i ~ -1
 + r

: '
 M

2
 = +

 zj - - 2 '. w3 = Inh + *. + z2 \ w4 = 2«/i - ~\ - :2 > = 2nh - +• r 2 

; T -i T 

« + a +V«" + a " +o" 

Tabela 4.4 : Equacao para o fator de distribuicao de potencial proprio 

Seg. eletrodo
7 Fator de distribuicao de potencial 

Direcao x ou 

Direcao - y 

- ^ { F ; { 2 L i , a ) - 2 F : ( 0 , a ) + F ; ( - 2 ^ ]TV[F 2 (2£ . ) . 2 2 } -2F 2 (0 , s 2 ) + F 2<~2£,.a 2)+ F2{2Lha^) - 2F 2 (0,Q 3 ) + F2(-2Z,i.<i3) + 

«=1 

+ F 2 { 2 Z , . 1 2 4 ) - 2 F 2 ( 0 , t f 4 ) + F : ( - 2 £ h ^ ^ 

Direcao - z 

l
a

 camada 

- ^ ^ | F 2 ( 2 I 1 , 0 ) + F 2(-2i.i,0) + F2{2z,+2Z. ].0)--2F2C2r !,0) + F 2 ( 2 r 1 - 2/^,0)+ VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^[ i F^^ + 2rth, Q)~4Fz(2nht V)  + 2F;(-2i , + 2«/r,0) + 

+ F 2 (2£i + 2r t + 2^A.O)- 2F2C2r, + 2itht0) + F 2 ( -21 , + 2r, 4- 2nft.O) + F 2(2L, - 2?, + 2nh,0)- 2F 2(-2r 5 + 2nA.O) + F 2 (-2£j - 2rj + 2*A,0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)1 

Direcao - z 

2
3

 camada 

Pi |-(F 2(2Z. 1 ,0)+F :(-2L 1 :0)4-F ;(2z 1^2Z.,,0)~2F 2(2r 1 .0) + F 2 (2r i -2£ . ! .0 )+ ^ ( - A ) r t [ 2 F : ( : / - , + 2n/r,0)-4F2(2nA.O) + 2F 2(-2Lj + 2nh.O) + 

+ F 2(2L! +2r, +2^ ,0 ) -2F ; (2z i + 2*A.O) + F:C-2L[ + 2_-j + 2/r/;;0) + F2(2LX - 2r t + 2/iA.O) - 2F 2(-2r, + 2/ih,0) + F2{-2LX - 2r, + 2«ft,0)]} 
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4.1 Descrî ao do metodo 

Com base nas equacoes que foram desenvolvidas nesse capitulo construiu-se 

uma rotina computacional com a finalidade de determinar o potencial em um ou mais 

pontos na superficie do solo devido a dispersao de corrente no solo, quando se usa uma 

malha com ou sem bastes. Abaixo tem-se a descricao da rotina: 

1. Ler os dados : 

1.1 Gerais : 

• Numero de pontos da superficie do solo onde o valor do potencial deve 

ser calculado; sao dois valores representando as direcoes xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (qtdx) e y 

(qtdy); 

• Comprimento (m) nas didoes x (compx) e y (compy) que definem ate 

onde deve ser feito o mapeamento do potencial na superficie do solo; 

• Coordenadas x (coordx) e y (coordy) que identifica o ponto de onde 

comeca o mapeamento do potencial na superficie do solo. O passo e 

calculado da seguinte forma: 

compx 
incrx = — 

qtdx 

e somado a coordenada x ( coordx = coordx + incrx ) para varrer toda a 

area especificada pelo usuario. Da mesma forma e feito para y 

• Corrente total em ampereszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (I); 

• Proflmdidade do aterramento (H); 
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• Tolerancia (r) que limita o nurnero de reflexoes. O limite superior do 

somatorio das reflexoes comeca a partir de 1 e e incrementado a cada 

passo. Este procedimento continua ate que o erro relativo do somatorio 

seja menor que a tolerancia x . O erro e calculado da seguinte forma ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<e„,,'t—1 ' <i.«n~\ 1 ^ --» zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• erro~——zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =~i — com # = 2,3,.,. 

1.2 do solo : 

• Resistividade da primeira camada, p i ; 

• Resistividade da segunda camada, p 2 ; 

• Espessura da primeira camada, h ; 

1.3 do eletrodo : 

• Posicao do condutor no solo, em funcao das coordenadas x , y e z ; 

• Direcao do condutor ( 1 - eixo x; 2 - eixo y; 3 - eixo z ) ; 

• Comprimento do condutor (L); 

• Numero de divisoes de cada condutor. Cada eletrodo horizontal pode ser 

particionado pelo usuario. Quanto maior o numero de divisoes, maior 

sera o tempo de processamento, mas em contra partida, como ja foi 

mostrado, os resultados serao mais proximos da realidade. A haste nao 

sera seccionada visto que isso e dificultado por ela estar entre as duas 

camadas do solo. 0 efeito desta limitacao e pequeno pois normalmente 
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os sistemas de aterramento tern os eletrodos horizontais bem maiores que 

as hastes, e dessa forma pode-se dividir cada eletrodo em pedacos de 

tamanhos compativeis aos da haste; 

2. Defmir os parametros : 

• Fator de reflexao, k ; 

• As coordenadas do centro de todos os segmentos do(s) condutor(es); 

3. Determinar; 

• O valor dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GPR usando a equacao (2.13); 

• Com ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GPR encontrar o valor da corrente que percorre cada segmento 

dos condutores horizontais usando as equacoes das tabelas (4.3) e (4.4); 

• Com o GPR encontrar o valor da corrente que percorre as hastes usando 

as equacoes das tabelas (4.3) e (4.4); 

• Obtido o valor das correntes em cada segmento dos condutores e nas 

hastes, encontrar o potencial na area de mapeamento definida peio 

usuario, usando as equacoes da tabela (4.2). 



5.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SIMULA QAO DE MALHAS DE A TERRAMENTO 

Este capitulo trata da simulacao de malhas de aterramento usando os dois 

programas desenvolvidos em linguagem FORTRAN 90 baseados nos capitulos I I I e IV 

deste trabalho. O programa relativo ao capitulo I I I sera aqui referenciado como Metodo 

da Integral (MI) e o do capitulo IV como Metodo da Integral com Parametros 

Concentrados (MIPC). Tambem serao simuladas malhas de aterramento atraves de uma 

rotina onde o modelo do eletrodo e ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA densidade de corrente constante e o modelo de 

solo e o homogeneo (uma camada) para comparar os resultados com os programas aqui 

apresentados. 

Da bibliografia consultada foram utilizados dois exemplos para servir como 

validacao dos programas M I e MIPC, nao sendo encontrado exemplos contendo hastes. 
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5.1 Simulacao da malha de aterramento da SE de Barra do Peixe. 

No artigo de VILLASzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA al, (1986) encontram-se os dados referentes a 

subestacao de Barra do Peixe do sistema CESP
9. Trata-se de uma malha quadrada 240 

x 240 m , constituida de 50 condutores umformemente espacados conforme a figura 

(5. l ) e tabela (5.1). 

Figura 5.1. Malha da Subestacao de Barra do Peixe. 

Tabela 5.1. Dados relativos a malha da subestacao de Barra do Peixe 

Comprimento dos condutores 240 m 

Diametro dos condutores 0,0126 m 

Profimdidade da malha 0,6 m 

Corrente de dispersao 6000 A 

Ha dois modelos de solo de duas camadas : o modelo reduzido e o modelo 

otimo, conforme explica CAVALCANTI (1991). 

O modelo reduzido e o "equivalente" de duas camadas de um modelo de tres ou 

mais camadas. A reducao do modelo e feita atraves da formula de Helmut, a qual 

9 Centrals Etetricas de Sao Paulo 
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considera que o campo eletrico ern cada camada e uniforme e completamente 

horizontal. 0 modelo de varias camadas e obtido interpolando-se sua curva 

caracteristica pelos pontos do piano resistividade versus protundidade correspondentes 

a media dos valores medidos validos. Essa interpolacao e geralmente feita por metodo 

grafico. 

O modelo otimo e obtido ajustando-se a curva caracteristica do modelo de duas 

camadas pelos pontos do pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x h correspondentes a media dos valores medidos 

validos. Esse ajuste e, de fato, um problema de ottmizacao que pode ser resolvido por 

diferentes metodos. CAVALCANTI (1991) emprega o metodo dos minimos quadrados. 

SILVA et al, (1996) utiliza o metodo de Newton. Os dois modelos de duas camadas do 

solo da subestacao Barra do Peixe sao dados na tabela (5.2), conforme VILLAS et al 

(1986). 

Tabela 5.2. Dados do solo da subestacao de Barra do Peixe 

Modelo p i , Osn p2 ,Om Altura l
a

 camada, (m) 

Reduzido 3.m 500 3,2 

6timo 3.400 553,5 3,5 

Para efeito de levantamento do potencial na superficie do solo, foi tomada uma 

area de mapeamento de 300x300 m
2 que se sobrepoe por completo a malha (figura 5.2). 

O resultado da simulacao e mostrado na figura (5.3). 
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Figura 5.2. Referencial e area de mapeamento escolhidos para a malha 

da Subestacao de Barra do Peixe. 

Valores particulares resultantes da simulacao sao comparados com os 

correspondentes obtidos por VILLASzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA et al (1986), Os resultados sao mostrados na 

tabela (5.3) sendo denominados valores de referenda (VILLAS et a/.,1986) e valores 

caiculados. A resistencia de malha e encontrada dividindo~se o valor de GPR pela 

corrente de dispersao. O potencial de malha que e o potencial maximo de toque visto 

dentro de uma malha, e a diferenca entre o GPR e o menor potencial encontrado na 

superficie do solo. O potencial de passo e a maior diferenca entre potenciais com uma 

distancia de um metro na superficie do solo. O potencial de passo so foi encontrado 

pelos programas desenvolvidos neste trabalho. 
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Tabela 5.3. Valores calculados para a subestacao de Barra do Peixe 

Modelo Grandeza Referenda* Calculado 

(Ml) 

Calculado 

(MIPC) 

Reduzido Resistencia de malha,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O, 1,78 1,74 1,75 

Potencial de malha, V 4873 4784 4905 

GPR, kV 10,56 10,44 10,52 

Potencial de passo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— . 893,5 876,5 

6timo Resistencia de malha, O. 1,74 1,72 1,73 

Potencial dc malha, V 5039 4942 5099 

GPR,kV 10,44 10,3 10,36 

Potencial de passo, V — 986,51 906,41 

(*) VILLASzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA etai(m6) 

Os valores maximos que os potenciais de toque e de passo possam vir a assumlr 

determinam se o sistema de aterramento e ou nao seguro para as pessoas e 

equipamentos. 

Nota-se que os valores dos programas M I e MIPC concordant satisfatoriamente 

com os valores de referenda, visto que em nenhum caso o erro atingiu 5%. Essa 

comparacao serve como validacao da rotina implementada. 

Comparando-se agora os dois programas desenvolvidos neste trabalho observa-

se tambem pela tabela (5.3) e pela figura (5.3) que os resultados sao muito proximos, 

tendo pequenas variacoes devido as diferencas inerentes aos procedimentos adotados 

em cada um. 
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Figura 5.3. Potencial na superficie do solo (modelo otimo) da subestacao 

(a) Rotina metodo da integral; 

(b) Rotina metodo da integral com parametros concentrados. 
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5.2 Simulacao de uma malha assimetrica. 

Como uma segunda aplicacao tomou-se a malha vista em DAWALIBI & 

MUKHEDKAR(1975) de onde tiraram-se os dados mostrados na tabela (5.4). Usando 

os programas M I e MIPC foram calculados os potenciais em tres direcoes transversals a 

malha, indicadas na figura (5.4). A curva de potencial da superficie do solo na regiao 

coberta pela malha e mostrada na figura (5.5). Os perfis de potencial nas tres direcoes 

especificadas obtidos com as rotinas desenvolvidas nesse trabalho e por DAWALIBI & 

MUKHEDKAR0975) sao vistos nas figuras (5.6) e (5.7) respectivamente. Os 

resultados sao coincidentes, o que mais uma vez valida as rotinas desenvolvidas. 

Tabela 5.4. Dados relativos a malha da figura 5,4 

Resistividade pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i 200 Qm 

Resistividade p 2 800 Qm 

Profimdidade da malha 0,2 m 

altura I s camadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (h) 4,0 m 

Corrente de dispersao 100 A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura 5.4. Referencial e direcoes de mapeamento escolhidos 

assimetrica de 10 condutores. 
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Figura 5.5. Potencial na superficie do solo da malha assimetrica; 

(a) Rotina metodo da integral; 

(b) Rotina metodo da integral com parametros concentrados. 
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Figura 5.6. Potencial em tres direcSes da superficie do solo (rotinas MI e MIPC) 

(a) x = -6.0m ;(b)x = -2.0m;(c)x = 2.0ra. 
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Figura 5.7. Poteneial em trcs direcoes da superficie do solo (DAWALIBI & MUKHEDKAR): 

(a) x = -6.0 m ; (b) x - -2.0 m ; ( c ) x = 2 .0m. 
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5.3 Simulacao de uma malha com hastes. 

Ate agora, as configuracoes de eietrodo estudadas foram todas constituidas de 

elementos horizontals. Entretanto, e sabido que muitas configuracoes de malhas incluem 

tambem hastes, as quais melhoram sobremaneira o desempenho dos sistemas de 

aterramento. Neste exemplo sera mostrado as diferencas de potenciais que ocorrem 

entre malhas com e sem hastes. 

Serao simuladas duas malhas de aterramento; a primeira tera 8 condutores 

horizontais de l O m e a segunda malha com 6 condutores horizontals de 10 m e 4 hastes 

de 5 m, ambas perfazendo um total de 80 m de eletrodo. A configuracao das malhas e 

mostrada na figura (5.8) e os dados sao mostrados na tabela (5.5).. Foram calculados os 

potenciais em tres direcoes transversals as malhas (figura 5.8a), as quais sao mostradas 

na figura (5.9). O levantamento completo do poteneial na superficie do solo da malha e 

mostrada na figura (5.10), 

Tabela 5.5. Dados relativos as malhas simuladas na secao 5.3. 

Resistividade pi 400zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Om 

Resistividade p 2 
100 Om 

Profundidade da malha 0,4 m 

Altura l
a

 camada (h) 1,0 m 

Corrente de dispersao 10 A 
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(b) 

Figura 5,8. Configuracao das malhas dc aterramento 

(b) malha com 6 condutores c 4 hastes. 

: (a) malha com 8 condutores ; 
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Figura 5.9. Poteneial na superficic do solo : (a) dirccao 1 ; (b) direcao 2 ; (c)direcao 3. 



Helton do Nascimcnto Alves 5. Simulacao de Malhas de aterramento zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X(m) 

(b) 

Figura 5,10. Poteneial na superficie do solo : (a) malha com 8 condutores; 

(b) malha com 6 condutores e 4 hastes. 



Helton do Nascimento Alves 5. Stmulacao de Malhas de aterramento zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA77 

Comparando-se os graficos vemos que apesar de usar o mesmo comprimento de 

eletrodo nas duas malhas, a malha com hastes produz um poteneial na superficie do solo 

de menor valor que a malha so com condutores. O maior poteneial produzido pela 

malha com 8 condutores e de 73,738 V enquanto que na malha com hastes encontramos 

um poteneial maximo de 62,875 V. 

5.4 Simulacao de malha com rotina obtida de outros modeios de 

eletrodo e solo. 

Tomando a malha com 8 condutores do exemplo anterior e usando uma rotina 

onde o eletrodo e modelado por densidade de corrente oonstante e o solo e considerado 

homogeneo. O resultado obtido e mostrado na figura (5.11). 

X(m) 

Figura 5.11. Poteneial na superficie do solo da malha com 8 condutores. 

Modelo densidade de corrente constante e solo homogeneo. 

Comparando a figura (5.11) com a figura (5.10a) se ve que a forma das duas 

curvas sao parecidas mas os valores de potenciais sao bastante diferentes. O maior 

poteneial produzido pela malha usando as rotinas M I e MDPC foi de 73,738 V enquanto 
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que neste exemplo se encontra urn poteneial maximo de 191,415 V , Essa variacao 

aparece exatamente por causa das simplificacoes que os modelos de solo homogeneo e 

eletrodo de densidade de corrente constante emprestam aos calculos. Os resultados sao 

obtidos com bem menos processamento computational mas em contra partida ficarn 

muito distantes dos resultados de outros modelos mais sofisticados. 
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Neste trabaiho estudaram-se modelos de solo e de eletrodo, essenciais para a 

simulacao de malhas de aterramento. Tais modelos foram cuidadosamente comparados, 

de modo que suas diferencas ficassem salientadas. 

Dos modelos de eletrodo estudados, escolheu-se o do poteneial constante para a 

etapa subsequente do trabaiho, que se constituiu no desenvolvimento de duas rotinas de 

calculo de poteneial na superficie do solo, decorrente da dispersao de corrente. O 

modelo de poteneial constante mostrou-se adequado, pois apesar de sua relativa 

simplicidade, permitia que a nao uniformidade da corrente pudesse ser levada em conta. 

Como ftcou demonstrado, esse fato e realmente importante. 

Para o solo foi utilizado o modelo de duas camadas, que so perde em 

simplicidade para o modelo de solo uniforme. Apesar da simplicidade, esse modelo e 

valido na maioria das vezes. No Nordeste em particular, tres quartos dos solos podem 

ser modelados em duas camadas ( C A V A L C A N T I , 1991). 

A partir do metodo matricial modificado foram desenvolvidos dois programas 

computacionais na linguagem FORTRAN 90. Essas rotinas sao diferentes quanto a 

forma como as integrals sao calculadas intemamente. O metodo da integral fundamenta-

se em tres equacoes (3.11), (3.40) e (3.44), atraves das quais a corrente dispersada por 

cada segmento e calculado. Neste metodo o poteneial no ponto central do segmento e 
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considerado constante. No metodo da integral com parametros concentrados ha vinte e 

duas equacdes (tabelas 4.2, 4.3 e 4.4) que correspondent a todas as possibilidades de 

configuracao entre os elementos que constituem uma malha de aterramento 

convencional A corrente dispersada por cada segmento e encontrada considerando que 

a media do poteneial de todos os pontos sobre o eletrodo e constante. 

Os resultados de cada rotina foram comparados entre si e tambern com os 

resultados de trabalhos anteriores. A semelhanca encontrada nestas comparacoes 

serviram como validacao das rotinas desenvolvidas. 

Ao comparar as rotinas implementadas neste trabaiho com outra baseada nos 

modelos de eletrodo densidade de corrente constante e solo homogeneo, se percebeu 

que os valores de potenciais encontrados foram bastante diferentes. Essa variacao 

apareceu exatamente por causa das simplificacoes que os modelos de solo homogeneo 

e eletrodo densidade de corrente constante emprestaram aos calculos. Os resultados 

foram obtidos com bem menos processamento computacional, mas em contra partida 

ficaram muito distantes dos resultados obtidos com os modelos mais sofisticados. 

De acordo com resultados ja conhecidos de alguns sistemas de aterramento, o 

uso de hastes na malha acarretou reducao geral do poteneial, reafirmando a 

importancia de seu uso, pois produz um grau maior de seguranca para os sistemas 

eletricos. Utilizou-se nas simulacoes umzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA solo positivo10 . Neste tipo de solo, a eficiencia 

da haste e maior, uma vez que a maior parte dela esta num meio de menor resistividade, 

ao contrario dos condutores horizontals, os quais sao completamente contidos pelo meio 

de maior resistividade. O solo positivo e o mais comum, uma vez que a umidade se 

Solo cujo valor de resistividade da primeira camada € maior que o da Segunda. 
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mantem mais facilmente no interior do solo que na superficie. A excecao ocorre quando 

o subsolo e muito seco ou bastante rochoso. 

Usualmente variaveis importantes de um sistema de aterramento como 

resistencia de terra, GPR , poteneial de malha entre outras sao calculadas atraves de 

formulas empiricas que exigem uma grande quantidade de operacoes. Este tipo de 

procedimento alem de ser cansativo e bastante rudimentar. O empirismo torna os 

resultados pouco confiaveis, distantes dos valores reals. As rotinas desenvolvidas neste 

trabaiho encontram essas variaveis rapidamente utilizando modelos confiaveis. Dessa 

forma o computador se torna uma ferramenta eficiente para o engenheiro que trabalha 

com projetos e manutencao de sistemas de aterramento. 

Nesta instituicao foram realizados outros trabalhos sobre sistemas de 

aterramento, que analisaram isoladamente os modelos de eletrodo do poteneial 

constante e do solo de duas camadas. Tiveram como base expressSes para o poteneial j a 

encontradas na bibliografia. N o presente trabaiho os modelos referidos foram estudados 

em conjunto devido as suas vantagens, que ja foram expostas nesta conclusao. As 

equacdes finals usadas nas rotinas computacionais foram completamente desenvolvidas 

no corpo deste trabaiho, nao sendo encontradas na bibliografia estudada. 

A maior deficiencia das rotinas implementadas esta no limitado numero de 

pontos de contorno tornados para efeito de defimcSo do poteneial comum da superficie 

do eletrodo. Sugere-se que o efeito da quantidade e distribuicao desses pontos de 

contorno sobre o valor do poteneial calcuiado seja pesquisado em trabalhos futuros. 

Uma limitacao dos programas e que so se aplicam a malhas retangulares (com 

ou sem hastes). Outra sugestao seria estender seu raio de aplicacao a configuracoes nao 

convencionais. Para isso o leque de alternativas (tab. 4.2, 4.3 e 4.4) deveria ser aberto. 
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Reconhece-se que isso proporciona um maior grau de compiexidade ao programa, mas 

imagina-se que os recursos avancados do FORTRAN 90, que e uma linguagem 

orientada para objeto, pudessem ser explorados no sentido de viabilizar essa 

generalizacao. 

Por ultimo, se espera que as rotinas implementadas venham a ser empregadas na 

pesquisa de configuracoes que olimizem a disiribuicao do poteneial do solo de duas 

camadas, a cxemplo do que fez Mourente (1981) com respeito a solos uniformes. 
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APENDICE zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sera mostrado abaixo, como exempio, a deducao das equacdes VDI'X, VOh 

A,J'/)/'",,:.} e n)l'x,.? .No capitulo IV e mostrado nas tabelas 4.2, 4.3 e 4.4, todas 

equacoes para os fat ores de disiribuicao de poteneial 17)/''. 
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A , Fa tor de disiribuicao de poteneial correspondente a um segmento 

na direcao x e um ponto na l
a

 camada -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VDPX 

O objetivo sera o calculo do poteneial em um ponto generico P(x,y,z) da 1
a 

camada, devido ao fluxo de corrente // do segmento do eletrodo 1 com centro em 

(x/,yi,zi), conforme figura A . l , esquecendo a presenca de todos os outros seguimentos 

que porventura venham a existir. A corrente Ij e considerada uniformemente distribuida 

na superficie do segmento I . A corrente eletrica em um segmento infinitesimal dx do 

lldxj 

condutor e —. A contribuicao dessa corrente para o poteneial em um ponto P(x,y,z) 
2L\ 

e dada pela equacao (2-6) da seguinte forma : 

1 
cc 

f 

4- - L t 
f0J r0J „=] 

+ 
\rnj+ rnj+ rnj-

1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ — - + (A.1) 

"J-J J 

X 

y / ' 

dx, 

h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fl 
2L 

M MM wm mm an •KzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m mm m 

R 
2 

Fiaura A. I . Segmento dc um eletrodo reprcsentado por uma fonte 

linear dc densidade dc corrente constante. 
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\ equacao (A. I ) pode ser combinada com as equacdes (2.6) e reorganizada : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dVp 

J{AX)
2

 i- (Xj-x)2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 TJ(A]

x)
2

 + (*,--xy 

4~ 

1 

= + 

(AlfiiXj-x)2 J(Al)2 Hx, xy 

(A.2a) 

onde (Ar)
z = (v ( -- j o 2 + U i - * r (A.2b) 

{A\.)
2

 =• (y} 
(A.2c) 

(A
2

)
2

 -=(.!• , - yf 4 (2/z/? f Z| (A.2d) 

- ;>
2 (A.2e) 

M r ) 2 = 0 ' l - V')2 +{2nh~-z\ - 2 ) " <A.2f) 

-y)2 +(2nh~ ~r, • * >
2 (A.2g) 

O poteneial no ponto P(x,y,z) e resultante da contribuicao de todas as fontes 

infinitesimals que constituent o segmento de eletrodo. Logo, 

I'P- J < " / , JYVv (A.3) 

v,- / , f 

Resoive-se a integral acima com a ajuda da equacao (3.34) e o resuftado sera : 

VWx Bfl.{/",(*, + /.., ~-X,X] - i.\ ~X,AX) + MX} +/>, ~ X, X] - / . , - A - , 4 ) + 

H = l 

+ / . (X, - I - / , ! -X.Xi - / , | - A ' . ^ ) + /,(jf, + (A.4) 
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onde a funcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fjda.nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^A) e mostrada na equacao (3.39). 

B. Fa tor de distribuicao de poteneial eorrespondente a dois segmentos 

na direcao x - VDF Y.v 

0 objetivo sera o calcuio do VDh\ devido a presenca de dois segmentos de 

efctrodos na mesma direcao, conforme figura B. I . As coordenadas dos centros dos 

segmentos e seus comprimentos sao respectivamente {X},yi,zj), {x^y^ziy 2Lj e 2Z?. A 

corrente total que flui pelo segmento do eletrodo i para o solo e / / . Um poteneial 

"transferido" surge no segmento do eletrodo 2, devido a presenca de campos 

magneticos no solo, originados pela corrente // . 

Z 

X 

2 ' 2' 

y / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t t t t t t t t  

- i — » • " i 

4 *• 

2L, 

2L 

R, 

I:igura B. 1 segmento de eletrodos de comprimento 2L, e 2!.2. 

h 

O problema se resume em encontrar uma equacao VDF para o poteneial medio 

no centro do segmento do condutor 2, devido a contribuicao de todos os pontos ao 

longo do comprimento do eletrodo 2. 
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Em principio, admite-sc que o eletrodo 2 nao existe. As coordenadas do ponto 

onde se deseja enconlrar o poteneial saozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (x,y?,z>y onde x varia no intervalo X2 - /,» < x < 

x? 1- L?. O poteneial e obtido da equacao(B. 1): 

V2 [x, y2, =2) - B L {/, (x, + - x, x, - /,, - x 5 Jjx) + / , (x, 4- /,, - x, .v, - /„, - x ? /?J) + 

f 

+ ./.(Xj + /., - x . x , --/,, x j ^ ;
1

) - /,(.v, + /,, -A\JC] •••-/-! - ^ # 5 ) j ) (B.2a) 

onde ( t f, -Mi ' , - v 2 )
2

 - 2 2 )
2

 - (
B

-
2 b

) 

( # ! )
2

 • O'I r . ) ' + U i ( B - 2 c ) 

( '*; )
2

 - O ' I v , )
2 + {2nh + 2} + z 2 )

2

; (B.2e) 

r •-- > ' 2 ) 2 4 <2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAwa -
 z

> - - z )
2

i ^
B

-
2 f ) 

( ) " = O-'i - r 2 ) 2 <" ( 2 » / 7 - h f -2 > 2 •  ( B " 2 g ) 

O poteneial medio no ccntro do segmento do eletrodo 2 e definido pela seguinte 

equacao : 

-v. ~/, 

Resolvendo-se a equacao (B.3) com a ajuda da seguinte integral indefmida, 

A expressao final para J7>/vA sera entao : 
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+ F2(« + Lm, tfj) - F2(u + Ld,B\.) - F2(w - Ld, ) + F2{u -Lm,BX) + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ S * " K ( " 4 >
51) -'*2<" +

 L a , 5
2 ) - F2(u -Ld,B*) + F2(u -LmtB*) + 

+ / ' 2 (w + i m , Bx) - /<2 (m + , ̂ ) - F2 (m - , ) + F 2 (u -1,„, ,BX) + 

+ F2{u + /.,„,Bx ) - /<2(« + Ld,B
4

X)- F2(u -Ld,Bx) + F2(u -Lm,BX) + 

+ F2{u + Lm.Bx)~F2(u + Ld,Bx)-F2{u-Ld,Bx) + F2& 

onde Lm = Lx +L2 (B.5b) 

Ld=!t]-L2 (B.5c) 

w ~x} ~x2 (B.5d) 

(B.5e) 

C. Fator de disiribuicao de poteneial correspondente a um segmento 

na direcao x e outro na direcao z ( l
a

 camada) - VDF x.z„i 

Considera-se o segmento de eletrodo na direcao x de comprimento 2 1 / centrado 

nas coordenadas (xt,yitzt). Da mesma forma, o segmento na direcao z, contido na l a 

camada, tern comprimento 2L2 centrado nas coordenadas (x2,y2,Z2J. Uma corrente Ij 

percorre o segmento 1. O objetivo e calcular o poteneial "transferido" para o segmento 

2, devido a circulacao de corrente do segmento 1. A figura (C. 1) mostra a configuracao 

dos eletrodos em suas respectivas direcoes. 
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R. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 L 

X 

T T t t t t t t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i F 

2i-i 

h 

Figura C. I . Segmentos de cietrodos nas direcoes x c z respectivamcnte 

com o eletrodo na direcao z contido na l a camada. 

O problema se resume em encontrar uma equacao VDF para o poteneial medio 

no centre do segmento do condutor 2, devido a contribuicao de todos os pontos ao 

longo do comprimento do mesmo condutor. As coordenadas do ponto onde se deseja 

encontrar o poteneial sao (x2, y^.z), onde z varia no intervalo z2~ L2< z<z2 + L 2 . 

O poteneial medio no centra do segmento do eletrodo 2 e definido pela seguinte 

equacao : 

z,+L. 

2L 2 . 

jv2(x2,y2,z)dz^ VDFX.Z. ( C . l ) 

A integral ( C . l ) e resolvida com o auxilio da seguinte integral mdefmida : 

F$(u,atb)-j\n^u + -)lu2 +a2 + b2^a 

(m,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa,b) = ~a + aln^» + 4u2 + a2

 + b2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j + w\v{a + 4u2 -ha2

 -vh1 j 

+ %>tg 
u + a + 4u2 -ha2

 +b2 

(C.2) 
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A expressao final parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VI)FX.Z.} sera entao : 

VDFx„zA -M{Fj(zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAU + / ,,,w + L2,v)-F3(u + Luw-L2,v)™ 

- F3{u ~Luw + L2,v) + F 3 ( M - L x , w -L2,v) + 

+ F3 (u + L\, wl + L2, v) - F3 (w + , - L2, v) -

- F3(u - Lhw{ + L2,v)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + /- '3(H - L L 5 W ! - / . 2 , v ) + 

ao 

- F 3 ( M - Z > 1 , w 2 + / ^ , v ) + F 3 ( t t - Z - 1 , w 2 - L 2 , v ) + 

+ F3 (w + A , , w 3 + L 2 , v ) - F3 (« + L], w 3 - £ 2 >
v

) ~ 

~F3(u~Luw3 + £ 2 , V )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + F 3 ( M - £ 1 , W 3 - / , 2 , v ) + 

+ F3(u + Ll,w4+L2,v)~-F3(u + Ll,w4-Z^v)-

-F3(u-Luw4 + l2iv) + F3(u-Lltw4 - L 2 , v ) + 

+ F3 (u + L{,w5+ L2, v ) - F3 (u + L{ ,w5~L2,v)-

- F3 (u - Lx,w5 + L2, v) + F3 (u - Lx, w5 - L2, v ) ] } (C.3a) 

onde v - yl - y2 (C,3b) 

w = z, - z 2 (C.3c) 

Wj - Z] + z2 (C. 3d) 

w2 = 2wA + Z | - z2 (C. 3e) 

w 3 - 2nh + 2 , + 2 2 (C. 3f) 

W 4 =271/1-2 , - z 2 (C. 3g) 

W5 = 2^/2 - 2 ! + 2 2 (C. 3h) 
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D. Fator de disiribuicao de potential correspondente a um segmento 

na direcao x e outro na direcao z (2
a

 camada) -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VDFX_Z„2 

Considera-se o segmento de eletrodo na direcao x de comprimento 2Li centrado 

nas coordenadas (xjtyi,zt). Da mesma forma, o segmento na direcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 , contido na 2a 

camada, tern comprimento 2 X 2 centrado nas coordenadas {xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2,y2,z2)- Uma corrente / ; 

percorre 0  segmento 1. O objetivo e calcular o poteneial "transferido" para o segmento 

2, devido a circulacao de corrente do segmento 1. A figura ( D . l ) mostra a configuracao 

dos eletrodos em suas respectivas direcoes. 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t t t t t t t t  

4 4 4 1 1 4 4 4 
h 

2 L i 

R 
2 2L 

Figura D. I . Segmentos dc eletrodos nas direcoes x c z respectivamente 

com o eletrodo na direcao z contido na 2* camada. 

O problema se resume em encontrar uma equacao VDF para o poteneial medio 

no centro do segmento do condutor 2, devido a contribuicao de todos os pontos ao 

longo do comprimento do mesmo condutor. As coordenadas do ponto onde se deseja 

encontrar 0  poteneial sao (x2, yzz), onde z varia no intervalo z2 ~ L2 < z<z3 + L 2 . 

O poteneial medio no centro do segmento do eletrodo 2 e defmido pela seguinte 

equacao : 
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1 
^ - X 7 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA jv3(x2,y2,z)dz-VDFx^2 

IF 
(DA) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ¥3 e o poteneial em qualquer ponto da T camada de um segmento de eletrodo na 

direcao X. 

Usando o mesmo procedimento empregado para encontrar VDFX e substituindo 

a equacao ( A . l ) pela equacao abaixo, derivada da equacao (3.29), 

dVp zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
PilQ + K) 

r0j ?0j «=I 

r \ \  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ — -

"J- J) 

(D.2) 

Tem-se como resultado final, 

8 ^ 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

COzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j. * 

£V'[/Kx,. + L, - J C ^ ^ + Z I C X J + 1 , - A (D.3) 

«-l 

onde a fuxvfio fj(ui,u2,R) e mostrada na equacao (3.39). 

Resolve-se a equacao ( D . l ) com o auxilio da equacao (C.2) : 

VDFX_Z_2 =M(\ + k){F3 (« + Lhw + L2,v) ™ F3(u + L{,w - L2,v) -

- F3 (u-L},w + L2>v) + F3 ( « -  Li,w - L 2 , v)  4-

+ F3 (M - f / . j ,  w,  + / > 2 , v ) - F3 (U + Il3wy- L 2 , v) -

- F 3 ( w- i 1 , w1 + ^ , v ) + f 3 ( M - / J l , W i - £ 2 > v )  + 

0 0 

+ Yd

k"[F^u'i'Li>w2 ±L2,v)~~F3(u-i-Ll,w2-L2,v)-

~ F 3 ( w - I , , w 2 +7 , 2 ,v ) + F 3 ( w - A I s w 2 -L2,v) + 

+ F 3 ( « + £ l 9 w 3 v ) -J^(w + i I , w 3 - Z 2 , v ) ~ 

- F3 (u - Li, H ' 3 +  L 2 , v ) + F3 (u-Luw3~ L 2 , v)} (DA) 
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E . Fator de distribuicao de poteneial correspondente ao proprio 

segmento que esta na direcao x -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VDF x 

O calcuio dos VDF proprios requer uma consideracao a respeko do raio do 

segmento do eletrodo em estudo. 

0 segmento do eletrodo e modelado com sendo uma fonte de corrente linear 

localizada sobre o eixo do eletrodo. Adota-se uma densidade de corrente constante ao 

longo da fonte linear, entao o poteneial do segmento do eletrodo e calculado- pelo 

poteneial medio da superficie cilmdrica do segmento do eletrodo. Devido ao fato de o 

comprimento do eletrodo ser muito maior do que o raio, as duas superficies fmais do 

segmento sao ignoradas. 

Sabendo que o eletrodo tern comprimento 2L, corrente total I, a densidade de 

corrente da fonte linear e entao defmida por : 

Considera-se uma superficie cilindrica infinitesimal de um segmento de 

condutor localizado sobre o eixo x, conforme ilustra a figura (E . l ) . Um comprimento 

infinitesimalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dx e mostrado na mesma figura. Esse comprimento representa uma fonte 

de corrente infinitesimal de corrente . Considera-se agora um ponto P(x,y ,z) 

localizado na superficie cilindrica e o poteneial no mesmo devido a fonte infinitesimal 

sera : 
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dVp 
I 

•4-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n=\ ^{A2

xfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +( xj - x)
2

 ,[(A$)
2

+
( Xj - x)  

• + 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

i 
(E.2) 

onde as variaveis Ax sao definidas nas equacoes (A.2). 

Z 

Figura E. 1. Superficic cilindrica infinitesimal dc urn segmento de cletrodo 

localizado cm (x,yi,zO 

0 potencial no ponto P{x,y,z) sera igual a soma das contribuicoes de todas as 

fontes infinitesimals ; 

Vp= jdVp (E.3) 

Reso!ve-se a integral acima com a ajuda da equacao (3.34) e o resultado sera 
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« r 

^ " ^ 1 — JC,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — ~ ^-^^ > Ĉ l H- ~ JC» ^1 ~ — ^ ^ t ^ > -H 

+ / j (xj + /,{ - x, Xj ~ Lj - x5 ^ ) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fx (x1 + ~ x, Xj - L x - x, ^ ) | (E.4) 

onde a fimcaofi(ui,u2,R) e mostrada na equacao (3.39). 

VDFzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xx e calculado ao longo da superficie infinitesimal cilindrica integrando ao 

longo de todo o segmento, logo : 

VDF = jV/xfc (E.5) 

•1 M 

resultando na equacao ; 

yDFxx - M{F2(2l},a)-2F2(0,a) + F2(-2Ly,a) + F2(2Lhax)~2F2(0,at) + 

CO 

+ / < M - 2 Z 1 , a 1 ) + ] [ V [ ^ 

+ F2(2Lh a3) ~ 2F2(0, a3) + F2(~2Lha3) + F2(2lA, a 4 ) -2F 2 (0, « 4 ) + 

+ ^ ( -2Z 1 > a 4 ) + F 2 (2^ ,a 5 ) -2f i (0 9 as) + f 2 ( - ^ >
f l

5 ) B ( E 6 a ) 

onde a-zx~z (E.6b) 

a} =zi + z (E.6c) 

a 2 = 2 / ^ + Z | " Z (E.6d) 

a 3 = 2nh + zl + z (E.6e) 

a 4 = 2 w A - z l - z (E.6f) 

a 5 = 2nh-zl+z (E.6g) 

e a funcao F2(%a) e mostrada na equacao (B.4). 


