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Resumo

Esta tese apresenta tres formulacoes variacionais de elementos finitos, para a analise
de campos eletromagnéticos em regioes limitadas, envolvendo meios nao-dissipativos
e lineares mas, em geral, nao-homogeneos e anisotrépicos. O tratamento é geral e se
aplica tanto a campos estéticos, quanto a campos em regime harmonico estacionario,

em linhas de transmissao ou guias de onda longitudinalmente homogeneos e infinitos.

Nas aplicacoes do método dos elementos finitos (MEF) a guias de onda limitados,
transversalmente nao-homogéneos e/ou anisotrépicos, a formulacao mais adequada se
expressa em termos das trées componentes do vetor campo magnético H, devido a

natureza hibrida dos modos em tais guias.

Para eliminar os modos espiirios, inerentes as formulagoes vetoriais, sao propostos
e implementados 0 método da penalizagao transversal com integracao reduzida seletiva
e elementos lagrangeanos (STRIP) e o método misto regularizado (RMM). Alguns
problemas tipicos sao resolvidos, sendo os resultados numéricos comparados aos obtidos
com o método de penalidade com integracao reduzida (RIP) e com o método dos

elementos de aresta.

A qualidade das aproximagoes e o desempenho computacional, comprovam os re-
sultados estimados, a priori, das taxas de convergéncia e erros esperados, preconizados

pela analise numérica conduzida em torno de cada formulagao.

O método misto proporciona uma estabilidade numérica idéntica a do método RIP,

quando sao usadas malhas com elementos moderadamente distorcidos.

O método STRIP apresenta autovalores mais precisos, quando comparados aos
calculados através de elementos de aresta, 0 mesmo nao ocorrendo com os autove-
tores correspondentes, devido ao desacoplamento entre as componentes transversais
e a longitudinal do campo magnético H. Embora matematicamente inconsistente, o
método STRIP se constitui em uma critica ao método dos elementos finitos de aresta,
cujos adeptos apregoam poder usé-los para resolver qualquer tipo de problema eletro-

magnético de valor de contorno.



Abstract

This thesis presents three variational finite element formulations for analysis of
bounded, loss-free and linear electromagnetic field problems, enclosing otherwise gen-
eral non-homogeneous and/or anisotropic media. The treatment is general and can
be applied to both static and time-harmonic fields in longitudinally homogeneous and

infinite transmission lines or waveguides.

In applying the method of finite elements (FEM) to bounded waveguides, trans-
versely non-homogeneous and/or anisotropic, the most suitable formulation is ex-
pressed in terms of three components of the magnetic field H, due to the hybrid nature

of the modes in such waveguides.

In order to eliminate the spurious solutions, inherent to vector variational formula-
tions, one introduces the transverse penalty method with selective reduced integration
on lagrangian elements (STRIP), as well as the regularized mixed method (RMM).
Some typical problems are solved and the results are compared with the ones obtained

by the selective reduced integration penalty (RIP) and edge finite element methods.

The quality of the approximations and the computational performance, confirm
the theoretical estimates of errors and convergence rates, obtained through numerical

analysis on each one of the formulations presented.

The mixed method presents a numerical stability identical to that of the RIP

method, when one uses moderately distorted elements.

One has observed that the STRIP finite element method provides more accurate
eigenvalues than the ones calculated with the edge finite element method. Unfortu-
nately, the same does not happen to the eigenvectors, due to the decoupling between
the transverse and longitudinal components of the magnetic field H. Although math-
ematically inconsistent, the STRIP finite element method plays a rather critical role
with respect to the edge elements finite element methods, whose adepts claim that

could solve any kind of electromagnetic boundary value problem.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Generalidades

Desde os primérdios do desenvolvimento da eletricidade e do magnetismo, um dos
grandes objetivos da engenharia elétrica tem sido a solugao precisa de problemas
de valor inicial e/ou de contorno, envolvendo campos eletromagnéticos. O compor-
tamento de dispositivos eletromagnéticos tais como transistores, maquinas elétricas,
guias de onda e antenas é governado pelas equagoes de Maxwell. Antes do advento dos
computadores, devia-se recorrer a métodos matematicos elaborados para resolve-las,
através de métodos tais como separagao de variaveis, expansao em séries de poténcias,
fungGes de Bessel, polinomios e funcoes de Legendre, transformacoes conformes e de
Schwarz-Christoffel, transformadas de Laplace, transformadas de Fourier e muitos ou-
tros. Através destes métodos, a solugao do campo eletromagnético no interior de um
dispositivo complexo costuma envolver um longo processo de analise e, em geral, a
obtengao de uma solugao fechada sé é possivel através de suposigoes simplificadoras,
muitas vezes drasticas, na geometria do dispositivo ou nas distribuigoes de cargas ou
correntes. Em conseqiiéncia destas suposigoes, a solugao resultante nao é completa-
mente confiavel, frustrando o propdsito inicial da analise, que é projetar com precisao.
Além disto, o erro humano é uma outra fonte de imprecisao quando estes métodos

sao usados, principalmente nas fases iniciais de um longo processo de desenvolvimento
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algébrico.

Felizmente, com o advento dos computadores digitais e com os avancos subseqiientes
na poténcia computacional e na capacidade de armazenamento (disponiveis a custos
sempre decrescentes), é hoje possivel usar esquemas simples de aproximagao numérica
para resolver problemas de grande porte (tanto em termos de complexidade das equacdes,
quanto no tamanho do dispositivo), em questao de minutos. Com o desenvolvimento
da andlise numeérica, assumem importancia as técnicas numéricas de solugao, tais como
os métodos das diferengas finitas, dos momentos, dos elementos finitos e das equacoes
integrais. Isto se verifica, principalmente, desde meados da década de setenta até os

dias atuais.

Pode-se afirmar que o eletromagnetismo computacional atingiu sua maioridade,
dispondo-se hoje de pacotes sofisticados de software para a analise de campos eletro-
magnéticos em problemas de grande porte. Em geral, esses pacotes produzem resulta-
dos em tempos menores do que os envolvidos quando se usam métodos classicos. Como
conseqiiéncia, a analise computacional de dispositivos eletromagnéticos deixa de ser um
assunto exclusivo das grandes corporagoes, sendo hoje relativamente acessivel a comu-
nidade académica, desde que se disponha de recursos computacionais minimamente

adequados.

1.2 Métodos numéricos versus métodos analiticos

Muitos fendmenos fisicos da natureza podem ser descritos por meio de equagoes diferen-
ciais. Quando a equagao e o dominio sao simples, a solugao pode ser obtida em forma
fechada, em geral na forma de uma série infinita. As tentativas de se desenvolver novos
métodos de solugao exata para equacoes diferenciais gerais, sao quase sempre frustradas
pela existéncia de dominios irregulares e geometricamente complicados, ou por nao-
linearidades da maioria dos problemas praticos. Em conseqiiéncia, diversos métodos de
solucao aproximada vém sendo constantemente desenvolvidos desde o século passado.
Dentre estes, o das diferengas finitas e os variacionais tém dominado as aplicacces a

problemas da engenharia.
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O método das diferengas finitas (MDF) é dotado de simplicidade de principio (isto
é, as derivadas de uma funcao sao representadas por séries de Taylor finitas) e facilidade
de formula¢éo e.mplementagdo em um computador digital. Entre as desvantagens do
método, entretanto, destacam-se a dificuldade de implementar condicGes de contorno

em fronteiras irregulares e de representar dominios complicados, com precisao.

Os métodos variacionais clssicos, isto é, os de Ritz, Galerkin e Kantorovich [i]
540 baseados na minimizagao de um funcional quadrético associade ao problema em
questao, ou na minimizagao, em um certo sentida, do erro ou residuo da aproximacao.
A despeito da simplicidade e precisdo, os métodos variacionais cldssicos nao foram
considerados competitivos com os métodos das diferengas finitas, principalmente devido
a dificuldade de se construir fungdes de aproximagéo, definidas sobre todo o dominio,

quando este é irregular.

O método dos elementos finitos (MEF) supera estas dificuldades, procurando a
solugao aproximada sobre uma colegdo de subdominios simples (chamados elementos),
sobre os quais fungoes de aproximagao simples podem ser geradas de maneira sis-
tematica. A colegao de elementos,ou malha de elementos finitos, substitui o dominio

original com a precisao desejada.

Antes de mais nada, cabem alguns esclarecimentos pars situar as principais diferencas
entre o MEF e outros métodos numéricos. Em primeiro lugar, o termo elemenifos fini-
{os se refere, nem tanto ao tamanho geométrico finito do problema, mas & finitude
de grandezas eletromagnéticas fundamentais, tais como energia ou poténcia, reagao,
Lagrangeanos ou Hamiltoneanos do ecampo. Em segundo, o método nao especifica
como o problema original deve ser formulado matematicamente: se como urna equagao
integral, como um problema de contorno de equagoes diferenciais, ou ainda como um
sistema de equacoes integro-diferenciais. Pode-se aplicar o MEF' a qualquer uma dessas
formulagoes. Finalmente, nao existe necessidade de que a aproximagao deva ser local-
mente polinomial on que deva ser interpolativa; embora a maioria dos métodos dos
elementos finitos incorpore estas propriedades, algumas outras nao as incorporam. O
que é considerado essencial, é a existéncia de uma aproximagao univocamente definida

no espaco de solugao. Af reside a principal diferenga entre o método dos elementos
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finitos e os métodos de diferengas finitas e de colocacao (entre os quais o método dos
momentos). Como se sabe, estes 1iltimos produzem solugdes aproximadas em um con-
junto finito de pontos, contudo nao traduzem o comportamento da solucao em outros

pontos do dominio.

O MEF, assim como os métodos variacionais, é baseado em formulacGes inte-
grais, obtidas multiplicando-se a equagao diferencial original por uma fungao-peso e
integrando-se o resultado em todo o dominio. Portanto, éles nao sao particularmente
adequados a problemas com gradientes ou descontinuidades agudos, porque as inte-
gragoes tendem a suaviza-los. Isto pode nao ser apropriado, caso se esteja interessado,
justamente, na previsao da intensidade de tais gradientes. Em tais casos, entretanto,
pode-se contornar esta dificuldade, usando-se elementos especiais [2] ou geradores de

malhas auto-adaptativos [3].

Nas ultimas décadas, o método dos elementos finitos, um ramo dos métodos varia-
cionais classicos, vem ganhando popularidade considerdvel, nao s entre engenheiros

projetistas, mas também entre aqueles que fazem matematica aplicada.

1.3 Breve historia do eletromagnetismo computa-

cional

Apesar da teoria das aproximacoes ser muito bem conhecida dos matematicos, ha
bastante tempo, grande parte dos métodos numéricos em eletromagnetismo envolvia,
inicialmente, a mera computacao de expressoes provenientes de uma analise classica,
para um conjunto de valores de parametros especificos relativos a um dado dispositivo
[4]. As transformagoes conformes e as transformacoes de Schwarz-Christoffel foram,
outrora, ferramentas muito usadas na solugao de problemas eletromagnéticos [5], muito

embora estes métodos sé se aplicassem a situagoes relativamente simples.

Durante as décadas de 20 e 30 houve alguns avangos nos métodos graficos (mapea-
mento e relaxagao manual) para a solugao de problemas de campos, sendo o trabalho

de Bewley a contribuigao mais importante [6].
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Da década de 40 até a de 60 houve um desenvolvimento muito intenso dos modelos
de circuitos a parametros concentrados para dispositivos eletromagnéticos, em con-
traposigao aos modelos a parametros distribuidos. Estes modelos eram baseados em
suposicoes simplificadoras drasticas e foram desenvolvidos para a anélise de méquinas

elétricas.

Os métodos experimentais, baseados em medicoes efetuadas sobre sistemas andlogos,
foram de grande popularidade antes do advento dos computadores digitais [7]. Entre os
simuladores analégicos, os analogos eletrocondutivos foram os mais amplamente usados,
dada a flexibilidade com que as grandezas elétricas podem ser medidas e controladas.
As desvantagens destes métodos sdo, além dos inerentes erros de medigao, perda de

generalidade, custo elevado e grande tempo envolvido na realizagao dos experimentos.

O desenvolvimento da analise numérica e da analise funcional levou, ao final da
decada de 60, a primeira aplicacdo do método dos elementos finitos & solugao de pro-
blemas eletromagnéticos [8]. Desde entao, o MEF vem se firmando como uma das mais

importantes ferramentas de andlise na cumunidade eletromagnética [9].

O eletromagnetismo computacional pode ser dirigido a campos de baixas e altas
freqiiéncias. Esta é uma dicotomia natural, em razdo da natureza das equagdes corres-
pondentes e das especificidades de cada faixa de freqiiéncias. Pode-se dizer, em geral,
que os engenheiros eletricistas presentemente envolvidos com anélise de campos, sao
aqueles que lidam com maquinas elétricas, alta tensao, descargas atmosféricas, aterra-
mento, compatibilidade eletromagnética, ensaios nao destrutivos, gravagao magnética,
dispositivos eletronicos, linhas de transmissao, guias de onda, antenas, cavidades resso-
nantes, fibras e guias Opticos e dispusitivos optoeletronicos. Com algumas excegoes,
estes grupos de engenheiros raramente interagem, apesar de terem tanto em comum.
Aqueles que cruzam estas fronteiras sio, via de regra, ligados ao desenvolvimento de

métodos numéricos e correspondente soffware.

Os dispositivos de baixa freqiiéncia tipicos sao as maquinas elétricas, os dispositivos
eletronicos, as cabecas de gravacio e as linhas de transmissao de poténcia, enquanto
que aqueles que caracterizam os dispositivos de altas freqliéncias sdo os guias de onda,

as cavidades ressonantes, as antenas e, mais recentemente, as fibras e guias opticos e
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os dispositivos optoeletrénicos.

1.4 Relevancia do método

No estudo de dispositivos eletromagnéticos em geral, nos regimes estatico, quase-
estatico ou dindmico de regime permanente, o MEF tem aparecido com muita énfase,
principalmente a partir da década de 80 e, desde entao, tem se firmado como uma al-
ternativa de anélise extremamente atraente, principalmente para problemas de grande

complexidade, para os quais nao é possivel obter solugdes analiticas.

Os recentes avangos verificados no campo da dptica de ondas guiadas, tais como
fibras épticas e dptica integrada, tém incluido o estudo de guias de onda de for-
mas arbitrarias que, em muitos casos sao também arbitrariamente nao-homogéneos,
anisotrépicos, dissipativos e/ou naoc-lineares. Na maior parte dos casos nao é possivel
obter solugoes analiticas. Desta forma, é necessério langar mao de técnicas computa-
cionais de modelizacao e simulacao, as quais sao essenciais para o projeto, otimizagao
e desenvolvimento bem sucedidos destes dispositivos. Para este propdsito, diversas
técnicas numéricas foram desenvolvidas. Em particular, o MEF é uma ferramenta
poderosa e eficiente para os problemas mais gerais. Seu uso em pesquisas e na indiistria
é extenso, podendo-se mesmo afirmar que muitos problemas de anélise de guias de onda

6pticos nao teriam sido resolvidos sem a sua utilizagao.

O MEF possibilita resolver problemas de campos eletromagnéticos complexos e de
grande porte, postos através de estruturas de dados simples e gerais. O método, em
conseqiiéncia, € altamente propicio a automagao e, a despeito de sua generalidade, os

conceitos que o suportam sao simples e matematicamente elegantes.

A primeira aplicacao do MEF & engenharia elétrica foi feita por Winslow[8], numa
época em que a maioria dos cientistas usava o método das diferengas finitas. Ao
projetar lentes magnéticas, Winslow usou uma decomposigao do dominio de solugao
em subregides triangulares e empregou todos os conceitos que estao hoje associados
com a técnica dos elementos finitos [10], [11], [12]. Assim como Zienkiewicz {13] popu-

larizou o MEF na engenharia civil, foi Silvester {14] que, juntamente com seus colegas,
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desenvolveu o método na engenharia elétrica, alcando-o a um ponto de destaque junto
& comunidade eletromagnética. Silvester e seus colaboradores fizeram vastas aplicacoes
do método ao estudo de guias de ondas [15], {16]; mdquinas elétricas [2]; modelagem
magnetotelirica [17]; antenas [18] e problemas axissimétricos [19], [20]. Ele introduziu,
ainda, os elementos triangulares de ordem superior e o conceito de matrizes universais
[2] e, gragas ao seu empenho, na metade da década de 70 o MEF era reconhecido
como um dos melhores métodos de solugdo de problemas de campos eletromagnéticos
de grande porte. Curiosamente, o desenvolvimento na 4rea de dispositivos eletronicos
nao acompanhou o que se dava no magnetismo [21], {22]. Algumas outras dreas de

aplicagdo do MEF incluem problemas de eletrotermia [23] e hipertermia [24], entre

outros.

1.5 Objeto de estudo

No elenco dus métodos numeéricos voltados para a simulagdo de dispositivos eletro-
magnéticos em geral, o MEF oferece a vantagem de poder tratar, com relativa fa-
cilidade, de problemas com geometria arbitriaria e materiais ndo-homogéneos e/ou
anisotropicos, sendo possivel aumentar sistematicamente a precisao da solucao, quando
necessario. Além disto, o método pode ser desenvolvido, ndo apenas através do cédlculo
variacional (extremizac¢do de um funcional), como pelo método de Galerkin (residuos
ponderados). Esta tiltima vertente possibilita aplici-lo a problemas onde um principio
variacional ndo existe ou nao pode ser identificado. Estas caracteristicas nortearam a
adogao do método dus elementos finitos, neste trabalho, para analisar campos eletro-
magnéticos estaticos, quase-estdticos ou em regime harmoénico estacionirio, categorias

estas em que se enquadra a maior parte dos problemas da Engenharia Elétrica.

Assim, o Capitulo 2 discorre sobre a analise numérica de problemas de resposta
elipticos do Eletromagnetismo, envolvendo aspectos importantes, tais como a for-
mulagdo varitactonal e as correspondentes condigoes de extsténcia e unicidade de solugao,
além de estimativas de erro e lazas de convergéncia a priori, decorrentes de aprox-

imagoes daqueles problemas pelo MEF. Esta analise é, entao, aplicada a dois problemas
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academicos simples (sendo um escalar e outro vetorial) com solugoes analiticas conheci-
das, os quais ressaltam as caracteristicas de estabilidade numérica para formulagces de
elementos finitos, de campos estéaticos ou quase-estaticos. Além disto, ela encerra con-
ceitos e elementos que podem ser facilmente transpostos para operadores elipticos mais

elaborados, tais como os encontrados na equagao vetorial de onda, assunto do Capitulo
3.

Para o problema de resposta vetorial, dado pelas equagoes V x 7,V X A = pugJ,
V:A =0, em §2, com condigdes de contornonx A = 0 oun-A = 0, sobre 912, sao apre-
sentadas algumas formulagoes usuais de elementos finitos mistos, envolvendo aproxi-
macgoes de dois campos: o das varidveis primitivas e o dos multiplicadores de Lagrange.
Como alternativa, apresenta-se uma formulagao variacional cldssica de Galerkin, em
um nico campo, para o mesmo problema de resposta. E feita uma analise numérica
desta formulagao variacional, demonstrando-se a existéncia e unicidade da solugao a-
proximada e fazendo-se uma estimativa a priori do erro e da taxa de convergéncia da
aproximacgao. Destaca-se, nesta anélise, uma discussao sobre a estabilidade numérica
do MEF, a qual garante taxas de convergencia 6timas previsiveis para problemas com
dominios regulares, tanto maiores quanto mais refinadas forem as malhas de elemen-
tos finitos, ou quanto maior for o grau dos polinémios de interpolagao. Os resultados
tedricos sao confirmados por um experimento numérico conduzido para um problema
cuja solugao analitica € conhecida. Mais do que isto, ao contrario de alguns trabalhos
recentes [25], [26], demonstra-se nao ser necessaria uma formulagao mista para este tipo
de problema, ji4 que o multiplicador de Lagrange é, no caso, identicamente nulo. Estes
resultados constituem uma importante contribuigao e servirao de subsidio para o de-
senvolvimento de uma formulagao mista, objeto do capitulo seguinte, para combater
modos espiirios em problemas de autovalor, principalmente quando se usam elementos

muito distoreidos.

No Capitulo 3, apresenta-se uma analise numeérica correspondente a formulagoes
variacionais, a um 1inico campo e mista, do problema vetorial de autovalor, dado
pela equacdo V x 6 'V x H = k2H, para meios dielétricos nao-homogéneos e/ou

anisotrépicos e condigdes de contorno essenciais dos tipos n x H=0e¢/oun-H = 0,
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sobre J1.

Na analise de guias de onda axialmente uniformes e transversalmente homogéneos
e isotrépicos, onde os campos E e H podem ser descritos em termos dos modos TE
e TM, a formulagao variacional, que serve de base para se aplicar o MEF, é escalar.
Ela é, geralmente, expressa em termos das componentes longitudinais H, ou E,, res-
pectivamente, associadas com aqueles modos. Entretanto, quando o guia apresenta
anisotropia e/ou nao-homogeneidade transversal, s é possivel representar os campos
eletromagnéticos da estrutura, através de uma combinagéo linear de modos TE e TM,
também conhecida como modos hibridos [27]. Neste caso, hd que se usar uma for-
mulagdo variacional vetorial, associada ao MEF. Em contrapartida, porém, surge uma
das grandes dificuldades, quando as formulagGes variacionais escalares sao meramente
estendidas as formulagdes vetoriais: o aparecimento de solugoes nao-fisicas, ou modos

espirios, cuja evideéncia é relatada desde as primeiras solugtes de modelos vetoriais

[28].

Nas aplicacoes do MEF a guias de onda limitados, metalicos ou dielétricos, transver-
salmente nao-homogéneos e/ou anisotrépicos, a formulagao variacional vetorial mais
adequada é expressa em termos das trés componentes do vetor campo magnético H.
Os modos espiirios constituem, entao, um subconjunto das solugdes do problema dis-
cretizado que violam a restrigao de divergencia nula do campo magnético. Tal restrigao,
obviamente, sé se aplica aos materiais dielétricos nao-magnéticos. O espago de apro-
ximagoes gerado pela forma variacional discretizada, nao corresponde ao espago das
solugbes da equacao de onda original, resultando, dai, pares de autovalores/autovetores

o
nao fisicos.

Ao longo de mais de duas décadas, diversos autores tém procurado explicar as
causas deste fenémeno, tentando encontrar formas eficazes e eficientes de eliminar os
modos indesejaveis. A abordagem inicial nesta diregao consistia na identificagao a pos-
teriori das solucGes espiirias, seguida de sua remogac do espectro. O procedimento
numérico, para tanto, consiste em calcular-se uma integral do divergente da solugac
(pds-processamento) sobre a segdo reta do guia, cujo valor, para qualquer modo espiirio,

é sempre muito superior ao valor (nulo, para uma solucdo exata) correspondente a
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um modo fisico. Alternativamente, uma observacio das configuracoes de campo so-
bre a secao reta do guia {novamente, um pds-processamento), identificaria os modos
esplirios como aqueles autovetores que apresentassem fluxo liquido através das paredes
(condutores elétricos ou magnéticos perfeitos) do guia. Entretanto, as dificuldades de
automatizagao e os custos computacionais destes procedimentos logo levaram a inves-
_tigacao de métodos capazes de identificar e eliminar, a priori, os autopares espirios.
Os diversos procedimentos neste sentido, podem ser classificados em quatro categorias

distintas, a saber:

Modificagao do funcional: consiste em adicionar-se 4 forma variacional bésica,
cuja equagao de Euler-Lagrange [1], [29] corresponde & equagao vetorial de onda,

um termo que incorpora a condigao de divergeéncia nula de H;

Uso de outras formulagoes variacionais: compreende o emprego de formas

variacionais que incorporam diretamente a condigao de divergéncia nula;

Uso de elementos nao-lagrangeanos: consiste em manter a formulacao varia-
cional basica e modificar a natureza das fungoes de base, a fim de garantir que

as solugoes geradas tenham divergéncia nula;

Método da penalidade com integragao reduzida seletiva (RIP): utilizado
pela primeira vez em problemas eletromagnéticos [30], [31], [32], este método
permite prefixar-se um valor arbitrariamente elevado para o fator de penalidade,
garantindo a eliminagao dos modos espurios do intervalo espectral de interesse e,
a0 mesmo tempo, preservando a esparsidade das matrizes e a precisao dos modos

fisicos;

e Método da penalidade com integragio reduzida seletiva transversal
(STRIP): visando estendé-lo a situagbes geométricas mais gerais, foi introduzida
uma modificagao no método RIP, que consiste em usar integragao reduzida ape-
nas nas componentes transversais do campo magnético, conservando, entretanto,
os elementos lagrangeanos classicos. Desta forma, o método STRIP possibilita

eliminar os modos esptirios, mantendo a precisgo dos modos fisicos. Entretanto,
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a precisao dos autovetores fica comprometida, devido ao desacoplamento entre
as componentes transversais e longitudinal do campo magnético, proveniente do
processo de integracao reduzida seletiva transversal. O método STRIP foi apli-
cado ao caso do guia com dupla reentrancia (double ridge waveguide), tendo-se
obtido resultados mais precisos do que os divulgados por Bermiidez e Pedreira
[33], que usaram elementos mistos, isto é, elementos de aresta para as compo-
nentes transversais e lagrangeanos para a componente longitudinal. O método
STRIP se constitui, assim, em uma critica ao método dos elementos finitos mistos
adotado por Bermiidez e Pedreira e muitos outros autores: é possivel obter-se
autovalores mais precisos, muito embora usando-se uma formulacao variacional
matematicamente inconsistente. E necessario, portanto, conduzir uma analise
numérica deste problema e avaliar suas implicacoes, o que sera objeto de futuras

investigagOes, em continuagao a esta tese.

e Formulagao mista: consiste em procurar aproximacgoes para dois campos indepen-
dentes: o das varidveis primarias e o dos multiplicadores de Lagrange [1]. H4 dois
tipos principais de métodos mistos: o baseado na formulacao classica de Galerkin
e 0 método misto de Petrov-Galerkin, introduzido em [34], que possibilita recu-
perar a estabilidade e a convergencia de diversas combinagoes de interpolagao das
variaveis primarias e dos multiplicadores de Lagrange, originalmente instaveis
com a formulacao classica de Galerkin. Esta iltima abordagem é adotada na
formulagao do problema vetorial de autovalor e constitui, por assim dizer, a con-
tribuicao central da tese. Uma analise comparativa entre este método e o método
RIP descrito acima, constata um comportamento absolutamente identico para
malhas retangulares estruturadas, isto é, elementos retangulares ou triangulos
retangulos. O método misto apresenta uma estabilidade numérica idéntica a do
método RIP, quando sao usadas malhas com elementos moderadamente distorci-

dos, produzidas pelo programa gerador de malhas disponivel.

Para demonstrar a versatilidade dos métodos de elementos finitos desenvolvidos
nesta tese, o Capitulo 4 apresenta resultados numéricos de algumas simulagoes de pro-

blemas tipicos de autovalor, em duas dimensoes, tais como o guia retangular vazio
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retangular blindado, o guia canal e o guia costela. Em particular, a simulacao de um
guia retangular vazio pelos métodos RIP e RMM, demonstrou uma boa estabilidade
numérica, quando o dominio de solugao foi discretizado por elementos quadrilaterais
distorcidos. Para malhas estruturadas, os resultados obtidos pelos dois métodos foram

absolutamente idénticos, o mesmo se verificando para malhas com distor¢gao moderada.

Os resultados obtidos confirmam as estimativas de erro e taxas de convergéncia
previstas a priori, como também a auséncia de modos espiirios no espectro de interesse.
Observa-se uma boa concordancia com resultados divulgados na literatura, & excecao
dos guias dielétricos dos tipos canal e costela, cuja simulagao requer cuidados especiais
para separar os efeitos dos modos do guia dielétrico (estrutura aberta) e os da fronteira

virtual, utilizada para simular a condigao de radiagao [35], [9].

Finalmente, o Capitulo 5 apresenta conclusGes acerca dos resultados desta tese e

sugere topicos para futuras investigacoes.



‘Capitulo 2

Analise Numérica de Campos

Eletromagnéticos Estacionarios

2.1 Generalidades

Muitos problemas fisicos podem ser matematicamente formulados em termos de equa-
goes diferenciais, equagdes integrais ou equagdes variacionais {36]. Antes do advento
dos computadores, a formulagao variacional nao oferecia muita praticidade, porque
sua aplicagao poderia envolver, eventualmente, a solugdo da equagao diferencial asso-
ciada, propriamente dita. Porém, em anos recentes, ela tem recebido muita atengao na
matematica, fisica e ciéncias aplicadas, devido a trés razdes principais. Em primeiro
lugar, dispoe-se, agora, de plataformas capazes de resolver sistemas de grande porte re-
sultantes da aplicagao de métodos diretos, tais como o de Ritz e o dos elementos finitus
[36],[37]. Em segundo, a formulacao variacional propriamente dita, encerra sempre uma
interpretagio fisica, normalmente relacionada com a energia do sistema. Por tltimo,
ela pode ser usada, nac apenas para calcular o campo, mas também para estabelecer
uma férmula estaciondria de uma grandeza tal como capacitancia, impedancia ou um

autovalor do sistema eletromagnético em estudo.

Na fisica, tanto a formulacao diferencial ( leis de Newton } quanto a variacional

( principio da minima agao ) tém sido usadas extensivamente no estudo de sistemas

13
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mecanicos. Porém, somente a partir do final da década de 50 é que pesquisadores
da drea de eletromagnetismo tém-se voltado para formulagbes variacionais, tendo-as

aplicado intensivamente a problemas de resposta e/ou de autovalores [38], [39], [9].

As técnicas variacionais podem ser aplicadas a problemas de computagdo de campos
elétricos ou magnéticos, estdticos ou quase-estiticos; de campos eletrodindmicos em
- problemas de propagagao, espalhamento e radiagao, bem como para a determinagao do

espectro modal em problemas de guias de onda, cavidades ressonantes e fibras e guias

épticos[9).

O objetivo principal deste capitulo é estender o uso de técnicas numéricas varia-
cionais, ja consagradas na solu¢ao de problemas de outros ramos da fisica e da enge-

nharia, & solugao de problemas de campos estiticos ou quase-estaticos.

2.2 Formulagao Classica Abstrata

O objetivo desta Segao é apresentar um modelo abstrato de um problema de contorno
eliptico estaciondrio, sobre o qual serd definida uma forma variacional abstrata. Nas
Secoes 2.6 e 2.7 serao apﬁcados os conceitos e resultados aqui obtidos a dois problemas
de resposta tipicos do eletromagnetismo, envolvendo, respectivamente, um potencial

escalar e um potencial vetorial.

O modelo a seguir representa a solugao classica ou forte de um problema genérico,

sendo posto pelo seguinte:

Problema S:

Dada [ :Q — R, encontrar u: ) — R, tal que

Au=f em QC RV, (2.1

sujerta as condigoes de contorno

Bu = g sobre 89, (2.2)
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onde A é um operador diferencial linear, positivo-definido e auto-adjunto, que mapeia
um dominio Q, denso em um espago de Iilbert H, em H, e f € L*(Q). O operador B

é um operador déferencial, de ordem menor que a de A, definido sobre a fronteira Of1.

Observagao 1 Se o problema em guestdo for vetorial, devem-se iniroduzir as neces-
sdrias adaptac¢ées no enunciado acima, tanto no que se refere 4 dimensionalidade dos

espagos, quanto d natureza dos operadores.

O objetivo, neste ponto, é desenvolver formulacoes alternativas para obter solugses
aproximadas do Problema S, as quais serao aplicaveis a situacbes muito mais com-

plexas, onde nao é possive] obter solugoes exatas.

Alguns métodos alternativos de aproximacac sao elaborados diretamente sobre
a formulagao forte (S) do problema, o exemplo mais notdvel sendo o método das
diferengas finitas [40]. Entretanto, como optou-se por utilizar o método dos elementos
finitus, adotou-se uma formulacao especial, isto €, uma formulagao variacional, que

serd objeto da Secao seguinte.

2.3 Formulagao Variacional ou Fraca

A formulagao variacional equivalente ao problema S (2.1)-(2.2) é dada pelo:
Problema W:

Achar u € U tal que

a (u,z;) = L{v), Vv € u, (2.3)

onde

a(u,v) = (Au,v), : {2.4)
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L) = (f,0)y (25)
sendo (-,+), um produto interno (P.1.) definido sobre um espago de Hilbert U (Q2).

2.3.1 Existéncia e Unicidade para o Problema W

Nesta Sec¢ao, sera abordada a existéncia e unicidade das solucgoes fracas de problemas do
continuum, descritos pelas equagoes (2.3)-(2.5). Sera enunciado o conhecido Teorema
de Lax-Milgram, que fornece as condigoes suficientes para existéncia e unicidade de
solugoes de problemas com formas bilineares reais, simétricas e positivo-definidas. O
mesmo teorema pode também ser usado para problemas definidos sobre espagos de

dimensao finita, sendo, portanto, 1itil na teoria das aproximacoes.

Se o problema W satisfizer as seguintes condicoes:

U é um espago de Hilbert com P.I. (-,-) e norma induzida |-||, = [(:, -)]%;

e a(u,v): U x U — R é continua, isto é, 3 M > 0 tal que

la (u,v)| < M ||ull, vy, Yu,v € U;

a(u,v) é U-eliptica ou coerciva, isto é, 3 a > 0 tal que

a(v,v) > a|v|?, Vv e U;
e L:U — R é um funcional continuo em U,
entao, o seguinte teorema (central nas formulagoes fracas) se aplica:

Teorema 1 Teorema de Lazx-Milgram
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Sob as hipdteses acima, a respeito de U, a(-,) e L(-), o problema W lem uma

tinica solugao.

Para uma démonstragao em termos abstratos, vide [41].

Observagao 2 Se a(u,v) = a(v,u), isto €, se a(-,-) for simétrica, entdo tem-se o

sequinie problema de minimizagdo, equivalente ao problema W:

Problema II: (Principio variacional)

Achar u € U tal que

J(u) < J(v),Yv e U, (2.6)

onde

J () = =a (u,v) — L (v) - (@27)

| =

Isto posto, apresentar-se-4 uma breve introdugao ao método dos elementos finitos

aplicado a problemas elipticos lineares de segunda ordem, em regime estatico.

Serao discutidos os aspectos relativos a construgao de aproximagoes conformes (ou
internas), baseadas na formulagao cldssica de Galerkin, ou na formulagao variacional
de Ritz (quando a forma bilinear for simétrica). Chamar-se-4 atengao para as carac-
teristicas de estabilidade, convergencia, melhor aproximagao e estimativas a priori do

erro e taxas de convergéncia.

2.4 Aproximando o Problema Variacional

A idéia bésica dos métodos variacionais consiste em resolver o problema, aproximada-
mente, em um espaco de dimensao finita U/;, onde h é um parametro caracteristico de
uma familia {U,} de subespagos aproximados (na pratica, os U, tém dimensao finita

N;, e h varia ao longo de uma seqiiencia de aproximagoes sucessivas, a qual define um
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processo de refinamento; isto é, h — 0 quando N, — o0). Em outras palavras, o

Problema W é aproximado pelo:

Problema W;:

Encontrar uy € Uy, tal que

a (uh,vh) = L(‘Uh) ,V'Uh < Uh C H& (Q) (2.8)
que corresponde ao conhecido método de Galerkin [41].

Para diferentes escolhas do subespacgo aproximado U}, tem-se diferentes métodos [1].
No método dos elementos finitos ( MEF ), U é construido de uma maneira especial,
envolvendo uma discretizacdo do dominio 2 em subdominios 1%, conhecidos como
elementos finitos, sendo as fun¢des v, € U, geradas a partir de interpolantes locais,
em geral polindmiocs, definidos no interior de cada elemento. Diz-se que a aproximagao
de elementos finitos uy é conforme se Uy, C U ( isto é, se vy € U, entao vy, € U ), sendo

este o tipo de método de elementos finitos que serd usado, doravante, neste trabalho.

Do ponto de vista matematico, duas questoes fundamentais se colocam, quais sejam:

1. Sob que circunstancias a solugac aproximada uy, € Uy do Problema W, converge

para a solucao exata u € U do Problema W 7

2. Como estimar o erro u — uy, a priori 7

A resposta & primeira pergunta é muito simples: depende da escolha do espago
Uy que deve, no limite, quando h — 0, tender para o espago U. Quanto a segunda
pergunta, estimar o erro ¥ — uy na norma ||-f|,;, ou nas normes dos espagos de Sobolev
[41],[42], é uma questdo mais complexa que, em geral, envolve consideragdes sobre

interpolagao, aproximagao e convergéncia, que serdo discutidas a seguir.

2.4.1 Interpolagao

Sera considerado o caso dos espagos de elementos finitos contidos em H! () e, sem

perda de generalidade, restringir-se-4 ao caso bidimensional, admitindo-se que 2 C R?
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é um dominio poligonal, discretizado em NN, elementos, como mostrado na Fig. 2.1, de

modo que

Ne
Q= Uﬁe,com Q°N QS =pVe # f, (2.9)

e=1

onde Q¢ denota o interior de um elemento genérico e ° o seu fecho [42].

B

/

Figura 2.1: Dominio poligonal com N, elementos.

Define-se um parametro de malha, dado por h = max (h.),e =1,2,...,N,, onde

he é o diametro (maior dimensao) do elemento 2°.

Seja (Sﬁ (Q)nce (Q)) C H'(2) um espaco de elementos finitos de grau k em
cada variavel espacial, para elementos quadrilaterais, e em ambas as varidveis, para

elementos triangulares, ou seja:

SK(Q) = {on € H' (@) | vf, € P (@)} (2.10)
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para elementos quadrilaterais, onde v}, representa a restrigao de vy, ao elemento )¢ e
P, (Q*) representa o conjunto dos polinémios definidos em ), com graus menores ou

iguais a k e I, respectivamente, nas variaveis , e xg; por outro lado, define-se

Si) = {v e H' (D) | v} € ()} (211)

para elementos triangulares, onde, agora, Py (2¢) € o conjunto dos polinémios definidos

em {2, com graus menores ou iguais a k no produto z;T,.

A maneira natural de se construir os espagos Sf () é utilizando os polindmios
de Lagrange [43]. Desta forma, v, € Sf (92) é interpolado no interior de um elemento

geneérico 2°) através de uma combinagao linear do tipo

v (%) = ; Vi (x) (2.12)

onde E é o niimero de graus de liberdade do elemento ¢, igual ao produto do nimero
de nds pelo niimero de graus de liberdade por nd do elemento; ¢f (x) é o polinémio de
Lagrange, de grau k, associado ao nd ¢ do elemento 2%, tal que se verifica a seguinte

propriedade

5 (x7) = 6&i; (2.13)

O numero de nds do elemento Q? é determinado, univocamente, pelo grau do
) y P

polinémio empregado na interpolagéo (2.12). No nivel global, v, é interpolado por

v (x) = ;Ui%‘ (x) | (2.14)

onde (G representa o numero total de graus de liberdade adotado na discretizagao
de elementos finitos, sendo p; (x) a fungao de interpolagao global associada ao né i,

construfda a partir das interpolantes locais ¢f (x) que incidem naquele nd.

Para os espacos Sf (), é valida a seguinte propriedade de interpolagao, cuja de-

monstracio pode ser encontrada, por exemplo, em Ciarlet [42].
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Teorema 2 Para toda fungio v € W12 (Q) = H*1(Q), eziste uma constante C,
independente de h, e uma projecao Uy, € SF, tais que

lv = Bl p0 + RIIVV = Vin|, 50 < Ch*+r [Vler1,00Para 0 < r <k +1, (2.15)

onde ||, o Tepresenta uma seminorma [42].

Sobre a construgao de elementos finitos mais gerais, em dominios multidimensionais

quaisquer, vejam-se as referéncias [42],[13] e [44].

2.4.2 Aproximacgao

A qualidade da solugao de elementos finitos depende, ainda, do método de aproximacao
utilizado em conjunto com o método dos elementos finitos, bem como das constantes de
continuidade (M) e de elipticidade () da forma bilinear correspondente ao problema
que estd sendo analisado. Em geral, para problemas elipticos, pode-se estabelecer o

seguinte tipo de estimativa [42] para a solucao aproximada uy:

lu —un|ly < C(M, ) ||u—vn|, Yon € Uy (2.16)

onde C (M, «) é independente da solugao u e do parametro de malha h.

2.4.3 Convergéncia

Observa-se de (2.16), que estimar o erro ||u —us|,, se reduz a avaliar o infimo de
lu — vall; o, para todo v, € Uy. Pelo Teorema 2, esta estimativa depende da regu-
laridade r da solugao exata u do Problema W, bem como do grau k do polindmio
adotado na construgao do espago de elementos finitos Sf. Se u € HF'1(Q) N H} (),
pode-se obter taxas 6timas de convergencia, fazendo-se v, igual a projegao iy, de u

sobre Uy na equacao (2.16), o que leva a conclusao de que [42]
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llu— Uh"1,n < Ch* I”|k+1,n : (2.17)

Através de um argumento de dualidade, conhecido como “Nitsche trick”, demonstra-se

a seguinte estimativa [42]

llu— uh”o,n < Ch*H! |u|k+1,9' (2.18)

Por exemplo, para o problema (2.3), se f € L%(f2), entao u € H? () N H} (), o
que possibilita obter-se taxas de convergéncia 6timas para elementos lineares (k = 1),

ou seja,

flee — “h”o,n < Ch? I”‘|2,n ) (2.19)

lu—unll, o < Chlulyg. (2.20)

Tem-se, portanto, convergencia de segunda ordem para uy, se se estimar o erro na

norma de L? () e apenas de primeira ordem, se na norma de H' (£2).

Da mesma maneira, ter-se-ia para elementos quadraticos ( k = 2 ):
[l = ”hno,n < Ch’® |u|3,n3 (2.21)
fJu — uh”l,n < Ch? |U|3§z ) (2.22)

desde que a solugao exata u tenha regularidade suficiente. O minimo de regularidade

que deve ser exigido para preservar as taxas 6timas de convergéencia, seria requerer que

u € H3(Q) N H} (), o que, de fato, se verifica quando f € H! (Q).

2.5 O Método de Galerkin

Seja Uy C U um espaco de dimensao finita, com
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dim Uy, = Nj. (2.23)

Suponha-se que’
B, = {w:},, (2.24)

é uma base para o subespago U}, onde G = N}, representa o niimero global de graus de
liberdade da discretizagao. Entao, um elemento genérico v, € U), pode ser representado

pela seguinte combinacao linear,

G
vn = ) vjpj, (2.25)

j=1
onde os v, j = 1,2,..., (G, sao os parametros nodais ou coordenadas generaliza-

das do vetor v,. Com relagao a uy, pode-se escrever igualmente que

G
Uy = Zu,-tp,-. " (2.26)

Substituindo (2.25) e (2.26) em (2.8), obtém-se

G

¢ @
ZZG UiPs, ViP5) = ZL vip;) Vu; € R, (2.27)

i=1j=1 j=1

que equivale ao seguinte problema matricial:
Problema W,,:

Encontrar o vetor X € RC que satisfaz o sistema de equagées algébricas

" AX=F (2.28)

onde X = {u;} € o vetor de incdgnitas nodais e

Aij=a(90i,()0j),i,j=1,2,-..,G (229)
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F]':L(tpj),j=1,2,...,(;. (230)

No método dos elementos finitos, a matriz A e o vetor F sao calculados acumulando-
se, adequadamente, as contribuigoes das matrizes elementares A e F¢, dadas, respec-

tivamente, por

Ay =a(g¢5),4,i=12,...,E (2.31)

Fj:L(gpj),jzl,Z,...,E. (2.32)

Introduzindo as definigoes de produto interno, pertinentes ao espaco de trabalho U/,
nas formas a (-,) e L (-) acima, serao obtidas integrais que sao, em geral, computadas
numericamente, usualmente através de quadraturas de Gauss-Legendre [37]. A mon-
tagem das matrizes e vetores locais nas correspondentes matrizes e vetores globais e a
concomitante eliminacao ou modificagao dos graus de liberdade globais correspondentes
a condigoes de contorno essenciais, sao realizadas através de procedimentos padroniza-

dos, constituindo um problema bem resolvido em termos de programagao [43],(13],[44].

2.5.1 Propriedades da Aproximacgao de Galerkin
Existéncia e Unicidade de Solugao

E importante salientar que, devido ao fato de haver-se adotado aproximacoes de e-
lementos finitos conformes, isto é, [/, C U, o problema discreto termina por herdar
muitas das propriedades do problema do confinuum correspondente. Portanto, se a
forma bilinear a (-,-) do Problema W é positivo-definida, assim também serd a
matriz A do problema discreto (2.28). Isto, evidentemente, assegura a existéncia e
unicidade da solugao, pela imediata aplicacao do Teorema de Lax-Milgram ao Pro-
blema W;,. Se, além de tudo, a forma bilinear a (u,v) for simétrica (ou hermiteana),

a matriz A também o sera.
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Consisténcia

Como U, C U, segue-se que a solugao exata v do Problema W também satisfaz o

Problema W), e, por conseguinte, pode-se escrever que

a (u,v;,) =5 ('Uh) N € Up, (233)

0 que expressa a consisténcia variacional do método de Galerkin.

Ortogonalidade do Erro

Subtraindo (2.8) de (2.33) obtém-se

a(u,vy) — a(up,vy) = 0V, € Uy,

ou, usando a bilinearidade de a (-, -),

a ('U- U ’Uf,) = O,V’Hh e U, (234)

0 que assegura que o vetor erro u — uy, é ortogonal ao subespago de aproximacgao
U/, com respeito ao produto interno dado por a(-,-). Isto, por sua vez, significa que
a aproximagao €, em um certo sentido, a melhor possivel para um dado subespaco
;. O teorema seguinte oferece condicoes suficientes para convergencia e, como um

primeiro resultado nesta direcao, uma estimativa abstrata de erro basica [42]

Teorema 3 FEzriste uma constante C, independente do subespago Uy, tal que

= unll < C ||t — val| ,Yon € Un. (2.35)

Prova 1 Usando as mesmas constantes de continuidade e eliplicidade M e «, respec-

tivamente, da se¢ao 2.3.1, tem-se, para qualquer vy, € Uy, que

ollu—up))? < a(u—up,u — up) ;
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somando e sublraindo vy, ao sequndo termo do sequndo membro da desiqualdade acima,

obtém-se

alu— uh]@ < a(u—up, (u—vy) + (vn —un)),

que, devido a bilinearidade de a(-,-), implica em

alu-— uh||?J <a(u—upu—ovy)+a(u—unvy —up);
porém, a (u — up, vy — up) = 0, devido a propriedade de ortogonalidade do erro (2.34)
e, assim, resulta
0<alu-— uhHEr < a(u—up,u—uvy).
Usando, agora, a propriedade de continuidade de a(-,-), isto é,
|a (v —un,u—vn)| <M Jlu—unly flu—ovally,

pode-se escrever que

allu = unlfy < M lu = unlly Jlu = vally

ou seja,

”u_uh”U <C llu—vnllw (2.36)

o que prova o teorema, com C = M/a.

Melhor Aproximagao

Proposi¢do 4 Quando a forma bilinear é simétrica, entao a aprozimagao de Galerkin
up, € a projecao da solugdo exatau no subespago aprorimado Uy, com respeito ao produto
interno a (-,+). Em outras palavras, uy é a melhor aprozimagao possivel para w em Uy,

na norma da energia, isto €,
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|l — unllz < lu— vallg ,Yor € Us. (2.37)

Prova 2 Para demonstrar (2.37), considere-se a identidade

a(u—vnu—vy) =a(u—up+tp — Vh,u—up+up— ),

que, devido d simetria de a(:,-), € equivalente a

a(u—vp,u—vy) = a(u—upu—1u)+2a(u—up,up — vy)

+a ('U,h_ — Up, Up — 'Uh) (2.38)

Considerando a ortogonalidade do erro (2.34), tem-se que

a(u—up,up —vy) = 0. (2.39)

Por outro lado, a U-elipticidade de a (-,-) permite escrever que

o ||up — vh||2U < a(up — vp,up — vp) . (2.40)

Substituindo (2.39) e (2.40) em (2.38), resulta em

a(u—vnu—uvy) > a(u—up,u—up)+ allus —val - (2.41)

Desprezando-se, agora, a quantidade posiliva « ||up ——vh||?,, no sequndo membro de
(2.41), obtém-se

a(u—up,u—1up) < a(u—uvyu—uy), (2.42)

o que demonstra (2.87), jd que, por definigdo, ||[v|, = [a (v,v)]l/ 2 Usando, finalmente,
a U -elipticidade e a continuidade de a (-,-), respectivamente, no primeiro e no sequndo

membros de (2.42) e extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, chega-se a
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M
lw — un|l,; < - llw — vn |l (2.43)

T
Por conseguinte, quando a forma bilinear é simétrica, pode-se obter uma melhor cons-

tante (1/M/a Jna estimativa do ervo ||u — up||,, do que a obtida no caso geral (M/a),
uma vez que M € sempre maior do que c.

2.6 Aplicagao: Potencial Escalar

A fim de ilustrar os conceitos tedricos discutidos nas segcdes anteriores, serd examinada,
nesta se¢ao, a formulag¢dao variacional de problemas envolvendo operadores diferenciais
parciais elipticos, lineares e de sequnda ordem. Serdo considerados, apenas, operadores

escalares, isto €, a varidvel dependente serd considerada uma grandeza escalar.

Nao serd demais reafirmar a importancia de tais problemas em vdrios ramos da
Fisica e da Engenharia, particularmente na solugao de problemas eletromagnéticos

estdticos ou quase-estdticos [45], [46].

2.6.1 O Problema de Neumann

Serd examinada, agora, a formula¢ao e a solugao, via métodos variacionais, do Pro-
blema de Neumann para operadores elipticos lineares de sequnda ordem. A aprozi-
magdo de elementos finitos serd discutida posteriormente, quando serao apresentados

alguns resultados numéricos.

Formulagao Classica

Seja Q0 um aberto limitado de RN e seja x = {x;}Y, um ponto genérico de RV.
Denotando-se por O a fronteira de Q1, suponha-se que ) € suficientemente reqular.

O primeiro exemplo corresponde ao problema de Neumann:

Problema N:
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Encontrar u tal que

—V - (€- Vu) + apu = pem (1, (2.44)

(€- Vu) - n = gnsobre 0Q, (2.45)

onde ag e p sdo funcées dadas, definidas em Q e g, € definida sobre 9%, sendo n a

normal exterior unitdria a 80, ; o produto escalar usual de RN ¢ definido por

N
a-b= Zaibi,\/a,b ~ RN;a = {ai}il ,b — {bi}iil (2.46)
i=1

Observagdo 3 Se € = cl, isto €, se €;; = €b;;, onde ¢ € um escalar constante, entao o

Problema N se reduz ao Problema de Neumann classico

~V2u 4+ dou = p/e em Q, (2.47)
B g sobri 9.48
e = g, sobre 9%,, (2.48)

onde V? € o conhecido operador Laplaciano, ay = ag/€ € Ou/0n = Vu-n € a derivada

normal de u sobre §,,.

Formulagao Variacional

Seja v € D (QQ); multiplicando (2.44) por v e integrando em 2, obtém-se

—/ V. (¢ Vu.)wdx—i—/ apuvdx = | pudx. (2.49)
Q Q 0

Agora, considere-se uma fung¢ao vetorial x — V (x), definida sobre () e tomando valores

em RN, bem como a sequinte idenlidade vetorial

V:(vV)=vV-V4+V.Vo
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Integrando em Q) e aplicando o Teorema da Divergéncia ao primeiro membro, obtém-se

a Formula de Green

L

/ vV - ndl’ = f V. Voudx + [ vV - Vix, (2.50)
a0, Q Q
onde dT" denota a medida superficial ao longo de 85),. Tomando V =¢-Vu em (2.50),
obtém-se
f v (¢- Va) ndl = j (€ V) -Vodx + ] oV (€ V) dx,
8 Q Q

que, combinada com (2.49) e com (2.45), implica em

f(€-Vu) -Vvdx+f aou'(rdx:/ pvdx—}—] gnvdx; (2.51)
) 0 Q Gl

a fungdo v em (2.49) e (2.51) é usualmente chamada uma fung¢do-teste. Observe-se
que (2.51) envolve apenas derivadas de primeira ordem da fungdo incdgnita u, o que

ndao acontece com (2.44).

Reciprocamente, pode-se mostrar [42] que se (2.51) se verifica, Yv € V, onde

V= {zr |lve ! (ﬁ) ; v tem um suporte compacto em_ﬁ} . (2.52)
entdo u €, em algum sentido, a solu¢ao do Problema N.

Neste ponto, é necessdrio introduzir-se o espagco de Sobolev H' (2), definido por

H'(Q) = {1' |velLl? (Q),g;—;_ e L*(Q);Vi= 1,2,...,N}; (2.53)

as derivadas em (2.53) sio tomadas no sentido das distribuigdes, isto €,

v " Oy
P = — —dx,V Q 2.54
0 Or; £ ,/u”r?m,-dx’ pEDR), (e

onde

D(Q) ={p|pe€C™(Q),p tem suporte compacto em Q} . (2.55)
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Para maiores detalhes e propriedades adicionais dos espagos de Sobolev, veja-se, por
exemplo, [47],(48].

Equipado com o produto interno

(U, V) g1 () = / (wv + Vu - Vv)dx (2.56)
Q

e com a norma induzida pelo produto interno acima,

/2
ol 20y = (v,v) H?(Q) = [f lv|* + |Vl )dx] y (2.57)
o espago H' (Q) é um espago de Hilbert [48].

Apresentam-se, a sequir, alguns resultados [} 7] que serao iteis em desenvolvimentos
posteriores:

Proposigdo 5 Suponha-se que 0S), € suficientemente reqular, com 0 situado local-

mente de um mesmo lado de 95),,. Tem-se, entdo, que

()

D@Q) T =H'(9),

onde
D) ={v|ve C*(Q),vtem um suporte compacto em 2} .

Seja, entao, v € D(S); introduz-se o operador trago 7y, como o mapeamento

linear definido por yo : D (Q) — L*(98,), ou seja, tal que

You =V |aq,; (2.58)

entdo, a sequinie proposi¢ao pode ser provada[47]:

Proposi¢dao 6 FEriste uma constante C (§2) tal que
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Vv € D(Q), |00l 120y < C () 0]l 41y - (2.59)

A proposicdo (2:59) significa que yo € continua em H' (Q), isto é, dada uma segiiéncia
(vx) convergente para uma certa fungdo vo em H* (), entao (yovx) converge para Yovo
em L?(Q).

Coroldrio 7 Eriste um operador linear continuo vy : H' (Q) — L?(89Q,), o opera-
dor trago, cuja restrigio a D () coincide com ~yp; usando ainda a notagdo o para o

operador trago, tem-se que

Ivovll 20y < € () [l 1) (2.60)

isto é, o € um operador linear continuo em Hy (Q) ou em H' (Q), jd que as normas

destes espagos sdo equivalentes [1].

Retornando ao Problema N e a (2.51), suponha-se que as sequintes hipdleses se

verificam a respeito de €, ag, p € gn:

pel*(Q), g, € L*(09,), (2.61)
ag € L™ () ,ap (x) > ap > 0g.s. em €2, (2.62)
a;; € L™ (Q) ,V]. S ’-‘;,j S N,' (263)
eriste a > 0 tal que
. 2 N N
€(x)- &€& >alt|”,q.5. em Q,VE = {&},_, ER", (2.64)

2
onde |£| = ( o 53)1/ ¢ a norma (mddulo) de & em RV .

Defina-se, agora, a(-,-) : H'(Q) x H*(Q) = R e L(-) : H'(2) — R, respectiva-

mente, por



2.6 Aplicagao: Potencial Escalar 33

a(u,v) = f (€ Vu) - Vudx—l—/ aguvdx Yu,v € H' (Q) (2.65)
2 )
e L
L(v) = /n pvdx + fm gaovdD v € H' (Q). (2.66)

Pode-se mostrar, sem dificuldade, que a(-,-) e L(-) sdo, respectivamente, bilinear e

linear em ).

Com efeito, de (2.66), tem-se que

|IL(v)] < pudx| + gnyovdl’
0 o,

1/2 1/2 1/2 1/2
2 2 2 2
(flefax) ™ ([ ax) ™+ ([, tanlar) ([, beoiar)

onde usou-se a desigualdade de Cauchy-Schwartz para integrais [1]. Como p e gn 840

IA

fungées fizadas, respectivamente, em ) e sobre d5,, e levando em conta a desigualdade

(2.59) e o fato de que ||v]| 1) 2 (V] 120y, 0btéM-se

1L @) < (o]l 2y + € () I9nll 2gey) 10l ar1y v € H (), (2.67)
o que mostra que L (v) é continua em H' (Q).
Defina-se, agora,
o €(x) -
[E(x)|gne = sup M;
teRN {0} |£|

da relacio (2.64), observa-se que a fungdo x — |€(x)| € limitada, isto é, pertence a
L> (). Denotando-se por ||€]| ,x(q) @ norma-L> da fungdo acima, tem-se, entdo, de

(2.65) e da desigualdade de Cauchy-Schwartz, que

1/2 1/2
a (o)l < el ([ 1Vdx) ([ 190 dx)
(
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+ "‘10“,;@(,,) ”u”m(n) ||'U||L2(n)
= ”E"L"“{Q) ||V“||L2(m ||VU”L2(Q) * ||‘10||Lw(m “u"L'-’(Q) ||U||L2(n)
< M ([Vull gy 1V oy + Il 2y 101l 2y )

onde M = max |l = (ay » a0ll ey ) Porém, como

”w”Hl(Q) = \/(”w”m(m T ||Vw||1,2(n)) 2 ||w||1,2(n) oy ”V"J”p(n) ’

segque-se que

la (u,v)| < M |lull g1qy 0]l 1y Y, v € H (). (2.68)

A relagdo (2.68) implica na continuidade de a (-,-).

Fazendo-se u = v em (2.65), obtém-se

a(v,v) =/ (E-Vv)-Vde+/a0v2dx;
o o

levando-se em consideragao as relagées (2.62) e (2.64), tem-se que

AV

a(v,v) /a[V1’|2dx+ / agvdx
Q 0
min (a, ao) (| Vo)) + [|v]|*)

min (o, ap) ||'u|]f{,(m Vv e H'(Q), (2.69)

IV

o que implica que a (-,-) é H'-eliptica ou H'-coerciva.

Das propriedades acima verificadas com relagio a H' (Q2), L(-) e a(-,-), pode-se

aplicar o Teorema de Laz-Milgram da seg¢ao 2.3.1 e, assim, provar que:
Problema NW: O problema variacional linear:

Encontrar u € H' (Q) tal que

a(u,v)=L(v) Yve H (Q), (2.70)

tem uma inica solugao.
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Observagdo 4 Suponha-se que € € simélrico (isto €, €;; (x) = €; (x), € € R, ¢.5. em
Q, V1 <1i,j <N). Isto implica na simetria da forma bilinear a (-,-). Da observagdio 2
da Segdo 2.3.1, seque-se que existe equivaléncia entre (2.51) e o seguinle problema de

minimizacao:

Problema NII: Encontrar u € H' (Q) tal que

J(u) < J(v),Yve H(Q), (2.71)
onde
_ 1 [ (. vo). Voaxst [ ac?dx— _
J(v) = 2[9 (€- Vo) Va.dx+2fﬂa01 dx /ﬂpvdx fm" gnvdl. (2.72)

O problema (2.71), (2.72) é um problema tipico do cdlculo variacional cldssico.

Neste ponto, surge uma pergunta natural: a solugao do Problema NW é também

uma solugao do Problema N ¢

Para discutir esta questao, considere-se primeiramente uma fungao-testev € D (2) C

H' (Q); entdo, tem-se que

a(u,v) = L(v) YveD(Q),

ou seja, tendo em conta que yov =0, Yo € D (Q),

fn (€ V) - Vodx+ fn agtivdx = [g pvdx,Yv € D (), (2.73)

isto €, no sentido das distribui¢ées [1], tem-se a identidade

(€ Vu, Vv) + (agu,v) = (p,v) ,Yv € D (1), (2.74)

onde (-,) denota a dualidade [1] entre D' (Q) e D (). Das propriedades da diferen-

ciagdo distribucional em D' (Q) [1], resulta a relagao
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(€-Vu,Vv) = — (V- (€-Vu) ,v), (2.75)
que, substituida no primeiro termo do primeiro membro de (2.74), leva a
(=V-(€- Vu) + apu,v) = (p,v) ,Yv € D(),

isto €, no sentido das distribuigoes, obtém-se

—V-(€- Vu) + apu = p, (2.76)

que ¢ a equagao definida no Problema N. Uma prova rigorosa de que a solug¢ao u
de (2.70) satisfaz a condigdo de contorno (2.45), estd além do escopo deste trabalho
[47]; por conseguinte, apresentar-se-d apenas uma demonstragdo formal deste fato.
Substituindo (2.65) e (2.66) em (2.70), tem-se que

f (€ Vu) - Vodx+ / aguvdx = / pudx+ f gpvdl’ Yv € D (—ﬁ) : (2.77)
0 0 Q 0

da formula de Green, seque-se que

f('e’-Vu.)-V'rrdx: —] v. (E’-Vu)dx—}-/ (¢- V) v - ndl,
Q 9] o

que substituida em (2.77), resulta em

fn [~V (£ V) — p] vix— [m @ Vu)-n=g,Judr = 0w e D (7);

tendo em conta (2.76) e que v € D () € uma fungao-teste arbitrdria, seque-se que

(€ Vu) -n =gy,

que €, precisamente, a condigao de contorno em (2.45). Desta forma, a solugio u do
Problema NW é também uma solugio do Problema N. De fato, tem-se mais do

que tsto, uma vez que pode ser provado que:
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Proposig¢do 8 Supondo que p, g,, € € ag satisfazem (2.61)-(2.64), entdo o Problema
N tem uma solugdo inica em H' (Q), a qual é também a tinica solu¢iao do Problema
NW. .

A proposigao acima € muito importante, porque sugere o uso de (2.70) para resolver

o Problema N, principalmente na obtengdo de uma solugdo numérica.

2.6.2 Problema de Teste Escalar

Objetivando comprovar os resultados tedricos sobre convergéncia do MEF para pro-
blemas de potencial escalar, disculidos tomando-se como referéncia o Problema de
Neumann, foi estudado um problema de contorno com solu¢ao analilica conhecida,

descrito pelas sequintes equagoes:

~V2%p = pleg em Q = [0,1] x [0,1],

@ = 0 sobre 012,

onde a densidade de cargas é dada por p (x,y) = sinmxsinmy. A solugdo erata deste

problema ¢ dada pela fungao

1

7Y2£0

w(z,y) = 5 sin 772 sin Yy,

como pode ser facilmente verificado.

O dominio de solugao foi discretizado por uma malha de elementos finitos com
elementos quadrilaterais bilineares (4 nos), isto é, k = 1. Como se pode observar da
Fig. 2.2, a taza de convergéncia da solu¢ao em fungao do nimero de elementos, é de
aprozimadamente 2 : 1, se o erro for estimado na norma-L? e de apenas 1 : 1, se o
for na norma-H', confirmando, desta forma, os resultados tedricos das estimativas de

erro previstas, respectivamente, pelas relagées (2.19) e (2.20).
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Figura 2.2: Tazas de convergéncia obtidas numericamente para o problema de Neu-

mann.

2.7 Aplicagao: Potencial Vetorial

A luz dos conceitos tedricos aqui discutidos, serd ezaminada a formula¢ao variacional,
para posterior solug¢ao por elementos finitos, de um problema de resposta cuja equagdo

operacional € do tipo eliptico, linear, vetorial e de seqgunda ordem.

O modelo se aplica a solugao de problemas de contorno encontrados, por exemplo,
na magnetostdtica, os quais sao formulados em termos de uma fungao potencial veto-
rial A, conhecida como potencial vetorial magnético. Este tipo de problema € de
fundamental importancia no projeto de dispositivos eletromagnéticos e eletromecanicos
em geral, tais como mdquinas elétricas, transformadores de poténcia, freios, mancais e
embreagens magnéticos, contactores, atuadores e muitos outros. Além disto, € possivel
estender sua aplicagio a outras formulagoes envolvendo outros tipos de potencial ve-

torial [35], tais como os potenciais de Hertz. A aprorimagdo de elementos finitos
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ao modelo serd disculida posteriormente, quando serdo apreseniados alguns resultados

numéricos.

2.7.1 Formulagao Classica

~ Seja Q um aberto limitado de RY | com. fronteira suficientemente reqular 0Q. Denote-se
PorX = {:z:,-}?;1 um ponto genérico de R e por nn a normal unitdria ezterior a 952, Seja
ainda ji (x) um operador linear de RN em RY, dependendo de x em Q, representando
o tensor permeabilidade magnética do meio que ocupa o dominio Q1. Suponha-se,
finalmente, que € dada uma densidade vetorial de corrente elétrica de condugdo
J(x) € [L2(Q)]". Nestes termos, entdo, o problema cldssico da magnetostdtica consiste

em encontrar o campo magnético estatico H(x) em 2, salisfazendo as equagoes de
Mazwell

VxH=1J, emQ, (2.78)
V. (i-H)=0, em 2, (2.79)
n- (ii- H) =0, sobre 082, | (2.80)
e
n x H =0, sobre Q,. | (2.81)

FEristem diversos métodos de resolver o sistema de equagdes acima, denire os quais
o do potencial vetorial magnéfico A, que serd aqui ezaminado. Assim, em virtude da

equacio (2.79) e da natureza de §1, existe uma fungdo potencial vetorial A (x), tal que

ji-H=VxA, em Q. (2.82)
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Substituindo (2.82) em (2.78), obtém-se uma equagdo diferencial parcial vetorial de

sequnda ordem, dada por

LS

V x (Up -V x A) = poJ, em Q, (2.83)

sujeita as condigoes de contorno

n x A = 0, sobre 89,, (2.84)
nx (7 -V x A) =0, sobre 0Q,,; (2.85)
e de interface
n;; x [5,-,' . (V X A,) e ﬁ,.j . (V X AJ)] = O, sobre S,'J', (286)
€
n;; - [ﬁﬂ' . (V X A,) — l:;,-j “ (V X AJ)] = O, sobre Sij, (2.87)

onde 9§} = 9Q, U Iy, com 0, N N, = 0, e S;; representa a interface entre dois
maleriais com relutividades magnéticas relativas Uy € Upj (U, = ;' ). A normal
unitdria @ interface € representada por n;;, sendo, por convengao, orientada do material
i para o material j. Para garantir a unicidade do potencial vetorial A, solucao do
sistema (2.83)-(2.87), é necessdrio impor o calibre de Coulomb V- A =0 em todos
0s pontos de 2 [35].

Objetivando simplificar a andlise que se seque, supor-se-d, sem perda de generali-

dade, que 98, = 0. Desta forma, o problema que se passa a analisar é dado pelo:

Problema D: Encontrar A : Q@ — R tal que

V x (0, -V x A) = poJ, em 2, (2.88)
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V-A=0,em (2.89)

n x A =0, sobre 61,. (2.90)

2.7.2 Formulagoes Fracas

O problema variacional discutido em relagio ao problema de Neumann era do tipo
ndo-constrangido, isto €, procurava-se o minimo de um funcional J em todo um espaco
H de fungdes admissiveis, sem quaisquer restrigées impostas as funcées-teste v. Uma
classe mais dificil de problemas de minimizagdo é aquela em que se demanda minimizar

J sobre um subconjunto de H, cujas fungdes satisfazem restrigées, tais como

Bu=g, (2.91)

onde B é um operador linear de H em outro espago de Hilbert () e g representa dados

especificados em Q. Por exemplo,

Buz@,gzl
ox

¢ um exemplo de uma restrigao que poderia ser imposta a fungoes-leste minimizadoras

de funcionais definidos sobre espagos tais como H' (), onde B : H' () — L? ().

O subconjunto K C H, consistindo de todos os elementos que satisfazem (2.91), é

conhecido como o conjunto das restrigoes ou das fungoes admissiveis:

K={veH|Bv=g} ’ (2.92)

O problema de encontrar um minimo de J em um conjunto de restrigoes K é consi-

deravelmente mais dificil do que o problema sem restri¢ao acima aludido. De particular
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tmportancia € o fato de que os elementos de K sdo dificeis ou mesmo itmpossiveis de

se aproxrimar.

O método dos multiplicadores de Lagrange [37] fornece uma allernativa poderosa,
que possibilita procurar um minimizador em todo o espago H e nao apenas no conjunto
de restrigées K [49]. Os métodos de elementos finitos baseados em formulagies a
maultiplicadores de Lagrange, de problemas mecdnicos com restrigdes, sao conhecidos
como métodos mistos de elementos finitos. A peculiaridade destes métodos é que
duas varidveis dependentes devem ser aproximadas em cada elemento: a solucdo u
(vetor deslocamento) e o multiplicador de Lagrange p (a pressio), representando uma

restrigao.

Assim, dada a semelhanga do Problema D com os problemas mistos da Mecanica,
€ usual formuld-lo, em termos variacionais, através de uma andlise de elementos finilos
mastos, envolvendo aprorimagoes de dois campos independentes: o das varidveis primi-
tivas (A) e o dos multiplicadores de Lagrange (V - A) [26]. Entretanto, mostrar-se-d
que nao hd necessidade de adotar-se uma formulagao mista para aquele problema, uma

vez que o multiplicador de Lagrange é identicamente nulo.

A seguir, serao apresentadas algumas formulagées fracas (ou variacionais) corres-
pondentes ao Problema D, a comegar pelas formulagoes mistas, culminando-se com

uma formulagao alternativa, a um inico campo, proposta nesta tese.

Formulagoes a dois Campos

Uma solugao aproximada do problema de resposta reduzido é dada pela seguinte for-

mulagao variacional:

Problema W: Achar u € K () tal que

a(u,v)=L(v), Vu,v e K(f), (2.93)

onde

a(w,v)=(¥-VxuVxv), (2.94)
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e
' L(v) = (113, V)2 ; (2.95)
KQ)={veU(ro;Q)|V-v=0} (2.96)

Ulrottl) = {v e[@]" Ivxve [2@)]"

(Vxv,0) = (v,V x ), Vg € [H' (n)]”} . (2.97)

FEsta formulag¢do implica na construgao de espagos de elementos finitos Ky C K,
sendo dificil ou mesmo impossivel aprorimar os seus elementos, devido a restrigdo
V v =0 incluida na definigio de K. Um método tipico de relazar esta resiri¢do, é a

seguinte formulagao mista, baseada no multiplicador de Lagrange [37], [49], [41], [1]:
Problema M: Encontrar o par {u,\} € U (rot; Q) x L? (Q) tal que

a(u,v)+b(A\v)=L(v), Vv eU (rot;) (2.98)
€
b(p,u)=0,Vp e L*(Q), (2.99)
onde
b(A\,v)=(\V-v),VAe L*(Q), Vv e U (rot;Q), (2.100)

sendo A o multiplicador de Lagrange, associado a restrigio V -u =0 em §).

Uma outra possibilidade de tratar a restricio V - u = 0, é através da formulag¢do

mista reqularizada, a sequir:
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Problema M.: Achar o par {u,\} € U (rot; Q) x V tal que

* a(u,v)+b(A,v)=L(v), Vv e U(rot;Q) (2.101)

—€(Ae,pt) +b(p,u) =0,Vu € V, Vu € U (rot; Q) , (2.102)
onde V C L? ().

FEzplicitando A\, na equagao (2.102), tem-se que

1
(#,—€X) + (2, V-u)=0= A= ZV-u; (2.103)

substituindo (2.103) em (2.101), resulta na sequinte formulagdo, penalizada em todo o
espago U (Q):

Problema P.: Achar u, € U (rot; Q) tal que

a(u,v)+ %(V ‘u,V-v)=L(v),VWwelU(Q)), (2.104)

onde
UQ) = {v e[@]" 1vxve @] V.ver (9)} . (2.105)

Formulagao Fraca a um Unico Campo

Como alternativa as formulagoes mistas usuais mencionadas na Se¢ao anterior, apre-
senta-se a, sequir, uma formulagao variacional cldssica de Galerkin, em um wnico

campo, para 0 Problema D.

SejaV € [D (Q)]N uma funcao-teste vetorial suave, definida sobre ). Multiplicando

(2.88) escalarmente por V e integrando em ), obtém-se
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L [V % (5, - ¥ % &)] - Vg = pO/QJ N, (2.106)

Suponham-se duas fungées vetoriais P ¢ Q em [D (Q)]" e considere-se a seguinte iden-

tidade vetorial

V-PxQ)=(VxQ)-P-(VxP)-Q. (2.107)

Integrando-se (2.107) e aplicando-se o Teorema da Divergéncia, resulta em

ﬁne (PxQ)-ndl":/ﬂ(VxQ)ode—/nQ-(VxP)dx, (2.108)

onde dI' representa a medida ao longo da fronteira 9S),. Fazendo-se, em (2.108), as
escolhas P =V e Q=10,-V x A, obtém-se

i{m [V x (@ -VxA)]-ndl = /”[Vx(gr.va)]_de

ffn(i"'foA)-(VXV)dx,

de onde se pode escrever que

|19 % @ v x A)]- Vax = fgne[Vx(Df-VxA)]-ndI‘

+fn (7 -V x A)-(V x V)dx. (2.109)

Substituindo-se (2.109) em (2.106), resulla em

fﬁr-(VxA)-(VxV)dx - ,uu/J-de
Q .ﬂ
—}4 (nx V)- (7 -V x A)dl
INe

- ,u(,f T Vix, (2.110)
Q
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onde foi usada a identidade vetorial

L

n-{Vx[p (VxA)} = V{5 (VxA)] xn}
(mxV)-[5-(V x A)], (2.111)

no integrando da integral sobre a fronteira e levou-se em conta que (n X V) |a0.= 0.

Para que se possa aprofundar a andlise, é necessdrio, neste ponto, introduzir um
subespago U () C H' (), definido como

UQ) = {v ve @] vxvel[r@]" v-ve[r@):
Yo (m X V) |pq.= 0} . (2.112)

Equipado com o produto interno

(@, V) = [ [(Vxu) - (VX v) + (V- u) (V- v)]dx (2.113)

e com a correspondente norma [42]

2 2 /s
Vo = | [ (19 x VP +1v-v)ax| ", (2.114)
é dbvio que U (Q), definido acima, é um espago de Hilbert.

Retornando ao problema, dado pelas equagées (2.88)-(2.90) ou, na forma varia-

cional (2.106), serao supostas vdlidas as sequintes hipdteses:
. \ N
J(x) e [L2@)] (2.115)

Upij (z) € L (Q) V1 <i,j < N; existe > 0 tal que

U (x)-€-€ 2> alf)?q.s. em Q, (2.116)
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" 1/2
VE = {6}, € RY; com [¢] = (zs?) . (2117)
i=1

«

Definem-se, entao, uma forma bilinear e uma forma linear dadas, respectivamente, por

a(u,V)yq) = fnﬁr-(Vx u)-(V xv)dx+/‘;(V-u)(V-v)dx,
Vuv € U(Q) (2.118)

L(v) = po fn J-vdx,¥v e U (Q). (2.119)

De (2.119), tem-se que

|IL(v)] = ;m’/.]-vdx’ Sy,of |J - v|dx
JQ Q
= My Il']l L'Z(Q) ||v”.f,2(ﬂ) . (2.120)

Como J € fizada e U (Q) C L?(Q), seque-se que

IL(v)|<C IVl Vv €U (), (2.121)

onde C = pg || J||12¢q) € uma constante positiva. Desta forma, mostra-se que L(-) €

continua em U ().

Agora, define-se

- Up (x) -+

|Ur (X)|gn = sup 1——(-)—El; (2.122)
EeRN-{ 0} |£|

das relagoes (2.116) e (2.117), observa-se que a fung¢io x — |U, (x)| € limitada, isto

é, pertence a L (). Denolando por ||V (X)||p(qy @ norma-L> da fungdo acima,

depreende-se de (2.118) que



48 Analise Numérica de Campos Eletromagnéticos Estacionarios

@ (V)| < 1% 09wy [ IV % w) (¥ x W)l [ [(9-0) (V-v)|dx. (2123)

Usando-se a desigualdade de Cauchy-Schwartz em cada uma das integrais acima, obtém-

s€

la(u,v)] < |7 (x)”Lm(n) IV x u"ﬂ(n) IV x V"Lz(n) +
V- u”L2(Q) V- V”Lﬂ(n) . (2.124)

Tomando-se o mdrimo entre os coeficientes de cada termo do seqgundo membro da

relagao acima, isto é, definindo-se

M = max (|7 ()| ey - 1) > 0, (2.125)

pode-se escrever que

la(u,v)| <M {HV X “”L?(n) IV x V”Iﬂ(ﬂ) +|V- “"L?(n) |V - V”L?(n)}f

somando-se ao sequndo membro da relagao acima, a quantidade positiva

M {||V X “”L?(Q) V- v||L2(Q) +[|V x V”:ﬁ(n) IV ““L2(n)} ’

serd refor¢ada a desigualdade. Assim, tem-se que

la(,v)| < M{|IV xull s IV % V]2 + IV - ull 20y IV - Vil 120y
+ 1V 5l 20 1V Vil 2y + MY X Vil gz IV - ull 2y }
= M {(HV X u“L?-(Q) + ||V - “"L?{n))
(”V x V”L?(n) +[V- V”LQ(S!))} ?

1slo €,
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la(u,v)| <M ““”U(n) ”V”U(n) Nu,v e U (Q), (2.126)
o que demonstrd que a (-,-) € continua em U (02).

Fazendo-se, agora, u = v na equagdo (2.118), resulta

a(v,v)=LE,--(V><V)-(Vxv)dx+fQ(V-v)(V-v)dx

Porém, de (2.116) e (2.117), para £ =V x v € RV, tem-se que

U (2)- (VX V)-(VxV)>a|lVxv]? gs emQ

de onde se obtém

A%

a(v,v)

a/ |V xvlzdx+f V- v|*dx
Q Q

> m(f |V><v|2dx+f|V-v|2dx)
193 2
= "V”?J(n) Vv eU(Q), (2.127)

onde m = min (a, 1) > 0. Desta maneira, mostra-se que a (-,-) € U-eliptica.

Das propriedades acima verificadas com relagao a U (Q), L(-) e a(-,-), pode-se

aplicar o Teorema de Laz-Milgram, da Segao 2.3.1, concluindo-se que:
Problema W: O problema variacional linear:

Encontrar u € U (2) tal que

a(u,v)=L(v),¥YveU(Q) (2.128)
tem uma solugao inica.

Observacdo 5 Suponha-se que U, € siméltrico (isto é, Uyj (z) = Vpji (x), V1 < 4,7 <
N,q.s. em Q); isto implica na simetria da forma bilinear a (-,-). Da Observagdo 2, da
Secdo 2.3.1, seque-se que erxiste equivaléncia entre (2.128) e o seguinte problema de

minimizagao:
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Problema DI1: Encontrar u € U (Q), tal que

J ) <J(v)Wwel(@), (2.129)

onde

Jv) = %L(ﬁ,-vxv)-(va)dx+%fn(v-v)(v-v)dx

—pofn.] - vdx (2.130)

2.7.3 Aproximagao do Problema

Como visto nas Segoes 2.4 e 2.5, a idéia bdsica dos métodos variacionais consiste em
aprorimar-se o problema em um espago de dimensao finita Uy, onde h é um parametro
caracteristico de uma familia de subespagos aprozimados {Uy} de U (), que tende a

zero quando a dimensao Ny de U, tende a infinito. Em outras palavras, o Problema
W € aproximado pelo:

Problema W,,: Encontrar u,, € U, tal que

a(uh, Vh) = (Vh) ,Vvh S [jh C I], (2131)

onde

a(un,va) = /Qh(ﬁ,_~V><u,,)-(Vxvh)dx+/nh(v-u,-,)(v-vh)dx
Yau,vi € Uy (2.132)

L (Vh) = ﬂo/ J- vhdx,Vvh € Lrh, (2.133)
Qp



2.7 Aplicagao: Potencial Vetorial 51

onde U, C U é dado por U, = Sk x Sf, para N = 2, ou por U, = SF x Sf x UF, para
N =3.

A qualidade da solugdo depende, ainda, do método de aprorimagdo empregado con-
Juntamente com o método dos elementos finitos, bem como das constantes de con-
tinuidade (M) e de elipticidade (m) da forma bilinear do problema em tela. Para o

método que se estd analisando, € possivel estabelecer-se a sequinte estimativa, a priori,
para a solugao aprorimada uy,:

|u —unlly < Cllu—wnlly, Yon € Un (2.134)

2.7.4 Problema de Teste Vetorial

Com o intuilo de comprovar os resultados tedricos sobre convergéncia do MEF para
problemas de potencial vetorial, foi estudado um problema de contorno com solugao

analitica conhecida, descrito pelas sequintes equacgoes:

VxVxA=JemQ=[0,1]x[0,1], (2.135)

n- A =0 sobre 09, (2.136)

onde a densidade de corrente elétrica ¢ dada por

J(z,y) = (—sinmz cos 1y, cosmxsinmy) (2.137)
A fim de facilitar a andlise, foi suposto, sem perda de generalidade, que po = 1.

A solugao exata deste problema € dada pela fung¢ao vetorial

1 1
A (z,y) = (_ﬁ sin 7z cos MYy5—g COSTE sin ﬁy) : (2.138)

como pode ser facilmente verificado.
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O dominio de solugao foi discretizado por malhas de elementos finitos com elemen-
tos quadrilaterais de 4 nés (k = 1) ou 9 nés (k = 2), com a finalidade de verificar
as diferentes tazas de convergéncia obtidas em fungdo do grau do polinémio de inter-

polagao.

Na Fig. 2.3, correspondente a elementos de 9 nds e integra¢ao completa, observa-
se uma convergéncia 6tima, tendo-se obtido tazas prérimas das estimadas pelas

relages (2.20) e (2.21).

|=norma-H'
|->-norma-L2

I

I~

| N

Y. S [N IO, O, Rossadansl eovcbiecd i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2.3: FElementos retangulares de 9 nds e integra¢do completa: convergéncia

dtima.

Na Fig. 2.4, correspondente a elementos de 9 nés e termo de penalidade com
integragdo completa (9 pontos de integragdo), verifica-se que a solugdo aprorimada
converge, porém de maneira ndo-6tima, isto é, com tazas bastante diferentes daquelas

correspondentes as interpolantes.

Usando-se elementos de 9 nds e termo de penalidade com integragao reduzida (4
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Figura 2.4: Elementos de 9 nds com penalidade (9 pontos de integragdo): convergéncia

nao dotima.

pontos de integragdo), é possivel obter-se convergéncia dtima, como pode ser obser-
vado da Fig. 2.5.

A Fig. 2.6, correspondente a elementos de 4 nds e termo de penalidade (4 pontos
de integragao), ilustra uma aproximacgdo instdvel para a solugao. Este fenémeno,
também conhecido como locking, constitui um transtorno do ponto de vista numérico,

podendo ser evitado através de uma escolha criteriosa dos tipos de elementos e respec-
tivas regras de quadratura [37],[49],[1].

Na Fig. 2.7, referente a elementos de 4 nos e termo de penalidade com integragdao

reduzida (1 ponto de integragdo), observa-se uma aproximacdo convergente.

Finalmente, nas Figs. 2.8 e 2.9 apresentam-se as distribui¢oes de potencial vetorial
(componente A, ) obtidas, respectivamente, pelo MEF e analiticamente. Nas Figs. 2.10
e 2.11 sao apresentadas as distribui¢ées da componente A, calculadas, respectivamente,

pelo MEF e analiticamente. Observa-se uma excelente concordancia entre os resultados
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| - |~norma-H’
! |~-norma-L?

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
bgWNl.l
Figura 2.5: Elementos de 9 nds com penalidade (4 pontos de integragdo): convergéncia

dtima.
tedricos e os obtidos pelo método dos elementos finitos.

Os resultados numéricos aqui apresentados, confirmam as previsoes teoricas sobre
estabilidade numérica e taras de convergéncia a priori. Mais do que isto, conirari-
amente ao que se apresenta em alguns trabalhos recentes [25], [26], os experimentos
numéricos demonstraram nao haver necessidade de uma formula¢ao mista para este

tipo de problema, jd que o multiplicador de Lagrange €, neste caso, identicamente nulo.

Estes resultados constituem uma importante contribui¢cdo para a andlise de cam-
pos magnéticos estdlicos ou quase-estdticos. Vale lembrar, por outro lado, que esta
andglise pode ser facilmente estendida a outros problemas eletromagnéticos de resposta,
envolvendo o potencial vetorial magnético A, seu dual F [27], ou qualquer outro tipo
de potencial vetorial. A este respeito, pode-se citar, por exemplo, os problemas de
projeto de alimentadores de antenas, transi¢ies guias de onda/circuitos planos, des-

continuidades em guias de onda e aplicadores de hipertermia, entre outros. Todos estes
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Figura 2.6: Elementos de 4 nds com penalidade (4 pontos de integragdo): aprozrimagdo
instdvel (trancamento).

problemas podem ser formulados velorialmente e, por conseguinte, podem ser tratados

pelas técnicas aqui disculidas.

Embora nao necessdrias para o problema de resposta envolvendo o potencial veto-
rial magnético, as formulagoes a dois campos, aqui disculidas, subsidiarao o desen-
volvimento de uma formulagao mista, objeto do capitulo seguinte, para o combate de

solugoes espiirias em problemas de autovalor.
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Figura 2.7: Elemento de 4 nds com penalidade (1 ponto de integrag¢do): aprozimagdo

convergenle.
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—Solucao pelo MEF

Figura 2.8: Componente A, do potencial vetorial, obtida pelo MEF.

a7



58

Andlise Numérica de Campos Eletromagnéticos Estacionarios

— Solucao exata

Figura 2.9: Componente A, do potencial vetorial, obtida analiticamente.
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—Solucao pelo MEF

Figura 2.10: Componente A, do potencial vetorial, obtida pelo MEF.

99



Analise Numérica de Campos Eletromagnéticos Estaciondrios

~Solucao exata
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Figura 2.11: Componente A, do potencial vetorial, obtida analiticamente.



Capitulo 3

Analise do Problema de Autovalor

3.1 Generalidades

Devido & grande variedade de aplicagdes prdticas de guias de onda, ressoadores, guias e
fibras dpticos e outros dispositivos eletromagnéticos de altas fregiiéncias, o desenvolvi-
mento de métodos numéricos eficientes para resolver os problemas de contorno associa-
dos experimentou um impulso muito grande nas duas iltimas décadas. Tais problemas
de contorno sao, em geral, resolvidos por métodos de integracdo local (método dos ele-
mentos finitos, méiodo das diferengas finitas no dominio do tempo ou método das inte-
gragoes finitas) ou globais (método dos elementos de fronteira ou método das equagdes
integrais) e, 4 excegao dos guias homogéneos e isotrdpicos, requerem uma formulagdo

a trés componentes de campo, em termos de B, H ou de potenciais auziliares.

Este capiiulo contém formulagoes variacionais veloriais a trés componentes do
campo magnético H, para problemas de guias de onda ou ressoadores eletromagnéticos,
envolvendo meios nao-homogéneos e/on anisolrdpicos, embora considerados lincares,
sem perdas, ndo-dispersivos, ndo-magnéticos (ju = pg) e sem fontes. Esta dltima carac-

teristica requer que o problema seja formulado como um problema de autovalor/autovetor.

61
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3.2 O Problema de Autovalores - PAV

Considere-se um campo eletromagnético, com as premissas acima estabelecidas, ocu-
pando uma regiao limitada do espago, designada por ), como mostra a Fig. 3.1.
Esta regiao, doravante denominada dominio de solugdo, serd bi-dimensional ou tri-
dimensional, respectivamente, para ondas guiadas ou para campos em ressoadores eletro-

magnélicos.

Figura 3.1: Dominio de solugao para problemas eletromagnéticos: (a) em duas di-

mensoes; (b) em trés dimensoes.

Um campo eletromagnélico em regime lemporal harménico, nestas condigoes, €

regido pelas equagoes fasoriais de Mazwell

V x H = jwege, - E, (3.1)

V x E = —jwpofi, - H, (3.2)
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V - (ot - H) = 0, (3.3)

V - (eofr - E) =0, (3.4)

onde €, e [i, sdo, respectivamente, os tensores permissividade elétrica e permeabilidade
magnética relativas do meio e €y € pg sao as correspondentes grandezas do vdcuo.
Suponha-se, ainda, que 0s campos variam com o tempo, sequndo o fator e?“t, onde w
¢ a freqiiéncia angular de oscilagao. O sistema é suposto limitado por uma fronteira
00 que consiste, no caso mais geral, de um condutor elétrico perfeito () e de um
condutor magnético perfeito (S ), nao sobrepostos. Este iiltimo, em geral, representa
planos de simelria da estrutura sob consideragao. Id situagdes em que s6 um tipo de

fronteira deve ser usado [50)].

Dado o grande interesse em aplicagées a guias ou ressoadores gerais com car-
regamento dielétrico, a equagao de onda serd desenvolvida em termos de um iinico
campo vetorial, qual seja, o campo magnético H. Esta escolha se justifica, pelo fato de
haver-se admitido que o meio € caracterizado por um dielélrico perfeito nao-magnético
l, = I ), de tensor permissividade elétrica relativa €, (z,y), o que caracteriza um ma-
terial transversalmente nao-homogéneo e anisotrépico. Se, por outro lado, o meio for
caracterizado por materiais ferrimagnéticos [29], [51], entdo o problema poderd ser
formulado para o vetor campo elétrico E, ao invés de H, bastando para tanto que se
invoque o principio da dualidade [27]. Desta forma, as equacdes e programas desen-
volvidos para a formula¢ao usando o campo magnético, podem ser convenientemente

utilizadas para o campo elétrico.

Pré-multiplicando-se (3.1) por €' e usando-se (3.2), obtém-se a equagao vetorial

de onda para o campo magnético H

Vx 6! (VxH)| -kH=0, (3.5)

onde kg = w./fioto = w/c é o niimero de onda do espago livre, sendo ¢ = 1/,/jigeo =

3 x 10%m/seg a velocidade da luz no vdicuo. As condigoes de contorno sio dadas por
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[28]

n x H = 0 sobre d0Qy (3.6)

n x [2’;1 (V x H)] = 0 sobre I, (3.7)

onde n representa a normal unitdria exterior a 9. Na interface enire dois materiais

distintos, o campo magnético satisfaz as sequintes condigoes de continuidade:

n;; x (H; == HJ) =0 (38)

n; X [6' - (Vx Hy) =&} (V x Hy)| =0, (3.9)

onde o0s dois meios sao identificados pelos indices i e j e n;; denota, neste caso, a

normal unitdria a interface, dirigida, por exemplo, do meio i para o j.

A condigao de divergéncia nula do campo magnético, dada por (3.3), estd implicita
em (3.5), quando k} # 0, como se pode observar tomando o divergente desta iltima
equagdo. Em outras palavras, as solugées da equacio (3.5), com ki # 0, também
satisfazem (3.8), se fir = 1.

A equagio de onda (3.5) tem solugées ndo-triviais, apenas para um conjunto enu-
merdvel de autovalores {A,— = kgj}:;. Além disto, a colegao correspondente das auto-
fungées vetoriais normalizadas {v; = H;}7* |, forma um conjunto ortonormal com-
pleto em {L, ()}, onde Ly () é o espaco de Hilbert de fungées de quadrado in-
tegravel, definidas em Q. Assim, a delerminag¢do dos autopares ()\;, v;) constitui
o problema de autovalor (PAV) associado a (3.5)-(3.7), definido de forma compacta

como
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(PAV) Achar {\, v} tal que v #0, V-v =0 em (2,
¥ Lv = \v em (,

n x v=0 sobre )y e

nx (&' V xv)=0 sobre 0g; (3.10)

onde A =k2 e Lv =V x [€,1-V x v]. A fungdo v corresponde, neste caso, ao campo
magnético H, devendo pertencer ao espago das fungdes admissiveis S (rot, ), as quais
satisfazem as condigdoes de contorno homogéneas. Além disto, elas devem ser suficien-
temente regulares, de tal sorte que as derivadas em (3.10) possam ser calculadas, isto

é

S(rot, ) = {ve(l(Q)|Lve (L (R)°; nx v =0 sobre Oy
en X (Z-:' -V x v) = 0 sobre BQE} (3.11)

Em alguns casos muilo especiais, seria possivel obter solu¢oes analilicas diretamente
do PAV, por exemplo, por separagdo de varidveis ou por transformacées conformes.
Em outras situagoes, poder-se-ia obter solugoes aprorimadas, também diretamente do
PAV, pelo Método das Diferencas Finitas (MDF). Entretanto, a abordagem que serd
adotada nesta tese serd a do Método dos Elementos Finitos (MEF), por oferecer maior
versalilidade do que outros mélodos numéricos no tratamento de problemas de grande
compleridade material e/ou geoméirica. O método se baseia numa formulagao varia-
cional (ou fraca) do PAV, descrita a sequir, sequndo a qual o principio da estaciona-
riedade € aplicado ao funcional asssociado ao PAV, através de técnicas do edlculo
das variag¢ées. Isto € possivel, em razio de que o meio dielétrico é suposto passivo e
sem perdas, podendo ser representado por um tensor hermiteano e, em consequéncia,
levando a um principio variacional. Em situagées mais gerais (por eremplo, para
materiais ativos ou dissipativos), quando nao se dispée de um principio variacional,
aplica-se 0 método de Galerkin a formulagdo fraca do PAV [52].
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3.3 Formulacao Variacional Equivalente

Seja v uma solugdo forte (ou clissica) do PAV representado pelas equagies (3.5)-

(3.9). Entao, a formulagao fraca equivalente é dada por

(Lv,w) = A(v,w), Yw € S (rot, ), (3.12)

onde (-,-) denota o produto interno em L, (Q)]" e w representa as fungées-teste
admissiveis que satisfazem a forma homogénea das mesmas condi¢ées de contorno
da solugdo, uma vez que w € S (rot,Q). Nas aplicagées do MEF a problemas eletro-
magnéticos, o PAV em questao é, inicialmente, substituido por uma formulagdo fraca

(ou variacional) equivalente, para a qual se busca, entdo, uma solug¢do aprorimada.

No caso do PAV formulado na se¢dao anterior, a escolha apropriada para o produto

interno € [49], [37], [1], [51]

hjﬁiwaWQ (3.13)

Usando-se a definigao acima e o operador definido no PAV em (3.10), a formulagao

variacional em (39.12) resulta no funcional

J(v):fﬂ{[Vx(E}'-va)]-w—-kgv-w}dﬂ. (3.14)

Considerando as identidades vetoriais

foa (W' X (&1-V xv)-n}dS = [{(Vxw)' (&' Vxv)}dD

— fqwW [V X (€1 V x v)]dQ (3.15)

.
g i

w‘x(E:’-va)-n:w‘-(Fl rotv)xn (3.16)

em (3.10), obtém-se
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JW) = [(L{(Vxw) . (€' -VxvV)—kiw . -v}dQ

s fan {w“ . (E;l .V X V) X ﬂ} ds. (317)

A fronteira 00 pode ser do tipo parede elétrica (0Q2g ), ou parede magnética (0 ),
ou mesmo uma parti¢ao disjunta desses dois tipos de fronteiras. Em cada caso, tem-se
uma combinagao distinta de condigoes de contorno naturais, isto €, que ndo pre-
cisam ser impostas: sao naturalmente implicitas na formulagdo variacional. Por outro
lado, as condigdes de contorno ditas essenciais ou for¢adas, devem ser explicitamente
impostas as fungdes admissiveis, isto €, devem fazer parte da definicio do espago de
fungdes [49]. Apresenta-se, a seguir, o elenco de condigées naturais e essenciais refe-
rentes a equagdo (3.15):

e Condigées de contorno naturais:

n x (E’;] -V x v) = 0 sobre dQg, (3.18)

n- (Zrl -V x v) = 0 sobre Iy (3.19)

e Condigées de contorno essenciais:

n-v =0 sobre g, (3.20)

n x v = 0 sobre 9. (3.21)

Isto posto, o PAV em (3.10) pode ser substituido pela formulagdo fraca

(F1) Achar {k},v} € R x V (rot,Q) tal que v #0 e
(€1 Vxv,Vxw) =k (v,w); Yw € V (rot,Q),

(3.22)
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onde

V(rots) = {ve(L(2)*|Vxve(L(@)*;

(3.23)
n-v =0 sobre 0g; n x v =0 sobre 92}

A formulagao fraca facilita a obtengdo de solugées aprorimadas, por conter, na maioria
dos casos, derivadas de ordens menos elevadas do que no PAV original. O procedimento
geral consiste em escolher um subespago de dimensao finita, V,, C V, e buscar as

solugées aprorimadas do problema (3.22) em V.

A forma fraca (F1) discretizada, tal como estd, pelo MEF, tem a desvantagem de in-
cluir modos espirios, isto é, solugoes que, ndo atendendo a resiri¢io de divergéncia
nula, nao tém significado fisico. Isto, por sua vez, acarreta a necessidade de empregar

métodos especificos para tratar desse problema [39].

3.4 Discretizacao por Elementos Finitos

A formulagio fraca (F1) em (3.22) pode ser usada para obter solugées aprozimadas do

PAV em (3.10), desde que seja escolhido um conjunto de fungées-teste conveniente.

Seguindo o método de Ritz [13], [43], [53], [51], [50], escolhe-se um nimero finito de
Jungoes-teste {ak}g;l, e, dentre lodas as suas possiveis combinagoes lineares, identifica-
se aquela que torna estaciondrio o funcional associado ao PAV em questdo. Desta
condi¢ao de estacionariedade surge um sistema algébrico, cujas incdégnitas sao o0s co-
eficientes da combinagao linear, em geral iguais aos valores nodais do campo e/ou de

suas derivadas.

Uma outra aprozimagao, a de Galerkin, a mais usada dentre as técnicas de dis-
cretizagao, se caracteriza pela escolha de um mesmo espago de dimensao finita Vj,
para aproximar tanto as solugoes, quanto as fungoes-teste. O MEF fornece uma técnica
conveniente para geragao sistemdtica das fungoes oy, as quais constituem uma base
do espago de aprorimagio. O método de Galerkin leva, assim, a formulagio (F1)

discretizada por elementos finitos,
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(F1h) Achar {(k3),vn} € R x V}, tal que v, #0 e
(E:l -V X vy, V x Wh) = (kg)h (Vmwh); Vwy € V, (3_24)

3.5 PAV para Ondas Guiadas

Se o problema em foco for o de uma onda eletromagnética, linearmente polarizada, se

propagando na diregao z, o campo magnético, v = H, € posto na forma usual

H(z,y,2) = h(z,y)e 97" (3.25)

e a solugio v =H € V (rot,Q) do PAV em (3.10), coincide com o ponto estaciondrio

do funcional

J, (H) = % A {(VxH) (5" VxH)-kH"H}dQ, (3.26)

associado a (F'1), comw =H € V (rot,Q). A constante 27/ surge da integracdo, em
z, entre os limites 0 e 2w /[3, isto é, ao longo de um periodo espacial (um comprimento

de onda) na diregdo de propagagado.

Discretizando a se¢ao transversal ) do guia em elementos com n nds, pode-se des-
crever o campo magnético em cada elemento, em termos de seus valores nodais, isto

é,

{H}, = [N {R} e7*, (3.27)

onde

WM. =[N, [N, - [N, ] (3.28)

com
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N; 0 0
‘ I.NL: 0 Ni 0 1z=1121 , N
0 0 jN; .
e
Al
& h
{h} = { }2 s (3.29)
{h}r\ 7 e
Aqui, N; = N;(z,y),i1 = 1,2 n, representam as fungdes de base nodais do
7 Tr
elemento e; { } l h.i J s = 1,2,...,n sao os vetores contendo o0s
e

valores nodais das trés componentes do campo h(z,y) em cada elemento e T" denota

transposi¢ao matricial.

Usando a aproximagao para H, dada em (3.27), no funcional (3.26) e empre-
gando as técnicas peculiares do MEF [37], obtém-se o problema matricial global de

autovalor/autovetor

(S1{h} = k3 (11 {R}, (3.30)

sendo

1=K [ 1Bl 1BI7 dady, (3:31)

(1] = f VT VY dzdy (3.32)

B, =[ 8], [Bl, - Bl,], (3.33)
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com

. 0 —jBN; —O8N,;/dy
[Bl;=| iBN; 0 ON;/oz | ,i=1,2,...,n,

e

onde {ﬁ} =§11L {ﬁ}e ¢ o vetor global formado pelos subvetores nodais das compo-

Ne
nentes do campo magnético h em Q. O stmbolo J& representa o processo de soma
e=
das coniribui¢oes de cada elemento, acumuladas nas respectivas matrizes globais [S]
e [T']. Ressalte-se que um desenvolvimento inteiramente andlogo levaria a equacies

semelhantes, envolvendo o vetor campo elétrico E, bastando, para tanto, invocar o
principio da dualidade [27].

3.6 PAV para Regioes Tridimensionais Limitadas

Se o problema em foco for o de um campo eletromagnético em uma regiao limitada do
espago tridimensional (um ressoador, por ezemplo), a solug¢io v= H e V (rot,Q) do

PAV em (5.10), coincide com o ponto estaciondrio do funcional

T () = ]ﬂ [(VxH)' - (&' V x H) - H"H}d0, (3.34)
associado a (F1), com w= HEeV (rot, ).
Discretizando a regiao () em elementos tridimensionais com n nds, pode-se des-

crever o campo magnético em cada elemento em termos de seus valores nodais, isto

€,

{H}, = W] {h} , (3.35)

e

onde

M. =[ IV, ¥, - [N, ], (3.36)

€
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com

o,
=)
e e
)
Il
o
e T3
N ! N !
[X]

(3.37)
\ {h}n /e
Aqui, como antes, N; = N;(z,y,z),i = 1,2,...,n, representam as fungies de base
o a2 o e
nodais do elemento e; {h}_ = [ hei hyi  ha J ,i=1,2 ...,n sao os velores con-
1€ e

tendo os valores nodais das trés componentes do campo H em cada elemento e T

denota transposi¢ao matricial.

Usando a aprorimacgdo para H em (3.35) no funcional (3.94) e empregando as

técnicas peculiares do MEF [37], obtém-se o problema matricial global de autovalor/au-

tovetor
[s]{h} = k3 (11 {h}, (3.38)
sendo
[S1=A, [, 1Bl.ler) " BI} dardydz, (3.30)
1)=& [ ./ dedyds (3.40)
.

Bl.=[ 1B, Bl - (B, ], (3.41)
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com

0 ON;/0z —ON;/0y
[B]; = | —ON;/0z 0 ON;/Ox g I -

e

onde {fz} =eg {ﬁ}e € o vetor global formado pelos subvetores nodais das componentes

Te
do campo magnético H em Q. O simbolo 4 representa, tal como antes, o processo de
- —3
soma das contribuicoes de cada elemento, acumuladas nas respectivas matrizes globais
[S] e [T]. Ressalte-se que um desenvolvimento inteiramente andlogo levaria a equagdes

semelhantes, envolvendo o vetor campo elétrico E, bastando, para tanto, invocar o
principio da dualidade [27].

3.7 Modos Espurios: como Elimina-los

O estudo rigoroso das caracteristicas de propagagao de guias de onda com segao transver-
sal e material arbitrdrios, requer uma andlise vetorial da onda gutada e, em con-
seqiiéncia, diferentes tipos de métodos de elementos finitos vetoriais. Assim, em con-
formidade com as componentes usadas do campo eletromagnético, pode-se ter as sequintes

formulagoes de elementos finitos:

1. MEF em termos de E, e H, [54], [55], [56], [57], [58], [59);

2. MEF em termos das trés componentes de E ou H [60], [61], [62], [59], [63],
[64], [65];

3. MEF usando ambos os campos E e H [66], [67], [68];

-f-\.

MEF usando E; ou H, [69], [70], [71];

MEF usando E; e H, [72], [13];

S

6. MEF usando potenciais escalar e velorial [74], [75].
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As formulagoes vetoriais mais utilizadas em problemas de ondas eletromagnélicas,
tém consistido em resolver, simultaneamente, duas equacoes de onda escalares para as
componentes longitudinais E, e H,, (método 1) ou uma equagdo vetorial de onda para

as trés componentes de H ou E (método 2).

A fim de facilitar o entendimento da questdo, serd feito um comentdrio a respeito

da evolugao histdrica das pesquisas em torno de cada uma das formulagoes propostas

acima.

Em 1970, Cendes e Silvester [16] relatam o surgimento de modos ndo-fisicos, na
determinagao dos modos hibridos em guias com carregamento dielétrico parcial, usando
uma formulagao E,-H,. Eles propoem a observagao das configuragoes das componentes
E, e H,, como forma de distinguir entre modos fisicos e espiirios. Usando elementos
isoparamétricos na andlise de guias dielétricos com fronteiras curvilineas, Welt e Webb
[76] retomam, em 1985, a mesma metodologia de Cendes e Silvester, para separar os
modos fisicos dos espirios. Na mesma linha de ataque, Daly [77] constata a ezisténcia
de um modo de onda de superficie, associado a fregiiéncia zero. Usando o Método
das Diferencas Finitas (MDF), Coor e Davies [78] contestam as conclusées de Daly,
quando comprovam a eristéncia de modos espiirios em todo o espectro de freqiiéncias.
Coor e Davies alegam,entao, que a causa para esse fenomeno é a nao-positividade das
matrizes resultantes da formulagdo variacional, como jd apontara Harrington [79] em

sua andglise pelo Método dos Momentos.

Em 1981, Mabaya e Lagasse [57] também atribuem o aparecimento de modos espiirios
@ nao-positividade das matrizes produzidas pelo MEF. Através de exemplos de guias
dpticos anisolrdpicos, éles mostram ser possivel limitar a ocorréncia desses modos, pela
imposi¢ao de condigoes de contorno naturais (continuidade das componentes tangenci-
ais dos campos nas inlerfaces dielétricas), explicitamente, por meio de multiplicadores
de Lagrange [1]. Além de carecer de qualquer comprovag¢iao matemdtica, esse artificio
tem a desvantagem de aumentar a compleridade da implementagao computacional e o

nimero de operagoes necessdrias para montagem das matrizes globais.

No que concerne a ulilizagao da equagdo vetorial de onda a trés componentes de

campo, 08 modos espiirios comegaram a ser investigados a partir da sequnda metade
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da década de 70. Assim, em 1976, Konrad [51] apresenta os primeiros resultados deste
tipo de formula¢do, em que aparecem modos espiirios, reconhecendo-os como aqueles
modos que violavam a condi¢ao de divergéncia nula e que nao satisfaziam as condigdes
de contorno. Para elimind-los, Konrad sugeria que se impusessem, além das condi¢oes
de contorno naturais (implicitamente satisfeitas durante a extremizagio do funcional)
dadas em (3.18),(3.19), também as condig¢ies de contorno essenciais, dadas em (3.20)
e (3.21). Segundo éle, este erpediente garantiria que E (proporcional a €.!-V x
H) e H fossem normais, respectivamente, as fronteiras Qg e 00y . Davies et alli
[80], testando esse procedimento, conclufram que a imposicio de tais condigies de
contorno diminui, de fato, o nimero de solugdes espiirias; contudo ndo garante a sua
eliminagao por completo. O prdprio Konrad [81] confirma aquela limitacdo, usando
modelos de apenas um elemento de ordem elevada e admite que o nimero de modos

espirios diminui, simplesmente porque a ordem das matrizes é menor.

A identificagao a posteriori das solugdes espiirias, consiste em utilizar o funcional
(8.26) sem nenhuma alteragdo e, a partir dos resultados obtidos, selecionar os autopares

corretos através dos sequintes procedimentos:

e Pds-processamento de autovetores: consiste em calcular [, |div H]2 dSQ, respecti-
vamente, sobre a seg¢dio transversal do guia ou sobre o volume do ressoador [61],
[80] e selecionar os autopares corretos como aqueles para os quais aquela integral
tem o valor menor possivel. Verifica-se, na prdtica, que os valores numéricos
dessas integrais, correspondentes a modos espiirios, sao sempre muito mais ele-

vados.

e Inspecgao: consiste em observar a distribui¢ao de campos na se¢ao transversal do
guia, ou em planos especificados do ressoador, e identificar os modos espiirios
como aqueles que venham a apresentar fluzo liquido através das fronteiras per-

feitamente condutoras g e/ou y;.

O custo computacional elevado e a dificuldade de automatizagao desses procedimen-

tos, justificam a necessidade de se investigar métodos que possam garantir, a priori, a
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eliminagao dos modos espirios, particularmente para problemas tridimensionais. Tais
procedimentos podem ser agrupados em irés categorias distintas:

1. Modificagao do funcional: este procedimento consiste em adicionar a forma varia-
cional (ou ao funcional) correspondente ao PAV em questao, um termo que, de
alguma forma, incorpore a restrigao de divergéncia nula. Neste grupo estao in-
cluidas as técnicas que, por exemplo, impéem aquela restrigao, aprorimadamente,
através de multiplicadores de Lagrange [82] ou no sentido dos minimos quadra-
dos. FEste tltimo procedimento configura o método da penalidade [61],[59], que

serd analisado com mais detalhes, adiante;

2. Formulagoes variacionais alternativas: a necessidade de garantir um espectro
sem modos espiirios, estimulou vdrios pesquisadores a investigar outras formu-
lagées variacionais. Hayata, Koshiba et alli [83], analisando problemas de on-
das guiadas, expressaram a componente longitudinal H, (ou E,), em termos das
componentes transversais H; (ou E,;), fazendo uso da prépria condigao de di-
vergéncia nula, discretizada. Com este expediente, a componente longitudinal de
campo, agora e&:préssa como fungao das respectivas componentes transversais, é
eliminada, resullando em uma redugao de um ler¢o da dimensao das matrizes
globais e na total eliminagao de qualquer modo espirio ao longo de todo o es-
pectro de interesse. Este método, entretanto, apresenta o grande incoveniente de
destruir a esparsidade original das matrizes | S| e [ T|, além da compleridade
de implementagao e do consegiiente custo computacional elevado. Recenlemente,
Fernandez e Lu [84], [85] propuseram uma formulagio baseada em expressies
gerais, envolvendo apenas as componentes transversais do campo, capaz de elim-
inar os modos espirios. Angkaew et alli [72] utilizam uma expressio, em termos
de E; e H;, que s6 produz modos espirios com autovalores complexos, sendo,
entao, fdcil discrimind-los, pelo menos em problemas envolvendo meios sem per-
das. Chew e Nassir [70] apresentam uma formulagao semelhante, também em
termos de E; e H;, porém permitindo eliminar um dos pares de componentes,

desde que sejam escolhidas fungoes de base idénticas para os campos E e H.
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O maior incoveniente dessas abordagens, parece ser o uso compulsério de ar-
imética complera, mesmo em casos que admilem um tratamento mais simples.
Svedin [66f faz uso de uma formulagdo mista que inclui as componentes transver-
sais e longitudinais de E e H. Naturalmente, o niimero de graus de liberdade
por nd, se eleva de 2 ou 4 para 6, ganhando-se, porém, em generalidade: €
possivel resolver problemas tridimensionais, incluindo o caso de meios dissipa-
tivos. Nesta formulagdo, Svedin faz uma discretizagdo individual das equagdes
de Mazwell, sendo a condigdo de divergéncia nula implicitamente satisfeita e a
de continuidade explicitamente forcada, o que garante o ndo aparecimento de
solugoes estranhas. Bardi e Biro [75] usam uma forma variacional alternativa,
em termos de trés componentes de um potencial vetorial ( A ou F) e um poten-
cial escalar, obtendo condigoes que assequram a restri¢ao de divergéncia nula, ma-
trizes esparsas e validade do método para meios dissipativos e/ou anisotrépicos.
FEstes dois iltimos procedimentos, entretanto, apresentam como desvantagem um
acréscimo considerdvel na complexridade computacional, bem como no nimero de

graus de liberdade necessdrios para resolver um dado problema;

3. Elementos alternativos: nesta calegoria, se enquadram os mélodos que, man-
tendo a formulagao variacional bdsica, modificam a natureza das fungoes de base,
criando novos tipos de elementos, capazes de gerar um espago de solugoes com di-
vergéncia nula. Kobelansky e Webb [86] usaram fungdes de base com divergéncia
nula, porém o processo requer muita computa¢ao extra, por erigir a solugdo de
um problema adicional de autovalor. Hano [62], [87], analisando problemas de
ondas guiadas, utiliza elementos retangulares e iriangulares e constroi fungoes
de base especiais, com diferentes ordens de interpolagdo, para as componentes
tangenciais e transversais dos campos, que eliminam os modos espirios. FEste
procedimento, entretanto, gera tantos autovalores nulos quantos forem os graus
de liberdade nodais associados a componente longitudinal. Sequindo a mesma
relagdo anterior enire as ordens de interpolagao das fungoes de base, surgem os
chamados elementos covariantes [88], [89], [90], que sdo elementos curvilineos

isoparamétricos, capazes de resolver problemas de ondas guiadas, de geometria
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compleza. Kikuchi [91] utiliza os elementos de baiza ordem propostos por Nedelec
[92], para assegurar que todas as solugées obtidas correspondem a aprozimagées
de modos fisicos. Bossavit e Mayergoyz [93] discutem as vantagens de usar os
chamados elementos de aresta, em problemas de espalhamento. Aubourg e Guil-
lon [94] empregam elementos mistos em problemas de microfitas com perdas.
Bermiidez e Pedreira [33] também usam estes elementos mistos em problemas de

guias retangulares lisos e com duplo espigdo (double ridge waveguides).

3.7.1 Meétodos de Penalidade

Dentre os diversos procedimentos até aqui mencionados, serd usado o método da pena-
lidade com integragdo reduzida seletiva (RIP) [39] e introduzido o método da penalidade
com integragao reduzida seletiva transversal (STRIP), uma variante do método RIP,
que possibilita estender sua aplicagao a situagoes geométricas especiais, envolvendo
dominios ndo converos. Antes porém, serd iniciada uma discussao analisando as prin-
cipais caracteristicas do método da penalidade cldssico, no que se refere ao processo de

eliminagao das solugoes espirias.

Método da Penalidade Classico

0 método da penalidade cldssico possui uma formulagao matemdlica abrangente e sua
aplicagao em diversas outras dreas da Fngenharia produziu contribui¢ées promissoras,

que ainda nao haviam sido exploradas em problemas de Eletromagnetismo.

Adotado inicialmente em aplicagées do MEF a problemas da Mecanica dos Fluidos
e da Andlise Estrutural, o método da penalidade consiste, em linhas gerais, em acres-
centar a formulagdo variacional bdsica do problema, um termo que impoe a restrigao
de divergéncia nula, no sentido dos minimos quadrados. Sua aplicagao a problemas
de ondas eletromagnéticas surge, pela primeira vez na literatura, em 1968 [95], logo
sequindo-se o trabalho de Silvester [14]. Somente na década de 80 é que a idéia se
difunde na comunidade eletromagnética [96], [61], [59].

A formulagado fraca correspondente ao método da penalidade, se escreve como:
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(F3) Dado um s > 0, achar {kj,v} € R x U (rot,2), tal que v# 0 e
E1Vxv,Vxw)+s(V-v,V-w) =k (v,w),
Yw € U (rot, ),
onde
U(rot,Q)={veV(rot,Q) | V-v € Ly (Q)}.

(3.42)
Discretizada por elementos finitos, a formulagdo acima passa a ser:
(F3h) Dado um s > 0, achar {(kﬁ); ,v;‘,} € R x Uy, tal que v; #0 e
E1-V XV, Vxwy)+8(V-vy, V.wy) =k (v, wh),
VWh E Uh, (3.43)

onde Uy € o subespago de dimensdo finita de U (rot,Q)) em (3.34), correspondente a

discrelizagao por elementos finitos discutida anteriormente.

Comv; = H e identificando-se o funcional de penalidade em (F3h) acima, obtém-se

J,(H) = J(H) + sP (H) (3.44)

onde J (H) € a forma variacional em (3.26),

P(H) = fn (V-H)' (V- H) dady, (3.45)

para o caso de ondas guiadas, ou em (3.34),

P(H) = fn (V- H)" (V - H) dadydz, (3.46)

para o caso tridimensional e 8 € um nimero real positivo, conhecido como fator de

penalidade. A medida que s aumenta, cresce a restrigao tmposta aos modos espirios

[49].[1].
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Para verificar porque os espiirios sio eliminados quando se usa (3.44-3.46), far-se-d
uma caracterizagdo e uma andlise desses modos, classificados em duas categorias [59].

A primeira, se earacteriza pelo conjunto dado por

S$i={H|VxH=0V-H#0ek}=0}. (3.47)

Quando k2 = 0, a equagdo diferencial parcial (3.5) tem um nimero infinito de solugées
estdticas ou irrotacionais. O cdlculo aprozimado usando (3.26), produz algumas dessas
solugoes estdticas esperadas, além de outras que ndo satisfazem a condigdo de di-
vergéncia nula. Fstas solugdes espiirias, correspondentes ao autovalor infinitamente
degenerado ki = 0, apresentam o incoveniente de se mesclarem as solugées fisicas

ks # 0, uma vez que seus valores numéricos se afastam da origem do espectro.

Na formulagao com penalidade em (3.44), como €.' é um tensor Hermiteano e
positivo-definido, observa-se que V x H = 0 implica em V - H = 0, quando k} = 0 e,

assim, sao eliminados os modos espirios pertencentes a classe Sy.

Outra classe de modos espiirios gerados por (3.26) ou (3.34) € caracterizada por

S,={H|VxH#0,V-H#0 ek >0}. (3.48)

Tomando-se o divergente da equagdo (3.5), resulta em V - H = 0 quando kj = 0, uma

vez que

V- [Vx (&' VxH)| =o0. (3.49)

As formas variacionais (3.26) ou (3.34), por outro lado, garantem a continuidade tan-
gencial do campo elétrico na interface enltre elementos, de acordo com (3.9), mas nao
assequram a identidade (3.49). Isto significa que a restrigao de divergéncia nula nao

estd garantida, acarretando uma polui¢ao de modos da classe Sy, por todo o espectro.

Estes modos sao também eliminados pelo método da penalidade, como se pode de-

preender de uma andlise da equagdo de Fuler-Lagrange associada ao funcional (3.44),
dada por [89],[59], [47]
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vx[E;I.VXH]—SV(V-H)-kgH=oemn. (3.50)

Assim, tomando-se o divergente de (3.50) e usando-se a identidade (3.49), obtém-se

(sV2+K2) (V-H) =0. (3.51)

Obviamente, quando V x H # 0 para k} > 0, os autovalores de (3.50) nio podem satis-
fazer a equagdo (3.51). Consegiientemente, os autovetores de (3.50) devem satisfazer
aV-H =0 e, desta forma, o par {k3, H}, com VxH #0,V-H#0 ek >0, ndo ¢é

admissivel. Isto significa que os modos espiirios da classe Sy sio também eliminados.

Quando V x H = 0 para ki > 0, a equagio (3.50) se reduz a

s V(V-H)+k2H = 0. (3.52)

O par {k2, H}, solugio de (3.52), é também um ponto estaciondrio de (3.44) e pode
ser tal que V - H # 0, configurando um novo conjunto de modos espirios que ndo

apareciam em (3.44), classificado como

Ss={H|VxH=0,V-H#0ckj>0}. (3.53)

A condigao de irrotacionalidade permite expressar H = Vi, onde ¢ é uma fungao

escalar arbitrdria. Substituindo H = V¢ em (3.52), resulta em

v (SV?@ - kﬁc,o) ==

ou seja,

(sV2+k3)p=0emQ, (3.54)

— = () sobre g, (3.55)
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@ = 0 sobre Oy, (3.56)

Observa-se que as solugées do problema de contorno em (3.54)-(3.56) correspondem
aos modos TE do guia vazio (bastando que se faca ¢ = H,) e representam modos
espiirios da classe Sy que, entretanto, estao restritos a regido k2/s3? > 1 (regido de

ondas rdpidas), para o caso de ondas guiadas.

A equagdo matricial global, obtida apds a discretizagio de (3.44) pelo MEF, resulta

na forma
(1S + s [U]) {~} - k3 (11 {R} = {0}, (3.57)
onde
w1=X [ lcl.le]l dsdy (3.58)

¢ a matriz global correspondente ao termo de penalidade e

¢ {C}l 3
€], = {(/:}2 ) (3.59)

L {(’w}n )

sendo

[Cl;={ oN;/8y } ,i=1,2,...,n
BN;
para o caso de ondas guiadas. Para o caso de ressoadores eletromagnéticos, ter-se-d,

analogamente,

U] =;§] /ﬂ c]. [c]” dedydz, (3.60)
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onde, agora,
[Cly=3 ON/8y } ,i=1,2,...,n. (3.61)
6N,'/82 .
Nas equagoes acima, N;,i = 1,2,... n representam as fungoes de interpolagao do

elemento €),.

Os resultados publicados até o momento, usando o método da penalidade cldssico
[61],[59],[80],[96], apresentam como principal limita¢do a incapacidade de eliminar os
modos espiirios de uma regido arbitrdria do espectro. Se o valor de s for muito pe-
queno, aparecerao espirios na regiao de interesse e se for muilo grande, os autovalores
fisicos ficarao imprecisos. Na verdade, para cada modo, tem-se um valor étimo de s,
sendo, portanto, tmpossivel determinar este valor a priori para um dado intervalo de
fregiiéncias, o que termina por comprometer o desempenho global do método. Webb
[89] propée um método alternativo, que procura ajustar o valor de s, automaticamente,
para cada modo. Além do custo computacional elevado, essa abordagem introduz um
novo parametro, que também ezige atencao especial. Na Se¢do seguinte se discute uma

variante deste método, que possibilita superar esta limitagado.

Penalidade com Integracao Reduzida Seletiva (RIP)

Idealmente, a constante de penalidade s deveria poder crescer livremente, de modo a
banir os modos espiirios da regido de interesse do espectro. Na prdtica, entretanto, isto
nao € possivel e a discretizagdo por elementos finitos de (3.44) ndo funciona a contento.
Ocorre que o funcional P (H) em (3.44) é um termo de penalidade apropriado, apenas
para o problema variacional continuo, associado d determinagao daquelas fungdes que
tornam estaciondrio o funcional J(H) em (3.26) ou (3.34), sujeito a restri¢io de
divergéncia nula. Entretanto, isto nao garante que a aprozimagao por elementos finitos
do termo P (H), para um nivel arbitrdrio de refinamento de malha, seja também um

termo de penalidade apropriado para J, (H). Para se habilitar a ser um funcional de
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penalidade, P (H) deveria ser semi positivo-definido, quando, em geral, este aparece

como positivo-definido. Nesta iiltima instdncia o problema € dito trancado [}9],[1],[37].

As integrais ‘que ocorrem na aprorimagao por elementos finitos, sao calculadas por
alguma regra de quadratura conveniente e, quando os inlegrandos sao polinomios, e-
zistem formulas que fornecem valores exatos para essas integrais. Constatou-se, no
contezto da Andlise Estrutural, que se a regra de quadratura utilizada para o termo de
penalidade for de ordem inferior d necessdria para a sua integragdo erata, o funcional
Jp (H), quando discretizado, passa a ser semi positivo-definido, preenchendo, portanto,
0s requisitos necessdrios para evitar o trancamento da solugao [49],[1],[37]. O conceito
de integragdo reduzida seletiva (onde um dado termo é integrado com ordem menor
do que a que fornece resultados exatos), aplicado ao método de penalidade, conhecido
como RIP (Reduced Integration Penalty), foi inicialmente empregado por Doherty et
alli [97] em problemas da Engenharia Civil. Em 1979, Malkus e Hughes [32] esta-
beleceram a equivaléncia enire vdrios elementos mistos e elementos com integragdo
reduzida seletiva, conferindo, desta forma, uma base de andlise numérica ao método de

penalidade com integrac¢ao reduzida seletiva.

A fim de ilustrar o procedimento do método RIP, denote-se por I.(f) a regra de
quadratura usada para aprorimar a integral da funcgdo f, em cada um dos N, elementos

finitos que constituem a malha 0y, ou seja

N,
Hfy=3 LN, (3.62)
e=1
onde
L
‘[E (f) = Zp[f (El) ’ 18585 Ne (363)
=1
e, por conseguinte,
I (f) =~ fn fdS, (3.64)

onde p; sao os pesos da integragao e & sao as coordenadas naturais dos pontos

da quadratura de Gauss, utilizada dentro do elemento [37]. Se f for polinomial, entdo
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é possivel escolher uma ordem L para a regra 1., tal que a igualdade se verifique em

(3.64), isto é, tal que a integragdo seja erata.

A aprozimagao do funcional (3.28) pelo método RIP, consiste em achar os autopares

{(kg); ,v;‘.’,} € R x Vi, que tornam estaciondrio o funcional

() = Jo, [(VX V381V xwy) = (k)5 (v - wa)| d2

(3.65)
+  8(V:vi,V-wp),, YW, € Vi,

onde (V - v;,V - wy), representa uma regra de quadratura cuja ordem € uma unidade
abaizo da usada para calcular numericamente as demais integrais em (3.41). Desta
forma, a aprozrimagdo discreta da restrigio V - H = 0, ezpressa pela matriz de penali-
dade [U], passa a ser semi positivo-definida, evitando, por conseguinte, o trancamento
da solugdo [49].

A Fig. 3.2 mostra alguns ezemplos de espagos Q" de aprozimacées descontinuas
de V - H, por elementos finitos, correspondentes a vdrias escolhas de elementos para
aprorimacgoes continuas das componentes de H e a diferentes regras de quadratura I, (-)
[49].

A vantagem de se usar o método RIP em problemas eletromagnéticos de autovalor,
€ que pode-se prefizar um valor arbitrariamente elevado para o fator de penalidade s,
de modo a banir os modos espirios do intervalo espectral de interesse sem, contudo,
comprometer substancialmente a qualidade da aprorimagao dos modos fisicos. Um
outro aspecto a salientar é que o método RIP assegura um desempenho equivalenle ao
dos elementos mistos, sem necessidade de complicar a implementagao, nem aumentar

a demanda de recursos computacionais.

Como alternativa a formulagao RIP, serd introduzida uma formulagdéo mista,
cujos detalhes serao apresentados numa se¢ao posterior e para a qual serao apresen-
tados resultados numéricos no Capitulo 4. A referida formula¢ao mista constitui, por
assim dizer, uma das contribui¢ées centrais da tese e oferece uma excelente estabili-
dade numérica, mesmo em presenca de elementos retilineos distorcidos ou de elementos

curvilineos.
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Figura 3.2: Espacos Q" de aprozimacées descontinuas de V - H, correspondentes a

vdrias escolhas de elementos e a diferentes regras de quadratura.
Penalidade com Integragao Reduzida Seletiva Transversal (STRIP)

Visando estendé-lo a situagoes especiais, tais como singularidades geoméiricas, efetuou-
se uma modificagao no método RIP, a qual consiste em usar integragao reduzida se-
letiva apenas nas componentes transversais do campo magnético, advindo dai a sigla
STRIP (Selective Transverse Reduced Integration Penalty) para o método alternativo.
Este método tem as virtudes de conservar os elementos lagrangeanos cldssicos na sua
formulagao, reter a esparsidade das matrizes e eliminar os modos espirios sem pre-
Jjudicar a precisao dos autovalores. Entretanto, a precisio dos autovetores é afetada,
devido ao desacoplamento entre as componentes transversais e longitudinal do campo
magnético, imposto pelo processo de integragao reduzida seletiva transversal. Por esta
razdo, € necessdrio conduzir uma andlise numérica deste procedimento e avaliar suas

implicagdes, o que serd objeto de futuras investigagoes, em conlinuagdo a esta lese.

O método STRIP foi aplicado a trés problemas tipicos: o guia retangular vazio, o



3.7 Modos Espiirios: como Elimind-los 87

guta retangular com carregamento dielétrico no plano H e o guta retangular vazio com
duplo espigio (double ridge waveguide), tendo-se obtido resultades mais precisos do
que os divulgades, para os mesmos problemas, por Bermidez e Pedreira (33, usando
elementos de aresta para as componentes lransversais e lagrangeanos clissicos para a
componente longitudinal do campo magnético. O método por eles proposto também
. carece de aprofundamento, uma vez que a restri¢io de divergente nulo sé € imposta das

componentes transversais do campo magnético.

Os resultados numéricos comparativos enire os dois métodos sao apresentados no
Capitulo 4.

Problema de Teste: Ondas Guiadas

Nesta segao, serdo apresentados alguns resultados numéricos que comprovam a validade
da formulagdo RIP discutida na se¢do anterior, juntamente com a correspondente #m-
plementacao computacional. O problema selecionado € o de um guia relangular vazio,
de dimensdesa =1 cm e b= 0.5 cm, cyja solu¢do analitica é conhecida e consiste dos
modos TE e TM, em relagio ao eito dos z {29/,[27]. Os autovalores associados sdo

dados por

2 2

2y g2
(8),, =F+7 5 +3), (3.66)
onde a e b sdo as dimensces do guia, respectivamente, nas diregoes * e y; m e n sao
inteiros, 3 ¢ a constante de fase em rad/m e ko = w/c = 27/ Xy, em rad/m, € o nimero

de onda do espago livre.

Para valores fizados de 3, m e n, serd verificado como se comporta o erro relalivo
no cdleulo de um determinado autovalor, em fungao do grau de refinamento do malha,

mantendo constantes o grau do polinémio de interpolagao e a regra de quadratura.

A taza de convergéncia dos resullados é um critério fundamental na avaliacdo de

desempenho de um dado método numérico.

Os principais resultados sobre estimativas de erro e taras de convergéncia para

problemas elipticos de autovalor, sGo oferecidas por Strang e Fiz [{{] e sao dadas por:
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N £ M <& 4 ORAER- NG (3.67)

[uty = v, o < CREFTMAEED, (3.68)

onde C € uma constante independente de h e \; (solugao ezata); h é o didmetro do
mator elemento da malha, k € a ordem da maior derivada incluida no espago de aprozi-
magado (grau dos polinémios de base) e m € a ordem da maior derivada na formulagdo
variacional (reqularidade da solugdo). A tara de convergéncia € definida como o ez-

poente de h, ou seja, 2(k + 1 — m).

Cumpre fazer as sequintes observagies a respeito destas estimativas [37):

O l-ésimo autovalor aprozimado (A}') é limitado inferiormente pelo l-ésimo au-

tovalor exato (\);

A taza de convergéncia dos autovalores é o dobro da dos autovetores, na norma-
m.,
H™;

A presenga de poténcias do autovalor erato nos seqgundos membros de (3.67) e
(3.68) indica uma degradagdo na qualidade da aproximagdo para autopares de
ordem superior (lembre-se que 0 < Ay < Ay < A3 < ---, para operadores auto-
adjuntos);

O erro no cdlculo do niimero de onda no espago livre (kg) é 0 mesmo que o do

autovalor. Com efeito, seja

/\h
At
o erro no autovalor. Como o nimero de onda € igual a raiz quadrada do autovalor,

segue-se que
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(k)i _ (A" 1/2 € 9
— —_— — 1 — —
« Tha) N (1+e) 14 5 +O(€A),

ou seja,

£ == ((—kk‘(’)—))‘— —1=0(e) =0 (R*++"m) (3.70)

e, assim, deve-se esperar as mesmas tazas de convergéncia para nimeros de onda,

fregiiéncias ou comprimentos de onda;

e Tem-se também uma estimativa na norma-L?, para os autovetores [{4]:

: o \2(k+1)/(2m
July —uo),, < CROAEE™, (3.71)
onde 0 =min [k + 1,2 (k + 1 —m)].

Para elementos Lagrangeanos lineares (k = 1) e reqularidade em H', obtém-se tazas

de convergéncia dadas por

i = O (R?) (3.72)
€
[uty —uo||,, =0 ®). (3.73)
Para elementos quadrdticos (k = 2) e mesma regularidade da solugdo, obtém-se,
analogamente, tazas dadas por
er = O (h*) (3.74)

"l.l?” = u(l)"]’g e (h.2) = (375)
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E conveniente obler as taras de convergéncia em termos do nimero de elemen-
tos da malha, n.. No caso de malhas uniformes, aqui usadas, tem-se que h < n_'.

Substituindo na<relagdao (3.70) e tomando o logaritmo decimal, obtém-se as estimativas

log ex, < log C + (—1)log ne, (3.76)

parak=1e

logex, < logC + (—2)logn,, (3.77)
para k = 2.

A Fig. 3.3 ilustra a convergéncia do método RIP para os modos TEy, TEy, TEn,
e TMy; para o guia acima citado, com [ = 0.01 rad/m, em fun¢do do nimero de
elementos da malha. Observa-se uma inclinagao prézrima de —2, o que confirma a
taza de convergéncia estimada para o caso de interpolagao quadrdtica, de acordo com

a equagao (3.77) acima.

Nas Figs. 3.4, 3.5 e 3.6 apresentam-se as distribui¢coes de campo magnélico H,,

H, e H,, respectivamente, para o modo TFE;y do guia retangular em tela.

Nas Figs. 3.7, 3.8 e 3.9 apresentam-se as distribui¢oes de campo magnético H,,

H, e H,, respectivamente, para 0 modo TFEy, do guia retangular definido acima

3.8 Formulacao Mista

A solugao aproximada do problema de autovalor em sua forma reduzida, pode ser for-

mulada pelo sequinte problema variacional:

Problema P: Achar o par {k},u} € R* x K, u# 0, tal que

a(u,v) =k&(u,v) ¥ve K, (3.78)

onde
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Figura 3.3: Convergéncia dos quatro primeiros autovalores para um guia retangular

vazio, coma = 1.0 ecm, b= 0.5 em e f = 0.01 rad/cm.

a(u,v) =(VxuVxv) Vuve K (3.79)

K={ueU|V-u=0, ¥WweV}, (3.80)

implicaria na construgao de espagos de elementos finitos Ky, C K, o que seria invidvel,

dada a restrigio V - u = 0 incluida na definigao de K.
Como uma alternativa, tem-se a formulagdo mista, dada pelo sequinte problema:

Problema M: Achar o par {u,\} € U x V e 0s autovalores k} € R*, tal que

a(w,v)+b(\,v)=ki(u,v), WelU (3.81)
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. Ommyg T

Figura 3.4: Componente H, para o modo TE;q num guia retangular vazio, para a = 1.0

em, b= 0.5 cm e 3= 0.01 rad/cm.

b(p,u) =0, VREV, (3.82)
onde
a(u,v)=(VxuVxv), YuvelU (3.83)
e
b(A\v)=(\V-v), VAEV, Vv e U, (3.84)

sendo A o multiplicador de Lagrange [1] associado a restrigao V - u = 0.

Visando a construgao de um problema reduzido penalizado, porém definido em

todo o espago U, iniroduz-se a forma regularizada:

Problema M,: Achar o par {u,\} € U x V e o0s autovalores k € R*, tal que
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—modo TE

10

Figura 3.5: Componente H, para o modo TE\g num guia retangular vazio, para a = 1.0

= 0.01 rad/em.

em, b=05cmef

(3.85)

ki(u,v), WWeU

a(u,v)+b(Av)

(3.86)

YueV.

7

=0

1

—e(A

;_L)er(ﬂ,U)

(3.85), resulla o seguinte

(3.86) e substituindo-o em

Ezplicitando o valor de A em

problema de autovalor penalizado:

Problema P.: Achar u € K e os autovalores Ic?, € R, tal que

(3.87)

(V-u,V-v)=Ek2(u,v), Vv € K.

1

+_

€

a(u,v)
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Figura 3.6: Componente H, para o modo TFEg num guia retangular vazio, para a = 1.0
em, b= 0.5 em e § = 0.01 rad/cm.

3.8.1 Aproximacgao por Elementos Finitos

Sejam U, C U e Vy, C V dois subespagos conformes de elementos finitos. Nestes

subespagos, a aprorimagao de Galerkin para o Problema P € dada por:

Problema P;: Achar u € K}, e os autovalores k} € R* tal que

a(up,vy) = k2 (up,va), Yo, € K, (3.88)

onde

Kh = {Vh € Lrh | b(,uh,vh) = 0, V[J..h € V;,} . (389)
Da mesma forma, a aprozimagdo de Galerkin para o Problema M é:

Problema M;,: Achar o par {un, Ay} € Uy x Vi tal que
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—modo TE

01

Figura 3.7: Componente H, para o modo TFy, num guia retangular vazio, para a = 1.0

= 0.01 rad/cm.

em, b=05cmef

(3.90)

= kg (un,vs),Yvy € Up

a (Uh,Vh) =+ b (Ah,Vh)

(3.91)

0, V,uh € Vi.

uh)

b (Ju‘fh

tem que K, C K

ao garan

cVan

cUeV,

e, portanto, o Problema P, ¢é, em geral

Problema P, resultando da

elementos finitos mistos.

Un

0es

Vale salientar que as inclus

ao-conforme para o

~

uma aprorimagao mn

’

dronizada dos métodos de

érica nao pa

i uma andlise numé

-

A forma regularizada do problema misto consiste no problema:

Problema M,,: Achar o par {up, A\n} € Uy, x V;, tal que
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Figura 3.8: Componente H, para o modo TEy num guia retangul
em, b= 0.5 cm e B = 0.01 rad/cm.

a (up, Vi) + b (A, vi) = kg (un,va), Yvi € Uy

—€ (An, pn) + b (pn,un) = 0, Y, € Vi,

Resolvendo a equagdo (3.93) em Ay, obtém-se

i{
Ap = ;Vh * Uy,

onde Vj, denota o divergente discreto de u,, dado por

(Vh-un,pn) = (V-up,pp), Yun € V.-

ar vazio, para a = 1.0

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

Substituindo (3.94) em (3.92), resulta no problema regularizado aprorimado:
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Figura 3.9: Componente H, para o modo TEy; num guia retangular vazio, para a = 1.0
em, b= 0.5 cm e 3 = 0.01 rad/cm.

Problema P,,: Achar u, € U, tal que

1
a (uh,vh) + ';_" (Vh . uh,V,, . Vh) = kg (uh,vh) 3 Vvh e Uh. (396)

O Problema P, €, em tudo, semelhante ao problema de autovalor penalizado com
integragdo reduzida (RIP), abordado na Segdo 3.7.1, cuja forma variacional consiste

no:

Problema P,,: Achar up € Uy, tal que

1
a(un,va) + o (V-up,V-w), = k3 (an,vn), Yvp € Up, (3.97)

em que (-,-), denota que este termo é avaliado usando-se integracdo reduzida. Em
muitas situagées, esses métodos sdo equivalentes [32]. Contudo, tem-se observado que a

formulagdo mista, que dd origem ao Problema Py, €, em muitos casos, mais consistente
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e conduz a resultados mais estdveis. Alguns experimentos numéricos, realizados nesta
tese, com elementos retilineos distorcidos (isto é, nao-estruturados), mostraram que os

resultados obtides com as formulagées RIP e RMM sao absolutamente idénticos.

3.8.2 Forma matricial

Em sua forma matricial, o Problema M., pode ser apresentado como
[SIH{U} + [PI" [A] = K [T]{U} (3.98)

—€[D][A] + [P {U} = {0}, (3.99)

onde {U} e [A] representam os par@metros nodais associados as interpolagées de uy
e An, respectivamente. As matrizes [S],[P],[T] e [D] resultam da discretizagdo das
formas bilineares a elas associadas. '

Ezplicitando [A] na equagdo (3.98), obtém-se

A]= = D] [P} (U} (3.100)

Substituindo (3.100) em (3.98), resulta em

(81 {0} + = (IPI7 (D1 [P]) {U} = B (11U}, (3.101)

que representa a forma matricial do problema de autovalor penalizado. Se A, € inter-
polado descontinuamente, a matriz [D] serd bloco-diagonal. Isto implica que a sua

inversa é obtida no nivel dos elementos, isto é

Ne

D] =3"ID", (3.102)

e=1
onde [D], representa a matriz associada a forma bilinear (-,-), restringida ao elemento

genérico e.
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Resultados numéricos comparativos serao apresentados no Capitulo 4, entre o método

misto aqui desenvolvido e o método RIP.



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Generalidades

Um dos objetivos deste trabalho € desenvolver rotinas compulacionais bdsicas de ele-
mentos finilos lagrangeanos para a simula¢ao de campos eletromagnéticos, estdticos
ou dinamicos, em duas e lrés dimensoes, que sirvam de ponto de partida para o de-
senvolvimento de pacotes computacionais com caracteristicas especificas. Uma maior
énfase serd dada as aplicagoes em altas fregiiéncias. Assim, os problemas que se deseja
resolver para aplicagoes a dispositivos de microondas, de ondas milimétricas e opticos,

se enquadram em duas calegorias:

e Problemas de resposta escalares em duas dimensdes: campos elétricos
formulados através de um potencial elétrico escalar ¢, objetivando uma andlise
quase-estdtica de linhas de transmissao de microondas, a miiltiplos condutores e
dielétricos, incluindo o efeito da anisotropia. Alguns problemas desta categoria

jd foram apresentados em [98].

e Problemas de ondas guiadas: andlise de onda completa da propagagdio de
campos eletromagnéticos em guias de onda cilindricos gerais, arialmente uni-

formes, encerrando materiais lineares, passivos, nao-dispersivos e nao-dissipativos,

100



4.1 Generalidades 101

porém podendo ser ndo-homogéneos e anisotrépicos. A andlise serd formu-
lada em termos das trés componentes do campo magnético H.

.

Para cada formulagdo aqui implementada foi desenvolvido um programa computa-
cional, com estrutura modular, seguindo a mesma metodologia do pacote DLEARN
[37]. Obviamente, o pacote teve que sofrer algumas modificagées, visando adaptd-lo a

classe e as especificidades de cada problema.

0Os dados de entrada tais como coordenadas nodais, conectividade dos elementos e
cddigos de atividade nodal (condigdes de contorno), para cada uma das formulagées
implementadas, foram produzidos por um programa gerador de malhas bidimensio-
nais, denominado GEM2D [99]. Este programa possibilita gerar malhas bidimensionais
de elementos finitos, semi-automaticamente, a partir de superblocos especificados pelo
usudrio, contendo informagoes iniciais sobre coordenadas, conectividade, cidigos de
condigao de contorno, tipo de elementos da malha refinada (elementos triangulares
ou quadrilaterais, de primeira, sequnda ou terceira ordem), ou ainda uma sele¢@o en-
tre malhas uniformes ou com gradagdao quadrdtica, nas direcées coordenadas. QOutras
modificagoes importantes foram introduzidas neste programa, tais como a geragao de

codigos nodais de condigao de contorno e dos cossenos diretores das normais nodais.

As rotinas que foram mantidas, praticamente sem alteragoes, correspondem ds

sequintes etapas do MEF:

e Abertura e gerenciamento de dreas em memoria rdpida, usando as técnicas de
armazenamento compacto e dimensionamento dinamico.

e Aplicagao explicita das condigoes de conlorno essenciais.

e Construgio das fungoes de base para elementos isoparaméiricos, retangulares e

triangulares.
e Integragao numérica para obtengao das matrizes elementares.

e Montagem das malrizes globais.
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No caso especifico dos problemas de resposta, o sistema algébrico resultante € re-
solvido pelo método de eliminagdo de Crout, sequido das operagées de redugdao progres-
swa, escalonamento diagonal e retro-substitui¢ao. Este mesmo algoritmo € usado na

fase de condensacao estdtica [37] do método misto, para problemas de autovalor.

Por outro lado, nos problemas de ondas guiadas, o problema algébrico generali-
zado de autovalor/autovetor resultante é resolvido através de rotinas espectficas que
compéem o pacote SSPACE [100]. Essas rotinas, baseadas no método de iteragao
em subespagos [100], sdo bastante eficientes e foram desenhadas para matrizes reais,
simétricas, esparsas, de banda e de grande porte, caracteristicas estas encontradas, via

de regra, em matrizes geradas pelo MEF.

Visando estender a andlise de elementos finitos a problemas de guias de onda con-
tendo materiais isotropicos ou anisotrdpicos com perfil continuamente varidvel, foi in-
troduzido um mddulo de cdlculo que possibilita especificar um perfil escalonado, linear,
parabolico, exponencial ou gaussiano, para cada elemento do tensor permissividade

dielétrica relativa.

O pos-processamento dos resultados, tais como grdficos x — y, curvas de nivel ou
superficies, € realizado através do pacote grafico GRAFTOOL [101].

Isto posto, passa-se a disculir os resultados obtidos com uma andlise de onda com-
pleta, pelo método dos elementos finitos, na solu¢ao de alguns problemas tipicos de

campos eletromagnélicos guiados, envolvendo geometrias e materiais mais complezxos.

4.2 Problemas de Ondas Guiadas

Apds a andlise de convergéncia apresentada no capitulo anterior, cuja finalidade foi va-
lidar a tmplementag¢ao computacional, foram abordados alguns problemas de interesse

pritico, envolvendo um maior grau de compleridade.

Como um primeiro ezemplo, considerou-se um guia retangular vazio, como ilustrado
na Fig. 4.1.
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Figura 4.1: Guia retangular vazio, com a = 2b = 2 cm: (a) dominio de solugdo; (b)

malha utilizada (200 elementos de segunda ordem).

A Tabela 4.1 apresenta uma andlise comparativa dos 9 primeiros autovalores (k%)
obtidos, respectivamente, pelos métodos RIP ¢ RMM, com elementos lagrangeanos, e
pelo método dos elementos de aresta [33]. Observa-se uma maior precisio dos resulta-
dos obtidos pelos métodos desenvolvidos nesta tese (RIP e RMM).

Nas Figs. 4.2, 4.3 e 4.4, observam-se as configura¢ées espaciais das Lrés compo-
nentes de campo magnético, correspondentes, respectivamente, acs modos TEy, TEo1e
TEa, em corte (8= 0,01rad/cm).

Como um sequndo exemplo, foi analisado o problema de um guia retangular com

dielétrico nao-homogéneo, como tlustrade na Fig. 4.5.

A Tabela 4.2 apresenta uma comparacdo dos 6 primeiros autovalores (k%) obtidos,
respectivamente, pelos métodos RIP e RMM com elementos lagrangeanos e pelo método

dos elementos de aresta [33]. Uma vez mais, os resultados obtidos pelos métodos desta
tese (RIP e RMM)} sdo mais precisos.
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HFratos

Computados

Esta tese

[35]

Modo

A=0

B=0

3=1

8=2

B=0

g=1

g=2

TEvg

2,4674

2,4675

3,467

6,4674

2,4709

34674

6,4 709

TEyy

9,8697

9,8699

10,870

13,870

Ty

9,8697

9,8699

10,870

13,870

9,9251

10,925

18,925

TEny

12,387

12,337

13,337

16,337

12,345

13,945

16,945

TMyy

12,397

12,337

13,387

16,387

12,424

13,424

16,424

Tty

19,739

19,740

20,740

23,740

19,777

20,777

23,777

TMy

19,739

18,740

20,740

25,740

20,075

21,075

24,075

TE3

22 207

22,209

23,209

26,209

22,489

23,489

26,489

=T e IR B - U R T B IRSURN ST R

TEay

32,076

92,079

93,079

96,079

92 156

93 156

96,156

Tabela 4.1: Autovalores de um guia retangular vazio, com a = 2b = 2 cm.

Compulados

Fsta tese

133

8=

0t 8=1

B=2

=1

B=2

2,0478

2,8728

5,3306

2,8766

5,3961

o |~ R

6,0825

6,692

85196

6,7152

85385

7,5877

8,1960

10,015

8,1964

10,0268

8,0863

8,889/

11,281

8,9437

11,340

Dr it~ | W@

8,4360

9,9891

12,246

9,4208

12,2581

61 12,069

12,671

14,470

12,674

14,488

Tabela 4.2: Autovalores de wm guia retangular ndo-homogéneo, com a = 2b = 2 cm.
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Figura 4.2: Modo TE,y para um guia retangular vazio, com a = 2b = 2em; 3 =
0,01rad/cm: resultados obtidos pelos métodos RIP e RMM.

Nas Figs. 4.6, 4.7 e 4.8, observam-se as configuragdes espaciais das trés compo-
nentes de campo magnético, corespondentes, respectivamente, aos trés primeiros modos
hibridos, em corte (# = 0,01 rad/cm), da estrutura.

A Fig. 4.9 apresenta um grifico de setas do campo magnético transversal, dos trés

primeiros modos do guia nao-homogéneo em questdo.

Como terceiro exzemplo, considerou-se o problema de um guia retangular vazio com

dupla rentrancia simétrica, como ilustra a Fig. 4.10, a sequir

Na Tabela 4.3, apresentam-se resultados comparativos dos 7 primeiros autovalores
(k3) obtidos, respectivamente, pelo método dos elementos finitos com integragdo re-
duzida transversal (STRIP) e pelo método dos elementos ﬁnitos de aresta [33]. Os
resultados obtidos com o método STRIP sao mais precisos do que os divulgados por
Bermiidez e Pedreira [39].
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Figura 4.3: Modo TEy para um guia retangular vazio, com a = 2b = 2cm; 3 =
0,01rad/cm: resultados obtidos pelos métodos RIP e RMM.

0 método STRIP se constitui, por assim dizer, em uma critica ao método dos e-
lementos finitos mistos adotados por aqueles e por diversos outros autores: € possivel
obter-se autovalores mais precisos, muito embora usando-se uma formula¢do varia-
cional matematicamente inconsistente. E necessdrio desenvolver uma andlise numérica

do método STRIP e avaliar as suaas implicagdes, o que serd objeto de investigagoes

em continuagao a esta tese.

Na Fig. 4.11, observam-se os grdficos de setas dos campos magnéticos transversais,

dos 4 primeiros modos do guia retangular vazio a dupla reentrancia, em questao.

O exemplo a sequir corresponde a andlise do guia retangular vazio abordado no
primeiro ezemplo, usando-se os métodos RIP e o método misto (RMM), considerando-

se uma malha distorcida, como ilustra a Fig. 4.12 a seguir.

Na Tabela 4.4 sao apresentados os 6 primeiros autovalores calculados, respectiva-
mente, pelo método misto (RMM) e pelo método RIP. Observa-se que os resultados sdo
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Figura 4.4: Modo TEy para um guia retangular vazio, com a = 2b=2 em; f =0,01
rad/cm: resultados obtidos pelos métodos RIP e RMM.

absolutamente idénticos, uma indicagao de que os dois métodos sao bastante robustos,
pelo menos para uma distor¢ao moderada, como € o presente caso. Devido a limitagoes
do gerador de malhas utilizado, ndo foi possivel avaliar o desempenho dos dois métodos
para malhas com distor¢ées mais acentuadas, como, por eremplo, as que sdo obtidas
com geradores adaptativos. E necessdrio efetuar este tipo de teste, o que serd objeto

de investigagoes em continuagdo a esta tese.

Como quinto exemplo, foi analisado um guia dielétrico retangular isotrépico, como

ilustra a Fig. 4.13 a sequir.

Devido a simetria da estrutura, € suficiente analisar apenas um quarto dela. Supondo
paredes elétricas artificiais sobre os planos z = 0,a e y = 0,b, bastante afastadas do
niicleo dielétrico, a estrutura ilimitada original pode ser substituida por uma estrutura
limitada correspondente. Os planos de simetria em z = a/2 ey = b/2 podem ser

paredes elétricas (PE) ou magnéticas (PM), em conformidade com as caracteristicas
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Computados

Esta tese [33]

n| B=0|p=1|p8=2|p8=1| B=2
1] 0,0001| 1,0000| 4,0000| 2,0191 | 5,0191
2109976 | 1,9971 | 4,9958 | 11,5281 | 14,4281
31| 10,362 | 11,861 | 14,961 11,533 | 14,533
4| 10,365 | 11,364 | 14,364 | 12,037 | 15,037
51 10,670 11,670 | 14,670 23,487 | 26,487
6 22,209 | 23,207 | 26,203 | 29,528 | 32,528
7| 27,600 28,600 | 31,600 29,892 | 32,892

Tabela 4.3: Autovalores de um guia retangular vazio a dupla reentrancia, com a =
2=2cm, 8=a/3 e h=>5/3.

Computados
RMM RIP
n| =01 =0
2,4678 | 2,4678
9,8707 | 9,8707
9,8837 | 9,8837
10,000 | 10,000
12,343 | 12,343
12,345 | 12,345

™| W]~

=

Tabela 4.4: Autovalores de um guia retangular vazio, com a = 2b = 2 cm e malha

distorcida.
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Figura 4.5: Guia retangular nao-homogéneo, com a = 2b = 2 cm: (a) dominio de

solugdo; (b) malha utilizada (196 elementos de sequnda ordem).

dos modos desejados. As condigies de contorno sobre os planos de simetria estdo
sumarizadas na Tabela 4.5 a seguir.

As Figs. 4.14 e 4.15 mostram os diagramas de dispersao deste guia, onde a fregiiéncia
normalizada V' e a constante de fase normalizada B sao definidas, respectivamente,

pelas expressoes

v : k()t\/(f;: — €49 (4.1)
€ 2
He= .(_ﬁ_/_k_'i.__c"_?' (4.2)

€r1 — €2

Observa-se uma boa concordancia com os resultados obtidos através de elementos de
aresta [50]. Os pequenos desvios podem ser corrigidos através de uma escolha criteriosa

das dimensées da blindagem artificial e de um maior grau de refinamento da malha na



110 Aplicagoes

Figura 4.6: Modo 1 para um guia de ondas retangular ndo-homogéneo, com a = 2b = 2
em; B =0,01 rad/cm: resultados obtidos pelos métodos RIP e RMM.

vizinhanga das bordas do nicleo dielétrico, de molde a minimizar os efeitos dos modos

de volume (isto €, da blindagem), sobre os do guia dielétrico propriamente dito [102].

No sexto ezemplo, analisou-se um guia metdlico quadrado com revestimento dielétrico
tsotrdpico, como mostra o detalhe da Fig. 4.16, onde se observam os diagramas de dis-

persao para 0s 5 primeiros modos da estrutura.

A Fig. 4.17 mostra a distribui¢do espacial das componentes H,, H, e H,, para
o modo dominante (EY,) da estrutura, podendo-se observar, claramente, o efeito do
revestimento dielétrico, como uma pequena perturbagao sobre a distribuigdo de campo
correspondente para o guia vazio. Observa-se, também, a complementaridade entre este

guia e 0 guia vazio correspondente.

Como uma variante do ezemplo anterior, o proximo se refere a um guia metdlico
quadrado com um anel dieléirico quadrado e isotrdpico, situado coazialmente em seu in-

terior, como ilustrado no detalhe da Fig. 4‘.18. Nesta figura, observam-se os diagramas
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Figura 4.7: Modo 2 para um guia de ondas retangular nao-homogéneo, com a = 2b = 2
em; B =0,01 rad/cm: resultados obtidos pelos métodos RIP e RMM.

de dispers&o dos 5 primeiros modos da estrutura.

Na Fig. 4.19, nota-se claramente o efeito do anel dielétrico sobre as componentes

H., H, e H, da estrutura.

Nos ezemplos a seguir, analisam-se os problemas de um guia canal e um guia costela,
ambos isotrdpicos, situados no interior de um guia retangular, como tlustram os de-
talhes das Figs. 4.20 e 4.22, respectivamente. Nestas mesmas figuras, observam-se 0s
diagramas de dispersdo para o modo dominante (EY,) das duas estruturas, constatando-
se haver uma boa concorddncia com os resultados de Koshiba et alli [59]. As pequenas
diferencas podem ser minimizadas através de uma escolha criteriosa das dimensies da
blindagem artificial e do grau de refinamento da malha de elementos finitos. Como se
sabe, essas dimensoes podem levar a uma conversao de modos hibridos, tais como on-
das complezas, em freqiiéncias nas quais os modos nao se acham ainda completamente

confinados ao micleo de maior constante dielétrica [102].
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Figura 4.8: Modo 3 para um guia de ondas retangular ndo-homogéneo, com a = 2b = 2
em; B = 0,01 rad/cm: resultados obtidos pelos métodos RIP e RMM.

Na Fig. 4.21, observam-se as distribui¢oes espaciais das componentes de campo
magnético H,, H, e H,, respectivamente, para o modo E,' (em corte) do guia canal,
podendo-se observar o efeito dos diferentes dielétricos sobre a distribui¢ao de campo

magnético na estrutura.

Na Fig. 4.22, observam-se os diagramas de dispersao para o modo dominante (EY,)

de um guia costela.

A Fig. 4.23, por sua vez, apresenta as distribui¢ées das componentes Hy, H, e H,,
respectivamente, para o modo EY; (em corte) do guia costela. Observam-se, igualmente,

o efeito dos diferentes dielétricos sobre as distribuigoes de campo na estrutura.

Os problemas aqui discutidos foram resolvidos através do pacote computacional AU-
TO2D* (programas RIP2D, STRIP2D e AUTMIX2D) desenvolvido a partir do pro-
grama bdsico DLEARN [37], devidamente modificado de modo a possibilitar a solugdo

1Desenvolvido durante a elaboracao desta tese. l
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—modo 1,8=0 —modo 2,8=0

Figura 4.9: Grdfico de setas do campo magnético transversal dos 3 primeiros modos de
um guia retangular nao-homogéneo, com a = 2b =2 em; 3 = 0,01 rad/cm: resultados
obtidos pelos métodos RIP e RMM.

de problemas matriciais de autovalor/autovetor generalizados, pelo método da iteragdo
em subespagos [100].

As diversas malhas usadas na solugdo dos problemas, foram construidas com auzilio
do gerador semi-automdtico GEMZ2D referido acima, através de dados de entrada tais
como coordenadas nodais, cddigos nodais de condigdo de contorno e conectividade.
Estes dados sao especificados sobre uma malha simples inicial, sendo posteriormente
refinados, segundo uma estratégia que depende das particularidades e da complezidade

de cada problema.
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Figura 4.10: Guia retangular vazio a dupla reentrancia simétrica, com a = 2b = 2 cm,
s=a/3, h=>0/3 e 3 =0,01 rad/cm: (a) dominio de solugdo; (b) malha utilizada (126

elementos de sequnda ordem).

Condigoes sobre o0s planos de simetria E® EY

z=af2 y=>b/2 m n m n
E,=E,=H,=0| (PE) | Ey,=H,=H,=0| (PM) | tmpar | tmpar | par | par
E,=H,=H,=0| (PM)| E,=H,=H,=0| (PM)| par | ‘mpar | impar| par
E,=E,=H,=0| (PE) | E;=E,=H,=0| (PE) | tmpar | par | par | impar
E,=H,=H,=0|(PM)| E;=E,=H,=0| (PE)| par par | impar | impar

Tabela 4.5: Condigoes sobre os planos de simetria de um guia dielétrico retangular.
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Figura 4.11: Grdfico de setas do campo magnético transversal dos 4 primeiros modos
de um guia retangular vazio a dupla reentrancia, coma =2b=2 cm, s=a/3, h=1"b/3
e 3=0,01 rad/cm. .
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Figura 4.12: Malha de elementos finitos distorcidos, para uma guia retangular vazio,

com a = 2b=2 cm (72 elementos de seqgunda ordem).



4.2 Problemas de Ondas Guiadas 117

Figura 4.13: Guia dielétrico retangular isotrdpico blindado: a = 10¢, b = 5t, w = 2t,
8= 45, hi= 2t,‘ €1 =1,1025 ¢ €rg = 1,0.
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Figura 4.14: Modos Ef, e Ej, de um guia dielétrico retangular isotrdpico, com a = 10¢,
b=>5t, s =4t, w=2t, h=2t; €,y = 1,1025; €, = 1,0: métodos RIP e RMM.
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Figura 4.15: Modos EY, e EY, de um guia dielétrico retangular isotrépico, com a = 10t,
b=>5t, s=4t, w=2t, h=2t; ¢, = 1,1025 e €9 = 1,0: métodos RIP e RMM.
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Figura 4.16: Diagramas de dispersio de um guia metdlico quadrado, com revestimento
dielétrico isotrdpico, com t/a = 0,25; eq = 2,45.
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Figura 4.17: Componentes H,, H, e H, do modo dominante, em corte (B = 0,01

rad/cm), do guia quadrado com revestimento dielétrico isotrdpico.
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Figura 4.18: Diagramas de dispersdo de um quia metdlico quadrado com anel dielétrico
quadrado coazial e isotrdpico, comtfa=0,25 d/a=0,5 ¢ = 2,45,
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Figura 4.20: Diagramas de dispersio para o modo EY, de um guia canal, com a = 10t,
b=58t, w=4t,8=3t,d =2,5t; €1 = 2,25; €,0 = 2,1025e ¢,3 = 1,0.
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Figura 4.21: Componentes Ha, H, e H, para 0 modo EY,, em corte (8 = 0,01 rad/em),
do guia canal.
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Figura 4.22: Diagramas de dispersdo para o modo EY; de um guia costela, com a = 10t,

b=>5t, w=4t, s=3t, d=2,5t; €1 = 2,25; €,0 = 2,1025 e €,3 = 1,0.
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Figura 4.23: Componentes H,, Hy e H, para 0 modo EY,, em corte (B =0,01 rad/cm),

do guia costela.



Capitulo 5

Conclusoes e Sugestoes

5.1 Sumario

Nesta tese, foram discutidas formulagées de elementos finitos para problemas de campos
eletromagnéticos em regices limitadas do espago, contendo meios nao-homogéneos e/ou

anisolrépicos, mas lineares, ndao-dispersivos e sem perdas.

Em linhas gerais, foram abordados dois tipos de problemas: os de resposta, que
resultam em sistemas algébricos da forma [A]{X} = {F} e os de autovalor, que
implicam na solugao de problemas algébricos de autovalor generalizados, da forma
[A[{X} = A[B] {X}.

No Capitulo 2, discorreu-se sobre a andlise numérica de problemas de resposta
elipticos, envolvendo aspectos importantes, tais como as formulagées variacionais e
as correspondentes condi¢oes de eristéncia e unicidade de solugdao, além de estima-
tiwas de erro e tazas de convergéncia a priori, decorrentes de aprorimagoes daque-
les problemas pelo método dos elementos finitos. FEssa andlise foi, entao, sequida de
aplicagoes a problemas de resposta cldssicos, escalares (em termos de um potencial
escalar ) e vetoriais (em termos de um potencial vetorial A). Com relagio a este
ultimo tipo de problema, em particular, apresentou-se a formulagao cldssica em termos

do potencial magnético vetorial, para o problema de contorno definido pelas equagoes

128
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VX0, VXxA=ypl V-A =0, em Q, com condigées de contorno homogéneas
de Dirichlet dos tipos n x A = 0 ou n+ A = 0, sobre a fronteira da regidGo. Neste
caso, desenvolveu-se uma discussdo sobre a estabilidade numérica do método dos e-
lementos finitos, com ezperimentos numéricos que confirmaram as previsoes tedricas.
Mazis do que isto, ao contrdrio do que apontam algumas publicagées recentes [25],{26],
demonstrou-se ndo haver necessidade de uma formulagdo mista, porquanto o multipli-
cador de Lagrange ¢é, neste caso, identicamente nulo. Este resultado € muito importante
e abre novas perspectivas de andlise para problemas de campos magnéticos estdticos ou
quase estdlicos, nas dreas de dispositivos eletromecdnicos em geral, ou mesmo em pro-
blemas de campos eletromagnéticos de altas fregiiéncias, quando formulados em termos

de algum tipo de potencial vetorial, tal como os potenciais de Hertz.

No Capitulo 3, apresentou-se a andlise numérica correspondente 4 formulagdo varia-
cional do problema de autovalor a trés componentes de campo magnético, dado pela
equagdo vetorial de onda V X €1-V x H = k3H, para regiées limitadas do espaco, em
duas e trés dimensdes, com meios ndo-homogéneos e/ou anisotrdpicos. Desenvolveu-se,
entdao, a forma vartacional cldssica de Galerkin, para condicoes de contorno essenciais
dos tiposn x H =0 e/oun-H = 0 sobre a fronteira 8Q da regido. Foram discutidos,
também, alguns métodos de eliminacao de modos espiirios, tendo-se implementado o
método de penalidade com integragdo reduzida (RIP), recentemente publicado na li-
teratura [30],[31],{32]. Visando ampliar o leque de possibilidades de andlise, foi pro-
posta uma formulagdo mista para os problemas de autovalor em questdo, a qual €, em
muitas situagies, equivalente ao método RIP [32].Os resultados apresentados pelos dois
métedos confirmam a ndo ocorréncia de solugdes espirias no espectro de interesse, bem
como as estimativas de ervo e tazas de convergéncia previstas a priori. Quando foram
utilizados elementos distorcidos, a formulagao mista apresentou um desempenho equi-
valente ao da formula¢ao RIP, mostrando-se um método bastante robusto em termos

de estabilidade numérica.
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No Capitulo 4, os trés métodos aqui discutidos (RIP, STRIP ¢ RMM) foram em-
pregados na solugdo de alguns problemas tipicos de autovalor/autovetor em duas di-
mensdes, tendo=se verificado uma boa concorddncia entre as simulagées e outros resul-

tados tedricos ou numéricos.

5.2 Recomendagoes para Futuras Investigacoes

Algumas recomendagées para futuros trabalhos estao implicitas nas discussées do Ca-
pitulo 4 e da Segao anterior. Sao recomendagées que podem ser implementadas sem
grandes dificuldades, visando aperfeigoar os programas aqui utilizados e ampliar a sua

Jaiza de aplicagoes. Neste grupo de recomendagées, podem-se destacar as sequintes:

e Extensdo do pacote AUTOZ2D a andlise de guias de onda com meios ferrimagné-

ticos.

e FErtensao do pacote AUTOZD a andlise de campos eletromagnéticos em meios

dissipativos, em duas ou trés dimensdes.

e Andlise numérica aprofundada do método STRIP2D, visando estabelecer suas
caracteristicas de estabilidade. Andlise comparativa com o método dos elementos
de aresta, sequida de experimentos numéricos realizados com estruturas contendo
singularidades geométricas. Uma possivel aplicagio seria a caracteriza¢io de
onda completa de linhas de microfita, linhas de lamina e muitas outras estruturas

a miltiplas metalizagoes e miltiplos dielétricos.

e Aplicagao do método misto a caracterizagao da linha de microplaca, isolada e

acoplada e a outras estruturas dela derivadas.

e Extensio dos programas aqui desenvolvidos a ondas circulantes (coordenadas
cilindricas), com aplicagdo a caracterizagdo de guias cilindricos circulares, fibras

dpticas e cavidades azxissimétricas.
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o Andlise de fibras dpticas com tineis laterais (side-tunnel polarization-maintaining
fibers), visando minimizar as perturbagées do estado de polarizag¢io (SOP) da luz
transmitida pela fibra [50].

e Introdugdo de condigies de contorno de paredes absorventes (absorbing boundary
conditions), a fim de minimizar os erros provenientes de reflexées espirias em
problemas abertos. Uma possivel aplicagdo seria, por ezemplo, na caracterizagao

guias dpticos, de antenas e em problemas de espalhamento.

e FExtensao dos métodos de elementos finitos aqui implementados, d caracterizagdo

de guias de ondas dpticos ndo lineares [50].

e Desenvolvimento de um método de elementos finitos para caracterizagao de cam-

pos eletromagnéticos em meios bianisotrdpicos e chirals.

e FEzxlensao dos métodos de elementos finitos a solugao de problemas de interagao
de campos eletromagnéticos e sistemas bioldgicos e sua aplicagao a problemas de
compatibilidade e interferéncia eletromagnética, bem como ao projeto de sistemas

de hipertermia.
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