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Resumo

Para representar uma linha de transmissdo corretamente em programas
como o EMTP (Llectromagnetic Transients Program), é necessario levar em
consid.eracéo a dependéncia dos seus pardmetros em relagio i freqléncia. Nestes
programas, linhas polifasicas sdo inicialmente desacopladas através da transformacio
modal ¢ cada modo ¢ analisado como uma linha monofasica. No 80minio da freqiiéncia,
uma linha de transmissdo é representada pela sua admitincia caracteristica Y.(w) e o
fator de propagacic A{w). Nes’(e.traba}ho, é.apresentada uma revisdo de modelos de
Iinhas de transmi_ssﬁo aéreas com parameiros dependentes da frequéncia. Diferentes
metodos de aj_uste_ﬁ sda propostos; para obter fungdes polinomiais racionais de baixa
ordem que aproximam Y. (@) e A{w). Szo considerados ajustes no plano z e no plano s.
(Os métodos de ajuste no plano z produzem resultados precisos para a sintese de circuitos
RLC e para aproximagdes de A{@) . Para a admiténcia caracteristica ¥ {®), o sucesso
da modelagem no plano z depende da faixa de freqiiéncia considerada. Mostra-se ainda
que todo método de otimizagio deve realizar simultaneamente ajustes das curvas de
modulo e de fase, de forma a garantir melthores resultados. As técnicas apresentadas
podem também ser empregadas no desenvolvimento de equivalentes de rede dependentes

da freqliéncia e no projeto de filtros passivos.
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Abstract

In order to accurately represent a transmission line in programmes such as
the EMTP (Electromagnetic Transients Program), it is necessary to take into account
the frequency-dependence of its parameters. In such programmes, multiphase lines are
first decoupled through modal transformation matrices and each mode is subsequently
analysed as a single-phase line. In frequency-domain a transmission kine is perfectly
defined by its characteristic admittance Y (@) and the propagation constant 4{w). In
this work, an overview of overhead frequency-dependent transmission line models is
presented. Different methods are proposed to fit rational functions to Y (w) and A{w).
Both z-domain and s-domain approaches are considered. Z-domain fitting is shown to be
effective when obtaining approxumations to the transfer function of RLC circuits and to
the propagation constant A(w) . When fitting rational functions to Y.{@}, the success of
the z-domain formulation proved to be dependent on the range of frequency considered.
it is also shown that any optimization procedure should fit phase and magnitude
simultaneously so as to ensure better results. The presented techniques can also be

applied to the development of frequency-dependent network equivalents (FDNE) and the

design of passive filters.



Capitulo 1

Introducio

O estudo de transitorios eletromagnéticos ¢ fundamental durante o
projeto- de um sistema de energia elétrica. Através da analise de transitérios
eletromagneticos € possivel dimensionar os demais equipamentos elétricos de forma a
reduzir o risco de ruptura do isolamento quando da ocorréncia de surtos de tensio. No
caso de sistemas ja em operagio, o estudo de transitorios eletromagnéticos € também
bastante imporiante pois mediante este & pessivei identificar a causa de falhas,
permitindo a corregdo imediata destes sistemas.

A confiabilidade de um sistema de energia elétrica ¢ determinada pela
freqiiéncia e duragdo de interrupedes no suprimento. Muitas vezes estas interrupgdes sdo
provocadas’ pela ocorréncia  de- sobretensdes que em algumas situagBes chegam a
comprometer o isolamento de equipamentos, Portanto, as sobretensdes podem ser
classificadas em:

e Sobretensdes externas. Aquelas que sdo resultantes exclusivamente
de descargas atmosfénicas.

o Sobretenstes internas: Aquelas que sio geradas internamente e sdo
comumente denominadas surfos de manobra. Ocorrem devido a mudanga brusca da

condigdo de operagdo ou configuracdo dos sistemas, fals como: energizagdo ou
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esenergizacio de clementos do circuito. inicio ou Interrupgio de faltas e rejeicio de

Ca

Durante o processo de planejamento de um sistema de energia elétrica, o
projetista tem o compromisse de realizar um projeto economicamente viavel e ao mesmo
tempo apresentando um alto nivel de confiabilidade. O projeto deve ser idealizado de
forma a garantir o menor disturbio na operagéo e o minimo de prejuizo no que se refere
a equipamentos elétricos, quando da ocorréncia de faltas. Para tanto, faz-se necessario
determinar a magnitude, forma, frequéncia e duragiio das sobretensdes, ¢ adaptar as
caracteristicas de suportabilidade do isolamento aos esfor¢os aos quais o equipamento
podera ser submetido.

Para tensdes de operagdo de até 230kV, o nivel de isolamento das linhas
e dos equipamentos € definido unicamente pela necessidade de proteger o sistema de
descaruas atmosféricas. Para tensdes de operagdo entre 230kV e 700kV, as operagbes
de chaveamento, assim como os surtos atmosfericos, sdo determinantes do nivel de
isolamento. Para tensGes acima de TOO.kV, somente 0s surios de manobra sio
considerados para a determinacio do nivel de isolamento do sistema. [GRAINGER et al,
1994].

O comportamento dindmico de um sistema de energia elétrica pode ser
caracterizado por equagdes diferenciais. Devido a complexidade dos sistemas reais, a
solugdo analitica se torna inviavel. Para a utilizagio de métodos computacionais é
preciso modelar os diversos elementos que compdem o sistema.

Para ser realmente fiel 0 modelo de linha de transmissdo deve mcluir a
natureza distribuida ¢ a dependéncia da freqiiéneia de seus pardmetros [HUMPAGE,

1982; MARTI et al, 1985, COSTA Jr,1995; FERNANDES, 1996, NGUYEN et al,
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1997 TAVARES et al, 1997]. Para frequéncias varizndo de 0.1 Hz a 50 MHz [CIGRE
1990], a resisténcia e a indutdncia das linhas de transmissdo variam significativamente
devido as caracteristicas de retorno pela terra, efeito pelicular € ao acoplamento mutuo
existente entre as fases. A capacitincia é fungio exclusivamente da geometria da finha e,
portanto, permanece constante com a freqiiéncia {GALLOWAY et al, 1964; DOMMEL,
199¢). Ao levarmos em considera¢do a variacio de pardmetros com a fregiéncia,
estamos, no entanto, aumentando os esforgos computacionais. Por outro lado, a
utiliza¢@o de modelos de hinha de transmiss3o com pardmetros constantes, em muitos
casos, implica distor¢iio das formas de onda e picos elevados de tensdo devido &
amplificagiio dos harmdnicos mais elevados [MARTI, 1982].

Ao longo das dltimas décadas grande progresso foi feito na elaboracdo
de programas computacionais péra simulagBes de transitdrios eletromagnéticos.
Programas do tipo EMTP (Electromagnetic Transients Progranr),  inicialmente
desenvolvido na concessiondria americana BPA (Bomnevifle Power Adminisiration) com
basé em est.udos realizados por: DOZ_V_TMEL (}.96‘?), - s3o talvez os mais utilizados para o
estudo do comportamento dindmico de sistemas de energia el€trica.

O EMTP utiliza as vantagens de uma analise no dominio do tempo para
obter a solugio. Mudancas subitas na configuracdo do sistema e a modelagem de
elementos ndo-lineares, podem ser considerados mais facilmente que em métodos de
analise que empregam o dominio da fregiéncia. A solugdo € entfo determinada para
cada passo de tempo A1, em geral, prefixado. Partindo-se das condigbes iniciais em =0,
as tensdes em cada nd do sisterna em analise so determinadas em t=A¢, 241, 3.41 ...,
até o tempo maximo de simulagio £, No processo de calculo das tensdes e correntes

em cada terminal, € necessario conhecer as tensdes e correntes até um certo tempo
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AMerior. 18t & em 7 -4 =2 =301 - (sendo 7o tempo de propagacio de ondas
ou tempo de transito da linha).

A representagdo correta de uma linha de transmissio em programas
como o EMTP ¢ tarefa bastante dificil devido ac acoplamento existente entre as fases e &
forte dependéncia de seus pardmetros com a fregiiéncia. Ao longo das duas ultimas

decadas varios modelos foram propostos. Entre os quais podemos destacar:

a) Modelos no dominio modal

Nestes modelos as linhas polifasicas sdo primeiramente desacopladas
através da utilizagio de matrizes de transformacio modal
[WEDEPOHL, 1963, DOMMEL, 1969]. Desta forma, cada modo pode
ser analisado como um circuito monofasico. Para a transicio entre os
dominios de modos e fases ¢ utilizada uma matriz de transformagéo
complexa, .ﬁmgéo dos parametros da linha e, por esta razao, tambem
dependente da freqiiéncia. Com o objetive de evitar convolugbes n
tempo nas traﬁsiqées entré os dominios modal e de fases, costuma-se
considerar a matriz de transformagdo real e constante com a freqiéncia.
Este procedimento € valido para linhas de transmissdo aéreas que
apresentam alto grau de simetria, visto que nestes casos as matrizes de
transformacio s3o praticamente constantes com a fregiéncia
[TAVARES et al, 1997]. O modelo proposte por J. MARTI (1982) é o
mais comumente. Varias iécnicas para aumentar a eficiéncia destes
modelos 14 foram propostas [HUMPAGE et al, 1980, MARTI, 1982,

FERNANDES, 1996; TAVARES et al, 1997].
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) Modelos no dominio de {ases

Nestes modelos procura-se evitar a transformacdo modal e,
consequentemente, possiveis erros decorrentes da substituicio de
matrizes de transformagio modats complexas ¢ fortemente dependentes
da fregiiéncia por matrizes reais e constantes com a fregiiéneia, como no
case de linhas aéreas polifasicas assimétricas e cabos subterrineos
[CASTELLANOS et al, 1995; MORCHED ¢t al, 1999]. A modelagem
da linha de transmissao é.rea]izada diretamente no dominio de fases.
Entre as técnicas j& propostas podemos destacar: a aplicacio de matrizes
“idempotent” [CASTELLANOS et al, 1995, CASTELLANGOS et al,
1997, MARCANO, 1996, MARCANO et al, 1997], a técnica recursiva
bilateral [ANGELIDIS et al, i995], o método de transferéncia ARMA
(Auro Regressive Moving Average) [NAKANISHI et al, 1986; NODA
et al 1996, NODA et a],1997; NGUYEN et al, 1997 ] e o método de
ajuste vetorial {I'ector fitting) [GGSTA\*’SEN et al, 1997. MORCHED

et al, 19997,

Um procedimento comumente empregado no desenvolvimento dos
modelos acima € o ajuste da resposta em frequéncia de uma linha de transmissdo a
fungdes polinomiais racionais. Estas fun¢des polinomials racionas poderio ser escritas
tanto no plano s como no plano z, utilizande a transformada de Laplace e a transformada
z, respectivamente [MARTI, 1982; NODA et al, 1996; MORCHED et al, 1999]. A
transi¢io frequéncia-tempo para posterior analise no dominio do tempo € entdo realizada

através de transformadas inversas. A qualidade destas aproximagdes € o que determina a
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precisio do modelo implementado, A uillizacio de tuncdes racionals de ordem elevada
pode resultar em erros locais significativos em extremos do espectro de fregiiéncia
[FERNANDES et al, 1997]. Por outro lado, fungdes de baixa ordem, além de mais

estaveis possibilitam simulagdes em tempo real [SOUSA et al, 1997].

1.1. Objetivos

O objetivo deste trabalho € estudar a modelagem de linhas de
transmissdo com parametros distribuidos dependentes da freqiéncia no domimo modal
realizando uma analise comparativa entre modelos que empregam o plano s para a
sintese de fungdes racionais e outros que utilizam a transformada z como ferramenta. As
vantagens e desvantagens de cada abordagem serdo apresentadas.

Mostra-se que os métodos apresentados podem ser empregados de
forma adequada na sintese de circuitos a pardmetros concentrados e tambem a
parémetfos distribuidos. As técniéas apresentadas S0 particu]armeme utels para o
desenvolvimento de equivalentes de rede dependentes da freqiiéncia € para o projeto de
filtros passivos.

A eficiéneia destes modelos € avaliada mediante uma analise de

resultados obtidos com o auxilio do MICROTRAN™[MICROTRAN, 1992].
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Representacdo de Linhas de
Transmissiao no Dominio Modal

2.1. Fenomeno de Ondas Viajantes em Linhas de Transmissie Monofasicas

Consideremos, inicialmente, o circuito equivalente de um elemento
incremental de uma linha de transmissiio monofasica com um condutor e retorno pela
terra, como mostra a Figura 2.1,

irx,f) r.Ax Y i e, 1y
—— T A ik +

2.4y fovrye v )

Figura 2.1 - Circuito equivalente para nm clemento de linha monofisica.

Os pardmetros de linha sic considerados uniformemente distribuidos, e
portanto, temos.

r - Resisténcia em 2 km,

g - Condutincia de dispersao em €2 ko,

/ - Indutancia em H km;
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¢ - Capacitancia em ;- Ao

A partir do circurto equivalente, a queda de tensio na linha pode ser

obtida por:

EHx + Ax 1)

&
EIx + Ax, 1)

vix,) = v{x+ A1)+ r Avi(x + A ) + 1 Ax
v{x+ A ) = v(x, ) = - A i+ Axon) - 1 Ax

Dividindo a eguagao anterior por Ax obtemos:

X+ Ax 1y - v{x,1 H{x + Ax,1
M Al } ~F (X + Ax, 1)~ lc—“g“—,,mm)“
Ax fall

Quando, Ax—0, temos:

ch A

——=—ri-] ou,

cx e
A i

——=ri+l—. (2.1)
ox of

Analogamente; a corrente de linha pode ser obtida por:

i(x, 1)y =i(x + Ax.1) 4 F\(x!)
avixn)

i(x+ Ax.t) = i(x,0) - g. Ax.v(x, ?)—cA,\ =
e

Hx + Ax,1)—#(x, 1) = —g Ax.v(x,1) —c. Ax. ey

Dividindo a equagdo anterior por Ax obtemos:

i{x + Ax, 1) —i(x, !) g v(x, ,)_cf_)mg_f_’)
Ax &l
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As equacdes diferenciais (2.1) e (2.2) governam as variacdes da tensio e

da corrente no €spaco e no tempa_

No dominio da freqiiéncia (2.1) e (2.2) se tornam

€X
(2.3)
&l o .
-——={G+jaC) =Y
&
em que I” e / representam os fasores de tensdo e corrente, respectivamente.
Diferenciando-se (2.3) com relagdo a x , obtemos
&V vl
& Tk
(2.4
I ?
—— = —
o x

Substituindo (2.3) em (2.4) obtemos as equagSes telegraficas abaixo

SUNP
&
(2.3}
&I
Ty = YZr.
aXT
A solugo do sistema de equagdes diferenciais (2.5) ¢ dada por
Pai e T 48 e
€ s C ax (2.6)
Z, Z.
em que y= JZY & a constante de propagagio e 7. = 31 é a impeddncia

caracreristica.



duas ondas vigjantes em diregdes opostas ¢ & mesma velocidade

1
NLC

V=

:

Essas ondas sdo denominadas onda progressiva e onda regressiva.

2.2, Equacdes de Ondas em Linhas de Transmissio Polifasicas

Generalizando (2.1) e {2.2) para uma linha polifasica, obtemos:

clv cli
e Ay W .
- (o pge e 2
Ex i
sendo, [R] € a matriz de resisténcias por unidade de comprimento;
[1] ¢ amatriz de indutincias por unidade de comprimento;
[

¢ a matriz de condutancias por unidade de comprimento;

("] ¢ a matriz de capacitincias por unidade de comprimento.

No dominio da freqiiéncia as equagdes (2.8) se tornam:

-
e (2.9)
Uy

ox

em que I} e [/] sdo vetores de tensdes e correntes, respectivamente e representam

grandezas de fase.

A matriz [Z] ¢ denominada matriz de impedancia série e é complexa ¢
. .. . P T
simétrica, ou seja, [Z]=[Z]" .

Os elementos diagonais Z,, = R, + jwl, representam as impedéncias

proprias por unidade de comprimento enquanto que os elementos ndo-diagonais
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L,=4 =R, - el represemam a impedancia mitua por unidade de comprimento
entre os condutores 7 e k.

Formulas para o caleulo de Z, e Z,, foram inicialmente desenvolvidas

per CARSON (1926} para linhas telefonicas e depois generalizadas para linhas de
transmissdo aéreas. DERI et al (1981) propuseram uma formulagio mais simplificada
para ¢ calculo da impedancia série.

A matriz [¥] ¢ denominada matriz de admitancia shunt e também &
complexa e simétrica. |

Para linhas de transmissdo aéreas a matriz de admitdncia pode ser
reduzida a {¥]= j&{Cl sendo a capacitincia [(] considerada fungfio exclusivamente da
geometria da linha {[DOMMEL, 1996].

Diferenciando-se (2.9) com relacdo a x obtemos

i 5l
(2.10)
et

211

A resolucdo de (2.11) é tarefa bastante dificil devido ao acoplamento
mutuo existente entre as fases. Este processo de resolugdo pode ser simplificado através

do uso de transformacdes modais como descrito a seguir.
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2.3. Teoria de Transformacio Modal:

As equagdes (2.11) podem ser desacopladas com a ajuda das matrizes
[.’1’:.] e [7 . ] que transformam grandezas de fase em grandezas modats.

Para as tensdes temos entio:

D=7 e e

(2.12)
s =171 00,
Para as correntes temos:
UEIAAE
(2.13)
Voo )= [2] 1]
Substituindo {2.12y e (2.13) em (2.11} obtemos
SHE 7
qv[Irmdo] T i - -
T - [[:] [Z]{} ][]; ] [’I mudn]
e ' (2.14)
52 [[l]]()(} (3] N -1 X . ]
| (,\—\xz _[r] [) ][Z][!J][‘{m"do]
em que
o T3 Afr 1 T,2
[. ]ﬂ 120 ].[f\.]w[/q ] o1s)
] nazl=)
e [}fz] ¢ a matriz diagonal dos autovalores tanto de [Z}.[¥] como de [Y][Z];

[']:.] é a matriz cujas colunas sio os autovetores de [ 7117,

[7;] é a matriz cujas colunas sio os autovetores de [1']{Z].

e [11 e [FI] se relacionam por

HERIE (2.16)
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por

Substituindo (2.15) em (2.14) obtemos as equagdes modals

T ;m, o ] >
Aoy

(2.17)
el )
Substituindo (2.12) € (2.13) em (2.9) abtemos
A g

(2.18)

(2.19)

WEDEPOHL (1963) mostrou que ambas [7

“mod ¢

] S [I’;md E,]sﬁo diagonais.

Diferenciando-se (2.18) com a relagio a x, obtemos

S e ] !
"T - _[andc ] 6::\\_
(2.20)
ﬁ: [‘[ modo | _C’i[I ‘rmﬂd 2 ]
e LA b
Substituindo (2.18) e utilizando (2.19), obtemos
21
2O
(221
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As equacdes (2.21) representam modos independentes que podem ser
analisados separadamente como circuitos monofasicos. Desta forma, para cada modo a

solucdo é dada por:

3 -1 T 2 arx
I'mndp 1_—11.-{) —.‘I‘,_j-@
L I (2.22)
mod o- kT )?-' "‘*"‘——-f,,.).
i . §

< -

em que ;/:\/Zmd”__i.)’“md‘,_& € a constante de propagagdo no modo £ e

2 | Zmnd [

o= \i v é a impeddncia caracteristica no modo k.
moed o &

- Andlogas a (2.6), as expressdes acima representam a soma de duas ondas
viajantes que se deslocam em diregdes opostas ¢ a uma mesina velocidade.
Como podemos observar, o pfoblema de se resolver as equagbes para
linhas politasicas (2.11) restringe-se a siniese das matrizes de transformacéio [IL] e [f,]
que diagonalizam os produtos matriciais [ Z].[}] e [¥]][Z], respectivamente.
- Para _finhas assimétricas, as matrizes de autovetores ['[;,] e [1] 30
complexas e tém os seus elementos dependentes da freqiiéncia. Para linhas balanceadas

ou perfeitamente transpostas, [7 l e [E] podem ser reais e constantes com a fregiiéncia

[DOMMEL, 1996]. Nesse titimo caso as matrizes se relacionam por

[7.]={7]=[1 (2.

[0S ]
[
Aed
Son’

[t =11 (2.24)
A dificuldade na sintese das matrizes de transformacio modais [Z} e
[1’]] esti no fato de que estas matrizes de autovetores ndo sio unicamente definidas, ao

contrario da matriz de autovalores [3,2 ], e esta iberdade de Jocalizacdo dos autovetores

no plano complexo pode resuitar em graves problemas numéricos [HEDMAN, 1965,

NAREDO,1987, BRANDAQ FARIA, 1988; DOMMEL, 1996].



Capitulo 3

Modelos Computacionais

Varios modeles computacionats de finhas de transmissio para a simulagio
de transitorios eletromagneticos em sistemas de poténcia foram propostos nos ultimos 30
anos. Alguns dos principais modelos para linhas de transnusso com pardmetros

distribuidos e dependentes da freqiiéncia sAo apresentados a seguir.

3.1. Modelo de Domniel

DOMMEL (1969) desenvolveu um modelo considerando uma linha de
transmissao sem perdas, ou seja, 1anto a resisténeia » como a condntancia g por unidade

de comprimento sdo consideradas nulas. Desta forma, a constante de propagacio ¢ dada

por
y = jo-NLC = jo-(Y) ERY

emquer ¢ otempo de transito ¢ ¢ o comprimento da linha em Am.
A impedancia caracteristica Z_ € independente da {regiiéncia e portanto,

uma constante

4 JL
A '\‘l(,

Combinando as equagdes (2.6) obtemos,
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e Z =21 e (3.3)

Considerando a linha monofasica sem perdas e de comprimento / da

Figura 3.1.

1 k m ;
m > i ! ¢ mh
i .

OIS LIS T

Frgura 3.1 - Linha de transinisso scm perdas

Aplicando a equagio (3.3) ao terminal 4, onde convencionamos x = 0,

porianto,

-0
L
=
2

Vie+Z, Ay, =2V, | (3.4)
No terminal #7 temos x = { logo,
V,~Z, =2V, e’ (3.5)

Substituindo (3.4) em {3.5')

(o8]

(1, +7.1,)e"" = V2ol (3.6)
Fazendo ¢ 7 =e /%7 em (3.6) temos

vz 1, ) e =V, —-Z.1,. (3.7)
No dominio do tempo, a equacdo (3.7) se torna

v (=) +Z, i, -0 =v)-7.,0) (3.8)
Para um observador ficticio viajando do terminal & para o terminal m &

mesma velocidade que a onda progressiva J., a expressio V' + 2, ./ ~ encontrada pelo
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ohservador em 4 no instante /- 7 serd a mesma que ele encontrara no terminal 7 no

instante /, como mostra (3.8).

Definindo

)*-m—v (t~7)—i, (r-7)

1
€ ]A(Imz’)=7—.1-'m(fﬁr)v-fmk(f~—z) . (3.9)
obtemos das egs. (3.8) e (3.9), respectivamente,
P (=T (1)
i ZC Eer )
(3.10)

i) = 71- b ()= 1,0 - 7)

Com base nas equagdes (3.9) e (3.10), obtemos os circuitos equivalentes

da Figura 3.2

k
ignl(f}‘—" 7 (fu") T zmk(-i}
i ]rn(fﬁr) -
(a)
k e
i1 ™ I (7-7)
v (1) &
1 {1 -
(b)

Figura 3.2 - Circuitos cquivalentes para uma linha de transmissio sem perdas
{a) Equivalente de Nerton; (b) Equivalente de Thévenin,

Para linhas polifasicas, cada modo independente sera representada pelos

circuitos da Figura 3.2,
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3.2, Modelo de Budner

BUDNER (1970} propds um dos primeiros modelos de linha de
transmissio com pardmetros dependentes da frequéncia. Neste modelo, a linha de
transmissdo € considerada um quadripolo e portanto, as equagdes {2.6) sio reescritas em
termos de pardmetros de guadripolo.

Para a hnha de transmissio da Figura 3.1, temos no dominio da freqiiéncia

que
jkm - }):f.{ - I.Fi' + }!km . Eﬁ’n!
C . 3.11
© ]mi’ = }Jmk - II\ + }f'mm 4 I‘-m (J )
em que

¥, (Y, ) representa a admitdncia de entrada vista no terminal 4 (m)

i

quando-o terminal m (k) € curto-circuitado,
Y., (Y .) representa a admitdncia de transferéncia entre & (m) e m (k)

com o terminal & (mr) curto-circuitado.

ot -

Devido a linha ser bilateral, teremos ¥, =¥, e ¥ . =7

Logo, no dominio do tempo, as equagdes (3.1} se tornam:

i ()= i vyt —upv (w).du + jr ol —u).v, () du

- , (.12)
fmf\' (I) = J: }'.i«'n;(z - H)‘ vk (H)' du T J‘ i ‘.VU. ({ - '”)' !‘?m (H)‘ Cfﬂ

v, (1) e y, (i} sdo denominadas fimcdes de peso e caracterizam a linha de transmissdo
no que se refere ao fendmeno de ondas viajantes.

Para proceder & resolugdo das integrais de convolugdo acima, Budner

inicialmente calcula ¥, e ¥, para todo o espectro de freqiiéncia e obtém as grandezas

43



cquivelentes no dominio de tempo )y, e v, atraves da transformada inversa rapida de
Fourter (FFT).
A maior desvantagem deste método reside justamente no fato de que ao

representar a Inha de transmissdo como um quadripolo, BUDNER(1970) ignora a

natureza distribuida dos pardmetros.

3.3. Modelo de Snelson, Meyer e Dommel

SNELSON {1972) introduziu uma mudanc¢a de variaveis para relacionar
correntes e tensdes e o conceito de fungdes de peso ja utilizado por BUDNER (1970),
para obter um modelo mais simplificado e que, portanto, requer um menor esforgo
computacional quando implementado.

As novas variaveis foram definidas como:

o Funcdes de ondas progresstvas:

fa(t) = "g—(?) ‘_FZC.I—A.”;(?)
fay=v (N+Z i)

¢ Fungdes de ondas regressivas:

b1} =v (1)~ Z, i, 1) ]
) b ()=v (1)-Z i1 (3.14)

Substituindo (3.13) e (3.14) em (3.9) e (3.10), que sdo validas para linhas
sem perdas, obtemos:

b,,,(t) = f:.— (f - T)
b ()= 1,1 -7}
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De acordo com {3.15) umimpuiso de tensfio aplicado em um terminal no
instante 7 = 0 serd visto no outro terminal apos ¢ segundos. 7 € o tempo de trénsito da

componente de freqiiéncia mais elevada.

Levando-se em consideracdo as variagbes dos parametros com a

frequéncia, as equagdes (3.13) e (3.14) podem ser reescritas como:

Fla)=V o)+ 7,1, (w),
Fm(w) = Lfm((g) + Zi : ]rm’; ((0)>

B () =V (o)~ 7,1 (), (3.16)
{'J)_; (C)) 7 [ni((‘})

sendo Z, € a impedancia de surto dada por

R+jolL
Zi=hmZ_ =lm_ j————
e sV G+ jo \

5
\?,
3

o

3.17)

I

n?

As variaveis I, V7, [, e ] podem ser eliminadas das equacdes acima

para obtermos

B, (O) = A (O)f {0)+ A,(0). [ () s
) B'm(fﬂ) = A(@). F {w) + 4,(0).F (o). (3.18)

4 (w) e A,(w) sio as transformadas de duas novas fungdes de peso,
conforme descrito adiante.

No domino do tempo, temos

b ()= J Foli—u)au) (fl!vaj Fo e =), ().

e 3.19)

b, (1) = J. ’ ft —u)a(u).di+ J.L F it —u).a,(u).dy.
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As fungdes a (1} e a.,{¢} sdo as novas funcdes de peso. O significado
fisico destas fungdes de peso pode ser visualizado ao fazermosF, (0} =0 e F,(w) =1
em (3.18), ou seja, aplicando um impulso de tensdo no terminal & e terminando a linha no

terminal i com a impedancia Z,. Logo, obiemos

B, () = A4, {e)
B (@) = 4,(®).

que correspondem no dominio do tempo respectivamente a

]}}( (j) 261’2(1) ,
) b, (1) = ) .21y

As fungdes de peso a, (1) e a,{r) sdo, respectivamente, as ondas

regressivas no terminais receptor e emissor devido & excitac@io da linha por um impulso

de tensédo:
Como nenhuma resposta pode ocorrer antes que qualquer excitagdo seja
aplicada, a,(7) e a,(s) sdo nulas para qualquer tempo negativo e as equagdes (3.19)

podem ser escritas

b (1) = Ef"' (r —w).a, ).+ J‘: fo it —u).a,{u) du
ba()= [ (e )., ) chu+ § 1,0 = )., ().

4]

(3.22)

As novas fun¢des de peso a,(r) e a,{1), propostas por Snelson, sio
menos oscilatorias que as empregadas no modelo de BUDNER (1970) e, portanto, sdo
mais faceis de ser obfidas.

MEYER & DOMMEL (1974), utilizando como base o trabalho de

SNELSON (1972), obtiveram os circuitos equivalentes da Figura 3.3.
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Figura 3.3 - Circuitos equivalenies, (3} de Norton e (b) de Thévenin. de uma linha de transmissio com

pardmetros dependentes da fregiiéncia scgﬁndo MEYER & DOMMEL{(1974).

Os efeitos da freqliéncia sobre os parimetros e a resposta da linha de
transmissdo ao fendmeno de ondas viajantes estdo concentrados nas fontes de corrente e
de tensZo nos circuitos equivalentes propostos.
Para l.inhas polifasicas, cada modo independente sera representado pelos
circuitos .da Figura 3 3.
"MEYER & DOMMEL (1974) mostraram, através de uma andlise de
erros; a importéncia de se levar em consideragdo a cauda das fungdes de peso a,(7) e

a,{7) no calculo das integrais de convolugio (3.22).

Embora este modelo tenha representado grande avango na modelagem de
linhas de transmissio, apresenta ainda uma série de problemas como: a dificuldade de se
resolver integrais de convolugiio para cada intervalo de tempo e a utilizagio de

transformadas inversas de Fourier no calculo das funcgdes de peso.
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3.4, Modelo de J. Marti

J. MARTI (1982) sugeriu a substituicdo da impedancia de surto Z, pela
impedancia caracteristica Z_ nas equagdes (3.16). Com este procedimento, ao

energizarmos a linha de transmiss3o, como mostra a Figura 3.4, nfio teremos mais

nenhurna reflexdo no terminal 4

£ k Ze T

A —_—

Figura 3.4 - Linha de transmissio segundo modelo de . MARTY (1982).

As fungdes de peso a,(r) e a,(r), descritas por MEYER & DOMMEL
(1974), assumem formas diferentes. a, (1) representa a resposta da linha a um impulso de
tensfo aplicado no terminal & visto no terminal m apds 7 segundos. 7 sendo o tempo
que a componente de freqiéneia mais rapida leva para chegar até a outra extremidade da
linha de transmissio. Devido a inclusdo das perdas no modelo, o impulso de tensdo que
chega ao terminal receptor terd sofrido atemuagdes. a,{7) ¢ agora nula, o que toma o
modelo mais simples e facil de ser implementado.

Desta forma, as equagdes (3.18) se tornam

B, (@) = Alw).F,(w) ﬁ
) B (e) = A@).F (w) (3.23)

m

em que A{w) = 4,(w) =e 7" ¢ denominado faror de propagacio.

No dominio do tempo, as equagdes (3.23) assumem a forma
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b (=1 f.lr- 1) e} e

=T

b (0)=[ 1,01~ u).alu).du.

(3.24)

O circuito equivalente proposto por J. MARTI (1982) para a linha de

transmissdo € mostrado na Figura 3.5.

k

I
i lh— ] ‘Mimk{f]
= B, B . :
v, (1) ] Z. ¥ é‘) Z_t -Z':- C‘? % Ze I v ()

{a)

k Ze Ze m

i b"(f) —k AAAAN :**‘*;n&({}
v, (1) T B, B,,,(’% ; v, (1)

; !

(b}

Figura 3.5 - Circuites equivalenies {a) de Norton e (b) de Thévenin de uma linha de transmissio com

pardmetros dependenies da freqiiéncia chundo JMARTI (1982).

A impedancia caracteristica contém agora as informagdes relativas aos
efeitos da variagdio da freqiiéncia sobre os par@metros, enquanto que as fontes de tensdo
e corrente contém as informagdes sobre a resposta da linha ao fendmeno de propagacao
de ondas.

Para as simulagdes no dominio do tempo, J. MARTI (1982) propds a
utilizacdo de uma conexdo série-para]e.la.de blocos RC (Realizagdo Foster-I) para
aproximar a impedancia caracteristica Z (®@)como mostra a Figura 3.6, O nimero de
blocos RC necessarios para uma representagdo precisa da linha de transmissdo depende

da configuragdo da linha em questdo e do modo sendo simulado.
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R, R, Rem
bk R, —
—_—— YWy ]l %
N ]
v, (1) o C: Cu ) b 1)

Figura 3.6 - Equivalentc RC (Realizagdo Foster-fy para Z_.

A impedancia caracteristica pode entfio ser escnta sob a forma de uma
fun¢io polinomial racional no plano s (s =0+ J a)) .

~ N(s) 3 .(s-i—:-e])-(s+:ez)-(s+zes)---(s+zen}
S D(s) T (s+p)-(+p)-(s+p)e(s+p,)

Z,.(5) (3.25)

Como Z_(w) corresponde a resposta de um sistema passivo que tende

para um valor constante quando @ — >, o numero de zeros i deverd ser igual ao
numero de polos . Portanto, teremos #7=m em (3.25) ¢ todos os polos e zeros sao
negativos, reais e com multiplicidade um [FERNANDES, 1996].

Expan.dindo a equagdo (3.25) em uma soma de fragdes parciais temos

7 ek otk R (3.26
Oy ey T e Y

da qual obtemos os pardmetros do circuito RC da Figura 3.6. como sendo,
R.=k, R =k/p ,C =1k, parai=12,. . m.
De acordo com as equagbes (3.24), para obtermos 5,(7) e & (1),

teremos que inicialmente determinar- af7) aplicando a transformada inversa de Fourier a

Alw) .
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[8)}

Como al7}=0 para 17 o fator de propagagio pode ser expresso
como uma fungio deslocada no tempo em r segundos dada por
a(f)=plr- 7). (3.27%

‘No plano complexo s (5 =0+ ;a)) temos,

Als)= P(s).e™". (3.28)
Para facilitar a transi¢do fregiiéncia-tempo, JMARTI (1982) sugeriu a

representagio de P(s) na forma de uma fungio racional

P(s) N(s) (s+ze)-(s+ze,) (s+ze)--(s+ze,)
Sl=—7]T"= .
D(S) (‘S+p])‘(S-i—p?_)'(S-i_ps)“‘(‘s-iwpm)

(3.29)

Como A(w)} é aresposta de um sistema fisico passivo, e tende para zero
guando @ — ¢, o numero de zeros » devera ser mener que o nimero de polos m.
Logo, teremos # <m na equagdo (3.29). Todos os polos e zeros sdio negativos, reais
distintos com multiplicidade um [MARTI, 1982}

Expandindo. P(s) em uma soma de fragdes parciais e substituindo em

(3.28), obtemos

k k, k -~
T —“} (3.30)
‘ (s+p s+ @ s+p

No dominio do tempo, temos
am(f):{k;_e‘f"“"" thy e 0L +k .e'-”m“‘”}.u(rur). (3.31)
O nimero de fragbes parciais utilizado na aproximacio do fator de

propagacio depende também da configuragdo da linha e do modo analisado.

Substituindo (3.31) em (3.24)



L"w
w
&
-
B
o
1
&)
(i)
£
0
(]
Q
-3
T
=
ar
Q.
O
3
0
]
)
]

hAr)= J fAr-u) a,, (ur).du
b= [ £~ ), ().

T

As integrais de convolugdo (3.32) foram reduzidas a integrais da forma

-

s(1) = Jg(f ~u) k.e T dn (

(5]
[
s
e

De acorde com SEMLYEN & DABULEANU (1973), SEMLYEN &
ROTH (1977) e SEMLYEM (1981), o processo de resolucio de integrais de convolugio
como (3.33) pode ser bastante acelerado através da técnica de convolucdo recursiva, que

consiste em obter s/} a partir do valor s{7 — A7), conhecido no passo de tempo anterior

cdahistoriade g em 7 eem r-+ Ar unidades de tempo anteriores (Apéndice A).

1)
L)
In

N

sy =c.s(I—-AMy+e, gt —r)+c,. gt —7 - A1) (3.
emque ¢,, ¢, € ¢, Sa0 constantes que dependem de 4, o e do passo de tempo Af.

O sucesso da técnica aplicada por J. Marti para a modelagem de linhas de
transmissdic com pardmetros dependentes da frequéncia depende exclusivamente da
qualidade das aproximagdes para A(w) ¢ Z_(w). J. Marti utilizou o procedimento

assintotice de Bode em suas aproximagﬁ.es. Como as funcdes racionais sO possuem zeros
no senliplano esquerdo do plano complexo, as fungdes de fase correspondentes podem
ser dete_rminadas'a partir de suas amplitudes [MARTI, 1982; DOMMEL,1996].

No algoritmo de Bade, a curva € aproximada através de segmentos de
reta que sio horizontals ou apresentam uma inclinagdo multipla de 20dB/década. Os
pontos onde hd mudancas na inctinagdo definem os polos e zeros da fun¢do racional
aproximada. Os nameros de zeros e polos ndo sdo obtidos diretamente. A aproximagdo é

feita passo a passo iniciando no nivel DC e seguindo até a freqiiéncia mais elevada. Este
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DrOCEss0 2sSintoico. no entamo, resulia. em aluuns casos, em Lnﬁ numere elevado de
polos e zeros para o polindmio aproximado [NODA et al, 1996].

Para obter aproximagdes de baixa ordem utilizando o método de ajuste
assintotico, L.MARTI {1983) teve que reduzir consideravelmente a faixa de freqiiéncia e
a precis@o para as suas aproximagdes.

FERNANDES (1996} utilizou um método de ajuste otimizado para a

obtencdo de fungdes racionais aproximadas para a admitdncia  caracteristica
YAw) = [Zc_((:))]“] e para o fator de propagagio A(w) .

No método implementado por FERNANDES (1996), 1, (s) ¢ P(s) em
(3.28) s3o determinados diretamente das amplitudes das fungdes de fase-minima ¥.(w)
e @) .

Para s = jw  teremos

, (4.0 +1). (A4, 0" + D4, 0l +1)

)"‘ ‘12: H S 3 ; 3
o) (B, @ +1).(B, @ +1).....(B,. 0> +1)

()

P@) = H

L]

L (A 0% + 1)) ((A,,.mu})) ( R
. e O |- ; | (3.36)
(B> +1)) \(B,.o'+1) B, e’ +1))

para n <nt.

O método de Levenberg-Marquardt [PRESS et al, 1992] ¢ entdo utilizado

para se obter iterativamente os parametros /., A e B,.
De posse dos valores de 4 e B,, os zeros e polos de Y.(w) e A(w)

sd0, respectivamente, obtidos de
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I I
[ == @ 2= = (337)
J4 N

Atraves da utilizacdo do método proposto por FERNANDES (1996) foi
possivel obter fungdes racionais precisas ¢ de menor ordem das que foram obtidas com o
metodo de ajuste assintdtico. O modelo de baixa ordem gerado com o método
implementado  produziu resultados muito proximos dos obtidos com o método

assintotico, mas utilizando menor esfor¢o computacional.

3.5. A Sintese de Func¢ées Racionais no Plano Z e o Modelo de Noda, Nagaoka e
Ametani

Para o desenvolvimento de modelos de linhas de transmiss&o no dominio
de fases, ANGELIDIS & SEMLYEN({1995) e mais recentemente NODA et al (1996),
utilizaram a transformada Z [OPPENHEIM et al, 1997] para obter funcgbes racionais
aproximadas. Por ser um operador de tempo discreto, os resultados do ajuste, ja livres
de erros de discretizac;io, podem ser implementados diretamente em programés do tipo
EMTP.

NODA et al (1996) ajusta fungdes polinomiais racionais da forma

=1 =L, o
_ao-i-a{‘, +d,z T,

Glz) = t+bz b b oY

3.38)

para obter a fun¢do de transferéncia do modelo.
No dominio do tempo, temes

) = a,x{(my +a,x(n -+ +a, x(n - N) - b 3(n~1)—b n- N).
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A equagdo acima mosura que o operador - " =e¢ 77 acrescenta um
atraso de mamostras no dominio de tempo e sua aplicagdo ¢ semelhante a técnica de
convolugdo recursiva {Apéndice A).

O tempo de amostragem Afé definido diretamente da frequéncia de

Nyquist
Af = —— (3.40)

A funcdo erro definida por

erro = (a{, +az’ —r~---+a_\.:7‘\') - (] bz etbo '\)) (G(z) (3.4
¢ entdo obtida utiizando um método de mimimos quadrados linearizado baseado na
transformacio de Householder (Apéndice C).

O peso implementado na resolugio dos minimos quadrados para o /-€simo

ponto ¢ dado por

com D(:,) =1+bz ' +esb oz

De acordo com NODA et al (1996), a transformagdo de Householder

torna o-método mais estavel, rapido e preciso.



Capitulo 4

Descricao dos Métodos
Implementados

Neste capitulo si3o apresentados os métodos implementados neste
trabalho para a modelagem de linha de transmissio com pardmetros distribuidos
dependentes da freqéncia. Sio considerados métodos nos quais a sintese de fungdes

racionais ¢ realizada no plano s assim como métodos que utifizam a transformada z.
4.1, Counsideracdes iniciais

Para a perfeita caracterizagio de uma linha de transmissio no dominio da

freqiiéncia, € necessario conhecer apenas dois parametros: a admitdncia caracteristica
Y Aw) = [ZL_ (w)]—] e o fator de propagacio A(w). No caso de linhas polifisicas, estes
parametros devem ser obtidos independentemente para cada modo.

Com o objetivo de facilitar a simulagio de transitérios cletromagnéticos
no dominio do tempo, J. MARTI (1982) sugeriu a utifizagdo de fungSes polinomiais
racionais para aproximar com erro minimo a admitancia caracteristica e o fator de

propagagdo.
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No plano complexo s com (.s- =] m) L {emos
. (s+ze))-(s+ze.}-(s+ze ) (s+ze,
Y (s)=H = ) (s ie,) (4.1)
(s+p ) (s+p,)-(s+p)-(s+p) '
e
. - 1
s+ze ) {s+ze,)-(s+ze {5+ :
Aeq(s)I{':H.(s- et) (S é’_) (3 ('_«) (3 en .63_”“"" (42)
(S%Vpl)‘(‘s‘“k!)])'{S-}_[)S)-”(s‘"}npm) _!
ou ainda,
Y (3) = P(s)
e A, (8) = P(s). e {4.3)

Como motra o capitulo anterior, o nimero de zeros # deve ser menor

que o numero de pdlos m (n<m) para A, (s), enquanto que para Y, (s) temos o

numero de zeros » igual ao namero de polos 1.

A eficiéncia do método proposto por J. MARTI (1982) depende da
qualidade destas aproximagdes obtidas para a admitdncia caracteristica ¥ (@) e o fator
de propagacio A(w). O nimero de fragdes parciais (3.26) e (3.30) utilizadas em cada
aproximacio depende da configuragio da linha, do seu comprimento e do modo
analisado.

Durante a sintese das fungdes racionais aproximadas, deve-se ainda levar
em consideragdo o fato de que um nimero excessivo de termos, devido a utilizac¢do de
um numero elevado de zeros e polos, implicara maior esforgo computacional para o
calculo de tensdes e correntes numa linha de transmissio em regime transitorio. E

necessario, portanto, encontrar um nimero minimo de zeros e polos tal que garanta
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erro minimo. Uma vez que este minimo tenha sido encontrado, ndc havera nenhum
esfor¢o computacional adicional.

Como as fungdes racionals s0 possuem zeros no semiplano esquerdo do
plano complexo, é necessario calcular apenas as suas amplitudes [DOMMEL, 1996].

Logo, ¥, (s) e P(syem (4.3) sdo determinados diretamente das magnitudes das fungdes

de fase minima ¥.{w) e A(w) definidas abaixo.

Para s = jw , temos

y (Ao’ D) (4, 0"+ D). (4,07 +])

1‘}"~ : !2:H " 5 1 b 44

Tel@) (B ' +D)(B,.@ +1).... (B, ® +1) (44)
c

‘ , . ({4, & "Hﬂ ((A, . +1)) ( ]

Plen = H* - - oo ; 4.5

| Pl) [{B].m' ) B ey B e ey &)

para n <.

4.2. ldentificagio de Parametros

A identificagdo de pardmetros é geralmente utilizada para resumir ou
condensar dados de forma a ajusta-los a um modelo Na literatura, existem diferentes
métodos de ajuste para casos de dependéncia linear ou nio-linear do modelo com os
pardmetros [PRESS et al, 1992].

O procedimento de ajuste ¢ em sintese um problema de mimmizagio.
Inicialmente, uma fungdo de mérito € escolhida para medir a concordancia entre uma

solugdo aproximada, obtida com um conjunto particular de pardmetros calculados, e a
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salucﬁq real. Os parémetros sio, emio, ajustados com o objetivo de se obier um ninimo
na funcio de mérnio.

O metodo dos minimos quadrados [PRESS et al, 1992] ¢é bastante
utilizado em procedimentos de ajuste. Os pardmetros do modelo sio  obtidos

minimizando a fungio erro dada por

T
(46)
]

em que
¥, € o/-ésimo valor da variavel dependente de um conjunto de N dados;
x, ¢ o i-¢simo valor da vanavel independente de um conjunto de N dados;
a,.4,,....a,, Tepresenta o conjunto de pardmetros ajustaveis;
y{x;a,,...,a,} ¢o valor aproximado da variavel dependente calculado a
.par“rir de x, e dos paréﬁletros. do modelo,

o, €0 desvio padrio do /-ésimo ponto do conjunto de dados.

4.3. O algoritmo implementado para ajustes utilizando o plano s {métode nio-
linear em s)

O modelo implementado combina o métedo dos mimmos gquadrados

generalizado (Apéndice B) com o métado nio-linear proposto por Levenberg-Marquardt

(Apéndice D).para obter fungdes polinomiais racionais de baixa ordem que aproximam a

admitincia caracteristica ¥.(w) e o fator de propagagio 4{w) com bastante precisio.
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O uso de aproximagoes de baixa ordem, conseguido com um nimero

reduzido de polos e zeros nos polindmios racionais evitara qualquer esforgo

computacional adicional na determinagio das condigdes transitdrias do sistema em

analise.

Uma rotina computacional para a sintese das fungles racionals

aproximadas foi implementada em FORTRAN. Esta rotina possui dois modulos: um para

o ajuste da admitdncia caracteristica e outro para o fator de propagacido. Os algoritmos

em que cada um desses médulos se baseia sfo apresentades a seguir,

4.3.1. Algoritmo de cilculo-do fator de propagacio

2

Lo

. Ajustar pontos acima da freqliéncia de referéncia w,

. Dividir a faixa de freqiiéneia que tmcia em @

. Ler 0o nimero de podles que ira determinar a ordem da funcio

polinomial racional a ser obtida.

. Ler a diferenca entre poélos e zeros a ser considerada no ajuste. Nio

aceitar nimero de zeros # maior ou igual ao niimero de polos m.
.y COMO mostra a

Figura 4.1.

z @ . e terming em

vef = i

@, . em m intervalos iguais em escala logaritmica.

. Escother valores iniciais de A e B, em (4.5) de forma a garantir polos

no centro de cada intervalo e definir o valor inicial de H como

H = }/_ (wmjn) -
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Fator de i
Propagagso
Eaun Tlrgt Tmax
Frequéncia
Figura 4.1 - Definiglo da Freqiiéncia de Referéncia para o Fator de Propagacio.
6. Supor B,,..., 8, constantes em
[P(w)” =k S L (4.7)
' (B.@ + 1) " (B, @ +1) '
ou seja,
{Pl)’ =k, - X (@) +k, - X @)+ +k, - X (@), (4.8)

e obter pardmetros k k... 4, através do metodo dos minimos

A
quadrados linear generalizado com o uso de equacdes normais
(Apéndice B},

7. Iniciar 0 método ndo-linear de Levenberg-Marquardt (Apéndice D))
para obter a fun¢iio aproximada (4.7). Utlizar como chutes iniciais para
as variaveis k. k,...k e B.B,,.,B,  os valores previamente
conhecidos. Realizar uma iteragdo completa do algoritmo de
Levenberg-Marquardt é realizada.

8. Definir (4.5) como modelo para a fungdo polinomial racional

aproximada. Determinar y° para os valores atuais de A4, B, ¢

H através do método de Levenberg-Marquardt.



9. Iniciar o processo iterativo para determinar os paramevros 4. 5 ¢ H
que minimizam y* . Utilizar todos os pontos.

10. Obter pardmetros e calcular zeros e polos, respectivamente. de

1 i
rE=—/—— e p o=
\fT VB

2

(4.9)

Uma das caracteristicas particulares desta modelagem ¢ a hiberdade que o
usuario tem de modificar (s}, adicionando ou retirando polos conforme seja necessario
para garantir maior precisfo aos resultados, desde que se mantenha a relagdo n <m. No
ajuste implementado por FERNANDES(1996) sio consideradas apenas duas situagdes
distintas:

a) Numero de pdlos m = Nimero de zeros o7 + 1: Quando P(s)

apresenta fase sempre menor que 90° para toda a faixa de freqiiéneia;

b) Numero de polos m = Numero de zeros # -+ 2. Quando F(s)

apresenta fase maior que 90° em algum valor da faixa de freqiéncia.
Ao encontrar uma fase maior que 90°, o programa acrescenta
automaticamente um segundo pdlo adicional e repete o processo de
ajuste considerando m=1n+2.

Para alguns casos o ajuste com m =n+3, 4, produz resultados mais
precisos e estdveis para o fator de propagacdo.

Com o objetivo de acelerar o processo de convergéncia do método,

apenas 0s pontos acima de uma dada frequéncia de referéncia w,,, sio ajustados. Para a

freqiiéncia de referéncia ¢ geralmente escothido um valor na terceira década, como
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mostra a Figura 4 1. Neste trabalho. a freqiiéncia de referéncia o1 definida como sendo

200 Hz.

4.3.2. Algoritmo de cdlcdo da admitincia caracteristica

A diferenga entre a forma das fungdes polinomials racionais que
aproximam, respectivamente, o fator de propagagio e a admitdncia caracteristica diz
respeito apenas ao numere de polos e zeros considerados no ajuste e ao posicicnamento
relativo entre estes.

Tanto ¥, (s) como P(s) descreve uma curva que oscila entre seus zeros

e poles. No caso do fator de propagaciio, esta curva descreve uma fungio
monotonicamente decrescente enguanto gue para a admitincia caracteristica temos uma
fung¢do monotonicamente crescente.

Para uma fungdio monotonicamente crescente, z, < p,, para i =12, 7.
Portanto, cada zero deve ser alocado antes de um polo. Para uma fungio
monotonicamente decrescente, z, > p., para i = 1,2, n . Portanto, cada zero deve ser
alocado depois de um pdlo [FERNANDES, 1996].

O procedimento empregado no calculo da admiténcia caracteristica ¢
essencialmente o mesmo descrito anteriormente.

1. Ler 0 nmimero de polos que ira determinar a ordem da funcdo

polinomial racional a ser obtida.

2. Ajustar pontos abaixo da freqiéncia de referéncia @, , como mostra a

Figura 4 2.
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3. Dividir a faixa de freqiéncia que imicia em @ e termina em

Lridies

o, < @,, em m intervalos iguais em escala logaritmica.

4. A partir deste ponto, o algoritmo segue igual ao utilizado para o

céleuto do fator de propagacio.

Admiténcia
Caracleristica

@min Tiref Tmax
Fregléncia

Figura 4.2 - Definicio da Fregiiéneia de Referéneia para a Admitdncia Caracteristica.

4.3.3. Consideracdes adicionais sobre a rotina implementada

O algoritmo elaborado conforme descrito anteriormente fo1 inicialmente
implementado utilizando-se as vantagens do software matematico MATLAB™ (Versio
4.0). O processo de elaboragio da rotina computacional foi bastante acelerado com a
ajuda das fungGes matricials pré-existentes (built-in functions), caracteristicas do
ambiente MATLAB™. Desta forma, a eficacia deste método apresentado pdde ser
testada ainda nas etapas iniciais do seu desenvolvimento. Embora os resultados obtidos

apresentassem grande precisdo, o tempo de processamento necessario para a finalizagdo
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G0 Processo iterativo e, portanto. um mator esforgo computacional ndo justificaria a
continuidade deste estudo fazendo-se uso de tal ferramenta matematica. Resultados
igualmente precisos com esforgo computacional reduzido foram obtidos com a utilizagio
de rotinas em linguagem FORTRAN.

Para a resclucdo dos sistemas: de equagdes lineares no método dos
minimos quadrados generalizado (Apéndice B) e no método de Levenberg-Marquardt
{Apéndice D), optou-se pela utilizagdo do método de climinacio de Gauss-Jordan. O
metodo de decomposigio em valores singulares (SVD), bastante empregado em
problemas de minimos quadrados, quando aplicado ao problema em questdo acarreta um
aumento consideravel no esforgo computacional, o que torna o processo de
convergéncia mais lento. No entanto, a precisdo dos resultados ndo ¢ alterada.

O auste de cur\-'as. utilizando o | método de Levenberg-Marquardt,
conforme descrito no item anterior, apresenta algumas desvantagens. A mais
significativa destas estd no fato de ser dependente de chutes iniciais precisos. Por ser um
método-ndo-hingar, chutes iniciais imprecisos poderdo resultar em inlimeras iteragtes até
que o mé.todo consiga convergir para um resultado satisfatorio.

A utilizagdo de apenas a curva de modulo para obter gjustes para modulo
e fase representa também uma outra limitagdo no metodo implementado. As
aproximacOes para as fases do fator de propagacdo ¢ da admiténcia caracteristica podem
ser methoradas consideravelmente se forem incluidas no processo de ajuste grandezas de

modulo e fase ou grandezas complexas.
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4.4, A!géri:mes iunplementados para ajustes uiilizando o plano z:

Com ¢ intuito de investigar a eficiéncia e a precisdo de ajustes realizados
diretamente no ‘plano z, foram implementadas trés rotinas.

Tendo como base o trabalho de NODA et al (1996), o fator de
propagagdo A(w) e a admitdncia caracteristica V.(w) = [Zc ((u)]ﬁ foram modelados por
fungdes polinomiais ractonais

-2

1, - ! -
a, +QIZ T,z Teretd T

-¥%

G(z)= . (4.10)
() V+bz ' 4,277 +th =7 '
em que 1 Tepresenta o numero de zeros, m representa o numero de polos
e 27" = e ™ = cosnm Al — jsenn@Af (4.11)
H
com Al = (4.12)
~ fniﬂr

Fazendo G(z) = R () + j X {z}) em (4.13) obtemos

-1 P T
a0+a,,_ +a2; Feeebr 2

n

~[R, @)+ X @) (b + b,z s 2 = R, (2)+ X, (2)

m

(4.14)

o

emque R (z)e X _(z), correspondem, respectivamente, as componentes reais e
imaginarias de G(z) .
Substituindo (4.11) em (4.14) obtemos
a, + é@' N L qe Y ra e

- [Ra (Cf)) +. ..Ij""(a ((9)] (})ie—jmjr + bﬁefi‘zmm - mj‘bme e ) = Rca ((‘d) + .ti‘)('g; ((,{J)

— gt

{4.15)
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Separandc partes real e hmaginaria em (4.13) chegamos a um sistema
hnear sobredeterminado

[4]-[ ¥} =[5] (4.16)

Para um ajuste no qual sdo considerados 4 pontos distintos, temos:

[ 4] ¢ a matriz do problema de ajuste, de dimensdes (2k) x (7 +m +1) . Os
elementos das linhas 1... 4/ s3o formados pelas componentes reais e os elementos das
tinhas (k +1)...2k s@o formados pelas componentes imaginarias de (4.15).

[.Y]¢ o vetor de pardmetros ajustaveis e de tamanho mr+72+ 1.

[ B] é um vetor de tamanho 2k . Os elementos 1... & sdo constituidos por
R (@) e os elementos (k +1).. {2k ) correspondem a X ().

Para solucionar o sistema sobredeterminado (4.16) foram propostos: a
transtormacgio de Householder (Apéndice C), a decomposicio em valores singulares
(SVD) (Apéndice B) e 0 método de Levenberg-Marquardt (Apéndice D).

As rotinas computacionais foram implementadas em FORTRAN. Os
algoritmos descritos a seguir s3o utilizados para obtermos aproximagbes tanto para a
admitdncia caracteristica como paré o fator de propagacgdo. A unica diferenga € que para
o fator de propagagdo, o numero de zeros n ¢ considerado menor que o numero de

polos m.

4.4.1. Método de Ajuste Linear - Resoluciio por Transformacio de Householder:

1. Ler o namero de pélos e o numere de zeros que irdo determinar a

ordem da fungio polinomial racional a ser obtida.
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2

)

. Converter grandezas de moédulo e fase (coordenadas polares) em

coordenadas cartesianas.

. Inicializar a matriz [ 4]e o vetor [B] e os pesos para a resolugio do

sistema sobredeterminado. Definir pesos como 1.0. Definir o vetor
[F_,(rg)]de comprimente 24 onde os elementos 1. & s3o constituidos
por R {@}e os elementos (k +1)..(2k ) correspondem a X _{e).

Iniciar 0 processo iterativo. Resolver o sistema de equagles lineares
utilizando a Transformacio de Householder e o Método de Golub

{Apéndice C).

. Obter polos e zeros a partir dos pardmetros parametros a,,...,a, ¢

b,.....b , extraindc-se as raizes do numerador e do denominador em
(4.10).

Estabilizar polos e zeros instaveis.

. Obter zeros e polos equivalentes no plano s, respectivamente, de

inr, Inp,

F o = 417
si f_‘}.f pm A? ( )

A idéia principal deste método consiste em ajustar a func¢iio para

F{w)+e .quando a diferenga entre o valor calculado e o real for positiva e para

F (o) ~e, quando a diferenca entre o valor caleulado e o valor real for negativa. eé

definido como o desvio médio absoluto. A cada itera¢do é calculada uma nova matriz do

modelo [4] e o novo sistema de equacdes lineares € resolvido. A fungdo racional

aproximada (4.10) é entdo avaliada. Os novos pardmetros calculados sio comparados

aos obtidos na iteragio anterior ¢ 0s pesos sao atuahizados.
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No plano z a regido de estabiidade corresponde a regio zi< 1. que
representa um circulo unitério centrado na ongem do plano complexo, como mostra a

Figura 4.3

2+ Im(2)
Estavel 1\
-1 \J 1 Relz)
Instavel -1

Figura 4.3 - Critério de Estabilidade no Planc z

Na rotina de estabilizagdo implementada, pdlos e zeros que estejam fora
do circulo unitano sio refletidos para dentro do mesmo. Matematicamente, polos e zeros
complexos instavels sdo substituidos pelo mverso do seu conjugado.

1 1
. s — 4.18
g e p - P {(4.18)

4.4.2, Método de Ajuste Linear - Resolugcio por Decomposicio em Valores
Singulares (SVD)

Esta rotina de ajuste difere da anterior unicamente no que se refere ao

método de resolugdo do sistema linear sobredeternminado escolhide. Aqui utiizamos a

decomposicio em valores singulares (SVD).
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1.4.3. Metodo de Ajuste Nio-Linear - Método de Levenberg-Marguardt

O método descrito a seguir combina o método anterior com o método
ndo-linear proposto por Levenberg-Marquardt {(Apéndice D).

O algorntmo segue igual ao descrito na secdo 4.4.1 até o item 4, quando
optamos pelo uso da decomposicio em valor singulares (SVD) para solucionar o sistema
linear sobredetermmnado. Por esta razdo, iniciamos a sua exposi¢do a partir do item 5.

5. Utilizar os parmetros a,,....a, ¢ b,,...,b, como chutes iniciais para a

EI o

rotina de Levenberg-Marquardt.

6. Repetir processc iterativo até que a fungdo de mérito y° definida pela
equacio (4.6) atinja um minimo.

7. Obter polos e zeros extraindo-se as raizes do numerador e do
denonminador em (4.10).

8. Estabilizar polos e zeros instaveis seguindo procedimento ja descrito

anteriormente.

9. Calcular polos e zeros equivalentes no plano s a partir de (4. 16).

No capitulo seguinte, os resultados obtidos com os métodos

implementados s3o apresentados e analisados.



Capitulo 5

Analise de Resultados

A analise dos resultados obtidos com os métodos propostos no Capitulo 4
¢ subdivida em duas segdes. Inicialmente, sdo analisados os resultados obtidos para a
sintese de circuitos RLC, quando é feito um estudo comparativo entre a modelagem no
planc s ¢ a modelagem no plano z. Em seguida, os resultados para uma hinha de

transmissdo monofasica sfo analisados.
5.1, Sintese de Circuitos RLC

Consideremos o circuito RLC da Figura 5.1 cuja resposta em fregiiéncia
desejamos ajustar a uma fungfio racional aproximada.

i

I § Re i

Figura 3.1 - Circuito RLC proposio.
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Desejames considerar ajustes no plane s e no plano z. Para isso

calculamos analiticamente sua fun¢io de transferéncia:

2 14
— ] =1 5.hH
£ Rl —i—jﬂ)[l + ;a
PR, -0R LG f JoR R,C, 52
I 1-0’L,C, + joC(R +R,)
Fazendo 5= jow em (5.2} obtemos
pooS'RLC + SRR C + R, (5.:3)

IS LC+sC (R +R)+1
Extraindo-se as raizes do numerador e do denommnador em (5.3)

obteremos, respectivamente, 0s zeros e os podlos da funcio de transferéncia.

Os polos sdo dados por

~C (R, + R J[C} (r, + Rl)]z ~4LC,
2L.C,

o = (5.4)

e o8 zeros sdo dados por

2
SRRC, \,/(RP RC,) —4RILC,
r = : (5.5)
12 2R, L,C,

A eficiéneia dos métodos de ajuste propostos € avaliada atraves de dois

casos distintos.
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5.1,1. Caso 1 - Pélos e zeros reais
Fazendo R, = 1000}, R, =200Q), ;=20 e L, =100mH em (54) e
(5.5) obtemos

P, = —177.12434446

Fo= =292 89318 k= —1707 1067818

Utilizando um programa implementado em FORTRAN, foram gerados
arquivos de dados com valores do modulo e da fase da fungdo de transferéncia para
baixas fregiiéncias (1Hz-10kHz) e para altas frequéncias (100Hz-1MHz). Passamos

agora a apresentar os resultados obtidos.

100.00
90.00 1
i

2
=
G
S
o 80.00 —
§ ;
E —' 1

70.00 -

Modulo da Funcio de Transfardgncia
i Ajuste Naa-Linear no plano s
80.00 —f—

1.00 16.00 100.00 1000.00 10C00.00
Fregléncia (Hz)

Figura 5.2 - Méadulo da Fungiio de Transferéncia ein baixas freqii€ncias (1Hz-10kHz).
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Figura 5.3. - Erro percentoal no ajuste ndo-linear em s para baixas freqiiéncias.
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- ———— ase da Fungdo o Transferéncia :
; e AUISte NEO-Linear no plano s

-20.00

1.00 10.00 100.00 1000,60 10000.00
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Figura 5.4 - Fase da Fungfo de Transferéncia em baixas freqiiéncias (FHz-10kHz).
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. Erro de fase no ajuste ndo-linear em &'ai
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Figura 5.5 - Erro de Fase no ajuste no-lincar em s em baixas freqiiéocias ( 1Hz2-10kHz).
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Figura 5.6 - Médulo da Fungio de Transferéncia em altas freqiéncias (100Hz-1MHz).
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Figora 3.7 - Erro percentual no ajusic ndo-lincar em s para altas freqiiéncias.
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Figura 5.8 - Fase da Funcdo de Transferéncia em altas freqii¢ncias (100Hz- 1Mz},
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Figura 3.9 - Erro de Fase no ajuste nio-linear cm s em altas freqiiéneias {100Hz-1MHz).
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Figura 5.10 - Modulo da Fungio de Transferéncia em baixas freqiiéncias (1Hz-10kHz).
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Figura 3.11 - Erro percentual para ajustes no plano z para baixas freqiiéncias.
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Figura 3.12 - Fase da Fungiio de Transferéncia em baixas freqiéneias (1Hz-10kHz).
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Figura 5.13 - Erro de Fase para ajustes em z e baixas freqiiéncias (1Hz-10kHz).
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Figura 5.14 - Mddulo da Funciio de Transferéncia em altas freqiiéneias (H00Hz-1MHz).
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Figura 5.16 - Fase da Fungdo de Transferéncia em altas freqliéncias (100Hz-1MEHz).
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Figura 5.18 - Modulo da Funglio de Transferéncia para toda a faixa de fregiiéncia.
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Figura 5.19 - Erro perceniual para ajustes ne plano z para toda a faixa de freqiiéncia.
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Figara 5.20 - Fase da Funcfio de Transferéncia para toda a faixa de fregiiéncia.
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Figura 5.21 - Erro de fase para ajustes no plane z para toda a faixa de fregiiéncia.

Como critério de avaliagio para a precisio das aproximagdes obtidas para
a fungdo de transferéncia, sio considerados: o erro percentual acumulado e o erro
percentual maximo.

O erro percentual acumulado £, ¢ definido como a soma dos erros

percentuais absolutos nas aproximagdes para cada ponto.

s ’Z”f: Valor real —Valor calczdado!
s T L l Valor real

|-100% (5.6)

O numero de iteragdes necessarias para a convergéncia assim como 0§
polos e zeros calculados ao final de cada ajuste sdo também determinantes da eficiéncia

de cada métoedo.
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Nos ajustes considerando toda a faixa de freqiéncia sdo utilizados 606
pontos enquanto que nos demais sdo utilizados 804 pontos.
As Tabelas 5.1 e 5.2 a seguir mostram os resultados obtidos com o

metodo de ajuste ndo-linear no plano s.

Ajustes no plano s

Ajuste N3o-Linear em s

Nuamero de | Erro Acumulado | Erro maximo
Tteragdes
1Hz-10kHz 101 1,088.1 0%, 6,423.10'”’%
100Hz - 1MHz 468 20.477% 1,091%

Tabela 5.1 - Resultados Obtidos a partir do Ajuste Nio-Linear plano s.

Ajustes no plano s

Valores Ajuste Nio-Linear em s
Teobricos 1Hz-10kHz 100Hz - IMHz
)2 -177.124 -177,124 -3453,645
p, | 177,124 2822876 3453 645
z -292 893 -292 893 -1922.730
z, | -1707,11 -1707.110 -3915,382

Tabela 5.2 - Pblos ¢ zeros obtidos a partir do Ajuste Nio-Linear em s.

Como mostram as Figuras 5.2, 5.3, 54, 5.5 e a Tabela 5.1, o ajuste nio-
linear no plano s consegue reproduzir as curvas de moédulo ¢ fase da fungiio de
transferéncia com grande precisiio em baixas frequéncias (1Hz-10kHz).

Em altas freqiiéncias (Figuras 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9) percebemos que tanto a
curva de modulo como a curva de fase obtidas apresentam algumas distor¢des ja na
primeira década.

Quanto aos polos e zeros resultantes do ajuste, percebemos que embora a

resposta em frequiéncia seja perfeitamente reproduzida, o ajuste ndo-linear em s ndo
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retorna polos reais idénticos. Verificamos ainda na Tabela 5.2. que os valores calculados

em altas freqiiéncias ndo concordam com os valores teoricos.

As Tabelas 5.3 e 5.4 retinem resultados referentes a modelagem no plano

z. Os valores obtidos através do método ndo-linear com o uso de Levenberg-Marquardt

sdo exatamente iguais aos resultantes do ajuste linear com decomposi¢do em valores

singulares (svd). Isto ocorre porque os pardmetros calculados pelo método linear (svd),

que servem como chutes iniciais para a rotina de Levenberg-Marquardt, sdo suficientes

para garantir 0 minimo para a fungdo de mérito y’.

Ajustes no plano z

Ajuste Linear Ajuste Linear
(Householder - Golub) (svd)
Numero Erro Erro Numero de Erro Erro maximo
de Acumulado | maximo Iteragoes Acumulado
Iteragdes
1Hz-10kHz 1 44.02% 0,17% 1 0,518.10%% | 0,233.10%%
100Hz - IMHz 1 7878.82% | 20,79% 1 0,172.10°% | 0,219.107%
1Hz - IMHz ] 7535,58% | 28,03% 1 0,163.10"% | 0,200.10°%
Tabela 5.3 - Resultados Obtidos para Ajustes no plano z.
Ajustes no plano z
Ajuste Linear
(Householder - Golub)
1Hz-10kHz 100Hz-1MHz 1Hz-1MHz
2, -176,99 -94212,87 -94212,87
D, -2827.66 -885647,56+)6283185,3 | -885647,56+)6283185,3
z, 293,23 -80444,57 -80444.57
z -1707,79 -98775,26+6283185,3 -98775,26+6283185,3

Tabela 5.4 - Polos e zeros em s obtidos a partir de ajustes no plano z.
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Ajustes no plano z

Ajuste Linear
(svd)
1Hz-10kHz 100Hz-1MHz 1Hz-1MHz
P -177.13 ATT.12 171,12
P; -2827.58 -2822 .88 -2822.88
Z, -292.90 -292.89 -292.89
2, -1708,14 -1707,11 -1707,11

Tabela 5.4 (continuagdo) - Polos e zeros em s obtidos a partir de ajustes no plano z.

Como podemos observar nas Figuras 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13 e nas
Tabelas 5.3 e 5.4, os métodos de ajustes no plano z, em baixas frequiéncias, também
produzem resultados bastante precisos. No entanto, o método linear com a
decomposigao svd apresenta desempenho um pouco melhor que o método que utiliza a
transformagio de Householder.

Em altas frequiéncias (Figuras 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17), encontramos
algumas limitagdes no método de ajuste linear (Householder-Golub). O ajuste por este
método apresenta erros elevados ao longo de toda a faixa de freqiiéncia considerada para
as curvas de modulo e fase da fungdo de transferéncia. Este erros no processo de ajuste
sdo extensivos aos calculos de polos e zeros como mostra a Tabela 5.4.

Ao aumentarmos a ordem da fungdo polinomial aproximada (maior
nimero de polos e zeros), conseguimos melhorar o ajuste pelo método de Householder-
Golub como mostra as Figuras 5.23 e 5.24. As Figuras 5.24 e 5.25 comparam o melhor
ajuste em altas freqiiéncias utilizando o método de Householder-Golub ao ajuste por

decomposi¢do svd com 2 polos e 2 zeros.
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A superioridade do método de ajuste linear por decomposi¢do svd em
relagdo ao ajuste linear (Householder-Golub) se torna evidente nas Figuras 5.18, 5.19,
5.20, 5.21, 5.26 e 5.27, quando consideramos toda a faixa de frequiéncia. As Figuras
5.26 e 5.27 comparam o melhor ajuste conseguido utilizando o método de Householder -
Golub (16 polos e 16 zeros) com o ajuste por decomposi¢do svd (2 polos e 2 zeros).

Assim como o método ndo-linear no plano s, o método linear por
decomposi¢do (svd) utilizando o plano z € capaz de reproduzir a resposta em
frequiéncia do circuito RLC, mas o ajuste ndo retorna polos reais idénticos. Isto se deve a
propria natureza do método implementado, visto que ao considerarmos o sistema que

define 0 modelo como linear, estamos supondo polos distintos.

25.00 —
B ———— 2 pdlose 2 zeros
P ——— 5 polos e 5zeros r
20.00 — \-\_ ——— 7 pdlos e 7 zeros
."\, s |
= \
‘ |
g 15.00 — , / '
§ \ f Y
o )(\ / \
5 1000 — N
| "I‘ 1 F‘.
| ‘;\ | X

0.00 — |"{!J:\L|h - TTHHW T T T TTT] T T
100 1000 10000 100000 1000000
Freqliéncia (Hz)

Figura 5.22 - Erro percentual utilizando Ajuste Linear (Houscholder -Golub) aumentando-se 0 numero
de pdlos e zeros em altas freqiiéncias (100Hz-1MHz).
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Figura 5.23 - Erro de fase utilizando Ajuste Linear (Houscholder -Golub) aumentando-se o niimero de
polos e zeros em altas freqiiéncias (100Hz-1MHz).
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Figura 5.24 - Erro percentual utilizando Ajuste Linear (Houscholder -Golub) com 7 polos ¢ 7zeros ¢
Ajuste Linear (svd) com 2 polos e 2 zeros em altas freqiiéncias (100Hz-1MHz).
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Figura 5.25 - Erro de fase utilizando Ajuste Linear (Houscholder -Golub) com 7 polos e 7zeros e Ajuste
Linear (svd) com 2 polos e 2 zeros em altas freqiiéncias (100Hz-1MHz).
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Figura 5.26 - Erro percentual utilizando Ajuste Linear (Householder -Golub) com 16 pélos e 16 zeros e
Ajuste Linear (svd) com 2 polos e 2 zeros para toda a faixa de freqiiéncia.
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Figura 5.27 - Erro de fase utilizando Ajuste Linear (Householder -Golub) com 16 polos ¢ 16 zeros e
Ajuste Linear (svd) com 2 polos ¢ 2 zeros para toda a faixa de freqiiéncia.

5.1.2. Caso 2 - Pélos e zeros complexos

Fazendo R, =100Q2, R, =10Q, C, =10uF e L, =100mH em (5.4) e

(5.5) obtemos

p, = —549,9999 + j835,16465
p, = —549.9999 — 83516465

r, = —49,9999 + j998.7492
r, = 49,9999 — j998 7492

Utilizando um programa implementado em FORTRAN, foram gerados
arquivos de dados com valores do modulo e da fase para a fungao de transferéncia para
baixas freqiiéncias (1Hz-10kHz) e para altas frequiéncias (100Hz-1MHz). Passamos

agora a apresentar os resultados obtidos.
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Figura 5.28 - Modulo da Fungdo de Transferéncia em baixas freqiiéncias (1Hz-10kHz).
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Figura 5.29 - Erro percentual no ajuste ndo-linear em s para baixas freqiiéncias.
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Figura 5.30 - Fase da Fungio de Transferéncia em baixas freqiiéncias (1Hz-10kHz).
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Figura 5.31 - Erro de fase no ajuste ndo-linear em s em baixas freqiiéncias (1Hz-10kHz).
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Figura 5.32 - Médulo da Fungiio de Transferéncia em altas freqiiéncias (100Hz-1MHz).
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Figura 5.33 - Erro percentual no ajuste ndo-linear em s para altas freqiiéncias.
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Figura 5.34 - Fase da Fungdo de Transferéncia em altas freqiiéncias (100Hz-1MHz).
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Figura 5.35 - Erro de Fase no ajuste ndo-linear em s em altas freqiiéncias (100Hz-1MHz).
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Figura 5.36 - Modulo da Funcio de Transferéncia em baixas freqiiéncias (1Hz-10kHz).
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Figura 5.37 - Erro Percentual para ajustes no plano z para baixas freqiiéncias.
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Figura 5.38 - Fase da Fungdo de Transferéncia em baixas freqiiéneias (1Hz-10kHz).
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Figura 5.39 - Erro de Fase para ajustes em z em baixas freqiiéncias (1Hz-10kHz).
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Figura 5.40 - Médulo da Funcio de Transferéncia em altas freqiiéncias (100Hz-1MHz).
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Figura 5.41 - Erro percentual para ajustes no plano z para altas freqiiéncias.



Capitulo 5 - Analise de Resultados

73

80.00 — ‘
i |
\:
4000 — ’ \ ‘
\ |
N
— ‘.“'\ |
|
o |
g | - o
g | e
& Bl ——f—— —_——
0 1
E |
w
| |
-4000 — |
\} Fase da Fung&o de Transferéncia ‘
- — Ajuste Linear no plano z (Householder - Golub)
A Ajuste Linear (svd) e Ajuste Naoc-Linear (Levenberg-Marquardt) \
-80.00 T T T T T T T | TTTT|
100 1000 10000 100000 1000000

Freqliéncia (Hz)

Figura 5.42 - Fase da Fungio de Transferéncia em altas freqiiéncias (100Hz-1MHz).
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Figura 5.43 - Erro de Fase para ajustes no plano z em altas freqiiéncias.
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Figura 5.44 - Modulo da Funcdo de Transferéncia para toda a faixa de freqiiéncia.
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Figura 5.45 - Erro percentual para ajustes no plano z para toda a faixa de freqiiéncia.
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Figura 5.46 - Fase da Fungfo de Transferéncia para toda a faixa de freqiicncia.
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Figura 5.47 - Erro de Fase para ajustes no plano z para toda a faixa de freqiiéncia.
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Nos ajustes considerando toda a faixa de fregiiéncia sdo utilizados 606
pontos enquanto que nos demais so utilizados 804 pontos.
As Tabelas 5.5 ¢ 5.6 a seguir mostram os resultados obtidos com o

método de ajuste ndo-linear no plano s.

Ajustes no plano s
Ajuste Nio-Linear em s

Nimerode | Erro Acumulado ; Erro méximo
lteragdes
1Hz-10kHz 207 7341,83% 682,39%
100Hz - IMH= 117 10523,03% 886,18%

Tabela 5.3 - Resultados Obtidos a partir do Ajuste Nio-Linear plano s.

Ajustes no plano s

Valores Ajuste Ndo-Linear em s
Teoricos 1Hz-10kHz 100Hz - IMHz
Py | -549.9999+835,16 -411,79 -1091,55
P, | -549,9999-1835,16 -2428.75 -75050,70
z, -49,9999-+1998,75 -998,32 -852,10
z, -49,9999-1998,75 -9G8,32 -79778,23

Tabela 5.6 - Pdlos ¢ zeros obtidos a partir do Ajuste Nio-Lincarem §.

Para fungdes de transferéncia com polos ou zeros complexos, observamos
que com o método de ajuste ndo-linear em s proposto, ndo ¢ possivel obtermos
aproximagdes precisas de baixa ordem para as curvas de modulo e fase. Este problema
pode ser verificado em baixas freqiiéncias (Figuras 5.28, 529, 530 e 5.31) e em altas
freqiiéneias (Figuras 532, 533, 534 e 5.35). A Tabela 5.6 mostra que os polos
complexos sio erroneamente modelados como reais.

As Tabelas 5.7 e 5.8 mostram resultados referentes a métodos de ajustes

no plano z. Como ja havia ocorrido no caso anterior, os valores resultantes do ajuste
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linear com decomposigao em valores singulares (svd) sdo suficientes para garantir o

minima para a funglio de mérito ¥° . Por esta razdio, apenas os valores resultantes do

ajuste linear com resolucio por decomposi¢io svd figuram nestas tabelas.

Ajustes no plano z

Ajuste Linear Ajuste Linear
(Householder - Golub) {svd)
Nimero Erro Erre Ndamero Erro Erro maximo
de Acumulade. | maximo de Acumulado
Iteragtes Iteragles
1Hz-10kHz i 17,.91% 0,082% 1 0,479, 107%% 00,1051 0%
100Hz - 1MHz 1 26069 71% | 527,07% 1 0.116.107% (,162.1 0%
1Hz - IMHz 1 19439.15% | 587,08% i O§475,1(}'4% 0,399.1 0%

Tabela 5.7 - Resultados Obtidos para Ajustes no plano z.

Ajustes no plano z

Ajuste Linear
{Householder - Golub)
1Hz-10kHz 100Hz-1MHz 1Hz-1MHz
)22 -549,78+i835,04 -8856047,56+j6283185,3 | -951028,95+16283185,3
7, -549,78-1835,04 -59887,82 -35759,82
z, -49,94+1998,6 -98675,26+j6283185,31 | -956432,14+62831853
z, -49,04-j998.6 43018 54 23626732

Tabela 5.8 - Pélos ¢ zeros em s oblidos a partir de ajustes no plano z.

Ajustes no plano z

Ajuste Linear
(svd)
IHz-10kHz 100Hz-1MHz 1Hz-1MHz
P -549,80-+835,2 -549,99+i835,16 -549,99+i835,16
2, -549,80-j835,2 -549,99-i835.16 -549 99-1835,16
z, -49,97+1998.54 ~49,99+j998,75 -49,99-+{998, 75
z, -49,97-1998, 54 -49,99-j998 75 -49,99-§998.75

Tabela 5.8 (continnacio) - Polos e zeros em s obtidos a partir de ajusics no plano z.
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Conforme mostram as Figuras 536, 5.37, 538 € 539 e as Tabelas 5.7 e
5.8, 0s métodos de ajustes que utilizam o plano z , em baixas freqiiéncias (1Hz-10kHz),
conseguem reproduzir as curvas de modulo e fase com grande precisio. Como no caso
anterior, o desempenho do método de ajuste utilizando decomposicio svd € um pouco
melhor. Os polos e zeros resultantes de ambos ajustes concordam com os valores
tedricos.

Em altas freqiéncias (100Hz-10kHz), o método de ajuste linear que
utiliza a transformaco de Householder e o método de Golub produz erros elevados ao
longo de toda a faixa de freqliéncia como mostram as Figuras 540, 5.41, 542 ¢ 5.43. Ja
o método de ajuste linear por decomposigio svd produz resultados bastante satisfatorios.

Ao levarmos em consideragdo toda a faixa de freqiiéncia (Figuras 5.44,
545, 546 e 547), a robustez do método de ajuste lincar svd € mais uma vez
comprovada. O método de Householder-Golub, utitizado por NODA et al (1996) para o
desenvolvimento de um modelo de linhas de transmissdo com parametros dependentes da
frequiéncia no dominio de fases, ¢ mais tarde implementado na versdo mais recente do
software para estudos de transitorios ATP  (Alternative Transients Program),
desenvolvido pela BPA (Bonneville Power Administration), ndo consegue reproduzir de
forma alguma as curvas de modulo e fase da fungo de transferénceia do circuito RLC em
questio, quando consideramos toda a faixa de frequéncia (1Hz-1MHz).

As Figuras 5.48 e 549 comparam o melhor ajuste obtido utilizando o
método de Householder-Golub (16 pdlos e 16 zeros) com o ajuste por decomposi¢ao

svd (2 polos e 2 zeros).
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3.1.3. Consideracdes sobre os. ajustes no plano s e no plano z na sintese dos
circuitos RLC

Ao compararmos os resultados obtidos para o primeiro caso, através do
ajuste ndo-linear no plano s, aos ajustes no plano z (Tabelas 5.1 ¢ 5.3), devemos levar
em consideragio que nos valores obtidos do ajuste ndo-lmear no plano s, ainda nio estdo
incluidos erros de discretizagdo. Por ser um operador discreto, os valores decorrentes de
ajustes com a aplicagio da transformada z , ja se encontram livres de quaisquer erros
adicionais.

Uma desvantagem da utilizacio de métodos nao-lineares como o
proposte, ¢ o fato de eles serem dependentes de chutes inmicials. Chutes iniciais
imprecisos podem resultar em um nomero elevado de iteragSes até o método convergir
para a resposta. Para a sintese dos circuitos RLC, o método de ajuste linear por
decomposigdo svd no plano z, mais rapido e preciso, apresentou melhor desempenho.

Independentemente do plano s ou z escolhido, os métodos de ajuste
devem realizar simultaneamente ajustes das curvas de mddulo e de fase, de forma a

garantir melhores resultados.

%.2. Linha de Transmissio Monofasica

Para fazermos uma analise comparativa entre os métodos apresentados

neste trabatho, preferimos utilizar uma linha de transmissdo monofasica de configurago

relativamente simples como mostra a Figura 3.50.



Capitulo 5 - Analise de Resultados 81

£ =100 km

h=13, 29m

FTAP7P7 777777 7777777777777

E =100 Cum

Figura 5.30 - Linha de Transmissiio Monofsica

A Tabela 5.9 mostra os dados da linha de transmissio da Figura 5.50,

Resisténcia DC do condutor da fase 32,40 mC/km
Didmetro do condutor 40,6908 mm
Altura do condutor ao solo 15.24m
Resistividade do solo 100G m
Comprimento da linha 100km

Tabela 5.9 - Dados da Linha de Transmissio Monofasica

Utilizando o software FDDATA™ (MICROTRAN, 1992}, calculamos a
admitancia caracteristica ¥ (@) = {Zc(a))r1 , para a faixa de frequéneia de 0,01Hz a
IMHz e o fator de propagacio A(w) , para a faixa de freqiiéneia de 0,01Hz a 0,1MHz.

As Figuras 5.51, 5.52, 5.53 e 5.54 mostram as curvas de modulo e fase

para a admitdncia caracteristica e o fator de propaga¢dio de acordo com os dados

obtidos.
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Admitancia Caracteristica (mhos)

Fase da Admitancia Caracteristica (graus)
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Figura 5.31 - Médulo da Admitincia Caracteristica ¥, (w) .
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Fator de Propagacio

Fase do Fator de Propagacfo (graus)
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Figura 5.53 - Modalo do Fator de Propagaciio A(m) .
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Figura 5.34 - Fase do Fator de Propagacio A( (z)) .
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Foram obtidas aproximagdes para a admiténcia caracteristica e o fator de
propagacéo utilizando todos os métodos descritos no Capitulo 4. Para ajustes no plano s,
empregou-se¢ ainda o método assintotico, desenvolvido por IMART! (1982), e
implementado no software FDDATA™.

Os resultados destes ajustes sio apresentados a seguir nas se¢des 5.2.1
(aproximagdes para a admitdncia caracteristica) e 5.2.2 {aproximagdes para o fator de

propagacgdo).

5.2.1. Admitincia Caracteristica

Ajustes no plano s para a Admitancia Caracteristica

Ajuste Assintotico Atuste Nio-Linear
MNamero | Niumero Erro Errode | Numero | Numero Erro Erro de
de polos | de zeros | maximo fase de polos | de zeros | maximo fase
17 17 10,78% | 12,84° 8 8 0,58% 1,11°

Tabela 5.10 - Resnltados Obtidos para o ajusle da Admutincia Caracteristica no plano s

Como podemos observar na Tabeia 5.10 ¢ nas Figuras 555 ¢ 5.56, o
método de ajuste ndo-hinear utilizando o plano s apresenta desempenho superior em
relagio ao método assintotico. O meétodo ndo-linear produz erros inferiores tanto ne
calculo do médulo da admitancia caracteristica como na fase utilizando aproximagdes de

baixa ordem, ou s¢ja, com nitmero bastante inferior de polos e zeros.
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Figuara 5.35 - Erro perceniual para ajustes no plano s,
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Figura 3.56 - Erro de Fasc para ajustes no plano s
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Ajustes no plano z para a Admitincia Caracteristica
Ajuste Linear ' Ajuste Linear
{Householder - Golub) {svd)
Nizmero | Niunero Erro Errode | Namero | Namero Erro Erro de
de polos | de zeros | maximo fase de polos | de zeros | mdximo fase
Y 7 7 96,17% | 67,16° 16 16 72,74% ; 31,94°

Ajustes no plano z para a Admitancia

Caracteristica
Ajuste Nao-Linear
{Levenberg-Marquardt)
Nimero | Nimero Erro Errode
de polos | de zeros maximo fase
Y 8 8 34 17% 26,63°

Tabela 5.11 - Resultados Obtidos para o ajusie da Admitincia Caracteristica no plano z.

Tabela 5.11 (continyacfio) - Resultados Obtidos para o ajuste da Admitdncia Caracteristica

no plano z.
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Figura 5,57 - Erro percentual para ajustes no plang z,
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Figura 3.58 - Erro de Fase para ajustes no piano z.

Conforme mostram as Figuras 5.57 € 5.58 ¢ a Tabela 5.11, os métodos de
ajuste propostos utilizando a transformada z, nfo produzem resultados precisos para o
ajuste da admitdncia caracteristica. O método de ajuste linear baseado na resolugdo por
transformacio de Householder e o método de Golub é o que apresenta pior desempenho.
A medida que aumentamos a ordem dos pelindmios as aproximacdes se degeneram, pois
a inclusio de polos e zeros tornam os ajustes mais instaveis. A inclusio do método ndo-
linear, utilizando o algoritmo de Levenberg-Marquardt, permite uma distribuigdo melhor
dos erros.

A dificuldade em se obter aproximagdes precisas para a admitancia
caracteristica se deve ao mau condicionamento da matriz [ A] que representa o modelo.

E importante ressaltar ainda a dependéncia dos métodos apresentados em relagio 4 faixa
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de freqiiéncia considerada para o ajuste e, conseqiientemente, o tempo de amostragem
At definido.

A Tabela 5.12 e as Figuras 5.59 e 5.60 mostram os resultados obtidos
quando reduzimos a faixa de freqiiéncia para 100Hz-1MHz. Como podemos observar, o
desempenho dos trés métodos implementados no plano z ¢ melhorado
consideravelmente. Através do método de ajuste ndo-linear empregando o algoritmo de
Levenberg-Marquardt conseguimos obter os melhores resultados.

No desenvolvimento de um modelo no dominio da fregiiéncia utilizando o
método linear, com resolugio pela transformacio de Householder e 0 método de Golub,
NODA et al (1990) so apresentam resultados deniro da faixa de frequéncia de 100Hz-
IMHz . Como pudemos comprovar, a eficiéncia do método implementado é questionavel

quando consideramos toda a faixa de freqiéncia.

Ajustes no plano z_para a Admiténcia Caracteristica

Ajuste Linear Ajuste Linear
{(Householder - Golub) {(svd)
Numero | Numero Erro .| Errode | Namero | Numero Erro Erro de
de polos | de zeros | maximo fase de pdlos | de zeros ;| mdximo fase
13 13 1,102% | 2.041° 14 14 1,808% 1 1,71°

Tabela 5.12 - Resultados Obtidos para o ajuste da Admitincia Caracteristica no plano z para a faixa de
freqiéncia de 100Hz-1MHz.

Ajustes no plano z para a Admiténcia
Caracteristica
Ajuste Nio-Linear
(Levenberg-Marquardt)

Numero | Numero Erro Erro de
de polos | de zeros maxumo fase
Y, 16 16 (,959% 0,095°

Tabela 5.12 (continuaciio) - Resultados Obtidos para o ajusic da Admiténcia Caracleristica
no plano z para a faixa de fregiiéneia de 100Hz-1MHz.
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Durante o desenvolvimento deste trabalho, repetimos os procedimentos
de ajuste utilizando a matriz do modelo { 4] complexa mas ndo obtivemos éxito. Além
da matriz [ 4] ser também mal condicionada, os pardmetros resultantes do ajuste sio
igualmente complexos e portanto ndo tém significado fisico algum. O software
matematico MATLAB™ (Versio 4.0) foi utilizado durante esta etapa.

Faz-se necessarto ainda algumas modificagGes nos pesos empregados na
resolugdo dos sistemas lineares sobredeterminados, de forma a permitir melhores ajustes

utilizando toda a faixa de freqiiéncia.
5.2.1, Fator de Propagacio

Ajustes no plano s para ¢ Fator de Propagacio

Ajuste Assintdtico Ajuste Nio-Linear
Numero | Nimmero Erro Errode | Nomero | Numero Erro Erro de
de polos | de zeros | maximo | fase de polos | de zeros | maximo fase
4 26 24 3,77% | 6,85° 10 8 3,21% | 8,17°

Tabela 5.13 - Resuitados Obtidos para o ajusie do Fator de Propagaciio no plano s

Com o métode de ajuste ndo-linear utilizando o plano s (Tabela 5.13 e
Figuras 5.61 e 5.62), conseguimos obter resuitados com a mesma precisdo dos obtidos
utilizando o método de ajuste asssintético, mas com um nimero mnferior de polos e
zeros. Ao contrario do que ocorren no ajuste da admitancia caracteristica, o métedo
ndo-linear tem alguma dificuldade em diminuir o erro maximo e o erro de fase quando

ajustamos o fator de propagacéo.
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A Tabela 5.14 e as Figuras 5.63 e 5.64 mostram os resultados dos ajustes
obtidos com os métodos que empregam a transformada z. Qs resultados obtidos atraveés
do méiodo de ajuste ndo-linear (Levenberg-Marquardt) para o fator de propagagio
apresentam algumas incongruéneias que ainda estdo sendo investigadas. Acreditamos

que os erros sejam provenientes da forma com que a fun¢do e suas derivadas estio sendo

avahadas.
Ajustes no plano z para o Fator de Propagagio
Ajuste Linear Ajuste Linear
(Householder - Golub) {svd)
Nuomero | Namere | Erro Erro de | Nuamero | Nimero Erro Erro de
de polos | de zeros | maximo fase de polos | de zeros | maximo fase
10 8 1,207% | 0.364° 15 13 0,163% | 0,101°

Tabela 5,14 - Resultados Obtidos para o ajuste do Fator de Propagacio no plano z.

Como podemos observar, tanto o método linear com resolugdo por
transformagio de Householder quanto o método linear com decomposi¢io svd
produzem aproximagdes bastante precisas.

O método que emprega a decomposigio svd ¢ ligeiramente superior como
podemos verificar na Tabela 5.15 e nas Figuras 5.65 e 5.66, quando comparamos ¢

desempenho dos dois métodos na obtencgio de aproximagdes de mesma ordem.

Ajustes no plano z para o Fator de Propagagéo

Ajuste Linear Ajuste Linear
{Householder - Golub) {svd)
Namerc | Numero Erro Erro de | Numero | Numero Erro Erro de
de polos | de zeros | maximo fase de polos | de zeros | maximo fase
10 8 1,207% | 0,364° 10 8 0,994% | 0,329°

Tabela 3.15 - Comparacio entre Ajuste Linear por Householder-Golub & Ajuste Linear por

decomposicio (svd) para o Fator de Propagacio no plano z
com polindmios de mesma ordem .
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Conclusao

Estudamos a modelagem de linhas de transmiss@o com parimetros
distribuidos dependentes da freqiiéncia no dominio modal. Diferentes métodos de ajustes
foram implementados para obter fun¢Bes polinomiais racionais de baixa ordem que
aproximam a admitdncia caracteristica e 0 fator de propagagio. Na sintese destas
fungdes racionais foram considerados tanto modelos que empregam o plano s, com a
utilizagdo da transformada de Laplace, como aqueles que utilizam a transformada z.

O desempenho dos métodos implementados foi testado através da sintese
de circuitos RLC e de aproximagdes obtidas para a admitdncia caracteristica e o fator de
propagacgo de uma linha monofasica.

Com os meétodos de ajuste no plano z, foi possivel obter resultados
bastante precisos para a sintese de circuitos RLC e para as aproximagdes obtidas para o
fater de propagacdo. Entre os métodos apresentados, podemos destacar o método linear
que utiliza a decomposigio em valores singulares (svd) para solucionar o sistema de
equagdes sobredeterminado. Para ajustes da admitdncia caracteristica, observamos que o
sucesso da modelagem no plano z depende da faixa de freqiéncia considerada. Ao

considerarmos freqiiéncias acima de 100Hz, o desempenho destes modelos ¢ melhorado.
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Os ajustes que realizamos ne plano s apresentaram em linhas gerais bom
resultado. Através do método ndo-linear que utiliza o algoritmo de Levenberg-
Marquardt for possivel obtermos aproximagles de baixa ordem para a admitancia
caracteristica e o fator de propaga¢io. Mostramos ainda que os méfodos de ajuste
devem realizar simultaneamente ajustes das curvas de modulo e de fase, de forma a
garantir melhores resultados.

Uma comparagio direta entre métodos de ajustes no plano s e ajustes no
plano z ¢ tarefa bastante dificil, visto que os resultados obtidos de ajustes no plano s
precisam ser ainda discretizados.

Os métodos de ajustes apresentados neste trabalho e que utilizam a
transformada z precisam ainda ser melhorados. Os pesos utilizados na resolugiio dos
sistemas de eqda@c“)es sobredeterminados precisam ser reavaliados, de forma a garantir
con\rergéncia para toda a faixa de frequéncia, no caso de aproximagdes para a admiténcia
caracteristica.

As téenicas apresen‘fadas neste trabalho podem ser utilizadas no
desenvolvimento de equivalentes de rede dependentes da freqiiéncia e no projeto de

filtros passivos.
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Apéndice A

Convolucio Recursiva

Considere a mtegral de convolugdo abaixo

st =] f0-w)-e ™ du

(A1)
a ser calculada no tempo 7 a partir de s(7 — A7) conhecido do passe anterior.
Este valor conhecido ¢ dado por
S(f ~ Af) = ™ j i -uye ™ (A.2)

obtido ao fazermos a substituicdo de ¥ por w+ Ar em (A1)

A integral (A.1) pode ser expressa como a soma de duas outras integrais

-5

r " o o
) = _L Fl—u)y- e+ I-T_‘$r Ja—wye ™ Vdu {A3)
Substituinde {A.2) em (A 3) ebtemos

. T+ .
s(1) = L > F—uy-e ™ g+ e 51 - Ar) (A.4)

De (A4) concluimos que s(7) ¢ caleulado recursivamente a partir de

s(t— Ar)

Considerando que f vana linearmente entre -7 -Ar e -7,
[DOMMEL, 1996, MARTI, 1982}

s(ty=c,-s{t - A ve,- f(1-Dy+e,  f{r—T- A1) (A.5)
CON

€ =e e

1 1 (_i —;3,}.:‘) (A 6)

y T ~+ - e )
« p pA
1 . 1 .

o= T P (] —e ¥ )



Apéndice B

Método dos Minimos Quadrados
Generalizado [Press et al, 1992)

Deseja-se ajustar um conjunto de N dados (x,.v) ac modelo

RS
¥(x) =D a, X, (x) (B.1)
£l

que representa a combinagdo linear de M fungdes arbitranas de x, X,,...X, (x),
denominadas fun¢des-base do modelo.

A linearidade do modelo diz respeito apenas a sua dependéncia com

relagdo aos pardmetros a, . Portanto, X,,.. . X, (x) podem assumir a forma de funcdes
altamente nio-lineares.

Os parametros a,,a,,...,a,, que methor ajustam os dades (x.y,) ao

modelo sdo obtidos minimizando-se uma fungdo de mérito ou chi-guadrado definida

COmo

3 = ﬁy;. ~-yv{x .a ,,__,a,;)_r
Z':Z{ YOl (B.2)

ind ) J

i

em que o, € o desvio padrio associado ao i-€simo ponto do conjunto de dados.

A fungiio erro assim definida mede a concorddncia entre uma solucio
aproximada, obtida com um conjunto particular de parametros calculados, e a solugdo

real.
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No minimo, as derivadas parciais de y7. com relagio a todos os M

parametros sdo nulas. Logo. teremos M equacdes da forma

sy I 3 '
0=3 peibl Sa, X (x, )11_»(1 (x) k=1..M (B.3)
i1 il =1 1

Este minimo pode ser obtido através do uso de equagbes normais ou
atraves da decomposi¢io em valores sin_gu!ares {(SVD).
B.1. Resolucio por Equacdes Normais

Seja 4, a matriz do problema de ajuste, de dimensdes N x A e que tem

os elementos dados por

,4].},2 F— (B.4)

A Figura B.1 mostra o desenho esquematico da matriz 4.

¢~ Fung¢oes-base ————o
X)) X)) Xy ()
(X (x)  X(x) X))
Xy g, 0 9y
¥, Ni(x,) X, (xy) Xy (xy)
a, (29 a,
Pontos : i :
Xy A (.\"_,\: ) Xz {X‘\. ) X,\J (‘X‘:\‘ )
A L A T Ty

Figura B.1 - Desenho esquematico da matriz do problema de ajuste .4 .

Seja b o vetor de tamanho N definido por




Apéndice B - Método dos Minimos Quadrados 108
e a o vetor M de parimetros ajustavels .
Em forma matricial, a equagio (B.3) pode ser escrita como
A
2oad, =f (B.6)
=1
em que
o _ a &(x: )‘Xti; (Xr) B ./.
bRl (B.7)
ou ainda,
la]=4"-4 (B.8)
e
oy (x)
p-3 ®9)
it O;
ou
: [5]__:‘43"‘6 (B.10)
[} é uma matriz quadrada de ordem M e [ﬁ] ¢ um vetor de comprimento
M.
Substituindo (B.8) e (B.10) em (B.6) obtemos
[a]-a:[ﬁ] (B.11)
ou ainda
(AT A-a=4"-b (B.12)

As equagdes (B.11) ou {B.12) sio denominadas equagdes normais do

modelo. O vetor solugdo de (B.11) € o vetor de pardmetros ajustaveis .
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[ ]
oy

Alem de parametros, 0 método deé ajuste deve ainda fornecer os erros
considerados na estimacdo destes.
Resolvendo (B.6) para «a, temos

A4

u, = > [a];ﬁ, (B.13)

£=1

Fazendo C, =la], em(B.13)

r 7
A Y )1/ X, ]
c, ;Z" ) | (B.14)
k=1 Lr 4}
A varidncia associada a cada valor estimado a; € dada por
¥ a)
oa)=3 o’ k J ' (B.15)
=1 2
Sabendo que a derivada de a, comrelagdoa v, €
ca, M, X, (r)
: (B.16)
& .11 k=1
obtemos
)33 o [ K XE)
oi(a,)=2.2.C,C, lZ 1? (B.17)
=l I=1 i=] 1 B

O termo entre colchetes ¢ a matriz [a]. Como [C]=[a]", a equagho
(B.17) se torna

oilay=C, (B.18)

Como podemos verificar, as varldncias associadas aos pardmetros

1aea€ly, correspondem aos elementos da diagonal principal de [l
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B.2. Resoluciio por decomposiciio em valores singulares (svd)

A resolugdo por decomposigio do valor singular (svd) utiliza o seguinte

teorema de algebra linear:
“Uma matriz [ 4] qualquer de ordem A x N pode ser escrita como o
produto de uma matriz ortogonal [I/], de dimensio M x N . uma matriz diagonal [W]

de ordem N x N e a transposta de uma matriz ortogonal {17} de dimensio N x ¥ .7

Logo, teremos:

(4] ={U]-1-0°Y (B 19)

WY =01 -l=11 (B.20)
em que [1] ¢ matriz identidade de dimensio N x N

A matriz diagonal [#] contém os valores singulares @, .

O vetar solucdo do sistema

Dentro do contexto dos minimos quadrados, desejamos encontrar o vetor

de parametros a, que minimiza a fungéo erro

7 =lda-b (B.23)
A matriz A4 ¢ o vetor b, tém os seus elementos dados por (B.4) e (B.5),

respectivamente.
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em que

i (B.24)

U, .i=1... A representa as colunas de 1/ ;
V. ,i=1,...,M representa as colunas de }" ;

1i:?

, 30 os valores singulares.

A varidncia na estimativa de um pardmetro «a, € dada por

i A l‘y.\l
ol o= Z(il _ (B.25)

As covariancias sdo dadas

H

Cm‘(al,_,a‘_) = ZL : -li : (B.26)

2
@,

. . N
R ’/I ,:;'7 \




Apéndice C

A Transformacio de Householder e o
Método de Golub

Uma matnz de transformacio refletida € uma matriz da forma

(C.1)

TRl
W=7

onde [}7] € um vetor arbitrario e /] ¢ a matriz identidade de mesma dimensdo que {R].

A matriz de transformagéio refletida obtida segundo (C.1) obedece as

seguintes propriedades:
a) [#]=[R]", logo € uma matriz simétrica;
b) {R] =[][R], logo ¢ igual a sua inversa;
¢) [R]" =[R], logo ¢é ortogonal,
A transformacio de Householder € uma matriz de transformagio refletida

que converte a matriz da esquerda na matriz na direita (C.2), onde aé um elemento

qualquer.

{'a a a al la a a a
0 a a a 0 a a a
[H], 0 0 a al=0 a a (€.2)
\ 0 a a 0 a
ILO a a| 0 a |
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Aphcando sucessivamente a matriz de transformacio de Householder

[H] podemos transformar uma matriz gualquer em uma matriz triangutar superior {C .3).

a a o
o d u
a o

. (C.3)

(s S o B v B o B e
o O O O

[}

=

~
~
e gy
—

Seja [x]= o vetor composto pela primeira coluna de uma matriz

~
)

-

oo |

simétrica[ 4]. Fazendo
vl ={x] z!xl-[el] (C.4)
onde [‘?1] ¢ 0 vetor unitario [1,0,...,0]T .e substituindo (C.4) em (C.1) obtemos

1

[H]=[R] =
J2- bt (-,

[x] + Ix]- ["1 ] (C.3)

Aplicando a matriz de transformagio acima a {x] chegamos a

[#]-[x] = 2lx]-[e,] (C6)

Da équac;éo {C.6) podemos concluir que a matriz de transformac@o de
Householder [ ] quando aplicada ao vetor {x], anula todos os seus componentes com
excecdo do primeiro elemento.

Para reduzir uma matriz simétrica [ 4] a uma matriz tangular superior,

inicialmente, escalhemos o vetor [x]para que a primeira matriz de transformagio seja
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os elementos #—1 da primeira coluna Desta forma os elmentos 11— 2 abaixo serdo

zerados.
iﬁ 00 0"] ?a“ a, 4, a,, |
10 | ;azl
H, - 4:§O (n-1H, ny.
: b
x 1
iLO i 1anl
: _— S (o)
dy dyy Ay ty,
k
= | 0
L 0 B
A transformacdo ortogonal completa € agora
a, k0 0
[4]" =(H)-[4)-[H]=] O (C.8)
— 0 —

Devemos agora escother os elementos #—2 da segunda coluna como o

novo vetor | x| para a segunda matriz de transformagio de Householder. Logo teremos

0 0 0
01 0 0

[7,]=]0 0 (C.9)
Lo (??—2)H3
._O 0 4

Apds 11—2 aplicagdes das matrizes de transformagdo de Householder
teremos | 4] triangular superior.

Golub aplicou esta técnica a resolugdo de sistemas de equagdes

sobredeterminados.



Apéndice D

M¢étodo de Ajuste Nao-linear

Desejamos ajustar um conjunto de N pontos (x,, v, yao modelo
y = y(xa) (D.1)

que depende ndo-linearmente dos pardmetros a,.4a,,...,qa,,.

Devemos inicialmente determinar uma fungdo erro gue ird medir a
concordancia entre uma solugio aproximada, obtida com um conjunto hipotético de
parametros calculados, e a solugdo real. O conjunto de pardmetros que melhor se ajusta
a0 modelo considerado € obtido minimizando-se a fungfo chi-quadrado

r

2 ';‘\"'ﬁ ¢V1 —.}l('\.r;"? :"'DG‘ ) 2
p e |t -
i=1

ar

4

em que o, ¢ o desvio padrio associado ao i-ésimo ponto do conjunto de dados.

Ao contrario da técnica apresentada no Apéndice B, o processo de

otimizagdo ocorre iterativamente. Partindo de uma primeira aproximagio para os
pardmetros a, , estes valores sio refinados até que y° atinja um minimo,

Expandindo (D.2) em uma série de Taylor obtemos

&y’ 18 &y’
= : -a+—z,’—_ﬂ-akaf+--- (D3}
ca, 2 caca,

A
ZHa)=y 2.
i=1

Proximo ao minimo y° pode ser aproximada pela forma quadratica
) 1 .
,}L"({?)t,?/“d-a*i*;'a'p'a (D.4)

em que
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d ¢ um vetor de comprimento M, representando o gradiente de
' com relago aos pardmetros a,;

D € uma matriz quadrada de ordem M cujas componentes sdo as
segundas derivadas parciais de y* com relagio aos pardmetros «, e que ¢ comumente
conhecida como matriz Hessiana.

Uma vez que a aproximagdo obtida com os valores iniciais dos
pardametros ¢, tenha sido satisfatoria, os valores de @, que minimizam z* sdo
calculados em um tmico passo de [PRESS et al, 1992],

iy = Ay + 7 |-V @) (D.5)

Caso a pnimeira aproximagao ndo produza resultados precisos, a proxima

iteragdo sera realizada com [PRESS et al, 1992],
A e = A,y — CORSTANTE -V 2 a0 (D.6)

O vetor d em (D.4) tem componentes

oy '72[ : ~_}(x,,a)] Cyx;,a)

k=12 M (D.7)
ca,

que serdo nufas no minimo de y°

Tomando a segunda derivada parcial chegamos a

Er &1 Ep(xza) Av(x;a) & y(x,;a)
=2) = ' n - y(xa) | ————— D8
faéa, Z; ,.'_] cu, ca, {}’ rix, a)] ca.ca, (D-8)

De (D.8) percebemos que os elementos da matriz Hessiana [ dependem
tanto da primeira derivada como da segunda derivada parcial com relagio aos

parametros a, . Para o procedimento de ajuste o termo que depende da segunda derivada

parcial pode ser ignorado visto que para um ajuste preciso [1 = ¥(x, ;a}] assume valores
despreziveis.

Logo, (D.8) se torna

a2 N Aof - ol oy |

. Av{(x,,a) Evix.
LrX 22 (}E\:a )(}(\”CI) ] (D.9)
Ca, o | ca, Ca, | '

Definindo
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p =L (D.10)
2ca,
e
1 &y
G =T o, D1
Y2 éaéa, -1
as equacdes (D.5) e (D.6) podem ser reescritas, respectivamente, conio
RH
Za;;-f&"a =p e (D.12)
{=1 .
&, = constante- f,. (D.13)

D.1. O Método de Levenberg-Marquardt

Devido 20 seu bom desempenho, o método de Levenberg-Marquardt €
atualmente considerado o método padrio em rotinas de minimos quadrados para a
determinacio de modelos ndo-lineares [PRESS et al, 1992].

Na implementacdo do método (D.13) assume a forma

oa, = ——f ol Aayoa; = f (D.14)
com A >> 1.

Definindo uma nova matriz [a'] . dada por

a, =a, (1+4)

. o (D.15)
Ay = Uy (J= k)

As equagdes (D.14) e (D.12) podem ser substituidas por

A

D aba =B, (D.16)
1=1

Quando fazemos A >>1 em (D.16) obtemos (D.14) e ac tomarmos A
proximo de zero, (D.16) se torna aproximadamente igual a (D.12).

Dado um conjunto inicial de pardmetros ajustaveis a,, a rotina que
realiza o método de ajuste ndo-linear deve seguir as seguintes etapas [PRESS et al,

19927:
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I Caleulamos y {u):
2 Fazemos A =0001;

3. Solucionamos as equagdes lineares (D.16) para da e calculamos

7 a &y,

NS

. Se yi{a+d&) =y (a), fazemos A = 10-0.001 ¢ retornamos a (3).

Lh

. Se y(a+da) < y’(a), fazemos A=01.0001 e a, =a+de
retornamas a (3).

A sequéncia de operacdes acima ¢ repetida até que variagdes em ¥’ (a)
sejam despreziveis.

De posse do conmjunto de parametros «,.a,,...d, que minimizam
7*(a), obtemos os erros considerados na estimagdo destes fazendo A=0 e

calculando

[Cl=[a]™ (D.17)



