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RE S UMO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste t r a b a l h o sao estudadas q u a t r o v a r i a n t e s do 

Fast P o i s s o n S o l v e r s . As q u a t r o v a r i a n t e s , Metodo Basico 

FFT, Metodo da Reducao C i c l i c a ( A l g o r i t m o de Buneman), FACR 

( F o u r i e r A n a l y s i s / C y c l i c Redution)Metodo FACR(l,j) e Meto-

do F A C R ( l , i ) , sao implementados e seus r e s u l t a d o s compara-

dos. 



AB S T RACT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I n t h i s t h e s i s are s t u d i e d f o u r v a r i a n t s o f Fast 

Poisson S o l v e r s . The f o u r v a r i a n t s , B a s i c Method FFT, Cy-

c l i c R e d u t i o n Method (Buneman*s A l g o r i t h m ) , FACR ( F o u r i e r 

A n a l y s i s / C y c l i c R e d u c t i o n ) , Method FACR ( l , j ) and FACR 

Method ( l , i ) , are implemented and t h e i r s r e s u l t s compared. 
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CAPITULO I  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I NT RODUCAO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Apresentacao 

A equacao d i f e r e n c i a l p a r c i a l de Poisson modela 

fenomeno de d i s t r i b u i c a o de p o t e n c i a l ( e l e t r i c o , g r a v i t a -

c i o n a l ) e sua solucao tern i n t e r e s s e p r a t i c o em c i e n c i a s a-

p l i c a d a s e e n g e n h a r i a . 

Uma solucao a n a l i t i c a da equagao de Poisson e 

r a r a s vezes p o s s i v e l de ser o b t i d a , porque a g e o m e t r i a do 

c o n t o r n o e as condicoes impostas nesse c o n t o r n o i n f l u e n c i a m 

f o r t e m e n t e a s o l u c a o . Para s u p e r a r essa d i f i c u l d a d e , ape-

l a - s e para a solugao numerica. A s o l u c a o numerica por sua 

vez nao e t r i v i a l , porque a p l i c a n d o a d i s c r e t i z a c a o temos 

si s t e m a s l i n e a r e s com m u i t a s equacoes, p r i n c i p a l m e n t e se 

f o r em t r e s dimensoes. Por exemplo, em t r e s dimensoes, urn 

cubo d i s c r e t i z a d o com 10 pontos em cada e i x o coordenado 

c o n d u z i r a a 1000 equagoes l i n e a r e s . 
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No i n i c i o da decada de 1970 os pes q u i s a d o r e s 

d e s c o b r i r a m metodos de m e l h o r a r a e f i c i e n c i a da solugao nu-

merica da equagao de Poisson, baseada no metodo das d i f e -

rengas f i n i t a s . 0 metodo basicamente p r o c u r a r e s o l v e r o 

sist e m a de equagoes l i n e a r e s p r o v e n i e n t e da d i s c r e t i z a g a o 

do problema p e l o metodo das d i f e r e n g a s f i n i t a s de modo e f i -

c i e n t e , envolvendo uma t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r ( t r a n s f o r -

mada r a p i d a de F o u r i e r d e v i d a a Cooley e Tuckey, conforme 

Hockney 12zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ]J) . Esse metodo f o i b a t i z a d o de Fast Poisson 

S o l v e r (FPS). Hoje e x i s t e uma f a m i l i a de Fast Poisson 

S o l v e r s , c o n s t i t u i d a 

a) p e l o Metodo b a s i c o FFT 

b) p e l o Metodo da redugao c i c l i c a 

c) p e l o s Metodos FACR ( F o u r i e r A n a l y s i s / C y c l i c 

R e d u t i on) 

Metodo FACR ( l , j ) 

Metodo FACR ( l , i ) 

0 FPS f o i o r i g i n a l m e n t e d e s e n v o l v i d o para r e -

g i o e s r e t a n g u l a r e s , p o s t e r i o r m e n t e f o i e s t e n d i d o para r e -

g i o e s p l a n a s mais complicadas e f i n a l m e n t e para r e g i o e s t r i _ 

d i m e n s i o n a i s . 
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1.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Importancia do Trabalho 

No Campus I I da UFPb e x i s t e m d i v e r s o s computado-

r e s (com v a r i o s Sistemas O p e r a c i o n a i s ) que e n t r e o u t r a s t a -

r e f a s sao b a s t a n t e u t i l i z a d o s p ara a solucao de problemas 

c i e n t i f i c o s . 

Em urn destes'computadores e x i s t e a B i b l i o t e c a 

T r a n s p o r t a v e l de A l g o r i t m o s Numerica (BITAN) com cerca de 

200 r o t i n a s que sao implementacoes de a l g o r i t m o s m a t e m a t i -

cos . 

E i n t e r e s s e da UFPb d i f u n d i r a u t i l i z a g a o da 

BITAN, nao somente n e l a mas tambem p r o p o r c i o n a r a o u t r a s 

i n s t i t u i g o e s a sua u t i l i z a c a o . 

Tendo em v i s t a a necessidade de uma r o t i n a para 

r e s o l v e r a equagao de Poisson, em e l e t r i c i d a d e e magnetismo, 

e p a r a a u x i l i a r a d i f u s a o da BITAN, d i r e c i o n a m o s o estudo 

para q u a t r o v a r i a n t e s do Fast Poisson S o l v e r . Apos o t e r m i -

no d e s t e t r a b a l h o espera-se que tenhamos o melhor metodo do 

Fast P o i s s o n S o l v e r s t r a n s f o r m a d o em uma s u b r o t i n a da BITAN 

par a f u t u r a s u t i l i z a g o e s . 
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1.3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Visa o Global do Trabalho 

Este t r a b a l h o contem urn estudo da equacao l i n e a r 

de P o i s s o n em r e g i o e s r e t a n g u l a r e s , u t i l i z a n d o a condicao 

de c o n t o r n o de D i r i c h l e t . 

I n i c i a l m e n t e , no segundo c a p i t u l o damos urn r e s u -

mo mate m a t i c o : c l a s s i f i c a c a o das equacoes; e x i s t e n c i a e 

u n i c i d a d e da s o l u c a o ; e p r i n c i p i o do maximo. 

Uma r e v i s a o de d i f e r e n g a s f i n i t a s , c o n v e r g e n c i a , 

e r r o d e d i s c r e t i z a g a o da equacao de Poisson e f e i t a no t e r -

c e i r o c a p i t u l o . 

No q u a r t o c a p i t u l o apresentamos, a p a r t i r da 

d i s c r e t i z a c a o , q u a t r o v a r i a n t e s do Fast Poisson S o l v e r s : 

a) Metodo Basico FFT 

b) Metodo da Reducao C i c l i c a ( A l g o r i t m o de Bu-

neman) 

c) Metodo FACR ( l , j ) de Hockney 

d) Metodo FACR ( l , i ) de Hockney. 

Os a l g o r i t m o s das q u a t r o v a r i a n t e s sao apresen-

tados com a condicao de c o n t o r n o de D i r i c h l e t . Damos i n d i -

c a t e s para a condicao p e r i o d i c a nos metodos Basico FFT e 

FACR. 0 a l g o r i t m o de Buneman b a s e i a - s e numa r e g i a o quadrada 
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onde o v a l o r do lado e 1. 

No c a p i t u l o c i n c o , c o n c l u i m o s fazendo uma a n a l y -

se dos r e s u l t a d o s o b t i d o s nos t e s t e s , r e l a c i o n a n d o as d i f i -

c u l d a d e s encontradas na implementagao das q u a t r o v a r i a n t e s 

do Fast Poisson S o l v e r s , i d e n t i f i c a n d o pontos que podem 

ser estudados e apresentadas sugestoes p a r a estudos p o s t e -

r i o r e s . 

No apendice I damos uma pequena v i s a o do a l g o -

r i t m o FFT. 



CAPITULO I I  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

RE S UMO DE MAT E MAT I CA DA E QUACAO DE P OI S S ON zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Introdugao 

Para chegarmos a r e s o l u g a o numerica da equagao 

de P o i s s o n , necessitamos de alguns conhecimentos de sua 

m a t e m a t i c a . Em v i r t u d e d i s t o daremos a s e g u i r urn resumo da 

matematica usada no t r a b a l h o . 

I n i c i a l m e n t e c l a s s i f i c a m o s as equagoes d i f e r e n -

c i a i s e mostramos algumas a p l i c a g o e s da Equagao de P o i s s o n . 

Em seguida o teorema da e x i s t e n c i a e u n i c i d a d e 

da solugao e a p r e s e n t a d o . 

Por u l t i m o apresentamos o p r i n c i p i o do maximo, 

baseado em F i g u e i r e d o P l 0 ~ ~ I . 
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2.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - C l a s s i f i c a g a o 

A fo r m u l a c a o matematica de m u i t o s problemas na 

c i e n c i a envolvendo razao da mudanga r e l a t i v a de duas ou 

mais v a r i a v e i s i ndependentes, usualmente r e p r e s e n t a n d o tem-

po, comprimento ou angu l o , conduz as equagoes d i f e r e n c i a i s 

p a r c i a i s ou a urn sis t e m a de equagoes. 

Uma equagao d i f e r e n c i a l de segunda ordem a duas 

v a r i a v e i s pode ser e s c r i t a na forma: 

2 . 2 2 
9 u . K 8 u „3 u ,8u 3uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r r, 

a + b + c + d — + e — + f u + g = 0 

3 x 2 8 x 2 y 3 y 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 dy 3y 

onde a, b, c, d, e, f e g podem ser c o n s t a n t e s ou fungoes 

de x e y. 

Se f f o r i g u a l a zero e a, b, c, d, e, g nao de-

penderem de u ou 3_u ou 3u. a equagao d i f e r e n c i a l e l i n e a r e 

3x 8y 

se f f o r d i f e r e n t e de zero a equagao d i f e r e n c i a l e d i t a nao 

l i n e a r . 

Podemos c l a s s i f i c a - l a em: 

_ 2 
Equagao e l i p t i c a se b - 4ac < 0 

- 2 
Equagao p a r a b o l i c a se b - 4ac = 0 

,2 

Equagao h i p e r b o l i c a se b - 4ac > 0 
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As equagoes e l i p t i c a s mais conhecidas sao: 

3 2 

a) — — + — — + g = 0 equagao de Poisson 

3 x z 3y 

3 U 3 UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N " J I T 

bj + = 0 equagao de Laplace 

3 x 2 3 y 2 

3 2u 3 2 u 

c) + + f u = 0 equagao de H e l m h o l t z 
2 2 

3x 3y 

Para a equagao de H e l m h o l t z , se f f o r c o n s t a n t e , 

tem-se urn problema de v a l o r de c o n t o r n o e se f f o r urn pa-

r a m e t r o a ser determinado tem-se urn problema de auto v a l o r . 

A equagao de Poisson tern a p l i c a g a o no estudo da 

t e o r i a de t o r s a o de St Venant; movimento dos f l u i d o s v i s -

cosos; e l e t r i c i d a d e e magnetismo (Veja Ql6^])« 

2.3 - E x i s t e n c i a e Unicidade da Solugao 

Teorema: (John F., P 1 3 " ] ) 

Dada a equagao de Poisson 

V 2u = F ( x , y , u ) , em ft (1) 
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u = f , no c o n t o r n o 3ft 

A solugao e x i s t e e e u n i c a , c o n t a n t o que as con-

d i g o e s abaixo sejam s a t i s f e i t a s 

I ) F ( x , y , u ) £ C 1 para ( x , y ) £ ft u 9ft para todo u. 

I I ) | F ( x , y , u ) | < 4(A - m * x | f ( S ) | ) , para ( x , y ) £ ft U zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I 2 

U 9ft e I u I < A 

onde R r e p r e s e n t a o d i a m e t r o da ftzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA KJ 9ft e A uma c o n s t a n t e 

I I I ) | i - F ( x , y , u ) | < , p a r a ( x , y ) £ ft e |u| : A onde 

9u " R2 

q e a razao de uma s e r i e g e o m e t r i c a 

Prova: A solugao U n +, p a r a o problema do v a l o r de c o n t o r n o 

2 

da equagao de P o i s s o n , V u n + 1 = F ( x , y , u n ) , u + . = £ 

no c o n t o r n o 9ft, pode ser e s c r i t a na forma ^ n +-^
 = 

= u 1 + u'' 
u n+1 u n+1 

onde 

u ' n + 1 - / f i F ( c , n , u n ( ^ , r 1 ) l o g rdcdn (2) 

e onde u , ' n + - ^ e uma fungao p o t e n c i a l s a t i s f a z e n d o 

V 2u'• = 0, em ft 
n+1 ' 

u' * -, = f - u ,-, , no c o n t o r n o 3ft 
n+1 n+1' 
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Agora j a que u -»• u u n i f ormeraente em ftzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i f 3ft segue por 

(2) que 

u ' n + l = / f t F U ' n ' u n ) l 0 2 r d ^ d r i

 W 

+ / f iF(C,n,u) l o g rdcdn = u« 

uniformemente em [1 u 3 f i . Pelo teorema 7 de 

Q l 3 ^ ] segue-se que a fungao p o t e n c i a l u ' ' n + i "* u ' ' 

onde 

V 2u' * = 0 , em ft 

u'' = f - u ' , no c o n t o r n o 3ft l o g o , como n -*• °° 

uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - t

 = u* + u'' J , •+ u' + u'' - 0 
n+1 n+1 n+1 

Mas j a f o i e s t a b e l e c i d o que u n + ^ •+ u. 

Por i s s o u = <J) = u' + u' ' . Entao i s t o e s t a b e l e c e que 

a funcao l i m i t e u = u' + u'', onde 

u' =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA / QF(C,KI ,u) l o g rdcdn (4) 

e u" s a t i s f a z e m o problema do v a l o r de c o n t o r n o 

V 2u'' = 0, em ft 

u'' = f - u', no c o n t o r n o 3ft 

Mas agora e c l a r o que se F ( x , y , u ) s a t i s f a z a h i p o -

t e s e do teorema 1 de [||13^] entao u' s a t i s f a r a 

2 2 
V u' = F(x,y,u) e u s a t i s f a r a V u = F(x,y,u) com o 

c o n t o r n o dado u = f . Assim so r e s t a m o s t r a r que 
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F(x,y,u) £ C° em ft (J 3ft e F( x , y , u ) £ C 1 em ft. 

Mas i s t o e f a c i l m e n t e v e r i f i c a d o p e l a condicao I , 

lema 3, de £ l 3 ~ e o f a t o de que (4) pode ser d i f e -

r e n c i a d o sob a i n t e g r a l . 

Para p r o v a r a u n i c i d a d e nos supomos duas solucoes u 

e v . I s t o e 

2 

V u = F(x , y , u ) , em ft 

2 

V v = F ( x , y , u ) , em ft 

u = v = f , no c o n t o r n o 3ft. 

Entao a funcao W = u-v s a t i s f a z 

2 3 

V W = F(x,y,u) - F ( x , y , v ) = — F(x,y,u)W em ft 

3u 

W = 0, no c o n t o r n o 3ft 

Por |u| m * X | f ( S ) | + i R 2 Wl 

u 4 ftU3fi 

e a condicao I I I segue que 

1 3 

max|W|<_ max|— F |max (W)<_qmax (W) , 

4R 2 9 U 

onde q < 1 . Mas i s t o e i m p o s s i v e l , a nao ser que 

W = 0 ou u = v . 

I s s o p r o v a a u n i c i d a d e . 
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A solugao da equagao de Poisson depende de F ,  

que pode ser v i s t o como uma e x c i t a g a o , da g e o m e t r i a do con-

t o r n o e das condigoes de c o n t o r n o (na nossa f o r m u l a g a o , de 

f ) . Quando a solugao f o r u n i c a e sua dependencia das c o n d i -

goes de c o n t o r n o f o r c o n t i n u a , teremos urn problema bem pos-

t o . Somente problemas bem p o s t o s podem s e r r e s o l v i d o s com 

sucesso por metodos numericos 

2.4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - P r i n c x p i o do Maximo ( F i g u e i r e d o £l6"f) 

Sejam ft uma r e g i a o l i m i t a d a do p i a n o e u ! i ! +.1 

uma fungao c o n t i n u a em 5({J a a d e r e n c i a de ft) e harmonica em 

ft. Entao o maximo de u e a t i n g i d o em 8ft. 

Demonstragao ( P r i v a l o v ) sendo ft l i m i t a d a , segue-

-se que ft e 9ft sao c o n j u n t o s compactos ( i s t o e, fechados e 

l i m i t a d o s ) do p i a n o . U t i l i z a r e m o s urn teorema da A n a l i s e se-

gundo o q u a l a t o d a fungao r e a l c o n t i n u a g : K -*• R, em urn 

c o n j u n t o compacto K, tern um v a l o r maximo u, i s t o e, e x i s t e 

( x , y ) £ K, t a l que f ( x , y ) <_ f ( x , y ) = u, p a r a todo ( x , y ) em zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K .  •  

Sejam 

.max , ^ max r 

M = u ( x , y ) e m = u ( x , y ) 
ft 8ft 

e suponhamos , por c o n t r a d i g a o , que m < M. Entao u assume 
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seu maximo em urn ponto ( x Q , y 0 ) que deve e s t a r em ft e 

em 8ft. Definamos a fungao 

nao 

v ( x , y ) = u ( x , y ) + £*i 

2 d 2 

( x - x n )
2 + ( y - y n )

2 (5) 

onde d e o d i a m e t r o da r e g i a o ft, i s t o e, d e o supremo das 

d i s t a n c i a s e n t r e p a r e s de pon t o s de ft. Agora, observando 

que 

v ( x Q , y 0 ) = u ( x 0 , y 0 ) = M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v ( x , y ) < m * MzE d

2 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA < M,  Cx.y) £ 3ft 

2 d 2 2 

c o n c l u i m o s que a fungao v assume seu maximo em urn ponto 

(x-^,y^) de ft, e nao em 3ft. P o r t a n t o n e s t e ponto 

V ( X T J , ) < 0 e v ( x , , y , ) < 0, o que nos da 
x x l ' l — y y ^ l ' - ' l — ' n 

V v ( x 1 > y i ) < 0 (6) 

Por o u t r o l a d o , temos a p a r t i r de [ 1 ) , que 

V 2v = . 2 > 0 (7) 

para todos os pontos de ft. As d e s i g u a l d a d e s (6) e (7) sao 

c o n t r a d i t o r i a s , o que pr o v a o p r i n c i p i o . Para v e r que o m i -
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nimo tambem e a t i n g i d o , b a s t a t r a b a l h a r com - u . 

Os maximos ou minimos sao sempre assumidos no 

c o n t o r n o . Entao toda solucao nao c o n s t a n t e u da equacao 

d i f e r e n c i a l assume seu minimo, se e l a f o r n e g a t i v a (ou seu 

maximo, se e l a f o r p o s i t i v a ) no c o n t o r n o 3ft e nao no i n t e -

r i o r da r e g i a o ft. 

Os maximos ou minimos sao assumidos no i n t e r i o r 

se e somente se u f o r c o n s t a n t e . 

Baseado nesse f a t o podem-se c o n s t r u i r metodos 

numericos que so u t i l i z a m as i n f o r m a c o e s do c o n t o r n o , por 

exemplo, urn metodo que m i n i m i z e o e r r o e n t r e a aproximacao 

e a solugao no c o n t o r n o . 
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DI FERENCAS FI NI TAS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Introdugao 

Neste c a p i t u l o apresentamos a i d e i a das d i f e r e n -

gas f i n i t a s ; o t r a t a m e n t o d e s c r i t i v o da c o n v e r g e n c i a ; e r -

r o de d i s c r e t i z a g a o ; e a d i s c r e t i z a g a o da equagao de 

P o i s s o n . 

3.2 - Diferengas F i n i t a s 

Quando uma fungao u e suas d e r i v a d a s sao fungoes 

c o n t i n u a s , f i n i t a s de x, entao p e l o Teorema de T a y l o r 

u ( x + h ) = t r ( x > h i i 'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ x ) + ~ h 2 u " ( x ) + - h 3 u , u (x) +.., (1) 

2 6 

e 

u ( x - h ) = u ( x ) - h u ' ( x ) + i h 2u* ' ( x ) - i h 3 u ' " ( x ) + . . . (2) 

2 6 
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A d i c i o n a n d o e s t a s duas expressoes temos: 

u ( x + h) + u ( x - h ) - 2u(x) + h 2 u " (x) + 0 ( h 4 ) (3) 

4 

onde 0 ( h ) denota o termo contendo a q u a r t a ou maior p o t e n -

c i a de h. 

4 3 
Assumindo que 0 ( h ) s e j a d e s p r e z i v e l em comparacao com h , 

seque que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 2 . 

u " (x) = — = -L { U ( x + h ) - 2u(x) + u ( x - h ) } , (4) 
^ 2 ,2 
dx h 

2 

com urn e r r o cometido no 2 9 membro da ordem h . 

S u b t r a i n d o da equacao (1) a equacao (2) e aban-

3 

donando o termo de ordem h , 

u - ( x ) ^ : I ( u ( x + h ) - u ( x - h ) } (5) 

dx 2h 

A equagao (5) aproxima evidentemente a i n c l i n a -

gao da t a n g e n t e em P p e l a i n c l i n a g a o da corda AB, e e cha-

mada uma aproximagao de d i f e r e n g a c e n t r a l . Podemos tambem 

apr o x i m a r a i n c l i n a g a o da t a n g e n t e em P por ambas as i n c l i -

nagoes; da corda PB, r e s u l t a n d o a £5rmula da d i f e r e n g a p r o -

g r e s s i v a 

u' f x ) - - ( u ( x + h ) - u ( x ) } (6) 

h 

ou a i n c l i n a g a o da corda AP r e s u l t a n d o a f o r m u l a da d i f e -



Ambas (6) e (7) podem ser e s c r i t a s i mediatamente das equa-

goes (1) e ( 2 ) , r e s p e c t i v a m e n t e , assumindo que as p o t e n c i a s 

d o i s ou maiores de h sao d e s p r e z i v e i s . I s t o mostra que os 

e r r o s cometidos nas f o r m u l a s de d i f e r e n g a p r o g r e s s i v a e r e -

g r e s s i v a sao ambos 0 ( h ) . 

As d i f e r e n g a s f i n i t a s sao amplamente usadas para 

a r e p r e s e n t a g a o dos p o l i n o m i o s de i n t e r p o l a g a o e na a p l i c a -

gao d e s t e s p o l i n o m i o s na solugao de equagoes d i f e r e n c i a i s 

e na q u a d r a t u r a numerica. 

Uso i m p o r t a n t e de t a i s d i f e r e n g a s se faz para 
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o b t e r aproximagoes das d e r i v a d a s de c e r t a s f u n g d e s , 

A s e g u i r apresentamos como as d e r i v a d a s aparecem 

ao serein aproxiraadas p e l a s d i f e r e n g a s . 

. , - d u i u i + l " i 
a) u' - =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = . — i  

1 dx h 

b) u " . = 

2 
d u . u. ~ - 2u. . + u . 

l _ i + 2 l + l l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A
 2

 I . 2 

dx h 

c) u 1 1 ' 

d 3u- u. , - 3u -. 0 + 3u- , - u-
- l 1+5 i + 2 l + lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I 

1 3 3 
dx"5 

d)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA du - u (x+h ,y) - u (x , y) 

9x h 

e) - u(x+2h,y) - 2u(x+h,y) + u(x,_y) 

3 x 2 " h 2 

f ) - u ( x + 3h,y) - 3u(x + 2h) + 3u(x + h) - u ( x t y ) 

9 u 3 h 3 

A aproximagao da d i f e r e n g a c e n t r a l e r e l e v a n t e 

para a equagao de P o i s s o n . 

Na malha de d i s c r e t i z a g a o tomamos sempre t r e s 
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p o n t o s ao longo de urn e i x o , sendo que d o i s d e l e s sao sime-

t r i c o s em r e l a g a o ao t e r c e i r o . 

3.3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - C o n s i s t e n c i a 

Seja o problema 

V 2u = F ( x , y ) F £ ft (8) 

u = f £ £ 8ft 

A d e f i n i c a o s e g u i n t e contem as condigoes g e r a i s 

do metodo das d i f e r e n g a s para r e s o l v e r o problema dado a c i -

ma . 

D e f i n i g a o : (segundo £[14]]) A sequencia 

D « { ( M . , F., R.) j = 1 <»} 

e chamada metodo da d i f e r e n g a p a r a r e s o l v e r (8) se as t r e s 

c o n d i g o e s s e g u i n t e s forem s a t i s f e i t a s . 

a) Os M- sao malhas em ft com o tamanho das malhas h. = |M.| 

1 J J 

tendendo para zero. 

b) Os Fj sao mapeamentos c o n t i n u o s (8ft,R)xC^(M^ ,R) •* 

- C°(M R) . 

Para cada f £ C%8ft,R) f i x o , t o d o s os F - ( f - ) sao mapea-
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mentos continuamente d i f e r e n c i a v e i s de (M. ,R) para 

C°(M.,R). 

c) Os Rj sao mapeamentos l i n e a r e s 

C°zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (M. ,R) + C° (NT ,R) 

0 metodo D e chamado c o n s i s t e n t e se a condicao 

s e g u i n t e f o r s a t i s f e i t a . 

d) E x i t e urn m : 2 t a l que para t o d o u €. C m(ft",IR), 

l i m ||zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA FjCf.rjOO) - R ^ r ^ q ) ) H » - 0 

2 

A q u i r ^ = rMy f = r 3 f i ( u ) , e q ( x , y ) = V u 

para todo ( x , y ) € ft 

3.4 - E s t i m a t i v a de E r r o 

Tendo r e s o l v i d o as equagoes a d i f e r e n g a s f i n i t a 

com urn i n t e r v a l o p a r t i c u l a r , g o s t a r i a m o s de saber quao boa 

e a nossa r e s p o s t a , i s t o e, quanto e l a d i f e r e em cada pon-

t o da malha da solucao v e r d a d e i r a da equagao d i f e r e n c i a l e 

como o e r r o d e v e r i a d e c r e s c e r quando tomamos i n t e r v a l o s me-

nor es. 
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Uma di s c u s s a o de a l g u n s r e s u l t a d o s r e l e v a n t e s 

n e s t a area e dada por Hubbard, d e s c r i t a em Fox [ ^ 1 1 ^ e que 

procuraremos r e s u m i r . 

Considere a equacao de Poisson 

V 2u = F ( x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, y ) (a) 

u = f ( x , y ) no c o n t o r n o 9ft e assuma que a solugao u ( x , y ) 

tenha a q u a r t a d e r i v a d a c o n t i n u a no i n t e r i o r da r e g i a o . I s -

t o sera v e r i f i c a d o por uma a n a l i s e a p r i o r i . Se u ( x , y ) t i -

v e r urn comportamento suave no c o n t o r n o , entao a f o r m u l a 

de c i n c o pontos nos po n t o s i n t e r n o s r e g u l a r e s (nos q u a i s 

t o d o s os v i z i n h o s estao d e n t r o da r e g i a o ) tern e r r o de t r u n -

2 

camento l o c a l 0 ( h ) . 

Em s i t u a g o e s menos suaves Hubbard d i s c u t e o caso 

onde F(x,y) na equagao (9) e t a l que, proximo a urn ponto 

s i n g u l a r no i n t e r i o r da r e g i a o , a solugao u ( x , y ) e f i n i t a 

mas tern d e r i v a d a s que se comportam de acordo com 

| 9 ' u ( x , y ) | = O C r ^ + l ) , j = 1,2,3,4 (10) 

onde r e a d i s t a n c i a do ponto s i n g u l a r . 

Ele entao d e s c o b r i u uma e s t i m a t i v a e f e t i v a 

e ( x , y ) = 0 ( h a + h 2 ) (11) 

Se o ponto s i n g u l a r p e r t e n c e ao c o n t o r n o entao 
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(10) e v a l i d o . 

A e s t i m a t i v a de e r r o d e s c o b e r t a e 

e ( x , y ) - 0 ( h a

+ h
i + 2 ) (12) 

Para i s t o e l e d e r i v a os r e s u l t a d o s p a r a o caso 

acima, no qual o c o n t o r n o e composto de f r a g m e n t o s de a r c o s 

a n a l i t i c o s , obtendo a f o r m u l a 

| 3 J U ( x A y ) | = 0 ( r a " J ) , j = 0,1,2,.,. (13) 

0 e r r o em ambas as formas e i g u a l a ( 1 1 ) * 

R e s u l t a d o s p o s t e r i o r e s d e s t e t i p o , e para a 

equagao de Poisson em mais de duas dimensoes sao dadas por 

Bramble e o u t r o s conforme Fox — 1 1 J. Uma c a r a c t e r i s t i c a im 

p o r t a n t e do a r t i g o e que as e s t i m a t i v a s sao expressas em 

termo dos comportamentos de F e f e nao em r e l a c a o a i n c 5 g -

2 

n i t a u, onde os c o e f i c i e n t e s de V e o c o n t o r n o sao i n f i n i -

tamente d i f e r e n c i a v e i s . 0 r e s u l t a d o p r i n c i p a l e que se o 

grau de p r e c i s a o da aproximacao das equagoes a d i f e r e n g a s 

f i n i t a s f o r 0 ( h ) , e a m a t r i z r e s u l t a n t e f o r do t i p o p o s i -

t i v o , e se F e f , tern d e r i v a d a s c o n t i n u a s de ordem maior 

que m < k, entao a razao da c o n v e r g e n c i a e 0 ( h m ) ; caso 

k 

m > k a razao da c o n v e r g e n c i a sera 0 ( h ) . 

Estes r e s u l t a d o s para o caso s i n g u l a r i n d i c a m 
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que deveremos usar malhas m u i t o pequenas em metodos nao 

r e f i n a d o s , para c o n s e g u i r uma p r e c i s a o r a z o a v e l para a 

aproximagao U. 

3.5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Tratamento D e s c r i t i v o da Convergencia 

Seja u uma r e p r e s e n t a c a o da solugao exata da 

equagao d i f e r e n c i a l p a r c i a l e U uma solugao aproximada. 

Entao a solugao e d i t a c o n v e r g e n t e quando U 

tende para u quando h tende a z e r o . 

Embora a condigao acima segundo a q u a l U con-

verge para u e s t e j a bem e s t a b e l e c i d a p a r a equagoes d i f e -

r e n c i a i s p a r c i a i s e l i p t i c a s l i n e a r e s , p a r a b o l i c a s e h i p e r -

b o l i c a s de segunda ordem com solugoes s a t i s f a z e n d o j u s t a -

mente as condigoes g e r a i s de c o n t o r n o e i n i c i a l , e l a s nao 

sao conhecidas para equagoes nao l i n e a r e s , e x c e t o em pou-

cos casos p a r t i c u l a r e s . Como o nosso estudo r e f e r e - s e a 

equagoes d i f e r e n c i a i s p a r c i a i s l i n e a r e s e l i p t i c a s de segun-

da ordem, com solugoes s a t i s f a z e n d o as condigoes de D i r i -

c h l e t , nao nos importamos com as equagoes nao l i n e a r e s . 
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3.6 - D i s c r e t i z a g a o da Equagao de Poisson 

Seja a equagao V u = F onde u e F sao fungoes de 

x e y, i s t o e, fungoes de duas v a r i a v e i s , com a condigao de 

c o n t o r n o de D i r i c h l e t . 

u ( x , y ) = 0 para (x,y)£ 3ft 

para a r e g i a o r e t a n g u l a r 

2 

ft = { x , y [ 0 < x < a , 0<y<b)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA QzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR 

com o c o n t o r n o 3ft 

U t i l i z a n d o a f o r m u l a de c i n c o pontos na malha 

de d i s c r e t i z a g a o 
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Segue-se que 

a2 U. , . + U. . . - 2U- . 

. 2 ,2 
9x h 

a2 U. . . + U. . . - 2U. • 

9 y 2 k 2 

n 2 9 2 u 9 2uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I T 
como V u = — - + — - , com h = k, 

2 2 
9 x z 9 y z 

temos U. , . + U. , . + U. . , + U- . A l • 4U. . = f ( i , j ) 
i - l , 3 1 + 1,3 i , 3 + l i,3 J 

onde f ( i , j ) = h 2 F ( x . t y . ] . 

Variando i e j de modo que tod o s os pontos da 

r e g i a o sejam c o n s i d e r a d o s , r e s u l t a um sis t e m a l i n e a r , c u j a 

m a t r i z dos c o e f i c i e n t e s tern a e s t r u t u r a e tamanho N x M. 
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saozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA MxM, tendo 3M-2 elementos nao n u l o s . Os 2N-2 b l o c o s da 

sub- e s u p e r - d i a g o n a i s sao m a t r i z e s i d e n t i d a d e s cada urn 

com M elementos nao n u l o s . A m a t r i z p e n t a d i a g o n a l tern o 

t o t a l de 5MN-2M-2N elementos. 

I 



CAPITULO I V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F AS T P OI S S ON S OL VE RS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Introducao 

Durante os u l t i m o s 10 anos t o r n o u - s e altamente 

p o p u l a r r e s o l v e r a equacao d i s c r e t a de Poisson (e problemas 

c o r r e l a t o s ) a t r a v e s de metodos d i r e t o s ao i n v e s de i t e r a t i -

vo s. 

Pr i m e i r a m e n t e t a i s metodos foram a p l i c a d o s ape-

nas as equagoes de Po i s s o n numa grade r e t a n g u l a r NxM, onde 

k 

N era r e s t r i t o a forma N = 2 . 

Mais recentemente, os metodos d i r e t o s foram 

a p l i c a d o s a o u t r a s r e g i o e s r e t a n g u l a r e s com N a r b i t r a r i o , a 

r e g i o e s i r r e g u l a r e s e a equagoes e l i p t i c a s g e r a i s separa-

v e i s . 

M u i t o s dos a l g o r i t m o s d e s e n v o l v i d o s para a equa-
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cao de Poisson caem em duas c a t e g o r i a s aparentemente d i s -

t i n t a s : as baseadas na decomposicao de F o u r i e r numa dimen-

sao, usando as t e c n i c a s da t r a n s f o r m a d a r a p i d a de F o u r i e r 

(FFT) e as baseadas na redugao b l o c o c i c l i c a ( a l g o r i t m o de 

Buneman). 

E* n a t u r a l perguntarmos q u a l das duas abordagens 

l e v a ao a l g o r i t m o mais r a p i d o ; p e l o que dispomos a r e s p e i t o , 

a r e s p o s t a nao e c l a r a . Por exemplo, Sweet (1973) (segundo 

! ~ 1 7 ~ ] ) acha que para urn problema em p a r t i c u l a r , o a l g o r i t -

mo de Buneman e p e l o menos duas vezes mais r a p i d o que o me-

todo baseado em FFT enquanto F i s c h e r e t a l i i (1974) (segun-

do- [""17""]) acha que os metodos FFT sao mais r a p i d o s . 

As razoes p a r a e s t a confusao sao d e v i d a s a v a -

r i e d a d e de metodos d i s p o n i v e i s .que poderao ser usados na 

a p l i c a g a o dos a l g o r i t m o s ( p r i n c i p a l m e n t e as t r a n s f o r m a d a s 

r a p i d a s de F o u r i e r e a solugao de sistemas t r i d i a g o n a i s ) e 

nas suposigoes f e i t a s por d i f e r e n t e s a u t o r e s . Hockney (1965, 

1966) (segundo r ~ 1 7 - ] ) a p r e s e n t o u uma v a r i a n t e do a l g o r i t m o 

FACR(l) no qua l a a n a l i s e de F o u r i e r e combinada com urn 

passo p r e l i m i n a r da redugao c i c l i c a . 

Alem dos metodos FFT, redugao b l o c o - c i c l i c a ( a l -

g o r i t m o de Buneman) FACR(l), F A C ( l . l ) e x i s t e m outros meto-

dos d i r e t o s t a i s como redugao t o t a l (Schroder ( 1 9 7 3 ) , segun 

do |~ 17 ~|) e marching ( f r o n t * e i r a ) (Schumann (1978) , 
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v e j azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q 17 H) . 

Descrevemos somente q u a t r o v a r i a n t e s : Metodo Ba-

s i c o FFT, Metodo b l o c o c i c l i c o ( a l g o r i t m o de Buneman), FACR 

( l , j ) (Hockney) e FACR ( l , i ) (Hockney). 

Todas as q u a t r o v a r i a n t e s tern urn ponto de p a r t i -

da. I n i c i a l m e n t e d i s c r e t i z a m o s a equagao de Poisson obtendo 

assim s i s t e m a s de equagoes l i n e a r e s . Para a r e s o l u g a o dos 

sis t e m a s de equagoes e que u t i l i z a m o s as q u a t r o v a r i a n t e s 

conforme a f i g u r a . 

D i s c r e t i zagao 

Sistema zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ \ i / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv. . 

Metodo Metodo Metodo Metodo 

Basico Bloco C i c l i c o F A C R ( l , j ) FACR(1,i) 

FFT ( A l g o r i t m o Hockney Hockney 

Buneman) 
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4.2 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 Metodo Basico FFT 

Nos a q u i t r a t a r e m o s o metodo b a s i c o FFT para a 

equagao de Poisson com as condigoes de c o n t o r n o de D i r i c h -

l e t em i = 0 . N . Em cada l i n h a expressamos os v a l o r e s da s o l u -

gao ( i n c l u i n d o os v a l o r e s de c o n t o r n o ) como soma dos coe-

f i c i e n t e s de seno de F o u r i e r : 

N - l _ 

(1) U. . =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 U, • sen(ikTr/N), 0<i<N, 0<j<M 
' K=l * — — — — 

s u b s t i t u i n d o na equagao 

U. , . + U. , . + U. . , + U. . , - 4U-. = b. . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1-1,3 i + l , 3 i , 3 - l i,3 + l 1,3 i , 3 

obtemos (apos algumas manipulagoes) ( N - l ) sistemas t r i d i a -

gonais com M-l i n c o g n i t a s , cada urn da forma 

" k . j - l + V k . j + " k j + l = S k , j l < k < H - l . 11J1M-1 (2) 

onde = 2cos (KTT/N)-4 e 

N - l 

) v . = (2/N) I b- .sen(ik7T/N) 
K ' J i = l 1 ' J 

(3) 

0 processo de solugao tern assim t r e s e s t a g i o s 

No p r i m e i r o e s t a g i o e a p l i c a d a uma t r a n s f o r m a d a 
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do seno em cada l i n h a do 2 9 membro pa r a implementar a equa-

gao (3) e obtem-se os c o e f i c i e n t e s b v 

Entao a equagao (2) e r e s o l v i d a para cada v a l o r 

de k no segundo e s t a g i o . No t e r c e i r o e s t a g i o e a p l i c a d a 

uma t r a n s f o r m a d a i n v e r s a de seno em cada l i n h a para i m p l e -

mentar a equagao ( 1 ) . 

Podemos v e r i f i c a r que se nao usarmos o FFT t e r e -

2 

mos ( N - l ) ( M -l) m u l t i p l i c a g o e s , ao passo que u t i l i z a n d o 

FFT ao todo temos que e x e c u t a r 2(M-l) t r a n s f o r m a d a s de seno 

de comprimento N e r e s o l v e r (M-l) sist e m a s t r i d i a g o n a i s de 

ordem ( M - l ) . 

Para condigoes de c o n t o r n o p e r i o d i c a s onde i=0,N 

s u b s t i t u i m o s a t r a n s f o r m a d a de seno p e l a t r a n s f o r m a d a pe-

r i o d i c a t o t a l 

N/2-1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U i , j "zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  S0,r7(-» i 5N/2,r kf,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f 5 k J c o s ( 2 i k n / N . 

+U V . s e n ( 2 i k i r / N ) ) } (4) 

e obtemos (N/2+1) s i s t e m a s da forma 

u " k j - i + * A , j + " k j + i =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \,y ° l k I N / 2 • ^ 

onde X k = 2cos(2kiT/N) - 4 
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N-l 

b. . =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 2 /N) X b. . cos ( 2 i k T T/N) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
K

. 3
 i =

o
 1

- J 

j u n t a m e n t e com ( N / 2 - 1 )  s i s t e m a s da forma 

U k , j - 1 + X k U k , j + l = b k , j • l < k < N / 2 - l , l < j < M - l , 

onde e novamente dado p e l a equagao (5) e 

N-l 

b v . = ( 2/N) I b. .sen ( 2 i k i T/N) 
K ' J i = o 1 , J 

Neste caso temos que e x e c u t a r 2 ( M - 1 )  t r a n s f o r m a -

das p e r i o d i c a s de comprimento N e r e s o l v e r N sistemas t r i -

d i a g o n a i s de ordem ( M - l ) . 

0 numero de c o e f i c i e n t e s usados na solucao de 

s i s t e m a s t r i d i a g o n a i s e ( N / 2 + 1 ) ( M - l ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N - l -

A s u b s t i t u i c a o de U. . por I U v .sen(ikiT/N) 
1. 3  K = 1 K,J 

p e r m i t e a obtencao de sistemas de equacoes t r i d i a g o n a i s , 

c u j a s s o l u c o e s sao mais r a p i d a s que os sist e m a s p o n t a d i a g o -

n a i s o b t i d o s na d i s c r e t i z a c a o . 

A u t i l i z a c a o do FFT no c a l c u l o das s o m a t o r i a s 

dos p r o d u t o s de U, . e b. . p e l o s e n f i k n / N ) , t r a z uma g r a n -
K > J 1»J 
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de economia de tempo comparado com a computacao d i r e t a . 

4.3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Redugao Bloco C i c l i c a 

0 metodo e d e t a l h a d o em Buzbee e t a l i i £[6^]. 

Daremos a s e g u i r o a l g o r i t m o de Buneman para a 

solucao da equacao d i s c r e t i z a d a de P o i s s o n . Generalizando o 

problema modelo, i s t o e, apos a d i s c r e t i z a c a o da equagao de 

Poisson no modo u s u a l , nos obtemos para os v a l o r e s a p r o x i -

mados U- - de u ( x . , y.) , x . = i h , y - = j k , h = a / ( N + l ) , k = b / ( M + l ) , 

as equagoes 

- 0i-i,j t 2 uij-°i*i,j * ui.j-i^ uii-»i.j^i + rt'ij-*!]-*^-'^ 

h 2 k 2 

Para i = 1,2,...,N , j = 1,2,...,M 

junta m e n t e com os v a l o r e s de c o n t o r n o 

U 0 j = U N + l , j = 0 p a r a j = •••.**+!. 

U-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A = U.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ it, -i = 0 p a r a i = 0,1,..., N + l , 
l , (J l, M+1 

obtemos assim para as i n c o g n i t a s 
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U = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"2 

—M 

U. 
-J - LTzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. V . 1 i j i M 

um s i s t e m a de equagoes l i n e a r e s , que pode ser e s c r i t o na 

forma 

BU - b (6) 

com 

B = 

A I 0 

I A I 

. I 

0 I A 

b = 

b l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 2 

—M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(7) 

onde I = I e a m a t r i z i d e n t i d a d e NxN, A e a m a t r i z Her-

m i t i a n a NxM e B c o n s i s t e de M b l o c o s , c u j a ordem de cada 

b l o c o e i g u a l ao numero de pontos da l i n h a . 

A observacao s e g u i n t e e e s s e n c i a l para o metodo 

da redugao de Buneman. Podemos e s c r e v e r o s i s t e m a de equa-

goes como 

U. -, + AU. + U. . = b. j = 2,3,...,M-1 (8) 
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—M-l —M —M 

Das t r e s equagoes c o n s e c u t i v a s 

U. _ + AU. , + U. 
-0-2 - J - l — J 

U. , + AU. + U. . 
- l - lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -3 - j + 1 

podemos p a r a todos j pares j = 2,4,..., e l i m i n a r os v e t o r e s 

da s e g u i n t e maneira: m u l t i p l i c a n d o a segunda equacao 

por-A e somando com as o u t r a s duas equacoes teremos 

Uj-2 + C 2 I - A 2 ) U j + U j + 2 - b . ^ -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ah. + b j + 1 

Para M impar, d e s t a forma obtemos o sistema r e -

d u z i d o 

2I-A' 

I 2I-A" 

2I-A 

^2 

"4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Hm-1 

b l + b 3 " Ab-2 

b 3 + b 5 ~ A^4 

*>M-2 + b-M w A b ^ l - 1 

(9) 

p ara U-, ,... Imediatamente uma solucao de (9) ( i s t o e 

os s u b v e t o r e s lL,j com i n d i c e p a r e s ) e conhecido, os v e t o r e s 

U,, U 7, ... com i n d i c e s impares podem ser determinados das 
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equacoes s e g u i n t e s as q u a i s seguem imediatamente de (8) pa 

r a j = 1, 3... 

A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 l  " »2 

" ^2 

— 

£5 
(10) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

% 

S i -M 

Deste modo, a solucao de (6) e r e d u z i d a p a r a a solucao do 

s i s t e m a com metade do numero de i n c o g n i t a s e subsequen-

t e s o l u cao de ( 1 0 ) . Agora (9) novamente tern a mesma e s t r u -

t u r a de (7) . 

£ ( D „(!) = b ( D 

com 

B 
(1) 

A ™ I 

A (1) 

A (1) 

A< X> = 21 - A 2 
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U Ci>_ 

"2 

-2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

* 

* 

* 

b < « -

s i " 
* zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_ 

^Ml —M-l 
D ( 1 ) 

b l b 3 ~ A b 2 

b 3 b 5 - A b 4 

b»,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T b,, - Ab., , 
-M-2 + -M -M-l 

de modo que a mesma reducao d e s c r i t a acima pode ser u nova-

mente a p l i c a d a para e t c . Em g e r a l p a r a M = M n = 2
k + 1 - 1 , 

obtemos d e s t e modo a sequencia de m a t r i z e s A 

fr~) 

b v , conforme procedimento s e g u i n t e . 

Cr) 

'0 

e v e t o r e s 

(11) 

I n i c i a l d z a c a o :. Def ina_.A ^ °^ =A; bj^*»b. j = l , 2 , . . . , M, 

M 0 = M = 2
k + 1 - l Para r = 0,1,2, k - 1 ; Por 

a) = 21 - ( A W ) 2 

b) b j r + 1 ) - bJfrAWbJ;) j = l , 2 , . . . , 2 k + 1 - l = M r + 1 

Para cada e s t a g i o r + 1 , r = 0 , 1 , .., , k - l , assim obtemos o s i s -

tema de equacao l i n e a r 

B ( r + 1 ) T j ( r + 1 ) = b

( r + 1 ) 

ou, escrevendo na forma completa 
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(r+1) 
I 0 

A ( r + 1 ) 

= 

—M 

r + 1 

• 

Esta solucao u'-r + "'""' f o r n e c e imediatamente 

( r ) 

os 

s u b - v e t o r e s com i n d i c e s pares da s o l u c a o U L J do sistema de 

equacoes c o r r e s p o n d e n t e s B J IP J = b no e s t a g i o r» 

= 

* 

r - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

u ( r + 1 ) 

r + 1 

enquanto os s u b v e t o r e s com i n d i c e s impares de U 

ser o b t i d o s p e l a solucao da equacao 

( r ) 
podem 

A 
( r ) 

A 
( r ) 

0 

( r ) 

U j r ) 

-3 

U 
( r ) 

b l 
( r ) 

( r ) 

-2 

U ( r ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- 2 

- u ( r ) 

—M —M , 
r r - 1 
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Dos dados A ^ , b ^ p r o d u z i d o s por ( 1 1 ) , a solucao U=u/ 0 ) 

de (7) e assim f i n a l m e n t e o b t i d a p e l o s e g u i n t e procedimen-

t o : 

a) I n i c i a l i z a c a o : Determine = p e l a solucao do 

sist e m a de equacoes 

A ( k ) y ( k ) = t ( k ) = fe(k) 

b) Para r = k - 1 , k-2 ,.. .,0 

1) Fazer 0 ™ = u j r + 1 ^ ; j - 1 . 2 . . . . . ^ - 2 k + 1 - l 

2) Para j = 1,3,5,...,M compute o v e t o r 

( r ) 

U l J p e l a solucao de 

j 

A ^ U ^ = b ^ - U ^ - U ^ ) ( U ^ r ) = u i r )

 =0) 

c) Fazer U = U 

r+1 

(0) 

Com o a l g o r i t m o na forma (11) e (12) tem-se se-

r i a s desvantagens numericas. Em p r i m e i r o l u g a r , a computa-

cao e x p l i c i t a de Â r+"'"-' = 2 I - ( A ^ r - ' ) 2 em (11.a) e d i s p e n -

d i o s a . A m a t r i z t r i d i a g o n a l = A ao i n c r e m e n t a r .r , a 

f r ) 

m a t r i z A t o r n a - s e rapidamente densa que e uma m a t r i z 

banda com a l a r g u r a de banda (2 + 1 ) , de modo que, p r i m e i -

- ( r ) 2 

ramente f a z - s e a computacao de (A ) , e em seguida a 

sol u c a o do sistema de equacoes l i n e a r e s em ( 1 2 . b . 2 ) . A 

medida que r c r e s c e a computacao t o r n a - s e mais e mais d i s -
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p e n d i o s a . 

Para o problema modelo ( 6 ) , i s t o e, com 

-4 1 0 

1 -4 

1 

0 1 - 4 

A 
(0) 

> 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L 

A< r>|| - ||A ( r-^!! > 4 2 r 

de maneira que na computacao de b j r + 1 ^ em (11.b) i n c o r r e m o s 

em s u b s t a n c i a l n e g l i g e n c i a da p r e c i s a o para grandes v a l o r e s 

de r , assim em g e r a l , 

I LA<
R)

BGzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>n>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i l ^ i r . i i b W j i , . . 

( r l f r l 

e p o r t a n t o da informacao c o n t i d a em b ^ j l ' — 2 j + l ' a o e£e -

t u a r a a d i c a o em (11) obtem-se uma r e s p o s t a nao p r e c i s a . 

Ambos o b s t a c u l o s podem ser e v i t a d o s por uma re-

fo r m u l a c a o c o n v e n i e n t e do a l g o r i t m o . 

- " ( r ) 
A computagao e x p l i c i t a de A 1 J e e v i t a d a se ex-

( r ) 

p l o r a r m o s o £ato quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AK J pode ser r e p r e s e n t a d a como urn 

p r o d u t o de m a t r i z e s t r i d i a g o n a i s . 

Teorema ( B u l i r s c h § Stoer 5 ^ ] ) (13) 
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Temos, para todo r > 0, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2
r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A (
r

)  = _ - r - rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f _ r A + ? ™ c n (
r

)  TTzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r - ( A + 2 c o s 9 V r J l ) n , 

i = l 3 

onde 0 J
r )

= ( 2 j - l ) T r / 2
r  + 1 para j  = 1,2, 2

r  

Prova: Por ( 1 1 . a ) , temos com A^-* = A, 

A ^ + 1 ) = 21 - ( A ^ ) 2 

d e s t a maneira e x i s t e urn p o l i n o m i o P ( t ) de grau 2
r
 t a l que 

A r ( r ) = P r ( A ) (14) 

E v i d e n t e m e n t e , o p o l i n o m i o P r s a t i s f a z 

P 0 ( t ) = t 

P r + 1 ( t ) = 2 - ( P r ( t ) ) 2 , 

d e s t e modo P^ tern a forma 

P r ( t ) = - ( - t ) 2 r + ... (15) 

Agora mostraremos por indugao matematica, usando 

a s u b s t i t u i c a o t = - 2 cosO, que 

P r ( - 2 c o s 0 )  = 2 c o s ( 2
r9) (16) 

A f o r m u l a e t r i v i a l p a r a r = 0 . Se e l a f o r v a l i d a 

p a r a algum r > 0, entao, para r + 1 
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P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr + 1 C - 2 c o s 9 ) = 2 - ( P r ( - 2 c o s 9 )
2 

= 2 - 4 c o s 2 ( 2 r 9 ) 

= - 2 c o s ( 2 . 2 r 9 ) 

= - 2 c o s ( 2 r + 1 9 ) 

Na v i s a o de (16) o p o l i n S m i o P ( t ) tem 2 d i s -

t i n t o s zeros r e a i s . 

2 .-1 

t = 2 c o s ( - i _ T T ) , j = 1,2,...,2 r, 

2 r + 1 

e p o r t a n t o , por ( I S ) a a p r e s e n t a c a o do p r o d u t o 

2r 

P ^ ( t ) = -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- TT r - ( t - t , ) ^ 
j = i -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J  

D i s t o , em v i r t u d e de ( 1 1 ) , a a f i r m a c a o do teorema segue de 

i m e d i a t o . 

0 teorema p r e c e d e n t e pode ser agora empregado, na 

p r a t i c a para r e d u z i r a solucao dos v a r i o s sistemas de equa-

goes 

( r ) 

em ( 1 2 . b . 2 ) , com as m a t r i z e s , r e c u r s i v a m e n t e para a 

solucao dos 2 r s i s t e m a s de equacoes com m a t r i z e s t r i d i a g o -

n a i s 

A^ r ) = -A-2cos9J r' ) , j - l , 2 , . . . , 2 r 
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como segue 

A *•J v _ = u , » v ^ x = -v 

2 r VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 2 r - 1 = = ^ - 2 r = > - V 

Assim, como e f a c i l v e r i f i c a r , as m a t r i z e s t r i d i a g o n a i s 

( r ) 

Aj- •* para nossa d i s c r e t i z a g a o do problema sao p o s i t i v a s de-

f i n i d a s . Podemos r e s o l v e r e s t e s s i s t e m a s m u i t o economica-

f r l 
mente por meio da f a t o r a c a o t r i a n g u l a r dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A\ J . 

A i n s t a b i l i d a d e numerica que o c o r r e em (11.b) 

( r ) 

por causa do c r e s c i m e n t o e x p o n e n c i a l da norma de A^ J pode 

ser e v i t a d a , seguindo a sugestao de Buneman, p e l a i n t r o d u -

qao no l u g a r de b ^ r ^ o u t r o s v e t o r e s P^r^, q^ r^ , 

f r ) 

j = l,2,...,M r, os q u a i s estao r e l a c i o n a d o s com bj- J do se-

g u i n t e modo 

b j r ) . A ( r ) F J r )

+ a j
r ^ j = l,2,.„.,M r (18) 

e o q u a l pode ser computado numericamente de uma maneira 

( r ) ( r ) ( r ) 
mais e s t a v e l que b. J , Os v e t o r e s P. , q: J com e s t a s p r o -

p r i e d a d e s sao geradas r e c u r s i v a m e n t e como se segue 

I ' n i c i a l i z a g a o : Fazer P. = 0, < L j ^ ~ k j = 

= b j 0 ) , j = l , 2 , . . . , M 0 (19) 
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Para r = 0,1,...,k-1 

Compute para j = 1,2,...,M ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A)  J F « -  PG)  .  ( Â - ) ) -
1

 CI GL!  - A# 3 .  

N a t u r a l m e n t e , a computacao de P^ r +^ no subpasso (a) a t i n g e 

p r i m e i r o d e t e r m i n a n d o , como ex a t a d e s c r i g a o a solucao u do 

sistema de equacoes 

f r") 

Com o a u x i l i o da f a t o r a c a o de A •* no teorema ( 1 3 ) , e entao 

computando P.r+"*^ de u por meio de 

p . < r + 1 > = 

-J  - 2 j - ' 

pe r m i t e - n o s p r o v a r i ." por inducao em r que os v e t o -

r e s P_j , q j ' , d e f i n i d o s por (19) , s a t i s f a z e m a r e l a g a o 

(18) . 

Para r = 0 (18) e t r i v i a l . Assumindo que (18) e 

v e r d a d e i r a para algum r > 0, vamos m o s t r a r que e v e r d a d e i r a 

para r + 1 . Por causa de (11,b) e A (- r + 1- ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 I - ( A l - r ' ) , temos 

entao 

b< r + 1> - h « +b<T> -A< r'b<? 
~ 2 j + l " " 2 j - l ~ Z J 
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= A ( r + 1) ( r + 1) ( r + 1) 

- j * j 

Por (18) podemos agora expressar os v e t o r e s b^r-' (12) nos 

f r ) fr") 

termos de P j J , q j J e o b t e r , por exemplo de (12.b.2) de 

( r ) 

U: o sistema de equacoes 

- j — J - J - l + 1 

o q u a l pode ser r e s o l v i d o como segue: 

Determine a solucao u de 

Pusamos novamente a f a t o r a c a o do teorema (13) " j e fazemos 

u£ r^ = u+P? 1^. S u b s t i t u i n d o d e s t e modozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b^ em ( 1 1 ) , (12) 
- J j — j 



s i s t e m a t i c a m e n t e por p j 1 ^ ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q{r^ , obtemos o A l g o r i t m o 

Buneman 

Suposica'o : Considere o sistema de equacoes 

BU = b , com M =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2
k + 1 - l 

a) I n i c i a l i z a c a o : Fazer = 0, = b., j = 1 , 2 Mn 

b) Para r = 0 , l r . . . , K - l 

p ara j = l , 2 , . . . , M r + 1 = 2
k ~ r - l 

Compute a solugao u do s i s t e m a de equacoes 

-  — 2 j  -1 - 2 j + l 3- 2j  

por meio da f a t o r a c a o do teorema (13) e f a c a 

P ( r + D . p ( r ) ( r + 1) = ( r ) ( r ) ( r + 1 ) 
L j L2jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H»£Lj ^ 2 j - l

 + t

l 2 j  + l Z£j 

c) Determine a solucao u do sistema de equacoes 

e fa c a 

d) Para r = k - 1 , k-2,...,0 

1) Faca = U j

( r + 1 ) para j = 1 , 2 ,Mr + 1 
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2) Para j = 1,3,5,...,M , d e t e r m i n e a solugao u do s i s t e -

ma de equagoes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- - J -3-1 -3+1 

e faga U? 1^ = P ^ + u 
-3 -3 

e) Faca U • U1-0-5 

Este metodo e m u i t o e f i c i e n t e . Uma operacao im-

p o r t a n t e mostra que para a solucao do problema modelo (6) 

( c = b = l , p = q = N = 2 - i ) s com N 2 i n c o g n i t a s , necessitamos de 

2 2 

aproximadamente 3KN = 3N log2N m u l t i p l i c a g o e s e cerca do 

mesmo numero de a d i g o e s . Uma a n a l i s e da e s t a b i l i d a d e nume-

r i c a do metodo f o i f e i t a por Buzbee, Golub e N i e l s o n Q 6 ~ l . 

Na forma d e s c r i t a , o metodo serve para r e s o l v e r 

o s i s t e m a de equacoes l i n e a r e s p r o v e n i e n t e da d i s c r e t i z a c a o 

da equacao de Poisson com v a l o r de c o n t o r n o de D i r e c h l e t 

com d o m i n i o s r e t a n g u l a r e s . 

4.4 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Metodos FACR(l) 

4.4.1 - A l g o r i t m o FACR(l,j) de Hockney 

Hockney [~12^[ mostrou que metade das t r a n s f o r -
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madas no metodo b a s i c o FFT pode ser e l i m i n a d a p r i m e i r o exe-

cutando urn passo da reducao c i c l i c a na d i r e c a o j , e l i -

minando todo U. -, com j impar. 
i»J 

Para i s s o tomamos as equagoes de 5 p o n t o s , onde 

( i , j ) sao as coordenadas do ponto c e n t r a l . 

U. , .+U. - ,+U. . ,+U. .-4U. . = b. . , 
l - l , j 1,3-1 i . J - 2 i , g i , J - l 1,3-1 

1-2,j i , j 1-1,3+1 l - l , J + l 1-1,3 1-1,3 

" i - u ^ i . j ^ i . j - i ^ i . j . i - ^ i . j • b i , j 

U i . l J . l * B i * l . J * l ' 0 i . j 4 O i . J * 2 - 4 i . J * l = b i . j * l 

M u l t i p l i c a n d o a segunda e a q u a r t a equagao por 

-1, a t e r c e i r a por 4 e em seguida a d i c i o n a n d o as c i n c o e-

quacoes, as equagoes r e s u l t a n t e s f i c a m na forma: 

U. . 0-U. , -+8U. , --16U. .+8U\ , ,-U-., -+U. = 
1,1-2 1-2, j 1-1,3 i . J . 1 + 1 > J i + 2»J i , J + 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

" bf-1} = b- . ,-b. , -+4b. - - b - + 1 -+b- ... (20) 
u i , j i , j - l 1-1,3 i , 3 i . J + l 

l < i < N e l < j < M 

Com as s e g u i n t e s condigoes 

Para i - l < l , i - 2 < l , j - K l , j - 2 < l 

i + l > N , i+2>N, j + l > M e j+2>M 

temos U. - = 0 
i,3 
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Novamente podemos e s c r e v e r U. . como na equacao 

(1) ( d e s t a vez so para j p a r ) e obtemos (condigoes de con-

t o r n o de D i r i c h l e t em i=0,N) s i s t e m a s t r i d i a g o n a i s da forma 

u, • -,+x;-u. .+U, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k , j - 2 k k , j k , j + 2 

b k j • ii k£ N-l. J 2,4, .. .,M-; 

onde Xr = 2-4 (cos (kir/N)-2) 

e b ^ 1 } = (2/N)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h i 1 } s e n ( i k i T / N ) 

(21) 

Consequentemente p r i m e i r o obtemos b.^} p a r a j 

i»J 

par usando a equagao ( 2 0 ) ; entao executando a t r a n s f o r m a d a 

do seno para j par usando a equagao (21) . Seguindo a s o l u -

gao de ( N - l ) de s i s t e m a s t r i d i a g o n a i s de ordem (M/2-1) exe-

cutamos as t r a n s f o r m a d a s i n v e r s a s do seno para j par e f i -

nalmente a solugao IK .. para j impar e o b t i d a r e s o l v e n d o 

s i s t e m a s t r i d i a g o n a i s ao longo das l i n h a s . 

Para o metodo de Hockney o numero de c o e f i c i e n -

t e s do s i s t e m a r e q u e r i d o para solugoes t r i d i a g o n a i s e 

(M/2-1)(N-l) nas condigoes de c o n t o r n o de D i r i c h l e t com 

i=0 , N . 

4.4.2 - FACR(l,i) 

Em comparagao com o metodo b a s i c o FFT, o a l g o -

r i t m o de Hockney d i v i d e o numero de t r a n s f o r m a d a s de 

PRAT 
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F o u r i e r r e q u e r i d a s formando um c o n j u n t o de equagoes e n v o l -

vendo U. . apenas para j p a r . Uma e s t r a t e g i a a l t e r n a t i v a e 
i»zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 

o b t e r a metade do numero das t r a n s f o r m a d a s de F o u r i e r f o r -

mando um c o n j u n t o analogo envolvendo U. . apenas para i 

i»3 

par . 

Sejam as equagoes de c i n c o pontos c o n s e c u t i v o s 

U. - -+U- .+U. - i . ,+U. . . A l-4U. , • = b. . • 
1-2,J i , j l - l , j - 1 l - l . j + l l - l , J l - l , J 

U. - i • -,+U. . . ,+U. - ~+U. .-4U. . , = b- . , 
i - l , j - l l + l , 3 - I i , j - 2 1,3 i , l - l 1,1-1 

U. , -+U. . -+U- • ,+U- • i 1-4U- - = b. • 
1-1,3 i + l , l i i 3 - l i O + l i . J i , 3 

i - l . j + 1 l + l , J + l 1,3 i , 3 + 2 i . 3 + l i , 3 + l 

0i.j* 0i*M*»i*i.j-i*»iVi.J*i- 4 0i*i.j * b i + u 

M u l t i p l i c a n d o a segunda e q u a r t a equacao por - 1 , 

a t e r c e i r a por 4 e em seguida a d i c i o n a n d o as c i n c o equa-

goes, as equagoes r e s u l t a n t e s sao da forma 

U. n --U. - 9+8U. • n-16U. -+8U. . + 1-U- - + ?+U. 7 • 
1-2,3 i , 3 - 2 i , 3 - l 1-3 i . 3 + l i , 3 + 2 i + 2 , 3 

= b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi 1 } = b. , - b. . n +4b- - - b. ... 
i,3 1-1.3 i , 3 - l i , 3 i . 3 + l 

+ b-
i + l,3" 

(22) 

l < i < N e l < j < M 
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Com as s e g u i n t e s c o n d i c o e s : 

Para i - l < l , i - 2 < l , j - l < l , j - 2 < l 

i + l > N , i+2>N, j + l > M e j+2>M 

temos U. =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 

Em cada l i n h a agora temos ( N / 2 + 1 )  v a l o r e s de 

U- . ( i n c l u i n d o os pontos de c o n t o r n o ) e estes podem ser 
i»J 

expressos como somas de (N/2 - 1 )  c o e f i c i e n t e s de seno: 

N/2 - 1 .  

Uo •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . = I U, . sen ( 2 i k i T/N) 0 < i < N / 2 ,  0 <j<M 
' 3 k = l — — — — 

S u b s t i t u i n d o na equagao ( 2 2 )  obtemos N / 2 - 1 sistemas p e n t a -

d i a g o n a i s cada um dos q u a i s podendo ser f a t o r a d o na forma 

o<k<N/2+l e 0<;j<M 

onde A^ = 2cos (kn/N)-4 e 

N / 2 - 1  m 

b v • = (4/N) I b U J sen ( 2 i k i T/N) (24) 
K ' J i = l 2 1 ,  j 

0 <j<M 

Donde o a l g o r i t m o prossegue: o l a d o d i r e i t o da equagao ( 2 2 )  

e c a l c u l a d o em todos os p o n t o s da grade com i p a r , Entao a 

equagao (24) e implementada, envolvendo (M-l) t r a n s f o r m a d a s 
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de seno cada uma de comprimento N/2, A s e g u i r os (N/2-1) 

sistemas de equagoes p e n t a d i a g o n a i s ( 2 3 ) , sao r e s o l v i d o s . 

Entao sao, executadas (M-l) t r a n s f o r m a d a s de seno i n v e r s a s 

cada um de comprimento N/2 para o b t e r U ?• • e f i n a l m e n t e 

zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j 

U. . pa r a i impar e o b t i d o r e s o l v e n d o s i m p l e s sistemas t r i -

d i a g o n a l s na d i r e c a o j . 

Para condigoes de c o n t o r n o p e r i o d i c a em i=0,N 

pode ser d e r i v a d o um a l g o r i t m o s i m i l a r . 

0 numero de c o e f i c i e n t e s r e q u e r i d o para s i s t e m a s 

t r i d i a g o n a i s e o mesmo que para o metodo b a s i c o FFT. Nova-

mente a solugao pode ser r e e s c r i t a e o u n i c o espago de t r a -

b a l h o r e q u e r i d o e para FFT, 

4.5 - Equagao de Poisson em Regioes I r r e g u l a r e s 

Quando as r e g i o e s nao sao r e t a n g u l a r e s e l a s sao 

embutidas numa r e g i a o r e t a n g u l a r . Damos a s e g u i r a l g u n s 

exemplos de como r e s o l v e r a equagao. 

1 - Seja R uma r e g i a o r e t a n g u l a r com um r e t a n g u l o i n t e r i o r 

r emovido, conforme f i g u r a 
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Para s i m p l i c i d a d e assumimos que o c o n t o r n o d i s -

c r e t o BR^ e um s u b c o n j u n t o de 8R. 0 r e t a n g u l o embutido e 

R', = R^ U U . A extensao da fungao r e q u e r n e s t e exem-

p l o , que f s e j a d e f i n i d a ( a r b i t r a r i a m e n t e ) em U . Para 

d e f i n i r e s t a extensao, podemos f i x a r £ = 0 emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA KJ ou 

podemos d e f i n i r f t a l que s e j a c o n t i n u a em todos os pontos 

de R h. 

P o r t a n t o , no exemplo consideramos a fungao f 

t a l que f = 0 em \J T^, e a solugao e encontrada a t r a v e s 

de um metodo q u a l q u e r . 
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2 - Consideremos a r e g i a o abaixo 

Este problema aparece no estudo da dependencia 

do tempo da r o t a c a o do f l u i d o , e a s u p e r f i c i e do f l u i d o 

e l e n t a m e n t e movimentado. 

A condicao de c o n t o r n o de D i r i c h l e t e dada em 

S^, e a condicao de c o n t o r n o de Neumann em 3R^ - . 0 r e -

t a n g u l o embutido e R'̂  = R^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \J \J , e usamos as c o n d i -

coes de c o n t o r n o de Neumann em 3R1... Podemos usar o metodo 

v h 

d i r e t o para r e s o l v e r o problema r e t a n g u l a r de Neumann p i • 

3 - Um o u t r o exemplo e dado no estudo de dependencia do 

tempo do plasma e, uma equagao de P o i s s o n pode ser r e -

s o l v i d a a cada passo no tempo. 
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As condigoes de c o n t o r n o sao de D i r i c h l e t em 

e Neumann em 3R, ̂ . Nos usamos as condigoes de Neumann em 

n 

3R 
h 
(1) e 3R ^ ; e as condigoes de c o n t o r n o de D i r i c h l e t 

em 3 R ' h ^ e R' h ^ na r e g i a o embutida R ' h

 = R

h

 u S h U T h ' 

A equagao d i f e r e n c i a l e l i p t i c a e entao r e s o l v i d a no r e t a n -

g u l o R'h. 



CAPI TULO V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TESTES E CONCLUSOES zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I n i c i a m o s e s t e u l t i m o c a p i t u l o fazendo uma ana-

l i s e dos r e s u l t a d o s que foram o b t i d o s com a u t i l i z a c a o das 

q u a t r o v a r i a n t e s de Fast Poisson S o l v e r s , bem como damos 

d e t a l h e s da programagao de cada uma. Nas seccoes s e g u i n t e s 

r e l a c i o n a m o s d i f i c u l d a d e s encontradas d u r a n t e a implementa-

cao e apresentamos sugestoes de t o p i c o s p a r a t r a b a l h o s pos-

t e r i o r e s . 

Os programas que apresentamos foram e s c r i t o s t o -

mando-se por base uma r e g i a o quadrada de la d o 1, com a con-

d i c a o de c o n t o r n o de D i r i c h l e t . 0 caso da r e g i a o r e t a n g u l a r 

tambem f o i t e s t a d o mas nao apresentamos o programa. 
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5.1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Procedimento Adotado na Programagao 

Daremos a s e g u i r como procedemos na elab o r a g a o 

dos programas de cada uma das v a r i a n t e s . 

5.1.1 - Metodo Basico FFT 

Programa P r i n c i p a l 

E n t r a d a : K - expoentede d o i s p a r a c a l c u l a r os v a l o r e s de N 

e M • 

VIX - l i m i t e i n f e r i o r de X . 

VFX - l i m i t e s u p e r i o r de X -

VIY - 1 i m i t e i n f e r i o r de Y -

VFY - 1 i m i t e s u p e r i o r de Y-

a s u b r o t i n a DISFFT 

- solucao da equagao (W) em cada ponto da d i s c r e t i z a -

gao . 

S u b r o t i n a DISFFT 

Est a s u b r o t i n a r e s o l v e a equagao de Poisson p e l o 

Metodo Basico FFT. 
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Sequencia de Chamada 

CALL DISFFT (QUELL,C0NT1,CONT2,K,VIX,VFX,VIX,VFY,W) 

Parametros na chamada 

K,VIX,VFX,VIY,VFY. 

QUELL - fungao que a v a l i a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2° membro da equacao de Po i s s o n . 

C0NT1, C0NT2 - a v a l i a as condigoes de c o n t o r n o , onde 

C0NT1: ( 0 , y ) , (x,0),(x,b) e 

C0NT2: ( a , y ) . 

Retorno 

W - um c o n j u n t o de tamanho NxM c o n t e r a uma aproximagao da 

sol u g a o . 

S u b r o t i n a s chamadas FFT, COSVEC, GAUBDS e FFTI. 

S u b r o t i n a FFT 

Esta s u b r o t i n a c a l c u l a a t r a n s f o r m a d a do seno. 

Sequencia de chamada 

CALL FFT (K2,TR,TI) 
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Parametros de chamada zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K2 - numeros de pontos• 

TR - p a r t e r e a l do v a l o r da fungao nos pontos da malha. 

T I - p a r t e i m a g i n a r i a do v a l o r da fungao nos pontos da ma-

l h a -

Retorno 

TR, T I - contendo p a r t e r e a l e i m a g i n a r i a dos c o e f i c i e n t e s . 

S u b r o t i n a COSVEC 

Esta s u b r o t i n a c a l c u l a A da equagao 

V j - i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+

H , A , r V j + 1 •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y j  

Sequencia de chamada 

CALL COSVEC (R,COS2,J3) 

Parametros na chamada 

R - v a r i a v e l usada como expoente de 2 nos c a l c u l o s . 

COS2 - v e t o r que c o n t e r a os A . 

J3 - numero de l i n h a s . 

Retorno 

C0S2 - v e t o r contendo A « 
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S u b r o t i n a RESOL 

Esta s u b r o t i n a r e s o l v e os s i s t e m a s de equacoes 

t r i d i a g o n a i s , u t i l i z a n d o o a l g o r i t m o m o d i f i c a d o de Gauss 

(LU) . 

Sequencia de chamada 

CALL RESOL (COS2,B,J3) 

Parametros na chamada 

C0S2 - v e t o r contendo X. 

B - m a t r i z do sistema t r i d i a g o n a l de or.dem J5-

J3 - ordem da m a t r i z . 

Retorno 

B - solugao das equacoes t r i d i a g o n a i s . 

S u b r o t i n a FFTI 

Esta s u b r o t i n a c a l c u l a a t r a n s f o r m a d a i n v e r s a do 

seno . 

Sequencia de chamada 

CALL FFTI (J3,TR,TI) 
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Parametros na chamada 

J3 - numero de elementos • 

TR - p a r t e r e a l da s o l u c a o dos sistemas de equacoes t r i d i a -

g o n a is • 

T I - p a r t e i m a g i n a r i a da solucao dos sist e m a s de equacoes 

t r i d i a g o n a i s > 

Retorno 

TR e T I - contendo p a r t e r e a l e i m a g i n a r i a da s o l u c a o da 

equacao em cada ponto da d i s c r e t i z a g a o . 

5.1.2 - A l g o r i t m o de Buneman 6 

Programa p r i n c i p a l 

E n t r a d a : K - expoente de d o i s p a r a c a l c u l a r os v a l o r e s de 

N e M 

VIX - l i m i t e i n f e r i o r de X. 

VFX - l i m i t e s u p e r i o r de X . 

VIY - l i m i t e i n f e r i o r de Y. 

VFY - l i m i t e s u p e r i o r de Y. 

Chama a s u b r o t i n a BUNEMA 

Saida - solucao da equacao (W) em cada ponto da d i s c r e t i z a -

gao • 
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S u b r o t i n a BUNEMA 

Esta s u b r o t i n a r e s o l v e a equacao de Poisson u t i -

l i z a n d o o a l g o r i t m o de Buneman. 

Sequencia de chamada 

CALL BUNEMA (QUELL,C0NT1,C0NT2,K,VIX,VFX,VIY,VFY,W) 

Parametros na chamada 

K,VIX,VFX,VIY,VFY 

QUELL - ( d e s c r i t a em 5.1.1). 

C0NT1,C0NT2 - ( d e s c r i t a em 5.1.1). 

Retorno 

W - um c o n j u n t o de tamanho NxM c o n t e r a uma aproximagao da 

so l u c a o . 

S u b r o t i n a chamada GLSAR 

S u b r o t i n a GLSAR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f r ) 

Esta s u b r o t i n a r e s o l v e o s i s t e m a A v ^X=B p e l a 

fr") 

f a t o r a c a o de A . 
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Sequencia de chamada 

CALL GLSAR (R,B,N) 

Parametros na chamada 

R - v a r i a v e l usada como expoente de 2 nos c a l c u l o s . 

B - m a t r i z do si s t e m a t r i d i a g o n a l . 

N - ordem da m a t r i z . 

Retorno 

B - solucao da m a t r i z t r i d i a g o n a l 

S u b r o t i n a s chamadas COSVEC e GAUBDS 

S u b r o t i n a COSVEC ( d e s c r i t a em 5.1.1), 

S u b r o t i n a GAUBDS ( v e j a s u b r o t i n a RESOL, 5.1.1), 
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5.1.3 - FACR(l,j) 

Programa P r i n c i p a l 

E n t r a d a : K - expoente de d o i s ( p a r a c a l c u l a r os v a l o r e s de 

N e M) 

XRI - l i m i t e i n f e r i o r de X-

XRF - l i m i t e s u p e r i o r de X. 

YRI - l i m i t e i n f e r i o r de Y. 

YRF - l i m i t e s u p e r i o r de Y-

Chama a s u b r o t i n a FACR1 

Saida: solucao da equagao (W) em cada ponto da d i s c r e t i z a -

gao. 

S u b r o t i n a FARC 1 

Est a s u b r o t i n a r e s o l v e a equagao de Poisson pe-

l o a l g o r i t m o FACR ( l , j ) de Hockney, 

Sequencia de chamada 

CALL FARC1 (QUELL,C0NT1,C0NT2,K,XRI,XRF,YRI,YRF,W) 

Parametros na e n t r a d a 

K,XRI,XRF,YRI,YRF 
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QUELL - ( d e s c r i t a em 5.1.1) 

C0NT1, CONT2 - ( d e s c r i t a em 5.1.1) 

Retorno 

W - uir. c o n j u n t o de tamanho NxM 

Contera uma aproximacao da s o l u c a o . 

S u b r o t i n a s chamadas FFT, COSVEC, RESOL , FFTI 

S u b r o t i n a FFT - ( d e s c r i t a em 5.1.1). 

S u b r o t i n a COSVEC - ( d e s c r i t a em 5.1.1), 

S u b r o t i n a RESOL - ( d e s c r i t a em 5.1.1). 

S u b r o t i n a FFTI - ( d e s c r i t a em 5.1.1), 

5.1.4 - FACR ( l , i ) 

Programa P r i n c i p a l 

E n t r a d a : K - expoente de d o i s ( p a r a c a l c u l a r os v a l o r e s de 

N e M) 

XRI - l i m i t e i n f e r i o r de X . 

XRF - l i m i t e s u p e r i o r de X . 
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YRI - l i m i t e i n f e r i o r de Y. 

YRF - l i m i t e s u p e r i o r de Y. 

Chama a s u b r o t i n a DIFARC 

Saida: solucao da equacao (W) em cada ponto da d i s c r e t i z a -

cao . 

S u b r o t i n a DIFARC 

Esta s u b r o t i n a r e s o l v e a equacao de Poisson p e l o 

a l g o r i t m o F A C R ( l , i ) de Hockney, 

Sequencia de chamada 

CALL DIFARC (QUELL,C0NT1,C0NT2,K,XRI,XRF,YRI,YRF,W) 

Parametros de e n t r a d a 

K, XRI, YRF, YRI, YRF 

QUELL - ( d e s c r i t o em 5.1.1), 

C0NT1,C0NT2 - ( d e s c r i t o em 5.1.1), 

Retorno 

W - um c o n j u n t o de tamanho NxM. Contera uma aproximagao da 

solucao s u b r o t i n a s . 

Chamadas FFT, COSVEC, RESOL, FFTI. 
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S u b r o t i n a FFT - ( d e s c r i t a em 5.1.1). 

S u b r o t i n a COSVEC - ( d e s c r i t a em 5.1.1). 

S u b r o t i n a RESOL - ( d e s c r i t a em 5.1.1). 

S u b r o t i n a FFTI - ( d e s c r i t a em 5.1.1), 

5.2 - Procedimcntos Adotados Durante os Testes e A n a l i s e de 

R e s u l t a d o s O b t i d o s 

As q u a t r o v a r i a n t e s foram t e s t a d a s no computador 

IBM 4341, c u j o s i s t e m a o p e r a c i o n a l e o VM 370 c o n t r o l a d o r 

do OSV/S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj  sob o q u a l roda o c o m p i l a d o r WATFIV ( p r e c i s a o sim 

p i e s ) . 

I n i c i a l m e n t e testamos p a r a r e g i o e s quadradas, 

ft = ( 0 , l ) x ( 0 , l ) e ft = ( - 1 , l ) x ( - 1 , 1 ) , com as condigoes de 

co n t o r n o de D i r i c h l e t u ( x , y ) • 0, ( x , y ) £ 3ft. Os metodos 

FFT, FACR(l) e FACR(l , i ) foram t e s t a d o s u t i 1 i z a n d o - s e duas 

s u b r o t i n a s FFT, uma f o r n e c i d a p e l o p r o f e s s o r H a t t o r i e a 

o u t r a o a l g o r i t m o de Brigham p 4 H ; a s u b r o t i n a FFT mais 

e f i c . i e n t e f o i a do p r o f e s s o r H a t t o r i . 

Alem das r e g i o e s quadradas testamos tambem para 

as r e g i o e s r e t a n g u l a r e s ft = ( 0 , l ) x ( 0 , 2 ) , fazendo pequenas 
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m o d i f i c a c o e s nas s u b r o t i n a s , e t e s t a n d o tambem o comporta-

mento do e r r o . 

E r r o maximo 

EM = max Iu-U. 

i , j X»J 

Raiz quadrada da media dos quadrados (RMS) 

RMS = \ / —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I (u-U. - ) 2 

NxM 1 ' •> 

NxM = numero de pontos da malha 

Equagoes usadas: 

2 2 
a)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U i + i -H = - 2 [ > ( l - x ) + y ( l - y ) 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 < x , y < l 

.  2 . 2 
3x 3 y 

u ( x , y ) = 0 no c o n t o r n o 

Solugao e x a t a : u (x ,y) =x (1-x) y (1-y) 

2 2 

b) + l J L = x e y

 0<x<2 ,  0 <y<l 

3 x
2
 3 y

2 

Condigoes de c o n t o r n o 

u ( 0,y) = 0 , u ( 2,y) = 2 e
y
 0 < y < l 

u ( x , y ) = x , u ( x , l ) = ex 0<x<2 

Solugao e x a t a : u ( x , y ) = x e y 
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2 2 

C) i-H +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L-L = -2 0<x, y < l 
2 2 

8x 3y 

Condigoesde c o n t o r n o 

u ( 0 , y ) = 0 , u ( l , y ) = s i n h ( i r x ) s i m r y 

u ( x , 0 ) = u ( x , l ) = x ( l - x ) 

Solugao e x a t a : u (x ,y) = s i n h ( T T x ) s i n (try) +x (1-x) 

a 2 s 2 

d) f - J i + ±-R = -T c o s ( x + y ) + c o s ( x - y ) "1 

2 

3x 9 y z 

0<X<TT , 0<y< — 

2 

Condigoes de c o n t o r n o 

u ( 0 , y ) = cosy , u ( i T , y ) = -cosy 

u ( x , 0 ) = cosx , u ( x , — ) = 0 

2 

Solugao e x a t a : u ( x , y ) = cosx c o s y 

6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) ^ + 1 ^ = ( x 2

+ y
2 ) e x y 0<x<2 , 0<y<l 

2 2 
dx 3y * 

Condigoes de c o n t o r n o 

u ( 0 , y ) = 1 , u ( 2 , y ) = e 2 y 

u ( x , 0 ) = 1 , u ( x , l ) = e x 

Solugao ex a t a : u ( x , y ) = e x y 
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2 2 

f ) JLH + 3_uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m _ 2 u 2 sim^x) s i n ( K y ) -l<x, y < l 
2 2 

3x 3y 

u ( x , y ) = 0 no c o n t o r n o 

Solugao e x a t a : u ( x , y ) = s i n (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATTX) s i n (Try) 

Damos a s e g u i r os r e s u l t a d o s o b t i d o s nos t e s t e s 

da equagao f . 

Foram t e s t a d a s tambem as equagoes a, b e e , c u j o 

comportamento f o i i d e n t i c o ao da equagao £. 

0 tempo apresentado na t a b e l a corresponde ao de 

execugao. 0 c a l c u l o dos e r r o s i m p l i c a em 20% de tempo adi_ 

c i o n a l . 
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NxM 

BASICO 

BUNEMAN 

FACR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C l . j ) 

FACR 

Cl,ID 

64 

Tempo (seg) 

E r r o max 

RMS 

0,80 

0.996612 

0 .125000 

0 ,32 

0.375467 

0 .119572 

0,54 

0.088214 

0.125000 

0,47 

0.121004 

0.125000 

256 

Tempo (seg) 

E r r o max 

RMS 

2 ,36 

0.999133 

0.062500 

0,83 

0 .075138 

0 .018270 

1,41 

0.069518 

0 .062500 

1,02 

0.077881 

0 .062500 

1024 

Tempo (seg) 

E r r o max 

RMS 

9,42 

0.999782 

0.031250 

3 ,29 

0.011744 

0.002554 

5,57 

0 .104261 

0 .031250 

3 ,85 

0.066391 

0.031250 

4096 

Tempo (seg) 

E r r o max 

RMS 

38,50 

0 .999945 

0.015625 

14 ,33 

0.001646 

0 .000379 

22 ,66 

0 .310622 

0 .015625 

15,75 

0 .429586 

0 .015625 

16384 

Tempo (seg) 

E r r o max 

RMS 

177,53 

0.999734 

0.007813 

65,97 

0 .000332 

0.000175 

98,62 

1 .189671 

0 .007813 

68 ,86 

0.996560 

0 .007813 

Podemos o b s e r v a r que p a r a equacoes l i n e a r e s de 

Pois s o n , com as c o n d i c o e ^ de c o n t o r n o de D i r i c h l e t , a v a -

r i a n t e mais e f i c i e n t e e o a l g o r i t m o de Buneman e o menos 

e f i c i e n t e e o metodo Basico FFT. 

5.3 - D i f i c u l d a d e s Encontradas 

As maiores d i f i c u l d a d e s encontradas foram: 

a) A quase nao e x i s t e n c i a de a l g o r i t m o sobre as 
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v a r i a n t e s , o que nos l e v o u a p a r t i r da t e o r i a 

e l a b o r a r os a l g o r i t m o s e t e s t a - l o s . 

b) A m a i o r i a da l i t e r a t u r a t r a z a solucao em r e -

g i o e s quadradas de comprimento 1, quando os 

comprimentos na grade na d i r e c a o i e j , eram 

d i f e r e n t e s os a l g o r i t m o s s o f r e r a m uma pequena 

m o d i f i c a g a o . 

c) Nao testamos p a r a o numero de pontos da malha 

maior que 16384, tendo em v i s t a ser a memoria 

do sistema i n s u f i c i e n t e . 

5.4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Sugestoes para Trabalhos P o s t e r i o r e s 

Como u t i l i z a m o s somente as equagoes d i f e r e n c i a i s 

p a r c i a i s l i n e a r e s (equagao de P o i s s o n ) , na r e g i a o r e t a n g u -

l a r de duas dimensoes, e com a condigao de c o n t o r n o de 

D i r i c h l e t , u t i l i z a n d o 5 p o n t o s , sugerimos os s e g u i n t e s t r a -

b a l h o s . 

a) 0 mesmo t r a b a l h o com a condigao de c o n t o r n o 

p e r i o d i c o ou de Neumann. 

b) Fast Poisson S o l v e r s p a r a r e g i o e s nao r e t a n -

g u l a r e s , u t i l i z a n d o 5 pont o s _̂ 7 ̂ ] . 
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c) Fast Poisson S o l v e r s para equagoes a t r e s 

dimensoes, u t i l i z a n d o 9 pontos 

d) Fast Poisson S o l v e r s p a r a r e g i o e s nao r e t a n -

g u l a r e s u t i l i z a n d o 9 p o n t o s . 

e) 0 marching A l g o r i t h m de Bank £2,3,9 ~] merece 

ser estudada. 

f ) Esparsidade 

5.5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Comentarios F i n a i s 

Como o o b i e t i v o do t r a b a l h o e r a o b t e r o melhor 

a l g o r i t m o Fast Poisson S o l v e r s e, como o a l g o r i t m o de Bu-

neman e o mais e f i c i e n t e , optamos p o r i n c l u i - l o na B i b l i o -

t e c a de Software Matematico, a t u a l m e n t e e n c o n t r a d o no IBM 

4341 do Nucleo de Processamento de Dados do Campus I I da 

U n i v e r s i d a d e F e d e r a l da P a r a i b a . 

A u t i l i z a g a o d e ste a l g o r i t m o como tambem da B i -

b l i o t e c a e de f a c i l aprendizagem, sendo que q u a l q u e r d u v i d a 

podera s e r s o l u c i o n a d a p e l o s e t o r de u s u a r i o do Nucleo de 

Processamento de Dados. 
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APENDI CE I  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. Introdugao 

A t r a n s f o r m a d a r a p i d a de F o u r i e r (FFT) e s t a t e n -

do, de uma maneira c r e s c e n t e , p a p e l i m p o r t a n t e nas a p l i c a -

coes p r a t i c a s da e n g e n h a r i a . 

Nao somente e a p l i c a d a na a n a l i s e s p e c t r a l , so-

na r , r a d a r e d e t e c t a c a o de v i b r a c o e s , mas tambem na reducao 

de f a i x a s em t r a n s m i s s a o de v i d e o e f i l t r a g e m de s i n a i s . A 

FFT e usada d i r e t a m e n t e p a r a s i n a i s f i l t r a d o s e o dominio 

de f r e q u e n c i a e i n d i r e t a m e n t e p a r a p r o j e t o de f i l t r o s d i g i -

t a l s . 

E usado tambem pa r a c o n v o l u c o e s , evolucoes e 

decomposicao de s i n a i s . 

Como sabemos, o FFT e um metodo p a r t i c u l a r p ara 

r e s o l v e r problemas que envolvem as s e r i e s de F o u r i e r na 

computacao-

Podemos d i z e r tambem que o FFT e simplesmente 
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um a l g o r i t m o que pode computar a t r a n s f o r m a d a d i s c r e t a de 

F o u r i e r mais rapidamente do que d i r e t a m e n t e a p a r t i r da 

fo r m u l a c a o matematica. 

Por e s t a razao o nosso estudo da FFT sera u n i c a -

mente no aspecto c o m p u t a c i o n a l do a l g o r i t m o . 

1.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Formulacao M a t r i c i a l 

Consideremos a t r a n s f o r m a d a d i s c r e t a de F o u r i e r 

X(n) = Z x n ( k ) e ~
j 2 i r n k / N n = 0 , 1 , 2 ,. .. ,N-l 

k=0 u 

Notamos que a t r a n s f o r m a d a c o n s i d e r a d a descreve 

a computacao de N equagoes. 

Se tomarmos N = 4 e fazendo 

w = e - J ^ / N 

temos entao 

X(0) = x 0(0)W°+x 0(l)K
0+x 0(2)W°+x 0(3)W

0 

X ( l ) - x 0(0)W°+x 0(l)W
1+x 0(2)W

2+x 0(3)K
3 

X(2) = x 0(0)W°+x 0(l)W
2

+x 0(2)W
4

+x 0(3)W
6 

X(3) = x n ( 0 ) W ° + x n ( l ) W
3

+ x n ( 2 ) W
6

+ x n C 3 ) W
9 
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A e q u a c a o a c i ma  p o d e  s e r  e s c r i t a  n a  f o r ma  ma t r i -

c i a l  

* ( 0 f  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAw ° w ° w ° " x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0
c o r  

X ( l )  wo w 1 w 2 w 3 x
0

( l )  

X( ' 2)  w ° w 2 
W4 

w 6 x
0

( 2 )  

X ( 3 )  w ° w 3 w 6 w 9 x
0

( 3 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 1)  

o u 

X( n )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W N K x
Q

( k )  

o n d e W e X Q ( k )  pode m s e r  c o mp l e x o s  e  e n t a o s e r a o n e c e s s a -

2 -
r i a s  N mu l t i p l i c a c o e s  e  ( N) ( N- l )  a d i g o e s  p a r a  a  c o mp u t a g a o 

de  X( n ) .  

0 FFT d e v e  s e u s u c e s s o a o f a t o d e  que  o a l g o r i t mo 

r e d u z  s u b s t a n c i a l me n t e  o n u me r o de  mu l t i p l i c a c o e s  e  a d i c o e s  

e x i g i d a s  n a  c o mp u t a c a o ,  como a  s e g u i r  v e r e mo s .  

1. 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - C a l c u l o de X( n )  U t i l i z a n d o a Matriz Fatorada 

Po r  c o n v e n i e n c i a  e s c o l h e mo s  o n u me r o de  p o n t o s  

x ( k )  t a l  que  N = 2
T

 e  yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e. N 

n k 
Re e s c r e v e mo s  X( n )  = W x

n
 ( k )  como 
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X( 0 )  1 1 1 1 ~ x 0 ( 0 )  

X ( l )  1 w
1 

w
2 

w
3 

x
0

( l )  

X( 2 )  1 w
2 

w
2 

x Q ( 2 )  

X( 3 )  1 w
3 

w
2 

w
1 

x Q ( 3 )  

( 2)  

u s a n d o a  r e l a c a o 

^
7
nk _ ^ nkmod ( N)  

Vi s t o que  n k mo d ( N)  e  o r e s t o d a  d i v i s a o de  n k p o r  N.  

n k 
F a t o r a c a o da  Ma t r i z  W 

0 me t o d o da  f a t o r a c a o e  b a s e a d o n a  t e o r i a  do a l -

g o r i t mo FFT de  Co o l e y 5 Tu c k e y .  

Co n s i d e r e mo s  a  t r a n s f o r ma d a  d i s c r e t a  de  F o u r i e r :  

N

"
1

 j i k 

X( n )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I x n ( k ) i r
K

 n = O f . . . f N - l  ( 3)  

k =0
 u 

o n d e  W = e
 J  

De s e j a mo s  r e p r e s e n t a r  o s  i n t e i r o s  n e  k n a  f o r ma  

b i n a r i a ,  i s t o e ,  s e  t i v e r mo s  N = 4 ,  e n t a o y = 2 e  n o s  r e -

p r e s e n t a mo s  k e n c om 2 b i t s  n a  f o r ma  b i n a r i a  

k = 0 , 1 , 2 , 3 o u k = ( k
1

, k
( )

)  = 0 0 ,  0 1 ,  1 0 ,  11 

n = 0 , 1 , 2 , 3 o u n = ( n , , n
n
)  = 0 0 ,  0 1 ,  1 0 ,  11 



82 

Es c r e v e n d o k e  n n a  b a s e  10 t e mo s  

k = 2 k ^ + k g n = 2 n ^ + n
Q 

o n d e  k ^ , k Q, n ^ e  n ^ s o pode m t e r  os  v a l o r e s  0 e  1 .  

Ut i l i z a n d o a  r e p r e s e n t a g a o a c i ma  pode mos  e s c r e -

v e r  a  t r a n s f o r ma d a  d i s c r e t a  de  F o u r i e r ,  p a r a  o c a s o de  N=4 ,  

c omo :  

X( n , , n
n
)  = I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 x

n
( k

l t
k )  W

( 2 n

l
+ n

0
} ( 2 k

l
+ k

0
}

 ( 4 )  
1 U

 k
Q
= 0 k

1
= 0

 u 1 u 

p 

Co n s i d e r e mo s  a g o r a  t e r mo s  W .  Se ndo 

T\
a  + b

 = W
a

W
b

 e n t a o 

w
( 2

n ; L
+ n

0
)  ( 2 k

1 +
 k

0
)

 =
 .

v
( 2 n

1
 + n

0
) 2 k

1 w
( 2 n

1 +
 n

0
) k

0
 = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-  [ ; w
4 n

i
k

i ^ w
2 n

o
k

i w
( 2 n

i
+ n

o
) k

o = w
2 n

o
k

i w
( 2 n

i
+ n

o
) k

o 

Te n d o em v i s t a  que  W
4 n

l
k

l  = 1 ,  i s t o e ,  

W
4 n

l
k

l  = [ W
4

]
n

l
k

l  = Qe x p CCzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ i )  3 J
n

l
k

l  = Q3
n

l
k

l  = 1 

Re t o ma n d o a  e q u a g a o ( 4 )  t e mo s :  

XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(n.,iO = I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r 2 x
n

( k
1

, l ) W
2 n

0
k

l  J W
( 2 n

l
+ n

0
) k

0 ( 5 )  
1 0

 k
Q
= 0 k

1
= 0

 u 1 u 
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Co n s i d e r e mo s  a g o r a  c a d a  uma  d a s  s o ma t o r i a s  de  

( 5 )  s e p a r a d a me n t e .  

P r i me i r o a  s o ma t o r i a  

x

l ^
n

0 '
k

0
} zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Y-o

 x

o
(

V
k

o
) K 2 n

°
k l  

( 6 )  

As  e q u a g o e s  r e p r e s e n t a d a s  s a o 

x

l  
( 0 , 0 )  = x

0 
( 0 , 0 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ x

o 
( 1 , 0 ) W°  

x

l  
( 0 , 1 )  = X

0 
( 0 , 1 )  

+ x

o 
( 1 , 1 )  W°  

x

l  
( 1 , 0 )  

= x

o 
( 0 , 0 )  + x

o 
( 1 , 0 ) W

2 

x

l  
( 1 , 1 )  

= x

o 
( 0 , 1 )  

+ x

o 
( 1 , 1 ) w

2 

Es c r e v e n d o em f o r ma  de  ma t r i z  t e mo s  

x

l  
( 0 , 0 )  1 0 w°  0 

x

o 
( 0 , 0 )  

x

l  
( 0 , 1 )  0 1 0 w°  

x

0 
( 0 , 1 )  

x

l  
( 1 , 0 )  1 0 w

2 

0 x

o 
( 1 , 0 )  

x

l  
( 1 , 1 )  0 1 0 w

2 

( 1 , 1 )  

( 7 )  

Onde  W n a o e  r e d u z i d o a  u n i d a d e  p a r a  me l h o r  d e s e n v o l v i me i i '  

t o g e n e r a l i z a d o do r e s u l t a d o .  
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Po r  u l t i mo a  s o ma t o r i a  

xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2Cn0,n1) = Z x
1

( n
0

, k
0

) W
( 2 n

l
+ n

0
) k

0 
k

Q
- 0 

( 8 )  

x
2

( 0 , 0 )  

x
2

( 0 , l )  

x
2

( l , 0 )  

x
2

( l , l )  

As  e q u a g o e s  r e p r e s e n t a d a s  s a o 

x
1

( 0 , 0 )  + x
1

( 0 , l ) W
v 

x
1

( 0 , 0 )  + x
1

( 0 , l ) W 

x
1

( l , 0 )  + x
1

( l , l ) W
J  

| 2 

x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1

( l , 0 )  + x
1
Cl , l ) W 

, 3 

Es c r e v e n d o na  f o r ma  ma t r i c i a l  t e mo s  

x
2

( 0 , 0 )  1 w°  0 0 

x
2

( 0 , l )  1 w
2 

0 0 x
1

( 0 , l )  

x
2

( l , 0 )  0 0 1 w
1 

x
2

( l , l )  0 0 1 w
3 

x
1

( i , l )  

( 9 )  

No t a mo s  que  ( 9 )  e  e x a t a me n t e  a  ma t r i z  f a t o r a d a  

da  e q u a g a o ( 1 ) ,  c om o i n d i c e  k e s c r i t o n a  n o t a g a o b i n a r i a .  

Da s  e q u a g o e s  ( 5 )  e  ( 8 )  t e mo s :  

X( n
1
, n

( )
)  = x

2
Cn

0
, n

1
)  CI O)  

0 r e s u l t a d o f i n a l  x
2
( n Q, n ^ )  o b t i d o da  s o ma t o r i a  
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e x t e r i o r  s a o o s  b i t s  em o r d e m r e v e r s a  p a r a  o s  v a l o r e s  de s e * 

j  a d o s  

X( n
1
, n

0
)  

Se  c o mb i n a r mo s  ( 6 )  ( 7 )  e  ( 1 0 )  

* i < W
 =

k

z

= 0
 x

0
(

k l
, k

0
) w

2 n

o
k

i  

x
2

( n
0

, n
1

)  = I
 X ] L

( n
0

, k
o

) W
( 2 n

l
+ n

O
) k

0 ( 1 1 )  

k
0
=o 

X( n
1
, n

Q
)  = x

2
(  r i g , n ^ )  

e n t a o o c o n j u n t o ( l l )  r e p r e s e n t a  a  f o r mu l a g a o o r i g i n a l  de  

Co o l e y - Tu k e y do a l g o r i t mo FFT p a r a  N=4 .  En t a o 

e s t a  e q u a g a o e  r e c u r s i v a ,  o n d e  o s e g u n d o t e r mo e  n o v a me n t e  

f a t o r a d o .  

Ap o s  a  f a t o r a g a o t e mo s :  

X( n )  

X( 0 )  

X( 2 )  

X ( l )  

X( 3 )  

W°  0 0 

w
2

 0 0 

0 0 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA w 

0 0 1 w* 

w°  0 x
0

( 0 )  

0 w°  x
0

( l )  

w
2 

0 x
0

( 2 )  

0 w
2 

x
Q

( 3 )  

Ma i o r e s  d e t a l h e s  emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \~ 4
 —

|  
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1. 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Comparagao Dois Dois Metodos 

Pode mos  v e r i f i c a r  que  a  c o mp u t a g a o de  X( n )  r e -

q u e r  ur n t o t a l  de  4 mu l t i p l i c a c o e s  e  8 a d i g o e s ,  i s t o e ,  em 

( 7 )  

X l
( 0 , 0 )  = x

Q
( 0 , 0 )  + W° x ( l , 0 )  

x
1

( 0 , l )  = x
0

( 0 , l )  + W° x ( l , l )  

x
1

( l , 0 )  = x
Q

( 0 , 0 )  -  W° x ( l , 0 )  

Xj U.D = x
0

( 0 , l )  -  W° x ( l , l )  

e  em ( 9 )  

x
2

( 0 , 0 )  = Xj CO. O)  + W
0

X; L
( 0 , 1 )  

x
o

( 0 , l )  = x .  ( 0 , 0 )  -  W° x ( 0 , l )  

ZzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  

x
2

( l , 0 )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x1 ( 1 , 0 )  + W
1
x ( 0 , l )  

x
2

( l , l )  = x
1

Cl , 0 )  -  W
1
x C0 , l )  

2 0 3 1 
t e n d o c om v i s t a  que  W = -W e  W = -W 

A c o mp u t a g a o de  X( n )  r e q u e r  16 mu l t i p l i c a c o e s  e  

12 a d i g o e s .  No t a mo s  que  o p r o c e s s o d a  f a t o r a c a o r e d u z  o n u -

me r o de  mu l t i p l i c a g o e s  e  a d i g o e s ,  e i s  e n t a o a  r a z a o da  e f i -

c i e n c i a  do a l g o r i t mo FFT.  
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Se  v e r i f i c a r mo s  o r e s u l t a d o do e x e mp l o d a d o ,  n o -

t a mo s  que  o FFT r e q u e r  Ny/ 2 mu l t i p l i c a c o e s  e  Ny a d i g o e s ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

a o p a s s o que  o me t o d o d i r e t o r e q u e r  N mu l t i p l i c a c o e s  e  

( N)  ( N- l )  a d i g o e s .  
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Pa r a  N -  1024 = 2" ^ o b t e m- s e  uma  r e d u g a o c ompu-

t a c i o n a l  de  ma i s  de  200 p a r a  u r n .  


