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RESUMO

Neste trabalho s3ao estudadas quatro variantes do
Fast Poisson Solvers. As quatro variantes, Método Basico
FFT, Metodo da Reducdao Ciclica (Algoritmo de Buneman), FACR
(Fourier Analysis/ Cyclic Redution)Método FACR(1,j) e Meto-
do FACR(1,i), sao implementados e seus resultados compara-

dos.




ABSTRACT

In this thesis are studied four variants of Fast
Poisson Solvers. The four variants, Basic Method FFT, Cy-
clic Redution Method (Buneman's Algorithm), FACR (Fourier
Analysis/Cyclic Reduction), Method FACR (1,j) and FACR

Method (1,i), are implemented and theirs results compared.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

1.1 - Apresentacao

A equacao diferencial parcial de Poisson modela
fenomeno de distribuigdo de potencial (elétrico, gravita-
cional) e sua solucdo tem interesse pratico em ciéncias a-

plicadas e engenharia.

Uma solucdo analitica da equacdo de Poisson ¢
raras vezes possivel de ser obtida, porque a geometria do
contorno e as condigoes impostas nesse contorno influenciam
fortemente a solucao. Para superar essa dificuldade, ape-
la-se para a solucdo numérica. A solucdo numérica por  sua

vez nado € trivial, porque aplicando a discretizacgdo temos

sistemas lineares com muitas equagoes, principalmente se
for em trés dimensGes. Por exemplo, em trés dimensoes, um
cubo discretizado com 10 pontos em cada eixo coordenado

conduzira a 1000 equacdes lineares.
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No inicio da década de 1970 os pesquisadores
descobriram métodos de melhorar a eficiéncia da solucdo nu-
mérica da equacao de Poisson, baseada no método das dife-
rencgas finitas. O método basicamente procura resolver 0
sistema de equagoes lineares proveniente da discretizacgao
do problemz pelo metodo das diferencas finitas de modo efi-
ciente, envolvendo uma transformada de Fourier (transfor-
mada rapida de Fourier devida a Cooley e Tuckey, conforme
Hockney [127]). Esse método foi batizado de Fast Poisson
Solver (FPS). Hoje existe uma familia de Fast Poisson

Solvers, constituida

a) pelo Método basico FFT
b) pelo Método da redugao ciclica
c) pelos Metodos FACR (Fourier Analysis/Cyclic

Redution)

Metodo FACR (1,j)

Metodo FACR (1,i)

O FPS foi originalmente desenvolvido para re-
gioes retangulares, posteriormente foi estendido para Tre -
gides planas mais complicadas e finalmente para regioes tri

dimensionals.



1.2 - Importamcia do Trabalho

No Campus 11 da UFPb existem diversos computado-
res (com varios Sistemas Operacionais) que entre outras ta-
refas sao bastante utilizados para a solucao de problemas

cientificos.

Em um destes computadores existe a Biblioteca
Transportavel de Algoritmos Numérica (BITAN) com cerca de
200 rotinas que sdo implementacdes de algoritmos matemati-

cCOos.,

E interesse da UFPb difundir a utilizacdo da
BITAN, ndo somente nela mas também proporcionar a outras

instituicdes a sua utilizacao.

Tendo em vista a necessidade de uma rotina para
resolver a equacao de Poisson, em eletricidade e magnetismo,
e para auxiliar a difusao da BITAN, direcionamos o estudo
para quatro variantes do Fast Poisson Solver. Apd0s o térmi-
no deste trabalho espera=-se que tenhamos o melhor método do
Fast Poisson Solvers transformado em uma subrotina da BITAN

para futuras utilizacoes.



1.3 - Visao Global do Trabalho

Este trabalho contém um estudo da equacao linear
de Poisson em regides retangulares, utilizando a condicao

de contorno de Dirichlet.

Inicialmente, no segundo capitulo damos um resu-
mo matematico: classificac¢do das equacles; existéncia e

unicidade da solucdo; e principio do maximo.

Uma revisao de diferencas finitas, convergéncia,
erro dediscretizacdao da equacao de Poisson € feita no ter-

ceiro capitulo.

No quarto capitulo apresentamos, a partir da

discretizagao, quatro variantes do Fast Poisson Solvers:

a) Método Basico FFT

b) Método da Redugdo Ciclica (Algoritmo de Bu-
neman)

c) Método FACR (1,j) de Hockney

d) Método FACR (1,i) de Hockney.

Os algoritmos das quatro variantes sao apresen-
tados com a condicdo de contorno de Dirichlet. Damos indi-

cacOes para a condicdo peridodica nos métodos Basico FFT e

FACR. O algoritmo de Buneman baseia-se numa regiao quadrada
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onde o valor do lado € 1.

No capitulo cinco, concluimos fazendo uma anali-
se dos resultados obtidos nos testes, relacionando as difi-
culdades encontradas na implementacao das quatro variantes
do Fast Poisson Solvers, identificando pontos que podem
ser estudados e apresentadas sugestoOes para estudos poste-

riores.

No apéndice I damos uma pequena visao do algo-

ritmo FFT.



CAPITULO 11

RESUMO DE MATEMATICA DA EQUACAO DE POISSON

2.1 - Introducao

Para chegarmos a resolucdo numérica da equacao
de Poisson, necessitamos de alguns conhecimentos de sua
matematica. Em virtude disto daremos a seguir um resumo da

matematica usada no trabalho.

Inicialmente classificamos as equacgoes diferen-

ciais e mostramos algumas aplicacoes da Equacao de Poisson.

Em seguida o teorema da existéncia e unicidade

da solugao & apresentado.

Por ultimo apresentamos o principio do  miaximo,

baseado em Figueiredo [10].



2.2 - Classificacgao

A formulacao matematica de nuitos problemas na
ciencia envolvendo razio da mudanca relativa de duas ou
mais variaveis independentes, usualmente representando tem-
po, comprimento ou angulo, conduz as equacdoes diferenciais

parciais ou a um sistema de equacoes.

Uma equacao diferencial de segunda ordem a duas

variaveis pode ser escrita na forma:

e 2 i
au‘+ba]'l +cau+d.§.1:1.+e_3_1}.+fu+g=0

9X axzy 3y2 9y oy

a

onde a, b, ¢, d, e, £ e g podem ser constantes ou funcoes

de x e y.

Se f for igual a zero e a, b, ¢, d, e, g nao de-

penderem de u ou 3u ou 3u a equagao diferencial e linear e
9X ay
se f for diferente de zero a equacao diferencial e dita nao

linear.

Podemos classifica-la em:

Equacdo eliptica se b2 - dac < 0
Equacao parabolica se b2 - 4ac = 0

Equacdo hiperbolica se b% - dac > 0



As equagbes elipticas mais conhecidas s#o:

. 2
5) S8 » £ B g =20 equacdo de Poisson
9X 8y2
Bzu azu -
b) + — =9 equagao de Laplace
sz ay2
Bzu 82u
c) #* + fu =0 equacdo de Helmholtz
ax?  ay?

Para a equacao de Helmholtz, se f for constante,
tem-se um problema de valor de contorno e se f for um pa-
rametro a ser determinado tem-se um problema de auto valor.

A equacao de Poisson tem aplicacao no estudo da
teoria de torsao de St Venant; movimento dos fluidos vis-
cosos; eletricidade e magnetismo (Veja [:16:]).

2.3 - Existéncia e Unicidade da Solucao
Teorema: (John F., [137])

Dada a equacdo de Poisson:

Py = F(x,y,u), em Q (1)




O

u = f, no contorno 3%

A solucdo existe e € Unica, contanto que as con-

digbes abaixo sejam satisfeitas

I) F(x,y,u) € C1 para (x,y) € © U 32 para todo u.

II) |F(x,y,u)| < 4(A - mgx |£(S)|) , para (x,y) € @ U

2
<

R

A
=

v e |ul <

onde R representa o diametro da Q vV 3Q e A uma constante

I11) |§—'F(X,Y,U)} < i—-, para (x,y) € 2 e |u| < A onde
ou i RZ

q € a razao de uma série geométrica
Prova: A solucao Un+1 para o problema do valor de contorno

- " 2 _ ] .
da equacao de Poisson, V Uhey © F(x,y,un), Uoeg = £

no contorno 932, pode ser escrita na forma Boey =

onde =

u'hyq = JoF(E,n,u (g,n) log rdzdn (2)

e onde u'"' € uma funcdo potencial satisfazendo

n+1l

2 v -
Vou il 0, em Q

co a8l
fi+]1 no ntorno
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Agora ja que u *u uniformemente em Q U3Q segue por

(2) que

n+l

u IQF(C,n,un) log rdzdn (3)

¥

JoF(z,n,u) log rdzdn = u'

uniformemente em Q U 3. Pelo teorema 7 de

EIS:] segue-se que a funcgdo potencial u"n+1 gt
onde

Vzu" =0, emQ

u'* = f-u', no contorno 392 logo, como n + «

Upsl = Uipep T U Tpep T U Ut 20

Mas ja foi estabelecido que Uy q &,

Por isso u = ¢ = u' + u'', Entdo isto estabelece que

a funcao limite u = u' + u'', onde
u' = IQF(C,n,u) log rdzdn (4)
e u" satisfazem o problema do valor de contorno

Vzu" =0

u'' f - u', no contorno 3§

Mas agora & claro que se F(x,y,u) satisfaz a hipé-

tese do teorema 1 de [:13:] entdo u' satisfara

2

Veu' = F(x,y,u) e u satisfara viu = F(x,y,u) com o

contorno dado u f. Assim sO resta mostrar que




i

F(x,y,u) e C0 em @ U 3Q e F(x,y,u) € C1 em Q.

Mas isto & facilmente verificado pela condigdo I,

lema 3, de 13 ] e o fato de que (4) pode ser dife-

renciado sob a integral.

Para provar a unicidade nos supomos duas solucgfes u

e v. Isto &

<
a
1

F(x,y,u), em Q

<
e
1}

F(x,y,u), em D

u=v = f, no contorno 9Q.

Entao a funcao W = u-v satisfaz

V"W = F(x,y,u) - F(x,y,v) = E—-F(x,y,u)w em Q
au
W = 0, no contorno 9Q
max 1 .2 max
Por |u| < a | £(S)l+= R —| w|
4 QU3
e a condicao IIlsegue que
1 )
max | W|< —— max|-— F|max (W) <gmax (W),
i 4RZ Ju

onde q < 1. Mas isto & impossivel, a nao ser que
W=0 ou u-=v,

Isso prova a unicidade.
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A solugao da equacao de Poisson depende de F,
que pode ser visto como uma excitacdo, da geometria do con=
torno e das condigdes de contorno (na nossa formulacdo, de
f). Quando a solugdo for Unica e sua dependéncia das condi-
¢Ges de contorno for continua, teremos um problema bem pos-
to. Somente problemas bem postos podem ser resolvidos com

sucesso por métodos numéricos [ 157].

2.4 - Principio do Maximo (Figueiredo [C16 )

" Sejam Q uma regido limitada do plano eu : & » R
uma funcdo continua em Q(% a aderéncia de Q) e harmdnica em

Q. Entdo o maximo de u @& atingido em 3Q.

Demonstragao (Privalov) sendo Q limitada, segue-
-se que {I e 30 sdo conjuntos cdmpactos (isto e, fechados e
limitados) do plano. Utilizaremos um teorema da Analise se-
gundo o qual a toda fungao real continua g : K - R, em um
conjunto compacto XK, tem um valor maximo u, isto €, existe
(x,¥) € K, tal que f(x,y) < f(x,¥) = u, para todo tx,f) em
K. -

Sejam

M =.mix u(x,y) e m = max u(x,y)
Q o

e suponhamos , por contradicd@o, que m < M. Entao u assume
k]



seu maximo em um ponto (xo,yo) que deve estar em Q e nao

em 9Q. Definamos a funcgao

v(x,y) = u(x,y) + M”? | e i} (5)

(x-x4)" + (y-
oor Xg Cr yO)_J

onde d € o diadmetro da regido @, isto €, d & o supremo das
distancias entre pares de pontos de Q. Agora, observando

que

v(xg,¥g) = ulxy,yy) = M

vix,y) < m+ 2R g7 - Mim

2d2 2

<M, (x,y) € 3@

concluimos que a fung¢do v assume seu maximo em um ponto

(xl,yl) de 2, e nao em 3Q. Portanto neste ponto

Ve iXya¥q) 2 0 2 ¥ (xl,yl) < 0, o que nos di

XX( ¥y

v2v(x;,y,) <0 (6)

1° 71

Por outro lado, temos a partir de (1), que

viy =M o5 (7)
42

para todos os pontos de Q. As desigualdades (6) e (7) sao

contraditdorias, o que prova o principio. Para ver que o mi-
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nimo também € atingido, basta trabalhar com -u.

Os maximos ou minimos s3o sempre assumidos no
contorno. Entdao toda solugdo ndo constante u da equagao
diferencial assume seu minimo, se ela for negativa (ou seu
maximo, se ela for positiva) no contorno 32 e n3do no inte-

rior da regiao Q.

Os maximos ou minimos sao assumidos no interior

se e somente se u for constante.

Baseado nesse fato podem-se construir métodos
numéricos que sO0 utilizam as informagoes do contorno, por
exemplo, um método que minimize o erro entre a aproximagdo .,

e a solugao no contorno.



CAPITULO III

DIFERENCAS FINITAS
5.1 - Introducao
Neste capitulo apresentamos a idéia das diferen-
cas finitas; o tratamento descritivo da convergéncia; er-

ro de discretizacao; e a discretizagao da equacgao de

Poisson.

3.2 - Diferencas Finitas

Quando uma funca@o u e suas derivadas sao fungoes

continuas, finitas de x, entao pelo Teorema de Taylor

u(x+h) = u(x}i-hu'(x)hz- n2ut(x)+L W3t (x) +. . (1)
6
e
u(x-h) = u(x)-hu' (x)+X h¥ur* () -L pdurv () +. .. (2)
2 6
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Adicionando estas duas expressdoes temos:

u(x+h) + u(x-h) = 2u(x) + h%u''(x) + 0" (3)
onde 0(h4) denota o termo contendo a quarta ou maior potén-

cia de h.

Assumindo que 0(h4) seja desprezivel em comparacao com h3,

seque que

dzu 1
u''(x) = — = — {u{x+h) - 2u(x) + u(x-h)}, (4)
dxz h2

% 2
com um erro cometido no 2¢ membro da ordem h°.,

Subtraindo da equagao (1) a equacao (2) e aban-

donando o termo de ordem h3,

u' (x) = du - 1 {u(x+h) = u(x=h)} (5)
dx 2h

A equacdo (5) aproxima evidentemente a inclina-
cdo da tangente em P pela inclinagdo da corda AB, e & cha-
mada uma aproximagdo de diferenga central. Podemos  também
aproximar a inclinagdo da tangente em P por ambas as incli-
nagSes; da corda PB, resultando a formula da diferenga pro-

gressiva

u® (x) - % {u(x+h) = u(x)} (6)

ou a inclinacdo da corda AP resultando a formula da dife-




rencga regressiva

u'(x) = = {u(x) = u(x-h)}. (7)

= ]

'S

u(x)

B u(x+h)

——— -

U(X—h) P U(X)

b = - = =

i
I
1
[

I R =

N‘P

b
f
(=

X X

Ambas (6) e (7) podem ser escritas imediatamente das egua-
¢oes (1) e (2), respectivamente, assumindo que as poténcias
dois ou maiores de h sdo despreziveis. Isto mostra que 0s
erros cometidos nas formulas de diferenca progressiva e re-

gressiva sao ambos 0(h).

As diferencas finitas sdo amplamente usadas para
a representacdo dos polindmios de interpolacdo e na aplica-
cdo destes polindémios na solugao de equacgoes diferenciais

e na quadratura numérica.

Uso importante de tais diferencas se faz para
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obter aproximagdes das derivadas de certas fungdes.

A seguir apresentamos como as derivadas aparecem

ao serem aproximadas pelas diferengas.

e dui ] Us,q us
* dx h
dzu. u. - 21. + u
b) u''. = i _ i+l i+l 1
SN 2
X h
3
ey utt = & ul = U1+3 3 3u1+2 * 3u1+l - u1
1 3 3
dx h

d) du -~ u(x+h,y) - u(x,y)

9X h

e) 32u ~ u(x+2h,y) = 2u(x+h,y) + u(x,y)
sz h2

£) 25u - u(x+3h,y) = 3u(x+2h) *+ 3u(x+h) - u(x,y)
3u° h3

A aproximacdo da diferenca central € relevante

para a equacao de Poisson.

Na malha de discretizacao tomamos sempre tres
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pontos ao longo de um eixo, sendo que dois deles siao simé-

tricos em relacdao ao terceiro,

3.3 - Consisténcia

Seja o problema

<]
=
Il

F(x,y) Fe @ (8)

u = f f € 3Q

A definicdo seguinte contém as condicles gerais
do método das diferencas para resolver o problema dado aci-

m.a'
Definicdo: (segundo [14 7]) A sequéncia

D = {(M., F., R. J = 1 _aan o)
{(J, 3 J) ]

¢ chamada método da diferenga para resolver (8) se as trés

condicOes seguintes forem satisfeitas.

a) Os M; sdo malhas em @ com o tamanho das malhas hj | M. |

tendendo para zero.

¥

b) Os Fj sio mapeamentos continuos CO(BQ,R)XCO(Mj,R)
a CO(Mj,R).

Para cada:fe.CO(aQ,R) fixo, todos os Fj(fi) sao mapea-
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mentos continuamente diferenciaveis de CO(Mj,R) para

c? 04 ,R) .

c) Os Rj sao mapeamentos lineares

CO(Mj Rr) » Y (4 R)

O método D & chamado consistente se a condicdo

seguinte for satisfeita.
d) Exite um m > 2 tal gque para todo u € c™a,R),
1i o LF 1 - R.(r. =0
in || Fj(£,75() - Ry (r5(@) ] =

j+oo

" &
Aqui rj = er, f = raQ(u), e qlx,y) = ¥Vu

para todo (x,y) € &

3.4 - Estimativa de Erro

Tendo resolvido as equagoes a diferengas finita
com um intervalo particular, gostariamos de saber qudo boa
€ a nossa resposta, isto &, quanto ela difere em cada pon-
to da malha da solucdo verdadeira da equagao diferencial e
como o erro deveria decrescer quando tomamos intervalos me-

nores.
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Uma discussdao de alguns resultados relevantes
nesta drea & dada por Hubbard, descrita em Fox [[117] e que

procuraremos resumir.

Considere a equacdo de Poisson

Vzu

F(x,y) (a)

]

u f(x,y) no contorno 3Q e assuma que a solugao u(ix,yv)
tenha a quarta derivada continua no interior da regido. Is-
to sera verificado por uma andalise a priori. Se u(x,y) ti-
ver um comportamento suave no contorno, entdo a formula
de cinco pontos nos pontos internos regulares (nos quais

todos os vizinhos estao dentro da regido) tem erro de trun-

camento local O(hzj.

Em situacbées menos suaves Hubbard discute o caso
onde F(x,y) na equacao (9) & tal que, proximo a um ponto
singular no interior da regido, a solucao u(x,y) € finita
mas tem derivadas que se comportam de acordo com
|3'u(x,y)| = 0(r®*7JI+1), j =1,2,3,4 (10)

onde r & a distancia do ponto singular.

Ele entdao descobriu uma estimativa efetiva

e(x,y) = 0(x%+h%) (11)

Se o ponto singular pertence ao contorno entao



(10) & valido.

A estimativa de erro descoberta &
e(x,y) = 0(h*+h*%) (12)
Para isto ele deriva os resultados para o caso

acima, no qual o contorno &€ composto de fragmentos de arcos

analiticos, obtendo a formula

n

l3du(x,y)| = 0(r®"9), = 0,1,2,... (13)

0 erro em ambas as formas e igual a (11).

Resultados posteriores deste tipo, e para a
equacao de Poisson em mais de duas dimensoes sdao dadas por
Bramble e outros conforme Fox [:11:]. Uma caracteristica im
portante do artigo € que as estimativas sdo expressas em
termo dos comportamentos de F e f e ndo em relacdo a incog-
nita u, onde os coeficientes de Vz e o contorno sao infini-
tamente diferenciaveis. O resultado principal € que se 0
grau de precisao da aproximacdo das equacdes a diferencas
finitas for O(hk), e a matriz resultante for do tipo posi-
tivo, e se F e f, tém derivadas continuas de ordem maior
que m < k, entdo a razdo da convergéncia € 0(h™): caso

- P 2 k
m > k a razao da convergencia sera 0(h™).

Estes resultados para o caso singular indicam




que deveremos usar malhas muito pequenas em metodos nao

refinados, para conseguir uma precisao razoavel para a

aproximacao U.

3.5 = Tratamento Descritivo da Convergencia

Seja u uma representacdo da solucdo exata da

equacdo diferencial parcial e U uma solugao aproximada.

Entao a solucao & dita convergente quando U

tende para u quando h tende a zero.

Embora a condig¢do acima segundo a qual U con-
verge para u esteja bem estabelecida para equacgoes dife~-
renciais parciais elipticas lineares, parabdlicas e hiper-
bolicas de segunda ordem com solucoes satisfazendo justa-
mente as condicées gerais de contorno e inicial, elas nao
sdo conhecidas para equagOes ndao lineares, exceto em pou=-
cos casos particulares. Como o nosso estudo refere-se a
equacoes diferenciais parciais lineares elipticas de segun-
da ordem, com solugbes satisfazendo as condicodes de Diri-

chlet, ndo nos importamos com as equagdes nao lineares,
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3.6 - Discretizacdo da Equacdo de Poisson

Seja a equacao Vzu = F onde u e F sdo fungoes de
x e y, isto &, funcOes de duas variaveis, com a condigao de
contorno de Dirichlet.
u(x,y) = 0 para (x,y) € 90

para a regido retangular

Q = {x,y]0<x<a, 0<y<b} g_;Rz
com o contorno 3%
Utilizando a fO0rmula de cinco pontos na malha

de discretizacao

W
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Segue~se que

2w _ Yic1,5 " Pie,g m 2
axz h2
5% . U55-1 #,5+41 = 2U5 ;
ayz k2
2 2
como Vzu =31u, 3 , com h = k,
3x2 Byz
temos Ui-l,j + Ui+1j - Ui,j-l + Ui,j+1 - 4Ui,j = £(1,3)
onde £(i,j) = hZF(xi,yj).
Variando i e j de modo que todos os pontos da

regido sejam considerados, resulta um sistema linear, cuja

matriz dos coeficjientes tem a estrutura e tamanho N x M,



-4 1 ol 1 -0

141 -
14 1 5
0 1 4|0 _
1 o(-4 1 .
. 1 - 3 .
< R A | .
0 1| 0 1 .t g
" i 1
- '0
1 0l-4 1
. 1 1
. 1 =4
0 1] 0 1 =4

Os N blocos ao longo da diagonal

- 1 O_]

1 -4 1




sdo MxM, tendo 3M-2 elementos nao nulos. 0s 2N-2 blocos
sub= e super-diagonais sao matrizes identidades cada
com M elementos nao nulos. A matriz pentadiagonal tem

total de 5MN«2M<2N elementos.

&?

da
um

(o]



CAPITULO 1V

FAST POISSON SOLVERS
4.1 - Introdugao

Durante os ultimos 10 anos tornou-se altamente
popular resolver a equacado discreta de Poisson (e problemas
correlatos) através de métodos diretos ao invés de iterati-

VOS.

Primeiramente tais m€todos foram aplicados ape-
nas as equacoes de Poisson numa grade retangular NxM, onde

N era restrito a forma N = Zk.

Mais recentemente, os métodos diretos foram
aplicados a outras regides retangulares com N arbitrario, a
regides irregulares e a equaglOes elipticas gerais separa-

veis.

Muitos dos algoritmos desenvolvidos para a equa-
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G380 de Poisson caem em duas categorias aparentemente  dis-
tintas: as baseadas na decomposicdo de Fourier numa dimen-
s3o, usando as técnicas da transformada riapida de Fourier
(FFT) e as baseadas na redugdo bloco ciclica (algoritmo de

Buneman).

E natural perguntarmos qual das duas abordagens
leva ao algoritmo mais rapido; pelo que dispomos a respeito,
a resposta nao € clara. Por exemplo, Sweet (1973) (segundo
[:17:]) acha que para um problema em particular, o algorit-
mo de Bungman € pelo menos duas vezes mais rapido que o mé-
todo baseado em FFT enquanto Fischer ct alli (1974) (segun-

"do [7177]) acha que os métodos FFT sdo mais rdpidos.

As razoes para esta confusao sao devidas a  va-
riedade de métodos disponiveis que poderdo ser usados na
aplicagdo dos algoritmos (principalmente as transformadas
rapidas de Fourier e a solucdo de sistemas tridiagonais) e
nas suposicgdes feitas por diferentes autores. Hockney (1965,
1966) (segundo [:17:]) apresentou uma variante do algoritmo
FACR(1) no qual a analise de Fourier € combinada com um

passo preliminar da reducgdo ciclica.

. Além dos métodos FFT, redugdao bloco-ciclica (al-
goritmo de Buncman) FACR(1), FAC(1,1) existem outros méto-
dos dirctos tais cemo redugao total (Schroder (1973), segun

. do [:17:]) e marching (fronfeira) (Schumann (1978) .
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veja [[177]).

Descrevemos somente quatro variantes: Método Ba-
sico FFT, Método bloco ciclico (algoritmo de Buneman), FACR

(1,7) (Hockney) e FACR (1,i) (Hockney).

Todas as quatro variantes tém um ponto de parti-
da. Inicialmente discretizamos a equacao de Poisson obtendo
assim sistemas de equacOes lineares. Para a resolucao dos
sistemas de equacgdes € que utilizamos as quatro variantes

conforme a figura.

{Biscretizagéo
| i

Sistema
5.\
Método Método B Método Método
Basico Bloco Ciclico FACR(1,3j) FACR(1,1)
FFT (Algoritmo Hockney Hockney
Buneman)




4.2 - 0 Método Basico FFT

. b

NOos aqui trataremos o método basico FFT para a

equacao de Poisson com as condicdes de contorno de

Dirich-

let em 1=0,N. Em cada linha expressamos os valores da solu-

¢do (incluindo os valores de contorno) como soma dos

ficientes de seno de Fourier:

N-1 -
U. . =% U, . sen(iku/N 0<i<N, 0<j<M
5.5 ey Tk n(ikm/N), 0<i<N, 0<j<l

substituindo na equacao

U + U

fed 5 T Pner,q Vg gap ¥ W5 gua = By R Ry
obtemos (apds algumas manipulacgles) (N-1) sistemas

gonais com M-1 incognitas, cada um da forma

U, 5-1 * 2%, ;

= ‘A

onde Ak = 2cos(Kn/N)-4 e

. N-1
by j = (2/N) I

;. g bi!jsen(ikﬂ/N)

1

coc~-

(1)

tridia-

(2)

(3)

0 processo de solucdo tem assim trés estagios.

No primeiro estagio € aplicada uma transformada
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do seno em cada linha do 2° membro para implementar a equa-

¢ao (3) e obtém-se os coeficientes by i
¥
Entdo a equacdo (2) & resolvida para cada valor
de k no segundo estagio. No terceiro estagio & aplicada
uma transformada inversa de seno em cada linha para imple-

mentar a equacao (1).

. Podemos verificar que se nao usarmos o FFT tere-
mos (N;l) (M-l)2 multiplicacdOes, ao passo que utilizando
FFT ao todo temos que executar 2(M-1) transformadas de seno
de comprimento N e resolver (M-1l) sistemas tridiagonais de

ordem (Mul).‘

Para condicbes de contorno periddicas onde i=0,N
substituimos a transformada de seno pela transformada pe-

riddica total

N/2-1
1 = 1 i= = i
Uu. . = = S =154 + T {uU, . 2ikm/N+
i,j Yo, 3 2( N =i s R
+U. .sen(2ikm/N))} (4)
k,j

e obtemos (N/2+1) sistemas da forma

-

Uk,j-l + AkUk,j + Uk,j+1 = bk,j’ 0<k<N/2 , 1<j<M-1 (5)

onde Ak = 2cos(2kn/N) - 4




N-1
b, . = (Z/N)'Z bi 3 cos(2ikn/N)

i=0 ¥

juntamente com (N/2-1) sistemas da forma

- -

Uy 541 =

U 1<k<N/2-1 , 1<j<M-1 ,

¥, 5-1 © %% k,j °

onde " € novamente dado pela equacao (5) e

) Nel .

b, . = (Z/N).Z bi jsen(Zikn/N)

k,j i=0

Neste caso temos que executar 2(M-1l) transforma-
das periodicas de comprimento N e resolver N sistemas tri-

diagonais de ordem (M-1).

O numero de coeficientes usados na solugdo de
sistemas tridiagonais & (N/2+1) (M=1).
N-1-

A substituigao de U. . por I Uk .sen (ikm/N)
1,] k:l s )

0<i<N , 0<j<M
permite a obtencao de sistemas de equagoOes tridiagonais,
cujas solugles sdo mais rapidas que os sistemas pontadiago-

nais obtidos na discretizacgao.

A utilizacdo do FFT no calculo das somatdrias

dos produtos de Uk 3 e b. pelo sen(ikn/N), traz uma gran-

i,]



de economia de tempo comparado com a computacdo direta.

4.3 - Redugao Bloco Ciclica

O método & detalhado em Buzbee et alli [ 6 ].

Daremos a segulr o algoritmo de Buneman para

34

a

solucao da equacdo discretizada de Poisson. Generalizando o

problema modelo, isto &, ap0s a discretizacdo da equacgao de

Poisson no modo usual, nos obtemos para os valores

mados Ui,j

aproxi-

de u(x;,y;). x;=ih, y;=jk, h=a/ (N+1), k=b/(M+1),

as equacgoes

ij7Vis1,5 * U

i,j=1%2Y537U4 541

Para i =1,2,...,N , 3 =1,2,...,M

juntamente com os valores de contorno

U U

Ui,O = D

0,] N+1,j

i, M+1

= { para § = B),en e M¥l,

=0 para i | I [pp—— s

obtemos assim para as incognitas

+ TUij=fij=f(xi,yj)
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o]
s
= : i ;
U = - - = . = * e . L3
L
um sistema de equacoes lineares, que pode ser escrito na
forma
BU = b (6)
com
_— Sy r- —
A I 0 El
I A 1
L.
B = ; = g 5 b = . (7)
1 :
LO I A l-)-M
onde I = Ip € a matriz identidade NxN, A € a matriz Her-
mitiana NxM e B consiste de M blocos, cuja ordem de cada

bloco & igual ao nimero de pontos da linha.

A observacdo seguinte & essencial para o método
da reducao de Buneman. Podemos escrever o sistema de equa-
¢coes como
AU; + U, = b

B o + A, + U, = b, §=2,3,...,M-1 8
=j-1 7 25 T S5+l = e
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o s =i-1
I—J~j-1 t AUy # 9j+1 = Eh
Dy * Ml * Wiay = Byuy
podemos para todos j pares j = 2,4,..., eliminar os vetores
U da seguinte maneira: multiplicando a segunda equacao

—j+1

por-A e somando com as outras duas equagOes teremos

2 -
Ui * GI-AJ0, # Usoo bsog ~ Az * Bayq
Para M iImpar, desta forma obtemos o sistema re-
duzido
_— 2 -—I - S poes
21=A I | Hz 21 + bs - AEZ -]
2
I 21=A i
‘ | Uy by vhy =Any
o L= , : (9)
I - - . -
I 21-A%| U b b, - Ab
L o —M-1 “M=2 + M —M-1

para U,, U,,... Imediatamente uma solucdo de (9) (isto & ,
0s subvetores gzj com indice pares) € conhecido, os vetores

U;s Uz,e.. com indices 1Impares podem ser determinados das




equagoes seguintes as quais seguem imediatamente de (8) pa

Y8 ] =1, Sces

’ 2 el R T
i By 3 = Ly
A
Uz -0 -1
A
S 1T~ ~U (10)
L Al Uy by = Yyar

Deste modo, a solucdo de (6) € reduzida para a solucgido do
sistema (9) com metade do nuimero de incognitas e subsequen-
te solucdo de (10). Agora (9) novamente tem a mesma estru-

tura de (7).

1) ) L L
com
rA(l) I _
I INGI
(1) - | M T
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B . 7 -
(1) (1) n
L) Uy by by by - Ab,
(1) (1)
HZ 94 Ez Es 25 = Ab4
po | . . p(1) - | =t
.(1) - i(l) -
Un1 Una bya by-2 & by = Aby

de modo que a mesma reducao descrita acima pode ser . nova-

(L) etc. Em geral para M = M0=2k+1—1

obtemos deste modo a sequéncia de matrizes AlT) & yetores

mente aplicada para B

]

E(r), conforme procedimento seguinte. (11)

Inicializagﬁo:.DefinadA(0)=A; E§Q)=Ed i=1,2,...,M,

M =M=2k+1

0 -1 Para r = 0,1,2,s+«:k=12 Por

a) A0*1) = 21 o (a(1)y2

k+1

AT 5o o 2K oy

(r)
= W54 S5

(r+1)
b) Eﬁ T+l

Para cada estagio r+1, r=0,1,...,k=1, assim obtemos o sis-

tema de equacao linear
B(r+1) U(r+1) - b(r+1)

ou, escrevendo na forma completa
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— — e, — -1
A(r+1) : 0 H§r+1) E;£r+1)
(2+1)
I A (x+1} (r+1)
L L
I . s
0 I ATy plTHL)
—~ - :Mr+1 B :Mr+1 |
Esta solucgio H(r+1) fornece imediatamente 0s

sub-vetores com Indices pares da solucgio E(r) do sistema de

equacoes correspondentes B(r) E(r) = E(T) no estagio r.

[ (e [ (reD)
u," U’
(r) (r+1)
T .[_1-2
(1) (r+1)
U U
__Mr—l __Mf+1

enquanto os subvetores com Indices Impares de

ser obtidos pela solucao da equacao

A (1)

A(T)

A (1)

1

NSNS
uy* b
(r) (r)
Uz bz
(r) (r)
] S o ol
Py | T

podem




40

Dos dados A(r), E(r) produzidos por (11), a solucdo U=U(O)
de (7) € assim finalmente obtida pelo seguinte procedimen-

to:

a) Inicializacao: Determine g(k) = ggk) pela solucgdo do
sistema de equacodes

NONONENGIENG

b) Para r = k-1, k-2,....0

[2) _ plr®l]), o . -
1) Fazer HZj Ej o 1,2,...,Mr+1 2

2) Para j = 1,3,5,...,Mr compute o vetor

g(r) pela solucgao de
j

E)elr] o w08 002 3c(2) pardTlunlE) _
A Hj Ej gj—l Hj+1 U HMr+1 0)

c) Fazer U = Q(O)

Com o algoritmo na forma (11) e (12) tem-se se-
rias desvantagens numéricas. Em primeiro lugar, a computa-
cao explicita de Alr+l) ZI~(A(T))2 em (1l.a) e dispen-
diosa. A matriz tridiagonal A(O) = A ao incrementar T, a
matriz A(r) torna-se rapidamente densa que € uma ° matriz
banda com a largura de banda (2¥+1), de modo que , primei-
ramente faz-se a computacao de (A(r))z, e em seguida a
solucao do sistema de equacoes lineares em (12.b.2). A

medida que r cresce a computacao torna-se mais e mais dis-
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pendiosa.
Para o problema modelo (6), isto &, com
=4 i & 0
y
i |
S
NAl > 4 al e al=1 ), 42

de maneira que na computacdo de b§r+l) em (11.b) incorremos
em substancial negligéncia da precisdo para grandes valores

de r, assim em geral,

) (r) .
1a&IpT)) > |192§,1n,h9§§31|:,

. 5 - (r) (r) _
e portanto da informacao contida em EZj—l’ 22j+1’ ao efe

tuar a adicdo em (11) obtém-se uma resposta nio precisa,

Ambos obstaculos podem ser evitados por uma re-
formulacao conveniente do algoritmo.

(r)

A computacao explicita de A € evitada se ex-
plorarmos o fato que A(r) pode ser representada como um

produto de matrizes tridiagonais.

Teorema (Bulirsch & Stoer [ 57]) (13)



Temos, para todo r > 0,

2'.['
AlT) - -TT E—(A+2cose€r)1)],
=1 ’
onde e§r)= (23-1)n/2t*1 para j = 1,2,...,2F

Prova: Por (1ll.a), temos com A(O) = A,

T T
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desta maneira existe um polinomio Pr(t) de grau 27 tal que

tri o
A P_(A)
Evidentemente, o polindmio P_ satisfaz

Po[t) = i

_ Z
P (£) = 2-(P_(t))°,
deste modo Pr tem a forma

P(t) = -(-)°7 + ...

(14)

(15)

Agora mostraremos por inducdo matematica, usando

a substituigao t = -2 cos@, que

2cos(2r9)

Pr(~2cosO)

A formula € trivial para r=0. Se ela for

para algum r > 0, entao, para r+l

—

(16)

valida
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L}

2
Pr+1(-2cos®) 2—(Pr(-2cosO)

= 2—4c052(2r9)

= -2c0s(2.270)

= -2cos(2r+le)

Na visdo de (16) o polindmio P_(t) tem 2¥  dis-
tintos zeros reais,
2.-1
T

t. = 2cos(-2 Ty, 3 = 2, smuwd s
] 2r+1

e portanto, por (15) a apresentacao do produto
T )
P_(t) = ..jT;[l [-(t—tj) ]

Disto, em virtude de (11), a afirmacdo do teorema segue de

imediato.

O teorema precedente pode ser agora empregado, na

pratica para reduzir a solucao dos varios sistemas de equa-

coes
A(r)x -
em (12.b.2), com as matrizes A(r), recursivamente para a

solucao dos 2T sistemas de equacOes com matrizes tridiago-

niais

Agr) = -A*ZCOS@Jgr) 3 j = 1,2y-t-g2
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como segue

(r) _
AT vy

A(r)v

2 "Iz (17)

]
.=

A(iJv r - B 54 5 ¥ - X = =y
2 2 2 "~k > 2
Assim, como € facil verificar, as matrizes tridiagonais
T % - - - 7 -
A§ ) para nossa discretizacao do problema sao positivas de-
finidas. Podemos resolver estes sistemas muito economica-

mente por meio da fatoragcao triangular de Agr).

A instabilidade numérica que ocorre em {11 .b)

AlT).

por causa do crescimento exponencial da norma de pode

ser evitada, seguindo a sugestao de Buneman, pela introdu-

cdao no lugar de Egr) outros vetores gér), qgr),

j = 1’2""’Mr’ 0s quais estao relacionados com E}r) do se-
guinte modo

ST = Ap(Mug(m) 5 w12 (18)
e o qual pode ser computado numericamente de uma maneira
mais estavel que E§r). Os vetores Bgr), gér) com estas pro-

priedades sdo geradas recursivamente como se segue

0
=0’9_j()=2j=

- p{®
+J

Inicializacao: Fazer Ego)

y 3=L,E, g £19)

0
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Para r = 0,1, ...,k=1

Compute para j = 1,2,...,M_ .

a) p70) = p{D) L @0y pelt)) P 7,

b) 3§r+1) - &£§) % g§§11 - 22j(r+1)

Naturalmente, a computacao de g§r+1) no subpasso (a) atinge
primeiro determinando, como exata descricdao a solugao u do

sistema de equagoes

() =« pix) , plT) (r)
AT = Baiar * Bajaa - g

Com o auxilio da fatoracao de A(r) no teorema (13), e entao

computando £§r+1) de u por meio de

= 2] =

permite-nos .provar i - por indugao em r que 0S veto-
res £§T), g§r), definidos por (19), satisfazem a relacao
(18) .

-

Para r = 0 (18) € trivial. Assumindo que (18) &
verdadeira para algum r > 0, vamos mostrar que € verdadeira
para r+l., Por causa de (11.b) e Alr+l) 21-(A(r))2, temos
entao

pleel) o plr) 508 -A(r)b§¥)
- ~2§+1 ~2j-1 22
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= A1) p(r) (r) (r)
A e A 325-1+9-§§)-1“A(r) @(ﬂpz(?*q:gjr')]
=A@ mpr) Lp(r) +1
& [:sz+1+£2§_1‘ﬂ§§%1 £ alr )£§§)+3§§11+
*9.;53"11-222(?

_ 4 (r+l E
- Az )Bg),,(A(T)) L Czralxlh [32(;'11+

+£§§31-ﬂ§§)]“&%11@%11-225?

= AT p(r) _ p(r)y=lp=p(r)  ,(T)
A {sz -(A*"7) [:BZj-l £2§+1“S§§%1}+

4 T] (r) (r+1)
97j-1%925+172B5

= A(r+1)P§r+1)+g(r+1)
=L J

Por (18) podemos agora expressar os vetores b§r) (12) nos
termos de £§r)’ q§r) e obter, por exemplo de (12.b.2) de
H§r) o sistema de equacgdes
Aly() o A (@)p(r), o (r) 4y (r) (r)

= 5 ey Ty

o qual pode ser resolvido como segue:

Determine a solucdao u de

Ay = gfr)gfnd oy

[Cusamos novamente a fatoragao do teorema (13) ] e fazemos

U(r) = u+P§r). Substituindo deste modo E§r) em (11), (12)




sistematicamente por £§r) e ggr), obtemos o Algoritmo

Buneman

Suposicdo: Considere o sistema de equacOes

BU=DbL, com M= 2k+1-1

a) Inicializacao: Fazer Pgo) = 0, ggr) = b.,
=] J )

b) Para r

I

O,l,-.igk-l

T e
1,2,000,M ;= 25771

para j

Compute a solucdo u do sistema de equacdes

Vs s phTd apli) (r)
Aty - sz-1+£zj+1‘ﬂz§

por meio da fatoracao do teorema (13) e faca

(r+1) _ p(r) g o F*1) | (1) (3] _,p(rel)
fﬁr - ££§ -U,4; = 825.1%924+1%L5

c) Determine a solucao u do sistema de equacdes

a0y o g
H(k) ) U{k) - ££k) +u
e faca

j=1,2
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2) Para j = 1,3,5,...,Mr , determine a solugdo u do siste-

ma de equacgoes

(xl. o ) ] &)
AYu = 45 ‘Ej_1‘9j+1

e faca H§r) = p{T)iy

\-.-J —

e) Faca U = yl0)

Este método € muito eficiente., Uma operacdo im-
portante mostra que para a solucdo do problema modelo (6)
(c=b=1, p=q=N=2(k+1)-1), com N2 incOognitas, necessitamos de

4 @ 3N210g2N multiplicacdes e cerca do

aproximadamente 3KN
mesmo numero de adigOGes. Uma analise da estabilidade numé-

rica do método foi feita por Buzbee, Golub e Nielson [_6 ].
Na forma descrita, o mé€todo serve para resolver

o sistema de equacOes lineares proveniente da-discretizagﬁo

da equagao de Poisson com valor de contorno de Direchlet

com dominios retangulares.

4.4 - Métodos FACR(1)

4.,4.1 - Algoritmo FACR(1,j) de Hockney

Hockney [(127] mostrou que metade das transfor-
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madas no método basico FFT pode ser eliminada primeiro exe=~
cutando um passo da redugdo ciclica na diregdo j, eli-

minando todo Ui i com j Impar.

Para isso tomamos as equagbes de 5 pontos, onde

(i,j) sdo as coordenadas do ponto central.

Uie1,5%01,5-10"01 521,57 500 T Py g

Use2,3"Y5,5% 051, 541% i1, 54174 0501,5 = Pia,;

i-1,5"Vie1, 501,505, 54170055 7 Py

Us,5*Vi+1,5 V501, 5-1% 0001, 54274502 ,5 = P

N

i+1,]

U +U 4 =b

i-1,j+1% Vi1, 5+1%055%05 5e270 501 T Py e
Multiplicando a segunda e a quarta equacdo por
-1, a terceira por 4 e em seguida adicionando as cinco e-

quagoes, as equacdes resultantes ficam na forma:

Uy g-2~Ui-g 57917 50003 88505 5"V542, 5% V5 52 ©
(1) _
= by 5 = By 3.1 Pier M0 ¥Pyen 570 ya (20)

1<i<N e 1<j<M

Com as seguintes condigoes:

Para i-1<1, i-2<1, j=-1<1, j=2<1
i+1>N, i+2>N, j+1>M e j+2>M

temos Ui,j =0
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Novamente podemos escrever U, j como na equagdo

?

(1) (desta vez sd para j par) e obtemos (condigdes de con-

torno de Dirichlet em i=0,N) sistemas tridiagonais da forma

i ot o = (1) . 5
Uk,j-2+AkUk,j+Uk,j+2 1\ J ’ 1ikih"’l. J == 2,4‘,..5,M-2
onde Ay = 2-4(cos(kn/N)-2)° (21)
- N-1
e b]EU. = (2/N) z b)) sen(ikn/N)
'!J 3 = lsJ
1=1
Consequentemente primeiro obtemos bilg para J

par usando a equacadaoc (20); entao executando a transformada
do seno para j par usando a equacao (21). Seguindo a solu-
cdo de (N-1) de sistemas tridiagonais de ordem (M/2-1) exe-
cutamos as transformadas inversas do seno para j par e fi-
nalmente a solucdo Ui,j para j iImpar & obtida resolvendo

sistemas tridiagonais ao longo das linhas.

Para o método de Hockney o numero de coeficien-

tes do sistema requerido para solucgoes tridiagonais €
(M/2-1) (N-1) nas condicoes de contorno de Dirichlet com
i=0,N,

4.4.2 - FACR(1,1)

Em comparacao com o método basico FFT, o algo-
ritmo de Hockney divide o numero de transformadas de

!UFPh/B!L* L_t,;.a/mm}

e —
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Fourier requeridas formando um conjunto de equagdes envol-
vendo Ui,j apenas para j par. Uma estrat€gia alternativa &
obter a metade do nimero das transformadas de Fourier for-
mando um conjunto analogo envolvendo Ui j apenas para i

: )

par.

Sejam as equacoes de cinco pontos consecutivos.

4u

|
o

Usez,5%Y%1,3%Via1, 510101, 54105 5

U =-4U = b.

i-1,5=1"Y121,3-2*Y5 3-2*05 5°%4 541 T B4, 541

i,

i-1,j"Vis1, 5"

4U0. . = b.

i,5=-1%Yi,5+1°%05 5 = b5 5

Uia1,5+17 Y541, 5+ 04,5705 5427405 541 =

4U = b

% o i+1,j T Yi+1,;

i,j"Vis2,5%0

i+1,5-1"Vi+1, 5417
Multiplicando a segunda e quarta equagao por -1,

a terceira por 4 e em seguida adicionando as cinco equa -

¢oes, as equacOes resultantes sao da forma

Us_2,57U4,5-2"80;5 5.1°16U; %85 5417U3 542*Viez,5 =
= (1) = e - . = 22
= b33 =Py 7 Pijer TPiL5 T P ge1 * Pian; Lk

1L ¥<N € 1<j<M




a2

Com as seguintes condigles:

Para i-1<1, i-2<1, j=1<1, j-2<1
i+1>N, i+2>N, j+1>M e j+2>M

temos U. . =0
1,]

Em cada linha agora temos (N/2+1) valores de

Ui j (incluindo os pontos de contorno) e estes podem ser

]

expressos como somas de (N/2-1) coeficientes de seno:

N/2-1

= I U 3 sen(2ikm/N) 0<i<N/2, 0<j<M

Substituindo na equacao (22) obtemos N/2-1 sistemas penta-

diagonais cada um dos quais podendo ser fatorado na forma

, (1)
Wi, i1 T Pk, 25

-

“T

k,j-1 " N-k"k, j

- -

U = W

Uk, j-1"2kY%, "%, 5+1 = "k,j

o<k<N/2+1 e 0<j<M
onde Ak = 2cos(kn/N)-4 e

N/2-1 (1)
= (4/N) = b sen(2ikmn/N) (24)

by -
k,] i=1  2i,j

0<j<M

Donde o algoritmo prossegue: o lado direito da equacao (22)
€ calculado em todos os pontos da grade com i par. Entao a

equacao (24) € implementada, envolvendo (M-1) transformadas



de seno cada uma de comprimento N/2. A seguir os (N/2-1)

sistemas de equacoes pentadiagonais (23), sdo resolvidos.

Entdo sao. executadas (M=1) transformadas de seno inversas

cada um de comprimento N/2Z para obter Uss 3 e finalmente
L)

U ; para i Impar € obtido resolvendo simples sistemas tri-

diagonais na direcdo j.

Para condicoes de contorno periddica em i=0,N

pode ser derivado um algoritmo similar.

0 nimero de coeficientes requerido para sistemas
tridiagonais € o mesmo que para o método basico FFT. Nova-
mente a solucdo pode ser reescrita e o Unico espaco de tra-

balho requerido & para FFT,

4.5 - Equacao de Poissom em Regioes Irregulares

Quando as regides nao sao retangulares elas sao

embutidas numa regiao retangular. Damos a seguir alguns

exemplos de como resolver a equagao.

1 - Seja R uma regido retangular com um retangulo interior

removido, conforme figura
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Para simplicidade assumimos que o contorno dis-
creto 3R; € um subconjunto de 3R. O retdngulo embutido €
R'y = RV S, U T, A extensao da funcao requer neste exem-
plo, que f seia definida (arbitrariamente) em SBL) Th' Para
definir esta extensao, podemos fixar f = 0 em Shkj Th ou

podemos definir f tal que seja continua em todos os pontos

de Rh‘

Portanto, no exemplo consideramos a fungao £

tal que f = 0 em Sy U Ty, e a solucdo e encontrada atraves

de um método qualquer.
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2 - Consideremos a regiao abaixo

Al
\“
' \
\\ L TR
)
.

LI |
\
)

1
A

[
DR
\

L

vt
N

LI L UL T T L
\

L T Y T O . . T T L B T T T

” :","‘;Rh:' :"'a:'-’-:
PSRy 5
aR
h
Este problema aparece no estudo da dependéncia
do tempo da rotacdo do fluido, e a superficie do fluido
€ lentamente movimentado.

A condicdo de contorno de Dirichlet € dada em

Sy» € a condicao de contorno de Neumann em ARy - Sh‘ 0 re-

tingulo embutido € R'j condi-

Rh_U Sh v Th, e usamos as

coes de contorno de Neumann em R’ método

L Podemos usar o

direto para resolver o problema retangular de Neumann [?:].

3 - Um outro exemplo € dado no estudo de dependéncia do
tempo do plasma e, uma equacao de Poisson pode ser re-

solvida a cada passo no tempo.
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—
r_---— h )
! N
C (4. - (2
3R 1" h i aR' )
h : : 5
S i
I h X ' LR ORI !
| .‘1\“.1“\|‘..' A %A ¥ '
i "‘\l"‘.:"n.l"l."‘.“""‘.‘| '
.
' l'||l|1| \‘l‘u .R;-!“ o ....“I“‘ i
| |“l'1\.o.| ‘.‘l, .“|““‘I"|‘ .
R \ b | ‘..‘tu. . !
o 5 R v s vl
‘.l|‘ll‘||‘|l|'.|.ll'l'..".‘|\
\ 'I. |\l,'.l|‘.‘||t|.I...‘|l||||
‘l‘|lll|.\l‘|_‘|lnlllntI"llvl‘\ll7

(1)
3R, "7

As condigdes de contorno sao de Dirichlet em Sy,

e Neumann em aRh(l). NOs usamos as condicoes de Neumann em

BRh(l) e oR h[S) e as condicOes de contorno de Dirichlet
1 (2) | (4) =1 1 ¥ =

em 9R'y e R'y na regidao embutida R h RhtJ Sh T, .

A equacido diferencial eliptica € entdo resolvida no retan-

gulo R'h.




CAPITULO V

TESTES E CONCLUSOES

Iniciamos este Gltimo capitulo fazendo uma ana-
lise dos resultados que foram obtidos com a utilizagao das
quatro variantes de Fast Poisson Solvers, bem como damos
detalhes da programacao de cada uma. Nas secgbOes seguintes
relacionamos dificuldades encontradas durante a implementa-
¢do e apresentamos sugestoes de tOpicos para trabalhos pos-

teriores.

Os programas que apresentamos foram escritos to-
mando-se por base uma regido quadrada de lado 1, com a con-
dicao de contorno de Dirichlet. O caso da regiao retangular

também foi testado mas nao apresentamos o programa.
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5.1 - Procedimento Adotado na Programacado

Daremos a seguir como procedemos na  elaboracgao

dos programas de cada uma das variantes.

5.1.1 - Método Basico FFT

Programa Principal

Entrada: K - expoentede dois para calcular os valores de N
e M.

VIX limite inferior de X.

VFX - limite superior de X-

VIY limite inferior de Y.

VFY limite superior de Y-

Chama a subrotina DISFFT

Saida - solucd@o da equacdo (W) em cada ponto da discretiza-

cdo.

Subrotina DISFFT

Esta subrotina resolve a equacao de Poisson pelo

Método Basico FFT.
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Sequéncia de Chamada

CALL DISFFT (QUELL,CONT1,CONTZ2,K,VIX,VFX,VIX,VFY,W)

Parametros na chamada

K,VIX,VFX,VIY,VFY.

QUELL - funcao que avalia o 2° membro da equacao de Poisson.

CONT1, CONT2Z - avalia as condicoOes de contorno, onde
CONT1: (0,y), (x,0),(x,b) e
CONT2: (a,y).

Retorno

W - um conjunto de tamanho NxM contera uma aproximacao da

solucao.

Subrotinas chamadas FFT, COSVEC, GAUBDS e FFTI,.

Subrotina FFT

Esta subrotina calcula a transformada do seno.

Sequéncia de chamada

CALL FFT (K2,TR,TI)
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Parametros de chamada

K2 - nimeros de pontos .
TR - parte real do valor da funcao nos pontos da malha.

TI - parte imaginaria do valor da funcgao nos pontos da ma-

1ha -
Retorno

TR, TI - contendo parte real e imaginaria dos coeficientes.

Subrotina COSVEC

Esta subrotina calcula A da equagao

- -

k5%, Y%k, 541 = D

Pe j1tt k,j
Sequéncia de chamada

CALL COSVEC (R,GOS2,J3)

Parametros na chamada

R - variavel usada como expoente de 2 nos calculos.
CO0S2 - vetor que contera oS A .

J3 - numero de linhas.
Retorno

C0S82 - vetor contendo A -
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Subrotina RESOL

Esta subrotina resolve os sistemas de equacées
tridiagonais, utilizando o algoritmo modificado de Gauss
(LU) .

Sequéncia de chamada

CALL RESOL (C0SZ2,B,J3)

Parametros na chamada

C0SZ - vetor contendo A.
B - matriz do sistema tridiagonal de ordem  J3.

J3 - ordem da matriz.

Retorno

B - solucao das equacOes tridiagonais.

Subrotina FFTI

Esta subrotina calcula a transformada inversa do

s5eno.

Sequéncia de chamada

CALL FFTI (J3,TR,TI)




Parametros na chamada

J3 - numero de elementos.

TR - parte real da solucao dos sistemas de equacodes tridia-

gonais-

Tl - parte imaginaria da solucdo dos sistemas de equacoes
tridiagonais.

Retorno

TR e TI - contendo parte real e imaginaria da solucio da

equacao em cada ponto da discretizacao.

5.1.2 = Algoritmo de Buneman [ 6 _]

Programa principal

Entrada: K - expoente

NeM

VIX limite

VFX - limite
VIY - limite

VEFY - limite

de dois para calcular os valores de

inferior
superior
inferior

superior

Chama a subrotina BUNEMA

Saida - solucado da equacao (W)

cao -

de
de
de
de

em

cada ponto da discretiza-



Subrotina BUNEMA

Esta subrotina resolve a equacao de Poisson uti-
lizando o algoritmo de Buneman.
Sequéncia de chamada

CALL BUNEMA (QUELL,CONT1,CONT2,K,VIX,VFX,VIY,VFY,W)

Parametros na chamada
K,VIX,VEX,VIY, VFY

QUELL - (descrita em 5.1.1).
CONT1,CONTZ ~ (descrita em 5.1.1).
Retorno

W - um conjunto de tamanho NxM contera uma aproximacio da

'solugao.

Subrotina chamada GLSAR

Subrotina GLSAR

Esta subrotina resolve o sistema A(TJX=B pela

fatoracao de A(r).
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Sequéncia de chamada

CALL GLSAR (R,B,N)

Parametros na chamada

R - variavel usada como expoente de 2 nos calculos.
B -« matriz do sistema tridiagonal.

N - ordem da matriz.
Retorno

B - solucao da matriz tridiagonal

Subrotinas chamadas COSVEC e GAURDS

Subrotina COSVEC (descrita em 5.1.1).

Subrotina GAUBDS (veja subrotina RESOL, 5.1.1).
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5.1.3 = FACR(1,3j)

Programa Principal

Entrada: K .- expoente de dois (para calcular os valores de

N e M

XRI -« limite inferior de X.

XRF - limite superior de X.
YRI ~ 1limite inferior de Y.
YRF - limite superior de Y-

Chama a subrotina FACR1

Saida: solucao da equagdao (W) em cada ponto da discretiza-

gao.

Subrotina FARC1

Esta subrotina resolve a equacao de Poisson pe-

lo algoritmo FACR (1,j) de Hockney,

Sequéncia de chamada

CALL FARC1 (QUELL,CONT1,CONT2,K,XRI,XRF,YRI,YRF,W)

Parametros na entrada

K,XRI,XRF,YRI,YRE



QUELL - (descrita em 5.1.1)

CONT1, CONT2 - (descrita em 5.1.1)

Retorno

W - um conjunto de tamanho NxM

Contera uma aproximacdo da soluciao.

Subrotinas chamadas FFT, COSVEC, RESOL , FFTI

Subrotina FFT - (descrita em 5.1.1).

Subrotina COSVEC - (descrita em 5.1.1).

Subrotina RESOL ~ (descrita em 5.1.1).

Subrotina FFTI - (descrita em 5.1.1).

5.1.4 - FACR (1,i)

Programa Principal

Entrada: K - expoente de dois (para calcular os valores

N e M)
XRI - limite inferior de X .

XRF - limite superior de X.
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de




YRI = limite inferior de Y.

YRF = limite superior de Y.

Chama a subrotina DIFARC

67

Saida: solucao da equagdo (W) em cada ponto da discretiza-

gao.

Subrotina DIFARC

Esta subrotina resolve a equagao de Poisson pelo

algoritmo FACR(1,i) de Hockney.

Sequéncia de chamada

CALL DIFARC (QUELL,CONT1,CONTZ,K,XRI,XRF,YRI,YRF,W)
Parametros de entrada

K, XRI, YRF, YRI, YRF

QUELL - (descrito em 5.1.1),

CONT1,CONT2Z - (descrito em 5.1.1).
Retorno

W = um conjunto de tamanho NxM., Contera uma aproximacgdo

solucd@o subrotinas.

Chamadas FFT, COSVEC, RESOL, FFTI.

da
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Subrotina FFT - (descrita em 5.1;1),
Subrotina COSVEC - (descrita em 5.1.1).
Subrotina RESOL - (descrita em 5.1.1).

Subrotina FFTI - (descrita em 5.1.1).

5.2 - Procedimentos Adotados Durante os Testes e Analise de

Resultados Obtidos

As quatro variantes foram testadas no computador
IBM 4341, cujo sistema operacional & o VM 370 controlador
do 0OSV/Si sob o qual roda o compilador WATFIV (precisdo sim

ples}.

Inicialmente testamos para regioes quadradas,
Q= (0,1)x(0,1) e @ = (~1,1)x(-1,1), com as condigdes de
contorno de Dirichlet u(x,y) = 0, (x,y) e 90. Os métodos
FFT, FACR(1) e FACR(1,i) foram testados utilizando-se duas
subrotinas FFT, uma fornecida pelo professor Hattori e a
outra o algoritmo de Brigham [T 47]; a subrotina FFT mais

eficiente foi a do professor Hattori.

Além das regides quadradas testamos também para

as regides retangulares @ = (0,1)x(0,2), fazendo pequenas



modificagdes nas subrotinas, e testando também o comporta-

mento do erro.

Erro maximo

EM = max|u-U. .|
]_’J la:’

Raiz quadrada da média dos quadrados (RMS)

RMS ==M[§L- £ (ol 1%
NxM Lyl

NxM = nimero de pontos da malha
Equacbes usadas:

2 Z
a) &8« B0 = [ p(1-x)*y{i-¥) ] 0<x,y<1
2 2
ax oy
u(x,y)=0 no contorno
Solucdo exata: u(x,y)=x(1-x)y(1-y)
Bzu Bzu
b) + = xe” 0<x<2, , O<y<l
2 2
he oy

Condigcbes de contorno

9oyl =0 , u(2,¥%) = 2e7 0<y<1
u(x,y) = x , u(x,1) = ex 0<x<2

Solucdo exata: u(x,y) = xe”




c) L £ Y = -2 0<x, y<1

Condigoesde contorno
u(0,y)=0 , u(l,y) = sinh(mx)sinmy

u(x,0) = u(x,1) = x(1=-x)

Solugao exata: u(x,y)=sinh(mx)sin(my)+x(1l-x)

2 2

d) Su ., du . - cos(x+y) +cos(x-y) ]
v 2
9X oy
O<x<m , 0O<y< 2
2
Condicoes de contorno
u(0,y) = cosy , u(m,y) = =cosy
u(x,0) = cosx , u(x;; ) =0
2
Solucdao exata: u(x,y) = cosx coOSYy
2 2
e) 3_3 - I (x2+y2)exY 0<x<2 , O<y<l
ax2 ay2.
Condicoes de contorno
- = b
U(O,Y} = 1 il U(Z,Y) = €
_ X
u(x,0) =1 , u(x,1) =-e

Solugao exata: u(x,y) = XY
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i1

f) NI —an sim(wx)sin(ﬂy) -1<x, vy<1
2 2
X 3y
u(x,y) = 0 no contorno
Solucgao exata: u(x,y) = sin(mx)sin(my)

Damos a seguir os resultados obtidos nos testes

da equagao f.

Foram testadas tambem as equacgdes a, b e c, cujo

comportamento foi idéntico ao da equacgao f.

O tempo apresentado na tabela corresponde ao de
execugdo. O calculo dos erros implica em 20% de tempo  adi

cional.



BASICO FACR FACR
NxM BRUNEMAN
FFT (1.,3) (1,1)
Tempo (seg)|0,80 0,32 0,54 10,47
64 |Erro max 0.996612{0,.375467/0.088214{0,121004
RMS 0,125000}0,119572|0.125000/0.125000
Tempo (seg) (2,36 0,83 1,41 1,02
256 |Erro max 0.999133|0.075138{0.069518{0,077881
RMS 0.062500({0.,018270(0.062500({0.062500
Tempo (seg) |9,42 3,29 5,57 3,85
1024 |Erro max 0.999782|0.011744(0.104261(0.066391
ok RMS 0.031250(0.00255410.031250(0.031250
Tempo (seg) (38,50 14,33 22,66 15,75
4096 [Erro max 0.999945|0.,001646(0,.310622|0.429586
RMS L0‘015625 0.000379|0.015625(0.015625
Tempo (seg)‘177,53 65,97 98,62 68,86
16384 |Erro max 0.99973410.00033211.18967110.996560
RMS {0.007813 0.000175/0.007813 0.007813

Podemos observar que para equacoes lineares

Poisson, com as condi¢oe# de contorno de Dirichlet, a

riante mais eficiente & o algoritmo de Buneman e o

eficiente € o metodo Basico FFT.

5.3 - Dificuldades Encontradas

As maiores dificuldades encontradas foram:

a) A quase nao existéncia de algoritmo sobre
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b)

c)

variantes, o que nos levou a partir da teoria

elaborar os algoritmos e testa-los.

A maioria da literatura traz a solugdo em re~-
gioes quadradas de comprimento 1, quando 0s
comprimentos na grade na direcao i e j, eram
diferentes os algoritmos sofreram uma pequena

modificacao.

Nao testamos para o niumero de pontos da malha
maior que 16384, tendo em vista ser a memdoria

do sistema insuficiente.

5.4 - Sugestoes para Trabalhos Posteriores

Como utilizamos somente as equacoes diferenciais

parciais lineares (equa¢d@o de Poisson), na regido retangu-

lar de duas dimensoes, e com a condigao de contorno de

Dirichlet, utilizando 5 pontos, sugerimos oS seguintes tra-

balhos.

a) O mesmo trabalho com a condicao de contorno

periodico ou de Neumann.

b) Fast Poisson Solvers para regioes nao retan-

gulares, utilizando 5 pontos [C77].
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c) Fast Poisson Solvers para equagoes a trés

dimensGes, utilizando 9 pontos [ 17].

d) Fast Poisson Solvers para regides nao retan-

gulares utilizando 9 pontos.

e) O marching Algorithm de Bank [ 2,3,9 ] merece

ser estudada.

f) Esparsidade [ 17].

5.5 - Comentarios Finais

Como o objetivo do trabalho era obter o melhor
algoritmo Fast Poisson Solvers e, como o algoritmo de Bu-
neman € o mais eficiente, optamos por inclui-lo na Biblio-
teca de Software Matematico, atualmente encontrado no 1BM
4341 do Nicleo de Processamento de Dados do Campus II da

Universidade Federal da Paraiba.

A utilizacdo deste algoritmo como tambem da Bi-
blioteca & de fiacil aprendizagem, sendo que qualquer davida
poderd ser solucionada pelo setor de usudrio do Nicleo de

Processamento de Dados.
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APENDICE I

1. Introducao

A transformada rapida de Fourier (FFT) esta ten-
do, de uma maneira crescente, papel importante nas aplica-

cO0es praticas da engenharia.

Nao somente € aplicada na analise spectral, so-

nar, radar e detectacao de vibracGes, mas também na reducdo

de faixas em transmissdao de video e filtragem de sinais. A
FFT & usada diretamente para sinais filtrados e o dominio
de frequéncia e indiretamente para projeto de filtros digi-

tais.

E usado também para convolucOes, evolugoes e

decomposicao de sinais.

Como sabemos, o FFT & um método particular para
resolver problemas que envolvem as sé€ries de Fourier na

computagao.

Podemos dizer também que o FFT & simplesmente



79

um algoritmo que pode computar a transformada discreta de
Fourier mais rapidamente do que diretamente a partir da

formulacao matematica.

Por esta razdao o nosso estudo da FFT sera unica-

mente no aspecto computacional do algoritmo.

1.1 - Formulacao Matricial

Consideremos a transformada discreta de Fourier

N-1

X(n) = £ xg(k) e IZmnk/N n=0,1,2,...,N1

bt
Ineag
o

Notamos que a transformada considerada descreve

a computacao de N equacoes.

Se tomarmos N = 4 e fazendo

W= e~J2m/N

temos entao

X(0) = xo(0)Wlex (1) +x (2) W0+x (3) W'
X(1) = x4 (0)W0ex o (1)Whex, (2)Woex (3) W
X(2) = xg ()W +x,(1)Worxy (2) W ox (3)W°
X(3) = xq(0)Woex (L)W ax (20 W0+ (3)W°
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X (0]
X(1)

X(2)

X(3)

E(n) _ Eﬁk
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A equacao acima pode ser escrita na forma matri-

A

wo

[F

x (K)

W

W

w4

W’

ou

w0 % (07
W xq (1)
WO x(2)
Wl [

onde W e fo(k) podem ser complexos e entao serao

(1)

necessa-

rias NZ multiplicacoes e (N)(N-1) adigoes para a computacgao

de ﬁ(n).

O FFT deve seu sucesso ao fatode que o algoritmo

reduz substancialmente o nimero de multiplicacdes e adicdes

exigidas na computacao, como a Seguir veremos,

1.2 - Calculo de X(n) Utilizando a Matriz Fatorada

xo(k) tal que N = 2Yeye N

Por conveniencia escolhemos o numero de

Reescrevemos X (n)

= Wnk xo(k) como

pontos
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" x00) | (-1 1 1 1| "xO(OJ—
X(1) 1 oW W W x4 (1)
xcy | |1 W oWt W x(2) &)
X(3) 1 W W wi x5 (3)

usando a relacao

wnk p wnkmod(N)

Visto que nkmod(N) € o resto da divisdo de nk por N,

Fatoracdao da Matri:z Wnk

O metodo da fatoracao & baseado na teoria do al-

goritmo FFT de Cooley & Tuckey.

Consideremos a transformada discreta de Fourier:

N_l nk [
X(n) = Z xo(k)% 1 I [ 1 § (3) i
: k=0
ands W = g~ 20N
Desejamos representar os inteiros n e k na forma
binaria, isto &€, se tivermos N = 4, entdo y = 2 e nos re-

presentamos k e n com 2 bits na forma binaria

k

0,1,2,3 ou k = (kj,k,) = 00,.01,'10, 11

=
|

= 0,1,2,3 otx n'= (nl,no) = 00, 01, 10, 11
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Escrevendo k e n na base 10 temos

k = Zkl + k

onde ki.kg,.n; e ny s0 podem ter os valores 0 e 1.

Utilizando a representacdao acima podemos escre-

ver a transformada discreta de Fourier, para o caso de N=4,

como :
1 1 (2n.+n,) (2k,+k.)
X(n;.n) = £ ¥ Xk ks s Kn JW 180 1 70 (4)
170 - _ 07170
kO-O k. =0
i
Consideremos agora termos WP. Sendo
WD - w3yP  entao

w(2ny*ng) (2k+ko) o ,(2ng+ng) 2k L (2ny+ng)k, =

= £ wtnyky ok w(2nynglky o y2ngkyy (2ny+my) kg

4n.k

Tendo em vista que W 171 = 1, isto €,

wik - oyt gtk - Eexp]:(:-z-iji) 77715 - Mk -
Retomando a equagao (4) temos:

1
n) =z 0 I x50k, 1)Wm0 1w el (s)
0
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Consideremos agora cada uma das somatorias de

(5) separadamente,

Primeiro a somatoria

k

1
= 2N
xl(no,ko) = E_ xo(kl,ko)h 071 (6)
3 |

As equacodes representadas sao:

x1(0,0) = x,(0,0) + x,(1,0)W
_ 0
x,(0,1) = x4(0,1) + x3(1,1)W
= 2
xl(l,OJ = xO(O,OJ + xO(l,O)h
o 2
xl(l,l) = xO(O,l) + xo(l,l)h
Escrevendo em forma de matriz temos:
4 pics = P A
I—xl (0,0) 1 o w' o x, (0,0)
x; (0,1) 0 1 0 Wl xg (0,1)
= 2 (7)
Xl (1,0) il 0 W 0 xO (1,0)
w, (1,13 0 1 o0 Ww? x, (1,1)
71 . L J L7 |
Onde WO nio e reduzido a unidade para melhor desenvolvimen-

to generalizado do resultado.
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Por Ultimo a somatoOria

o Bl et

v A2n,+n. )k
xz(no,nl) - x}(no,ko)h 170770 (8)

o
o

As equacgoes representadas sao:

x,(0,0) = x,(0,0) + x-l(o,nwo
x2(0,1) = xl(0,0) + xl(O,l)W2
x,(1,0) = x,(1,0) + x, (1,1)W"
x,(1,1) = x;(1,0) + x; (1,1)W
Escrevendo na forma matricial temos:
T-XZ(O,O) 1 1 % o o | dxl(o,mﬂ
x,(0,1) 1 W 0 0 x,(0,1)
& (9)
x, (1,0) o o 1 w! x,(1,0)
| x| o 0 1 w3_ | x, 1,1

Notamos que (9) € exatamente a matriz fatorada

da equagdo (1), com o iIndice k escrito na nota¢do binaria.

Das equacoes (5) e (8) temos:

X(nl,no) = xz(no,nl) (10)

0 resultado final xz(no,nl) obtido da somatoria
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exterior sao os bits em ordem reversa para os valores dese-

jados

X(nl,no)
Se combinarmos (6) (7) e (10)
1 2n .k

Xl(nO’kO) k2=0 xo(kl,ko)w 071
1

( ) : x yw(Zny*nglk,

X, (ng,n, . Xl(HO’ 0 (11)

0

X(nl,no) = xz[no,nl)

entao o conjunto (11) representa a formulacao original de
Cooley~Tukey doalgoritmo FFT para N=4. Entao
esta equacdo & recursiva, onde o segundo termo € novamente

fatorado.

Apds a fatoracao temos:

. e o o

X(0) 1 w0 o0 o 1 0 w® o xO(O)--I
2 0

; X(2) 1w oo o] fo 10 W |x,)

X(n)= =
X(1) o0 1 w |1 o wf o xg (2)
X(3) o 0o 1 wllo 1 0 W [x.(3)
ik R J L Jd o

Maiores detalhes em [ 4 7].
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1.3 - Comparacao Dois Dois Metodos

Podemos verificar que a computacao de i(n) re-
quer um total de 4 multiplicagoes e 8 adigoes, isto &, em ;
|
(7) -
x,(0,0) = x,(0,0) + W’x(1,0)
x;(0,1) = x0(0,1) + Wx(1,1)
x; (1,0) = x0(0,0) - Wx(1,0)
- 0
Xl(lyl) - XO(Ovl) - W X(l,l)
e em (9)
-0
xZ(O,O) = xl(0,0) + W xl(O,lj i
x,(0,1) = x,(0,0) - Wx(0,1) |
|
x2(1,0) = xl(l,O) + Wlx(O,l)
x,(1,1) = x,(1,0) - Wlx(O,l)
tendo com vista que W2 - —WO e W3 = -Wl

A computacdo de X(n) requer 16 multiplicacoes e
12 adig¢des. Notamos que o processo da fatoracdo reduz o ni-
mero de multiplicacoes e adigoes, eis entao a razao da efi-

ciéncia do algoritmo FFT.



Se verificarmos o resultado do exemplo dado, no-
tamos que o FFT requer Ny/2 multiplicagoes e Ny adicoes,
ao passo que o metodo direto requer N° multiplicagoes e

(N) (N=1) adicoes.

Se assumirmos que o tempo de computacdo € pro-
porcional ao numero de multiplicacgées, logo a relacdo apro-
ximada entre o tempo de computacao direta e pelo FFT &€ da-

da [_4 ] por

Para N = 1024 = 210 obtém-se uma redugao compu-

tacional de mais de 200 para um.

P S T —



