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RESUMO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Um dos objetivos desta dissertacao e a realizacao de um estudo 

comparativo, em termos de exatidao oferecida e de esforco computacional 

exigido, dos modelos de eletrodozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA densidade-de-corrente-constante e potencial-

constante. 

O outro objetivo e estudar o metodo matricial modificado e 

implementa-lo para simular malhas de aterramento. Espera-se que esse metodo 

exija menor esforco computacional e ofereca precisao, favorecendo assim o 

estudo de malhas complexas. O metodo matricial modificado e resultante da 

conjuncao do metodo do somatorio modificado com o modelo potencial-

constante. 

Neste trabalho sera empregado o modelo de solo uniforme. Outro 

projeto que esta se desenvolvendo em paralelo, no curso de P6s-Graduacao em 

Engenharia Eletrica da UFPB, emprega o modelo de duas camadas, mas nao 

contempla a problema da nao-uniformidade de corrente, como se busca fazer 

aqui. E possivel que um terceiro projeto, subsequente a estes, procure congregar 

os resultados que estao sendo obtidos agora. 

As rotinas computacionais desenvolvidas serao aplicadas, na sua versao 

final, ao estudo da malha de aterramento da subestacao de Boa Vista, da CELB -

Companhia de Eletricidade da Borborema, Campina Grande, Estado da Paraiba. 
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ABSTRACT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

This research work aims at a comparative study of thezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA constant current 

density and constant voltage electrode models in terms of accuracy and 

computational effort. 

Another objective of this work is to study and implement the modified 

matrix method, to simulate grounding grids. This method is supposed to require 

less computational effort and to provide accuracy, in order to promote the study 

of complex grids. The modified matrix method derives from the modified 

summation method in conjunction with the constant voltage model. 

The uniform soil model will be applied. Another project is being 

developedin parallel under the same guidance. The two two layer model is used, 

but current distribution is considered to be uniform, third project may bring 

together the results which are being obtained at the present. 

The developed computational procedures will be applied, in their 

ultimate version to the study of the grounding grid from Boa Vista substation 

which belongs to CELB - Companhia de eletricidade da Borborema, Campina 

Grande, Estado da Paraiba. 
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1. INTRODUCAO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Os sistemas eletricos necessitam ser ligados a terra em pontos estrategicos, 

para efeito de dispersao de correntes de defeito e de impulso geradas por 

chaveamentos ou descargas atmosfericas. Tais conexoes se fazem atraves de eletrodos 

ou conjunto de eletrodos enterrados, em contato direto com o solo, formando assim o 

que se denominazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sistema de aterramento ou, simplesmente aterramento. 

O conhecimento do comportamento do sistema de aterramento e um 

problema dificil. O solo e um meio extremamente complexo, cujas propriedades 

mudam no tempo e no espaco. Mas nao e so por isso. Ha outros fatores que 

concorrem para a dificuldade do problema, podendo-se destacar os seguintes: 

a) O aterramento e um sistema multifuncional. Isto e, ele deve desempenhar uma 

variedade de fiincoes, algumas ate conflitantes. deve servir ao sistema de 

alimentacao (subestacao), com o objetivo principal de oferecer seguranca as 

pessoas contra os efeitos da corrente de curto-circuito; deve prover um 

caminho de baixa impedancia para a corrente de descarga na sua direcao 

preferencial para o solo (aterramento da protecao contra descargas 

atmosfericas); deve minimizar os efeitos de interferencias associados a 

irradiacao na faixa de alta frequencia como aqueles oriundos de sistemas de 

comunicacao. 

b) O desempenho do aterramento depende das proprias condi^oes impostas pelos 

fenomenos que provocam sua intervencao. 

c) O comportamento do sistema de aterramento precisa ser conhecido com 

antecedencia ja na fase de projeto. 
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A solucao do problema esta relacionada com a disponibilidade de modelos 

apropriados, capazes de representar os aspectos fundamentals do comportamento que 

se quer conhecer. 

1.1 Modelos de solo 

O mais simples e ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA modelo uniforme, que supoe o solo homogeneo e 

isotropico
1. Embora um modelo assim seja completamente irreal, sua aplicabilidade e 

alta, por conta da facilidade que oferece a formu^ao matematica dos problemas. 

Ainda hoje, muitos sistemas de aterramento sao projetados seguindo procedimentos 

que adotam esse modelo (IEEE-80, 1986). 

Para nao ser mantido tao distante da realidade, utiliza-se o conceito de 

resistividade aparente (ENDRENY, 1963 ; TAKAHASHI & KAWASE, 1990). 

Os solos reais, nao-uniformes, sao classificados em regulares e irregulares. 

Os primeiros sao mais comuns e se caracterizam por apresentarem pouca ou quase 

nenhuma variacao da resistividade na dire9ao horizontal, em compara9ao ao que 

acontece na dire9ao vertical. 

Os modelos mais sofisticados de solos regulares aproximam a resistividade 

por uma fun9ao continua (exponencial) da profundidade (SUNDE, 1968). Entretanto, 

os modelos mais usuais consideram que o solo e constituido de um certo niimero de 

camadas horizontais homogeneas, isto e, com resistividades constantes, de espessuras 

finitas, exceto a mais profunda, que e infinita. Dentre os modelos em camadas, o mais 

empregado e o de duas camadas (DAWALIBI & MUKHEDKAR, 1975; KOSTIC & 

SHIRKOOHI, 1993). CAVALCANTI (1991) estudou o solo do Nordeste e concluiu 

que 75% dele pode ser modelado em duas camadas. 

Os solos irregulares, em que a resistividade nao pode ser considerada fun9ao 

exclusiva da profundidade, nao tern recebido muito aten9ao. Ma et al. (1993) 

apresentam um modelo em camadas hemisfericas para representar solos com 

irregularidades em regiao finita. Tais irregularidades, ocorrem em solos regulares que 

tenham submetido-se a cortes ou aterros. 

1

 Um solo homogeneo e isotropico apresenta as mesmas propriedades flsicas em todas as direcoes, 

portanto tern resistividade constante em toda sua extensao (SALAMA et al, 1995 ). 
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R L L R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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(a) (b) 

Fig. 1.1: (a) Segmento de um eletrodo. (b) Circuito equivalente. 

1.2 Modelos de eletrodo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O modo como a corrente se dispersa no solo e uma caracteristica fisica 

fiindamental para compreender-se o comportamento do sistema de aterramento. Um 

segmento de eletrodo e mostrado na Fig. 1.1a, onde sao indicadas tres correntes. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + jlc e a corrente dispersada no solo pelo segmento considerado. As outras sao 

correntes que vem ou vao para segmentos adjacentes ao considerado. O campo 

el&rico no solo determina as correntes de conducao e capacitiva que compoem a 

corrente total dispersa no solo. A relacao entre tais correntes nao depende da 

geometria do eletrodo, mas sim exclusivamente da relacao a/coe, sendo a e 8 

respectivamente a condutividade e a permissividade do solo e co a frequencia angular. 

Sendo assim, pode-se tomar o circuito da Fig. l i b como equivalente do segmento de 

eletrodo. Os efeitos mutuos, em termos de indutancia, capacitancia e condutancia, 

entre cada um dos segmentos do eletrodo, devem ser considerados. A determinacao de 

cada elemento, proprio ou mutuo, e apresentada por VISACRO & PORTELA (1993). 

Em con d i9 6 es de baixa frequencia, como aquelas que sao proprias de 

fenomenos lentos
2, a impedancia longitudinal e tambem a corrente capacitiva

3 no solo 

sao despreziveis. Nesses casos, o aterramento pode ser representado por uma 

condutancia ou resistencia equivalente. 

Nos projetos de sistemas de aterramento supoem-se, usualmente, condicoes 

de regime permanente. De fato, em certas circunstancias e muito provavelmente isso o 

que ocorre. Os metodos mais usuais de calculo do potencial, devido a dispersao de 

corrente no solo, consideram constante a densidade de corrente, J, na superficie dos 

condutores que constituem o sistema de aterramento. Essa hipotese e muito 

Os fenomenos lentos mais comuns sao aqueles associados a curtos-circuitos e a desequilibrio de 

carga em circuitos trifasicos. 

O valor da corrente capacitiva e proporcional a frequencia. 
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simplificativa, porem inconsistente, pois, segundo ela, o campo eletrico, £ , ao longo 

de toda a superficie de um eletrodo, e constante
4. Sabe-se que isso nao e verdade, 

visto que o valor do campo eletrico no extremo do eletrodo e muito diferente daquele 

no entremeio. 

Uma alternativa para a hipotese de que a densidade de corrente seja constante 

e supor que essa densidade seja tal que o potencial da superficie do eletrodo seja 

constante em toda sua extensao. Aceitar esta hipotese significa pressupor que a 

impedancia
5

 longitudinal dos eletrodos tenha valor tao reduzido que a queda de tensao 

ao longo deles possa ser desprezada. 

A elevada condutividade do material empregado na formacao do eletrodo
6 

permite desprezar o componente real da impedancia longitudinal, mesmo no caso de 

malhas convencionais de aterramento de subestacao, cujas dimensoes sao realmente 

grandes. Por outro lado, pensando-se nos casos em que o sistema de aterramento deva 

atender a solicitacoes eletricas associadas a fenomenos lentos
7, a reatancia longitudinal 

tambem pode ser desprezada. 

A hipotese da densidade de corrente constante e sustentada na pratica pela 

simplificacao que empresta aos calculos de potencial. Os metodos que a empregam, 

corrigem,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a posteri, os valores calculados, por meio de formulas empiricas (IEEE-80, 

1986). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.3 Tipos de aterramento em subestacoes 

Os principios de aterramento sao semelhantes para todas as subestacoes. 

Entretanto, devido as variacdes dos tipos de servico e exigencias operativas de cada 

subestacao, sera abordado apenas o aterramento de subestacao ao tempo. 

O aterramento em uma subestacao pode ter varias finalidades. Porem, houve 

tempo em que a pratica era instalar sistemas de terra isoladamente. Por exemplo, as 

estruturas e as carcacas dos aparelhos tinham seu proprio sistema de aterramento, 

enquanto que os para-raios possuiam outro sistema de aterramento, independente do 

Segundo a lei de Ohm, o campo eletrico na superficie do eletrodo ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E = p/, onde p e a 

resistividade, suposta constante, do meio envolvente do eletrodo. Logo, a densidade de corrente, J , 

constante implica campo eletrico constante. 

A ela correspondem as impedanciaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R + j&L no circuito equivalente da Fig.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1. lb. 

Os eletrodos de aterramento sao constituidos de cobre, como os cabos empregados na construcao 

de malhas de aterramento de subestacoes. ou de aco com revestimento de cobre, ou ainda de ferro 

zincado, como as hastes de aterramento. 

Nesses casos. a frequencia nao e muito diferente da frequencia industrial. 
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primeiro. Mais tarde, verificou-se que, interligando-se os diferentes sistemas de 

aterramento, obtinha-se maior eficacia, visto que a condutancia de cada sistema 

completava a deficiencia dos outros. Nos projetos atuais de aterramento de 

subestacoes usa-se um unico sistema de aterramento para todas as finalidades. 

Segundo JENSEN (1974), existem tres classes gerais de sistemas de 

aterramento em subestacSes: radial, barramento em anel e malha. 

O tipo de aterramento radial (Fig. 1.2) mostra os quatro grupos de hastes ou 

esteiras de aterramento na periferia da area ocupada pelos equipamentos e outro grupo 

pequeno de hastes ao lado da casa que abriga o painel de comando. Essa localizaeao 

das esteiras de aterramento ligeiramente afastada da placa da aterramento faz com que 

os condutores de ligacao a terra sejam excessivamente longos, ocasionando uma alta 

impedancia, podendo prejudicar a passagem das correntes de defeitos para a terra. 

Terminal de aterramento 
de placa de cobre 

n 

Painel de 
comando 

Esteira de aterramento 

Fig. 1.2: Sistema radial de aterramento 

O maior problema do aterramento radial esta numa falha em um dos 

condutores de ligacao a terra, o que isolaria o grupo de equipamentos ligados a ele, 

com possibilidades de surgimento de perigosos gradientes de potencial. Todavia, o 

aterramento radial e de grande utilidade em casos de condicSes adversas no solo, 

como, por exemplo, locais que apresentam dificuldades de fincamento de hastes no 

solo devido a presenca de rochas. 

Outro sistema de aterramento de subestacoes e o tipo barramento em anel, 

mostrado na figura abaixo. 
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Ponto de desligamento p/  testes 

Painel de 

comando zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 1.3: Sistema de aterramento em anel 

Nesse sistema, instala-se um barramento em anel ao redor de todos os 

equipamentos da subestacao. Todas as estruturas individuals sao ligadas ao barramento 

o qual, por sua vez, encontra-se ligado a todas as esteiras de aterramento. Facilmente 

se percebe que o comprimento de qualquer ligacao entre a estrutura e o barramento e 

mais curto. Devido ao elevado numero de caminhos em paralelo, a resistencia relativa 

de aterramento do conjunto sera menor. Essa multiplicidade de caminhos reduz a 

possibilidade de falhas devido a um possivel rompimento de um dos condutores do 

anel. Portanto, o sistema de aterramento em anel e bem mais vantajoso, se comparado 

ao radial. 

O terceiro sistema de aterramento denomina-se malha, ou seja, uma rede de 

cabos que e instalada de forma a cobrir todo ou quase todo o terreno da subestacao 

(Fig. 1.4). Os equipamentos e as estruturas sao ligados a malha no ponto mais 

proximo. 
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Cabo de aterramento 
Haste de terra fincada 

nos cruzamentos dos cabos 

Painel de 

comando zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 1.4 : Sistema de aterramento em malha. 

Esse sistema pode apresentar uma maior condutividade, se comparado aos 

outros, devido ao fato de apresentar um maior numero de caminhos em paralelo. Do 

ponto de vista do controle do gradiente do potencial e eficiencia, o sistema tipo malha 

e o mais adequado. Os sistemas de aterramento radial e em anel tern suas aplicacSes 

particulares, sendo usados e tern sido usado em muitas instalacoes. Do ponto de vista 

economico os sistemas radial e em anel sao consideravelmente menos onerosos, se 

comparados ao sistema tipo malha. Entretanto, devido ao fato de os sistemas de malha 

de aterramento convencionais de maior importancia serem formados por elementos 

retilineos paralelos ou ortogonais nas direcoeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x,yez,o equacionamento se reduzira a 

apenas tres situacdes possiveis. 
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2. METODOLOGIA BASICA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Um sistema de aterramento conectado ao neutro de um sistema de potencia 

entra em atividade quando ocorre um curto-circuito. Em conseqiiencia, o potencial do 

sistema de aterramento se torna diferente de zero. Esse valor nao-nulo de potencial 

denomina-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA potencial do sistema de aterramento, tambem chamado elevacao de 

potencial de terra ou simpilesmente GPR. Concomitante ao GPR, surge uma corrente 

da superficie dos elementos do sistema de aterramento que se dispersa na terra. Essa 

corrente dispersa na terra e de frequencia industrial mais um componente c.c. de 

decaimento rapido. Desse modo, a atencao deve ser concentrada na corrente de baixa 

frequencia que se estabelece na terra. 

Considerando os valores comuns de resistividade do solo (50 a 1000 dm) e 

de dimensoes de sistemas de aterramento tipicos (de poucos metros a 200 m), 

MELIOPOULOS (1988) demonstra que a analise c.c. e suficiente na maioria dos 

estudos praticos de sistemas de aterramento. 

Neste trabalho, a analise c.c. sera aplicada a sistemas de aterramento. O 

procedimento de calculo sera desenvolvido passo a passo, comecando pelo problema 

mais simples e estendendo os resultados a casos progressivamente mais complexos. 

2.1 Fundamentos 

A Fig. 2.1 mostra um eletrodo puntiforme, imerso em solo uniforme. Uma 

esfera tao diminuta nao tern, evidentemente, aplicacao pratica direta, embora seja de 

grande utilidade na simulacao de qualquer eletrodo real. 

A esfera, localizada no ponto E do solo, e uma fonte puntiforme de corrente. 

Dela emana para a terra uma corrente total, /, que faz surgir um potencial Vmxm ponto 
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Fig. 2.1 Eletrodo puntiforme em solo uniforme e um 

ponto em que o potencial e de interesse. 

generico P do solo. Esse potencialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V satisfaz a equacao de Laplace: V2V = 0. Nesse 

caso, e conveniente expressar a equacao de Laplace em coordenadas esfericas: 

. t _x 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a ( dV(rAzJ\ . 1 d2V(rAz) . d2V(r,$,z) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

™ = 7 " 0  ( 2 1 )  

onde r, <|>, z sao as coordenadas do ponto P. Por causa da simetria, o potencial e 

independente da coordenada <|>, isto e, V(r,$,z) = V(r,z). Logo a eq. (2.1) se reduz a: 

V
2

F(r,z) = — 
1 d ( dV(r,z)\ d2V(r,z) 

r dr < dr + = o (2.2) 

A solucao geral desta equacao e dada em termos de funcoes de Bessel, de 

ordem zero, J0 (KRAUS & CARVER, 1986): 

y(r,z) = ^V m )Ukr)e±k2dk 
4 : t

J k = 0 

(2.3) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA QzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(k) e uma funcao arbitraria da variavel de integracao k, determinada pelas 

condicoes de contorno. Essas condicoes de contorno indicam que, na interface dos 

dois meios (solo e ar), o potencial e a corrente devam ser funcoes continuas. O 

resultado final e que o potencial em um ponto generico do solo de coordenadas 

cartesianas x, y e z se expressa do seguinte modo: 

O apendice A apresenta detalhadamente o desenvolvimento da equacao 2.4 

atraves da da equacao de Laplace, mostrada em 2.1. 

A interpretacao da equacao (2.4) e a seguinte: O potencial em qualquer ponto 

do solo e identico ao potencial produzido por duas fontes puntuais de corrente / 

localizadas nos pontos (xe9ye,ze) e (xe,ye-ze) em uma regiao infinita de 

resistividade p. Em outras palavras, a interface entre os meios solo e ar tern o efeito de 

criar uma imagem da fonte puntiforme com relacao ao piano de interface. Esta 

interpretacao esta ilustrada na figura abaixo. 

V(x,y,z) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL ! 

+ (2.4) 

Fig. 2.2: Eletrodo puntiforme em solo homogeneo a 
profundidade h e seu eletrodo-imagem. 

O resultado deste item, expresso pela equacao (2.4) e a base de todo o 

procedimento de analise numerica de sistemas de aterramento que se desenvolvera a 

seguir. 
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2.2 Metodo do somatorio 

O calculo do potencial em um pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P do solo pode ser efetuado utilizando o 

metodo do somatorio. A ideia basica e dividir o sistema de aterramento em pequenos 

segmentos. Cada um deles e substituido hipoteticamente por uma fonte puntiforme de 

corrente, localizada no seu centro. Em tese, quanto menores forem esses segmentos, 

maior e a aproximacao. Uma parte de um sistema de aterramento generico e mostrada 

na Fig. 2.3a, enquanto o modelo do segmento / e mostrado na Fig. 2.3b. O potencial em 

um ponto P do solo, de coordenadas (x,y,z), e determinado por superposicao dos 

efeitos de cada um dos n segmentos em que tenha sido subdividido o sistema de 

aterramento: 

(a) (b) 
Fig. 2.3: (a) Trecho de um eletrodo subdividido em elementos finitos. 

(b) Modelo matematico do elemento. 

4 7 1

 j=\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

lJ(x-Xj)
2

 +(y-yj)
2

 +(z-ZjY 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

^x-xjf+iy-yjf+iz + zj.y 

(2.5) 

Numa notacao mais compacta que a da equacao (2.5), a expressao do 

potencial do ponto P, de coordenadas retangulares x, y e z, e a seguinte: 

onde, 

(2.6) 

j = 1,2,...,». (2.7) 
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Para que a equacao (2.6) possa ser efetivamente utilizada, e preciso 

informacao a respeito da distribuicao de corrente no sistema de aterramento, antes de 

irradiar para o solo. O modelo densidade-de-corrente-constante pressupoe que a 

corrente total do sistema de aterramento se distribua uniformemente em toda sua 

extensao. Ou seja,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ij• = - , j = 1,2,... ,n. Portanto, a equacao (2.6) particularizada 

para esse modelo, e: 

Vp=^t{fh+fp,) (2.8) 

O metodo de calculo do potencial baseado nas equacoes gerais (2.6) e (2.7) e 

referenciado como metodo do somatorio. Esta denominacao e uma alusao ao fato de 

que o principio do metodo e o somatorio das contribuicoes dos segmentos em que foi 

subdividido o sistema de aterramento. 

Para pontos na superficie do solo, 2 = 0, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fpj - fpj - fpj n ^ : ~ T J ~ 152,...,». 

Vp^t/PjzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2-9) 

/ - I 

Exemplo A 

O condutor parabolico apresentado na Fig. 2.4 dispersa 10 A no solo cuja 

resistividade e 100 Qm. Calcula-se o potencial no ponto da superficie do solo, acima do 

centro do eletrodo. Emprega-se o modelo densidade-de-corrente-constante e o metodo 

do somatorio. 
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z l 

superficie do solo^ 

p=100Qm (0;-0,1) ^ 
—

 X 

eletrodo*^^^ 

C>3;-1) <3;-1)* 

Fig. 2.4: Eletrodo parab61ico do exemplo A. 

O referencial foi escolhido de modo que o piano XY seja a superficie do solo e 

o eletrodo esteja por completo no piano XZ. Dessa maneira, o problema e 

bidimensional, ou seja, a dimensaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y nao precisa ser levada em conta. Aqui os pontos 

estao sendo definidos por (x, z). 

A equacao da parabola a que pertencem os pontos (-3;-l), (0;-0,l) e (3;-l), 

indicados na figura, e: 

z = - 0 , l ( x 2 + l ) , (2.9) 

cuja diferencial e 

dz = -Q,2xdx. (2.10) 

Um elemento infinitesimal do eletrodo tern comprimento 

dl = J(dx)
2

+(dz)
2 

ou, 

<// = Vl + 0,04x
2

 ax. (2.11) 

Para conhecer-se a densidade linear de corrente, e preciso antes determinar-se 

o comprimento do eletrodo. A parte do eletrodo a esquerda de um ponto (x, z) tern 

comprimento: 

l{x) = \dl = \
X

_J\ + 0,04x
2

 dx 

ou, 
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/(*) = 0,1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x Vx 2 +25 + 2,51n(x + Vx 2 +25) - 0,85225 (2.12) 

O comprimento total do eletrodo e determinavel atraves da equacao (2.12), fazendo-se 

x=3 

L = l(3) = 6,343 m. 

Portanto, a densidade linear de corrente, suposta constante, e 

i = j = 1,5766 Mm. 

Para efeito de calculo, o eletrodo e subdividido em seis trechos de igual 

comprimento, os quais sao modelados por fontes puntuais de corrente. As coordenadas 

dessas fontes, iguais as dos centros dos trechos respectivos, sao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabcla 2.1 Referente aos dados do cxempl dA. 

trecho X z r 

1 -2,5377 -0,7440 2,6445 

2 |-1,5607 i-0,3436 [1,5981 

3 1-0,5276 1-0,1278 10,5429 

4 |0,5276 j-0,1278 |0,5429 

5 j1,5607 i-0,3436 [1,5981 

6 12,5377 i-0,7440 12,6445 

Na coluna mais a direita da tabela aparecem as distincias dos centros dos 

trechos ao ponto em que se quer calcular o potencial. Esses valores correspondem ao 

inverso da funcao fpj, ou seja, ry = l/fpj. A solucao e determinada, aplicando-se as 

equacdes (2.7) e (2.8) e levando-se em conta a simetria do problema: 

v 100-10 

^2,6445 + ^1,5981 T ^0,5429 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ = 146,59 V 

2.3 Metodo da integral 

No limite, quando o numero de subdivisoes do sistema de aterramento tende 

para infinito, o somatorio na equacao (2.6) transforma-se em integral. Dai o nome desse 

metodo. Em outros termos, se, ao inves de dividir-se o eletrodo em segmentos finitos, 
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forem tornados elementos infinitesimals, cada um deles contribuira para o potencial 

num ponto P do solo com: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pdlzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i \ 
dV

P=^\fpE+fpE) (2.13) 

onde dl ea fracao da corrente total que e dispersa no solo pelo elemento infinitesimal. 

O eletrodo deve ser definido em termos dos pontos do solo que ele ocupe. Isso 

pode ser feito por uma equacao ou um conjunto de equacoes. No caso de o eletrodo 

nao ser uma linha fechada, e preciso definir seus pontos extremos ou entao, senao, sua 

origem e seu comprimento. 

Supondo-se que seja possivel expressar o comprimento de um trecho do 

eletrodo compreendido entre sua origem e um ponto generico, em funcao das 

coordenadas desse ponto, entao, a differencial dessa funcao e: 

dl , dl , dl , , «. 
dl = —dx + —dy + —dz. (2.14) 

dx dy dz 

Alem disso, se a densidade linear de corrente dispersa e uma funcao conhecida: 

^- = i(x,y,z), (2.15) 
dl 

entao a equacao (2.7) pode ser reescrita do seguinte modo: 

ou, 

P r- x idl , , dldy, , dl dz A /tytg~ 
dVp=^f

+

PE+fpE) (2-1 6> 

no caso de^ =y(x) e z=z(x). 

Para o modelo densidade-de-corrente-constante, o valor da runcao/(x,^,z) e 

constante. O potencial no ponto P e: 
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V _ E J fx« /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA / + . n .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dl <fr dl dz) . 1 

Exemplo B 

O condutor parabolico da Fig. 2.4 dispersa 10 A no solo, cuja resistividade e 

100 Qm. Calcula-se o potencial no ponto da superficie do solo, acima do centro do 

eletrodo. Emprega-se o modelo densidade-de-corrente-constante e o metodo da 

integral. 

Esse problema e o mesmo apresentado no exemplo A. Modifica-se apenas o 

metodo de solucao. A contribuicao do elemento infinitesimal do eletrodo emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (x, z ) para 

a definicao do potencial no ponto (0, 0) de interesse, segundo a equacao (2.6) e de 

acordo com a equacao (2.7) e: 

«**p%zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ,9'2 %& (2.i8) 

27cV x +z
2 

Da combinacao das equâ oes (2.9), (2.11) e (2.18) resulta: 

p/ Vl + Q,04x2 

d\ v - . dx 
2 K

 yjX
2 +0,01(X2 +1) 2 

OU 

V? = P L f dx (2.19) 
P 7C J

-3 Vx 4 + 102x2 + l v ; 

Substituindo-se os valores dos parimetros e efetuando-se a integracao indicada 

na equacao (2.19), encontra-se V? = 207,09 V. 

2.4 Comparacao dos metodos 

A simplicidade do metodo do somatorio e evidente. Contudo, para que as 

fontes puntuais de corrente possam representar o eletrodo com fidelidade, e preciso que 

ele seja subdividido em trechos bem pequenos. Para sistemas de aterramento de grandes 

dimensoes, esse numero de subdivisoes eleva demais o tempo de processamento. 
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Embora uma comparacao expressiva dos metodos so seja possivel com 

sistemas de aterramento de configuracao e dimensoes realistas, os resultados dos 

exemplos A e B podem ser usados como uma preliminar. Tomando-se como exato o 

resultado do metodo da integral, tem-se a seguinte tabela: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela 2.2 Comparacao dos metodos 

Numero de subdivisoes Erro (%) 1 Tempo de processamento (p.u.)1 

6 29,4 1 

60 17,1 3 

300 0 12 

O metodo da integral, na forma generica em que foi apresentado no item 2.3, e 

inconsequente sob o ponto de vista pratico. Dependendo da configuracao do eletrodo, 

pode nao ser viavel se chegar a uma equacao como a equacao (2.19). Ou entao, essa 

equacao pode ser tao complexa que a integracao analitica seja impraticavel. Ha casos 

em que o equacionamento so e possivel em coordenadas cilindricas ou esfericas. A falta 

de sistematica afasta a possibilidade de implementacao em computador do metodo na 

sua forma generica. 

2.5 Metodo do somatorio modificado 

A qualidade do metodo do somatorio e melhorada, se o modelo do eletrodo e 

modificado. Em vez de ser aproximado por esferas puntiformes, podem-se usar 

segmentos de reta com densidade de corrente constante. A contribuicao de cada 

segmento para o potencial num ponto qualquer pode ser dado por funcao analoga 

aquela da equacao (2.6). Para encontrar a expressao dessa funcao, emprega-se o 

metodo da integral. 

Ao eletrodo retilineo (Fig. 2.5), cujos extremos sao os pontoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (x0,y 0,z 0) e 

(x l9y l9Z\ ), pertencem os pontos (x,y, z ) que satifazem a: 

£Z5L =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ZZM  = ±ZlL ( 2 . 2 0 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Z\-ZQ y\ -yo

 x

\~
x

o 

O comprimento do trecho do eletrodo compreendido entre os pontos 

( W o » * o ) e(x,y,z )& 

1 pu = 2,1 segundos. 
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X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

¥• Y 

Fig. 2.5 Eletrodo retilineo. 

K*,y>*) = VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (* - *o)
2

 + (y - yo)
2

 + (* - z0)
2

, 

e o comprimento total do eletrodo e: 

(2.21) 

L = K*x,y\,Zi) = V (*i - *o)
2

 + CVi - ^ o )
2

 + (*i - Zo)2 (2.22) 

A equacao (2.20) pode ser reescrita como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z-ZQ y-y0 X-XQ 

r " B " A 

onde 

(2.23) 

x i x o 
A = cosa = 

B = cosp = — j — 

r = cos^ = ^ — ^ 

(2.24a) 

(2.24b) 

(2.24c) 

sao os cossenos diretores da reta que contem o eletrodo, os quais se relacionam 

diretamente por: 

A
2

 + B
2

 + T
2 = i (2.25) 
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A contribuicao do elemento infinitesimal emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (x, y, z) para o potencial no ponto 
(xp,yp,0)Q: 

PL dl_ 
2 n

 p - x p )
2

 + (y-yp)
2

+z
2 

Combinando-se as equacoes (2.23), (2.25) e (2.26) encontra-se: 

onde 

A = A(x0 - xp) + B (y0 - j ^ ) + Tz0 (2.28) 

c = ^ ( X o - ^ ^ + t V o - v ^ ^ + z 2 (2.29) 

Portanto, o potencial no ponto P e 

V ?

 2tc Jo 

dl 
2 n J

° yll
2

+2bl + c
2 

ou, 

PL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
271 

F P = ^ r l n 
Jl

2

+2bL + c
2

 +L + b 

Exemplo C 

(2.30) 

O condutor parabolico da Fig. 2.4 dispersa 10 A no solo cuja resistividade e 

100 Qm. Calcula-se o potencial no ponto da superficie do solo, acima do centro do 

eletrodo. Emprega-se o metodo somatorio modificado. 

Este problema e o mesmo dos apresentados nos exemplos anteriores. Aqui 

tambem, altera-se o metodo de solucao. 

/=i 
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onde, 

AFpzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = ̂  In zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2L 
2n 

VA'+^z, 

fy+c, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b, = A, (x0 ( -xp) + B, (y0f -yp) + f,z 0 < 

c i = V(x°< "zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 X P ? + ( A " + zo, 

Dividindo-se o eletrodo em seis partes iguais, como foi feito no exemplo A, 

tem-se: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T _ L 6,343 

A-= 6 = — = 1,057 m 

A Tabela 2.3 mostra os valores intermediaries obtidos ao longo da resolucao 

do problema: 

Tabela 2.3 Valores obtidos pela resolucao do problema do exemplo C. 

trecho 
x

Oj T, bj Cj (AKp), 

1 -3,0000 -1,0000 | 0,8915 | 0,4509 I -3,1255 [ 3,1623 0,4055 

2 -2,0575 -0,5233 ! 0,9536 | 0,2963 | -2,1171 | 2,1230 0,6877 

3 -1,0494 -0,2101 ! 0,9926 | 0,1042 j -1,0635 j 1,0702 2,8294 

4 0,0000 -0,1000 | 0,9926 | -0,1042 | 0,0104 j 0,1000 2,9642 

5 1,0494 -0,2101 j 0,9536 | -0,2963 j 1,0629 | 1,0702 0,6879 

6 2,0575 -0,5233 | 0,8915 | -0,4509 | 2,0703 | 2,1230 0,4055 

vP = 200,2342 

A influencia do modelo de eletrodo e evidente. Comparando-se o resultado 

acima, observa-se que esta proximo do valor encontrado com o metodo da integral. O 

numero de subdivisoes aqui e o mesmo utilizado no exemplo A, mas o resultado e 

muito melhor. Embora o numero de subdivisoes seja o mesmo, o esforco computacional 

aqui e maior. 
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Z 

Fig. 2.6 Malha de aterramento tipica. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.6 Sistema de aterramento formado de elementos paralelos 

ou ortogonais 

Os sistemas de aterramento convencionais de maior importancia sao formados 

dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA elementos
2 retilineos, paralelos ou ortogonais, conforme ilustracao da Fig. (2.6). 

Sendo assim, e interessante particularizar a equacao geral (2.30), para que essa 

caracteristica seja explorada. 

Em termos do que se desenvolveu no item 2.5, pode-se dizer que agora o 

interesse estara restrito a elementos retilineos em que um dos cossenos diretores e 

unitario e os outros sao nulos. Ha tres situacoes possiveis, as quais serao analisadas a 

seguir. 

a) Elementos horizontais 

Um elemento retilineo horizontal de comprimento 2L e profundidade h e 

mostrado na Fig. 2.7a. O elemento esta na direcao Y. A contribuicao de uma parte 

infinitesimal desse elemento em (xc,y,-h) para o potencial em (xp,yp, 0) e: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

w & ± 
dVv - . . 

2 n

 pc-xP)*+(y-yP)
2

+h
2 

Condutores que formam as malhas de aterramento. Podem ser os cabos nas direcoes x e v ou as 

hastes verticals. 
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Fig. 2.7. Elementos retilineos. (a) Horizontal na direcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y; (b) Vertical. 

De modo que o potencial em P e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pi :y,*L dy 

27C iy

--
L

 pc-xP)
2

+(y-yP)
2

+>>
2

 ' 

ou seja, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

My) 271 

yc-yp + L+J(?c ~
 x

P)
2

+(yc-yP + L)
1

 + h
2 

yc-yp - L + ^(xc - xpf +(yc-yp - L)
2

 +h
2

 j 

(2.31) 

Uma equacao analoga a equacao (2.31) pode ser encontrada para elementos 

retilineos horizontals na direcao X. Isto e, 

VP = ^ - l n 
xc-xp + L + yjjxc -xp + L)

2

 + (yc -yp)
2

 +h
: 

xc-xp-L + yj(xc -xp- L)
2

 + {yc-yp)
2

 +h
: 

(2.32) 

b) Elementos verticals 

Um elemento retilineo vertical de comprimento L e profundidade h e mostrado 

na Fig. 2.7b. O elemento esta na direcao Z. A contribuicao de uma parte infinitesimal 

desse elemento em (xc,yc,~ h) para o potencial em (xp,yp, 0) e: 
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pc-xp)
2

+(ye-yp)
2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Desse modo o potencial emPe: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

01 r-h 

pc-xP)
2

+(yc-yP)
2

+z
2 

dz 

ou seja, 

-h + jfa-xj+jyc-yj+h
2 

L-h + pc-xp)
2

 +{yc-yp)
2

 +(L + hf 
(2.33) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.7 Metodo do somatorio modificado aplicado a malha de 

aterramento. 

As expressoes obtidas no item 2.6 compoem o coracao do metodo do 

somatorio modificado, em sua versao especifica para sistemas de aterramento, formados 

de elementos paralelos ou ortogonais. Isso cobre as configuracoes usuais de malhas de 

aterramento. 

O algoritmo para levantamento do potencial na superficie do solo e simples. 

Em linhas gerais devem ser cumpridas as seguintes etapas: 

2. Entrar com os dados gerais: resistividade do solo, corrente total de defeito e 

profundidade da malha. 

3. Definir a area a ser mapeada: ponto inicial, ponto final e numero de pontos onde 

o potencial deve ser calculado. 

4. Entrar com os dados dos elementos da malha de aterramento: tipo (horizontal 

na direcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X, horizontal na direcao Y ou vertical), posicao e comprimento. 

5. Calcular o comprimento total de condutores da malha e a densidade linear de 

corrente. 

1. Inicio. 

6. Fazer os seguintes calculos para cada ponto da regiao de mapeamento: 



• calcular a contribuicao de cada elemento, usando a equacoes (2.31), 

(2.32) ou (2.33), dependendo do tipo do elemento; 

• calcular o potencial do ponto, somando a contribuicao de todos os 

elementos. 

7. Pare. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

8. Fim. 
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3. METODOS BASEADOS NO MODELO DO POTENCIAL 

CONSTANTE 

Os metodos de calculo do potencial na superficie do solo, apresentados no 

capitulo anterior, consideram a densidade de corrente constante em todos os eletrodos da 

malha de aterramento. De fato, nao e exatamente isso que acontece. Segundo 

DAW ALIBI & SOUTHEY (1994) e DAW ALIBI & MUKHEDKAR (1979), " a 

distribuicao de corrente eletrica e mais ou menos uniforme ao longo dos eletrodos, exceto 

nos finais ou em cruzamentos ". o que foi facilmente constatado e sera mostrado nesse 

capitulo. 

Como foi visto no capitulo 1 , a maioria dos metodos usuais para o calculo do 

potencial considera constante a densidade de correntezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J, na superficie dos condutores. 

Sabe-se que o valor do campo eletrico E, no extremo do condutor, e muito diferente do 

valor do entremeio. Entao, nao se justifica o uso de uma densidade de corrente constante 

em toda a extensao do eletrodo, ja que: E=pJ, onde p e a resistividade do solo 

considerada constante. 

Procura-se , portanto, um procedimento de calculo do potencial na superficie do 

solo, com base numa distribuicao nao-uniforme de corrente. Segundo (SVERAK, 1989), 

" a densidade de corrente eletrica nao pode ser igual para diferentes pontos da superficie 

do eletrodo". Por isso, deve-se considerar o modelo potencial-constante, que sera 

demostrado neste capitulo. 
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3.1 Metodo matricial 

Considera-se um eletrodo de um sistema de aterramento subdividido em um 

numero finito de elementos, como ilustra a Fig. 3.1, suponha-se que cada elemento 

infinitesimal e substituido por uma fonte puntual de corrente localizada em seu centro. 

O potencial na superficie do elemento z ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V\. Esse potencial e influenciado pelas 

correntes de todos os n elementos Ij conforme expressa a equacao( 3.1) abaixo. 

~--&7"~ (b) 

Fig. 3.1 Malha simples de aterramento. (a) Trecho da malha 

subdividido em n elementos finitos. (b) Modelo 

matematico. 

VtezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -*f +o* -yif
 + f e - * f

+

 V<*- -yf
+(2

» +
z

f J 

(3.1) 

ou 

i = 1,2,..., n. (3.2) 

onde 



43 

Para cada um doszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n elementos em que se tenha subdividido o eletrodo, pode-se 

escrever uma equacao baseada em (3.2). Como os sistemas de aterramento sao 

constituidos de cobre, material de alta condutividade, todos os n elementos do condutor 

estao no mesmo potencial, conhecido como elevacao de potencial de terra ou 

simplesmente GPR1. Desta forma as n equacoes (3.2) para os segmentos do eletrodo 

podem ser igualadas: V\ = V2= ... = V„ = V 

^ [ l ] = [F][ /] (3.3) 

onde 

[1] = [1 1 1 ... i f (3.4) 

[/] = [/, /, /, ... I„f (3.5) 

[F]=[F,] (3 6) 

Conhecido o valor da GPR, as correntes dos varios segmentos podem ser 

determinadas pela equacao (3.3) 

A corrente total h , dispersada no solo atraves do eletrodo, sera: 

Pelo fato de se utilizar a matriz dos fatores de distribuicao de potencial [F] , o 

metodo apresentado e conhecido como metodo matricial. Esse metodo e resultante do 

metodo do somatorio com o modelo potencial-constante. Da combinacao das equacoes 

(3.7) e (3.8), e estabelecida uma relacao direta entre a corrente total / r ea tensao V: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1

 Do ingles, Ground Potencial Rise. 
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^-^f rn4*Wpr (39) 

As equacoes (3.1), (3.7) e (3.9) representam a base do metodo matricial, cujo 

algoritmo para se encontrar o potencial na superficie do solo e : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1. Inicio. 

2. Entrada dos dados gerais : 

a) resistividade do solo, diametro do eletrodo, comprimento do eletrodo, profundidade da 

malha, corrente de defeito; 

b) area a ser mapeada: ponto initial, ponto final, numero de pontos onde o potencial na 

superficie do solo deve ser calculado; 

c) numero de eletrodos e numero de subdivisoes; 

d) dados dos elementos da malha de aterramento: tipo ( horizontal na direcao X, 

horizontal na direcao Y, ou vertical), coordenadas de centro. 

3. Calculo: 

a) Calculo do potencial pela utilizacao da equacao (3.9) com o uso da corrente de defeito 

e das coordenadas de centro de cada condutor; 

b) Calculo do vetor de correntezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [I] em cada eletrodo pela equacao (3.7); 

c) Calculo do potencial na superficie do solo pela equacao (3.1); 

d) Repeticao dos passos a, b, e c para todos os segmentos da malha; 

4. Saida dos resultados: 

a) arquivo de saida das correntes em cada segmento do eletrodo; 

b) arquivo de saida do potencial na regiao de mapeamento; 

c) arquivo de saida do potencial longitudinal, transversal e central da malha. 

5. Pare. 

6. Fim. 
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Exemplo D 

O condutor retilineo de 3m de comprimento dispersa 2 A no solo, cuja 

resistividade e de 100 Qm, conforme Fig. 3.2. Calcula-se o potencial no ponto da 

superficie do solo acima do centro do eletrodo. Emprega-se o metodo matncial. 

O referential e escolhido de modo que o pianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA XY seja a superficie do solo e o 

eletrodo esteja por completo no piano XL. Dessa maneira o problema e bidimensional, ou 

seja, a dimensao y nao precisa ser levada em conta. Aqui os pontos estao sendo definidos 

por (x,z). 

A solucao do exemplo D e determinada, aplicando-se um programa de 

computador desenvolvido em linguagem Fortran 772, com base no metodo matricial e 

seguindo o algoritmo descrito anteriormente. 

Considerando-se 300 subdivisoes no eletrodo da Fig. 3.2, encontra-se um valor 

para o potencial na superficie do solo, acima do centro do eletrodo, Vp= 38,5 volts, 

satisfatorio, comparado-se ao resultado do metodo da integral, Vp= 38,6 volts, com uma 

densidade de corrente constante. O esforco computational necessario para simulacao desse 

exemplo com 300 subdivisoes foi de 53,1 pu. 

A densidade de corrente ao longo do comprimento do condutor e mostrada na 

Fig. 3.3. 

superficie do solo 

X 

Fig. 3.2 Eletrodo retilineo do exemplo D 

2

 Power Station® Fortran 4.0 da Microsoft 
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71 i 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
comprimento do condutor (m) 

Fig. 3.3 : Densidade de corrente ao longo do 

condutor retilineo do exercicio3.1 

Uma analise preliminar do exemplo D mostra que o resultado obtido para o 

potencial na superficie do solo, considerando-se uma distribuicao nao-uniforme de corrente 

ao longo do condutor, nao demandou em um esforco adicional que colocasse em questao 

sua aplicacao no calculo do potencial. Dessa forma, pode-se considerar, de agora em 

diante, o calculo do potencial na superficie do solo, baseado na distribuicao nao-uniforme 

de corrente. 

3.2 Metodo matricial modificado com segmentacao uniforme 

O metodo matricial e bastante simples. Porem, "torna-se impraticavel sua 

aplicacao a medida que o numero de subdivisoes do condutor aumenta 

(MELIOPOULOS & JOY, 1981), (MELIOPOULOS, A. P. S, 1988) e (SVERAK, 1989). 

Esse fato foi comprovado em simulacoes e sera mostrado posteriormente. Cada vez que o 

condutor e subdividido, a matriz dos fatores de distribuicao de potencial [zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F ] torna-se 

maior. Tem-se entao a inversao de matrizes de ordem mais elevada , acarretando a um 

maior esforco computational. 

De acordo com DAW ALIBI & SOUTHEY (1994 ) e DAWALIBI & 

MUKHEDKAR (1979 ) e ainda conforme a distribuicao da corrente na Fig. 3.3, observa-

se que, ao se aproximar dos extremos do condutor, a densidade de corrente e bastante 

variada, fato esse que nao ocorre com tanta intensidade no entremeio do condutor. Como 

a densidade de corrente no entremeio apresenta-se bem mais uniforme, comparada aos 

extremos, podem-se, portanto, considerar segmentos de maior comprimento com 

densidade de corrente constante em cada um. Dessa forma, a curva da distribuicao de 
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corrente da Fig. 3.3 pode ser representada por umazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fimgao-escada
3

. Essa premissa leva 

ao desenvolvimento do metodo matricial modificado. 

De initio, o eletrodo e dividido em um numero finito de segmentos. Para 

demostracao das equacoes do metodo matricial modificado, fez-se o estudo com um 

comprimento igual para todos os segmentos do condutor. Posteriormente sera dada enfase 

a segmentacao nao-uniforme, ou seja, comprimentos diferenciados para os segmentos do 

condutor. A densidade de corrente, ao longo de cada segmento do eletrodo, e considerada 

constante, mas desconhecida a priori. 

Equacoes para o potencial na superficie do solo sao desenvolvidas, relacionando-

se o potencial em um ponto P(x ,y, z) com a corrente total que flui no segmento 1, 

conforme mostra a Fig. 3.4 . 

Utiliza-se o metodo matricial para encontrar os valores desconhecidos da 

corrente eletrica. As matrizes envolvidas serao proportionals ao numero de segmentos do 

condutor. Quanto mais subdividido for o condutor em segmentos, mais a fimcao-escada 

se aproxima da curva da densidade real de corrente. Entretanto, um maior esforco 

computational e exigido. 

Uma aplicacao apropriada desse metodo requer um compromisso entre precisao e 

eficiencia, ou seja , se o eletrodo tiver poucas subdivisoes, os resultados para os potentials 

na superficie do solo nao retratam a realidade, visto que a funcao escada nao se aproxima 

de uma real distribuicao de corrente ao longo do eletrodo. Caso o condutor seja 

segmentado em um elevado numero de subdivisoes, a funcao-escada se aproximara 

bastante da distribuicao nao-uniforme de corrente. Contudo, o esforco computational e 

bastante significativo, nao compensando, as vezes, tal procedimento. Esse metodo recebe o 

nome de matricial modificado, porque envolve a integracao ao longo do segmento, de 

distribuicao uniforme de corrente, com a aplicacao do metodo matricial atraves do 

somatorio das contribuicoes dos potentials dos n segmentos do condutor. 

A aplicacao da combinacao dos metodos integral e matricial requer o 

desenvolvimento de relacoes entre a corrente eletrica total que flui na superficie de 

comprimento finito do eletrodo e o potencial em um ponto generico do solo. 

Consideram-se inicialmente dois segmentos de eletrodos de comprimentoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2Lj e 

2L2 conforme a Fig. 3.4. As coordenadas dos centros dos segmentos dos condutores sao 

(xi,yi,zi) e (xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2,y2, Z2). Um fluxo de corrente uniforme sai do segmento do eletrodo 1 

para o solo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3

 Representacao da curva densidade de corrente atraves de segmentos de retas. 
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z 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ttff ltmtffltn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(x^.zQ-Q »• ) 

2L, 
Fig. 3.4 - Segmentos de eletrodos de comprimentos 21/ e 212.. 

Distribuicao uniforme de corrente no segmento /. 

De acordo com a Fig. 3.4, sao levantadas as seguintes equacoes para o potencial 

em um ponto na superficie do solo: 

• equacao do potencial em um ponto generico no solozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P(x, y, z ), devido ao fluxo de 

corrente eletrica h no segmento de condutor 1; 

• equacao do potencial "transferido" para o segmento do condutor 2, devido ao 

fluxo de corrente eletrica Ii no segmento de condutor 1; 

• equacao do potencial do segmento do condutor 1, devido ao fluxo proprio de 

corrente eletrica 7/ . 

O potencial no ponto P(x, y, z ) , o potencial t4transferido" e o potencial de um 

segmento proprio, sao proportionals a corrente total que flui no segmento do condutor, 

isto e: 

V = RTI, (3.10) 

onde / ea corrente eletrica total que flui do segmento do condutor 1 para o solo e Rt e 

funcao da geometria do sistema e da condutividade do solo. Rt tern dimensao de 

resistencia. 

Por causa do grande numero de configuracoes espaciais que os eletrodos de um 

sistema de aterramento podem assumir, tomam-se apenas tres disposicoes geometricas ao 

longo dos eixos x, y e z. Com isso apenas doze equacSes para VDF precisam ser definidas. 
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O fator de distribuicao de potencialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VDF nada mais e do que. a relacao entre 

dois segmentos; relacao entre um segmento e um ponto. 

Na tabela 3.1 estao especificados os possiveis casos para a construcao das 

equacoes de VDF: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela 3.1 Equacoes para os fatores de distribuicao de potencialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VDF 

VDF entre "segmento de eletrodos" e "um ponto" 

VDFX i segmento na direcao X e um ponto generico 

VDFy \ segmento na direcao Y e um ponto generico 

VDFZ | segmento na direcao Z e um ponto generico 

VDF entre dois segmentos de eletrodos 

VDFx* j segmento na direcao X segmento na direcao X 

VDFy.y \ segmento na direcao Y segmento na direcao Y 

VDFZ.Z \ segmento na direcao Z segmento na direcao Z 

VDFx.y ] segmento na direcao X segmento na direcao Y 

VDFX.Z \ segmento na direcao X segmento na direcao Z 

VDFy.Z j segmento na direcao Y segmento na direcao Z 

VDF proprio 

VDF„ \ segmento na direcao X 

VDFy, i segmento na direcao Y 

VDFZZ i segmento na direcao Z 

a) VDF entre um segmento na direcao X e um ponto generico 

O objetivo sera o calculo do potencial em um ponto genericozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P(x, y, z) devido ao 

fluxo de corrente / j do segmento de eletrodo 1 localizado em (xi ,yi ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Zj ), conforme Fig. 

3.5, esquecendo a presenca de todos os outros segmentos que porventura, venham a 

existir. A corrente h e considerada uniformemente distribuida na superficie do segmento 

do eletrodo 1. A corrente eletrica em um segmento infinitesimal dx s do condutor e 

Ixdx s /  2LX, A contribuicao dessa corrente para o potencial em um ponto P(x, y, z ) e dada 

pela equacao (3.11) e apresentado em MELIOPOULOS ( 1988): 

* m • * g H f c - * > y
+

* r - *J
+

4°'
5

} •
 ( 3 n ) 
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onde, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£=(y-ylj
t

+(z±zl)
2

. (3.12) 

A Fig. 3.5 mostra o segmento dxs de densidade de corrente constante e um ponto 
de interesse P(x, y, z). 

Fig. 3.5 Segmento de um eletrodo representado por fonte linear 
de densidade de corrente constante. 

O potencial no ponto P (x, y, z) e resultante da contribuicao de todas as fontes de 

corrente de todos os segmentos que constituem o eletrodo . 

V(x,y,z) = jdV(x,y9z) (3.13) 

Resolve-se a integral acima com a ajuda da seguinte integral indefinida: 

J(/
2

±W

2

)"
0,5

.t// = ln[/ + ( /
2

±t /
2

)
0 5

] (3.15) 

O resultado para o potencial no ponto P(x, y, z) de interesse sera: 

V(x,y,z) = i £ [F,(* -x,+L, A.) - F,(* - x, - L , A_) 

+¥,(x-x, + L,A,)-^(x-x, -L,AS)] 

(3.16) 

u f p b / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB I B U U I ECA/PRAi 
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onde 

F,(/,w) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ln|/ + (/2 +w 2) 0 ' 5 

(3.17) 

O fator de distribuicao de potencialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VDF entre um segmento de condutor e um 

ponto (x,y,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z)Q dado por : 

+ F,(x - x, + L,A +) - F,(x - x, - L,A +)] 

(3.18) 

b) VDF entre dois segmentos de eletrodos na direcao do eixo x 

O objetivo e calcular a expressao para o VDF, devido a presenca de dois 

segmentos de eletrodos na mesma direcao. Considera-se a configuracao de dois segmentos 

de eletrodos, conforme a Fig. 3.4. As coordenadas dos centros dos segmentos dos 

eletrodos sao (x/, yj, zi) e (x2, y2, z2). Os comprimentos dos segmentos sao consideradas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2Li e 2L2 e a corrente eletrica total que flui pelo segmento do eletrodo 1 para o solo e //. . 

Um potencial "transferido" surge no segmento do eletrodo 2, devido a presenca de campos 

magneticos no solo, originados pela corrente /; que flui do segmento do eletrodo 1 para o 

solo. 

O problema se resume em encontrar uma equacao VDF para o potencial medio 

no centro do segmento do condutor 2, devido a contribuicao de todos os pontos ao longo 

do comprimento do eletrodo 2, 

Em principio, admite-se que o eletrodo 2 nao existe. As coordenadas do ponto 

onde se deseja encontrar o potencial sao (x, y2, z2)., onde x varia no intervalo 

x2-L2<x<x2 + L z . 

O potencial e obtido pela seguinte equacao, (MELIOPOULOS, 1988): 

F 2 (x^ 2 ? z 2 ) = ̂ f- [F,(x-x, +L,,B_)-Fl(x-x,- L„S ) 

+ F,(x - x, + - F,(x - x, - L„Bt)\  

(3.19) 



52 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ = [ ( ^ - > ' , )
2

+ ( ^ ± 0
2

]
0 5

 (3.20) 

O potencial medio no centro do segmento do eletrodo 2 e definido pela seguinte 

expressao: 

r 2 = - J - f + I azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 V2(x,y29z2).dx, (3.21) 

Resolvendo-se a equacao 3.21 com a ajuda da integral indefinida, 

JFx(t,u)dt = t.\n[t + (t
2

 +u
2

)°'
5

]-(t
2 +w 2) 0- 3, (3.22) 

obtem-se a seguinte expressao final para VDF: 

VDF =
 P [F2(x2 - x, + Lj + L,,B_) + ¥2(x2 - xx + L , + Z, ,* + ) 
16L, 4 7C 

-F 2(x 2 - x , + A - 4 , £ ) -F 2 (x 2 - x, + L, - 4 , £ + ) 

-F 2 (x 2 - x, - Ly + Lj,B_) - F2(x2 - x, - L, + L j , ^ ) 

+F2(x2 - x, - L , - £,,£_) + F2(x2 - x, - L, -

(3.23) 

onde 

F2(>,w) = * Ln[? +( / 2 + m 2 ) ° ' 5 ] - ( / 2 + ?/2)0'5 (3.24) 

c) VDF entre um segmento na direcao x e outro segmento na direcao do eixo y 

Considera-se o segmento de eletrodo na direcao x de comprimentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2L\  

centrado nas coordenadas (xi, yi, zi). Da mesma forma, o segmento na direcao y tern 

comprimento 2L2 e seu centro na coordenadas (x2, y2 ,z2). Uma corrente // percorre o 

segmento 1. O objetivo e calcular o potencial "transferido" para o segmento 2, devido a 

circulacao de corrente do segmento 1. A Fig. 3.6 mostra a configuracao dos dois 

segmentos de eletrodos nas suas respectivas direcoes. 
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Z 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P(x, y, z) 

2L, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(X2.y2.Z2) 

Fig. 3.6 Segmentos de eletrodos de comprimentos 2/i e 2/2 nas 

direcoes das coordenadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xey respectivamente. 

O problema se resume em encontrar uma equacao VDF para o potencial medio 

no centro do segmento do eletrodo 2, devido a contribuicao de todos os pontos ao longo 

do comprimento do mesmo segmento de eletrodo 2. As coordenadas relativas ao centro 

do eletrodo 2 sao (x2,y,z2\ ondey varia no intervalo,^ - < y < y2+L2. 

O potencial no ponto fa, y, 22), devido a corrente do segmento de eletrodo na 

direcao x, resulta da contribuicao de todos as fontes de correntes irifinitesimais que 

constituem o segmento 1. Entao: 

(3.25) 

(3.26) 

logo a integral (3.26) e resolvida com auxilio da seguinte integral indefinida: 

(3.27) 

A expressao final para VDF e : 
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VDF = 
1 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ ^ 7 1 

(3.28) 

onde 

F3(/,w,v) r ] 
0.5 (3.29) 

+2vtan 
v 

d) VDF proprio de um segmento de eletrodo na direcao x 

O calculo dos VDF proprios requer uma consideracao a respeito do raio do 

segmento do eletrodo em estudo. 

O segmento de eletrodo e modelado como sendo uma fonte de corrente linear 

localizada sobre o eixo do eletrodo. Adota-se uma densidade de corrente constante ao 

longo da fonte linear de corrente. Entao o potencial do segmento do eletrodo e calculado 

pelo potencial medio da superficie cilindrica do segmento do eletrodo. Devido ao fato de o 

comprimento do eletrodo ser muito maior do que o raio, as duas superficies finais do 

segmento sao ignoradas. 

Sabendo-se que o eletrodo tern um comprimentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2L , corrente total I , a 

densidade de corrente da fonte linear e entao definida por: 

Considera-se uma superficie cilindrica infinitesimal de um segmento de condutor 

localizado sobre o eixo x , conforme ilustra Fig. 3.7. Um comprimento infinitesimal dxs e 

mostrado na mesma figura. Esse comprimento representa uma fonte de corrente 

K = 
I 

(3.30) 
21 
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infinitesimal de corrente Considera-se agora um pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P(x, y, z) localizado na 

superficie cilindrica. O potencial desse ponto devido a fonte infinitesimal sera: 

(3.31) 

onde 

(3.32) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P(x,y,z) 

(x,y„z,) (x^.z,) 

Fig. 3.7: Superficie cilindrica infinitesimal de um segmento de 

eletrodo localizado em (jc, y\, zi). 

Como o tamanho da profundidade de um sistema de aterramento e bem maior 

que o raio dos eletrodos enterrados, a expressao (3.32) se reduz a: 

A+ = (2z2) (3.32a) 

O potencial no ponto P(x, y, z) sera igual a soma das contribuicoes de todas as 

fontes infinitesimals: 

F ( W ) = f + i

 dV(x,y,z) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
JXS=XY-L 

(3.33) 

O potencial medio ao redor da superficie infinitesimal cilindrica sera dado por 

V(x, y, z), desde que a equacao (3.33) dependa apenas da coordenada x : 

V(x) = V(x,y,z) (3.34) 
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Entao a elevacao de potencial e calculada pelo potencial medio ao longo da 

superficie infinitesimal cilindrica: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F

»=ilC-/
w

*'
 (3 3 5 ) 

resultando na equacao: 

V* = T T ^ i "zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h(2L,a) - F2(0,a) - F2(0,a) + F2(-2L,a) + F2(2Z,|z1|v
/2) 

-F 2(0,|^|V2) - F2C0,|^|V2) + F2(-2Z,|z,|V2)] 

onde, 

F2(r,w) = t \n[t + (t
2 +w 2)°' 5]-(f 2

 +u
2

)
0

'
5 (3.37) 

Deve-se observar que: 

¥2(0,a) = -a 

F 2 ( 0 , | z 1 | ^ ) = - | z 1 | ^ 

VDF = [F2 (2L,a) + F2 (-2L,a) + 2a + F2 (2L,\zx \Jl) 
\6nL ( 3 3 8 ) 

+ F2(-2L,|z1|V2) + 2|z1|v
/2)] 

O apendice B mostra as tabelas B . l ,B .2eB3 , com todas as equacoes para os 

fatores de distribuicao de potencial VDF. 

Foi elaborado um programa na linguagem Fortran para aplicacao do metodo 

matricial modificado, seguindo o algoritmo abaixo: 

1. Inicio. 

2. Entrada dos dados gerais: 

• resistividade do solo, diametro do eletrodo, comprimento do eletrodo, profundidade 

da malha, corrente de defeito; 
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• area a ser mapeada: ponto initial, ponto final, numero de pontos onde o potential 

na superficie do solo deve ser calculado; 

• numero de condutores e numero de subdivisoes de cada condutor; 

• dados dos elementos da malha de aterramento: tipo( horizontal na direcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X, 

horizontal na direcao Y, ou vertical), coordenadas de centro. 

3. Calculo: 

• determinacao das coordenadas de centro de todos os segmentos do condutor; 

• determinacao da matriz [F ] com o auxilio das equacoes constantes nas tabelas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B. 1, B.2 e B 3 do apendice B; 

• inversao da matriz [F ] e calculo da elevacao de potencial de terra; 

• calculo do vetor de corrente; 

• calculo do potencial na superficie do solo, 

• repeticao do passo terceiro passo para todos os segmentos do condutor. 

4. Saida dos resultados: 

• arquivo de saida das correntes em cada segmento do condutor; 

• arquivo de saida do potencial na regiao de mapeamento; 

• arquivo de saida do potencial longitudinal, transversal e central da malha. 

5. Fim. 

Exemplo E 

O condutor retilineo apresentado na Fig. 3.2 dispersa 2 A no solo cuja 

resistividade e de 100 Qm. Calcula-se o potencial no ponto da superficie do solo acima do 

centro do eletrodo. Emprega-se o metodo matricial modificado. Esse problema e o mesmo 

do exemplo D, mudando-se apenas o metodo de solucao. 
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0.85 - i 

0.80 ~| zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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0.70 

0.65 -

0.60 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 1 1 1 1 1 
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comprimento do condutor (m) 

Fig. 3.8 Densidade de corrente ao longo do condutor. 
Distribuicao de corrente e segmentacao nao-uniforme. 

A solucao e determinada, aplicando-se o programa elaborado na linguagem 

Fortran, seguindo o algoritmo descrito anteriormente. 

Apos varias simulacoes, observou-se que dez subdivisoes do condutor eram 

suficientes para se obter um valor do potencial na superficie do solo, acima do centro do 

condutor, igual ao metodo matricial, ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vp= 38,6 volts, em um menor tempo de 

processamento, comparado-se ao do exemplo D. O esforco computational foi de 2,3 pu. 

Espera-se que, para configuracoes mais complexas, as conclusoes preliminares 

estabelecidas ate o momento se repitam, para que assim se justifique o uso do metodo 

matricial modificado. 

A densidade de corrente ao longo dos dez segmentos do condutor de 3 m e 

mostrada na Fig. 3.8. Observa-se que em cada subdivisao de 0,3m do condutor a 

densidade de corrente e uniforme. A Fig. 3.9 mostra o potencial na superficie do solo em 

uma regiao do solo definida acima do eletrodo da Fig. 3.2. 
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Fig. 3.9 : Potencial na superficie do solo para um eletrodo retilineo de 

3 m . Distribuicao nao-uniforme de corrente. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

33zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Metodo matricial modificado com segmentacao nao-

uniforme, 

A distribuicSo nao-uniforme de corrente pode ainda ser representada da seguinte 

maneira: ao inves de se utilizar segmentos uniformes ao longo de cada elemento
4 da malha 

de aterramento, considera-se um segmento no entremeio, de comprimento bem maior 

comparado aos outros segmentos dispostos mais proximos das extremidades, tendo em 

vista que, no centro do condutor, a densidade de corrente nao varia tanto quanto nas 

extremidades. 

Como nesse procedimento o numero de segmentos totais e menor, 

consequentemente o tempo de processamento tambem se reduzira. A Fig. 3.10 (a) mostra 

o eletrodo dividido em segmentos uniformes, enquanto que a Fig. 3.10 (b) apresenta uma 

segmentacao nao-uniforme ao longo do condutor. 

Compnmento do coodulof 

» 
Segmento 
do eletrodo 

Fig. 3.10 : Metodos de segmentaclo do eletrodo. (a) Uniforme. 

(b) Nao- uniforme. 

4

 Qualquer um dos condutores retilineos horizontals ou das hastes verticals que constituent a malha de 

aterramento. 
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O comprimento do segmento central deve ser determinado de forma a oferecer 

resultados precisos para os potentials na superficie do solo em tempo de processamento 

reduzido. 

Pela densidade de corrente apresentada na Fig. 3.3 para um condutor retilineo, 

pode-se representar essa distribuicao nao-uniforme de corrente atraves da fiincao-escada 

com um numero minimo de subdivisoes igual a tres: o meio e os dois extremos. Caso 

ocorram juncoes de conectores fora de suas extremidades, o numero de subdivisoes sera 

diferente de tres degraus. Posteriormente sera explicado como determinar esse numero de 

subdivisoes minimas para cada configuracao de malha de aterramento. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Exemplo F 

Calcula-se o potencial no ponto da superficie do solo acima do centro do condutor 

retilineo da Fig. 3.2. A corrente dispersada no solo pelo condutor e de 2 A e a 

resistividade e de 100 Qm. Emprega-se o metodo matricial modificado com segmentacao 

nao-uniforme. 

Tomando-se o condutor do exemplo D com tres subdivisoes, foram realizadas 

varias simulacoes, variando o tamanho do segmento central, com o objetivo de se encontrar 

um valor otimizado para o seu comprimento, de forma a oferecer resultados compativeis 

com o encontrado pelo metodo matricial,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V- 38,6 volts. 

De acordo com a Fig. 3.11, foram feitas variacoes no tamanho do segmento 

central, L c , de 10 a 90% do comprimento do condutor L . Em segida foi tracada a curva 

do erro percentual, (Fig. 3.12) entre os resultados dos potentials para os dois metodos. 

matricial e matricial modificado. O valor do potencial na superficie do solo para L c = 0,4.Z, 

e Vp = 37,1 V. Esse valor difere do resultado encontrado atraves do metodo matricial, Vp = 

38,6 V, em 4%. Tomando-se outros pontos na superficie do solo, a diferenca do potencial 

entre os dois metodos nao difere de 4%. Usando-se o metodo matricial modificado com tres 

subdivisoes, o esforco computational foi de 1,1 pu. No exemplo anterior, com segmentacao 

uniforme, o esforco computational foi de 2,3 pu para dez subdivisoes. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L- Lc L c L- Lc 

2 2 
Fig. 3.11: Segmentac5o nao-uniforme do condutor. 
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Fig. 3.12 : Erro percentual do potencial ao se variar o segmento 

central do condutor. 

A Fig. 3.13 mostra a fimcao-escada para a densidade de corrente nos tres 

segmentos nao-uniforme. Nos dois segmentos das extremidades de 0,9 m cada um, tem-se 

uma densidade de corrente de 0,802 A/m. No segmento central de 1,2m tem-se 0,462 A/m . 

Portanto, pode-se representar uma distribuicao nao-uniforme de corrente atraves 

de uma segmentacao nao-uniforme nos segmentos do condutor. Aumentando-se o numero 

de subdivisoes, a curva da Fig. 3.13 tende a se aproximar da densidade de corrente 

apresentada na Fig. 3.3. Caso o numero de subdivisoes seja maior que o niinimo adotado 

nesse exemplo, a otimizacao para o comprimento do condutor encontrado aqui pode nao ser 

a mesma do exemplo F. Desse modo, um estudo de otimizacao da segmentacao nao-

uniforme, aliado ao numero de subdivisoes e ao tipo de configuracao, foge dos objetivos 

deste trabalho, ficando como sugestao para futures trabalhos nessa area de pesquisa. 
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Fig. 3.13: Densidade de corrente ao longo do condutor. 

Distribuicao de corrente e segmentacao nao-

uniforme. 

3.4Uma compara^ao dos metodos 

O metodo matricial e bastante simples, porem tende para a inviabilidade na medida 

em que aumenta o comprimento total de condutores da malha de aterramento. A solucao 

trivial para reduzir o tempo de processamento e subdividir menos cada elemento da malha. 

Entretanto, para configuracoes compostas de dezenas de condutores, o metodo matricial 

torna-se inviavel a sua implementacao, devido ao fato de que o tempo de processamento 

esta relacionado diretamente com o aumento do numero de subdivisoes que, por sua vez, 

esta tambem relacionado com o numero de condutores da malha. 

Uma alternativa para se manter a mesma exatidao dos resultados, em um menor 

tempo de processamento, e a utilizacao do metodo matricial modificado. A Tabela 3.2 

mostra uma comparacao dos dois metodos em estudo: matricial e matricial modificado. Sem 

duvida, o metodo matricial modificado, com segmentacao uniforme, e bem mais eficiente do 

que o matricial. A referida tabela mostra que dez subdivisoes ja sao suficientes para que o 

resultado do potencial na superficie do solo atinja praticamente o mesmo valor encontrado 

pelo metodo matricial. 
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Tabela 3.2 : Potencial na superficie do solo, acima do centro do eletrodo, calculado de tres maneiras 
diferentes. 

j Numero de V Tempo de 

Metodo i subdivisoes (volts) processamento (pu.) 

Matricial 300 38,6 53,1 
jseg. uniforme 10 38,5 2,3 

Matricial modificado j 

jseg. nao-uniforme 3 37,1 1,1 

A segmentacao nao-uniforme possibilita uma reducao ainda maior do numero de 

subdivisoes do condutor da malha. A Tabela 3.2 mostra que dividindo-se o condutor em tres 

segmentos e admitindo-se o segmento central com 40% do condutor, o resultado 

encontrado para o potencial ira diferir do metodo matricial em 4%, com uma vantagem de 

reduzir pela metade o tempo de processamento em relacao a segmentacao uniforme. 

O metodo matricial modificado, com segmentacao nao-uniforme, mostrou-se 

bastante eficaz em simulacoes de eletrodos isolados ou em configuracoes em que nao 

apareciam cruzamentos. Um numero minimo de subdivisoes possiveis para uma distribuicao 

nao-uniforme de corrente ao longo do condutor foi adotado para um estudo de otimizacao 

do comprimento do segmento central. Nao necessariamente, a otimizacao do segmento 

central deve ser de 40% do comprimento do condutor, caso o mesmo seja repartido em mais 

de tres subdivisoes. 

Uma analise da otimizacao do valor do segmento central, em relacao ao aumento 

do numero de subdivisoes, nao faz parte dos objetivos desta dissertacao, mas o tema e aqui 

referido como uma das propostas para trabalhos iuturos. 

Como ja foi dito, o objetivo basico de aplicacao de uma segmentacao nao-uniforme 

e a reducao do esforco computational pelo uso de um segmento de maior tamanho no 

entremeio do eletrodo, ja que a distribuicao de corrente nesse segmento deve ser 

considerada uniforme. 

Em resumo, no caso do condutor horizontal, que foi objeto de estudo nos 

exemplos D a F, a eficiencia do metodo matricial modificado, com segmentacao nao-

uniforme, e comprovada. Para se perceber isso, basta comparar os tempos de processamento 

expostos na Tabela 3.2. 
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Em caso de malhas compostas de varios eletrodos nas direcoes dos eixoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x e y, o 

estudo da segmentacao nao-uniforme deve ser tambem efetuando, de forma a garantir a 

eficiencia no calculo dos potenciais na superficie do solo, tendo em vista que, ao longo do 

segmento central, outros condutores perpendiculares serao conectados. Dai a duvida acerca 

da viabilidade de se implementar ou nao a segmentacao nao-uniforme. 

A analise da distribuicao de corrente pela funcao-escada para uma configuracao de 

condutores em malha segue o mesmo principio que foi adotado para um condutor isolado. 

Para representar a distribuicao nao-uniforme de corrente em uma malha, observou-se que o 

numero minimo de subdivisoes de cada elemento obedece a seguinte expressao: 

2«, + 3, (3.1) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ftj representa o numero de juncoes pertencentes a um condutor, desconsiderando-se as 

juncoes das extremidades. A expressao (3.1) e absolutamente geral, valendo inclusive para o 

condutor isolado do exemplo F , onde («, =0). 

Tomando-se a configuracao mais simples de malha de aterramento composta de 

seis condutores, conforme Fig. 3.14, tem-se apenas uma juncao em cada condutor. Pela 

expressao 3.1 sao necessario cinco subdivisoes para se representar a distribuicao de corrente 

da malha atraves da funcao-escada. 

O proximo passo e otimizar o tamanho do segmento central em relacao as quatro 

outras subdivisoes, de forma a verificar-se o grau de influencia da variacao da distribuicao 

de corrente provocada pelas juncoes sobre o calculo do potencial na superficie do solo. Ou 

seja, cada segmento do condutor tera uma distribuicao de corrente uniforme. Entao, o 

objetivo e determinar qual o tamanho do segmento central, de forma a oferecer resultados 

precisos para os potenciais na superficie do solo. 

A configuracao da Fig. 3.14 e inicialmente simulada pelo metodo matricial, 

tomando trinta subdivisoes em cada condutor da malha. Varios pontos no solo foram 

tornados para comparacao dos resultados. No entanto, para efeito de simplicacao, sera 

mostrado o resultado do potencial em apenas um ponto da superficie do solo. 
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Exemplo G 

Consideram-se seis condutores retilineos de 3m cada um (Figura 3.14), 

dispersando 2A no solo, cuja resistividade e de 100 Qm. A malha se encontra enterrada a 

0,5m. Calcula-se o potencial na superficie do solo acima do centro da malha, empregando o 

metodo matricial e matricial modificado com segmentacao nao-uniforme. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Condutor^ 

Fig. 3.14 : Malha com 6 condutores. 

Utilizando-se o metodo matricial com trinta subdivisoes em cada condutor, segmentacao 

uniforme, encontra-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vp= 22,4 V para o potencial na superficie do solo acima do centro da 

malha, com um tempo de processamento de 39,6 p.u. A densidade de corrente, ao longo de 

cada condutor da malha esta apresentada na Fig. 3.15. Observa-se que, no centro do 

condutor, o comportamento da densidade de corrente e modificado devido a presenca da 

juncao. 
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0.13 - , 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 
comprimento do condutor (m) 

Fig. 3.15: Densidade de corrente ao longo dos 

condutores. Segmentacao uniforme. 

Com o objetivo de otimizar o tamanho do segmento central do condutor pelo 

metodo matricial modificado, com segmentacao nao-uniforme, altera-se o tamanho do 

segmento central da malha,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L c , de 3 a 50% do comprimento total do condutor. Toma-se 

uma variacao de L c ate 0,5/, de forma a ser analisado o efeito da uniformidade da corrente 

do segmento central sobre o calculo do potencial na superficie do solo. 

Para cada valor de L c sao encontrados valores para o potencial na superficie do 

solo, sendo estes comparados com o valor do metodo matricial com trinta subdivisoes, 

Vp= 22,4 V. 

A Fig. 3.16 mostra a curva do erro percentual entre os resultados para o potencial 

na superficie do solo em relacao aos dois metodos. Em um segmento com 5% do condutor, 

o erro percentual entre os dois metodos e de 7,68%. O tempo de processamento para o 

metodo matricial modificado com segmentacao nao-uniforme foi de 4,5 pu. 
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Figura 3.16: Erro percentual do potencial ao se variar o 

segmento central dos condutores da 

malha. 

A curva da densidade de corrente para as cinco subdivisoes minimas do condutor 

esta apresentada na Fig. 3.14. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Fig. 3.17: Densidade de corrente ao londo dos 

condutores. Distribuicao e segmentacao nao-

uniforme. 
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Observa-se que, para a configuracao da malha da Fig. 3 14, o melhor resultado 

para o potencial na superficie do solo encontrado foi considerando-se o segmento central 

com 5% do comprimento total do condutor. Isso mostra que, no centro do condutor, 

deveria haver mais segmentos com dimensoes proximas ou ate mesmo inferiores a 5% do 

comprimento, de forma que a funcao-escada da Fig. 3.17 fosse mais aproximada da curva 

apresentada pelo caso matricial na Fig. 3.15. 

Como a variacao de corrente ocorre mais nas extremidades do que no centro da 

malha, nao ha motivo para se aumentar o numero de subdivisoes dos segmentos proximos 

das juncoes da malha. 

Para cada configuracao de malha em estudo, varios sao os fatores que modificam 

os resultados dos potenciais na superficie do solo. Dentre eles pode-se citar: numero de 

subdivisoes de cada condutor da malha , tamanho do segmento centralzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L c , numero total de 

condutores da malha e espacamento entre os condutores. Nao e, entretanto, objetivo deste 

trabalho a otimizacao da segmentacao de cada condutor, nem tao pouco, a determinacao do 

numero de subdivisoes. 

A opcao por uma segmentacao nao-uniforme, apresentada nos exemplos D a G 

teve como objetivo analisar o grau de influencia do tamanho do segmento central sobre o 

calculo dos potenciais na superficie do solo, ja que nesse segmento a corrente e 

uniformemente distribuida, enquanto nas juncoes ocorre uma variacao nessa distribuicao. 

Para isso, usou-se uma segmentacao nao-uniforme sobre as subdivisoes onde se 

encontravam as conexoes dos condutores. 

A preocupacao, de agora em diante, sera analisar a influencia ou nao de uma 

distribuicao nao-uniforme de corrente sobre os condutores da malha. Dessa forma, a 

segmentacao uniforme sera adotada, nao esquecendo que, para cada configuracao de malha 

apresentada posteriormente, uma otimizacao na segmentacao dos condutores pode ser 

determinada. 
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Exemplo H 

Considera-se uma malha de aterramento composta de dez condutores e quatro 

hastes de 24 e 2,4 m respectivamente, enterrados em um solo cuja resistividade e de 100 

Qm. Supondo-se que uma corrente de defeito de 20 A seja dispersa no solo pelos 

respectivos eletrodos, como mostra a Fig. 3.18. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

malha de aterramento 

Fig. 3.18: Malha composta por dez condutores e quatro hastes 
enterrados a 0,5 m. 

Aplicando-se o metodo matricial modificado para a configuracao de malha da Fig. 

3.18 e considerando-se ambas as distribuicSes de corrente, uniforme e nao-uniforme, e feita 

uma analise do perfil do potencial na superficie do solo. Tambem foram calculados o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

potencial de malha
1 e de passo

2 para cada distribuicao de corrente. A Tabela 3.3 mostra os 

resultados desse estudo. 

1

 E o maximo valor do potencial de toque encontrado na area acima. 
2

 Diferenca de potencial entre dois pontos na superficie do solo, afastados por 1 m. 
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Tabela 3.3 Resultados do metodo matricial modificado. 

Com distribuicao de corrente 
Grandeza uniforme nao-uniforme 

Resistencia da malha de terra,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R (Q) 1,85 1,94 

Potencial da malha, V„ (volts) 8,02 9,29 

Potencial de passo, Vp (volts) 7?02 6,98 

Elevacao de potencial da malha, GPR (volts) 37,12 38,81 

Tempo de processamento, p.u. 47,2 48,1 

A Fig. 3.19 mostra o perfil do potencial na direcao diagonal, D. Considerando-se 

uma distribuicao uniforme de corrente, o potencial de malha
2, encontrado foi de Vm \ = 8,02 

volts. Para uma distribuicao nao-uniforme de corrente, o potencial de malha encontrado foi 

de Vm2 = 9,29 volts. O potencial de passo
4 para os dois casos sao praticamente o mesmo, Vp 

i = 7,02 e Vp 2= 6,98 volts. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Distribuicao uniforme de corrente 

Distribuicao nao-uniforme de corrente 

GPR 

40 

T 
10 1 3 20 *° 30 

diagonal da malha, m 

Fig 3.19 : Potencial na superficie do solo sobre o eixo de 

simetria da malha. 

Os valores maximos que os potenciais de toque e de passo possam vir a assuror 

determinam se o sistema de aterramento e ou nao seguro para as pessoas e equipamentos. 

3

 Maximo potencial de toque encontrado dentro de uma malha de aterramento. 
4

 Diferenca de potencial na superficie do solo entre os pes de uma pessoa com afastamento de l m 
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Nas curvas apresentadas na Fig. 3.19, a distribuicao nao-uniforme de corrente 

apresenta uma vantagem em relacao a distribuicao uniforme, tendo em vista de os valores 

maximos que os potenciais venham assumir determinam a seguranca do sistema de 

aterramento, (IEEE, 1986). 

A fig. 3.20 mostra o comportamento do potencial na superficie do 

solo para os dois tipos de distribuicao de corrente. Observa-se que a curva do potencial, 

correspondendo a distribuicao nao-uniforme de corrente apresenta-se mais lisa do que a 

outra. 

Tendo em vista os resultados encontrados para o potencial na superficie do solo, 

para as duas distributes de correntes, uniforme e nao-uniforme, o proximo capitulo tera 

como objetivo fundamental reproduzir os resultados encontrados na literatura e assim 

validar o programa em estudo. Sera adotado no programa o metodo matricial modificado, 

com segmentacao uniforme e distribuicao nao-uniforme de corrente. 
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Fig. 3.20 : Potencial na superficie do solo de uma malha de dez condutores 

e quatro hastes enterrados a 0,5 m. (a) Distribuicao uniforme de 

corrente. (b) Distribuicao nao-uniforme de corrente. 
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4. SIMULACAO DE MALHAS DE ATERRAMENTO 

Este capitulo trata da questao central da dissertacao, que e o efeito da influencia da 

distribuicao nao-uniforme de corrente sobre o calculo do potencial na superficie do solo em 

malhas de aterramento. 

Foi visto no final do capitulo anterior que, em se tratando de seguranca do sistema 

de aterramento, o potencial de malha que apresentou melhor resultado foi aquele que 

considerou uma distribuicao nao-uniforme de corrente. O objetivo e entao avaliar esse efeito 

nao so quanto a precisao de resultados, mas tambem quanto a variacao de esforco 

computational. Essa questao comecou a ser tratada no capitulo 3, empregando 

configuracoes simples de eletrodos. 

Um programa de computador foi desenvolvido em linguagem Fortran 77 com base 

no metodo matricial modificado, para realizar simulacoes que deram suporte a esta 

dissertacao. 

Embora os resultados das simulacoes dos eletrodos simples (exemplos D e E) se 

mostrassem totalmente consistentes, teve-se o cuidado de validar o programa de modo 

efetivo, tomando-se um sistema real, que sera mostrado nos itens 4.1 e 4.2 deste capitulo. 

Para tanto, adotou-se o procedimento comum de procurar reproduzir os resultados dos 

casos ja estudados anteriormente na literatura em relacao a outros. Inicialmente foi 

pesquisado um trabalho que pudesse ser tornado como fonte para comparacao e validacao 

do programa. Embora a literatura referente ao aterramento eletrico seja vasta, sobretudo no 

que diz respeito aos aspectos praticos, nao ha abundancia de publicacoes completas de casos 

estudados. Geralmente, quando se apresentam os resultados detalhados, os dados de entrada 
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referentes a malha de aterramento e ao solo estao incompletes ou podendo ocorrer tambem 

o contrario. 

Da bibliografia consultada, um unico artigo pode ser tornado como referenda para 

validacao do programa (VILLAS et all, 1986). Esse artigo pode ser classificado como um 

trabalho de aplicacao, tipico de um periodo em que muitas tecnicas foram propostas para o 

calculo de malhas de aterramento de subestacao (MELIOPOULOS et all, 1981; JOY, 1983; 

SVERAK, 1984). Esses metodos, numericos, diferem fortemente apenas nas formulas 

empiricas a que recorrem para se completarem. Em seu trabalho Villas et all (1986) tem por 

objetivo aplicar diferentes metodos para calcular a malha de aterramento de uma 

subestacoes, em particular, Barra de Peixe SP, e analisar o efeito de variacoes nas dimensoes 

da malha. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.1 Simula^ao da malha de aterramento da subestacao de Barra do Peixe. 

A subestacao de Barra do Peixe, do sistema CESP1 , tem 57.600 m2 de area. Sua 

malha de aterramento e regular quadrada, constituida de cinquenta condutores de 12,6 mm 

de diametro e 240 m de comprimento cada (Fig. 4.1), todos enterrados a uma profundidade 

de 0,6 m. A corrente dispersa pela malha e de 6 kA. A resistividade aparente do solo e de 

1.430 Qm (VILLAS et all, 1986). A tensao nominal e a capacidade dessa subestacao sao 

respectivamente de 230 kV e 2.363 MVA. 

E 
o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 
M M 

240m 

Fig. 4.1: Geometria da malha de aterramento da subestacao de Barra do Peixe. 

1

 Centrais Eletricas de S3o Paulo. 
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Como , em genii, as malhas de aterramento possuem um elevado numero de 

elementos (condutores e ou hastes), o programa foi desenvolvido de forma a facilitar a 

entrada de dados. 

Foram definidos, no arquivo de dados do programa, os seguintes parametros: 

resistividade do solo; profundidade de aterramento da malha, diametro, numero, 

coordenadas de centro, numero de subdivisoes e comprimento de cada condutor, regiao de 

mapeamento do potencial na superficie do solo; corrente dispersa na malha e direcao de 

cada condutor em relacao as coordenadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x, y e z  . O programa divide cada condutor pelo 

numero de subdivisoes e encontra as coordenadas de centro e comprimento de cada 

segmento nas suas respectivas direcoes. 

O potencial na superficie do solo, em cada ponto da regiao de mapeamento, da-se 

devido a contribuicao de todos os segmentos de cada condutor da malha. 

As dimensoes da malha sao de fato muito grandes. Embora esta seja perfeitamente 

regular, pode-se explorar a simetria. Isto e, para efeito de mapeamento do potencial, e 

preciso se considerar apenas um dos quadrantes da malha: o que acontece num quadrante se 

repete nos demais. Entretanto, como os resultados apresentados por VILLAS et all (1986) 

nao foram fornecidos atraves de graficos e sim em tabelas, resolveu-se tracar o perfil do 

potencial de toque, ao longo de toda a extensao da malha. 

Os resultados obtidos estao apresentados na Tabela 4.1(coluna a direita), ao lado 

dos resultados encontrados por VILLAS et all (1986), os quais sao rotulados como "valores 

de referenda". zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela 4.1: Validacao do programa desenvolvido com base em valores calculados para a subestacao de Barra 

do peixe. 

Grandeza 

valor 

Grandeza de referenda calculado 

Resistencia da malha de terra ,Q 3,01 2,79 

Potencial da malha , kV 3,93 3,72 

Potencial de passo, kV 0,98 0,93 

Elevacao do potencial da malha, kV 16,68 16,73 

Tempo de processamento, pu. 553,1 
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Os valores calculados concordam muito bem com os de referenda. Em media, o desvio nao 

atinge 5%, o que e perfeitamente admissivel em sistemas de simulacoes de malhas de 

aterramento. Os valores correspondentes de ambas as colunas (tabela. 4.1) foram obtidos 

por rotinas computacionais que tem a mesma fundamentacao, qual seja, modelos potencial-

constante e solo uniforme. 

Para se chegar aos valores calculados foi considerada a malha com segmentacao 

uniforme. Cada elemento foi dividido em sessenta segmentos de 4m. Isso totaliza tres mil 

segmentos, o que da ao problema uma dimensao consideravel. Sendo assim, empregando-se 

um microcomputador 486 DX-2 66 MHz 8 Mbytes de RAM, o tempo de processamento foi 

de 19:12'. Nao se conhece o modo como os valores de referenda foram encontrados, com 

esse nivel de detalhe, mas certamente foi diferente. Essa diferenca e atribuida em parte, aos 

pequenos desvios verificados. 

A comparacao de resultados para efeito de validacao do programa se completa 

com a Fig. 4.2, que superpoe as curvas de potencial de toque calculadas e de referenda em 

tres direcoes distintas. As direcoes consideradas incidem sobre o condutor central, sobre o 

condutor perimetral e na direcao diagonal. Elas sao designadas respectivamente por C , P 

e D ( Fig. 4.2b). Em todos os casos, a origem do referencial cartesiano e tal que o canto 

inferior da malha tem coordenadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x= 10, y= 10 e z= -0,6 m. A regiao de mapeamento do 

potencial na superficie do solo vai de (0< x <300) e (0< y <300) conforme mostra a Fig. 

4.2a. 



(d) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 4.2: Curvas de potencial de toque na subestacao de Barra do Peixe. (a) 

Regiao de mapeamento. (b) Direcoes consideradas. (c) Curvas na 

direcao central e perimetral. (d) Curvas na direcao diagonal. 
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Analisando-se as Figs 4.2c e 4.2d, constata-se que, mais uma vez, ha concordancia 

dos resultados. As curvas quase se sobrepdem por completo. Nas tres direcoes em que o 

potencial de toque foi comparado, o maior desvio relativo foi de 6,2%. Certamente essa 

diferenca poderia ser atenuada, se fossem conhecidos detalhes de como os valores de 

referenda foram conseguidos. 

Para finalizar, mostra-se na Fig. 4.3 o grafico tridimensional do potencial na 
superficie do solo para a malha da subestacao de Barra do Pence. 

Fig. 4.3 : Potencial na superficie do solo da malha da subestacao de Barra do Pence. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.2 Simulacao da malha da subestacao de Boa Vista/PB 

O estudo apresentado no item 4.1 serviu especificamente para validar o programa 

desenvolvido pelo metodo matricial modificado, com segmentacao uniforme e distribuicao 

nao-uniforme de corrente. Vencida esta etapa importante do projeto, passa-se a tratar da do 

objetivo desta dissertacao, que e uma aplicacao pratica do trabalho desenvolvido. 

A analise que se desenvolvera a seguir tem por base a subestacao de distribuicao de 

Boa Vista ( 69/13.8kV, 2,5 MVA), da CELB2. Um dos motivos da escolha dessa malha de 

aterramento deu-se pelo fato de ser um projeto da regiao Nordeste, onde ha um interesse 

2

 Companhia de Eletrificacao da Borborema, Campina Grande/PB. 
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future- em desenvolver outros trabalhos no Estado da Paraiba. Outro motivo foi devido a 

propria configuracao dessa malha. Alem dos condutores horizontals paralelos a superficie do 

solo, ha tambem os condutores perpendiculares a estes, que sao as hastes. 

Diferentemente da malha da subestacao de Barra do Peixe, a subestacao de Boa 

Vista nao e regular quadrada. A nao-simetria de sua malha ocorre devido a dois fatores: 

espacamentos diferentes entre os condutores da periferia e os do centro; o posicionamento 

das hastes. Sua configuracao esta mostrada na figura abaixo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Haste de terra copperweld $ 5/8" (16 mm) x 2400 mm 

Cabo de cobre nu n" 4/0 120 mm' AWG 

30,75m 

3 m 

r 1 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ J 

1 f V. J 

J J 

4 m 4 m 4 m 4 m 4 m 4 m 3,75m 

Fig. 4 4: Malha da subestacao de Boa Vista. Vista superior. 

Os dados referentes a malha, Tabela 4.2, foram processados mediante emprego do 

programa desenvolvido, escolhendo-se o metodo matricial modificado e segmentacao 

uniforme nos segmentos. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tab. 4.2 Dados referentes a malha da subestacao dc Boa Vista. 

area 469 m2 

tipo cobre nu 4/0 

Condutores secao 120 mm2 

quantidade 14 

tipo copperweld 5/8" 

Hastes diametro 16 mm 

comprimento 2400 mm 

quantidade 8 

curto-circuito fase-terra 529 A 

resistividade aparente 500Qm 

profundidade de aterramento 0,6 m 
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Como forma de manter-se uma segmentacao uniforme nos condutores, 

considerou-se uma divisao dos elementos de forma propocional ao comprimento destes. A 

Tabela 4.3 (coluna a direita) mostra o tamanho de cada segmento utilizado no programa. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela. 4.3: Segmentacao nos elementos da malha da subestacao de Boa Vista. 

Numero Total Tamanho 
Elemento Direcao Comprimento de de dos 

divisoes segmentos segmentos 
Paralela ao eixozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x 30,75 m 40 200 0,768 m 

Condutores 

Paralela ao eixo y 15,25 m 20 180 0,762 m 

Hastes Perpend, ao piano xy 2,4 m 3 24 0,800 m 

A Tabela 4.4 a seguir mostra os resultados obtidos para os dois tipos de 

distribuicao de corrente ao longo dos elementos da malha. 

Tabela 4.4 Valores calculados para a subestacao de Boa Vista. 

Distribuicao de corrente 

Grandeza uniforme nao-uniforme 

Resistencia da malha de terra ,Q 10,55 10,41 

Elevacao do potencial da malha, KV 5,58 5,51 

Tempo de processamento, pu. 91,3 93,5 

Os valores encontrados na Tabela 4.4 para ambas as distribuicoes de corrente 

foram obtidos por rotinas computacionais que tem a mesma fundamentacao, qual seja, 

modelo potencial-constante e solo uniforme. O numero total de segmentos da malha foi de 

404. Empregando-se um microcomputador 486 DX-2 66 Mhz 8 Mbytes de RAM, o tempo 

de processamento para ambas as distribuicoes de corrente foi de aproximadamente 3:30'. 

A malha esta disposta de tal forma que a coordenada de centro localiza-se em zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x= 18, y= 10,5 e z= -0,6 m. A regiao de mapeamento do potencial na superficie do solo, 

(Fig. 4.5a) e de (0<x<40) e (0< v<25) . As direcoes consideradas sao no sentido 

longitudinal, transversal e diagonal da malha. Elas sao designadas respectivamente por L , T 

e D, Figura 4.5b. 
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!-..; Regiao de mapeatnenio 
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(a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 
i 

81 

«» zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 
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Distribuicao de corrente zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
uniforme 

nao-uniforme 

I 

(b) 

Distribuicao de corrente 

uniforme 
nao-uniforme 

Distribuicao de corrente 

uniforme 
nao-uniforme 

0 10 20 30 40 50 

(e) 
Fig. 4.5 : Curvas de potencial na superficie do solo na subestacao de Boa Vista, 

(a) Regiao de mapeamento. (b) Direcoes consideradas. Curvas nas 

direcoes; (c) Longitudinal, (d) Tranversal. (e) Diagonal. 
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Ha algumas consideracoes a serem feitas mediante as Figuras 4.5c, 4.5d e 4.5e. 

Foi visto anteriormente que os valores maximos encontrados para os potenciais de toque e 

de passo, bem como o risco de ocorrencia de potencial transferido, determinam se o sistema 

e ou nao seguro. 

As curvas da Figura 4.5 mostram o potencial na superficie do solo e a elevacao de 

potencial da malha para as duas distribuicoes de corrente; uniforme e nao-uniforme. 

Observa-se que no interior da malha, o potencial de toque, que e a diferenca entre ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA GPR e 

o potencial em um ponto da superficie do solo, assume valores, para a distribuicao nao-

uniforme de corrente, superiores aos resultados para uma distribuicao uniforme de corrente. 

Embora o potencial transferido3 fora do interior da malha seja ligeiramente maior 

considerando-se uma distribuicao uniforme, ainda assim a aplicacao de uma distribuicao real 

de corrente eletrica sobre os condutores e mais aconselhavel, tendo em vista a precisao dos 

resultados e o esforco computacional despreendido para o calculo dos potenciais de 

interesse. 

Para finalizar, mostra-se nas Figs. 4.6a e 4.6b o grafico tridimensional do potencial 

na superficie do solo da subestacao de Boa Vista para as duas distribuicoes de corrente 

(uniforme e nao-uniforme). O objetivo da aplicacao de hastes em malhas de aterramento 

justifica-se, tendo em vista a necessidade de se tentar equalizar ao maximo o potencial na 

superficie do solo, em determinados pontos de interesse. A Fig. 4.6a mostra que para uma 

distribuicao uniforme de corrente isso nao ocorre. A uniformidade na distribuicao da 

corrente nos segmentos dos condutores da malha e a contribuicao de todos esses segmentos 

para o calculo do potencial na superficie do solo em pontos acima das hastes contribuem 

para valores superiores aos encontrados pela distribuicao nao-uniforme de corrente, Fig. 

4.6b. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3

 caso especial do potencial de toque onde o potencial e transferido para fora da area da subestacao. 



Fig.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4.6 : Potencial na superficie do solo da malha da subestacao de Boa Vista, 

(a) Distribuicao uniforme de corrente. (b) Distribuicao nao-uniforme de 

corrente. 
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5. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS 

FUTUROS 

Este capitulo tem os seguintes objetivos principals: apresentar as conclusoes 

obtidas acerca da metodologia utilizada em termos de melhoria do esforco computacional e 

exatidao dos resultados encontrados para o calculo dos potenciais na superficie do solo, 

apontar as vantagens obtidas da distribuicao nao-uniforme de corrente nos condutores do 

sistema de aterramento, sugerir algumas ideias que possam ser utilizadas em paralelo a esta 

dissertacao e desenvolvimento de outros trabalhos. 

5.1 Conclusoes 

O estudo do modelo de eletrodo potencial-constante tornou-se necessario tendo 

em vista a indisponibilidade de um programa que servisse como fonte de estudo e analises de 

sistemas de aterramento. Varias sao as literaturas encontradas que contemplam tanto o 

modelo de eletrodo densidade-de-corrente-constante quanto ao modelo de eletrodo 

potencial-constante. Infelizmente, em nenhuma das obras pesquisadas, foi dada enfase a um 

estudo comparativo, em termos de esforco computacional exigido pelos dois modelos. 

Tambem nao se observa enfase quanto ao grau de exatidao oferecido, ao se considerar uma 

distribuicao uniforme de corrente sobre os condutores ou se representar a distribuicao real 

de corrente ao longo dos condutores da malha de aterramento. 

Dois foram os metodos desenvolvidos e comparados nesse trabalho: matricial e 

matricial modificado. O metodo matricial baseia-se no fato de que cada subdivisao do 
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condutor e aproximada por uma fonte puntual de corrente. Dessa forma, sua aplicacao 

torna-se inviavel, para configuracoes de malhas com dezenas de condutores, pelo fato de 

envolver um elevado esforco computacional quando se aumenta o numero de subdivisoes da 

malha. 

Na busca de reduzir esse esforco computacional, procurou-se na literatura um 

metodo que pudesse substituir o matricial. O metodo matricial modificado utilizado nessa 

dissertacao e resultante da combinacao dos metodos integral e somatorio. A distribuicao 

nao-uniforme de corrente pode ser entao aproximada por uma funcao-escada, onde as 

subdivisoes dos condutores, de comprimento finitos, passam a ser representada por 

segmentos de retas com densidade de corrente constante. O numero de subdivisoes dos 

condutores determina a precisao da distribuicao nao-uniforme de corrente que e 

representada por uma funcao-escada. Muitas subdivisoes resultaram em uma melhor 

aproximacao dos resultados para o potencial, contudo, o esforco computacional e maior. 

Uma aplicacao apropriada do metodo matricial modificado requer um compromisso entre 

precisao e eficiencia dos resultados. 

Nas simulacoes de eletrodos isolados e em configuracoes de malhas, o metodo 

matricial modificado apresentou uma reducao bastante consideravel no esforco 

computacional exigido em comparacoes com o metodo matricial. Essa reducao se deve ao 

fato de ser bem menor o numero de subdivisoes necessaria a obtencao dos resultados dos 

potenciais. Os resultados encontrado para os potenciais na superficie do solo utilizando-se o 

metodo matricial modificado com um numero reduzido de subdivisoes apresentou valores 

bem aproximados aos do metodo matricial. 

Na busca de encontra-se uma forma que diminuisse ainda mais o esforco 

computacional do metodo matricial modificado, os condutores foram divididos em uma 

segmentacao nao-uniforme. Com esse procedimento, a precisao dos resultados foi mantida 

em um tempo computacional ainda mais reduzido. Foi visto no exemplo G que, para a 

configuracao de malha simulada pelos dois tipos de segmentacao (uniforme e nao-uniforme), 

os esforcos computacionais foram de 39,6 e 4,5 pu respectivamente, com uma diferenca nos 

resultados para o potencial de 7,68%. 

Para validacao do programa e aplicacao em uma malha realistica adotou-se entao o 

metodo matricial modificado e segmentacao uniforme. Tanto o esforco computacional, 

utilizando esse metodo, foi reduzido, quanto a precisao dos resultados foi mantida em 

comparacao com outros trabalhos. A utilizacao de uma distribuicao nao-uniforme de 
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corrente no programa mostra-se vantajoso, tendo em vista, nao so a representacao real de 

corrente ao longo dos condutores, quanto nos resultados obtidos para o calculo dos 

potenciais de seguranca para a malha de aterramento. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.2 Sugestdes 

Durante o desenvolvimento dessa dissertacao e com a obtencao dos primeiros 

resultados, surgiram ideias que poderiam ser implementadas para uma maior 

complementacao dp presente trabalho. Muitas delas foram aproveitadas, enquanto outras, 

infelizmente, nao puderam ser tratadas, tendo em vista o risco que o autor corria em fugir 

dos objetivos iniciais do trabalho. 

Como uma forma de colaborar na area de pesquisa de sistemas eletricos, algumas 

sugestoes serao apresentadas, objetivando despertar interesse a outros professionals para a 

realizacao de trabalhos futuros. As sugestdes estao divididas em dois blocos: 

a) Modificacao na modelagem do solo. 

Uma metodologia adotada neste trabalho foi o modelo uniforme para a 

representacao do solo. Isso devido ao fato de oferecer facilidade a formulacao matematica 

que, mesmo assim, apresenta complexidade, devido ao fato de que as equacoes envolvidas 

para o desenvolvimento do potencial na superficie do solo sao ainda bastante complexas, 

exigindo um esforco computacional consideravel. Isso e percebido quando se analisam as 

equacSes do apendice B, que foram utilizadas no metodo matricial modificado. A analise 

desse metodo pode ser estendida para solos reais, nao-uniformes, com duas ou mais 

camadas com resistividade diferentes. Entretanto, as equacoes envolvidas para o calculo dos 

potenciais na superficie do solo serao bem mais complexas, devido a propria complexidade 

do modelo do solo envolvido, como tambem pelo numero de reflexoes do eletrodo. 

Entretanto, isso nao impossibilita a implementacao de um programa. Entao a sugestao e a 

implementacao de um programa que de enfase a solos nao-uniformes e a distribui9ao real de 

corrente eletrica nos condutores da malha de aterramento. 

b) Otimiza9ao da segmenta9ao 

Foi visto no metodo matricial modificado que a distribui9ao de corrente em cada 

segmento dos condutores era representada de maneira uniforme. A representa9ao de uma 

distribui9ao nao-uniforme de corrente ao longo dos condutores da malha da-se devido a 
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contribuicao todos os segmentos do condutor, resultando na fun9ao-escada. Como a 

precisao dos resultados para os potenciais e o esfor9o computacional estao relacionados 

com o numero de subdivisoes dos condutores, e tendo em vista que a distribui9ao de 

corrente e mais ou menos uniforme ao longo dos condutores exceto nas extremidades e 

cruzamentos, uma sugestao seria fazer um estudo de otimiza9ao do numero de subdivisoes e 

dos tipos de segmenta9ao dos elementos da malha, uniformes e nao-uniformes. 
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APENDICE 
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APENDICE A 

A equacao basica para o calculo do potencial na superficie do solo e 

desenvolvida neste apendice, a partir da equacao de Laplace para ser utilizada nos referidos 

metodos: do somatorio, matricial e matricial modificado. 

Considera-se uma secao infinitesimal de condutor enterrado em um solo, cuja 

resistividade e pi , admitindo-se que essa secao dispersa para o solo uma corrente eletrica /, 

representada por um ponto de fonte de corrente. A localizacao dessa fonte de corrente e o 

pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA As como esta ilustrado na Fig. A. 1. O potencial V(r, 4>, z) na terra satisfaz a equacao 

de Laplace. 

. , 1 d( dV(r,*,zf\ 1 d
2

V(r,<D,z) d
2

V(r,*,z) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V ^ M - J g f c — + S ~ l ^ + ^i— = 0 • ( A 1 ) 

onde r, z sao as coordenadas do ponto B, relativo ao sistema de coordenadas cilindricas 

mostrado na Fig. A l . Devido a simetria do problema, a solucao da equacao de Laplace 

independe da coordenada (J) Entao V(r, (|>, z) = V(r, z). Nesse caso, a equacao A. 1 se reduz 

a: 

r or 

dV(r,z) 

dr 
+ ^ £ ) = 0 

dz
2 

(A.2) 
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A solusao dessa equacao e obtida em termos de funcao de Bessel de ordem 

zero,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 0 : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Regiao 2  

Resistividade p 3 - 0 0  

Regiao 1  

Resistividade p. 

(a) (b) 

Fig. A.1: (a) Fonte de corrente enterrada em solo de resistividade finita. (b) Reflexao do ponto A« em 

relacao ao piano de interface. 

V(r,z) = fi^ f" Q(k) J0(kr) e^dk , (A.3) 
4n

 Jk=0 

onde 0(Ar) e uma funcao arbitraria da variavel de integracao k, determinada pelas condicoes 

de contorno. Deve-se notar que a solucao tern duas formas possiveis, correspondendo aos 

sinais + e - , que sao as propaga96es nas direcoes +z e -z. A solu9ao geral para o potencial 

na regiao 2 da Fig. A. 1 e: 

V(r,z) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ̂ rQ2(k)J0(kr)e
k2

dk z>0 (A.4) 

O termo correspondente a propaga9ao na dire9&o +z foi omitido da equa9ao A.3 

pelo fato de que V2(r,z) -»0 quando z->oo. 

A solu9ao geral para o potencial na regiao 1 da Fig. A. 1 e : 

z<0 (A.5) 
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O termo correspondente a propagacao na direcao -z foi omitido da equacao A.4 

pelo fato de quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vx(r,z) -> 0 quando z—»zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - q o . 

Em cada uma das equacoes A.4 e A.5, ha uma funcao desconhecida que e 

respectivamente 02 (k) e Gi (k). Na interface entre os dois meios, ar e solo, o potencial e a 

corrente eletrica devem ser considerados como uma funcao continua. Essa consideracao 

resulta nas seguintes condicoes de contorno: 

VA(r,0)=V2(r,0) paratodo r (A.6) 

1 dVfrfl) _ 1 dV2(r,0) 

dz p2 dz 
(A.7) 

Note-se que: 

K 2 ( r , 0 ) = ^ r e 2 ( * y . ( * r ) * 
An

 Jo 

K , ( r , 0 ) = ^ 
4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATC 

[ J0{kr)e
+k

>> dk +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \y,{k)J0(kr)dk 

1 dVx(r,0)_Ik 

dz 47i _ 
- [ J0(kr) + JJOi (*) J0(kr)dk 

J _ ^ ( r 1 0 ) = ( 

p2 dz 

Substituindo-se as condicoes de contorno , obtem-se: 

e2(*)=s
+

**'+e,(*) 

V ' +ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1(*)=o 
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Resolvendo-se as funcoes 0izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (k) e 62 (k) obtem-se: 

01(*) = e
4

'-

Q2(k) = 2e
kz

> 

Finalmente a solucao geral para o potencial nas regioes 1 e 2 e obtida por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 7 1 

(A. 8) 

4n
 Jo 

(A.9) 

As integrais que aparecem na equacao A. 8 sao resolvidas, utilizando-se a 

seguinte funcao de Bessel, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J0(*)e»dk=-j 
r

2

+a
2 

O resultado final e: 

_P , ' 
4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT C > 2 + ( z - 0 2 + V r 2 + ( z + 0 2 _ 

que, em coordenadas cartesianas, passa a ser: 

4 i t 

(A. 10) 
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O resultado da equacao (A. 10) e interpretado da seguinte forma: o potencial na 

regiao 1 e igual ao potencial gerado por duas fontes puntuais de corrente / localizadas nos 

pontoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (xs , ys , za ) e (x, , y, , -zs ) em uma regiao de resistividade pi . 

Em outras palavras, a interface entre as duas regioes 1 e 2 tern o efeito de criar 

uma imagem da fonte puntual com relacao ao piano que separa as regioes. Essa 

interpretacao esta ilustrada na Fig. A. 1 (b). 
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APENDICE B 

Tecnicas de analises numericas para calculo do potencial na superficie do 

solo em sistemas de malhas de aterramentos foram desenvolvidas por MELIOPOULOS 

(1988) para calcular o potencial, utilizando-se a combinacao dos metodos integral e 

matricial. 

Serao apresentadas nas Tabelas B.l,B.2eB.3as equacoes basicas para a 

construcao da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [F] e utilizacao em programas para o calculo do potencial na 

superficie do solo, utilizando-se o metodo matricial modificado baseado, no modelo do 

potencial-constante. 



Tabcla B. 1 : Equacao para o fator de distribuicao dc potencial entrc um segmento de eletrodo e um ponto. (resistencia transfenda) 

Direcao do segmento 

do eletrodo
ab 

c 
Fator de distribuicao de potencial - V D F 

Direcao -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x 
P

 1 F}(x-xx + L , Ax)-F\x-xx- L , A;) +Fl(x-x, + L , A
+

x)- Fx(x -xx-L, ^
+

)] 

Direcao - y 
^[F1(y-y, +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L,A;)-Fl{y-y1-L,A;)+F,(y-yl + L,^)-Ft^-yL-L,A;)] 

Direcao - z 
Fx(z - 2, + U A;) - Fx(z -z}-L, A;) + F}(z + zx+L, A; ) - Fx (z + zx-L, A;)] 

a

 Segmento de eletrodo de comprii 
b

 Segmento de eletrodo de comprii 

= l n [ / + ( /
2

+ , /
2

) ° ' 

nento 2L. 

nento 2L. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

; 4 ±

=[(y-j ' . ) l + ( *± *, ) , f ' ; A; = [ ( x - x , )
2

+ ( r ± r , )
2

]
0

' ' ; A; = [ ( x - x , )
2

+ ^ - y , )
2

]
0 , 5 
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Direcao do segmento do eletrodoa'b 

Segmento 1 Segmento 2 Fator de distribuicao de potencial - VDF 

Direcao -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x Direcao - x — 5 — [F2(x2 - x , +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A + L2,B;)-F2(x2 - x l + Ly - L2,BJ 
16AA

n 

-F2(x2-xx-Lx+L2,Bx) + F2(x2-xx-Lx-L2,Bx) 

+F2(x2-xl+Ll + L2,B
+

J - F2(x2-xx + A - L,^) 

-F2(x2 - xx - Lx + L2,Bl) + F2(x2 - xx - A - L2,B
+

X) 

Direcao - y Direcao - y 

-F2(y2 -y% - A + A , # ; ) + ̂ t e - >k - A - A > # ; ) 

+ ^ 2 - *  + A + A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> # ) - l j<a - a + A - A A + ) 

-^ Cv2 - t t - A + A » ^ ) + f 2Cv 2 - A - AA + ) 

99 
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Tabcla B.2 : ( coninuacao) 

Direcao do segmento do eletrodo3^ 

Segmento 1 Segmento 2 Fator de distribuicao de potencial - VDF 

Direcao -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z Direcao - z 

, „
P

, [FJz^ - * , + ! , + L2.B;J- F2(Z2 - « , + ! , - i 2 , b ; ; 

1oL x L 2 n 

-F2(z2-zx - LX + L2,B;) + F2(z2-zx - LX - L2,B;) 

+ F2(z2 +zx + L x + L2,B;j- F2(Z2 + zx + L x - L2,B;) 

-F2(z2 + zx- L x + L2,B; ) + F2(z2 + zx- L x - L2,B2 ) 

cz 
n 
T) 
03 

CO 

CO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(— 

O 
H 
m 

o 
> 

"0 
33 
> 

Direcao - x Direcao - y l i C r r [FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA*(*2 ^ i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 4 . - 2 *\) F3(x2 xx+Lx,y2 yx L2,z2 zx) 

-F2(x2 -xx- Lx,y2 -yx+ L2,z2 - zx) + F3(x2-xx- Lx,y2 -yx - L2,z2 - zx) 

+F3(x2-xx + Lx,y2 -yx +1^^ + zx) - F3(x2 - xx + Lx,y2 - yx - L2,z2 + zx) 

-F3(x2-xx- Lx,y2-yx+L2,z2 + zx) + F3(x2 - xx - Lx,y2-yx-L2,z2 + zx) 

cz 
n 
T) 
03 

CO 

CO 
(— 

O 
H 
m 

o 
> 

"0 
33 
> 
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TabclaB.2: (continuacao) 

Direcao do segmento do eletrodoa,b 

Segmento 1 Segmento 2 Fator de distribuicao de potencial - VDF 

Direcao -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x Direcao - z 
16/., / ,71 

[F3(x2-xx+Lx,z2-zx+L2iy2 - yx)-F3(x2 -x, + Lx,z2-zx - L2,y2 - yx) 

-F3(x2-xx-Lx,z2-zx+L2,y2 -yx) +F3(x2 -xx -Lx,z2-zx-L2,y2-yx) 

+F3(x2-xx+Lx,z2 +zx+L2,y2 -yx)-F3(x2 -xx + Lx,z2 + zx-L2,y2 -yx) 

-F3(x2-xx-Lx,z2 + zx+L2,y2-yx) + F3(x2 -xx-Lx,z2 +zx -L2,y2-yx) 

Direcao - y Direcao - z 

\6LxL2n 
lF3(y2-y, +Lx,z2 -zx +L2,x2 -xx)-F3(y2 - yx + Lx,z2 - zx - L2,x2 - xx) 

~F3(y2 ~y\ ~Lx,z2-zx+L2,x2 -xx) + F3(y2 -yx-Lx,z2-zx - L2,x2 - xx) 

+F3(y2 -yx +Lx,z2 +zx +L2,x2 - xx)-F3(y2 - yx + Lx,z2 + zx -L2,x2-xx) 

-F3(y2-yx~Lx,z2 +zx+L2,x2 -xx) + F3(y2 -yx-Lx,z2 + zx- L2,x2-xx) 

Comprimento do segmento de eletrodo le ZLi.. Comprimento do segmento de eletrodo 2 e* 21̂  
b

 Segmento do eletrodo 1 esti centrado emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (xJt ylt zj); Segmento do eletrodo 1 esta centrado em (x2, v.?, zi). 

K =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J(y2-yx)
2

 +(z2±zx)
2

 -B; = J(X2-Xx)
2

 +(z2±zx)
2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 ; B ~ = V( * 2 ~xx)

2

 +(y2 -yx)
2

 ;
c

F2(t,u) = t\n[t Wf
2
 + w

2
 ]  - y/t

2

 + u
2

 ; 

A

F3(t,u,v) = -u + u.lnft + yl(t
2

+u
2

+v
2

) J + t.lnfu + ^(t
2

+u
2

+v
2

) J+2v.tan
x 1 +

 "
 +

 ^
 + 
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Tabela BzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.3 : Equacao para o fator de distribuicao de potencial proprio . 

Direcao do segmento 1 

do eletrodo
8

'
1

' 

c 

Fator de distribui9ao de potencial - VDF 

Dire9ao -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x -^—[F2(2L,a) + F2(-2L,a) + 2a + F2(2L,\zx\^2) + F2(-2L,\zt\j2) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2|z,|V2] 

Dire9ao -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y -JL-[Ft(2L,<l) + F2(-2L,a) + 2a + F2(2L,\z,\j2) + F2(-2L,\z,\j2) + 2|z,|V2] 

loL 7t 

Dire9ao - z 
~^-[F2(2L,a) + F2(-2L,a) + 2a + F2(2\z,\+2L,a) + F2(2\Zl\-2L,a) + 2F2(2\z,\,a)] 
loL 7t 

a

 Segmento de eletrodo de comprimento 2L. 
b

 Segmento de eletrodo centrado no ponto (xt ylt zj). 

c

 F2(t,u) = t\n[t + ylt
2

+u
2

]-Jt
2

+u
2

 . 


