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R E S U M O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A primeira nnalidade deste trabalho e apresentar u m estudo de metodos para soluqao 

numerica de problemas de valor de contorno para e q u a t e s diferenciais ordinarias 

( P V C / E D O ) . Foram estudados os metodos dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting simples e m u l t i p l o , implfcito de 

Runge-Kutta , da colocacao e dos elementos finitos. 

A segunda nnalidade e apresentar uma breve avaliac,ao do desempenho desses metodos 

quando implementados em programas de computador. Para este fim, os metodos foram 

codificados e os resultados numericos obtidos por esses codigos comparados com aqueles 

obtidos pelos pacotes M U S , COLSYS e C O L N E W , que sao implementagoes dos metodos 

do shooting mul t ip lo , da colocacao com B-splines e com bases monomiais, respectivamante. 

Os pacotes MUS e C O L N E W foram os melhores dentre os dispom'veis. 0 pacote 

COLSYS falhou na resoluc,ao de problemas nao lineares. 



A B S T R A C T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

The first purpose of this work is to present a review of methods for numerical solution 

of boundary-value problems in ordinary differential equations ( B V P / O D E ) . The shooting 

and mult iple shooting, impl ic i t Runge-Kutta , collocation, and finite elements methods are 

reviewed. 

The second purpose is to briefly present an assessment of performance of the methods 

when implemented as computer programs. For this end, the methods have been coded and 

numerical results delivered by codes are compared w i t h those obtained by the packages 

M U S , COLSYS, and C O L N E W , which implemented mult iple shooting method, collocation 

method w i t h B-splines, and collocation method w i t h monomial bases, respectively. 

The codes MUS and C O L N E W are the best available. The COLSYS package failed 

to solve nonlinear problems. 
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1 - I N T R O D U g A O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Muitos problemas em engenharia, quando formulados matematicamente, requerem 

a determinac,ao de uma funqao que satisfaqa a u m problema de valor de contorno para 

equacpes diferenciais ordinarias ( P V C / E D O ) . Por exemplo: problemas de transferencia de 

calor como o ocorrido na injeqao de fluidos atraves de u m dos lados de u m longo tubo ver-

tical ou da reentrada de vefculos espaciais, onde uma funqao do tempo deve ser escolhida 

para minimizar o aquecimento que o veiculo experimenta durante a reentrada na atmos-

fera; problemas da deformaqao eletrostatica sofrida por uma capsula esferica, delgada, 

sujeita a uma carga; problemas relacionados com abalos sismicos; problemas relacionados 

com alguns modelos epidemiologicos. Muitos desses problemas tem uma formulaqao or i -

ginal como uma equaqao diferencial parcial, que, com a aplicaqao de varias tecnicas, sao 

transformados em EDOs. 

Do ponto de vista de u m pesquisador ou engenheiro a solucao de u m P V C / E D O e 

apenas parte da soluqao de u m problema maior, e u m software constitui uma ferramenta 

de seu trabalho. Como ferramenta, e preciso saber quando e como uti l iza- lo , os cuidados 

necessarios para uti l iza-lo e conhecer suas limitacpes. E uma das finalidades deste trabalho 

encontrar respostas a essas questoes atraves de u m estudo de metodos numericos e do 

software existente. 

1.1 - A C L A S S E D E P R O B L E M A S 

Seja o sistema de ordem mista dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d equacpes diferenciais ordinarias de ordem 

1 < m i < • • • < mj 

u ^ ) = F 1 ( x , y ( u ( a ; ) ) ) , 

u ( m 2 ) _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j r 2 ^ y ( u ( x ) ) ) , a < X < b, 

= Fd(x,y(u(x))), 



ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n = m , e o numero de variaveis, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1=1 

Fi : R n + 1 —• R, 

u(x) = [\l\(x) .. . Ud(x)Y e uma soluqao do sistema, 

y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( u ( x ) ) = [ u 1 ( x ) u i ( x ) . . . u j m * - 1 ) ( x ) u2(x) . . . u^4'l\x)]* e JR". 

Se as funcpes F, dependerem de u e de suas derivadas, a E D O sera nao linear, caso contrario 

sera linear. 

A conversao do sistema (1.1) em u m sistema de n equacpes de primeira ordem com n 

variaveis, resulta em 

(1-2) y ' = f ( x ; y ) , a < x < 6 , 

onde y = y ( u ( x ) ) , 

f ( x , y ) = [ui (x ) . . . F , ( s , y ( u ( s ) ) ) u'2(x) . . . F r f ( x , y ( u ( x ) ) ] ' € Bn, 

ou na sua forma matr i c ia l , no caso de f ser linear 

(1.3) y ' = A(x)y + q (x ) , a < x < b, 

onde A E R n X n e q € Rn. 

As condicpes de contorno para P V C / E D O de primeira ordem, de uma forma geral sao 

dadas por 

(1.4) g (v (a ) ,y (6 ) ) = 0, 

onde g = [gi . . . gny e g, : Rn x Rn —• R. 

Se a funqao g for linear, as condicpes de contomo podem ser colocadas na forma 

matr ic ia l 

(1.5) Bay(a) + Bby(b) = d, 

onde Bae Bb€ R n X n e d 6 Rn. 

Se algumas das condicpes de contorno fornecerem informacpes a apenas u m dos pon-

tos, sao denominadas parcialmente separaveis ou separaveis, no caso linear, podem ser 

representadas respectivamente por 

B « i y ( a ) = d j , e £ a 2 y ( a ) + Bb2y(b) = d 2 , 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UNIVERSIDADE FEDERAL DA PAR M B A 
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ou 

B « i y ( a ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dj ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Bb2y(b) = d 2 , 

onde Bal e fiC"-)*-, d , 6 2R" -\ B a 2 e Bb2 e Rv*v e d 2 6 JR", para 0 < u < n . 

Analogamente para o caso nao linear. 

EXEMPLO 1.1 - Considere o sistema de P V C / E D O linear de primeira ordem 

' V\ = (1 ~ 19cos2x)y! + (1 + 19sen2x)y 3 + e * ( - l + 19cos2x - 19sen2x) 

< y 2 = 1 9 y 2 - e r 

, Vz = ( - 1 + 19sen2x)y! + (1 + 19 cos 2x)y 3 + e x ( l - 19cos2x - 19 sen2x), 

para 0 < x < b e com as condicpes de contorno 

y 1 ( 0 ) + y,(6) = l + e" 

y 2 ( 0 ) + y 2 (&) = 1 + eb 

y 3 (0 ) + y 3 (6) = 1 + eb 

que podem ser representadas por 

g (y (0 ) , y (6 ) ) = 

y 1 ( 0 ) + y 1 ( 6 ) n 

y 2 ( 0 ) + y 2 (6) 

y 3 (0 ) + y3(fe) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= 

r 1 + e 6 " 

1 + e 6 

1 + e6_ 

Na forma matr ic ia l tem-se 

y ' ( x ) = A(x)y(x) + q(x), 0 < x < b, 

onde 

A(x) = 

l - 1 9 c o s 2 x 0 1 + I9sen2x 

0 18 0 

- 1 + I9sen2x 0 l + 19cos2x 

( - 1 + 19cos2x - 19sen2x)e J 

-18e* 

(1 - 19cos2x - 19sen2x )e x 

e as condicpes de contorno Ba y (0 ) + Bby(b) = d, onde 

Ba=Bb = I e d = 

1 + e 6 

1 + e f c 

1 + e 6 

Neste exemplo, o numero de equacpes e d = 3, a ordem de cada u m a das equacpes 

e m i = m 2 = m 3 = l , o sistema possui n = Ylimi m,- = 3 equacpes e n = 3 variaveis, a 

soluqao e representada pelo vetor y ( x ) = [ y i ( x ) y 2 ( x ) y 3 ( x ) ] t . A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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EXEMPLO 1.2 - Considere agora o PVC nao linear 

u " + e u = 0, 0 < x < 1, 

u(0) = 0, 

u ( l ) = 0, 

onde o numero de equacpes e d = 1, a ordem da equacao m i = 2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n = m j = 2, o vetor 

y ( u ( z ) ) = [u(x) u ' ( x ) ] ' , a funcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f ( x , y ) de (1.2) e dada por f ( x , y ) = [u ' (x) F i ( x , y ) ] ' , 

onde = - e u . As condicpes de contorno sao dadas por <7i(y(u(0)) = y i (0 ) e y 2 ( y ( u ( l ) ) = 

y 2 ( i ) . A 

OBSERVAgAO. : As condiqoes de contorno podem se referir a mais de dois pontos do 

dommio do problema. Neste caso o problema sera denominado PVC multi-ponto e as 

condiqoes de contorno, em J pontos, terao a forma geral zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 BM(J) = d, a = e, < 6 < • • • < tj = b, 

se for em lineares e 

g ; ( y ( u ( 0 ) ) ) = o J , 1 < ; < J , 

se forem nao lineares e separaveis. 

Um PVC multi-pontos pode ser convertido em um PVC 2 pontos pela transformaqao 

dos subintcrvalos [£ t',£i+i] c"i [0,1], atraves da mudanqa de varhivcl, t — 1 para 

cada j , conforme Ascher et al.[1988]. 

1.2 - S O L U Q A O D E P V I e P V C 

Se a E D O (1.1) for atribufda uma condiqao inicial u(a) = Uo tem-se u m problema 

de valor inic ial , P V I , de ordem superior. 0 sistema de primeira ordem equivalente tem a 

forma 

y ' = f ( x , y ) , x > a, 

y ( a ) = y 0 , 

para y definido em (1.1). 

Os problemas de valor inicial podem ser considerados uma subclasse especial e mais 

simples dos problemas de valor de contorno (PVC) . Para P V I / E D O existem resultados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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teoricos garantindo a existencia e unicidade de soluqao (o que e fundamental para desen-

volver metodos numericos) assim como codigos de nnalidade geral que resolvem eficiente-

mente muitos PVIs que aparecem na pratica. 

E m geral e extremamente dificil estabelecer explicitamente a existencia e a unicidade 

da soluqao de P V C / E D O . Entrctanto, e possivel extrair alguns rcsultados expressando o 

P V C em termos de PVIs associados, aproveitando com isso, a teoria j a desenvolvida. 

1.5 - ORGANIZAgAO 

0 estudo de metodos numericos para P V C / E D O exige u m razoavel conhecimento de 

equaqoes diferenciais ordinarias, algebra linear e analise numerica. Nos capftulos 1 e 2 sera 

introduzido o material necessario para o desenvolvimento e entendimento dos metodos 

apresentados neste trabalho. 

0 capitulo 2 - Fundamentos Matematicos - apresenta resultados teoricos sobre a exis-

tencia, unicidade e estabilidade da soluqao de P V C / E D O de primeira ordem. Esse estudo 

e suficientemente abrangente uma vez que toda E D O de ordem superior (1.1) pode ser 

transformada em u m sistema de equaqoes de primeira ordem (1.2), assim como todo PVC 

mult i -ponto pode ser transformado em u m P V C de 2 pontos com condiqoes de contorno 

separaveis. 

0 capitulo 3 - Soluqao Numerica de P V C / E D O - apresenta u m estudo dos seguintes 

metodos: metodos do Valor Inic ial ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shootings simples e mul t ip lo , para problemas de 

primeira ordem; metodo das diferenqas finitas de passo simples, usando as formulas i m p l i -

citas de Runge-Kutta para sistemas de primeira ordem; o metodo da colocaqao, como u m 

metodo das diferenqas finitas para PVC de primeira ordem; 0 metodo da colocaqao para 

PVC de ordem superior usando bases monomiais, e B-splines ; e o metodo dos elementos 

finitos, usando funqoes lineares e splines cubicos, para problemas de segunda ordem. 

0 capitulo 4 - Implementaqoes - apresenta detalhes das implementaqoes dos seguintes 

pacotes: MUS - software para resoluqao de sistemas de PVC de primeira ordem usando o 

metodo de superposiqao com shooting mul t ip lo usando reortogonalizaqao com tecnica de 

marcha e compactaqao; COLSYS e C O L N E W - dois pacotes para resoluqao de problemas 

de ordem superior usando o metodo da colocaqao com pontos Gaussianos, B-splines como 

bases e bases Monomiais, respectivamente. 

Capitulo 5 - Exemplos numericos e Conclusoes - apresenta problemas lineares e nao 

lineares e os resultados obtidos usando as implementaqoes descritas no capitulo 4. 

5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAlBA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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2 - F U N D A M E N T O S M A T E M A T I C O S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.1 - E X I S T E N C I A D E S O L U Q A O P A R A P V C / E D O 

Os resultados sobre existencia de soluqao de PVC, serao dados em termos de soluqao 

fundamental de PVIs associados. 

Seja o P V C de primeira ordem 

y' = f ( x ,y ) ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a < x < b, 

g(yW,y(&)) = o. 
(2.1a) 

Dado s (EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M n , considere o P V I associado 

( 2 1 b ^ j w ' = f ( x , w ) , a<x<b, 

\ w ( a ; s) = s. 

Para cada s, se a funqao f for lipschitziana em u m dommio D = { ( x , w ) : a < x < 

6, ||wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — s11 < p], para algum p > 0 e M e ta l que ||f(x, w)|| < M para todo (x , w ) G D. 

Entao o problema (2.1b) possui uma unica soluqao, do t ipo 

w ( x ; s ) = [u>i(x;s) w2(x;s) . . . wn(x;s)Y, 

em a < x < a + c, onde c = m i n {b — a, p/M}. 

Se for possivel escolher s de forma que g(s, w(6; s)) = 0, entao y ( x ) = w ( x ; s) e soluqao 

de (2.1a). 0 problema (2.1a) podera ter muitas soluqoes dadas pelas raizes distintas s* de 

g(s*, w(6; s*)) = 0. Neste caso, as soluqoes do PVC serao do t ipo 

y( - ) = w ( . , s * ) . 

Considerando o PVC com f e g nao lineares 

y ' = f ( x , y ) , para a < x < b, 
(2.2a) i 

g(y(a),y(6)) = 0, 

6 



geralmente, nao se conhece quantas soluqoes este P V C possui, logo, uma propriedade 

importante na soluqao y( - ) de (2.2a) e a unicidade local. Para estabelecer esta unicidade, 

considera-se o problema linearizado 1 associado 

(2.2b) 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z' =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A(x)z, para a < x < b, 

Baz{a) +Bbz(b) = 0, 

d f ( x , y ( x ) ) d / , ( x , y ( x ) ) 
A = com elementoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CL, = ' , 

5 yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 dVj 

R gg (y (q ) , y (&) ) , , , d<?,(y(a),y(fr)) 
= H~7~^ c o m elementos baij = v v . . v , 

P _ ag(y(«),y(&)) r n m p l p m p n t o < ; fc ^ .• (y (q ) ,y (&) ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5 6

 -  — —
 c o m e l e m e n t o s  =

 — g j ^ — '  

1 < t , j < n e 

z(x) = y ( x ) — y ( x ) , y ( x ) e uma soluqao aproximada de (2.2a) com y ( a ) ~ y ( a ) -

Uma soluqao y de u m PVC e di ta isolada ou localmente unica se existir uma regiao 

na qual ela seja unica, isto e, se existir p > 0 ta l que para todo y ( x ) no espaqo de soluqoes 

satisfazendo s u p a < 1 < 6 ||y(x) — y ( 2-)||oo — Pi y — Yi °u seja, y e a unica soluqao do PVC 

nessa regiao. A soluqao y do PVC (2.2a) sera isolada se o problema linearizado possuir 

uma unica soluqao (z = 0). E m termos do P V I associado, significa que s* e uma raiz 

simples de g ( s ,w(6 ; s ) ) = 0 e y( - ) = w( - ; s* ) e uma soluqao isolada conforme Ascher et 

al.[1988]. 

Considerando agora o P V C / E D O linear 

(2.3a) 
y ' = A ( x ) y + q ( x ) , se a < x < b, 

Bay(a) + Bby(b) = d, 

0 P V I associado (2.1b) possui uma unica soluqao se A e q forem contfnuas e sera do tipo 

w ( x ; s ) = W(x;s)W-1{a;s)s+ I W{x; s)W~'1 ( t ; s)q(t) dt 

J a 

^ x p a n d i n d o f ( x , y ( x ) ) em serie de Taylor em torno da soluqao exata y ( x ) , obtem-se 

f (x , y ( x ) ) = f (x , y ( x ) ) + ( y ( g ) - y ( x ) ) + r ( x , y , y ) , com r ( x , y , y ) = 0(||z(x)||2). 

Ignorando r, encontra-se a equaqao linearizada z' = A ( x ) z. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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onde W e uma soluqao fundamental de w ' =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A{x) w 2 , ou seja, W e soluqao do problema 

homogeneo 

W = A(x)W, 

conforme Ascher et al.[1988], Coddington e Levinson [1955], Soutomayor [1979]. 

Tomando Y(x) = W(x;s), tem-se 

(2.3b) y ( x ) = Y{x)YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-\a)s + f Y(x)Y~1 (t)q(t) 
J a 

dt 

que e a unica soluqao do P V C (2.3a) se e somente se a matr iz Q = BaY(a) + BbY{b) for nao 

singular para a < x < b. (Significando a existencia de u m unico s* raiz de g(s, w(6 , s)) = 0) 

conforme Ascher et al. [1988]. 

Considerando a soluqao fundamantal Y(x), t a l que Y(a) = / , ou seja, Y{x) e soluqao 

do P V I 

Y' = A(x)Y, 

Y(a) = /, 

a soluqao (2.3b) pode ser reescrita na forma 

y ( x ) = F ( x ) s + v p 

onde 

rb 
s = Q~l(d- BbY(b) ( Y-l(t)q(t)dt) 

J a 

fZ ( v ' = A 
= y ( x ) / r _ 1 ( 0 q ( 0 ^ e a soluqao do P V I nao homogeneo < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ja I v ( a ) = 

v ' = A ( x ) v + q ( x ) , 

0. 

EXEMPLO 2.1 - Seja o P V C / E D O linear 

f u " ( x ) + u (x ) = 0, 0 < x < 1, 

I u(0) = 0 ,u ( l ) = /?2, 

fazendo y\ = u e y 2 = u' tem-se o sistema de equaqoes de primeira ordem equivalente 

y[zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =V2, 0 < x < 1, 

y'2 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - V i i 

2 U m a matriz W(x) de ordem nx n, cujas colunas formam uma base do espaqo de soluqoes 

da E D O homogenea de (2.3a), chama-se matriz soluqao fundamental ou simplesmente 

soluqao fundamental. 
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y i (0 ) = 0, y i ( l ) = & . 

Reescrevendo na forma matr ic ia l 

y i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
/ 

' 0 r y i 

.J/2. - 1 0_ 

l 0" y i (0 ) 
+ 

'o 
0 0_ y 2 ( 0 ) . 

+ 
l ya(6) 

a matriz soluqao fundamental, que satisfazzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y(0) = I , e 

K ( x ) = 
COS X 

— sen i 
sen x 

cos x 

0 

Q = 
' 1 0" 

/ + 
"0 0" 

0 0_ 
/ + 

1 0^ 
cos x sen x 

—senx cosx 

que e singular somente se b = nn para qualquer inteiro n . 

1 0 

sen b sen b 

A 

2.2 - E S T A B I L I D A D E D A S o L u g A o D O P V C / E D O L I N E A R 

0 efeito que pequenas perturbaqoes nos dados tern na soluqao de u m problema e 

fundamental quando se esta procurando soluqoes aproximadas numericamente. Para obter 

bons resultados, o problema, assim como o metodo numerico, devem ser estaveis, ou seja, 

pequenas perturbaqoes nos dados nao devem causar grandes mudanqas na soluqao. 

Considerando P V C / E D O do t ipo (2.3a) e assumindo que A(x) e q (x ) sao contfnuas 

em [a, 6], que max(||J3«||oo» ||R&||oo)* = 1 e que (2.3a) possui uma soluqao da forma (2.3b), 

esta soluqao pode ser reescrita na forma 

(2.4) y ( x ) = $ d + / G(x,t)q(t)dt, 

onde 

$(x) = Y(x)Q~\ 

( $ ( x ) 5 a $ ( a ) $ - J ( 0 se x>t, 

I - $ ( x ) 5 6 < J » ( i ) $ - 1 ( 0 se x <t. 

a funqao G e a funqao de Green associada ao problema. 

= ||i4||oo = maxjzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ylj Wijl e P i l l = m a x j E , ' l«yl-
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De (2.4) tem-se que 

llylloo <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fcl| | d||eo + *2||q||oo, 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ki^WYQ-'W^ e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h = s u P a < I | ( < 6 { / ||GzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(x,OI|i dt}. 
J a 

A soluqao y , na forma (2.4), esta em funqao dos dados do problema (2.3a), possibili-

tando, com isso, estabelecer a estabilidade (ou condicionamento) do PVC. 

A constante k — max{A ,
1 , r c 2 } e denominada constante de condicionamento do proble-

ma. U m P V C e bem condicionado se a constante k tiver valor moderado. 3 Pela definiqao 

de ki e k2 pode-se observar que k2 pode ser tornado como a constante de condicionamento. 

Na pratica, a verificaqao do bom condicionamento de u m P V C pela determinaqao de 

k2, geralmente, e muito diffcil , uma vez que requer a determinaqao da funqao de Green 

(G(x , t ) ) . Uma outra forma de estabelecer o condicionamento de u m P V C e atraves do 

conceito de dicotomia da soluqao fundamental do P V I associado. Diz-se que uma soluqao 

fundamental possui uma dicotomia quando existe u m subespaqo de dimensao p, de soluqoes 

crescentes, para algum p < n , e u m subespaqo de dimensao nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — p, de soluqoes decrescentes, 

onde n e a dimensao do espaqo de soluqao. Os subespaqos de soluqoes crescentes e decres-

centes serao denominados modos crescente e decrescente de soluqoes, respectivamente. 

Se existe uma dicotomia, de acordo com Ascher et al.[1988], a constante k2 pode ser 

expressa em funqao de k\, da seguinte forma: 

k2 = C{2k\ + 1), C constante real. 

Se a matr iz A(x) de (2.3a) for constante, o subspaqo de soluqoes crescentes esta 

relacionado com os autovalores de A com parte real positiva e o de soluqoes decres-

centes com autovalores de A com parte real negativa. Se A(x) nao for constante, os 

autovalores de A nao fornecem nenhuma informaqao sobre os modos de crescimento da 

funqao. Mas se a matriz A(x) for estritamente diagonal dominante para todo x £ [a, b], 

(la»»l > E j ^ i l a u l P a r a todo i), e existirem constantes A , / i > O e O < p < n t a l que 

Rt(aa) > fx, i — 1 , . . . , m - p , 

Re(aa) < - A , * = rn — p + 1 , . . . , n , 

3 o valor de k fornece uma estimativa do numero de digitos corretos na solucjao, ou seja, 

a constante de condicionamento nos permite avaliar a qualidade da soluqao obt ida (veja 

constante de condicionamento em Ascher et al.[1988] e em Johnston [1982]). 

10 



entao a soluqao fundamental possui uma dicotomia conforme Ascher et al.[1988]. A 

condiqao de diagonal dominancia pode ser relaxada, bastando que exista uma matr iz de 

transformaqaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S ta l que S-1AS, seja diagonal dominante. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.3 - S O L U Q A O N U M E R I C A 

0 sucesso de processos numericos depende de dois fatores: bom condicionamento dos 

problemas e algoritmos estaveis para resolve-los. A construqao de algoritmos estaveis para 

resoluqao de P V C e o assunto do proximo capitulo. 

Viu-se que, teoricamente, existe uma relaqao muito proxima entre P V I e P V C , isto 

e, a existencia e representaqao da soluqao de um P V C foram dadas em funqao da soluqao 

fundamental, que sao soluqoes de PVIs associados ao PVC. Uma forma simples de construir 

metodos numericos para u m PVC e considerar os PVIs associados e resolver este u l t imo 

numericamente. Existem outros metodos para resolver numericamente u m P V C que nao 

usam explicitamente a resoluqao de PVIs , mas se forem olhados com mais cuidado e possivel 

encontrar uma relaqao destes metodos com aqueles que usam PVIs diretamente. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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3 - S O L U C A O N U M E R I C A D E P V C / E D O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste capitulo serao estudados alguns metodos numericos para a determinaqao de 

soluqoes aproximadas de P V C / E D O . Esses metodos dividem-se em duas classes: A pr imei-

ra, constituida de metodos de valor inicial - metodos dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting simples e do 

shooting mul t ip lo - usa PVIs associados para encontrar uma soluqao aproximada, con-

forme mostrado no capitulo anterior; a segunda, constituida de metodos conceitualmente 

diferentes da classe anterior, porque nenhum problema de valor inicial sera integrado ex-

plicitamente, procurando, em vez disso, uma soluqao aproximada sobre todo o intervalo. 

Nessa classe serao estudados os metodos impl ic i to de Runge-Kutta (metodo das diferenqas 

finitas de passo simples), da colocaqao e o metodo de Ritz (metodo dos elementos finitos). 

Tambem sera apresentado o metodo de Newton para sistemas nao lineares. 

3.1 - M E T O D O S D O V A L O R I N I C I A L : P R O B L E M A S L I N E A R E S 

Nestes metodos u m valor inicial e atr ibuido a soluqao procurada de ta l forma que a 

soluqao da E D O com esse valor inicial satisfaqa as condiqoes de contorno do problema. 

Seja o problema linear 

y ' = A(x)y + q ( x ) , se a < x < 6, 

Bay(a) + Bby(b) = d, 

cuja soluqao e dada por 

(3.1a) y ( x ) as y ( x ) s + v ( x ) , 

onde Y(x) e uma soluqao fundamental de 

(3.1b) 
Y'(x) = A(x)Y(x), 

Y(a) = /, 

e v ( x ) uma soluqao particular , satisfazendo o P V I 

/ v ' ( x ) = A ( x ) v ( x ) + q ( x ) , 

( 3 - 1 C ) i v(«) = 0, 

e s u m vetor de parametros. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U N I V E R S I D A D E F ED ER AL DA P A R A l B A 
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3.1.1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Metodo dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Shooting S imples 

Aqui e atribuido u m valor a soluqao no ponto inicial do intervalo, isto e y(a) — y 0 e 

a soluqao desse P V I deve satisfazcr o P V C dado, veja figura 3.1. 

a b 

Figura 3.1 - Shooting Simples 

Para determinar a soluqao do PVC dado em (3.1a) deve-se encontrar as n colunas da 

soluqao fundamental Y(x) e a soluqao particular v ( x ) em (3.1b,c), para isso, sao resolvidos 

n + 1 PVIs . 0 vetor s e a soluqao do sistema linear 

(3.2a)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Qs = d, 

onde 

(3.2b) Q = BaY(a) + BbY(b), 

(3.2c) d = d - Bbv(b), 

obtendo, assim, y (a ) = s. Resolvendo o P V I 

(3.2d) 
y'(x) = A(x)y{x) + q ( x ) , 

y (a ) = s, 

obtem-se a soluqao nos pontos desejados. 

0 metodo descrito e denominado de superposicao com shooting simples . 

EXEMPLO 3.1 - Seja o P V C / E D O linear 

yi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/2 

1 o 
o o 

o 1 
A 2 0 

Vi (0) 

y 2 (0 ) 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/1 

2/2 
+ ( 1 " A 2 ) 0 < x < 6, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
0 0 

1 0 
Vi(b) 

2/2 ( &) 

com A e b > 0, cuja matr iz soluqao fundamental e 

Y(x) = 
cosh A x A 1 senh A x 

A senhA x cosh A x 
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a soluqao particular do P V I nao homogeneo e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v(x) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ex — cosh A x — A 1 senh A x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ex — A senhA x — cosh A x 

o vetor de parametros e 

e a soluqao e 

s = 

y ( * ) = 

A qualidade da soluqao obtida depende do erro de arredondamento e do erro de dis-

cretizaqao do problema. Nas implementaqoes desses metodos as rotinas de integraqao 

dos PVIs fazem o controle dos erros de arredondamento relativos e absolutos na deter-

minaqao de Y e v de acordo com uma tolerancia dada (Tol). Considerando a malha 

a < Xi < • • • < x n + 1 < 6, usada na discretizaqao dos PVIs , o erro de discretizaqao de y e 

estimado em ||y(x,) - y,|| < KTolk, onde k e a constante de condicionamento do P V C , 

e a constante K tera valor moderado se k o for. Quanto ao erro de arredondamento, e 

esperado que seu crescimento seja proporcional a e^/||K(x)||, ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA EM e o menor numero 

da maquina tal que 1 + €M > 1> denominado epsilon da mdquina. As dificuldades quanto a 

precisao e estabilidade numerica aparecem se a soluqao fundamental Y(x) apresentar mo-

dos de crescimento rapido (se existir modos de crescimento rapido na soluqao fundamental 

o P V I associado podera ser mal condicionado). Se a matr iz Y(b) t iver elementos muito 

grandes, o acumulo do erro de arredondamento sera grande. Uma forma de t ratar esse 

—, e que a matriz Q do sistema Qs = d seja 

tenha valor moderado conforme Ascher et 

Kke 
problema esta em requerer que ||y(x)|| < 

bem condicionada, isto e, condQ = 

al.[1988]. 

M 

Se o P V C (2.3a) possuir condiqoes de contorno separaveis ou parcialmente separaveis, 

ou 

# o i y ( a ) = d i e 

Ba\y{a) = dx e 

BzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb2y(b) = d 2 , 

Ba2y{a) + Bb2y(b) = d 2 , 

onde Bai e l R { n - v ) x n , d^ 6 Rn~v, Ba2 e Bb2 € R v X v e d 2 G Rv, para 0 < v < n, pode-se 

encontrar a soluqao y ( x ) resolvendo somente v + 1 PVIs , e a soluqao sera dada por 

(3.3a) y ( x ) = y ( x ) s + v ( x ) , 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y(x)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 MnXv e uma solucao fundamental de 

(3.3b)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I = (*)• 

' BalY(a) = 0, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v ( z ) , uma soluqao particular do P V I 

(3.3c) 

e o vetor s e a soluqao do sistema linear 

v ' ( x ) = A(x)v(x) + q ( x ) , 

v (a ) = f ( a ) i ? - 1 B a l , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Qs = d , 

onde 

Q = B a 2 F ( a ) + £ ? 6 2 r ( 6 ) , 

d = d 2 - Ba2y(a) -Bb2v(b). 

As matrizes Y(a),Y(a) e R, resultam da decomposiqao QR da matr iz B*al em uma 

matr iz H e R ou seja, 

(3.3d) B« , = ff' 
Rl 

0 

a matr iz F ( a ) e formada pelas v ult imas colunas de Hl e Y(a) pelas n — v primeiras, 

(3.3e) Hl=[Y(a) Y(a)] 

0 metodo do shooting simples com as modificaqoes mostradas acima e denominado de 

superposigdo reduzida. 

A vantagem que esse metodo oferece com relaqao ao anterior, esta no numero de PVIs 

resolvidos e no tamanho da matriz Q envolvida, mas apresenta a desvantagem da maior 

complexidade na determinaqao dos valores iniciais. 

EXEMPLO 3.2 - Seja o P V C / E D O linear do exemplo 3.1. 

No exemplo 3.1 foi aplicado o metodo da superposiqao, onde foi necessario resolver 

n + 1 PVIs . Mas pode-se observar que esse problema apresenta condiqoes de contorno 

separaveis, onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B a l = B b 2 = [l 0 ] , e y = 1. 
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Por (3.3d) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H = 
1 0 

0 1 
ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R = [l], 

e por (3.3e) obtem-se os dados iniciais 

YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{a) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 

1 
ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v (a ) = 

Uma maneira de melhorar a qualidade da soluqao e d iminuir o intervalo de integraqao 

de cada P V I , ou seja, subdividir o intervalo [a, b] em uma malha 

(3.4) I I : a = x i < x 2 < • • • < XN < XJV+I = b, 

e o problema e resolvido em cada subintervalo [x, , X j + i ] , t = 1 , . . . , N. 

3.1.2 - Metodo do Shooting M u l t i p l o 

Neste metodo procede-se da mesma forma que no metodo do shooting simples em 

cada subintervalo da malha I I dada em (3.4), ou seja, em cada subintervalo [ x , - , X i + 1 ] da 

malha I I e atribufdo u m valor inicial a y ( x , ) e procura-se obter a soluqao do P V C em x I + 1 , 

y (x , -+ i ) , nao deixando de observar a continuidade da soluqao, y ( x ; + i ) = y ^ i ( x I + i ) , no 

intervalo [a, 6], veja figura 3.2. 

' *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^  ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i  

— \ 1 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ 1 , — 

a = X\ X2 X3 X4 X5 . . . xs x ^ r + 1 = b 

Figura 3.2 - Shooting M u l t i p l o 

Para descrever o metodo considere o problema (2.3a) e a malha I I . E m cada subin-

tervalo de I I , [ x j , i j + i ] , z = 1 , . . . ,N, uma soluqao da forma 

(3.5a) yi(x) = Yi(x)si+\ i(x), para s i = F~
1

s i, 

e determinada, onde para cada i sao definidos os PVIs 

(3.5b) 
Y!{x) =A(x)Yi(x),  e r v ' , ( x ) . A(x)vi(x) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q (x), 

Yi(xi) = F „ I v i C x . ) = 0 . 
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OszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA nN parametros dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s = [si s 2 . . . s ^ ] ' , E Mn, sao determinados considerando a 

continuidade da soluqao (3.5a) nos extremos dos subintervalos e as condiqoes de contorno, 

ou seja: 

y . ( *H-0 = y < + i ( * i + l ) e B . y i ( a ) + BbyN(b) = d, 

ou 

ou ainda, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Yfai+ifii + v , ( x t + i ) = y ; + i ( x , + i ) s ( + i , 

(3.5c) -Yi(xl+1)si + F j + i 8 , - + i = v < ( x i + i ) , 

(3.5d) B ^ s , + B 6 y N ( 6 ) s N = d - BbvN(b). 

Portanto, tem-se u m sistema de nN equaqoes com nN incognitas 

(3.5e) As = d 

onde 

(3-5f) A -

- * i ( x 2 ) 

0 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F2 0 

- F 2 ( x 3 ) F 3 

0 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- V}V- I ( XA / ) F/v 

0 B 6 F N ( 6 ) 

(3.5g) d = 

v , ( x 2 ) 

L d -BbyN(b) J 

A soluqao do problema nos pontos da malha sera: 

(3.5h) y , = F , S i = s t , i = 1 , . . . ,N + 1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Es c o l h a da Malh a e a Es t a b i l i d a d e do Metodo: 0 sucesso do metodo esta rela-

cionado com uma adequada escolha da malha, ou seja, o numero de pontos de shooting deve 
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ser ta l que a soluqao aproximada tenha u m erro aceitavel. Existe mui ta discussao sobre a 

ot ima escolha dos pontos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting conforme Childs et al.[1979] p g ! 5 9 . U m dos criterios 

para essa escolha esta relacionado com a estabilidade do metodo. Se o P V C (2.3a) for bem 

condicionado e a malha, I I , for escolhida de forma que M = max i< i< jv tenha valor 

moderado (onde T, = Yi(xi+i) se Yf(x,-) = / , caso contrario T, =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y(xl+1 ) F ~ 1 ) , o metodo 

sera estavel, no sentido de que a amplificaqao do erro de arredondamento e toleravel e 

estimado em W cond(A)N£M, onde iV e o numero de passos usados para resolver os PVIs 

entre dois pontos de shooting consecutivos. 

De acordo com Ascher et al.[1988] a malha para u m P V C bem condicionado com 

constante de condicionamento k deve ser de N = ^ To1— subintervalos, onde Tol e a 
NkMCM 

tolerancia dada. Mas como se pode notar, a tarefa de escolher os pontos de shooting dessa 

forma nao e facil , uma vez que M depende de N e vice-versa. 

Basicamente existem dois criterios para a escolha da malha: o primeiro fixa os pontos 

da malha, dividindo o intervalo [a, b] uniformemente, adicionando, posteriormente, pontos 

de descontinuidade, se existirem, e/ou pontos predeterminados onde se deseja a soluqao, 

e cada ponto da malha e um ponto de shooting; o segundo, denominado tecnica de mar-

cha, na qual a escolha da malha e identica ao do primeiro criterio, mas os pontos de 

shooting sao definidos durante o processamento de acordo com u m controle feito sobre o 

modo de crescimento da soluqao fundamental; quando ||Pi|| ultrapassa u m valor M prefixa-

do, por exemplo se M < Tol , u m novo ponto de shooting e considerado, resultando 
K k N N e M 

em uma equidistribuicdo global dos pontos de shooting. 

0 M6todo do shooting M u l t i p l o ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s u as Var iagoes : Para encontrar uma soluqao 

aproximada y , ( x ) em (3.5a) deve-se determinar as n colunas de Yi(x{+\) e a soluqao par-

ticular Vi(xi+\) e, para isso deve-se atr ibuir valores a F{ em (3.5b), montando o sistema 

(3.5e) para obter o vetor de parametros s . As variaqoes desse metodo, descritas a seguir, 

dependem da escolha dos dados iniciais, F{, em cada ponto de shooting e da forma de 

determinar o vetor s . 

0 metodo do shooting multiplo Padrdo e caracterizado pela escolha comum das con-

diqoes iniciais em todos os pontos de shooting, Fi — I , onde / e a matr iz identidade. Neste 

caso, a matr iz Ti = y i ( x , + i ) e 

(3.6a) A = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- r , 
o 

0 

I 

- r 2 

o 
i 

0 

0 

0 

I 
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a soluqao nos pontos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting e dada por 

(3.6b)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y i = y ( x j ) = Si . 

Outra forma de obter os valores iniciais nos pontos de shooting e usando a reortogo-

nalizagdo da matr iz Yi(x{+\), obtendo a matriz F , consecutivamente da seguinte forma: 

Fatora-se a matr iz Kj(x,-+i) obtendo o produto Fi+\T,, onde Fi+i e ortogonal e T, e t r ian -

gular superior. Se existir uma dicotomia na soluqao fundamental e a matr iz F\ t iver sido 

escolhida convenientemente, ou seja, a matriz F\ for ta l que de alguma forma estabeleca 

uma ordem nos modos da soluqao fundamental, havera u m desacoplamento dos modos 

crescentes e decrescentes da soluqao fundamental. Para atingir esse objetivo e suficiente 

exigir que a matriz T] tenha diagonal ordenada de forma decrescente, isto e, os elementos 

da diagonal devem aparecer na ordem decrescente (an > a.jj, i < j). conforme Matthe i j e 

Staarink [1984b]. 

Quanto a obtenqao do vetor s, pode-se resolver o sistema As = d , usando eliminaqao 

de Gauss (explorando, ou nao, o fato de A ser esparsa) ou usando a relaqao de recorrencia 

i^i+lSi+l = Yi(xi+izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)Si + V , ( X i + i ) 

ou 

(3.7a) s l + 1 = F zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, - 1
i r i ( x I + ] ) s , + F~+\ v , ( x , + 1 ) . 

Para determinar, s , , usando (3.7a), constroi-se uma sequencia de solucpes fundaman-

tais { ^ i } , ^ 1 e de solucpes particulares { n } ^ 1 por 

(3.7b) 

(3.7c) 
r , - + i = TiTi + V i ( x , + i ) , 

r i = 0, 

onde s, pode ser escrito em fungao de ? i , ou seja, 

(3.7d) 8< = * i S , + r „ 

e Si depende das condicpes de contomo, 

(3.7e) (BaFi + B 6 F A T + 1 $ n + 1 ) ? I = d - BbFN+lrN+1 
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A soluqao procurada tem a forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y(xi) = FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, $ , Si + F , r , = s „ para i = 1 , . . . , N. 

0 metodo, que usa a relagao de recorrencia (3.7a), como mostrado acima e denominado 

de Compactacdo. 

Relacpes de recorrencia, de uma forma geral, sao numericamente instaveis, e, neste 

caso, retorna-se aos m'veis de instabilidade do metodo do shooting simples, que pode ser 

observado a seguir. 

Considerando o metodo do mul t ip lo Shooting padrao com compacta^ao, Fi = I para 

todo i, tem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r , =  r , ( x i + 1 ) , 

e, neste caso, 

= YN(b)YN-1(xN)...Y1(x2) = F ( 6 ) , 

onde a matriz Y(b) e a matr iz do metodo do shooting simples, assim como a matr iz 

[Ba + BbzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA$N+\] e identica a matr iz Q de QszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = d . Portanto o metodo do shooting mul t ip lo 

padrao com compactaqao tem os mesmos problemas de estabilidade encontrados no metodo 

do shooting simples. 

EXEMPLO 3.3 - Considere, novamante o exemplo 3.1, e uma malha U : 0 < X{ < x2 < • • • < 

XN < £/v+i < b. Tomando Yi(xi) = I e v , ( x i ) = 0 para todo i. 

E m cada subintervalo da malha determina-se a solucao y , ( x ) = Yj (x)s ; + v^(x) onde 

a matriz soluqao fundamantal tem a forma 

cosh A ( i — Xi) A - 1 s e n h A (x — x t ) 

AsenhA(xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — Xi ) cosh A (x —  x , ) 

a soluqao particular do P V I nao homogeneo e 

ex — eZi (cosh A (x — x,-) — A _ 1 s e n h A (x —  x<)) 

ez — e"(X senh A (x — x, ) —  cosh A (x — x, ) ) ' 

o vetor de parametros 

S = [ ?! . . . 8s]1 

e determinado pela resolugao do sistema (3.5e), onde A e dada em (3.6a). A solugao 

procurada nos pontos da malha e dada por 

y ,•(!,•) = s,-, l<i<N. 
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No metodo com compactagao, as solucpes fundamantais $ , e as solucpes particulares zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i sao determinadas atraves da forma recursiva de S{ (3.7a), obtendo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 2 = y \ ( x 2 ) / = 

$3 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y2(X3)$2 = 

c o s h A ( x 2 — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx i ) A 'senh A ( x 2 — x j ) 

A s e n h A ( x 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  X i ) c o s h A ( x 2 — x i ) 

c o s h A ( x 2 — x i ) A - 1 s e n h A ( x 2 — x i ) 

A senh A ( x 2 — x j ) c o s h A ( x 2 — X j ) 

= YN(b) $N = 
cosh A (6 — x i ) A 1 senhA(6 — x i ) 

A senh A (6 — x i ) cosh A (bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — x\) 

cosh A 6 A ~ 1 senh A b 

A senh A b cosh A b 

as solucpes particulares sao 

r i = 0 , 

r 2 : 
e*2 — e 1 ' (cosh A ( x 2 — x i ) —  A 'senh A ( x 2 — x i ) ) 

e I J — e X l (A senh A ( x 2 — x\) — cosh A ( x 2 —  X j ) ) 

r 3 = 
eXa — eXl (cosh A (X3 — X i ) —  A ^ e n h A (X3 —  x\)) 

e'3 — eXl (A senh A (X3 —  x\) — cosh A (X3 —  x\)) 

e" - e I 1 ( coshA(6 - x i ) - A _ 1 s e n h A ( 6 - xx)) 

eb — e 1 ' (A senh A (b — x j ) —  cosh A (6 — X ! ) ) 

eb — (cosh A b — A - 1 senh A b) 

eb — (A senh A b — cosh A b) 

(3.7e) tem a forma 

1 0 

0 0 

o vetor 

1 0 

0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 
0 0 

1 0 

1 0 

0 1 

cosh A 6 A 1 senh A b 

A senh A 6 cosh A b s i = 
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' l 
Si —  

1 
• 

eb — (cosh A b — A 1 senh A b) 

eb — (A senh A b — cosh A 6) 
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Por (3.7d) tem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s 2 = 
cosh A ( i 2 —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x\) A 'senh A ( x j — x\) 

A senh A ( x 2 — x\) c o shA(x 2 — x\) 

s 3 = 

,*2 

l*3 

,'3 

(cosh A ( x 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  i ) ) — A 'senh A ( x 2 — x j ) ) 

l " 

1 

2-1 )) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

V 2 ' 

e 1 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SJV+1 = 

Uma forma de conseguir u m algoritmo mais estavel, usando compactaqao, e usar o 

desacoplamento da soluqao fundamental Y, pela reortogonalizacao de Y , ( x , + i ) = Fi+iTi, 

com uma escolha conveniente de F\. Assumindo que o espacp de solugao possui uma 

dicotomia, a expressao 

(3.8a) ai+1 = f & + d „ 

onde di = -Fi+jV^Xj '+ i ) , e instavel quando calculada na ordem progressiva , i = 1 , . . . ,N. 

0 desacoplamento dado em T, 

(3.8b)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ti 
Di Ci 

0 Ei 

onde Di 6 JR*** representa o modo crescente da soluqao e Ei G Sl^n fc) rcprcscnta 

o modo decrescente, permite que a expressao (3.8a) seja reescrita na forma 

(3.8c) Di*\ = I L , - C , s ? - d \ 

(3.8d) = £,-s? + d 2 . I ~ 1 

De acordo com Matthe i j e Staarink [1984b] se o particionamento for escolhido 

corretamente e existindo uma dicotomia no espacp das solucpes, entao || Yl)=i e 

I K I I t ' + i Dj)~x || sao de ordem 1, portanto a contaminagao da soluqao final pelo erro e 

pequena, ou seja, as expressoes acima podem ser avaliadas de forma estavel. 

Para determinar as solucpes fundamentals usa-se a forma homogenea das ex-

pressoes (3.8c,d), com as condicpes iniciais $ j = [0 In-k] e $ }v-n = 0] respectiva-

mente. 
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As solucpes particulareszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r ; , i = 1 , . . . ,JV, sao determinadas a par t i r das condicpes 

iniciaiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r\ = 0 e r } y + 1 = 0 e as expressoes (3.8c,d). 

3.2 - M £ T O D O S D O V A L O R I N I C I A L I P R O B L E M A S N A O L I N E A R E S 

Considerando o P V C (2.1a) com f e g nao lineares 

f y' = f ( x , y ) , sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a < x < b, 

[ ' a j \ g ( y ( a ) , y ( 6 ) ) = o, 

quando a discretizaqao for feita em (3.9a), resulta u m sistema de equacoes nao lineares que 

e resolvido usando algum metodo iterativo como o metodo de Newton. 

3.2.1 - O Metodo de N e w t o n 

Sejam F ( s ) = 0 u m sistema nao linear e uma aproximagao inic ial s°, onde s = 

[s\ . . . SJY e F ( s ) = [Fj (s ) . . . Fj(s)Y. Determinam-se, por iteraqao, os valores 

s 1 , s 2 , . . . , s m , • • • pela expressao s m + 1 = s m + r, onde r e a soluqao do sistema 

F ' ( s m ) r = - F ( s m ) , 

onde F'(s), com elementos f,j = d i e a matriz jacobiana de F ( s ) . Sob certas condiqoes 

os vetors s m convergem para s conforme Ascher et al.[1988]. 

3.2.2 - Metodo do Shooting S imples 

Seja y ( x ; s) uma soluqao do P V I associado ao problema (3.9a) 

(3.11a) 
y ' ( x ; s ) = f ( x , y ( x ; s ) ) , se a < x < b, 

y ( a ; s ) = s. 

0 objetivo, agora, e determinar s = s* ta l que as condicpes de contorno sejam satisfeitas, 

isto e, 

(3.11b) 0(s*,y(6;s*)) = O. 

A existencia de uma soluqao isolada de (3.9a), corresponde a uma raiz simples de (3.11b). 

Para determinar s* define-se F ( s ) = g (s ,y (6 ; s ) ) e usando o metodo de Newton, tem-se o 

sistema 

F ' ( s ) r = - F ( s ) , 
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ou seja 

e as condicpes de contorno zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
, f ( * , y ) = 

g ( y ( 0 ) , y ( i ) ) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
\ - ' y i ( o ) " 
I — 

' v i ( O ) ' ' 0 ' 

. V l ( l ) . 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2/2 

0 sistema nao linear 

F (s ) = 

e as matrizeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ba e i?6 usadas para determinar a matriz jacobiana de F(s ) tem a forma 

e y ( 6 ) e determinada por ( 3 . l i d ) onde A tem a forma 

1 0 

0 0 

0 0 

1 0 

A = 
0 1 

_ e ( v i ; « ) o 

3.2.3 - Metodo do shooting M u l t i p l o 

Seja I I uma malha de N subintervalos. Para cada s ; , y,-(x; s , ) e solugao do P V I 

(3.12a) 
y - ( x ; s j ) = f ( x , y ( x ; s j ) ) , se x > x<, 

y i ( x ; ; s,) = . 

Para determinar uma soluqao de (3.9a), deve-se encontrar u m vetor s G MnN, s = 

[S] . . . s / v ] ' , onde S{ G I R n , que devera ser determinado de forma contmua no intervalo 

[a, 6] e satisfazer as condicpes de contorno g(y(a) ,y(fe)) = 0. 

A solugao de (3.9a) e dada por: 

(3.12b) y ( x ) = y , ( x ; s,), xi<x<xi+i, i = l,...,N, 

onde os s,- sao determinados da seguinte forma: 

y i ( x , + i ; s < ) = S j + i , i = l , . . . , N - l 

e g ( s i , y j v (6 ; s j v ) ) = 0. 
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Define-se a equacaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F ( s ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  por 

(3.12c) F ( s ) = 

52 - y i ( x 2 ; s i ) 

53 - y 2 ( x 3 ; s 2 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

g(s1,yN(b;sN)) 

e usando o metodo de Newton determina-se o vetor s desejado. 

A matriz F'(s) do sistema F ' ( s ) r = — F ( s ) e dada por 

(3.12d) F ' ( s ) = 

•Yi(x2) I 0  

0  - r 2 ( x 3 ) / 

0  

—YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN-I(XN) 

0  

0  

0  

I 

BbYN(b) 

onde F ; ( x i + i ) e a solugao de 

Y- = A(x)Yi, x > n, i = l,...,N, 
(3.12e) 

f Yf = A(x)l 

I Yi(Xi) = I , 

onde A(x) e a jacobiana de f. A matriz F ' ( s ) e semelhante a matr iz do metodo do shooting 

mult ip lo padrao para o caso linear. 

3.2.4 - M a i s sobre o metodo de N e w t o n 

0 metodo de Newton, usado para resolver equacoes nao lineares, possui as seguintes 

desvantagens: 

1. Cada iteracao do metodo e muito dispendiosa, uma vez que requer a avaliagao de 

uma matriz jacobiana e a solugao de um sistema de equacoes lineares; 

2. Sob a hipotese de existencia de uma soluqao isolada, o metodo somente garante 

convergencia local, isto e, necessita de um dado inicial suficientemente proximo da soluqao. 

Uma maneira de reduzir o custo do metodo e manter a jacobiana fixa. A ideia e a 

seguinte: encontrar a matriz jacobiana em u m ponto, por exemplo s°, e usar essa jacobiana 

para gerar mais de uma iteracao, ou seja: 

s m + l = s m _ J ( s o ) - l F ( s m ) 

Uma outra maneira de contornar as dificuldades apresentadas e controlar o avango 

do metodo de Newton. Calcula-se s m + 1 = s m + Ar, em vez de calcular s 
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0 < A < 1. O fator A e denominado fator de amortecimento e o metodo resultante e 

chamadozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA metodo de Newton amortecido, o objetivo do metodo amortecido e nao permit i r 

que a proxima aproximacao se afaste, de forma indevida, da aproximaqao corrente. Esse 

afastamento esta i lustrado na figura 3.3, que considera uma funcao real f. 

+ r + Ar 

Figura 3.3 - O Metodo de Newton Amortecido 

A principal questao e: como determinar o fator de amortecimento A, de forma que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s m + i _ g m _|_ ̂ r s e a p r o x i m e mais de s*, nao se conhecendo s*? 

Para essa finalidade define-se uma fungao g (g : [0,1]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — > M), relacionada com alguma 

norma de F(s ) e que satisfac;a as seguintes condicpes: 

0 £7(s) > 0 e # ( s * ) = 0 se e somente se F(s*) = 0. s* e u m mfnimo de g(s) se 

F(s*) = 0, e diz-se que u m valor A e melhor que outro se g(sm + Ar) < g(sm); 

i i ) A direqao de Newton e decrescente com relacao a g(s), isto e, rlVg < 0, onde 

r = - ( F ' ( s ) ) _ 1 F ( s ) (Vflr e o gradiente de g). 

Portanto, o objetivo e determinar u m valor de A que minimize a funcao g, ou seja, 

y ( s m + 1 ) < # ( s m ) . A seleqao de A aceitavel pode ser vista como u m processo de Previsao 

e Corregdo. 

De acordo com Ascher et al.[1988], u m valor de A e aceitavel se satisfizer: 

(3.13a) 3 ( s m + 1 ) < ( l - 2 A % ( s m ) 

(3.13b) <7 ( s m + 1 ) > (1 - 2A(1 - S))g(sm) 

para algum 0 < 6 < 1/2. 

Se F(s ) possuir derivadas segundas limitadas e c o n d ( F _ 1 ( s ) ) for uniformemente l i m i -

tada em u m dominio D = {s e Mn;g(s) < g(s0)} que contenha as iteracpes, s m , e a raiz 

s*, entao iniciando o processo por u m ponto s° G D, o metodo de Newton amortecido, 

usando valores aceitaveis para A em s m + 1 = s m - f r , converge para s*. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Para determinar valores aceitaveis de A, pode-se tomar u m valor 0 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p < 1 e u m 

novo A sera determinado por A = p\m onde A m e u m valor previsto para A. Como prever 

esses valores sera visto no decorrer desta segao. Essa forma de determinar A pode levar a 

algoritmos pouco eficientes, no caso de muitos valores de A serem testados. 

Uma forma mais eficiente de determinar valores de A e aproximar <7(sm + Ar) por uma 

funcao quadratica satisfazendo: 

• ( 0 ) « * ( • " ) , 

* ' ( 0 ) = r 1 v $ ( s ) , 

• ( A ) - g(sm + A r ) , 

u m minimo para a funqao ^ e dado por 

(3.13c) 
A = - A a

r o * ( 0 ) < _ ^ _ m 

2 ( t f ( A m ) - * ( 0 ) - A m * ' ( 0 ) ) " 2(1-6) 

Toma-se A m = A, e verifica se a condigao (3.13a) e satisfeita; se nao for, d iminui A, 

usando (3.13c) ate que as condicpes de aceitabilidade sejam satisfeitas. 

Para cada correqao de A somente uma avaliaqao de g e necessaria e quando a condiqao 

(3.13a) for satisfeita, (3.13b) tambem o e. 

A funcao g de uma forma geral pode ser tomada como g(s) = ^ 11AfF(s)|||, M matriz 

nao singular. A funcao g assim definida satisfaz i ) e i i ) . A matr iz M pode ser F ( s m ) - 1 e 

neste caso g varia de iteragao em iteragao e para deixar isso bem claro escreve-se 

^ ( s - + A r ) = i | | ( F ' ( S ' " ) ) - 1 F ( s " l + Ar)|| 2. 

0 metodo de Newton com g assim definida pode ser ciclico ( s m = s° , para algum 

m) . Para superar essa dificuldade, definem-se alguns parametros como o menor valor de 

A ( A m i „ ) , se A obtido for menor que A m i n entao nenhuma convergencia foi obtida. U m 

segundo parametro que deve ser definido e u m l imite para a distancia entre A e A m em 

uma troca em (3.13c). 

Quanto a previsao, varios metodos podem ser utilizados, por exemplo, tomar o p r i -

meiro valor para A m , A ^ ' = 1; isto e normalmente usado quando m = 0, e tambem 

pode-se usar informacpes de A anteriormente determinados para prever u m novo valor, por 

exemplo, 

^(o) _ f A m _ i , se A m _ i < A m _ 2 ( l — 

m \ m i n ( l , 2 A m _ i ) , caso contrario. 
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0 metodo de Newton amortecido tem a vantagem de detectar falhas rapidamente, o 

que nao ocorre no metodo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Newton Completo (A = 1), e no caso de mais de uma solugao, 

apos encontrar a soluc,ao mais proxima do valor inicial s° , e possfvel retornar ao problema 

para procurar outras solucpes. 

3.3 - METODO DAS DlFERENQAS FlNITAS DE PASSO SlMPLES 

Neste metodo uma soluqao aproximada do P V C / E D O e encontrada pela resoluqao de 

u m sistema de equacpes algebricas resultante da substituicao das derivadas por quocientes 

de diferenqas na equacao diferencial dada, em uma malha I I previamente escolhida, e das 

condicpes de contorno que a soluc,ao exata deve satisfazer, obtendo uma soluc,ao discreta 

y j = y n ( x i ) . A soluqao aproximada yn{x) para todo x G [a, 6] pode ser determinada 

usando interpolacao. 0 metodo e denominado de passo simples quando a solugao em u m 

pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xi+x de I I depender apenas de informacpes sobre a soluqao no ponto x; da malha. 

A forma geral desse metodo para PVC de primeira ordem e encontrada resolvendo 

y ' =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f ( x , y ) em cada intervalo [ x i , x , + i ] da malha IT, substituindo a integral pela regra de 

integracao numerica, obtendo 

y ( x , + . ) - y ( x , ) = ^ a A ( i M 

onde e uma sequencia nao decrescente de pontos em [ x , , x , + i ] , e hi = x , + i — x^ 

e os OCJ sao parametros dependentes do polinomio interpolante usado para substituir f 

na integral, e k e o grau do polinomio interpolante usado na integracao numerica. A 

precisao da integracao depende da escolha dos pontos £ ; no interior do intervalo. Se 

forem considerados pontos da forma d = Xi + Pjhi, j = 1 , . . . ,k onde hi = x , + i — x, e 

0 < pi < • • • < pit < 1 e pi satisfizerem a condiqao de ortogonalidade 

, i * 

/ p(x) J ] ( x - P i ) = 0, p(x) eP3(s< k), 

onde P3 e espaqo das funcpes polinomiais de grau < s, entao a precisao do metodo sera 

0(h2k). Pontos determinados dessa forma sao chamados pontos de Gauss. 

E s t a b i l i d a d e do metodo: Considere o problema linear (2.3a), o operador diferencial 

linear 

Ly(x) = y ' ( x ) - A ( x ) y ( x ) , a < x < b, 
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e o correspondente operador diferenqa zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Lnyi = y,+\~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y ' - • ( y i , y < + 1 s **, f c < r . 

0 metodo das diferenqas finitas de passo simples ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA consistente de ordem 

p (p > 0), se para toda soluqao de y ' = A(x)y existem constantes c e h0 > 0 tais que para 

toda malha I I com h — maxi< ,< jv hi < / i 0 , se tenha zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r [ y ] = i m a x / | | r j [ y ] | | < c ^ , 

onde Tj[y] e o erro de truncamento local definido por: 

Ti[y] = Lny(xi) - Luyi, 1 <i < N. 

0 metodo e estavel se existe uma constante K > 0, ta l que as funcpes y n satisfazem 

l l y n l l < ^ , ^ a ^ , { l l 5 a y i + BbyN+1\l max \\Luyj\\}. 

l < i < A / + l I S J S " 

K tera valor moderado se a constante de condicionamento do P V C , k, tambem tiver. A 

soluqao aproximada sera convergente para a soluqao exata se 

max l ly j — y(x,)|| —» 0 quando h —* 0, 
l< i< iV+l 

e a convergencia ocorre quando o metodo de passo simples for consistente e estavel conforme 

Ascher et al.[1988]. 

Nessa classe serao estudados os seguintes metodos: imph'cito de Runge-Kutta e o 

da colocagao. Sera estabelecida a equivalencia do metodo imph'cito de Runge-Kutta com 

o metodo da colocagao para PVC de primeira ordem, como tambem para o metodo da 

colocagao para PVC de ordem superior. 

*A funcao V(yi,yi+\\Xi,hi) depende do metodo usado para determinar a soluqao 

do problema discretizado, por exemplo, usando formulas imph'citas de Runge-Kutta 

» ( y< ,y« . i ;*< . ft< )  =  E L i ftk,-, 1 < »  <  N. 
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3.3.1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Metodo Imph'cito de R u n g e - K u t t a . 

Este metodo usa avaliacpes da derivada da equacao diferencial 

y ' = f ( x , y ) 

nos pontos interiores do intervalo [ X J , X J + I ] da malha I I definida em (3.4) para determinar 

uma soluqao aproximada y n , da seguinte forma: Considera a equacao geral do metodo de 

passo simples zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k 

(3.14a) y , + 1 = y , + ^ ^ / ? > k i , l < i < ^ > 

; '=i 

it 

com kj = fij = f(xij, yi + hi ^ 0,7 f j f ) , 1 < j < k, 

/ = i 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xij = x, + Pjhi, 1 < j < k, I < i < N com 0 < p\ < p2 < • • • < / > * < 1. Os 

pontos Xij sao denominados pontos de colocagao. 

Considerando o caso linear, seja o PVC 

(3.14b) 
y' = A ( x )y + q (x ) se a < x < b, 

Bay(a) + Bby(b) = d, 

e a malha I I , a soluqao aproximada yn deve satisfazer as condiqoes de contorno Bayi + 

BbyN+\ = d e os pontos de coloca^ao em cada subintervalo da malha I I , ou seja, em cada 

intervalo [x , - ,Xj . f i ] , a soluqao aproximada deve satisfazer a formulagao de Runge-Kutta 

it 

(3.14c) y i + i = y,- + h{^2 Pj(A(xn)yn + q(*o))> 

onde 

k 

yij = y. + hi ^2<Xji(A(xu)yn + q ( x i ( ) ) . 

; = i 

Existem dois tipos de variaveis; os vetores y j , i = 1 , . . . ,N + 1, determinados nos 

pontos da malha I I , sao denominados variaveis globais e as variaveis, y y , t — 1 , . . . , N + 1 

e j = 1 , . . . determinadas no interior dos subintervalos, sao denominadas variaveis 

locais. 
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Eliminando as variaveis locais em (3.14c) tem-se: 

Jfc it 

(3.14d) y , + i = y , +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ht ] ^ 0 j ( i 4 ( x y ) ( y i + h{zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\^2aji(A(xu)yu +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q(x<,))) + q ( x y ) ) 

ou, ainda 

y . + i - y 

hi 

onde 

(3.14e) f y = A ( x y )(y< + / i j ^ « i i (^ (*<l )y« + q ( x i ' ) ) ) + q ( * y ) . 

Escrevendo (3.14e) na forma matr ic ia l , tem-se 

Wifi = Viyi + qi 

onde 

Wi = I - hi 

auA(xn) 

ajfciA(x,jk) 

<*ikMxn) 

<*kkMxik) 

" ^ ( X i l ) 1 til' 

_A(xik)_ Jik. 

q. = 

. q ( x i j t ) . 

onde Wi € lRnk*nk, V, G i R " * * " e f , ,q, € 2 R " * x l . 

Para hi suficientemente pequeno, existe W~x = / + 0(hi), e a expressao (3.14d) pode 

ser reescrita na forma 

(3.14f) 

onde 

y ,+ i = r{yi + ri, l<i<N, 

Ti = I + hiBW-lVi e ri = hiBWr1qi. e B = [^I 0kl] 

Adicionando as condiqoes de contorno, recai-se em u m sistema de equacoes algebricas como 

o do metodo do shooting mul t ip lo . Portanto, este metodo pode ser considerado como u m 
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metodo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting mul t ip lo onde as resolucpes dos PVIs , em cada subintervalo da malha 

I I , sao feitas pelo metodo de Runge-Kutta , ou que no metodo de shooting mul t ip lo , a 

integracao dos PVIs , de u m ponto de shooting paraoutro , pode ser vista como u m processo 

de eliminaqao de parametros locais. 

Para estabelecer a convergencia para o metodo imph'cito de Runge-Kutta , necessita-se 

de u m l imite para o erro global (a = ||y; — y,(x;)||) do t ipo e< < Kchp, h = maxj h{. 

Para estabelecer a precisao requerida faz-se a seguinte restriqao ao metodo: os pontos de 

colocacao pj,j = 1 , . . . , fc, sao distintos, ou seja, 

0 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pi < p2 < ••• < Pk < 1. 

Neste caso os valores otji e (3j sao determinados de maneira unica da seguinte forma: define-

se em cada subintervalo da malha I I , [ x j , X i + i ] , os pontos x , j = x,- + hipj e escreve-se y ' ( x ) 

como uma soma de interpolantes de Lagrange de ordem k mais o resto ^ , 

k 

(3.15a) y ' ( x ) = r y ' ^ O i i l V 1 ) + * ( x ) ' 

onde 

T U\ r i l < j V / « ; ( < ~ Pj) . , ^ , 
L l ^ ) = r r u—Tv 1^l^k 

iU<i*i<k(Pi ~ Pi) 

e o resto * ( x ) = y ' [ x i i , . . . , Xijt, x]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T j j L ^ x — xn), onde g[xn,... ,X ,* ,x ] e a A:-esima 

diferenqa dividida de g conforme Ascher [1986] e Ascher et al.[1988]. 

Portanto, 

y ( x ) - y ( x < ) = / y'(t)dt= I f(t,y(t))dt 

= £>'(*.») f x ( H ^ - ) + *(x))dx, 

e tomando 

f . i - y * ( * « ) 

e fr = J j L t i ^ i ) + *(*)) dx 

obtemos o metodo imph'cito de Runge-Kutta com 0j = fQ Lj(t)dt e otji = J Q
P j Li(t)dt, 
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A precisao do metodo tambem depende da escolha dos pontos de colocagao. Por 

exemplo, se os pontos escolhidos forem os pontos de Gauss a precisao do metodo sera zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(h2k). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

EXEMPLO 3.5 - Considere o P V C 3.1 

Tomando em (3.14a) k = 2 e p\ = J e p2 — |, tem-se x , i = x, - f e x , 2 = x, + 

onde Xi e u m ponto da malha I I : 0 < X\ < ••• < x^+\ < 1 dada, entao (3.15a) tem a 

forma Lx(t) = f f f e L2{t) = T 1 , e 0\ = 02 = J , c r n = « i 2 = - J , - |, a n = 0, 

As matrizes de (3.14e) sao 

• 1 
2 

0 hi i 

6 
r 0 1 ] 0 1 

w = 

hi A 2 

2 

0 

1 
2 ft,-

3 

hi A 2 

6 

1 

0 

0 
, v = 

A 2 

0 

0 

1 
, q. = 

( i - A ^ e 1 " 

0 
. A 

2 A 2 / i ; 
L .1 0 0 1 . . A 2 0 . - ( i - A 2 ) e I i 2 . 

3.3.2 - Metodo d a Colocagao p a r a P V C de p r i m e i r a ordem. 

Uma solugao aproximada y ( x ) de (2.1a) determinada pelo metodo da colocagao con-

siste em encontrar u m fungao yn(x) que coloca a solugao em pontos predetermindos do 

intervalo, denominados pontos de colocagao. 

Seja yn(x) u m polinomio de grau k + 1, definido em [ X ^ X J + I ] pelas condigoes de 

interpolagao 

yn(xO =y< = y (x . ) 

y'n(xij) = /(*o»y*i)» l < j < k 

onde x,j = Xi + pjh{, hi = x , + i - x,-, 0 < p\ < p% < • • • < pk < 1, Yij = Yi + 

hi E l « i ajl^iU Escrevendo yn(x) em termos de sua derivada 

yn(x) - y n ( x . ) = / y'u(t)dt 

e substituindo y'n(x) por (3.15a) e usando (3.14a) obtem-se 

y n ( z . j ) = Yij, 

yn(x ,+ i ) = y.'+i. 

Se a fungao polinomial for estendida para o intervalo [ X J + 1 , Xi+2] de forma identica, obtem-

se uma fungao polinomial por partes continua em x , + i . Estendendo para todo t , i = 

34zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UN I VERSI DADE FED ERAL DA PARAlBA 

P r 6 - R H t o r i a P a r a Assuntos do Interior zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Coordenncao Setor i al  de P6s-Graduag5o 

Rua Apr i g i o Veluso. 832 Tel  (083) 321 -7222-R 355 

58.100 - Campiua Uruude - 1'araiba 



1 , . . .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ,N, obtem-se uma fungao polinomial por partes contmua de ordem k + 1 (grau 

< k + 1) em [a, 6], que satisfaz a E D O nos pontos de colocagao, isto e: 

(3.16a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'nfao) = f (*«>yn(*y ) ) i 

y n ( z . j ) = y , > , 

e tambem as condigoes de contorno 

(3.16b) g(yn(a),yn(&)) = 0. 

A fungao pol inomial por partes, continua , y n ( x ) , que satisfaz a E D O nos pontos de 

colocagao (3.16a) e as condigoes de contorno (3.16b) e denominada solugao colocada de 

(2.1a). 

T E O R E M A . 0 metodo implicito de Runge-Kutta com as restriqoes: 0 < p\ < • • • < pk < 1 

e equivalence ao metodo de colocagao definido acima. Alem disso, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Yn(xi) = yi, y n ( z i j ) = yy» 1 < * < A7, 1 < j < k. A 

A existencia de u m solugao colocada, para problemas lineares (2.3a), y n ( x ) ou de 

Runge-Kutta , y n e garantida pelos seguintes resultados, demonstrados em Ascher et 

al.[1988]. 

T E O R E M A . A soluqao colocada de k estagios existe para o problema (2.3a) e e obtida de 

forma estavel. Alem disso, o erro e suas derivadas satisfazem: 

max ||en(*)|| < 0 ( h k ) e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r , < i < r , + i 

max \\e<j>\x)\\ = 0 ( f c * + 1 - ' ) ( £ ) ' - \ l<j<k, 

onde en(x ) = y n ( z ) — y ( x ) e h = maxj A 

T E O R E M A . Se o metodo de Runge-Kutta satisfaz as restriqoes dadas acima, entao a pre-

cisao e de ordem 0(hp) para o PVC linear satisfazendo A(x), q ( x ) € C^p\a, 6], portanto, 

\\yi-y(xi)\\ = 0(h'>), i<i<N 

e, tambem, nos pontos de colocagao 

- y(*ij)\\ = 0(hk") + 0(h>>). A 
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Pode-se observar, que parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h pequeno, o erro nos pontos da malha sao particularmente 

pequenos quando comparados com o erro nos pontos de colocagao para p > k + 1 e 

h = 0(hi). 

Considerando, agora, problemas nao lineares zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y ' = f ( x , y ) 
(3.17a) i 

g(y(a),y(6)) = o 

Uma solugao colocada, y n ( x ) , pode ser encontrada usando o processo de quasilinearizacao, 

descrito a seguir. 

Pelo processo de linearizagao em uma vizinhanga de uma solugao aproximada con-

hecida y ^ ( x ) , recai-se em um problema linear em z ( x ) , 

(3.17b) 

onde 

z ' - A ( x ) z = - ( ( y " 7 ( x ) - f ( x , y ^ x ) ) ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Baz(a) + Bbz(b) = -g(ym(a),ym(b)) 

d f ( x , y " ( x ) ) dg(ym(a),ym(b)) dg(ym(a),y™(b)) 

A { X ) ~ dy ' dy(a) ' " h " dy(b) 

e uma solugao aproximada da forma 

y m + » ( z ) = y m ( x ) + z ( x ) 

e procurada ate que ||z(x)|| satisfaga uma tolerancia dada, ou algum l imi te do numero de 

iteragoes for excedido. 

De acordo com Ascher et al.[1988] o metodo de quasilinearizagao e semelhante ao 

metodo de Newton e converge quadraticamente, se a aproximagao inic ial for suficiente-

mente proxima da solugao exata. 

T E O R E M A . Seja y ( x ) uma soiugao isolada de (3.17a) com as condigoes de suavidade ne-

cessarias. Entao, para cada estagio do metodo de colocagao, existem constantes positivas 

p e h0 tal que para toda malha com h <h0, tem-se que: 

i) Existe uma unica soluqao y n ( x ) para as equagoes de colocagao (3.16a) em uma 

regiao de raio p e centro y n ( x ) ; 

ii) A soluqao y n ( x ) pode ser obtidapelo metodo de Newton (ou quasilinearizagao), que 

converge quadraticamente, desde que a soluqao inicial dada y n ( x ) esteja suRcientemente 

proxima de y ( x ) ; 
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in) 0 erro estimado sera: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA|y.--y(*OII = 0 ( > i ' ) . i<i<N 

||yn(a : ) -y (x )|| = 0 ( / l f + 1 ) 4 - 0 ( ^ ) , x , < x < x , + 1 , 1 < i < N. A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

EXEMPLO 3.6 - Considere, novamante, o PVC nao linear do exemplo 3.4, e sua conversao 

em u m sistema de primeira ordem. 

' y i = i / 2 , 

y ' 2 = - e y \ 

onde y = 
Vi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V2 

y,(0) = y , ( l ) = 0 

, e f e g de (3.17a) tem a forma f (x ,y) 
V2 

. e y i e g = 
y i (o ) 

y i ( i ) 

soluqao aproximada em cada ponto da malha e representada por 

y r = 1 < t < N + 1 

e (3.17b) tem a forma, linear em z, 

z,-+i - z, _ 1 

hi 2 

1 01 

0 o Z l + 

0 1 

•e"" 0 
z. = 

0 0 

1 0 

-C,+\ y> -f(x,ym)), l<i<N, 
hi 

yjl 

. y*N+i. 

3.3.3 - Metodo d a Colocagao p a r a P V C de o r d e m superior . 

E m muitas aplicacpes, EDOs aparecem na forma de equagoes de ordem superior, e as 

vezes a transformagao dessas equagoes em sistemas de primeira ordem nao e conveniente. 

Considere o P V C / E D O de ordem superior ( m > 1), linear 

m 

(3.18a) Lu = u ( m ) - E c K x ) u ( / - 1 ) = g(x), a < x < b, 

i=i 

ou nao linear 

(3.18b) Nu = u(m) - f{x,u,u',... , u ( m ~ 1 ) ) = 0, a < x < b, 
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cuja solugao y ( x ) e denotada por: 

y ( x ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [u(x) u'(x) . . . u ( m - 1 > ( x ) ] ' ; 

e as condigoes de contorno 

(3.18c) BayzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a) + Bby(b)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = d. 

ou 

(3 . i8d)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( y( « ) , y( &) )  =  o , 

Assumindo a existencia de uma unica solugao u , e que os coeficientes C { ( x ) do operador 

linear L sejam suaves, entao u geralmente possui m derivadas continuas a mais que o termo 

nao homogeneo, q(x). Se q for uma fungao continua por partes, entao u 6 C ^ m _ 1 ^ [ a , 6]. 

Nesta segao sera apresentada uma versao do metodo da colocagao para E D O de ordem 

superior. De uma forma geral, dada uma malha I I em [a, b], o metodo da colocagao procura 

uma solugao colocada da forma: 

J 

(3.18e) u n ( x ) = E a > * > ( x ) ' a < x < 6, 
;= i 

onde $>(x) sao fungoes linearmente independentes conhecidas e definidas em [a, 6] e atj 

sao parametros que sao determinados pela exigencia de u n ( x ) satisfazer as m condigoes 

de contorno e a E D O nos Nk pontos de colocagao em [a, b], Pode-se dizer quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ttn(x) £ 

•Pit-fm,n H C ^ m _ 1 ; [ a , 6], isto e, 6 u m elemento de u m espago de dimensao J = N k + m 

que e gerado pelas fungoes $ i ( x ) , $ 2 ( x ) , . . . , ( 5 j ( x ) , onde P j t + m , n e o espago das fungoes 

polinomiais por partes, continuas em [a, b] de ordem k+m para algum k > m (grau < fc+m) 

e as fungoes $ ; ( x ) sao de classe C ^ m - 1 ' [ a , 6] (como a solugao exata). E m outras palavras, 

dada uma malha I I de [a, 6] e k pontos de colocagao em [x,- ,x,-+i] , onde x , j = x, + hiPj, 

0 < pi < p2 < • • • < Pk 5: 1, 1 < j < 1 < i ^ AT, a solugao colocada u r i ( x ) , e u m 

polinomio de ordem k + m em cada subintervalo de IT e deve satisfazer os Nk pontos de 

colocagao e as m condigoes de contorno. 

A eficiencia desse metodo depende de dois fatores. A escolha das fungoes bases, $ ; ( x ) 

de (3.18e) e da escolha da malha IT. As fungoes bases, como j a foi mencionado, sao fungoes 

continuas e polinomiais por partes. Nessa classe de fungoes serao destacadas as bases 

monomiais e as B-splines. 
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Bases Monomiais: Sao fungoes definidas usando uma representagao local de polino-

mios por partes, isto e, envolvem somente u m subintervalo da malha. 

A solugaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA un(x) da E D O (3.18), para x, < x < xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<+i pode ser expressa em termos de 

sua serie de Taylor nas vizinhangas de x, 

j =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V '* 

que pode ser reescrita como segue 

(3.19a) « n ( x ) = £ {* V i i + h? £*>( 

;'=l U ; ' ;=i 

onde 

y«> = M n " e y« = (y« ••• y«m), 

«•> = M " * 1 « n , ~ e z> - ( 2 ' i • • • 2 »*) ' 

y n ( x ) = [ u n , u n . . . u (
n

m - 1 ) ( x ) ] f , 

y n ( x i ) = Yi 

e seja 

m+j-l 

*;(*)=/ T~- iM> l < i < * > 0 < x < l , 

polinomios de ordem & + m satisfazendo $ j - ' _ 1 ^(0 ) = 0, 1 < / < m , 1 < j < k. 

Pode-se observar que tomando m = 1 recai-se no metodo imph'cito de Runge-Kutta 

para u n ( x , + i ) . 

Reescrevendo o problema linear (3.18a) com a solugao un definida em (3.19a), tem-se 

Lun(x) = - £ c,(x) £ y „ + * T £ L * > ( ^ ) * y 

1=1 ; = l ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA > ' ;=1 ' 

e, nos pontos de colocagao x t J = Xj + ^ i P j , tem-se a seguinte notagao matr ic ia l 
(3.19b) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA qj =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [q(xn) ... q(xikzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)Y, e VJt X m> Wkxk sao matrizes com elementos 

vrj = ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 _ ^ c / ( x i r ) - ^ j — — , 1 < r < A;, 1 < ; < m , 

m 

«>rj = * j m ) ( P r ) - £ c , ( x i r ) ^ r + 1 ' ' * i ' " , ) ( ^ ) , 1 < r , j < fc, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

'=1 

respectivamente. 

Para estabelecer as condigoes de continuidade da solugao u r i ( x ) , avalia-se u n ( i ) e suas 

m — 1 derivadas em x — x,+ \ por (3.19a), e iguala os valores correspondentes a 

(3.19c) y j + i = Cyi + Dzt, l<i<N 

onde Cmxm e uma matriz triangular superior com elementos 

h[~T 

cn = T" 7 " 5 —\v 3 - r 1 - r - m ' 

0 - r ) ! 

e DmXk e uma matriz com elementos 

drj = h J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn + 1 - r * J . r _ 1 ) ( l ) , l < r < m , l < J < i b . 

As restrigoes da solugao sao completadas pelas condigoes de contorno 

Bay\ + BbyN+i = d . 

Conceitualmente, este processo e o metodo imph'cito de Runge-Kutta nao apresentam 

diferengas; portanto, o proximo passo e eliminar variaveis locais, como foi feito no metodo 

de Runge-Kutta . 

Pode-se observar que, quando h —• 0, 

w 

onde a matr iz W ( 0 ) e uma matriz de Vandermonde. Portanto, para / i , pequeno, W e nao 

singular e 

V T - 1 = w-'w + oihi). 

Usando (3.19b,c) pode-se eliminar Z,-, obtendo 

y ,+ i = r.y,i + r,- l ^ i ^ A 7 , 
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onde 

r ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = C-DW~1VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, Ti = Dw-xm 

C = I + 0(hi) e D = 0(hi) 

Novamente, recai-se em u m sistema de equaqoes lineares em u n ( x ) e suas m — 1 

primeiras derivadas nos pontos da malha. Apos obter y , pode-se obter z, e, entao, a 

solugao u n ( x ) . 

EXEMPLO 3.7 - Considerando P V C linear do exemplo 3.1, 

( u" = \2u + (l-\2)ex, 0 < x < 6 , 

\ u(0) = 1, u(6) = e\ 

Tomando uma malha de N subintervalo, com N = 1, e k = 3 pontos de colocaqao, tem-se 

* i> = Ph 0 < p i = J < p 2 = | < / » 3 = t < l e / » i = l . 

A solugao 

w = E 
( » - » i ) H 

com $ j ( i ) = (f^j)7> l < J < f c , 0 < f < l , deve satisfazer a E D O nos pontos de colocagao, 

isto e, 

un(pi) ~ ^2un(Pi) = (A 2 - l ) e p i , 1 < i < 3. ou seja 

£ - A 2 ( £ jf^Vij + JT UPiM = (A 2 - 1) e " , 

onde as matrizes V3X2>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ 3 x 3 dadas em (3.19b) tern a forma 

W = 

i L _ \ 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 L _ \ 2 
1 2 ! 2 2 

1 9 _ \ 2 

2 ! 4 2 

:A 2 

3 ! 4 3 

- L A 2 

•A2 

4 ! 4 4 

- L A 2 

3 ! 2 3 2! 2 s 4 ! 2 4 

" r A 2 

3 ! 4 3 ^ 2 ! 4 2 4 ! 4 4 

e as condigoes de continuidade em x , + i 

• ' - A 2 
— A 2 • 

4 

, v = - A 2 
— A 2 

2 

- A 2 
— 3 A 2 

4 J 

1 

«n (*a ) = £ r - _ l V y i j + 2 3 * i ( l ) * i i 
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j = i 

gerando as matrizes C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 x 2 e D 2 x 3 dadas em (3.19c) tern a forma 

C = 
1 1 

0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
D = 

1 I j _ 

2 f 2,4 

2 6 J 

OBSERVAQAO. A representacao (3.19a) para ur i (x ) nao e lim'ca. Outras escolhas de 

podem ser consideradas, desde que $ j ' - 1 ) ( 0 ) = 0, 1 < / < m , 1 < j < k. Por exemplo, $ 

pode ser de£nida de tal forma que ^m\pr) = 6jr, 1 <j,r < k. Neste caso, Zij = un(xi>) 

e, para m = 1, tem-se, $j(pr) = a r > e $>(1) = /?,-. Ou ainda, pode-se definir $ tai que 

$ y — 6j-it+m,rt 1 < j> r < A:. O importance nessa escolha e que a matriz D de (3.19c) 

seja simples conforme Ascher [1986]. A 

0 problema (2.19) pode ser convertido em u m sistema equivalente de primeira ordem, 

se os mesmos k pontos de colocagao forem usados. Cada componente de yn(x) e uma 

fungao polinomial por partes conti'nua de ordem (k + 1). 0 numero de parametros livres 

em y n ( x ) , antes de satisfazer as condiqoes de continuidade e de colocagao sera Nkm, 

enquanto que de uri(x) e somente N(k + m ) . Portanto, usar o metodo para manusear 

diretamente equagoes de ordem superior e mais eficiente conforme Ascher et al.[1988]. 

Mas pode-se usar a teoria j a desenvolvida para sistemas de equagoes de primeira 

ordem, uma vez que existe a equivalencia. Esta provado em Bader e Ascher [1987] que 

assumindo a existencia de inteiros p > k > m tais que se o problema (3.18a,c) seja bem 

condicionado (isto e, o sistema equivalente de primeira ordem tenha uma constante de 

condicionamento de valor moderado), tenha coeficientes em C ( p ) [ a , 6 ] , tenha uma umca 

soluqao u(x) em Cp+m[a, b] e os k pontos de colocagao p\,... ,pk sejam os pontos de Gauss. 

Entao para h pequeno o metodo de colocaqao descrito acima e estavel com constante de 

estabilidade ckN, onde c e uma constante de valor moderado, e tern uma unica soluqao 

u n ( i ) . Alem disso, as seguintes estimativas de erros valem para os pontos da malha 

(3.20a) \\u(j){x)-u(
n

j)(xi)\\ = 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(hp), 1 < j < m - 1, 1 < * < iV + 1, 

e para qualquer x em [a,b], 

(3.20b) 

||ttU>(«) - uil\x)\\ = / l ? + m - ' u < * + » ( x i ) P ( i ) ( f - = - ^ ) + 0 ( n f + m " > + 1 ) + 0{h>), 
h{ 

Xi < x < Xi+\, 1 < i < ./V, 0<j<k + m — 1, 
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°nde p(t) = wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ry loit -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e r - 1 uL(t - Pi)dt. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Considere, agora, o problema nao linear (3.18b,d). Dada uma soluqao inicial u n ( x ) , e 

resolvendo, repetidamente, o problema linearizado, 

f u > ( m ) " £ / = ! u^ | - 1 >(« ) , = - [ u n
m ) ( x ) - / ( x , y n ( x ) ) ] , a < x < 6, 

\ B«z(a) + B 6 z (6 ) = - g ( y n ( a ) , y n ( 6 ) ) , 

onde, z (x) = [w(x) w'(x) ... u / m _ 1 ) ( x ) ] t , 

o a g ( y ( a ) , y ( 6 ) ) ^ ( y ( a ) , y ( & ) ) 

a " dy(a) B b ~ dy(b) ' 

uma soluqao aproximada da forma 

y n + 1 ( ^ ) = y n ( ^ ) + zn (x ) 

e procurada ate que ||zn(x)|| satisfaqa alguma tolerancia dada. 

Esse metodo de quasilinearizagao e assegurado em Ascher et al.[1988] que converge 

quadraticamente, desde que a aproximacjao inicial seja suficientemente proxima de u (x ) , 

como j a foi mencionado no estudo de sistemas de primeira ordem. 

EXEMPLO 3.8 - Considere, novamente, o P V C nao linear 

J u " + e u = 0, 0 < x < 1, 

I u(0) = u ( l ) = 0, 

usando o metodo de quasilinearizacao obtem-se 

w" + eu w = -{u" + e u ) , 0 < x < l , 

w(0) = w(l) = 0. 

que e u m problema linear em relaqao a i f . 

Tomando uma malha de N subintervalo, com N = 1, e k = 3 pontos de colocagao, 

tem-se x\j = pj, Q<p\ = \<p2 = \<pz = \<\eh\=\. 

As matrizeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V3 X 2 , ^ 3 x 3 dadas em (3.19b) e as matrizes C 2 X 2  e - ^ 2 x 3 dadas em 

(3.19c) sao identicas as do exemplo 3.7, uma vez que a parte homogenea dos problemas 

difere apenas por uma constante. 

Bases B - S p l i n e s : Aproximar a soluqao un por B-splines de ordem k + m , usando 

colocagao, significa determinar uma funqao no espago Pk+m,n que satisfaga as condigoes 
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de continuidade requeridas e as equagoes de discretizagao (de colocaqao) relacionadas com 

a solucao exata da E D O , L u n ( x I ; ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q{j e 5 a y n ( a ) + Bbyu(b) = d , ou seja, deve-se 

encontrar funcpes tais que u n ( x ) = ] C ^ . * + m recaindo em u m sistema linear 

Aa. = b , onde A e uma matriz banda. 

De acordo com de Boor [1978], para gerar uma base de splines de ordem k + m (B-

splines) para o espaqo Pk+m,u define-se uma sequencia { £ > } * l ^ + 1 ^ + 2 m nao decrescente a 

part i r de uma sequencia estritamente crescente IT = { x ^ } , ^ 1 de ta l forma que 

i )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *1 < *2 < - ' • 5:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tk+m < X\ e X / v - H < t\ik+m + \ < 1 ' 1 < * (N- r - l ) f c + 2 m > 

i i ) para i = 2 , . . . , N, X ; ocorrem A; vezes em {tj}Ij!=k+m+i-

Define-se a i-esima B-spline de ordem k + m para uma sequencia nao decrescente 

# i = • B l i j t + m , n ( x ) = (ti+k+m - ti) (• - x ) * + m _ 1 [ti,... ,ti+k+m] 

para todo x 6 iR, onde 

p[<i, , . . . , l\+jfc+m] e a (k+m)-es ima diferenqa dividida de p, 

(t — x )+ = m&x{t — x, 0} 

e (ty+ = (t+y. 

Propriedades: 

1. B{ possui u m suporte pequeno, isto e, B{(x) = 0 para todo x ^ [<;, r , + f c + m ] ; somente 

k + m B-splines em qualquer subintervalo [ < j , f J + i ] estao em seus suportes, ou seja, 

Bi(x) ^ 0, x € i = 1, • • • , k + m. 

3. Bi(x) > 0 para todo x G ( t 1 , - , < t + j t + m ) (isto e, 5 , e positivo em seu suporte). 

Uma funqao spline de ordem k -\- m e qualquer combinagao linear de B-splines de 

ordem k + m para a sequencia de pontos {ti}. 

Uma das vantagens de B-splines e o fato das condigoes de continuidade j a estarem 

embutidas, resultando que somente as equaqoes de discretizaqao devem ser satisfeitas ex-

plicitamente. Outra vantagem e o seu pequeno suporte compacto, e tambem que alguns 

B-splines e suas derivadas sao independentes da malha, facilitando com isso sua avaliaqao. 

Infelizmente, as matrizes de discretizagao para E D O de ordem superior possuem numero 

de condiqao com u m rapido crescimento com o refinamento da malha conforme Ascher et 

al.[1983]. 
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EXEMPLO 3.9 - Considerando o PVC do exemplo 3.1, 

f u " = A J u + ( l - A V , 0 < x < 6 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I " (0 ) = 1,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u(b) = eb, 

uma soluqao usando B-spline tem a forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Nk+m 

u n ( x ) = aJ$j(x)' 

tomando k = 3 e N = 2, Nk + m = 8 e {t}}$=!~1)<:+2m, onde tx = • • • = t5 < 0 < t6 = t7 = 

<8 = \ < 1 = tg = - * - = ^13-

A solugao usando B-splines de ordem k + m = 5, sera 
8 

uU(x) = ^ a > 5 i ) 5 i n ( x ) , 

entao em cada ponto de colocagao 

8 8 

i=\ j=\ 

as condigoes de contomo 

8 8 

E « ; % , n ( » ) = 5>>£i ,6 ,n( l ) - 0. 

gerando = 9, de Nk + m equagoes com Nk + m variaveis, onde a matr iz A e uma 

matriz de banda. A 

3.3.4 - E s c o l h a d a M a l h a 

Como j a foi mencionado, a eficiencia do metodo das diferengas finitas depende da 

escolha da malha usada na discretizaqao do problema. Essa escolha deve ser ta l que o erro 

de discretizagao seja controlado preservando a estabilidade do metodo. 

Existem estrategias para essa escolha, por exemplo, pode-se fixar uma malha i n i -

cial e refinar essa malha ate obter uma solugao com a precisao desejada, esse refina-

mento podera conter pontos prefixados ou simplesmente ser a duplicagao da malha cor-

rente. Estrategias mais complcxas poderao ser usadas, como a implementada nos pacotes 

COLSYS e C O L N E W , denominada metodo direto, descrito a seguir. Dado u m esquema 
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de discretizagao e uma solugao inicial , determina-se uma nova malha a par t i r da solugao 

corrente, e resolve-se o problema na nova malha, repetidamente, ate que uma tolerancia 

de erro seja satisfeita. 

Por exemplo, considere o problema nao linear (3.18b) e assuma a existencia de uma 

soluqao isolada y ( x ) . Tomando a solugao inicial y n , a malha deve ser escolhida de ta l forma 

quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N seja pequeno e o erro t{ = m a x x < < x < x , + 1 ||yn(x) — y(x)|| satisfaga a tolerancia dada. 

Para definir a nova malha I I * , a part i r de uma soluqao corrente y n ( x ) e uma malha 

corrente I I , define-se uma funqao $ ( x , y ( x ) ) , denominada funqao de controle, com derivadas 

parciais continuas em uma vizinhanga de raio p de y ( x ) , a < x < b, e $ ( x , y ( x ) ) > 8 > 0, 

para todo x € [a, 6] e para todo 6. E diz-se que a malha IT esta equidistribuida com respeito 

a se existe alguma constante A tal que + 1 $ ( x , y(x)) dx = A, 1 < i < N, A =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JJ onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 = / > ( x , y ( * ) ) d * . 

onde Ci = m a x 0 < « i p ( 0 ( l + 0(h()) para p definido em (3.20b). 

$ ' (x , v (x ) ) = \v'(x)\*+m . 

Como p ( * + m _ 1 ) ( § ) = 0, tem-se 

v[Si+k) = u { * + m ) ( * ; + I ) - u^\x, + I ) + 0{h]), l<i<N, 

e entao v'(x) = u^k+m^(x)(l + 0(h)) e uma aproximagao da funqao de controle |u( f c + m ) | *+m 

de ordem h, e ainda, v'{x) e uma fungao constante por partes e 

e facil de ser calculada. Considerando a integral 

(3.21a) 
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e a funqao 

(3.21b) 

pode-se determinar XjzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+i a part i r de Xj , fazendo 

(3.21c) 

Uma soluqao colocada y n ( x ) , em uma malha I I * determinada por (3.21) comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N = 

3.4 - M E T O D O D O S E L E M E N T O S F I N I T O S : M E T O D O D E R I T Z 

A ideia basica deste metodo consiste em encontrar u m espaqo conveniente de funqoes 

que se aproxime do espaqo da soluqao exata do P V C / E D O , e escolher a soluqao aproxi-

mada que minimize u m funcional sobre o espaqo de soluqoes aproximadas. A formulaqao 

variacional do P V C incorpora as caracterfsticas do problema. As funqoes de aproximaqao 

sao, normalmente, polinomiais por partes (Splines) definidas em alguma malha do domfnio. 

Considere o P V C / E D O de segunda ordem ( Problema de Sturm-Louvi l le ) 

\\yh-y\\<C(-)k+m(l + 0(h)) + 0(h2k), onde C = m a . x ||P(0||. 

Lu(x) = -(p(x)'u)' + q(x)u = f(x) 

com as condiqoes de contorno 

u(a) = 0, e u(b) = 0 

com p > 0 e q > 0, que possui uma unica soluqao u. 

0 metodo de Ritz trabalha diretamente com a formulaqao variacional do problema, 

ou seja, a equaqao Lu = / e relacionada com o funcional quadratico 

(3.23a) / ( v ) = ( L t ; , t ; ) - 2 ( / , t ; ) 

onde 
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0 funcionalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I(v) deve ser minimizado, ^ ^ | u = u = 0, e v = u se e somente se 

Lu = f. Portanto, o problema de resolver Lu = f e equivalente a minimizar I , ambos 

produzindo a soluqao procurada, u. 

Construindo I(v) para o problema de Sturm-Louvil le dado obtem-se; 

= / (-pv')' + qvdx - 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f fvdx 
Ja J a 

integrando por partes e usando as condiqoes de contorno tem-se 

I(v) = I \p(v')2 + qv2 - 2fv] dx 
J a 

para qualquer v 6 C " ' [ o , 6]. 

Para determinar a soluqao, o metodo de Ritz considera u m espaqo de dimensao finita 

que e u m subespaqo de C^[a, b) e procura uma funqao un que minimize I(y) e que satisfaqa 

as condiqoes de contorno, ou seja, a funqao un deve ser ta l que I{u) = minJT(u) para todo 

v 6 CQ [a,b] = {v G C^[a,b],v(a) = v(b) = 0} . Seja I I uma malha em [a,b] e P£ n , o 

espaqo das funqoes polinomiais por partes de ordem k em C^' _ 1 ^[a, b] e nulos nos extremos 

do intervalo (P^ n , C C^' _ 1 ^[a,6]) . Escolhe-se uma base {^j(x)}J
=1 paraPjj? n , e escreve-se 

vn(x)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = SISBzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI aj$j(x) P a r a qualquer vu(x) 6 Pk,n,l-

A soluqao uu(x) = y^j—] Sj$}(x) que minimiza I , ou seja, que torna dg^i) = 0, 

1 < j < J e determinado pela resoluqao do sistema linear 

(3.23b) A a = f, 

onde a = [«i . . . Sj]1 e A e f sao: 

A = [ a 0 ] , a 0 = / (p(«)«S(x)ft}(«) + q(z)9i(x)*j(x)) dx 1 < « ' , ; < J e 
J a 

f = [ / i ••• &] ' , fi = I f(x)*i(x)dx. 

J a 

Assumindo uma suavidade apropriada nos coeficientes da E D O , Ascher et al.[1988] mostra 

que para quaiquer inteiro n > 1, / > n, a soluqao de Ritz Un(x) G P 2° n n , satisfaz 

| u n - u | = 0 ( / i 2 n ) . 
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EXEMPLO 3.10 - Seja o PVC linear 

( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-u" + u = x2 - § - 2, 0 < x < 0.5 

u(0) = u(0.5) = 0 

com soluqao u (x ) = x2 — f . 

Considerando uma malha de ./V = 5 subintervalos com h{ = 0.1 para todo t 

e funqoes ^ 1 ( denominadas elementos lineares) definidas por 

= 1 , . . . ,5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z-Xj-\ 

h ' 
< x < x,-, 

XfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA < X V Xi-f-i , 

0 caso contrario, 

que formam uma base do espaqo das soluqoes aproximadas, resultando em u m sistema 

linear A a = f, onde a matriz A tern elementos 

./x,_i ./x, 

f tern elementos 

/ . = / ' / * , - ( x ) d x + / / * , - ( * ) dx, 

E o sistema (3.23a) tem a forma 

20.067 -9.983 0 0 

-9.98 20.067 -9.98 0 

0 -9.983 20.067 -9.983 

0 0 -9.983 20.067 

" -0 .203 ' 

a2 -0.205 

013 -0.205 

.a4. . - 0 .203 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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4 - I M P L E M E N T A Q O E S 

Neste capftulo serao descritas e analisadas as implementaqoes disponfveis dos metodos 

descritos no capftulo anterior. Os metodos cujas implementaqoes nao estao disponfveis 

foram implementados apenas para fins de comparaqao e estudo do comportamento dos 

mesmos. Serao analisados os seguintes pacotes: MUS - pacote para resoluqao de P V C / E D O 

de primeira ordem usando o metodo dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting mul t ip lo com tecnica de marcha e reorto-

gonalizaqao; COLSYS e C O L N E W - pacotes usando o metodo da colocaqao para resoluqao 

de P V C / E D O de ordem superior. 

4.1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l M P L E M E N T A g 6 E S E F E T U A D A S 

Foram implementados os seguintes metodos para P V C de primeira ordem: super-

posiqao e superposiqao reduzida com shooting simples e superposiqao com shooting mul t ip lo 

nas versoes padrao, padrao com compactaqao e usando reortogonalizaqao nos pontos de 

shooting, para problemas lineares; shooting mul t ip lo padrao para problemas nao lineares 

e o metodo dos elementos finitos para PVC de segunda ordem. Para resolver os PVIs nos 

metodos do valor inicial foi usado o pacote EPISODE - desenvolvido por C. D. Byrne e A. 

C. Hindamarsh, Argonne National Laboratory, traduzido e adaptado por M . T . H a t t o r i , 

D S C - C C T - U F P B , e para resolver o sistema linear resultante da discretizaqao do problemas 

usou-se as rotinas D C O M P e DSOLVE do S E D A N , uma biblioteca de rotinas numericas 

para o ensino de calculo numerico desenvolvida pelo Departamento de Sistemas e Com-

putaqao. 

4.1.1 - Implementaqao do metodo do shooting s imples 

A implementaqao deste metodo foi feita segundo a descriqao dada no capftulo 3, §3.1. 

A l g o r i t m o 4 . 1 - Superposiqao com Shooting Simples 

Entrada: U m P V C / E D O linear de primeira ordem 

J y ' = A(x)y + q ( x ) , se a < x < b, 

{ 5 a y ( a ) + B 6 y ( 6 ) = d, 

especificado de acordo com as exigencias do pacote para resoluqao dos PVIs , (ver apendice 

2) e uma malha de pontos de safda (o < X\ < x 2 < • • • < x j < 6). 

5 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Saida:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA soluqao do problema nos pontos de saida fornecidos. 

1 - Resolver os PVIs . 

f Y'{x) = A(x)Y(x), r v'(x) = A(x)v(x) + q(x), 

I Y(a) = 1, \ v(a) = 0, 

para determinar Y(b) e v(6) . 

2 - Construir a matriz Q e o vetor d conforme (3.2a,b) 

3 - Determinar s, resolvendo o sistema Qs = d, 

4 - Obter y (a) = s por (3.1a) 

5 - Integrar o P V I 

f y ' ( x ) = A(x)y(x) + q (x ) , 

I y (a) = s, 

obtendo a soluqao nos pontos de saida predeterminados. 

No passo 1 exigiu-se que a matriz soluqao fundamental satisfizesse a condiqao 

||y"(x)|| < J - " , onde Tol e a tolerancia dada, e no passo 3 que a matr iz Q do sistema 

Qs = d fosse bem condicionada. 

0 algoritmo usado na implementaqao do metodo da superposiqao reduzida, usado para 

PVC com condiqoes de contorno separaveis e identico ao usado em superposiqao a menos 

da determinaqao das condiqoes iniciais Y(a) de (3.3b) e v (a ) de (3.3c). Para determinar 

esses valores iniciais usou-se a rot ina D Q R D C - traduzido e adaptado por M . T . H a t t o r i 

D S C - C C T - U F P B , que ut i l iza a transformaqao de Hauseholder para fazer a decomposiqao QR 

da matriz Ba\ obtendo as matrizes H e R dadas em (3.3d,e). 

4.1.2 - Implementaqao do metodo do Shooting M u l t i p l o 

E m todas as versoes do metodo do shooting mul t ip lo a malha e fixa, isto e, os pontos 

de shooting sao predeterminados. Se ocorrer erro devido ao crescimento da soluqao em u m 

intervalo da malha, o usuario deve fornecer uma nova malha e recomeqar a resoluqao do 

problema. 

0 controle de erro na resoluqao dos PVIs e feita pela propria rot ina E P I S O D E de 

acordo com a tolerancia dada. 0 controle no crescimento da soluqao fundamental Y{ e 

feito da mesma forma que no metodo do shooting simples em cada intervalo da malha 

dada. 

A l g o r i t m o 4.2 - Metodo da Superposiqao com Shooting M u l t i p l o 

Entrada: U m P V C / E D O linear de primeira ordem como no algoritmo 4.1 e uma malha I I 

de N + 1 pontos de saida (ou pontos de shooting). 

51 



Saida:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a soluqao do problema nos pontos de saida fornecidos. 

1 - Para % = l,«-< ,N 

1.1 - Resolver os PVIs . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y>(X) m A(X)Yi(x), r v' ,(x) = A ( x ) v , ( x ) + q ( x ) , Xi<X<Xi+1 

I K C x O - f l , 6 l v , ( x , ) = 0, 

para determinar Y i ( x , + i ) e V J ( X J + I ) . 

1.2 - Construir a matriz A e o vetor d de (3.5e). 

2 - Determinar s resolvendo o sistema As = d. 

3 - Obter y i ( x , ) por (3.5h) 

A implementaqao do metodo do shooting mul t ip lo padrao segue o algoritmo 4.2 com 

F{ = I para todo i = 1 , . . . , N conforme descrito no capftulo 3, §3.2. 

No metodo de shooting mult ip lo usando compactaqao, para determinar o vetor de 

paramentros s, o passo 1.2 e 2 do algoritmo 4.2 sao modificados para determinar as soluqoes 

fundamantais e r , usando (3.7b,c) respectivamente e armazenando essas soluqoes para 

todo i . Monta e resolve o sistema (3.7d) para determinar o vetor Sj e determina ŝ  por 

(3.7a). 

0 metodo de shooting mul t ip lo com reortogonalizaqao difere do metodo padrao apenas 

na resoluqao dos PVIs homogeneos do passo 1.1 do algoritmo 4.2, onde os dados iniciais 

do ( i - f l ) -es imo intervalo da malha sao determinados pela decomposiqao da soluqao funda-

mental do i-esimo intervalo, isto e, efetua uma decomposiqao QR de Y i ( x i + 1 ) obtendo as 

matrizes F{+-[ e T^. Para iniciar o processo considerou-se a matr iz F j = / . 

Na implementaqao de problemas nao linerares, as matrizes iniciais F, = I , para todo 

i, em (3.12e) e a soluqao aproximada inicial e nula, ou seja, Sj = 0, para todo i, e u m valor 

de s e considerado aceitavel se ||F(s)|| < To/ , onde Tol e a tolerancia dada. 

A l g o r i t m o 4 .3 - metodo do shooting mult ip lo para problemas nao lineares 

Entrada: O P V C de primeira ordem 

j y ' = f ( x , y ) , se a < x < 6, 

l g ( y ( a ) , y ( & ) ) = o, 

uma malha IT de N - f 1 pontos de safda (ou pontos de shooting) e uma aproximaqao inicial 

para a soluqao. 

Saida: A soluqao do problema nos pontos de malha fornecidos. 

1 - Para i = !,••• ,N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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1.1 - Resolver os PVIs zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f y-(x) = f(x,y,) , x, <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x < xi+i 

I y,(xO = s„ 

para obter os vetores soluqao y,(x; s). 

2 - Verificar se ||F(s)|| < Tol, F(s) dado por (3.12c); se a condiqao for satisfeita, pare. 

3 - Montar a matr iz F'(x) = 

3.1 - montar as matrizes A, Ba e Bb dadas em (3.11c,d), 

3.2 - resolver os PVIs (3.12e), 

4 - Resolver o sistema F ' (x ) r =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —F(x), 

5 - Determinar s m + 1 = s m + r , 

6 - Voltar para 1. 

4.1.3 - I m p l e m e n t a q a o do M e t o d o dos E l e m e n t o s F i n i t o s 

Foi implementado o metodo de Ritz para P V C / E D O de segunda ordem conforme ca-

pftulo 3, §3.4, para determinar a soluqao, em uma malha I I previamente definida; un(x) — 

Ylj=\ S j $ j ( x ) minimiza o funcional I dado em (3.23a) resultando na resoluqao do sistema 

linear 

A a = f, 

onde a = [ 6 / i , . . . , a j) e A e f sao: 

A = ( a i ; ) , aij =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j (p(x)$',(a:)$' ;(x) + g (x)$ , (x)$ ; (x)) dx 1 < i,j < J e 
J a 

f = ( / l , . . . fi= f" f(x)$t(x)dx. 
J a 

E m uma malha I I de N subintervalos definem-se as funqoes usando elementos 

lineares ou usando splines cubicos. 

Para resolver as integrals foi usado a rot ina GQ do S E D A N , que usa quadratura de 

Gauss-Legendre de ordem n , 2 < n < 20. 

0 metodo de R i t z com elementos l i n e a r e s : As funqoes { ^ i } ^ 1 s a o definidas por 

H j x , _ i < x < x,', 

^ t ^ , X i < X < X i + l , 

0 caso contrario, 
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formam uma base do espaqo das soluqoes aproximadas, resultando em u m sistema linear zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A a = f, onde a matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A tern elementos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a'j= z2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA /  ( P * J * { + « * * * < ) < * * > 

se i — 1 i < j < i + 1, 

se 1 < i < N - 1 =» i - 1 < ; < i + 1, 

se t = N — 1 => i - 1 < j < n - 1, 

e f tem elementos 

_ L / > r * + i 
, = £ / / * i ( x ) r f * . 

fc=i-l •'«» 

0 metodo de R i t z com S p l i n e s cubicos : As funqoes {2?_i , f?o, . . . , B^, B\r+i) 

formam uma base para os splines cubicos onde 

Bj(x) = I 

ft3 , se Xj-2 ^ x v X j _ i , 

1 + f (x - X j _ i ) + £ ( x - X J - J ) 2 - jg(x ~ Xj-i)3 se X j _ ! < x < X j , 

se xj v x ^ Xj^_j, 

( z j + 2 - l ) 

/ l 3 

I 0 

Se Xj + \ < X < X j - r 2 i 

caso contrario. 

As funqoes vu devem satisfazer as condiqoes de contorno 

vu(a) = vn(b) = 0. 

Uma base {$ , }•_ , definida por 

* 0 ( x ) = 5 0 ( x ) - 4 5 _ 1 ( x ) , 

$ 1 ( x ) = 5 0 ( x ) - 4 B 1 ( x ) , 

9j(x) = Bj(x), para 3 < j < N - 2, 

$ y v - i ( x ) = 2?JV(X) - 4 5 / v _ i ( x ) , 

$ /v(x) = B w ( x ) - 4 5 N + 1 ( x ) , 

gera o espaqo das funqoes u n , recaindo em u m sistema linear A a = d , onde a matr iz A 

tem os elementos 

* l-Xk + l 

Qij = 22 (p$'j$'i +q$j$i)dx, com 

k=aJx» 
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o = 0 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b = m i n { j + 1, i + 1} se 1 < i < 3 e 1 < < i + 3, 

a = m a x { j - 2, i - 2} e b = m i n { j + 1, i + 1} se 4 < i < N - 3 e i - 3 < j < i + 3, 

a = m a x { j - 2, i - 2} e b = N - \ se N - 2 < i < N e i-3<j<N 

e azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f tem elementos 

/ • = E / 

4.2 - O P A C O T E M U S 

E uma implementaQao do metodo de shooting mul t ip lo para resolver sistemas de 

P V C / E D O s de primeira ordem, nao n'gidos, usando reortogonalizaQao nos pontos de 

shooting, usando a tecnica de marcha para determinar os pontos de shooting e compactaQao 

para determinar o vetor em (3.8a) e r em §3.2.1. 0 codigo foi escrito por R . M . M . 

M a t t h e i j , G . W . M . Staarink, Economisch I n s t i t u u t , Katholieke Universiteit , 

Nijmegen, The Netherlands. 

Sera descrito como a reortogonalizaQao e implementada, como os PVIs sao resolvidos, 

como os pontos de saida (pontos de shooting ) sao escolhidos e como e feita a escolha da 

matriz ortogonal Fi dada no capftulo 3, §3.1.2. 

4.2.1 - ReortogonalizaQao 

Para formar u m algoritmo estavel e necessario controlar o crescimento das soluqoes 

fundamentals, em cada intervalo da malha I I , e quando alguma tolerancia for excedida u m 

novo ponto da malha sera considerado e as colunas de Y j ( x i + i ) serao reortogonali-

zadas. Ao fazer a reortogonalizaqao, havera u m desacoplamanto das soluqoes crescentes e 

decrescentes, permit indo com isso, construir u m algoritmo estavel. Dada uma matr iz F\ e o 

primeiro subintervalo de uma malha de pontos de saida [x\r Xg], determina-se a soluqao fun-

damental F i ( x 2 ) satisfazendo Y\(xi) = F\ conforme mostrado no capftulo anterior §3.1.2. 

Decompoe-se YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\(x2) = F^Ti, onde F2 e ortogonal e T\ e triangular superior, tomando 

agora F2 como a matriz inicial no proximo intervalo da malha. De uma forma geral em 

u m subintervalo fx,, Xj+j ] determina-se V ^ x ^ i ) satisfazendo Yj(xi) = F{ e decompoe-se a 

matriz F i ( x 1 + 1 ) em u m produto de matrizes, uma ortogonal e outra tr iangular superior; 

a matriz ortogonal F ;+ i e usada como valor inicial no proximo subintervalo e a matriz 

triangular superior f , e usada para selecionar o proximo ponto de shooting. 
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4.2.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Resoluqao dos P V I s 

A resoluqao dos PVIs e a parte basica deste metodo. E m MUS e usado o metodo 

de Runge-Kutta-Fehlberg de quarta e quinta ordens (ver apendice 1). Primeiramante 

e resolvido o P V I nao homogeneo, ou seja, determina-se uma soluqao part icular v , , em 

u m intervalo [x , - ,x ,+i ] da malha de pontos de saida. Na resoluqao desse primeiro P V I 

sao determinados os passos e fixados para a resoluqao dos PVIs homogeneos, usando o 

metodo de quarta ordem de Runge-Kutta , no u l t imo ponto dessa malha a matr iz soluqao 

fundamantal e decomposta em uma matriz ortogonal e outra tr iangular superior. 

4.2.3 - E s c o l h a dos pontos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting 

Para determinar os pontos de shooting durante o processamento, foi usada a estrategia 

de controlar o crescimento da soluqao fundamental. A determinaqao desses pontos e feita 

como segue. 

Seja X{j o ponto inicial de u m subintervalo da malha de pontos de saida, ou seja, u m 

ponto de shooting. Define-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W\ = T, . e v , = dj 

de (3.8a). Se 11 W i 11 > M, onde M < j2*- e o l imi te permit ido , entao x ^ + i e o proximo 

ponto de shooting. Se ||Wi|| < M , entao para s = 1 ,2 , . . . calcula-se 

W,+i = Tij+3W3 e \ a + i = Tij+3\3 + d \ , + J , 

ate que > Af , e o intervalo considerado e \xu Define-se 

Vj = W3+i e \j = v a + 1 

e a recorrencia para a sequencia , sera 

4.2.4 - D e t e r m i n a q a o da m a t r i z Fi 

0 principal problema neste metodo e como encontrar a matr iz F\ adequada. Esta 

matriz inicial deve ser ta l que de alguma forma estabeleqa uma ordem nas soluqoes da 

matriz fundamental, ou seja, que f , tenha \una ordem nos blocos e que D{ definida em 

(3.8b) refl ita o crescimento das soluqoes, isto deve ser medido por inspeqao dos elementos 

da diagonal de T{. Para se conseguir esse objetivo, assumindo que exista uma dicotomia na 

soluqao fundamantal , e suficiente fazer com que a matriz Y\ tenha diagonal ordenada de 

forma decrescente, isto e, os elementos da diagonal devem aparecer na ordem decrescente 

(an > ajj, i < j ) . 
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No pacote MUS, o procedimento e iniciado emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x — x-y com F\ = I e, em x — x2, 

verificando se a diagonal de T i esta ordenada, se isso nao acontecer, as colunas de T\ 

deverao ser reordenadas de acordo com o valor dos elementos de sua diagonal, usando uma 

matriz de permutagao P,1 (2) (o digito 2 no parenteses significa que a verificaqao esta sendo 

feita em x — x2 e o digito 1 do indice inferior que e a primeira permutagao feita). A matriz 

permutada e novamante decomposta em uma matriz ortogonal e uma triangular superior 

? , (1 )P 1
I (2 ) = P 2

1 ( 2 ) f 1 ( 2 ) . 

Se os elementos da diagonal de T i ( 2 ) nao estiverem ordenados, repete-se o processo. De 

acordo com Mattheei j e Staarink [1984a], o processo dara resultado apos u m numero finito 

de passos. SejamzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j = 1 , . . . , p os passos dados, onde 

f r 1 ( i ) P / ( 2 ) = P 2
J (2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)r i (2 ) . 

Entao 

f 1 ( 1 ) P / ( 2 ) P 1
2 ( 2 ) • • • P f (2) = P 2"(2) • • • P 2

, (2 )r? (2) . 

Fazendo 

5 1 (2 ) = P 1
1 ( 2 ) P 1

2 ( 2 ) - . - P f ( 2 ) , 5 2 ( 2 ) = P 2
P ( 2 ) - - - P 2

1 ( 2 ) e ft(2) = f , ( 2 ) , 

tem-se 

f , ( l ) 5 , ( 2 ) = S 2 ( 2 ) r , ( 2 ) . 

Se a sequencia original F, e Ti for representada por P i ( l ) e T j ( l ) , entao, usando F\(2) — 

S\(2) como matriz inic ial , as sequencias induzidas serao P,(2) e r , ( 2 ) . 

Como se esta construindo os intervalos de shooting deve-se verificar se a matriz 

W2(2) = T2(2)W\(2) possui diagonal ordenada de forma decrescente. Se isso nao ocorrer, 

permutam-se as colunas de W2 e faz-se uma decomposiqao QR como descrito anterior-

mente, ou seja, 

^2(2)5,(3) = S 3(3)W 2(3) 

onde 53(3) e ortogonal e 1^(3) e triangular superior, e considera-se a matr iz inicial F° = 

S i ( 2 ) 5 j ( 3 ) para obter a sequencia F,(3) e Ti (3 ) . Essa adaptaqao e feita ate o ponto final 

do primeiro subintervalo determinado. Nos pontos seguintes a ordenaqao e assegurada, 

se o espaqo de soluqao apresentar uma dicotomia, caso contrario, a ordem encontrada 

inicialmente nao sera globalmente aceita. Portanto, as diagonals das matrizes triangualres 

superior devem ser verificadas, para assegurar a ordenaqao. Quando nao for encontrada a 

ordenaqao o processo recomeqa. Apos ter encontrado uma ordenaqao satisfatoria, o valor 

de k, dimensao do subspaqo de soluqoes crescentes, e determinado por inspeqao. 

5 7 



4.2.5 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C o n t r o l e do erro 

A ordem de crescimento do erro de arredondamanto em (3.8c,d) e determinado por 

m w | | n M | | , m a x l l T T ^ H , m a x I K T T A ) - 1 ! ! 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SlzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPt<j = YXssp {(TYi+j Di)~lCi(Yl]=j e P a r a verificar essas normas calcula-se 

i i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p = max || T T diag(£,)|| • max || T T d i a g ( A ) - 1 )||, 

e p representa o maximo dos elementos da diagonal das matrizes ( I ? / ) - 1 e E i e e uma 

boa estimativa do crescimanto de £ e Se p nao for muito grande pode-se esperar que 

II n.=> ^ ' l l > ll(n,+> II sejam de ordem 1. A estimativa p  e usada da seguinte forma: 

suponha que o usuario queira uma tolerancia Tol; se o codigo detectar p e M > Tol indica 

u m acumulo de erro de arredondamanto. Portanto p  e u m bom estimador para a ampliaqao 

global do erro conforme Mattheei j e Staarink [1984a]. 

4.2.6 - Soluqao de problemas nao l ineares 

Na soluqao de problemas nao lineares e usado o metodo de Newton descrito no capftulo 

3, §3.2.1 e §3.2.4. Para montar a matriz F ' ( s ) e usado reortogonalizaqao e desacoplamanto 

como no caso linear e o vetor r e determinado usando compactaqao. 0 processo e iniciado 

com tolerancias maiores e executa u m refinamento, na tolerancia, quando ocorre uma 

convergencia na malha corrente. 

4.3 - O s P A C O T E S C O L S Y S E C O L N E W 

Nesta seqao serao analisadas as implementaqoes do metodo de colocaqao com pontos 

gaussianos, definidos em §3.3, para problemas de valor de contorno para sistemas de EDO 

de ordem mista, usando B-splines e bases monomiais, nao requerendo a conversao do 

problema em u m sistema de primeira ordem. Os pacotes sao denominados COLSYS e 

C O L N E W respectivamente. 

0 codigo COLSYS foi escrito por U . Ascher da Universidade de B r i t i s h Columbia, 

Canada, J . Christiansen e D. Russel da Universidade Simon Fraser, B r i t i s h Columbia, 

Canada. 0 C O L N E W e uma modificaqao de COLSYS feita por U . Ascher e G. Bader da 

Universidade de Heidelberg, Heidelberg, Alemanha. 
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4.3.1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Definicao do P r o b l e m a 

Seja o sistema de ordem mista de equaqoes nao lineares de ordem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d 

1 < m , < m 2 < •• • <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA md < 4, 0 < d < 20, m* = ^ m n < 40, 

n = l 

(4.1a) 

u{
n

mn)(x) = F n ( x , y ( u ) ) , a<x<b, n = l , . . . , d , 

onde 

u (x ) = [ u i ( x ) . . . U d ( x ) ] ' e uma soluqao isolada, 

/ \ r i ( m i —1) m<< — 

y ( u ) = [ui u , . . . u i u 2 . . . u d ' ] * . 

O sistema (4.1a) contem m* condiqoes de contorno separadas, possivelmente nao l i -

neares 

(4 . ib)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g>(£>;y(u)) = o, j = i , . . . , m * , 

onde a < £i < £ 2 < • • • < £ m « < b. 

Se I I for uma malha de [a, b] definida em (3.4), / i , = X i + i — x ; , i = 1 , . . . ,N e 

/ i = max,- Uma soluqao aproximada por colocaqao e u m vetor v = [v\ . . . v ^ ] ' , t a l que 

i > n £ Pfc+m n ,n n C * m " _ 1 ' [ a , i ] , n = 1 , . . . , d com > m j o numero de pontos de colocaqao 

por subintervalos [ x , - , x l + i ] de 11. Se {pj}f-i forem os pontos de Gauss em [—1,1], entao 

os pontos de colocaqao sao definidos por 

Xij = X % +
2

X ' + 1 + \hiPi = xi+$ + \hiPji i = 1,... , N, j = l,...,k. 

A soluqao colocada v sera determinada de ta l forma que 

C " ( * y ) = ^ n ( ^ t j , y ( v ) ) , ;' = l , . . . , f c , i = 1 , . . . ,7V, n = l , . . . , d 

e satisfaqa as condiqoes de contorno. 

Para a analise, os seguintes aspectos serao considerados: 

- Estimativas de erro; 

- Seleqao da malha; 

- Avaliaqao das funqoes bases; 

- Soluqao de sistemas lineares; 
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4.3.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Definigao do P r o b l e m a 

Seja o sistema de ordem mista de equagoes nao lineares de ordem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d 

1 < mx < m2 < • • • < md < 4, 0 < d < 20, m * = ] P m n < 40, 

n = l 

(4.1a) 

u ( n
m " ) ( x ) = F n ( i , y ( u ) ) ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a<x<b, n = l , . . . , d , 

onde 

u (x ) = [ u i ( x ) . . . Ud(x)Y e uma solugao isolada, 

y ( u ) = [u i u , . . . u2 ... ud ']'. 

O sistema (4.1a) contem m* condiqoes de contorno separadas, possivelmente nao l i -

neares 

(4 . ib) g>(0 ;y (u) ) = o, j = i , . . . , m * , 

onde a < tf i <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £2 < • • • < £m« < b. 

Se I I for uma malha de [a, 6] definida em (3.4), hi = x ; + i — x, , t = 1 , . . . ,N e 

/ i = maxi h{. Uma soluqao aproximada por colocacao e u m vetor V = [v\ . . . u j ] ' , ta l que 

vn G Pjt+m„,n H C ^ m n _ 1 ^ [ a , 6], n = 1 , . . . , d com k > m j o numero de pontos de colocagao 

por subintervalos [ X , - , X J + I ] de IT. Se {pj}f=l forem os pontos de Gauss em [—1,1], entao 

os pontos de colocagao sao definidos por 

xtj = X% +2%** + 2hiPi - xi+\ + 2 h i P i ' i = l,---,N, ;' = l , . . . , f c . 

A soluqao colocada v sera determinada de tal forma que 

= F n ( x 0 , y ( v ) ) , ; = 1 , . . . , * , » = 1 , . . . ,AT , n « l , . . . , d 

e satisfaqa as condiqoes de contorno. 

Para a analise, os seguintes aspectos serao considerados: 

- Estimativas de erro; 

- Seleqao da malha; 

- Avaliaqao das funqoes bases; 

- Solu^ao de sistemas lineares; 
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- Solugao de problemas nao lineares. 

0 pacote C O L N E W foi obtido pela substituigao das funcoes B-splines, usadas em 

COLSYS, pelas bases monomiais de Runge-Kutta. As mudanqas foram feitas de modo a 

alterarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o minimo possivel os outros aspectos do pacote. A estimativa de erro e a seleqao 

da malha sao iguais em ambos os pacotes, a resolucjao de equaqoes lineares e nao lineares 

sofreram algumas alteragoes que serao comentadas no decorrer desta segao. 

4.3.2 - E s t i m a t i v a do E r r o 

Quando o numero de pontos de colocagao,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k, por subintervalo for muito grande, isto 

e, k > rrid, pelo resultado de convergencia (4.2a), o erro local conforme Childs et al.[1979] 

e Ascher et al. [1979] para x 6 [x,-,x,-+i] e dado por 

(4.3a)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e\l\x) = «g>(x) - v^(x) = 

1 = 0,... , m n , n = 1 , . . . ,d, 

onde pn(t) = ^—.p(t) para rffl = " 2 f c ; , ^ € ( - 1 , 1 ) . 

Para obter uma estimativa do erro, e tambem para a seleqao da malha, assume-se que 

o termo local em (4.3a) e o termo dominante. Isto somente pode ser garantido quando a 

malha for quasiuniforme, isto e, m i n
 fe f ° r l imitado , e h pequeno. 

Na pratica, nao e possivel obter a estimativa (4.3a) porque depende explicitamente 

do raio de convergencia superior, 0(hk+m"""'), que nao e possivel ser encontrado. A 

aproximaqao de u(n+mn\x,) pode ser imprecisa, como tambem o termo de ordem global 

negligenciado nem sempre sera desprezivel. 

0 calculo efetivo do erro e feito usando extrapolagao, isto e, sao calculadas duas 

soluqoes aproximadas vn(-) e «*(•) em malhas diferentes, { x , } ^ 1 e { x * } ^ + 1 , respectiva-

mente, onde x ^ . j = Xi e x*,, = x I + i = ( Z | + * ' + ' ) e e* = un(x) — v*(x) para x £ [x, , x 1 + ] ] 

e o erro maximo que devera ser estimado. 

A expressao (4.3a) e usada como segue. 

Consideram-se os pontos x* 2 = x,-, i e x * , = x,_, i . 
2* 3 ' 6 2 , - 3 l + 3 

X , X , + l X , + l x, + 1 

J H h 1 - H zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z

2i-1 X2i X2i+\ 
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Seja zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A , = K ( x i + i ) = 

= | e „ ( x i + i ) - e ; ( x , + i ) | = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\u(nk+mn\xi)\ I D / 2 , 
- ..... , P » ( - g ) - P „ ( - i ) | ( f ) * + m " + O ^ " 1 - * 1 ) , 

e analogamente, tem-se 

A 2 = | v „ ( x , - + i ) - < ( x I + i ) | = 

= | U " f c
2

+ r ^ X , ) lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \Pn(-\) - Pn(\)\(|)fc+m" + O ^ " " * 1 ) , 

para P n definido em (4.3b). Entao 

|P„|(A, + A 2 ) 
max |c*(x)| = 

' " V " | 2 f e + r o » P „ ( - f ) - P , ( - J ) | + | 2 * + - . P „ ( - i ) - P „ ( i ) | 

+ 0 ( / i f c + m " + 1 ) . 

Generalizando a expressao acima, para estimar o erro de todos os componentes de 

y ( v ) , os pesos que mult ip l i cam ( A j +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A2) sao dados por 

_ y p w j 

- | 2 2 * — p ( » ) ( _ | ) _ p ( » ) ( _ l ) | + | 2 " - v P ( » ) ( _ l ) _ p ( v ) ( l ) | ' 

tv = 0 , . . . , fc — 1, e k > raj. 

Esses valores de u; sao previamennte calculados e armazenados no programa como 

constantes. A estimativa do erro na malha IT* e dada por 

max |e;(')(x)| = u > M - r o B + , ( A , + A 2 ) + 0(hk+m» + 1 ) , I = 0 , . . . , mn - 1, 

onde A i e A 2 sao tornados para v j , , n = 1 , . . . , d. 

4.3.3 - Selec,ao da m a l h a 

0 problema de selecionar uma malha { x * } " . . * 1 que equidistribua o termo local na 

expressao do erro (4.3a) e resolvido usando uma soluqao v, previamente calculada na 

malha corrente { x , } ^ 1 . 

Dado u m conjunto de tolerancias Tolj, j = 1 , . . . , Ntol, com u m conjunto de indices 

Ltolj, o codigo tenta satisfazer 

(4.4a) | y , (u ) -y , (v )| < Tol}(l + \y,(v)\), I = Ltolj e j = 1,... , Ntol, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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com o menorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N possivel ( N e o numero de pontos da malha) . Este e o objetivo do 

algoritmo de seleqao da malha, ou seja, deseja-se encontrar uma malha { x * } ^ * * 1 de forma 

que, quando duplicada, produza uma soluqao que satisfaqa (4.4a) com o menor N*. 

Por (4.3a), desprezando o termo global, tem-se 

(4.4b) max |eg>(,)| ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ck,k.mn+l\u\l
k+m^xi)\h^m''-1, I = 0 , . . . , mn - 1, 

onde Ck,v = 2 » - « ' c o n s t a n t e s , previamente calculadas e armazenadas. 

Para cada 1 < j < Ntol, sejam / = Ltolj,n = Jtolj determina-se W E I G H T , = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ * i * ~ m n + ' P R O O T — -

ToJ ; - ( l + u('>(i)) e K U U , J - k+mn-r 

Por (4.4a,b), a meta e encontrar a malha { ^ i } | + i + 1 P a r a a qual 

(4.4c) max W E I G H T , | u ( * + m " ) ( x n k * 0 0 r j < 1 
v ' l<]<Ntol 3 " -

para o menor N* possivel. 

Como u i , i + m " \ i * ) e desconhecido, de acordo com a expressao (4.4c), nao e possivel 

determinar uma malha. Alem disso, em COLSYS a malha final e uma duplicagao da malha 

anterior, logo que uma estimativa do erro e feita. 

Sejam 

Sj(x) = W E I G H T , | u n * + m n ) ( x ) | e 

S(x) = max Si J (x ) 
\<j<Ntol 3 

(a funqao S e usada como a funqao de controle). Entao (4.4c) e equivalente a 

(4.4d) S(x*)h* < 1. 

A soluqao colocada que satisfizer (4.4d) devera satisfazer (4.4a). 

Exigindo que a condigao 

(4.4e) / S(x)dx = 1 

seja satisfeita, em vez de (4.4c,d), a soluqao colocada ainda satisfaz (4.4a) conforme 

Childs et al.[1979]. Mas para verificar (4.4e) ainda se faz necessario conhecer u[f+mn\x), 

n as 1 , . . . , d. 
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Uma aproximaqao para as derivadas de ordem superior, conforme Ascher et al.[1979], 

pode ser construida da seguinte forma: Dada uma malha { x , } ^ 1 e uma soluqao colocada zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v, o polinomio na expressao do erro (4.3a) para azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (k + mn - l ) -esima derivada do n-esimo 

componente sera 

e, por (4.3a), tem-se que 

c ( * + - » - i ) ( a r i + i ) = 0( / »» ) . 

Definindo, conforme capitulo 3, §3.3.4 

2 | ^ + m " - 1 ) ( x I + 1 ) - ^ + m " - 1 ) ( x t ) | 
U n ( ^ i + l ) : = 

X I + 2 - X 

= | u ( * + m " > ( x I + 1 ) | +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0(h) = |u ( f c + m « ) ( x )| + 0(h), 

para x € [x,- ,x,-+i], i = 1 , . . . , iVzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1 , e em todo o intervalo [a, 6] 

. . f un(xi) se x 6 [ x j , x , + i ] , i = 2,...,N 
un(x) = < 

{ u n ( x 2 ) se x e l x i , x 2 J . 

Portanto, | u n * + m n ^ ( x ) | = |u n (x)| + 0(h) e a funqao de controle sera 

s(x) = maxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (WEIGHT jUn(x))ROOT', n = JtoL, 
l<j<Ntol ' J 

que e uma func,ao constante por partes e possivel de ser calculada. S*(x, ) / i* < 1 e satisfeito 

para { x * } ^ 1 se f*j+l s(x)dx = 1, i = l,... ,N*. 

Na pratica, a u l t i m a expresao conduz a valores de N* grandes, quando comparados 

com TV, significando que N* deve ser determinado nos dados iniciais. Tambem se faz 

necessaria uma estimativa do erro para verificar quando a tolerancia deve ser satisfeita. 

Uma modificagao e feita no ul t imo criterio, e uma nova malha e definida (para algum N*) 

de acordo com 

(4.4£) / s(x)dx = —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 * ( * i ) * i - 7 , i = l,...,N*. 

Duas questoes ainda necessitam ser analisadas: quando redistr ibuir os pontos da 

malha, em vez de duplicar a malha corrente? E como escolher N*? 
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Quando uma soluqao aproximada na malha corrente { x , } ^ 1 for obtida, os diagnos-

t i c s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n = max s(x, )/*,-, r 2 = Y ^ H zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx i ) h i e r 3 = -| 
i = i 

sao comparados. A razao da uma ideia da melhora que podera ser obt ida pela redis-

tribuiqao. Uma redistribuicjao somente sera feita quando r\ > 2 r 3 . Na redistribuiqao o 

valor de N* e dado por 

N* = min{^N,N, g max[ . /V,r 2 ] } 

onde N e o numero maximo de subintervalos especificado para o armazenamento, per-

mi t indo , com isso, uma u l t ima duplicaqao da malha para a obtencjao de uma estimativa 

de erro. A definiqao de N da uma restriqao quanto ao numero de vezes que uma malha 

podera ser redistribuida antes de ser duplicada. 

A l g o r i t m o - Selegao da Malha e Estimativa do Erro. 

1. Dada uma malha corrente { x , } ^ 1 , calcule a soluqao v. 

2. Se uma iteragao nao linear para v nao converge, duplique a malha corrente. Se a nova 

malha for maior que TV, pare. 

Caso contrario, a malha refinada passa a ser a malha corrente e volta ao passo 1. 

3. Se a malha corrente foi obtida pela duplicaqao de uma malha anterior, e ocorre con-

vergencia em ambas, entao calcule uma estimativa do erro usando e = tv (A ] + A 2 ) e 

verifique se 

| y K « ) - v K v ) | < T O L , ( l + |y/(v)|), I = Ltolj e ; = 1 , . . . ,Ntol , 

e satisfeito; caso afirmativo, pare. 

4. Calcule r\, r 2 , r 3 . 

5. Se r\ < 2 r 3 entao duplique a malha corrente; a malha refinada passa a ser a malha 

corrente e volta ao passo 1. 

6. Defina TV*, determine {x*}^,"*" 1 por (4.4f), onde x* passa a ser a malha corrente e 

volta ao passo 1. 

4.3.4 - Aval iaqao das Func,5es bases 

0 pacote COLSYS foi implementado usando B-splines. As conveniencias do uso de B-

Splines sao: (a) de evitar muitos calculos repetitivos na resolugao de sistemas de equagoes 

diferenciais ordinarias; (b) a continuidade dos polinomios por partes nos pontos da malha; 

(c) existem exatamente k polinomios em cada ponto interior da malha; (d) em muitas 
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avaliagoes dos B-Splines os pontos possuem a mesma localizagao em cada subintervalo da 

malha. 

Considerando, agora, a avaliagao dos B-splines e a soluqao colocada, sabe-se, pelo 

capitulo 3, §3.3.3, que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

vn(x) 6 P f c + m n , n n C ( m " - 1 ) [ a , t ] , (1 <n <d) 

para uma dada malhazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n : a < x i < x 2 < - - - < x ;v+i <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b. Se Bjtk e o j-esimo B-spline de 

ordem k, entao 

j=k-mn+2 

A avaliagao dos B-splines e de suas derivadas e feita usando algoritmo de de Boor 

modificado para usar nesta aplicagao particular conforme Ascher et al.[1979]). Os B-splines 

sao usados para, alem de avaliar a soluqao v ( x ) e suas derivadas, construir as equagoes 

de colocagao, resultando em u m sistema linear ( ou linearizado, no caso de problemas nao 

lineares) onde as variaveis sao os coeficientes de B-splines. 

A representagao da base monomial de Runge-Kutta no pacote C O L N E W , e uma 

adaptagao da base monomial, vista no capitulo 3, §3.3.3, para sistemas de equagoes dife-

renciais de ordem mista. 

Para obter a solugao colocada u n ( x ; ) para cada i , 1 < i < N as variaveis z, sao 

climinadas usando (3.19b,c) obtendo y ; + 1 = T , y i + r i dado cm (3.19d), onde 

yi = [uxn(xi) u\n(xi) ... udu(xi) ... u™n _ 1 ( x » ' ) r 

z . - l u ^ C x . O u i S " ^ ) . . . u^\Xil) ... ud
m»\x,k)Y. 

A equagao obtida para y i , l < i < / V + l e juntada com as obtidas pelas condigoes 

de contorno para formar u m sistema esparso de ordem (N + l ) m * . A matr iz resultante 

e uma matr iz bloco diagonal com o i-esimo bloco tendo m* + linhas e o numero de 

condigoes de contorno envolvidas) e 2m* colunas. 

4.3.4 - SoluQao de S i s t e m a s L i n e a r e s 

Considera-se, aqui, o metodo para resolugao do conjunto de equagoes algebricas 

lineares resultante da aplicagao do metodo de colocagao em (4.1a,b) usando bases B-splines, 

f u (
n

m n ) ( x ) = F n ( x ; y ( u ) ) , a < x < 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 g;U;y(u)) = o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U N I V ER S I D A D E F ED ER A L D A P A R A l B A 

Pr6-Htitoria Para Assnntos do Interior 
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rapido nunca sera usado e para cada malha o valor inic ial de A sera Ao = A m i n . Assim u m 

eficiente processo e obtido conforme Childs et al.[1979]. 

A resolugao de problemas nao lineares em C O L N E W tambem sofreu modificagoes com 

a troca das fungoes bases. Essa troca ocorreu no controle das iteragoes, que neste caso, 

usa as variaveiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {y<} e { z , } , definidos em §4.3.4. 
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5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - E X E M P L O S E C O M E N T A R I O S F I N A L S 

5.1 - E X E M P L O S E R E S U L T A D O S N U M E R I C O S 

Os exemplos desta segao foram processados em precisao dupla (ss 16 digitos decimals) 

no I B M / 4 3 8 1 da U F P B - C A M P U S I I . 

Os resultados obtidos sao aprescntados em tabelas usando as seguintes notagoes para 

identificar o metodo implementado: 

SSHTS - metodo da superposigao comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting simples; 

SSHTSR - metodo da superposigao reduzida com shooting simples; 

M S H T P - metodo da superposigao reduzida com shooting mul t ip lo padrao; 

M S H T P C - metodo da superposigao com shooting mul t ip l o com compactagao; 

M S H T P - metodo da superposigao com shooting mul t ip l o padrao com reortogona-

lizagao; 

M S H T N L - metodo do shooting mul t ip lo padrao para problemas nao linerares; 

E L F E L - metodo dos elementos finitos usando elementos lineares; 

ELFSC - metodo dos elementos finitos usando splines cubicos; 

e as implementagoes profissionais: 

MUS - metodo da superposigao com shooting mul t ip lo com reortogonalizagao e tecnica 

de marcha, 

C O L N E W - metodo da colocagao para sistemas de P V C / E D O de ordem mista. 

A copia disponivel do pacote COLSYS, que e uma implementagao do metodo da 

colocagao para sistemas de P V C / E D O de ordem mista, usando B-splines, publicada por 

Ascher et al. [1981], nao funcionou para problemas nao lineares. Na tentativa de resolver 

essa dificuldade escreveu-se para o autor, que nao esclareceu as dificuldades encontradas. 

E m vez disso, recomendou a versao que usa bases monomiais, ou seja, o pacote C O L N E W . 

Quanto ao caso linear, nao apresentou nenhuma dificuldade, obtendo resultados identicos 

aos obtidos por C O L N E W . 
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Nos problemas 1 e 2, apresentados a seguir, foi usado u m parametro A > 0, para 

analisar o comportamanto dos metodos com o crescimento deste parametro. 

E m ambos os problemas, quando A cresce, a norma da matriz solugao fundamental, 

||y(i)|| tambem cresce, causando instabilidade nos metodos de valor inic ia l , indicando 

com isso que a matr iz solugao fundamantal apresenta u m subespago de solugao com cresci-

mento mais rapido que o outro e, neste caso, somente o modo de crescimento dominante e 

capturado pelo metodo, tornando o P V I associado mal condicionado. 

Problema 1. Considere o Exemplo 3.1 comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b = 1 e A = 1, 10, 20, 50. 

u" - A 2 U = (1 - A 2 ) c* , 0 < X < 1, 

u(0) = l , 

u ( l ) = e. 

0 problema e bem condicionado, para todos os valores de A. A sua solugao analftica 

e u(x) = ez. 

A solugao fundamental Y(x), satisfazendo F ( 0 ) = / , tem a forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v ( s cosh A x A - 1 s e n h A x 

' A senhA x cosh A x 

Para A = 1 foi usada uma tolerancia dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Tol = 10 1 0 nos metodos SSHTS e SSHTSR, 

e Tol = 1 0 - 6 para A = 10. Para A > 10 os metodos falham, devido ao crescimento de A x. 

Nos metodos do shooting mul t ip lo , M S H T P , M S H T P C e M S H P R , foi usada Tol = 1 0 - 1 0 

e uma malha fixa de 10 subintervalos. 0 M S H T P C apresenta comportamanto semelhante 

ao metodo do shooting simples e, como era esperado, mostrou-se mais instavel que as 

outras versoes, falhando para A = 50. Nessas implementagoes, a tolerancia dada e a menor 

permit ida , uma vez que valores menores para Tol causam erro na ro t ina de calculo dos 

PVIs . 

No pacote M U S , foi usada Tol = 10~ 6 e 10 pontos de safda, com os erros 1 para os 

^ a determinagao do erro foi usada a norma do maxima, ou seja, erro =max\<i<u ||e,-||, 

onde e, e a diferenga entre a solugao exata e a solugao aproximada pelo metodo e N e o 

numero de pontos de safda. Para facilitar a impressao de resultados nas tabelas, a x 10 e 

sera escrita a ± e. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7 Q U N I V ER S I D A D E F ED ER A L D A P A R A l B A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Pro-Kritoria Para Asswitos do Interior 

C o o r d e n o c a o S e t o r i c l d e I ' o s - G r a d u a g a o 
R u a A p r i g i o V e l u s o , 882 T e l (083) 3 2 1 - 7 2 2 2 - H 355 
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respectivos valores de A apresentados como segue 

A erro exato 

1.0 0.31-08 

10.0 0.34-10 

20.0 0.27-11 

50.0 0.90-13 

Como pode ser observado, o comportamanto do pacote MUS e completamante dife-

rente das outras implementagoes do metodo de valor inicial . Isto se deve ao fato de que, 

nesta implcmentaqao, os modos de crescimento e decrescimento da solugao fundamantal 

estarem desacoplados, e a solugao ser determinada na diregao onde o crescimento nao causa 

instabilidade, conforme capitulo 4, §4.2. 

0 pacote C O L N E W , comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Tol = 10~ 6 , resolveu o problema com uma malha de 10 

subintervalos, com 4 pontos de colocagao por subintervalo da malha, para todos os valores 

de A. 0 erro estimado (conforme capitulo 4 §4.3), o erro exato e o erro nos pontos de safda 

sao dados como segue 

A erro erro erro 

estimado exato nos pontos de saida 

1.0 0.18-08 0.19-08 0.47-12 

10.0 0.18-08 0.19-08 0.11-11 

20.0 0.16-08 0.18-08 0.45-11 

50.0 0.11-08 0.16-08 0.18-10 

quando os pontos de saida coincidem com os pontos da malha, observa-se que o erro e 

muito menor que o erro em u m ponto qualquer no intervalo. 

A tabela 5.1 contem os erros ocorridos no componente yj da solugao, onde y = 

[yi 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/2] ' = [u(x) u ' ( x ) ] ' , nos pontos de saida indicados. Os erros em y 2 se comportam 

de maneira semelhante aos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y\. 

Pode-se observar que a qualidade da solugao obtida por MUS e C O L N E W e conside-

ravelmente superior aquela obtida pelas outras implementagoes. 
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Tabela 5.1 - Os erros no componentezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y\ da solugao do Problema 1 

A = 1.0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X S S H T S S S H T S R M S H T P M S H T P C M S H T P R M U S C O L N E W zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0.0 0.22-15 0.00-00 0.44-15 0.22-15 0.66-15 0.22-15 0.00-00 

0.1 0.88-07 0.20-11 0.44-15 0.31-02 0.30-02 0.11-08 0.15-12 

0.2 0.17-06 0.18-11 0.97-02 0.63-02 0.60-02 0.18-08 0.27-12 

0.3 0.26-06 0.15-11 0.14-01 0.96-02 0.91-02 0.25-08 0.37-12 

0.4 0.36-06 0.12-11 0.19-01 0.13-01 0.12-01 0.29-08 0.43-12 

0.5 0.45-06 0.10-11 0.25-01 0.16-01 0.15-01 0.31-08 0.47-12 

0.6 0.56-06 0.74-12 0.30-01 0.20-01 0.19-01 0.31-08 0.47-12 

0.7 0.66-06 0.19-12 0.36-01 0.24-01 0.22-01 0.28-08 0.42-12 

0.8 0.78-06 0.25-12 0.43-01 0.28-01 0.26-01 0.22-08 0.33-12 

0.9 0.96-06 0.11-14 0.49-01 0.32-01 0.30-01 0.13-08 0.19-12 

1.0 0.10-05 0.00-00 0.00-00 0.82-07 0.82-07 0.22-15 0.22-15 

A = 10.0 

X S S H T S S S H T S R M S H T P M S H T P C M S H T P R M U S C O L N E W 

0.0 0.00-00 0.00-00 0.22-15 0.00-00 0.22-15 0.00-00 0.00-00 

0.1 0.33-06 0.10-06 0.69-05 0.11-05 0.45-05 0.24-10 0.44-12 

0.2 0.11-05 0.22-06 0.22-04 0.50-05 0.12-04 0.33-10 0.65-12 

0.3 0.30-05 0.60-06 0.63-04 0.14-05 0.33-04 0.34-10 0.77-12 

0.4 0.84-05 0.16-05 0.17-03 0.41-04 0.90-04 0.22-10 0.88-12 

0.5 0.22-04 0.14-05 0.47-03 0.11-03 0.24-03 0.22-10 0.97-12 

0.6 0.62-04 0.12-04 0.12-02 0.30-03 0.66-03 0.27-10 0.10-11 

0.7 0.16-03 0.32-04 0.35-02 0.83-03 0.18-02 0.31-10 0.11-11 

0.8 0.45-03 0.88-04 0.95-02 0.22-02 0.49-02 0.34-10 0.11-11 

0.9 0.12-02 0.24-03 0.26-01 0.61-02 0.13-01 0.27-10 0.87-12 

1.0 0.30-02 0.10-12 0.51-06 0.82-07 0.82-07 0.22-15 0.22-15 

A = 20.0 

X S S H T S S S H T S R M S H T P M S H T P C M S H T P R M U S C O L N E W 

0.0 0.22-15 0.00-00 0.22-15 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 

0.1 0.61-05 0.18-06 0.99-03 0.62-06 0.62-06 0.20-11 0.20-11 

0.2 0.13-03 0.12-05 0.20-02 0.47-06 0.47-06 0.27-11 0.25-11 

0.3 0.10-02 0.93-05 0.31-02 0.15-06 0.20-06 0.17-11 0.28-11 

0.4 0.77-02 0.69-04 0.43-02 0.12-05 0.94-05 0.23-11 0.31-11 

0.5 0.56-01 0.51-03 0.57-02 0.11-04 0.92-05 0.27-11 0.34-11 

0.6 0 .42+00 0.37-02 0.74-02 0.88-04 0.69-04 0.12-11 0.37-11 

0.7 0.31+01 0.27-01 0.93-02 0.65-03 0.51-03 0.23-11 0.41-11 

0.8 0.22 + 02 0.26-00 0.11-01 0.48-02 0.51-03 0.22-11 0.45-11 

0.9 0 .16+03 0.15+01 0.14-01 0.35-01 0.25-01 0.19-11 0.43-1 1 

1.0 0.81+01 0.35-09 0.10-06 0.67-07 0.82-07 0.22-15 0.22-15 
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A = 50.0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X M S H T P M S H T P C M S H T P R M U S C O L N E W zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0.0 0.00-00 0.22-15 0.00-00 0.00-00 0.00-00 

0.1 0.31-06 0.31-06 0.33-06 0.51-14 0.83-11 

0.2 0.14-06 0.14-06 0.16-06 0.90-13 0.93-11 

0.3 0.15-07 0.16-07 0.61-08 0.84-13 0.10-10 

0.4 0.10-06 0.16-06 0.81-07 0.79-13 0.11-10 

0.5 0.25-06 0.66-05 0.22-06 0.66-13 0.12-10 

0.6 0.63-07 0.10-02 0.89-07 0.21-13 0.13-10 

0.7 0.39-06 0.20+00 0.40-07 0.39-14 0.15-10 

0.8 0.11-03 0.18+02 0.46-04 0.66-13 0.16-10 

0.9 0.17-01 0.77+03 0.69-02 0.82-13 0.18-10 

1.0 0.24-04 0.13 + 06 0.82-07 0.22-15 0.68-14 

Para o pacote M U S , se for tornado u m numero de pontos de saida maior que 10, por 

exemplo 100 pontos, o erro na solugao permanece o mesmo, o que era esperado, uma vez 

que os pontos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting sao determinados com o processamanto, conforme capitulo 4, 

§4.2. Se a tolerancia for menor, digamos Tol = 1 0 - 1 0 , a precisao do metodo aumenta 

consideravelmente, como pode ser observado a seguir 

A 

1.0 

10.0 

20.0 

50.0 

erro exato 

0.31-08 

0.64-14 

0.26-14 

0.97-14 

No pacote COLSYS, o uso de uma tolerancia, Tol = 1 0 - 1 0 produz u m erro estimado 

de 0.20 x 1 0 ~ 1 0 que e igual ao erro exato. A malha usada foi de 24 subintervalos, com 4 

pontos de colocagao por subintervalo, para todos os valores de A. 

Problema 2. Seja o problema linear na forma matr ic ia l 

0 y i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V2 

0 A 

A 0 
y i 

y2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ A COS27T X + jTT2 COS 2 IT X 

com condigoes de contorno 

' l 0 ' ' y i ( o ) " + 0 0 ' ' y i ( i ) ' o " 

0 0_ .1 /2(0). 
+ 

1 0 . y 2 ( i ) . 0 

e solugao analitica 

y i ( z ) 
,M*-')-|_e-*« 

1 + c - COS 7T X 

e + f s e n 2 7 r x 

0 < x < 1, 
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A solugao fundamantealzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y(x), satisfazendo Y(0) = I, tem a forma 

y( \ _ c o s ^ ^ x s e n n A x 
senhA x cosh A x 

Como no problemazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1, quando A cresce, ||F(x)|| tembem cresce, portanto o comporta-

mento da solugao obtida pelos varios metodos de valor inicial e semelhante ao apresentado 

naquele problema. Neste problema a tolerancia dada foi 1 0 - 6 para todos os metodos. O 

pacote MUS apresentou os seguintes erros 

A erro exato 

1.0 0.44-06 

10.0 0.49-06 

20.0 0.48-06 

50.0 0.47-06 

0 pacote C O L N E W , com 4 pontos de colocagao por subintervalo da malha, apresentou 

os erros indicados abaixo, ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N e o numero de subintervalos da malha. 

A N erro erro erro 

estimado exato nos pontos de saida 

1.0 20 0.37-07 0.29-07 0.31-12 

10.0 40 0.19-07 0.16-07 0.23-12 

20.0 36 0.49-07 0.80-07 0.36-07 

50.0 80 0.48-07 0.39-07 0.16-07 

Os erros em u ou y i , onde y = [j/i y2}i = [u u ' ] ' estao listados na tabela 5.2.1. Os 

erros em y2 se comportam de maneira semelhante aos de y\. 

Tabela 5.2.1 - Os erros no componente J/J da solugao do problema 2 

A = 1.0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X S S H T S S S H T S R M S H T P M S H T P C M S H T P R M U S C O L N E W 

0.0 0.89-17 0.00-00 0.34-17 0.88-17 0.12-15 0.13-16 0.00-00 

0.1 0.11-06 0.14-06 0.68-02 0.81-03 0.48-03 0.30-07 0.30-07 

0.2 0.62-07 0.12-06 0.13-01 0.16-02 0.98-03 0.10-06 0.33-07 

0.3 0.10-07 0.10-06 0.20-01 0.24-02 0.14-02 0.17-06 0.30-07 

0.4 0.37-07 0.85-07 0.28-01 0.33-02 0.20-02 0.15-06 0.29-07 

0.5 0.23-07 0.13-06 0.35-01 0.42-02 0.25-02 0.23-06 0.21-07 

0.6 0.55-07 0.13-06 0.43-01 0.51-02 0.31-02 0.19-06 0.53-07 

0.7 0.87-07 0.13-06 0.52-01 0.61-02 0.37-02 0.38-06 0.68-08 

0.8 0.12-06 0.14-06 0.61-01 0.72-02 0.43-02 0.44-06 0.91-08 

0.9 0.16-06 0.14-06 0.70-01 0.83-02 0.50-02 0.31-06 0.18-08 

1.0 0.35-06 0.13-16 0.32-07 0.13-16 0.13-16 0.13-16 0.22-16 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U N I V ER S I D A D E FED ER A L DA P A R A l B A 

Pr6-Keitoria Para Astuittot do Interior 

C o o r d e n n c a o S e t o r i c j de I ' o s - R r o d u a c d O 
R u a A p r i g i o Ve loso . 882 • T e l (083) 3 2 1 - 7 2 2 2 - K 355 

58.100 - Campina Uruniie • I'uraiba 



A = 10.0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASSHTS S S H T S R M S H T P M S H T P C M S H T P R MUS C O L N E W 

0.0 0.82-16 0.00-00 0.98-16 0.82-16 0.12-15 0.00-00 0.00-00 

0.1 0.31-07 0.33-07 0.65-05 0.44-05 0.19-05 0.51-07 0.23-12 

0.2 0.55-07 0.14-06 0.20-04 0.13-06 0.60-05 0.13-06 0.17-12 

0.3 0.13-06 0.41-06 0.56-04 0.38-04 0.16-04 0.19-06 0.81-12 

0.4 0.35-06 0.11-05 0.15-03 0.10-03 0.45-04 0.16-06 0.25-13 

0.5 0.96-06 0.31-05 0.41-03 0.28-03 0.12-03 0.34-08 0.66-14 

0.6 0.26-05 0.84-05 0.11-02 0.76-03 0.33-03 0.23-06 0.25-13 

0.7 0.71-05 0.22-04 0.30-02 0.20-02 0.91-03 0.43-06 0.81-13 

0.8 0.19-04 0.62-04 0.83-02 0.56-02 0.24-02 0.49-06 0.17-12 

0.9 0.52-04 0.16-03 0.22-01 0.15-01 0.67-02 0.34-06 0.23-12 

1.0 0.60-03 0.90-12 0.41-06 0.90-12 0.13-16 0.13-16 0.13-16 

A = 20.0 

X SSHTS S S H T S R MSHTP M S H T P C M S H T P R MUS C O L N E W 

0.0 0.22-15 0.00-00 0.66-16 0.14-16 0.55-16 0.27-16 0. 00-00 

0.1 0.38-07 0.10-07 0.24-07 0.24-07 0.27-07 0.48-07 0 77-08 

0.2 0.15-06 0.21-06 0.22-07 0.27-07 0.28-07 0.12-06 0 46-08 

0.3 0.31-06 0.24-05 0.59-07 0.11-06 0.11-06 0.18-06 0 33-08 

0.4 0.20-05 0.18-04 0.58-06 0.72-06 0.75-06 0.15-06 0 80-08 

0.5 0.15-04 0.13-03 0.46-05 0.50-05 0.52-05 0.29-08 0 .19-07 

0.6 0.11-03 0.99-03 0.34-04 0.37-04 0.34-04 0.23-06 0 99-08 

0.7 0.83-03 0.73-02 0.25-03 0.27-03 0.28-03 0.42-06 0 ,30-08 

0.8 0.61-02 0.54-01 0.18-02 0.20-02 0.21-02 0.48-06 0 ,72-08 

0.9 0.45-01 0.40-00 0.13-01 0.15-01 0.15-04 0.34-06 0 .44-15 

1.0 0.25-00 0.37-08 0.46-06 0.37-08 0.44-15 0.00-00 0 .13-15 

A = 50.0 

X M S H T P M S H T P C M S H T R MUS C O L N E W 

0.0 0.69-16 0.27-15 0.45-16 0.13-16 0.00-00 

0.1 0.24-07 0.20-07 0.20-07 0.52-07 0.22-09 

0.2 0.27-07 0.19-07 0.19-07 0.12-06 0.51-10 

0.3 0.60-07 0.47-07 0.48-07 0.18-06 0.44-09 

0.4 0.75-07 0.00-00 0.57-07 0.15-06 0.50-09 

0.5 0.24-08 0.85-05 0.22-10 0.47-07 0.79-09 

0.6 0.92-07 0.10-02 0.49-07 0.25-06 0.22-08 

0.7 0.27-06 0.95-01 0.41-06 0.42-06 0.30-08 

0.8 0.28-04 0.65-00 0.69-04 0.47-06 0.15-09 

0.9 0.41-02 0.51+03 0.10-01 0.34-06 0.16-07 

1.0 0.14-04 0.65 + 05 0.71-14 0.13-16 0.13-15 

Com o aumento da precisao,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Tol = 10 1 0 , o erro em MUS permaneceu em 0.47 x 10 0 6 

para todos os valores de A. No pacote C O L N E W , houve u m aumento grande no numero 
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de subintervalos da malha, que pode ser visto abaixo 

A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN erro erro 

estimado exato 

1.0 160 0.11-11 0.91-12 

10.0 192 0.13-11 0.18-11 

20.0 36 0.63-13 0.59-11 

Para A = 50 o tamanho da malha exigida supera o numero maximo de subintervalos 

permit ido . 

Este problema satisfaz as restrigoes da implementagao do metodo dos elementos finitos, 

ou seja, o problema tern a forma (—pu')' + qu = / , com u(0) = u ( l ) = 0. 0 erro no 

componente y\ da solugao, usando E L F E L e ELFSC, e mostrado na tabela 5.2.2. 

Tabela 5.2.2 - Os erros no componente y\ da solugao do problema 2 

A = 1.0 A = 10.0 A = 20.0 A = 50.0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X E L F E L E L F S C E L F E L E L F S C E L F E L E L F S C E L F E L E L F S C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0.0 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 

0.1 0.28-04 0.82-04 0.22-01 0.35-03 0.74-01 0.23-02 0.19-00 0.62-02 

0.2 0.19-03 0.44-04 0.14-01 0.11-03 0.17-01 0.59-03 0.25-01 0.11-01 

0.3 0.41-03 0.40-04 0.26-02 0.91-04 0.25-02 0.37-03 0.37-03 0.71-02 

0.4 0.59-03 0.93-04 0.60-02 0.11-03 0.11-01 0.75-04 0.14-01 0.42-02 

0.5 0.66-03 0.11-03 0.91-02 0.13-03 0.15-01 0.25-03 0.16-01 0.36-02 

0.6 0.59-03 0.93-04 0.60-02 0.11-03 ,0.11-01 0.75-04 0.14-01 0.42-02 

0.7 0.41-03 0.40-04 0.26-02 0.91-03 0.25-02 0.37-03 0.37-03 0.71-02 

0.8 0.19-03 0.44-04 0.14-01 0.11-03 0.17-01 0.59-03 0.25-01 0.11-01 

0.9 0.28-04 0.82-04 0.22-01 0.35-03 0.74-01 0.23-02 0.10-00 0.63-02 

1.0 0.00-00 0.00-00 0.66-15 0.66-15 0.15-14 0.15-14 0.41-14 0.41-14 

Observa-se que a implementagao usando splines cubicos (ELFSC) apresenta uma pequena 

vantagem sobre a implementagao usando elementos lineares ( E L F E L ) , quanto a qualidade 

da solugao, mas ainda inferior aquelas apresentadas pelos pacotes MUS e C O L N E W . 

Problema 3. Considere problema linear 

i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V2 

y3 

1 — 19cos2x 0 1 + 19sen2x 2/i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= 0 19 0 2/2 

- 1 + 19sen2x 0 1 + 19cos2x .2 /3 . 

( - 1 + 19cos2x - 19sen2x)e J 

- 1 8 c 1 

(1 - 19cos2x - 19sen2x)e* zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

0 < x < 6, 
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com condigoes de contorno nao separaveis zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

" l  0 0" " v i ( 0 ) _ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA" I 0 0" " y i ( f t ) " 
0 1 0 J / 2 (0) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 0 1 0 ¥ •(*) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA eb 

0 0 1 y 3 ( o ) 0 0 1 Mb) 1 + e 6 _ 

e solugao analitica 

* v i ( * ) " V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= 
e 1 

A matriz solugao fundamental e da forma 

Y(x) = 
sen x 

0 

COS X 

0 —cosx 

1 0 

0 sen x 

d i a g ( e 20x 19* --18*1 
1 " 5 6 . 

0 metodo SSHTS falhou para intervalos comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b > 1, o mesmo aconteccu com os 

metodos M S H T P , M S H T P C e M S H T R , para 6 > jr. 

A tabela 5.3 mostra os erros no componente y\ da solugao nos pontos de safda indica-

dos, ocorridos na resolugao do problema usando uma tolerancia de 10~ 6 e b = n. Para os 

metodos M S H T P , M S H T P C e M S H T R , foi tomada uma malha fixa de 10 subintervalos. 

No pacote MUS tambem foram considcrado 10 pontos de saida com a mesma tolerancia 

dada. 

E m M U S , se a tolerancia for menor, Tol = 1 0 - 1 0 , o resultado se torna mais preciso, 

com u m erro de 0.24 x 1 0 ~ 1 3 . 

Tabela 5.3 - Os erros no componente j / i da solugao do problema 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X MSHTP M S H T R MUS 

0.00 0.30-15 0.11-05 0.61-10 

0.31 0.34-06 0.40-06 0.54-10 

0.62 0.12-06 0.11-06 0.38-10 

0.94 0.18-06 0.31-06 0.81-10 

1.25 0.45-06 0.14-06 0.83-10 

1.57 0.34-06 0.35-06 0.84-10 

1.88 0.33-06 0.60-06 0.23-10 

2.19 0.11-05 0.15-06 0.44-10 

2.51 0.17-15 0.11-05 0.92-10 

2.82 0.10-04 0.10-04 0.87-10 

3.14 0.96-05 0.77-05 0.61-10 
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Problema 4 . Seja o P V C nao linear 

r t i " + e u = 0 , 0 < x < l , 

I u(0) = t i ( l ) = 0, 

com solugao analitica 

„ , c o s h ( ( x - I ) f ) n 

u(x ) = - 2 1 n " , 0 = 1.5171646. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
c o s h ( | ) 

Este problema foi resolvido com uma solugao inic ial , u(0) = 0.0 e u'(0) = 0.54935. 0 

metodo dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting mul t ip lo , M S H T N L , com tolerancias 1 0 - 1 1 e 1 0 - 6 e com uma malha 

fixa de 10 subintervalos, convergiu apos 12 e 6 iteragoes,respectivamente. No pacote MUS, 

com 10 pontos de saida e uma tolerancia inicial de 1 0 - 2 e final de 10~ 6 , convergiu apos 

2 itcragocs com um erro de 0.26 x 1 0 ~ 0 7 . 0 aumento dos pontos de saida nao alterou os 

resultados. No pacote C O L N E W , com Tol = 10~ 6 , o problema foi resolvido com uma 

malha de 10 subintervalos e 3 pontos de colocagao por subintervalo da malha, e convergiu 

apos 1 iteraqao, com u m erro estimado igual ao erro exato de 0.14 x 1 0 ~ 0 8 e nos pontos 

da malha o erro foi de 0.18 x 1 0 ~ 0 9 . 

A tabela 5.4 apresenta os erros ocorridos em u nos pontos de saida indicados. 

Tabela 5.4 - erros na solugao do problema 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM S H T N L MUS C O L N E W 

0.0 0.00-00 0.54-19 0.00-00 

0.1 0.33-03 0.74-08 0.64-10 

0.2 0.65-03 0.14-07 0.11-09 

0.3 0.97-03 0.20-07 0.15-09 

0.4 0.12-02 0.25-07 0.17-09 

0.5 0.15-02 0.26-07 0.18-09 

0.6 0.18-02 0.25-07 0.17-09 

0.7 0.21-02 0.20-07 0.15-09 

0.8 0.23-02 0.14-07 0.11-09 

0.9 0.25-02 0.75-08 0.64-09 

1.0 0.40-12 0.00-00 0.42-16 

Com uma tolerancia menor, Tol = 1 0 - 1 0 , o pacote M U S , com 10 pontos de saida, 

que convergiu apos 2 iteragoes, apresentou u m erro de 0.17 x 1 0 - 0 9 . 0 pacote C O L N E W , 

usando uma malha com 40 subintervalos, convergiu apos 1 itcragao. O erro estimado foi de 
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0.14 x 10 1 1 e o erro exato de 0.17 x 10 0 9 , com erro igual nos pontos de saida, os quais 

coincidem com pontos da malha. 

Problema 5. Este problema, apresentado em Ascher et al.[1981], exemplo 2, descreve 

pequenas deformagoes finitas de uma tampa esferica delgada, de densidade constante, 

sujeita a variagoes de pressao externa, distribuida quadratica e assimetricamente e de uma 

variagao de pressao interna, distribuida uniformemente. 

+ 1 $ ' _ _ L $ ] + _ 1 $ ) _ $ = _ 7 x ( i _ I x « ) 0 < x < 1, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
fi x x* xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 

+ 1*'- - $(l - = 0, 
x x* Zx 

sujeito as condigoes de contorno 

$ = x t f ' - 0 .3* + 0.7x = 0, em x = 0 e 1, 

onde 3> representa as mudanqas do angulo de deformaqao da casca esferica e * e a fungao 

tensao. Este problema nao tern solugao analitica conhecida. 

Foi resolvido somente pelo pacote C O L N E W (este problema apresenta uma singulari-

dade, multipl icando o termo de mais alta ordem da equagao, e as outras implementagoes 

nao t ra tam desses casos), com duas solugoes iniciais zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a. $ = * = 0, e 

\ 0, x >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xf , i — y x ( l - j x 2 ) , x > X|, 

onde Xt = y/2(j — 1) 7 e as constantes e = 1 0 - 2 , / i = e. Com uma tolerancia de 1 0 - 6 e 4 

pontos de colocagao por subintervalos da malha. 

Usando a solugao inicial a, o resultado obtido esta listado na tabela 5.5a, a malha 

usada foi de 52 subintervalos, dos quais 65% estao contidos no intervalo [0.9,1.0]. As 

estimativas dos erros para foram 0.26 x 1 0 - 0 8 , 0.23 x 1 0 - 0 5 , 0.35 x 1 0 - 0 9 e 

0.58 x 1 0 - 0 7 , respectivamente. 
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Tabela 5.5a - Resultado do problema 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* '  * '  * '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0.0 0.00-00 0.47-01 0.17-25 -0 .11+01 

0.1 0.47-02 0.47-01 -0.10-00 -0 .10+10 

0.2 0.94-02 0.47-01 -0.21-00 -0 .10+01 

0.3 0.41-01 0.47-01 -0.31-00 -0 .94+01 

0.4 0.18-01 0.47-01 -0.40-00 -0.82-00 

0.5 0.23-01 0.46-01 -0.48-00 -0.67-00 

0.6 0.28-01 0.40-01 -0.53-00 -0.48-00 

0.7 0.30-01 0.55-02 -0.57-00 -0.26-00 

0.8 0.25-01 -0.14-00 -0.59-00 -0.60-01 

0.9 -0.12-01 -0.75-00 -0.59-00 -0.28-01 

1.0 -0.24-13 0.11+03 -0.62-00 -0.88-00 

Usando a solugao inicial b, o resultado foi obtido com uma malha de 112 subintervalos, 

dos quais 35% estao contidos no intervalo [0.3,0.4] e 28% estao contidos em [0.9,1.0]. 0 

resultado obtido esta na tabela 5.5b. As estimativas de erro para * ' foram 

0.24 x 1 0 " 0 7 , 0.86 x 1 0 - 0 5 , 0.73 x 1 0 - 0 9 e 0.94 x 1 0 " 0 7 , respectivamente. 

Tabela 5.5b - Resultado do problema 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA$ *' *' *' 
0.0 0 .00+00 0.20 + 01 0.29-27 -0.90 + 00 

0.1 0.20+00 0.20 + 01 -0.90-01 -0 .91+00 

0.2 0.40 + 00 0.20+01 -0.18 + 00 -0 .96+00 

0.3 0.61+00 0.20+01 -0.28 + 00 -0 .10+01 

0.4 0 .83+00 -0.24 + 00 -0.39 + 00 -0.12 + 01 

0.5 0.22-01 0.12+00 -0.48 + 00 -0 .67+00 

0.6 0.28-01 0.41-01 -0 .53+00 -0 .48+00 

0.7 0.30-01 0.55-02 -0 .57+00 -0.26 + 00 

0.8 0.25-01 -0.14 + 00 -0.59 + 00 -0.60-01 

0.9 -0.12-01 -0 .75+00 -0.59 + 00 -0.28-01 

1.0 -0.24-13 0.11 + 03 -0.62 + 00 -0.88 + 00 

5.2 - C O M E N T A R I O S F l N A I S 

Para u m P V C / E D O bem condicionado, o metodo da superposigao, comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting 

simples ou mul t ip lo , frequentemcnte calcula solugoes de problemas de valor inicial mal 

condicionados, o que leva a dificuldadcs quanto a estabilidade do metodo, principalmente 
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se a solugao for calculada em intervalos muito longos. Nestes casos, somente informaqoes 

sobre o modo de crescimento rapido sao capturadas, e, eventualmente, o metodo falha. 

Os resultados obtidos nas implementagoes dos metodos dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA shooting simples e do 

shooting mul t ip lo , nas versoes M S H T P , M S H T P C e M S H T R , confirmam as dificuldades 

apresentadas teoricamante, ou seja, estes metodos devem ser usados somente quando os 

problemas nao apresentarem u m subespago de solugao com crescimento dominante. 

As implementagoes do metodo de elementos finitos apresentaram resultados bastante 

pobrcs. Estes resultados nao retratam dificuldades no metodo em si, mas deficiencia nas 

implementagoes, que foram feitas, como nos outros metodos, diretamente a par t i r de sua 

conceituagao. 

A implementagao profissional do shooting mul t ip lo , o pacote M U S , supera o problema 

da instabilidade e obtem resultados aceitaveis, tanto no caso linear como no caso nao 

linear, de acordo com uma tolerancia dada. 

A implementagao profissional do metodo da colocagao, o pacote C O L N E W , 

apresentou bons resultados, tanto no caso linear como no caso nao linear, confirmando 

as alegagoes feitas sobre seu desempenho na l i teratura especializada. 

Comparando o pacote C O L N E W com o pacote M U S , o primeiro e mais eficiente, 

no sentido de que resolve uma classe de problemas maior que MUS e tambem porque 

na maioria dos casos testados (veja paragrafo anterior) , os resultados apresentados por 

C O L N E W tern uma precisao maior que os apresentados por MUS. 

Para realizar os testes, apresentados no paragrafo anterior, nao foi usado nenhum 

programa de teste, por nao te-los disponiveis. Tanto a escolha dos problemas, como a 

comparaqao dos pacotcs foram feitas sem nenhuma metodologia, apenas resolvendo alguns 

problemas com solugao analitica conhecida e observando a precisao da resposta obtida. 
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A P E N D I C E 1 

F 6 R M U L A S D E R U N G E - K U T T A - F E H L B E R G zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sejam o P V I y ' = f ( x , y ) ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a < x < b e y ( a ) = y l f a malha I I : o = X\ < • • • < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

XN+\  = b, a solugao aproximada {y< : t = 1 , . . . , i V + 1 } e h = hi = x l + 1 - x,-. 

A forma geral das formulas de Runge-Kutta de k-esima ordem e 

y i + i = y< + h Y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, P j g > i = l =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1, 2 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. . . ,TV + I 

onde g ; = f ( x ; - f hpj,yt + h^T^L, a-jigi) e p j 5 a ; / sao constantes conhecidas tal que 

0 < pj < 1. 

As formulas sao chamadas exph'citas se a,-/ = 0 para I > j e imph'citas caso contrario. 

F6rmula e x p l i c i t a de Runge-Kutta-Classica de 4- ordem 

L / l 2 2 1 , 

y i + i = y< + h ( - g , + - g 2 + - g 3 + - g 4 ) , 
onde 

g i = f ( * , , y . ) , 

rr h h 
g2 = f ( x i + - , y i + - g i ) , 

ga = f (x i + 2>y< +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 582)*  

g 4 = f ( x j + / i , y , + / i g 3 ) . 

F6rmulas e x p l i c i t a s de Runge-Kutta-Fehlberg de 4- e 5- ordem. Nesta familia de 

formulas os g\s da formula de 4- ordem e de 5- ordem sao os mesmos. 

Formula de 4 s ordem 

. , 25 1408 2197 1 . 
y i + i = y . + M ^ g i + ^ g 3 + i I 5 i g 4 - g g i ) , 
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formula de 5- ordem 

onde 

, . 16 6656 28561 
y , + izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - y l +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h(—g] + — g 3 + — g 4 - — 

9 2 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

g i = f 

g 2 = f 

g 3 = f 

g 4 = f 

g 5 = f 

g 6 = f 

Xi > Y i ) ' 

h h N 

xi + - , y , - + - g j ) , 

3h L , 3 9 „ 
Xi + y , y , + M ^ g i + ^ g 2 j ) , 

12 ft , , 1 9 3 2 7200 7296 
x, + — , y , +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H— gl - — g 2 + ^ g a ) ) , 

, ,439 „ 3680 845 x , 

X l + k ' y > + / Z ( 2 ^ g l ~ 8 g 2 + ^ 3 ~ g 3 " 4104 g 0 ) ' 

h . , 8 „ 3544 1859 
«< + 2 , y , + M - ^ g i + 2 g 2 - — g 3 + — g 4 -

11 

40 
gs)). 
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A P E N D I C E 2 

E X E M P L O D A E E S P E C I F I C A g A O D O S P R O B L E M A S E D A E S T R U T U R A D A M A T R I Z 

R E S U L T A N T E D A D I S C R E T I Z A Q A O D E C A D A M E T O D O . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Todos os metodos estudados para rcsolver numericamente u m P V C / E D O recaem na 

solugao de u m sistema linear,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ay = b. Serao exemplificadas, aqui, a matr iz A resultante 

em cada metodo implementado e nos pacotes MUS e C O L N E W , assim como a especificagao 

do problema pelo usuario. 

Exeraplo Linear 

Considere o problema 2, capitulo 5, §5.1, com A = 10. 

u" = \02u + 1 0 C O S 2 T T X + 2
T ^ C O S 2 T T X 

u(0) = u ( l ) = 0. 

Nas implementagoes do metodo do shooting mul t ip lo ( M S H T P , M S H T C , M S H T R ) , 

0 problema e especificado de acordo com as exigencias do pacote E P I S O D E , usado para 

rcsolver os PVIs , da seguinte forma. 

C 

C 

S U B R O U T I N E D F F U N ( N , X , Y , Y P ) 

I N T E G E R N 

D O U B L E P R E C I S I O N X, Y ( l ) , YP(1) , L A M B D A . PI 

L A M B D A = 10.DO 

PI = D A R C O S ( - l ) 

YP(1 ) = L A M B D A * Y(2) 

YP(2) = L A M B D A * Y ( l ) + ( L A M B D A * ( D C O S ( P I * X)**2) + 

1 (((2.DO * PI**2) / L A M B D A ) * (DCOS(2.D0 * PI * X) ) ) . 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E P E D E R V (N,NMAX,X,Y ,DY,N0) 

I N T E G E R N, NMAX, NO 

D O U B L E P R E C I S I O N X, Y(NMAX,13) , DY(1) , L A M B D A 
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L A M B D A = 10.DO 

DY(1) = O.DO 

DY(2) = L A M B D A 

DY(3) = L A M B D A 

DY(4) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E F U N C ( N , X , Y , Y P ) 

I N T E G E R N 

D O U B L E P R E C I S I O N X , Y ( l ) , Y P ( 1 ) , L A M B D A 

L A M B D A = 10.DO 

YP(1 ) = L A M B D A * Y(2) 

YP(2 ) = L A M B D A * Y ( l ) 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E C C O N T ( N , B A , B B , B E T A ) 

I N T E G E R N 

D O U B L E P R E C I S I O N BA(N,N) , BB(N,N) , B E T A ( N ) 

BA(1,1) = 1.D0 

BA(1,2) = O.DO 

BA(2,1) = O.DO 

BA(2,2) = O.DO 

BB(1,1) = O.DO 

BB(1,2) = O.DO 

BB(2,1) = 1.D0 

BB(2,2) = O.DO 

B E T A ( l ) • O.DO 

B E T A ( 2 ) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c 

E m todas as implementagoes o problema foi resolvido com o numero de pontos de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

shooting f ixo, N = 10. 0 sistema de equagoes resultante, conforme capitulo 3, §3.1.2, onde 

Yi,Fi+i,Ba,Bb E Si2*2 e s,-,v,- € R 2 x i . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Em M S H T P as matrizeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F, = 7, os vetoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ o i = 0 para i = 1 ,2 , . . . , 10. No sistema 

linear As = d, a matriz A € j R 2 0 x 2 ° e o vetor d 6 2R 2 0 * 1 e A tern a forma 

x 

x 

x x x 

x x x 

X X X X 

X X X X 

X X 

X X . 

E m M S H T C os vetores s sao encontrados explorando a expressao recursiva (3.7a), 

onde as matrizes T, =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Yi(xi+\), sao usadas para determinar as matrizes e os vetores Ti 

em (3.7b,c) e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S , = $ , S i  + Ti. 

0 vetor S i e determinado resolvendo o sistema 

[ B a + B b = d - B b r y v + i  

ou seja, 

0.100 + 01 0.00 + 00 

0.125 + 05 0.125 + 05 

E m M S H T R a matriz Y ^ X i + i ) e decomposta no produto F ; + 1 r , , onde F 1 + i e ortogonal 

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T{  e triangular superior. 

A matriz F\ foi tomada como a identidade e os vetores s sao determinados pela resoluao 

86 

A = 

X 

X 

X 

X 

X X 

X X 

X 

X 

X 

X 

Si 0.000 + 00 

s2 -0.125 + 05 



do sistemazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA As = d , onde a matr izzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a tern a mesma estrutura da matr iz do M S H T P 

A = 

- r , 
o 

o 
Ba 

x 

X 

I 

- r 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X X 

X X 

X 

X 

X 

X 

X 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN - I 

0 

X 

X 

X X 

X X 

X 

X 

0 

0 

I 

X 

X 

X X 

X X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

No pacote MUS o problema linear e especificado como segue 

c 

c 

S U B R O U T I N E F L I N ( T , Y , F ) 

D O U B L E P R E C I S I O N T , Y(2) , F(2) , L A M B D A 

L A M B D A = 10.DO 

F ( l ) = L A M B D A * Y(2) 

F(2) = L A M B D A * Y ( l ) 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E F D I F ( T , Y , F ) 

D O U B L E P R E C I S I O N T , Y(2) , F(2) 

C A L L F L I N ( T , Y , F ) 

F ( l ) = F ( l ) 

F(2) = F(2) + ( L A M B D A * ( D C O S ( P I * X)**2) + 

1 (((2.DO * PI**2) / L A M B D A ) * (DCOS(2 .D0 * PI * X) ) ) . 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 
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Este pacote explora a forma recursiva, como em M S H T C para determinarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s ; e a 

reortogonalizacao da matr iz Y , ( x t + i ) como em M S H T R conforme capitulo 4, §4.2, obtendo 

a matriz e vetor r , . 

Na implementagao do metodo de elementos finitos descritos no capitulo 3, §3.4, o 

problema e especificado da seguinte forma 

c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D O U B L E P R E C I S I O N F U N C T I O N P(X) 

D O U B L E P R E C I S I O N X 

P = 0.1D1 

R E T U R N 

E N D 

C 

c 

D O U B L E P R E C I S I O N F U N C T I O N Q(X) 

D O U B L E P R E C I S I O N X , L A M B D A 

L A M B D A = 0.10D2 

Q = - L A M B D A * * 2 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

D O U B L E P R E C I S I O N F U N C T I O N F F ( X ) 

D O U B L E P R E C I S I O N X , L A M B D A 

L A M B D A = 0.10D2 

PI = D A R C O S ( - l . D O ) 

F F = L A M B D A * * 2 * ( D C O S ( P I * X)**2 + 

1 (2.DO * PI**2) * (DCOS(2.D0 * PI * X)) 

R E T U R N 

E N D 

C 

c 

A malha considerada na resuloqao do problema e fixa comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N = 10. A matr iz A do 

sistema resultante, Ay = d , e uma matriz de banda e simetrica. 

Na versao usando Splines cubicos (ELFSC) , a matriz resultante A 6 R ( " + i ) * O 0 + » ) 

na forma mostrada abaixo. 
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A = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

'  X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX X X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-

X X X X X 

X X X X X X 

X X X X X X X 

X X X X X X X 

X X X X X X X 

X X X X X X X 

X X X X X X X 

X X X X X X 

X X X X X 

X X X X . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Na versao usando Elementos Lineares ( E L F E L ) , a 

A £ ] R ( 1 0 _ 1 ) X ( 1 0 - 1 ) na forma mostrada a seguir 

matr iz resultante 

x 
X 

A = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x 

x 

x 

x 

x 

x 

x 

x 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

No pacote C O L N E W , o problema linear e especificado como segue. 

c 

c 

S U B R O U T I N E F S U B ( X , Z , F ) 

D O U B L E P R E C I S I O N Z ( l ) , F ( l ) , X, L A M B D A , PI 

L A M B D A = 10.DO 

PI = D A R C O S ( - l . D O ) 

F ( l ) = L A M B D A * Z(2) 

F(2) = L A M B D A * Z ( l ) + ( L A M B D A * ( D C O S ( P I * X)**2) + 

1 (((2.DO * PI**2) / L A M B D A ) * (DCOS(2.D0 * PI * X ) ) ) . 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E D F S U B ( X , Z , D F ) 

D O U B L E P R E C I S I O N Z(2), DF(2,2) , X, L A M B D A 
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L A M B D A = 10.DO 

DF(1,1) = O.DO 

DF(1,2) = L A M B D A 

DF(2,1) = L A M B D A 

DF(2,2) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E G S U B ( I ,Z,G ) 

I N T E G E R I 

D O U B L E P R E C I S I O N Z ( l ) , G 

G = Z ( l ) 

R E T U R N 

E N D 

C 

c 

S U B R O U T I N E D G S U B ( I ,Z,DG ) 

I N T E G E R I 

D O U B L E P R E C I S I O N Z(2), DG(2) 

DG(1) = 1.D0 

DG(2) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E E X A C T ( X , U ) 

D O U B L E P R E C I S I O N U(2), X, PI , L A M B D A 

C A S O L U C A O E X A T A 

PI = D A RCOS( - l .DO ) 

L A M B D A = 10.DO 

U ( l ) = ( D E X P ( L A M B D A * (X - 1)) + D E X P ( - L A M B D A * X)) / 

(1.D0 + D E X P ( - L A M B D A ) ) - ( D C O S ( P I * X))**2 

U(2) = ( D E X P ( L A M B D A * (X - 1)) - D E X P ( - L A M B D A * X)) / 

(1.D0 + D E X P ( - L A M B D A ) ) + ( P I / L A M B D A ) * (DSIN(2.D0 * PI * X)) 

R E T U R N 

E N D 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 problema foi resolvido usando 4 pontos de colocagao por subintervalo da malha 

com umazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Tol = 1 0 - 6 . A determinagao da solugao depende da resolugao de dois sistema 
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lineares, conforme (3.19), u m para determinar as variaveis locaiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z, em zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

WiZi + ViYi = q i 

onde Wi 6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1R4*4 e VJ € J R . 4 * 2 tr iangular superior e o sistema para determinar y , , onde 

y i + i = T^y,' + Ti, T{ € I R 2 x 2 a matriz A do sistema resultante, Ay = b, tern estrutura 

semelhante a do M S H T P 

' X X X X 

X X X X 

X X X X 

X X X X 

A = 

X X X X 

X X X X 

X X 

x X . 

A matr iz A e uma matr iz diagonal em blocos, e suas colunas sao convenientemente rear-

ranjadas para usar o pacote S O L V E B L O K na resoluqao do sistema. A malha usada para 

resolver o problema foi de 20 subintervalos, gerando portanto uma matr iz de 20 blocos, 

cujos 19 primeiros de dimensoes 3 e o u l t imo com dimensao 4. 

Exemplo Nao L i n e a r 

Seja o PVC 

f u " = e " , 0 < z < l 

\ u(0) = u ( l ) = 0 

Na implemantaqao do metodo do shooting mul t ip lo padrao, M S H T N L , o problema e 

especificado da seguinte forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c 

c 

S U B R O U T I N E D F F U N L ( N , X , Y , Y P ) 

I N T E G E R N 

D O U B L E P R E C I S I O N X, Y ( l ) , Y P ( 1 ) 

YP(1) = Y(2) 

YP(2) = - D E X P ( Y ( 1 ) ) 

R E T U R N 

E N D 

91 



S U B R O U T I N E D D F F N L ( N , X , Y , Y P ) 

I N T E G E R N,I 

D O U B L E P R E C I S I O N X, Y ( l ) , Y P ( 1 ) , YAUX(20,50) 

C O M M O N / J A U X / Y A U X , I 

YP(1 ) = Y(2) 

YP(2) = - D E X P ( Y A U X ( 1 , I ) ) * Y ( l ) 

R E T U R N 

E N D 

S U B R O U T I N E D P D R N L (N,NMAX,X,Y,DY,NO) 

I N T E G E R N, NMAX, I 

D O U B L E P R E C I S I O N X, Y(NMAX,13) , DY(1) , YAUX(20,50) 

C O M M O N / J A U X / Y A U X , I 

DY(1) = O.DO 

DY(2) = - D E X P ( Y A U X ( 1 , I ) ) 

DY(3) = 1.D0 

DY(4) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

S U B R O U T I N E P D E R N L (N,NMAX,X,Y,DY,NO) 

I N T E G E R N, NMAX, NO 

D O U B L E P R E C I S I O N X, Y(NMAX,13) , DY(1) 

DY(1) = O.DO 

DY(2) = - D E X P ( Y ( 1 , 1 ) ) 

DY(3) = 1.D0 

DY(4) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

S U B R O U T I N E C C O N T (N,NMAX,M1,BA,BB) 

I N T E G E R N, NMAX 

D O U B L E P R E C I S I O N YAUX(20,50), BA(N,N) , BB(N,N) 

C O M M O N / J A U X / Y A U X , I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

BA(1,1) = 1.D0 

BA(1,2) = O.DO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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BA(2,1) = O.DO 

BA(2,2) = O.DO 

BB(1,1) = O.DO 

BB(1,2) = O.DO 

BB(2,1) = 1.D0 

BB(2,2) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

C 

c 

S U B R O U T I N E C C O N L (N ,Y0 ,Y ,G) 

I N T E G E R N 

D O U B L E P R E C I S I O N Y0(N), Y(N) , G(N) 

G ( l ) = Y0(1) 

G(2) = Y ( l ) 

R E T U R N 

E N D 

C 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A convergencia ocorreu na setima iteragao com o vetor F ( s ) e a A matr iz F ' ( s ) tendo 

a mesma estrutura da matr izzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A do sistema linear do M S H T P 

F ( s ) = 

x 
X 

X 

X 

X X 

X X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X X 

X X 

X 

X 

X 

X 

X X 

X X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

No pacote M U S , a especifica^ao do problema e da forma abaixo 

c 

c 

S U B R O U T I N E F D I F ( T , Y , F ) 

I M P L I C I T D O U B L E P R E C I S I O N (A-H,0-Z) 

D I M E N S I O N Y(2) , F(2) 

F ( l ) = Y(2) 

F(2) = - D E X P ( Y ( 1 ) ) 
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R E T U R N 

END 

C 

C 

c 

S U B R O U T I N E XOT ( T , X ) 

I M P L I C I T D O U B L E P R E C I S I O N (A-H,0 -Z) 

D I M E N S I O N X(2) 

X ( l ) = O.DO 

X(2) = 0.54935d0 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E G ( N , X A , X B , F G , D G A , D G B ) 

I M P L I C I T D O U B L E P R E C I S I O N (A-H.O-Z) 

D I M E N S I O N XA(N) , X B ( N ) , F G ( N ) , DGA(N.N) , DGB(N.N) 

DO 1100 I = 1 , N 

DO 1100 J = 1 , N 

D G A ( I , J ) = O.DO 

D G B ( I . J ) = O.DO 

1100 C O N T I N U E 

DGA(1,1) = 1.D0 

DGB(2,1) = 1.D0 

FG(1) = XA(1) 

FG(2) = XB(1) 

R E T U R N 

E N D 

C 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A determinaqao do vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r,, F ' ( S ) T J = — F zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( s ) , explora a forma recursiva semelhante 

a (3.7a) 

- F i ( x i + i ) r i + F i + i r i + 1 = s < + i - y<(z, '+i ; s<) 

usando o mesmo procedimento do caso linear e obtendo matrizes com a mesma estrutura. 

No pacote C O L N E W o problema nao linear e especificado como segue. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c 

c 

S U B R O U T I N E F S U B ( X , Z , F ) 
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D O U B L E P R E C I S I O N Z ( l ) , F ( l ) , X 

F ( l ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - D E X P ( Z ( 1 ) ) 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E D F S U B ( X , Z , D F ) 

I M P L I C I T R E A L * 8 (A-H.O-Z) 

D O U B L E P R E C I S I O N Z ( l ) , DF(1,1) , X 

D F ( 1 , 1 ) = - D E X P ( Z ( 1 ) ) 

DF(1,2) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

C 

C 

S U B R O U T I N E G S U B ( I ,Z,G ) 

I N T E G E R I 

D O U B L E P R E C I S I O N Z ( l ) , G 

G = Z ( l ) 

R E T U R N 

E N D 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c 

S U B R O U T I N E D G S U B ( I ,Z ,DG ) 

I N T E G E R I 

D O U B L E P R E C I S I O N Z ( l ) , DG(1) 

DG(1) = 1.D0 

D G ( 2 ) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

C 

c 

S U B R O U T I N E E X A C T ( X , U ) 

D O U B L E P R E C I S I O N U ( l ) , X, T E T A 

C A S O L U C A O E X A T A 

T E T A = 1.517646D0 

U ( l ) = - 2 * D L O G ( D C O S H ( ( X - 0 . 5 D 0 ) * T E T A / 2 . D 0 ) / ( D C O S H ( T E T A / 2 . D 0 ) ) ) 

U(2) = - 4 * D S I N H ( ( X - 0 . 5 ) * T E T A / 2 . D 0 ) / ( D C O S H ( ( X - 0 . 5 ) * T E T A / 2 . D 0 ) * T E T A ) 

R E T U R N 

E N D 

95 



c 

S U B R O U T I N E S O L U T N (X .Z .DMVAL) 

D O U B L E P R E C I S I O N Z(2), DMVAL(2) 

Z ( l ) = O.DO 

Z(2) = 0.54935D0 

D M V A L ( I ) = O.DO 

DMVAL(2) = O.DO 

R E T U R N 

E N D 

C 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O problema nao linear e resolvido usando 3 pontos de colocagao por subintervalo 

da malha, e o processo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA quanhnearizagdo, conforme §4.3.5. A solugao convergiu na 

primeira iteragao, com uma malha de 10 subintervalos. Com as matrizes resultantes V 6 

HI3*2, W G 2R 3 * 3 e A e R20x2°. A matriz A, como no caso linear, e convenientemente 

rearranjada, por colunas, na forma diagonal em blocos, com 9 blocos 3 x 4 e 1 bloco 4 x 4 

para o uso do pacote S O L V E B L O K na resoluqao do sistema linear. 
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