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RESUMO

A primeira finalidade deste trabalho é apresentar um estudo de métodos para solugio
numérica de problemas de valor de contorno para equagdes diferenciais ordindrias
(PVC/EDO). Foram estudados os métodos do shooting simples e miltiplo, implicito de
Runge-Kutta, da colocagéo e dos elementos finitos.

A segunda finalidade é apresentar uma breve avaliagio do desempenho desses métodos
quando implementados em programas de computador. Para este fim, os métodos foram
codificados e os resultados numéricos obtidos por esses cédigos comparados com aqueles
obtidos pelos pacotes MUS, COLSYS e COLNEW, que sdao implementacdes dos métodos
do shooting multiplo, da colocagdo com B-splines e com bases monomiais, respectivamante.

Os pacotes MUS e COLNEW foram os melhores dentre os disponiveis. O pacote
COLSYS falhou na resolugao de problemas nao lineares.



ABSTRACT

The first purpose of this work is to present a review of methods for numerical solution
of boundary-value problems in ordinary differential equations (BVP/ODE). The shooting
and multiple shooting, implicit Runge-Kutta, collocation, and finite elements methods are
reviewed.

The second purpose is to briefly present an assessment of performance of the methods
when implemented as computer programs. For this end, the methods have been coded and
numerical results delivered by codes are compared with those obtained by the packages
MUS, COLSYS, and COLNEW, which implemented multiple shooting method, collocation
method with B-splines, and collocation method with monomial bases, respectively.

The codes MUS and COLNEW are the best available. The COLSYS package failed

to solve nonlinear problems.
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1 - INTRODUCAO

Muitos problemas em engenharia, quando formulados matematicamente, requerem
a determinagédo de uma fungio que satisfaga a um problema de valor de contorno para
equagoes diferenciais ordindrias (PVC/EDO). Por exemplo: problemas de transferéncia de
calor como o ocorrido na injegéo de fluidos através de um dos lados de um longo tubo ver-
tical ou da reentrada de veiculos espaciais, onde uma fungio do tempo deve ser escolhida
para minimizar o aquecimento que o veiculo experimenta durante a reentrada na atmos-
fera; problemas da deformagdo eletrostatica sofrida por uma cépsula esférica, delgada,
sujeita a uma carga; problemas relacionados com abalos sismicos; problemas relacionados
com alguns modelos epidemiolégicos. Muitos desses problemas tém uma formulagio ori-
ginal como uma equagao diferencial parcial, que, com a aplicagdao de varias técnicas, sdo
transformados em EDOs.

Do ponto de vista de um pesquisador ou engenheiro a solugdo de um PVC/EDO é
apenas parte da solugdo de um problema maior, e um software constitui uma ferramenta
de seu trabalho. Como ferramenta, é preciso saber quando e como utilizd-lo, os cuidados
necessdrios para utiliz-lo e conhecer suas limitagdes. E uma das finalidades deste trabalho
encontrar respostas a essas questdes através de um estudo de métodos numéricos e do

software existente.

1.1 - A CLASSE DE PROBLEMAS

Seja o sistema de ordem mista de d equagdes diferenciais ordinarias de ordem

1<m < - <my

ul™) = Fy(z,y(u(z))),
u(m?) = Fy(z,y(u(z))), sz <l

ulme) = Fy(z,y(u(z))),

1



d
onde n = E m; € o numero de varidveis,

i=1
Fj :Rn+l — Ra
u(z) = [ui(z) ... ug(z)]* é uma solugdo do sistema,
y(u(@) = [ui(2) wi(2) ... u{™V(2) ug(z) ... w{™ V(@) € R".

Se as fungdes F; dependerem de u e de suas derivadas, a EDO ser4 nao linear, caso contrario

sera linear.

A conversao do sistema (1.1) em um sistema de n equagdes de primeira ordem com n
variaveis, resulta em

(1.2) y' = f(z;y), a<z<b

onde y = y(u(z)),
f(z,y) = [ui(z) ... Fi(z,y(u(z))) uy(z) ... Fu(z,y(u(z))) € R",

ou na sua forma matricial, no caso de f ser linear
(1.3) Y =Alz)y +q(z), a<z<b,

onde A € R"*" e q € IR".

As condigdes de contorno para PVC/EDO de primeira ordem, de uma forma geral sdo

dadas por

(1.4) g(y(a),y(b)) =0,

ondeg={[g; ... gn)' egi: R® x R™ — RR.
Se a fungdo g for linear, as condigdes de contorno podem ser colocadas na forma

matricial
(1.5) B,y(a) + Byy(b) =d,

onde B, e By € R"*" ed € IR".
Se algumas das condigdes de contorno fornecerem informagdes a apenas um dos pon-
tos, séo denominadas parcialmente separaveis ou separdveis, no caso linear, podem ser

representadas respectivamente por

Baiy(a) =dy, e Ba2y(a) + Byay(b) = dg,

DADE FEDERAL DA PA'RAIBA
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ou

Baiy(a) = d, e  Bpy(b) =d,,

onde B,; € IR(""”)"", d; € R"", Byse Bjz € R'** e d; € IRY, para 0 < v < n.
Analogamente para o caso nao linear.
EXEMPLO 1.1 - Considere o sistema de PVC/EDO linear de primeira ordem

y1 = (1 —19cos2z)y; + (1 + 19sen2z)y; + e*(—1 + 19 cos 2z — 19 sen 2z)
y =19y — €?
y3 = (=14 19sen2z)y; + (1 + 19cos 2z)y; + e*(1 — 19 cos 2z — 19 sen 2z),

para 0 < z < b e com as condigdes de contorno

y1(0) +y1(b) =1+ ¢°
y2(0) + y2(b) =1 + ¢
y3(0) +ys(b) =1+ €°

que podem ser representadas por

y1(0) + y1(b) 1+eé
8(¥(0),y(0)) = | y2(0) +y2(b) | = | 1 +¢°
y3(0) + y3(b) 1+¢t

Na forma matricial tem-se

Y'(z) = A(z) y(z) + q(z), 0<z<b,

1—-19cos2z 0 1+ 19sen2z (=14 19cos 2z — 19sen 2z) *
A(z) = 0 18 0 , q(z) = —18e* ,
—1+19sen2z 0 1+ 19cos2z (1 —19cos2z — 19sen2z)e”®

e as condigdes de contorno B, y(0) + By y(b) = d, onde

1+eb
B,=B,=1 e d=|1+¢b
1+eb

]

Neste exemplo, o numero de equagbes é d = 3, a ordem de cada uma das equagdes
’ . . d ~ .2 .
€ m; = my; = m3 = 1, o sistema possui n = ) ;_, m; = 3 equagdes e n = 3 varidveis, a

solugdo é representada pelo vetor y(z) = [yi1(z) y2(z) ya(z)]". A

3



EXEMPLO 1.2 - Considere agora o PVC n#o linear

u'" +e* =0, Dl
u(O) = Oa
u(l) =10,

onde o nimero de equagées é d = 1, a ordem da equagio m; = 2, n = m; = 2, o vetor
y(u(z)) = [u(z) u'(z)]', a funcdo f(z,y) de (1.2) é dada por f(z,y) = [u/(z) Fi(z,y)]",
onde F} = —e*. As condigdes de contorno sdo dadas por g;(y(u(0)) = y;(0) e g2(y(u(1)) =
yg(l). &

OBSERVAGAO. : As condigdes de contorno podem se referir a mais de dois pontos do
dominio do problema. Neste caso o problema serd denominado PVC multi-ponto e as

condigbes de contorno, em J pontos, terao a forma geral

J
ZBj}’(fj)“-:d, a=§ <6< <€5=,
j=1

se forem lineares e
g;i(y(u(¢;)) =0;, 1<;<,

se forem nao lineares e separaveis.
Um PVC multi-pontos pode ser convertido em um PVC 2 pontos pela transformacéo
dos subintervalos [£;,€&i+1] em [0,1], através da mudanca de varidivel, t = . para

Li+1—&
cada j, conforme Ascher et al.[1988].

1.2 - SoLugAo pE PVI e PVC

Se a EDO (1.1) for atribuida uma condigdo inicial u(a) = up tem-se um problema
de valor inicial, PVI, de ordem superior. O sistema de primeira ordem equivalente tem a
forma
y'=f(z,y), z>a,
{ Y(a) =Yo,

para y definido em (1.1).
Os problemas de valor inicial podem ser considerados uma subclasse especial e mais

simples dos problemas de valor de contorno (PVC). Para PVI/EDO existem resultados

4



teéricos garantindo a existéncia e unicidade de solucgio (o que é fundamental para desen-
volver métodos numéricos) assim como cédigos de finalidade geral que resolvem eficiente-
mente muitos PVIs que aparecem na pritica.

Em geral é extremamente dificil estabelecer explicitamente a existéncia e a unicidade
da solugdo de PVC/EDO. Entretanto, é possivel extrair alguns resultados expressando o

PVC em termos de PVIs associados, aproveitando com isso, a teoria ja desenvolvida.

1.5 - ORGANIZAGAO

O estudo de métodos niimericos para PVC/EDO exige um razoavel conhecimento de
equagdes diferenciais ordinarias, algebra linear e anélise numérica. Nos capitulos 1 e 2 serd
introduzido o material necessirio para o desenvolvimento e entendimento dos métodos
apresentados neste trabalho.

O capitulo 2 - Fundamentos Matematicos - apresenta resultados tedricos sobre a exis-
téncia, unicidade e estabilidade da solugdo de PVC/EDOQO de primeira ordem. Esse estudo
é suficientemente abrangente uma vez que toda EDO de ordem superior (1.1) pode ser
transformada em um sistema de equagdes de primeira ordem (1.2), assim como todo PVC
multi-ponto pode ser transformado em um PVC de 2 pontos com condi¢des de contorno

separaveis.

O capitulo 3 - Solugdo Numeérica de PVC/EDO - apresenta um estudo dos seguintes
métodos: métodos do Valor Inicial, shootings simples e multiplo, para problemas de
primeira ordem; método das diferengas finitas de passo simples, usando as férmulas impli-
citas de Runge-Kutta para sistemas de primeira ordem; o método da colocagao, como um
método das diferengas finitas para PVC de primeira ordem; O método da colocagao para
PVC de ordem superior usando bases monomiais, e B-splines ; e 0 método dos elementos

finitos, usando fungdes lineares e splines cubicos, para problemas de segunda ordem.

O capitulo 4 - Implementagdes - apresenta detalhes das implementagdes dos seguintes
pacotes: MUS - software para resolugdo de sistemas de PVC de primeira ordem usando o
método de superposigdo com shooting miltiplo usando reortogonalizagio com técnica de
marcha e compactagdo; COLSYS e COLNEW - dois pacotes para resolugao de problemas
de ordem superior usando o método da colocagdao com pontos Gaussianos, B-splines como

bases e bases Monomiais, respectivamente.

Capitulo 5 - Exemplos numeéricos e Conclusées - apresenta problemas lineares e nao

lineares e os resultados obtidos usando as implementagdes descritas no capitulo 4.
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2 - FUNDAMENTOS MATEMATICOS

2.1 - EX1STENCIA DE SOoLUGAO PARA PVC/EDO

Os resultados sobre existéncia de solugdo de PVC, serdo dados em termos de solugao

fundamental de PVIs associados.

Seja o PVC de primeira ordem

'= f ] b b1
(2.1) { y (z,y) ey <

g(y(a),y(b)) =0.

Dado s € IR", considere o PVI associado

(2.1b) { w' = f(z,w), G T <Dh,

w(a;s) =s.

Para cada s, se a fungdo f for lipschitziana em um dominio D = {(z,w) : a < z <
b, ||w —sl|| < p}, para algum p > 0 e M é tal que ||f(z,w)|| < M para todo (z,w) € D.
Entao o problema (2.1b) possui uma unica solugao, do tipo

w(z;s) = [wi(z;s) wa(z;s) ... wa(z;s)),

ema<z<a-+c,onde c=min {b—a,p/M}.
Se for possivel escolher s de forma que g(s, w(b;s)) = 0, entdo y(z) = w(z;s) é solugao
de (2.1a). O problema (2.1a) podera ter muitas solugdes dadas pelas raizes distintas s* de

g(s*,w(b;s*)) = 0. Neste caso, as solugdes do PVC seréao do tipo
y(-) = w(,s%).
Considerando o PVC com f e g néao lineares

(2.2a) { y' =f(z,y), para a<z<b,

g(y(a),y(b)) =0,

6



geralmente, ndo se conhece quantas solugdes este PVC possui, logo, uma propriedade

importante na solugdo y(-) de (2.2a) ¢ a unicidade local. Para estabelecer esta unicidade,
considera-se o problema linearizado' associado

(2.2b) { ;= A(z)z, Eara a<z<bh,
o2(a) + Byz(b) = 0,

onde

A= 8______f(:,y(z)) com elementos g;; = _____af.-(a:,y(x))’

dy Oy;
a = ag()‘;(:();;’(b)) com elementos bg; = Bg,-(;;c'tg;))f(b))’
j
By = ag(y;sgéi(b)) com elementos byi; = 695(3(;‘5}?2;);’(6)),

1<i,j<n e

z(z) = y(z) — ¥(z) , ¥(z) é uma solugdo aproximada de (2.2a) com ¥(a) = y{a).

Uma solugido y de um PVC é dita isolada ou localmente unica se existir uma regido
na gual ela seja Unica, isto é, se existir p > 0 tal que para todo ¥{z) no espago de solugbes
satisfazendo sup, <, <, [1¥(2) — ¥(2)llec £ £, ¥ =¥, ou seja, ¥ ¢ a unica solugéo do PVC
nessa regiao. A solugao y do PVC (2.2a) sera isolada se o problema linearizado possuir
uma unica solugdo (z = 0). Em termos do PVI associado, significa que s* é uma raiz
simples de g(s,w{b;s)) = 0 e y{-) = w(:;s”) é uma solugio isolada conforme Ascher et

al.[1988].
Considerando agora o PVC/EDO linear

(2.3a) { Y =A@y +afz), s a<z<b,

Bay(a} + Byy(b) = d,

O PVI associado (2.1b) possul uma tnica solugao se A e q forem continuas e serd do tipo

w(z;s) = W(z;s)W ' (a;s)s + /I W(z;s)W ™ (t;s)q(t) dt

'Expandindo f(z,¥y(z)) em série de Taylor em torno da solugdo exata y(z), obtem-se
(e, §(2)) = f(z, y()) + LA H(=) - y(2) + 72,5, 9), com x(z,.5) = Ollz(=)]*).

Ignorando r, encontra-se a equagéo linearizada z' = A(z)z.

7




onde W é uma solu¢io fundamental de w' = A(z) w?, ou seja, W é solugdo do problema
homogéneo

W' = A(z)W,

conforme Ascher et al.[1988], Coddington e Levinson [1955], Soutomayor [1979].
Tomando Y (z) = W(z;s), tem-se

(2.3b) y(z) = Y(2)Y "Y(a)s + f ’ Y(z)Y " (t)q(t) dt

a

que € a tnica solugdo do PVC (2.3a) se e somente se a matriz Q = B,Y (a)+ B, Y (b) for ndo
singular para a < z < b. (Significando a existéncia de um tinico s* raiz de g(s, w(b,s)) = 0)
conforme Ascher et al. [1988].

Considerando a solugao fundamantal Y (z), tal que Y(a) = I, ou seja, Y(z) é solugio

do PVI
{ ¥'= d{x)Y,
¥(a) =1,

a solugdo (2.3b) pode ser reescrita na forma
¥(z) = Y(2)s +v,

onde

b
s=Q~1(d - B,Y(b) / Y~ (t)q(t) dt) e

v/ = A(z)v + q(2),

Vg = Y(:z;)'/‘i Y~!(t)q(t)dt é a solugio do PVI nido homogéneo { v(a) = 0.

EXEMPLO 2.1 - Seja o PVC/EDO linear

{u"(a:)+u(x)=0, D«
u(0) = 0,u(1) = Sy,

fazendo y; = u e y2 = u' tem-se o sistema de equagdes de primeira ordem equivalente

{yi=yz, 0<z<l,
Yo = —Y1,

?Uma matriz W(z) de ordem n x n, cujas colunas formam uma base do espaco de solugdes
da EDO homogénea de (2.3a), chama-se matriz solugdo fundamental ou simplesmente

solugdo fundamental.
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11(0) =0, % (1) = B

Reescrevendo na forma matricial
HE kR
Y2
o ol o]+ 2 6] [50] - [3]
0 0] [y2(0) y2(b) P2
a matriz solugdo fundamental, que satisfaz Y (0) = I, é

Y(.’E): [ cCos T senx.

—S8enr cosT

_ |1 0 0 0 cos T senz:-__ 1 0
Q‘[O 0]I+[1 0][—senx cos:c__[senb senb]

que é singular somente se b = nm para qualquer inteiro n. A

2.2 - ESTABILIDADE DA SoLugAo po PVC/EDO LINEAR

O efeito que pequenas perturbagdes nos dados tem na solugio de um problema é
fundamental quando se esta procurando solugdes aproximadas numericamente. Para obter
bons resultados, o problema, assim como o método numérico, devem ser estaveis, ou seja,
pequenas perturbagoes nos dados ndo devem causar grandes mudangas na solugao.

Considerando PVC/EDO do tipo (2.3a) e assumindo que A(z) e q(z) sdo continuas
em [a, b], que max(||Ba||oo, || Bbl|sc)* =1 € que (2.3a) possui uma solugo da forma (2.3b),
esta solugao pode ser reescrita na forma

b
(2.4) y(z) = od + / G(z,t)q(t) dt,

onde
$(z) =Y (z)Q7",

. ®(z)B,®(a)®" (1) se &>t
= { —8(z)By®(b)®1(t) se z<t.

a fungdo G é a fungdo de Green associada ao problema.
*[|4]l = ||Alloo = max; 3°; |ai;|, e [|All; = max; 37, ai;l.
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De (2.4) tem-se que
I¥llee < Ealldlloo + k2l1ql[,

onde

ki=]YQ e e

b
ko = supacriend | 16,0l de).

A solugdo y, na forma (2.4}, estd em fungio dos dados do problema (2.3a), possibili-
tando, com isso, estabelecer a estabilidade (ou condicicnamento) do PVC.

A constante k = max{k,,k;} ¢ denominada constante de condicionamento do proble-
ma. Um PVC é bem condicionado se a constante & tiver valor moderado.® Pela definigio
de k; e k; pode-se observar que k; pode ser tomado como a constante de condicionamento.

Na pritica, a verificagio do bom condicionamento de um PVC pela determinacéo de
k2, geralmente, é muito dificil, uma vez que requer a determinacio da funcio de Green
(G(x,t)). Uma outra forma de estabelecer o condicionamento de um PVC ¢é através do
conceito de dicotomia da solugao fundamental do PVI associado. Diz-se que uma solugio
fundamental possui uma dicotomia quando existe um subespacgo de dimensio p, de solugdes
crescentes, para algum p < n, e umn subespago de dimensdo n — p, de solugoes decrescentes,
onde n é a dimensao do espago de solugao. Os subespagos de solugdes crescentes e decres-
centes serdo denominados modos crescente e decrescente de solugdes, respectivamente.

Se existe uma dicotomia, de acordo com Ascher et al.[1988], a constante k; pode ser

expressa em fungio de k;, da seguinte forma:
ks = C(2k1 +1), C constante real.

Se a matriz A(z) de (2.3a) for constante, o subspago de solucdes crescentes estd
relacionado com os autovalores de A com parte real positiva e o de solugdes decres-
centes com autovalores de 4 com parte real negativa. Se A(z) ndo for constante, os
autovalores de A nao fornecem nenhuma informagio sobre os modos de crescimento da
fungao. Mas se a matriz A(z) for estritamente diagonal dominante para todo z € [a,b],

(laiil > 32,%:laij| para todo i), e existirem constantes A , z > 0e 0 < p < n tal que
Re(aii)>Pa i=1:"'1m_ps
R(ai)< —-A, i=m-p+1,...,n,

%0 valor de k fornece uma estimativa do nimero de digitos corretos na solucio, ou seja,
a constante de condicionamento nos permite avaliar a qualidade da solugio obtida (veja

constante de condicionamento em Ascher et al.[1988] e em Johnston [1982]).
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entdo a solugdo fundamental possui uma dicotomia conforme Ascher et al.[1988]. A
condigéo de diagonal dominéncia pode ser relaxada, bastando que exista uma matriz de
transformagéo S tal que S™'AS, seja diagonal dominante.

2.3 - SoLugAo NUMERICA

O sucesso de processos numeéricos depende de dois fatores: bom condicionamento dos
problemas e algoritmos estaveis para resolvé-los. A construgéo de algoritmos estaveis para
resolugdo de PVC é o assunto do préximo capitulo.

Viu-se que, teoricamente, existe uma relagdo muito préxima entre PVI e PVC, isto
é, a existéncia e representagao da solugdo de um PVC foram dadas em fungao da solugao
fundamental, que sdo solugdes de PVIs associados ao PVC. Uma forma simples de construir
métodos numeéricos para um PVC é considerar os PVIs associados e resolver este ultimo
numericamente. Existem outros métodos para resolver numericamente um PVC que nao
usam explicitamente a resolugdo de PVIs, mas se forem olhados com mais cuidado é possivel

encontrar uma relagio destes métodos com aqueles que usam PVlIs diretamente.
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3 - SOLUGAO NUMERICA DE PVC/EDO

Neste capitulo serdo estudados alguns métodos numéricos para a determinacio de
solugdes aproximadas de PVC/EDO. Esses métodos dividem-se em duas classes: A primei-
ra, constituida de métodos de valor inicial - métodos do shooting simples e do
shooting multiplo - usa PVIs associados para encontrar uma solugio aproximada, con-
forme mostrado no capitulo anterior; a segunda, constituida de métodos conceitualmente
diferentes da classe anterior, porque nenhum problema de valor inicial serd integrado ex-
plicitamente, procurando, em vez disso, uma solugdo aproximada sobre todo o intervalo.
Nessa classe serdo estudados os métodos implicito de Runge-Kutta (método das diferengas
finitas de passo simples), da colocagéo e o método de Ritz (método dos elementos finitos).

Também sera apresentado o método de Newton para sistemas nao lineares.

3.1 - METopos Do VALOR INICIAL: PROBLEMAS LINEARES

Nestes métodos um valor inicial é atribuido & solugdo procurada de tal forma que a
solugdo da EDO com esse valor inicial satisfaga as condigdes de contorno do problema.

Seja o problema linear

{ Y =A(z)y +q(z), se a<z<b,
B,y(a) + Byy(b) =d,

cuja solugao é dada por
(3.1a) y(z) =Y(z)s + v(z),

onde Y(z) é uma solugdo fundamental de

(3.1b) { Yi(z) = A(2)Y (2),

Y(a) =1,

e v(z) uma solugao particular , satisfazendo o PVI

(3.1¢) { v'(z) = A(z)v(z) + q(z),

v(a) =0,

e s um vetor de parametros.
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3.1.1 - Método do Shooting Simples

Aqui € atribuido um valor a solugdo no ponto inicial do intervalo, isto é y(a) = yo e
a solugao desse PVI deve satisfazer o PVC dado, veja figura 3.1.

e Zp i)
i = RLY

i

|

|

I

i

}

a b
Figura 3.1 - Shooting Simples

Para determinar a solugdao do PVC dado em (3.1a) deve-se encontrar as n colunas da
solugdo fundamental Y (z) e a solugdo particular v(z) em (3.1b,c), para isso, sido resolvidos

n+ 1 PVIs. O vetor s é a solugiao do sistema linear

(3.2a) Qs =d,

onde

(3.2b) Q = B,Y(a) + ByY (b),
(3.2¢) d =d - B,v(b),

obtendo, assim, y(a) = s. Resolvendo o PVI

{ y'(z) = A(z)y(z) + q(),

(3.2d) ) =n,

obtém-se a solugdo nos pontos desejados.

O método descrito é denominado de superposigdo com shooting simples .

EXEMPLO 3.1 - Seja o PVC/EDO linear
nl _[0 1][w a2y | 0
] =15 o) [h]+a-mla]. o<acs
1 0] (@], [0 0] [n®)] _[1
0 0J [2(0) 1 0] [2(b) e’
com A e b > 0, cuja matriz solugdo fundamental é

Y(z) = coshdz A l'senh)z
~ | Asenh\z cosh Az ’
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a solugéo particular do PVI nao homogéneo é

W) = ef —coshdz — A lsenh Az
“ | e* —AsenhAz —cosh\z |’

o vetor de parametros é

e a solugao é

A qualidade da solugao obtida depende do erro de arredondamento e do erro de dis-
cretizagdo do problema. Nas implementagoes desses métodos as rotinas de integragdo
dos PVIs fazem o controle dos erros de arredondamento relativos e absolutos na deter-
minagdo de Y e v de acordo com uma tolerancia dada (Tol). Considerando a malha
a <z) <+ < Tpyp < b, usada na discretizagdo dos PVlIs, o erro de discretizagio de y é
estimado em ||y(z;) — y:|| £ K Tolk, onde k é a constante de condicionamento do PVC,
e a constante K terd valor moderado se k o for. Quanto ao erro de arredondamento, é
esperado que seu crescimento seja proporcional a £,/||Y(z)||, onde £); é o menor niimero
da maquina tal que 14 e > 1, denominado epsilon da mdquina. As dificuldades quanto a
precisao e estabilidade numérica aparecem se a solugdo fundamental Y'(z) apresentar mo-
dos de crescimento rapido (se existir modos de crescimento rapido na solugao fundamental
o PVI associado podera ser mal condicionado). Se a matriz Y (b) tiver elementos muito
grandes, o acimulo do erro de arredondamento serd grande. Uma forma de tratar esse

problema esta em requerer que ||Y(z)|| < hq;ifu , € que a matriz Q do sistema Qs = d seja

bem condicionada, isto é, cond@ = ||Q||||@ || tenha valor moderado conforme Ascher et

al.[1988)].

Se o PVC (2.3a) possuir condigdes de contorno separaveis ou parcialmente separaveis,

Baiy(a) =d,; e Byy(b) = da,
ou Baly(a) = dl e Ba‘Zy(a) + BbZY(b) = dg,

onde B, € R(®*="*" d, € R""", By, e By; € R**? e d, € R, para 0 < v < n, pode-se

encontrar a solugao y(z) resolvendo somente v + 1 PVIs, e a solugdo sera dada por

(3.3a) y(z) = ¥(2)5 + v(z),

14



onde ¥(z) € R™** é uma solugiio fundamental de

(3.3b) { Y'(z) = A(2)¥ (=),
B,;Y(a) =0,

v(z), uma solugao particular do PVI

(3.3¢) { v'(z) = A(z)v(z) + q(z),

v(a) = ¥(a)R™' Bay,

e o vetor § é a solugao do sistema linear

!

un}
I
an

onde

@ = Bua¥(a) + By Y (b),

a= dg — BQQV(G) = Bbzv(b).

As matrizes Y (a), ¥ (a) e R, resultam da decomposicio QR da matriz B!, em uma

matriz H e R ou seja,

t
(3.3d) B, = H' [‘E ] :

a matriz Y (a) é formada pelas v tltimas colunas de H' e Y (a) pelas n — v primeiras,
(3.3¢) H'=[Y(a) Y(a)]

O método do shooting simples com as modificagdes mostradas acima é denominado de
superposi¢io reduzida.

A vantagem que esse método oferece com relagdo ao anterior, esta no niimero de PVIs
resolvidos e no tamanho da matriz Q envolvida, mas apresenta a desvantagem da maior

complexidade na determinagao dos valores iniciais.

EXEMPLO 3.2 - Seja o PVC/EDO linear do exemplo 3.1.
No exemplo 3.1 foi aplicado o método da superposicao, onde foi necessario resolver
n + 1 PVIs. Mas pode-se observar que esse problema apresenta condigoes de contorno
separaveis, onde
Ba=Bp=[1 0], & u=1.
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Por (3.3d)

H:B (1)] & B[

e por (3.3¢) obtém-se os dados iniciais
P =8 & vigy=|% A
1 1

Uma maneira de melhorar a qualidade da solugéo é diminuir o intervalo de integracéo

de cada PVI, ou seja, subdividir o intervalo [a, b] em uma malha
(3.4) Mia=r1<22< - <zZN <zZN41 =D,

e o problema ¢é resolvido em cada subintervalo [z, zi41],i = 1,..., N.

3.1.2 - Método do Shooting Miiltiplo

Neste método procede-se da mesma forma que no método do shooting simples em
cada subintervalo da malha IT dada em (3.4), ou seja, em cada subintervalo [z;,z;+1] da
malha II é atribuido um valor inicial a y(z;) e procura-se obter a solugiao do PVC em z;41,
¥(zi4+1), ndo deixando de observar a continuidade da solugdo, y(z,+1) = ¥i+1(zi+1), no

intervalo [a, b], veja figura 3.2.

o S e N
—4’/ ‘ _ e -':"‘ - Ny ==
Dm}/ ) Y | L

It L + } 1 "
¥ + + +

a=zI bl ] T3 T4 Ts

wuice N IN41 = b
Figura 3.2 - Shooting Multiplo

Para descrever o método considere o problema (2.3a) e a malha II. Em cada subin-

tervalo de I1, [z;,zi+1],: =1,..., N, uma solugiao da forma

(3.5a) yi(z) = Yi(2)$i + vi(z), para § =F's;,

1

¢ determinada, onde para cada : sao definidos os PVIs

Y/(z) = A(2)¥i(z), viE] = Ale)vilel-ale),
(3.30) {Y,-(w,-) - F, - {v.-(z,-) 0.
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Os nN parimetros de’s = [§; §; ... sn]', §; € R", sio determinados considerando a
continuidade da solugao (3.5a) nos extremos dos subintervalos e as condi¢des de contorno,
ou seja:

Yi(zi+1) = yi+1(zi+1) e Bayi(a) + Byyn(b) =d,

ou

Yi(zi1)si + vi(zit1) = Yig1(zit1)Si41,
ou ainda,
(3.5¢) ~Yi(zi+1)8i + Fis18i41 = Vi(Zi+1),
e
(3.5d) B.Fis; + ByYn(b)sy =d — Byvy(b).

Portanto, tem-se um sistema de n/N equagbes com n/N incognitas
(3.5€) As=d
onde
‘“Yl(-'r?) F, 0 - 0
0 —}’5(.‘.!73) F;; e 0
0 -Yn_i(zn)  Fn
B.F, o 0 ByYn(b)
e
vi(zz)
(3.5g) d= -
vN-1(zN)
d- B,sVN(b)
A solugdo do problema nos pontos da malha sera:

(3.5h) y.-=F.-'s',-=s,-, =1 com 8 L

Escolha da Malha e a Estabilidade do Método: O sucesso do método esta rela-

cionado com uma adequada escolha da malha, ou seja, o niimero de pontos de shooting deve
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ser tal que a solugdo aproximada tenha um erro aceitavel. Existe muita discussio sobre a
otima escolha dos pontos de shooting conforme Childs et al.[1979] pg.159. Um dos critérios
para essa escolha estd relacionado com a estabilidade do método. Se o PVC (2.3a) for bem
condicionado e a malha, I, for escolhida de forma que A = maxi<i<n ||['|| tenha valor
moderado (onde I'y = Yi(z;41) se Yi(x;) = I, caso contrario I'; = Y,-(a:.-ﬂ)Fi“l), o método
sera estavel, no sentido de que a amplificacio do erro de arredondamento é toleravel e
estimado em = cond(A)ﬁsM, onde N é o nimero de passos usados para resolver os PVIs
entre dois pontos de shooting consecutivos.

De acordo com Ascher et al.[1988] a malha para um PVC bem condicionado com

constante de condicionamento k deve ser de N = m%i— subintervalos, onde Tol é a

M
tolerancia dada. Mas como se pode notar, a tarefa de escolher os pontos de shooting dessa

forma ndo é facil, uma vez que M depende de N e vice-versa.

Basicamente existem dois critérios para a escolha da malha: o primeiro fixa os pontos
da malha, dividindo o intervalo [a, b} uniformemente, adicionando, posteriormente, pontos
de descontinuidade, se existirem, e/ou pontos predeterminados onde se deseja a solucao,
e cada ponto da malha é um ponto de shooting; o segundo, denominado técnica de mar-
cha, na qual a escolha da malha ¢ idéntica ao do primeiro critério, mas os pontos de
shooting sdo definidos durante o processamento de acordo com um controle feito sobre o

modo de crescimento da solugio fundamental; quando ||T'j|| ultrapassa um valor M prefixa-
Tol
R kNNepy

em uma equidisiribuigdo global dos pontos de shooting.

do, por exemplo se M < , um novo ponto de sheoting € considerado, resultando

0 Método do shooting Miltiplo e suas Variagdes: Para encontrar uma solugio
aproximada y,(z) em (3.5a) deve-se determinar as n colunas de Y;(z;4+,) e a solugéo par-
ticular v;(zi+1} e, para isso deve-se atribuir valores a F; em (3.5b), montando o sistema
(3.5e) para obter o vetor de pardmetros s. As variagdes desse método, descritas a seguir,
dependem da escolha dos dados iniciais, Fj, em cada ponto de shooting ¢ da forma de
determinar o vetor s.

O método do sheoting miltiplo Padrdo é caracterizado pela escolha comum das con-
digées iniciais em todos os pontos de shooting, F; = I, onde I é a matriz identidade. Neste

caso, a matriz I'; = Yi(z;41) e

I I 0 0 7
0 =Ty, I 0
(3.6a) A= : : )
4] Iy I
| B, 0 B,'n |
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a solugdo nos pontos de shooting é dada por
(3.6b) yi =y(zi) = si.

Outra forma de obter os valores iniciais nos pontos de shooting é usando a reortogo-
nalizagdo da matriz Yi(zi41), obtendo a matriz F; consecutivamente da seguinte forma:
Fatora-se a matriz Y;(z;4,) obtendo o produto F.-+1f.', onde F;4, é ortogonal e T; é trian-
gular superior. Se existir uma dicotomia na solugao fundamental e a matriz F} tiver sido
escolhida convenientemente, ou seja, a matriz Fy for tal que de alguma forma estabeleca
uma ordem nos modos da solugdo fundamental, haverda um desacoplamento dos modos
crescentes e decrescentes da solugdo fundamental. Para atingir esse objetivo é suficiente
exigir que a matriz f‘l tenha diagonal ordenada de forma decrescente, isto é, os elementos
da diagonal devem aparecer na ordem decrescente (a;; >

Staarink [1984b].

Quanto a obtengao do vetor s, pode-se resolver o sistema As = d, usando eliminagao

a;j, 1 < j). conforme Mattheij e

de Gauss (explorando, ou nao, o fato de A ser esparsa) ou usando a relagao de recorréncia

Fip18i41 = Yi(2ig1)8i + vi(ziga)

ou
(3.7a) Bit1 = F\Yilzis1 )8 + F3hvilzisr).
Para determinar, §;, usando (3.7a), constroi-se uma sequéncia de solugdes fundaman-

tais {Qg}fi"l'l e de solugdes particulares {r; fi'*l'l por

@iy =T:9;,
3.7b
(3.5) i
e
(3.7¢) { ri+1 = Iiri + vi(ziy1),

ry = 0:

onde §; pode ser escrito em fungdo de s}, ou seja,

(3.7d) si=®;5 +r;,

e s, depende das condigoes de contorno,

(3.7e) (BoF1 + ByFN+1®N+1)81 =d — BoFN41TN+1-
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A solugédo procurada tem a forma
y(:c,-) = F.'@,‘gl + Fir; = 8, para t=1,...,N.

O método, que usa a relagéo de recorréncia (3.7a), como mostrado acima é denominado
de Compactagdo.

Relagoes de recorréncia, de uma forma geral, sdo numericamente instdveis, e, neste
caso, retorna-se aos niveis de instabilidade do método do shooting simples, que pode ser
observado a seguir.

Considerando o método do multiplo Shooting padrao com compactagao, F; = I para
todo 1, tem-se

Fi — },i(xi+l ):
e, neste caso,

Pni1 =YN()YN-1(zN)... Yi(z2) = Y (B),

onde a matriz Y (b) é a matriz do método do shooting simples, assim como a matriz

[Ba + By®n+1] € idéntica a matriz Q de Qs = d. Portanto o método do shooting multiplo
padrdo com compactagao tem os mesmos problemas de estabilidade encontrados no método

do shooting simples.

EXEMPLO 3.3 - Considere, novamante o exemplo 3.1, eumamalhall: 0 < z; <z, < -+ <
N < zn4+1 < b. Tomando Yi(z;) = I e v;(z;) = 0 para todo i.
Em cada subintervalo da malha determina-se a solugao y;(z) = Yi(z)s; + vi(z) onde

a matriz solugao fundamantal tem a forma

Vila) = coshA(z —z;) A~'senh)\(z — z;)
W¥) =1 XsenhA(z —z;) coshA(z —zi) |’

a solugdo particular do PVI ndao homogéneo é

[ e* —e*i(cosh A (z — z;) = A~ !'senh A (z — z;))
vi(z) = [ ¢ — e*i(Asenh A (2 — 2;) — cosh X (& — 2;)) ] :

o vetor de parametros

§=[ ... 35"

¢ determinado pela resolugdo do sistema (3.5e), onde A é dada em (3.6a). A solugdo

procurada nos pontos da malha é dada por
Yilzi) = 8, 13 N.
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No método com compactagéo, as solugdes fundamantais ®; e as solugdes particulares
r; sio determinadas através da forma recursiva de §; (3.7a), obtendo
(I,l — Is

COShA(Ig = I]) )\‘lsenh)\(.'cg —1'1)
Asenh A (z; — z;) coshA(zy —zy) |’

coshA(z; —z;) A7'senhA(z2 —2)
Asenh A (z; — z4) coshA(z; —z;) |’

8,y = Yi(z2) 1 = [

&y = Ya(zs) By = [

_ | coshA(b—=z1) A~'senhA(b—2z,)
On+1 =Yn(b) &N = [,\senh)\(b-—z,) cosh A (b —z;)

[ coshAb A~lsenhAb
Asenh A b coshAb

as solugbes particulares séo

*2 — e®t(Asenh A (z — 1) — cosh A (27 — 24))

—e®(cosh A(z3 — 1) — A™'senh A (z3 — 71))

0,
_ [ —e“(cosh)\(:cg —z;)— A" 'senh A (2, — 1))
[ 3 —e*1(Asenh A (z3 —x;) — cosh A (23 — 1))

_ [e*—e*1(cosh A (b—z1) — A"senh A (b — z,))
TN+1 =1 eb _ ezi(Asenh A (b — z;) — cosh A (b — 21))

_ [€*—(coshAbd— A'senh A b)
~ | e —(AsenhAb—coshAb)

e (3.7e) tem a forma
1 0] f1 0 % 0 0] |1 O coshAb A lsenhAb s
0 0] |0 1 1 0] [0 1| [AsenhAbd  coshAb i
1] _[1 o] [o] [0 0] [1 0] [e —(coshAb— A"'senhAb)
e [0 o] [0o] T [1 o] [0 1] | ¢ —(AsenhAb— coshAb)

e o vetor
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Por (3.7d) tem-se

| Asenh A (z3 — z) cosh A (z2 — z4) 1
[e"2 — (cosh A (z2 — ;) — A" 1senh A (z; — xl))] _ [e”]

~ _ [ coshA(xy — ;) A‘lsenh,\(mg—xl)] [1] +

| €"* —(Asenh A (zg — 71) — cosh A (z; — z)) e*?
o e*s
B3 = c.’cs Y
b
SN+1 = [zb] A

Uma forma de conseguir um algoritmo mais estavel, usando compactagio, é usar o
desacoplamento da solugdo fundamental Y; pela reortogonalizagdo de Yi(zi4+1) = Fi41 T,
com uma escolha conveniente de F;. Assumindo que o espago de solugao possui uma

dicotomia, a expressao
(3.8a) Sit1 =18 + d;,

onde &‘,- = Fi11Vi(zi4+1), é instavel quando calculada na ordem progressiva ,i =1,... ,N.

O desacoplamento dado em T

= _[Di G

onde D; € IR¥*¥ representa o modo crescente da solugéo e E; € R("~F*(n=k) representa

o modo decrescente, permite que a expressao (3.8a) seja reescrita na forma

(38(‘,) D;gtl . §}+1 == Ctg? - a],
(3.8d) 82, =E3 +d°.

De acordo com Mattheij e Staarink [1984b] se o particionamento for escolhido

corretamente e existindo uma dicotomia no espaco das solucoes, entao L E;ll e
’ =17

1 ] = : ~ = .
||(HJ'+1DJ') || sdo de ordem 1, portanto a contaminagdo da solugdo final pelo erro é
pequena, ou seja, as expressoes acima podem ser avaliadas de forma estavel.

Para determinar as solugbes fundamentais @®;, usa-se a forma homogénea das ex-
pressoes (3.8c,d), com as condigdes iniciais = [0 I,_x] e @), , =[x 0] respectiva-

mente.
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As solugbes particulares r;,: = 1,...,N, sdo determinadas a partir das condicdes

iniciais 1} = 0 e riy,; = 0 e as expressées (3.8¢,d).

3.2 - METopos Do VALOR INICIAL: PROBLEMAS NAO LINEARES

Considerando o PVC (2.1a) com f e g nao lineares

(3.9a) { y =f(z,y), se a<z<b,

g(y(a),y(b)) =0,

quando a discretizagao for feita em (3.9a), resulta um sistema de equagdes nao lineares que

é resolvido usando algum método iterativo como o método de Newton.

3.2.1 - O Método de Newton

Sejam F(s) = 0 um sistema néao linear e uma aproximagao inicial s°, onde s =
[s1 ... sJ]* e F(s) = [Fi(s) ... Fy(s)]'. Determinam-se, por iteragdo, os valores
s',s?,...,s™, - pela expressio s™*! = s™ +r, onde r é a solugéo do sistema

F'(s™)r = —F(s™),
onde F'(s), com elementos fi; = ag‘:) , € a matriz jacobiana de F(s). Sob certas condigoes

os vetors s™ convergem para s conforme Ascher et al.[1988].

3.2.2 - Método do Shooting Simples

Seja y(z;s) uma solugdo do PVI associado ao problema (3.9a)

(3.11a) { y'(z;s) = f(z,y(z;8)), se a<z<b,

y(a;s) =s.

O objetivo, agora, é determinar s = s* tal que as condigoes de contorno sejam satisfeitas,

isto €,
(3.11b) g(s*,y(b;s*)) =0.

A existéncia de uma solugio isolada de (3.9a), corresponde a uma raiz simples de (3.11b).
Para determinar s* define-se F(s) = g(s, y(b;s)) e usando o método de Newton, tem-se o

sistema

F'(s)r = =F(s),
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ou seja

e as condigoes de contorno

sv@.y) = 4] = [0].

0) 0
v ][]
() [yl(l) 0
e as matrizes B, e Bj usadas para determinar a matriz jacobiana de F(s) tem a forma
10 0 0
B"‘[o 0]’ B”"[1 0]'

e Y(b) é determinada por (3.11d) onde A tem a forma

A={ ; 1]. A

O sistema nao linear

_e(yli‘) 0

3.2.3 - Método do shooting Multiplo

Seja IT uma malha de N subintervalos. Para cada s;, yi(z;s;) é solugao do PVI

(3.12a) { yi(z;si) = f(z,y(z;8i), se z >z,

Yi(zi;s:) = s;.

Para determinar uma solugio de (3.9a), deve-se encontrar um vetor s € R"V, s=
[s1 ... sn]!, onde s; € IR", que devera ser determinado de forma continua no intervalo
[a, b] e satisfazer as condigdes de contorno g(y(a),y(b)) = 0.

A solugéo de (3.9a) ¢ dada por:

(3.12b) y(z) = yi(z;8;), z; <z < %41, t=1,...,N,
onde os s; sao determinados da seguinte forma:

Yi(Zit1:8i) = Siy1, f= 1., N =1

e g(si,yn(bsn)) =0.
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Define-se a equagéo F(s) = 0 por

s2 — yi1(z2;81) |
s3 — y2(z3;82)
(3.12¢) F(s) =

SN — YN-1(IN; SN—l)
L g(s1,yn(bsy))

e usando o método de Newton determina-se o vetor s desejado.
A matriz F'(s) do sistema F'(s)r = —F(s) é dada por

-Yi(z2) I 0 0
0 —Yg(fﬂg) & oo 0
(3.12d) F'(s) = : ., :
0 -Yn-i1(zN) 7
B, 0 ByYn(b)

onde Y;(z;4+1) € a solugao de

Y/=4 },ﬁ > I, ‘=11"'1N3
(3.12¢) i R

Y.i(xi) =1,

onde A(z) é a jacobiana de f. A matriz F'(s) é semelhante & matriz do método do shooting

multiplo padrdo para o caso linear.

3.2.4 - Mais sobre o método de Newton

O método de Newton, usado para resolver equagdes nao lineares, possui as seguintes
desvantagens:

1. Cada iteragio do método é muito dispendiosa, uma vez que requer a avaliagdo de
uma matriz jacobiana e a solugdo de um sistema de equagdes lineares;

2. Sob a hipdtese de existéncia de uma solugao isolada, o método somente garante
convergéncia local, isto é, necessita de um dado inicial suficientemente préoximo da solugao.

Uma maneira de reduzir o custo do método é manter a jacobiana fixa. A idéia é a
seguinte: encontrar a matriz jacobiana em um ponto, por exemplo s°, e usar essa jacobiana

para gerar mais de uma iteragao, ou seja:
sm+l =s™ — J(So)_‘F(Sm).

Uma outra maneira de contornar as dificuldades apresentadas é controlar o avango

m+1

do método de Newton. Calcula-se s = §™ + Ar, em vez de calcular s™*! = s™ 4 r,
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0 £ A £ 1. 0 fator A é denominado fator de amortecimento e o método resultante é
chamado método de Newton amortecido, o objetivo do método amortecido é nio permitir
que a proxima aproximagao se afaste, de forma indevida, da aproximacao corrente. Esse

afastamento estd ilustrado na figura 3.3, que considera uma funcéio real f.

/
= e "‘Z:‘ __

|
¥

s™+r a s™ 4+ Ar g™

Figura 3.3 - O Método de Newton Amortecido

A principal questdo é: como determinar o fator de amortecimento A, de forma que
s™t! = §™ 4 Ar se aproxime mais de s*, ndo se conhecendo s*?

Para essa finalidade define-se uma fungéo g (¢ : [0,1] — IR), relacionada com alguma
norma de F(s) e que satisfaga as seguintes condigoes:

1) g(s) 2 0 e g(s*) = 0 se e somente se F(s*) = 0. s* é um minimo de g(s) se
F(s*) = 0, e diz-se que um valor A é melhor que outro se g(s™ 4 Ar) < g(s™);

ii) A diregdo de Newton é decrescente com relagio a g(s), isto é, r'Vg < 0, onde
r=—(F'(s))"'F(s) (Vg é o gradiente de g).

Portanto, o objetivo é determinar um valor de A que minimize a fungdo g, ou seja,
g(s™*!) < g(s™). A selegdo de A aceitével pode ser vista como um processo de Previsdo
e Corregao.

De acordo com Ascher et al.[1988], um valor de A é aceitavel se satisfizer:

(3.13a) g(s™1) < (1 -2X6)g(s™)
(3.13b) g(s™*!) > (1 -2X(1 - 6))g(s™)

para algum 0 < § < 1/2.
Se F(s) possuir derivadas segundas limitadas e cond(F~!(s)) for uniformemente limi-

tada em um dominio D = {s € IR"; g(s) < ¢g(s°)} que contenha as iteragdes, s™, e a raiz

*

s*, entdo iniciando o processo por um ponto s° € D, o método de Newton amortecido,

m+1

usando valores aceitaveis para A em s =s™ 4+ r, converge para s*.
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Para determinar valores aceitaveis de A, pode-se tomar um valor 0 < p < 1 e um
novo A sera determinado por A = pAp, onde A, € um valor previsto para A\. Como prever
esses valores serd visto no decorrer desta segéo. Essa forma de determinar A pode levar a
algoritmos pouco eficientes, no caso de muitos valores de A serem testados.

Uma forma mais eficiente de determinar valores de A é aproximar g(s™ + Ar) por uma

fungéo quadratica satisfazendo:

¥(0) = g(s™),
¥'(0) = r'Vg(s),
T(A) = g(s™ + Ar),

um minimo para a fungdo ¥ é dado por

—)2 ¥(0) < _m

(3.13¢) A= RO = U(0) = AT (0)) S 2(1=9)

Toma-se A, = A, e verifica se a condigdo (3.13a) € satisfeita; se nao for, diminui A,
usando (3.13c) até que as condigoes de aceitabilidade sejam satisfeitas.

Para cada corregao de A somente uma avaliag@o de g é necessaria e quando a condigao
(3.13a) for satisfeita, (3.13b) também o é.

A fungdo g de uma forma geral pode ser tomada como g(s) = 1||MF(s)||3, M matriz
néo singular. A fungido g assim definida satisfaz i) e ii). A matriz M pode ser F(s™)™! e

neste caso g varia de iteragao em iteragdo e para deixar isso bem claro escreve-se
1
g(s™ + Ar) = EII(F'(S’"))'IF(S"' + Ar)|[3.

O método de Newton com ¢ assim definida pode ser ciclico (s™ = s°, para algum
m). Para superar essa dificuldade, definem-se alguns parametros como o menor valor de
A (Amin), se A obtido for menor que Anin entdo nenhuma convergéncia foi obtida. Um
segundo pardmetro que deve ser definido € um limite para a distancia entre A e A,;, em
uma troca em (3.13c).

Quanto a previsdo, varios métodos podem ser utilizados, por exemplo, tomar o pri-
meiro valor para A, )\f,f:) = 1; isto é normalmente usado quando m = 0, e também
pode-se usar informagdes de A anteriormente determinados para prever um novo valor, por
exemplo,

A© = { Am=1, se Am-1 < Am-2(1-26),

min(1,2),,—1), caso contrario.
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O método de Newton amortecido tem a vantagem de detectar falhas rapidamente, o
que nao ocorre no método de Newton Completo (A = 1), e no caso de mais de uma solugéo,
apos encontrar a solugao mais préxima do valor inicial s°, é possivel retornar ao problema

para procurar outras solugoes.

3.3 - METopo DAS DIFERENGAS FINITAS DE PAsso SIMPLES

Neste método uma solugao aproximada do PVC/EDO é encontrada pela resolugao de
um sistema de equagdes algébricas resultante da substituigdo das derivadas por quocientes
de diferencas na equagdo diferencial dada, em uma malha II previamente escolhida, e das
condi¢des de contorno que a solugdo exata deve satisfazer, obtendo uma solugao discreta
y: = yn(zi). A solugdo aproximada yn(z) para todo z € [a,b] pode ser determinada
usando interpolagdo. O método é denominado de passo simples quando a solugdo em um
ponto z;4; de II depender apenas de informagoes sobre a solugiao no ponto z; da malha.

A forma geral desse método para PVC de primeira ordem é encontrada resolvendo
y' = f(z,y) em cada intervalo [z;, ;41| da malha II, substituindo a integral pela regra de

integragdo numeérica, obtendo

y(xm)—Y(x.) Z“J (€ y(E)

onde {{,-}f=, é uma sequéncia nao decrescente de pontos em [z, Ti+1], € hi = Tiy1 — T;
e os a; sdo pardmetros dependentes do polinémio interpolante usado para substituir f
na integral, e k é o grau do polinémio interpolante usado na integragdo numérica. A
precisio da integragdo depende da escolha dos pontos £; no interior do intervalo. Se
forem considerados pontos da forma §; = z; + pjhi, j = 1,... ,k onde h; = z;41 —z; e
0<py <+ < pk <1 e p;j satisfizerem a condigéo de ortogonalidade

k

[ [Ie-rm=0  pe)eP <,

Jj=1
onde P, é espago das fungdes polinomiais de grau < s, entdo a precisao do método serd
O(h?**). Pontos determinados dessa forma sdo chamados pontos de Gauss.

Estabilidade do método: Considere o problema linear (2.3a), o operador diferencial

linear
Ly(z) = y'(z) - A(z)y(z), a<z<b,
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e o correspondente operador diferenga

Yi+1 — Y

Lnyi = ;

— U(yi,Yit+1; i, hi)*.

O método das diferengas finitas de passo simples € consistente de ordem
p (p > 0), se para toda solugao de y' = A(z)y existem constantes c e h, > 0 tais que para
toda malha II com h = maxj<i<n hi < h,, se tenha

e ’ P
rlyl = max_ limlylll < ch”,

onde 7;[y] é o erro de truncamento local definido por:
7ily] = Lny(zi) = Lny:,  1<i<N.
O método é estdvel se existe uma constante K > 0, tal que as fungdes yp satisfazem

< B 11},
lynll < K max {||Bay1 + Biynll, max, | Zny;ll}
K tera valor moderado se a constante de condicionamento do PVC, k, também tiver. A

solugdo aproximada sera convergente para a solugao exata se

IS?%%HHY:'-Y(-T&)H—’O quando h — 0,

e a convergéncia ocorre quando o método de passo simples for consistente e estavel conforme
Ascher et al.[1988].

Nessa classe serdo estudados os seguintes métodos: implicito de Runge-Kutta e o
da colocag@o. Sera estabelecida a equivaléncia do método implicito de Runge-Kutta com
o método da colocagio para PVC de primeira ordem, como também para o método da
colocagao para PVC de ordem superior.

*A fungdo W(yi,Yi+1;Zi,hi) depende do método usado para determinar a solugao

do problema discretizado, por exemplo, usando férmulas implicitas de Runge-Kutta
k ;

V(i Yi+1;Tirhi) = 2521 Bk, 1SiS N,
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3.3.1 - Método Implicito de Runge-Kutta.

Este método usa avaliagdes da derivada da equacgao diferencial

"= f(z,y)

nos pontos interiores do intervalo (z;, z;+1] da malha II definida em (3.4) para determinar
uma solugdo aproximada yy, da seguinte forma: Considera a equagdo geral do método de
passo simples

k
(3.14a) Yisr=Yi+hi »_Bkj, 1<j<N,
Jj=1

k
com  k; = fij = f(zij,yi + hi Zaﬂfu), 1£5 £k,
I=1

onde zi; = zi +pjhi, 1<j<k, 1<i<N com 0<p<p2<--<pr <1 Os

pontos z;; sdo denominados pontos de colocagéo.

Considerando o caso linear, seja o PVC

(3.14b) { Y =A(z)y +q(z) se a<z<b,

B,y(a) + Byy(b) =d,

e a malha II, a solugdo aproximada yn deve satisfazer as condigoes de contorno B,y; +
Byyn+1 = d e os pontos de colocagao em cada subintervalo da malha II, ou seja, em cada

intervalo (z;,z;41], a solugdo aproximada deve satisfazer a formulagao de Runge-Kutta

k
(3.14c¢) Yirr =¥i+ ki ) Bi(Azij)yij + a(ziz)),

Jj=1
onde

k
Yij =Yi+hi Z%’:(A(Iu)yn + q(zir)).
1=1

Existem dois tipos de variaveis; os vetores y;, ¢ = 1,...,N + 1, determinados nos

pontos da malha II, sdo denominados varidveis globais e as variaveis, y;;,t=1,... ,N +1
e j = 1,...,k, determinadas no interior dos subintervalos, sdo denominadas variaveis
locais.
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Eliminando as variaveis locais em (3.14c) tem-se:

k k
(3.14d)  Yiy1=Yyi+h; Zﬂj(A(Iij)(Yi + h; Z aji(A(za)ya + a(zi))) + a(zij))
=1

=1
ou, ainda
k
Yit+1 —Yi
%‘y - Egjf..j
i j=1
onde
k

(3.14e) fij = A(zi;)(yi + ki ) eu(A(za)ya + a(za))) + a(=i;)-

=1

Escrevendo (3.14e) na forma matricial, tem-se

Wifi=Viyi+a
onde
anA(zi) - akA(za)
Wi=1I-h : : E )
ap A(zik) - acA(zik)
Azi) f; q(zi1)
Vi= ) fi= ) qi = )
A(zix) f; a(zix)

onde W; € R*x*nk v, ¢ R™"X*" ¢ f;, q; € R %!,
Para h; suficientemente pequeno, existe W;' = I + O(h;), e a expressédo (3.14d) pode

ser reescrita na forma
(3.14f) yi+1 =Liyi + i, 1<i1< N,
onde
T;=I+hBW 'V, e ri=hiBW'q,. e B=[AI -+ Bl].

Adicionando as condigdes de contorno, recai-se em um sistema de equagdes algébricas como

o do método do shooting multiplo. Portanto, este método pode ser considerado como um
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método de shooting multiplo onde as resolugdes dos PVIs, em cada subintervalo da malha
II, sdo feitas pelo método de Runge-Kutta, ou que no método de shooting multiplo, a
integragao dos PVIs, de um ponto de shooting para outro, pode ser vista como um processo

de eliminagdo de parametros locais.

Para estabelecer a convergéncia para o método implicito de Runge-Kutta, necessita-se
de um limite para o erro global (e; = ||y; — yi(z:)||) do tipo ¢; < K ch?, h = max; h;.
Para estabelecer a precisdo requerida faz-se a seguinte restrigdo ao método: os pontos de

colocagao pj,j =1,...,k, sdo distintos, ou seja,
0<pr <pr <+ <pp<l.

Neste caso os valores a;; e 3; sdo determinados de maneira unica da seguinte forma: define-
se em cada subintervalo da malha II, [z;, zi4+1], 0s pontos z;; = z; + hip; e escreve-se y'(z)

como uma soma de interpolantes de Lagrange de ordem k mais o resto ¥,

k
T -z
(3.15a) Y'(z) = gy'(zu)zz:( ) @),
onde
: fi s
Li(t) = igmal=p) -~y gy
H15j¢zgk(P! = PJ')
e o resto ¥(z) = y'[zi,... ,Tik, 2] nLl(m — zi1), onde g[zi1,...,Tik,x) é a k-ésima
diferenca dividida de g conforme Ascher [1986] e Ascher et al.[1988].
Portanto,
y(@)-y(@) = [ yya= [ sy
F A I
2 = & — 2y
= > ¥ [ GEE)+ @) ds,
I=1 " *
e tomando

fi; =¥'(zij)

e b= [ WEED + v

obtemos o método implicito de Runge-Kutta com 3; = fol Li(t)dt e aj; = op" Ly(t)dt,
1<j#t<k

33



A precisio do método também depende da escolha dos pontos de colocagdao. Por

exemplo, se os pontos escolhidos forem os pontos de Gauss a precisio do método serd

O(h?¥).

EXEMPLO 3.5 - Considere o PVC 3.1
Tomando em (3.14a) k =2e p; = % ep; = %, tem-se z;; = r; + %h,‘, ezTi =2+ %h.-,
onde z; € um ponto da malha Il : 0 < z; < -+ < zn4; < 1 dada, entdo (3.15a) tem a
—2 e 3
forma L,(t) = 'Tg‘ e Ly(t) = t—gl, efhi=Ph=tan=%ann=-} 01 =3 a1 =0,

As matrizes de (3.14e) sao

hi hi
hl - 2 hO” 6 0 1 0
—Aia 1 L2 0 A0 (1 =A%)
- 2 6 - -
=1 g -k 1 g [’ V=19 1| @ 0 i
22% hy 0 0 1 A2 0 (1 - )\2)"3:“

3.3.2 - Método da Colocagao para PVC de primeira ordem.

Uma solugdo aproximada y(z) de (2.1a) determinada pelo método da colocagéo con-
siste em encontrar um fungéao yn(z) que coloca a solugdo em pontos predetermindos do
intervalo, denominados pontos de colocagao.

Seja yn(z) um polinémio de grau k + 1, definido em [z;,z,4+1] pelas condigdes de
interpolagao

yu(zi) =yi = y(zi)
yu(zij) = f(zij, ¥ij)s 1<j<k

onde z;; = zi + pjhi, hi = ziq1 —zi, 0 S p < pp <~ < £1, yij=Vyi+

h; Z:‘=1 ajifi;, Escrevendo yr(z) em termos de sua derivada

z

yn(z) —yn(z:) = / yn(t)dt

e substituindo yf;(z) por (3.15a) e usando (3.14a) obtem-se

yu(zij) = ¥ij,
Yn(zis1) = Yitr-

Se a fungdo polinomial for estendida para o intervalo [z;41, zi42] de forma idéntica, obtém-

se uma fungdo polinomial por partes continua em z;4;. Estendendo para todo :, 1 =
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1,...,N, obtém-se uma fungéo polinomial por partes continua de ordem k + 1 (grau

< k + 1) em [a, b], que satisfaz a EDO nos pontos de colocagio, isto é:
(3.16a) { yn(zi;) = f(zij, yu(ziz)),
yn(zij) =vij

e também as condigoes de contorno

(3.16b) g(yn(a),yn(b)) = 0.

A funcéo polinomial por partes, continua , yn(z), que satisfaz a EDO nos pontos de
colocagao (3.16a) e as condigoes de contorno (3.16b) é denominada solugdo colocada de
(2.1a).

TEOREMA. O método implicito de Runge-Kutta com as restrigées: 0 < p; < -+ < pp <1

¢ equivalente ao método de colocagao definido acima. Além disso,

yu(z:) =Yy, yu(zi;) = yij, 1818N, 1555k A

A existéncia de um solugéo colocada, para problemas lineares (2.3a), yn(z) ou de
Runge-Kutta, yn é garantida pelos seguintes resultados, demonstrados em Ascher et

al.[1988)].

TEOREMA. A solugdo colocada de k estdgios existe para o problema (2.3a) e é obtida de
forma estavel. Além disso, o erro e suas derivadas satisfazem:

max |len(z)|| S O(h*) e

z;<z<Ti4
() ()1 = O(r+1=5y( L yi-1 &
aax |leri’(z)[| = O(h )(h.-) , 1275k,
onde en(z) = yn(z) — y(z) e h = max; h;. A

TEOREMA. Se o método de Runge-Kutta satisfaz as restri¢goes dadas acima, entdo a pre-

cisdo é de ordem O(h?) para o PVC linear satisfazendo A(z),q(z) € C?)[a, b, portanto,
lyi —y(z)l[=O(#*), 1<i<N
e, também, nos pontos de colocagao
llyi; = ¥(zi;)ll = O(h{*") + O(hP). A
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Pode-se observar, que para h pequeno, o erro nos pontos da malha sio particularmente

pequenos quando comparados com o erro nos pontos de colocagdo para p > k+ 1 e

h = O(h;).

Considerando, agora, problemas néo lineares

. y’ = f(x,y)
Blte) { g(y(a), ¥(8)) = 0

Uma solugdo colocada, yr(z), pode ser encontrada usando o processo de quasilinearizagdo,
descrito a seguir.
Pelo processo de linearizagdo em uma vizinhanga de uma solugao aproximada con-

hecida y{f'(z), recai-se em um problema linear em z(z),

z' — A(z)z = —((y™)'(z) — f(z,y™(z)))
L { Baz(a) + Byz(b) = —g(y™(a), y™ (b))
onde
_ f(z,y™(z)) _ 9g(y™(a),y™ (b)) _ 98(y™(a), y"(b))
Az) = . »uas B L dy(a) . B= 9y (b) ’

e uma solugdo aproximada da forma
y™*(z) = y™(z) + 2(z)

é procurada até que ||z(z)|| satisfaca uma tolerancia dada, ou algum limite do niimero de
iteragoes for excedido.

De acordo com Ascher et al.[1988] o método de quasilinearizagio é semelhante ao
método de Newton e converge quadraticamente, se a aproximagéo inicial for suficiente-

mente préoxima da solugao exata.

TEOREMA. Seja y(z) uma solugéo isolada de (3.17a) com as condigées de suavidade ne-
cessarias. Entdo, para cada estagio do método de colocagao, existem constantes positivas
p e h, tal que para toda malha com h < h,, tem-se que:

i) Existe uma tunica solugdo yn(z) para as equagées de colocagdo (3.16a) em uma
regido de raio p e centro yn(z);

ii) A solugao yni(z) pode ser obtida pelo método de Newton (ou quasilinearizagdo), que
converge quadraticamente, desde que a solugao inicial dada y{;(z) esteja suficientemente

proxima de y(z);
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i1i) O erro estimado sera:

llyi = y(z:i)l| = O(h?), 1<i<N
llyn(z) — y(2)|| = O(R¥*") + O(h?), z;<z <zi}1, 1<i<N. A

EXEMPLO 3.6 - Considere, novamante, o PVC néo linear do exemplo 3.4, e sua conversao
em um sistema de primeira ordem.

| —

Y1 = ¥2,

!

Yo = —a¥

y1(0) =y (1) =0

onde y = [:l] ,efegde(3.17a) tem a forma f(z,y) = [ y:yl] eg = [?%?g] A
2 = 1

solugdo aproximada em cada ponto da malha é representada por
m _ | YI; :
i = m | 1<i<N+1
y2.‘
e (3.17b) tem a forma, linear em z,

momn 1[0 1], eyl
h; 2[-6”"' O]Z‘- ( h; f(z,y™)), 15315 N,

10 00 [y
o ofme i Sfem=-lg ] o

3.3.3 - Método da Colocagao para PVC de ordem superior.
Em muitas aplicagdes, EDOs aparecem na forma de equagoes de ordem superior, e as
vezes a transformagdo dessas equagoes em sistemas de primeira ordem nao é conveniente.
Considere o PVC/EDO de ordem superior (m > 1), linear

m

(3.18a) Lu=ul™ - Ec;(z)u“'” =q(z), a<z<b,
=1

ou nao linear

(3.18b) Nu=u™ - f(z,u,u,...,u™ V) =0, a<z<d,
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cuja solugao y(z) é denotada por:

y(z) = [u(z) w'(z) ... ™D ()]

e as condigoes de contorno

(3.18¢) Bay(a) + Biy(b) = d.
(3.184) g(y(a),y(8) = 0,

Assumindo a existéncia de uma tnica solugéao u, e que os coeficientes ¢;(z) do operador
linear L sejam suaves, entdo u geralmente possui m derivadas continuas a mais que o termo
nao homogeneo, ¢(z). Se ¢ for uma funcido continua por partes, entdo u € C™~V[a, b].

Nesta segao sera apresentada uma versao do método da colocagao para EDO de ordem
superior. De uma forma geral, dada uma malha IT em [a, b], 0o método da colocagéo procura

uma solugao colocada da forma:
J
(3.18¢) un(z) = ) a;®;(z), a<z<b,
j=1

onde ®;(z) sdo fungdes linearmente independentes conhecidas e definidas em [a,b] e a;
sdo parametros que sao determinados pela exigéncia de up(z) satisfazer as m condigdes
de contorno e a EDO nos Nk pontos de colocagao em [a,b]. Pode-se dizer que up(z) €
Piimn N C™Y[a,b], isto é, é um elemento de um espago de dimensdo J = Nk + m
que é gerado pelas fungdes ®,(z), ®2(z),... ,Ps(z), onde Primn € o espago das fungoes
polinomiais por partes, continuas em [a, b] de ordem k+m para algum k > m (grau < k+m)
e as fungdes ®;(z) sio de classe C(™~1)[a, b] (como a solugio exata). Em outras palavras,
dada uma malha II de [a,b] e k pontos de colocagao em [z;,zi+1], onde z;; = z; + hipj,
0<pp<p2<-<pr<1,1<3<k,1<1:<N, a solugdo colocada un(z), é um
polinémio de ordem k + m em cada subintervalo de II e deve satisfazer os Nk pontos de
colocagdo e as m condigdes de contorno.

A eficiéncia desse método depende de dois fatores. A escolha das fungdes bases, ®;(z)
de (3.18e) e da escolha da malha II. As fungdes bases, como ja foi mencionado, sao fungoes
continuas e polinomiais por partes. Nessa classe de fungoes serdao destacadas as bases

monomiais e as B-splines.
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Bases Monomiais: Sao fungoes definidas usando uma representagdo local de poliné-
mios por partes, isto é, envolvem somente um subintervalo da malha.
A solugao un(z) da EDO (3.18), para z; < ¢ < z;4+; pode ser expressa em termos de

sua série de Taylor nas vizinhangas de z;

k+m — s ) )
un(z) = Z : (r[’_l)(x.-),
que pode ser reescrita como segue
(3.19a) un(z) = Z (I — ) iz + B E &2y
onde
b=1)y.. Y :
Yij = ugq (.’L‘,), e Yi= (yll s ylm)a
Zij = hf‘_luf—[m-'-j_l)(:c,'), e Z;= (2;1 ol z.-k),
yn(e) = [umup .. ug" (@),
yn(zi) = yi
e seja
3 $m+j—1 " .
) P e & 4L <z<
J(I) (m+J_1)!! e e 0_._1:_. ]

polinémios de ordem k + m satisfazendo @51_1)(0) =0, 1<€i<mlI<isk
Pode-se observar que tomando m = 1 recai-se no método implicito de Runge-Kutta
para un(Zi+1).

Reescrevendo o problema linear (3.18a) com a solugdo uy definida em (3.19a), tem-se

m

Bun(e) = = )3 C u+h"‘2m1( )z

e, nos pontos de colocagéo z;; = z; + hip;, tem-se a seguinte notagdo matricial

(3.19b) Vyi + Wz; = q;,
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onde q; = [g(zi1) ... ¢(zik)]’, € Vixm, Wixk sdo matrizes com elementos

J il
hi r J i
v,,-:——Zc;(z,-r)(_p—) 1<r<k, 1<j<m,

i !
e {1 — 1)
wyy = " (o) = Y (@i )1V (p,), 17,5 <k,
=1

respectivamente.
Para estabelecer as condigoes de continuidade da solugao un(z), avalia-se urn(z) e suas

m — 1 derivadas em z = z;4, por (3.19a), e iguala os valores correspondentes a
(3.19¢) Yi+1 = Cyi + Dz, 1<:<N
onde C,,xm é uma matriz triangular superior com elementos

W -
cr,—(j_—_r)!, Jer

e Dyxx € uma matriz com elementos
—-r -1 s
dpj = h"H7rel0(1), 1<r<m, 1<j<k
As restrigdes da solugéo sdo completadas pelas condigbes de contorno
B,y1 + Byyn+1 = d.

Conceitualmente, este processo e o método implicito de Runge-Kutta ndo apresentam
diferengas; portanto, o préximo passo é eliminar variaveis locais, como foi feito no método
de Runge-Kutta.

Pode-se observar que, quando h — 0,

P!
i = G - e
onde a matriz W(0) é uma matriz de Vandermonde. Portanto, para h; pequeno, W é nao

singular e

W= = W=1(0) + O(hy).

Usando (3.19b,c) pode-se eliminar z;, obtendo
Yi+1 =Liyi +r; 1<i:< N,
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onde

I';=C-DWwW™y, ri =DW™1q;
C=I+0(hi) e D=0(h)

Novamente, recai-se em um sistema de equagdes lineares em up(z) e suas m — 1
primeiras derivadas nos pontos da malha. Apds obter y; pode-se obter z; e, entdo, a

solugéo ur(z).
EXEMPLO 3.7 - Considerando PVC linear do exemplo 3.1,

{u"=/\2u+(1-z\2)e”, 0<z<hb,
(0)=1, u(b)=-¢,

Tomando uma malha de N subintervalo, com N =1, e k = 3 pontos de colocagao, tem-se
T1j = Pj, 0<p1=i—<p2=%<p3=%<leh1=1.
A solugao

2

(z —:r:l -’ =4 m

j=1
com ®,(t) = (11:;)” 1<j <k 0<t<1,devesatisfazer a EDO nos pontos de colocagao,

isto é,

ufi(pi) — MNun(pi) = (A* = 1) e, 1<1<3. ouseja

2 j—1
Zd) (pi)z1j — Z . ,le el Z@J(P: )215) = (A% =1)e*,

onde as matrizes V343, W3x3 dadas em (3.19b) tem a forma

1 a2 1 12 1 112 2 =x?
1- 2'43'\ ¥ il 3!]4-")‘ 2147 i 4!144)‘2 =A 4
2 2 —22
W=|1- 2'23’\ 2PN @ amA |, V=|-a =X |
2 3 3% 12 3* 3 a0 2
1- 552 §-382 e - o) A2 =32

e as condigoes de continuidade em z;4

2 1 3
un(zg) = J—Zl myu + jzzlq’j(l)zli
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3
upr(z2) = yiz + 3 &5(1)zy;
=1

gerando as matrizes Caxg € D3 dadas em (3.19¢) tem a forma
1 1 1

- = |2

o=l 2=}

OBSERVAGAO. A representagdo (3.19a) para un(z) nao é unica. Qutras escolhas de &;(t)

B e Jre

i e
6

podem ser consideradas, desde que @gl-])(O) =0,1<1<m,1<j <k Porexemplo, &
pode ser definida de tal forma que @g-m)(pr) = 6;r, 1 £ j,7 < k. Neste caso, zij = un(z;)
e, param = 1, tem-se, ®;(p,) = a,; € ®;(1) = §;. Ou ainda, pode-se definir ® tal que
(I)gr_”(l) =&8;—k+m,r,» 1 £ 7,7 < k. Oimportante nessa escolha é que a matriz D de (3.19c)
seja simples conforme Ascher [1986]. A

O problema (2.19) pode ser convertido em um sistema equivalente de primeira ordem,
se os mesmos k pontos de colocagéo forem usados. Cada componente de y;(z) ¢ uma
fun¢éo polinomial por partes continua de ordem (k + 1). O nimero de parametros livres
em yn(z), antes de satisfazer as condigdes de continuidade e de colocacdo serd N km,
enquanto que de up(z) é somente N{k + m). Portanto, usar ¢ método para manusear
diretamente equagdes de ordem superior é mais eficiente conforme Ascher et al.[1988).

Mas pode-se usar a teoria ja desenvolvida para sistemas de equagbes de primeira
ordem, uma vez que existe a equivaléncia. Estd provado em Bader e Ascher [1987] que
assumindo a existéncia de inteiros p > k£ > m tais que se o problema (3.18a,c) seja bem
condicionado (isto é, o sistema equivalente de primeira ordem tenha uma constante de
condicionamento de valor moderado), tenha coeficientes em C(P)[q,}], tenha uma dnica
solugdo u(z) em CP*™[q, b] e os k pontos de colocagdo py, ... , px sejam os pontos de Gauss.
Entao para h pequenc o método de colocagao descrito acima ¢é estavel com constante de
estabilidade ck/N, onde ¢ é uma constante de valor moderado, e tem uma ‘inica solugao

un{z). Além disso, as seguintes estimativas de erros valem para os pontos da malha
(3.20a) WP (z) —ud ()| = O(R?), 1<j<m—-1, 1<i<N+1,

e para qualquer z em [a,b)},
(3.20b)
[]u(j)(x) _ u](-f)(l‘)H =hf+m~ju(k+j)(xi)p(f)(£_i_£) + O(h:c+m—j+l) + O(RF),

z; ST T4y, 11N, 0<)7<k+m—1,
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onde P(¢) = gty fii(t = ™ TTh, (¢ — py) dt.

Considere, agora, o problema nao linear (3.18b,d). Dada uma solugio inicial un(z), e

resolvendo, repetidamente, o problema linearizado, |

{ wtm — B e (z), = —fu”(2) - f(z,yn(2)), a<z<b,
Baz(a) + Byz(b) = —g(yn(a), yn(d)),

onde, z(z) = [w(z) w'(z) ... W™~ D(z)]},

_9g(y(a),y(b)) . _ Og(y(a),y(b))
Be = =) Be= =5y

uma solugdo aproximada da forma

yii ' (z) = yulz) + zn(z)

é procurada até que ||zy1(z)|| satisfaga alguma tolerdncia dada.
Esse método de gquasilinearizagdo é assegurado em Ascher et al.{1988) que converge
quadraticamente, desde que a aproximagéo inicial seja suficientemente proxima de u(x),

como ja fol mencionado no estudo de sistemas de primeira ordem. I
EXEMPLO 3.8 - Considere, novamente, o PVC néo linear

{u”+e“=0, O<z <1,
u(0) = u(l) =0,

usando o método de quasilineartzagdo obtém-se

{w”+c"w=—(u”+e“), 0<z<l,
w(0} = w(l) =0.

que é um problema linear em relagio a w.

Tomando uma malha de N subintervalo, com N = 1, e £ = 3 pontos de colocagio,
tem-se r; = pj, O<p1=4l<pz=]5<p3=%<leh1=l.

As matrizes Vaxa, Wixy dadas em (3.19b) e as matrizes Cyxy e Dyys dadas em
(3.19¢) sdo identicas as do exemplo 3.7, uma vez que a parte homogénea dos problemas

difere apenas por uma constante.

Bases B-Splines: Aproximar a solugdo uy por B-splines de ordem k + m, usando

colocagdo, significa determinar uma fungao no espago Prym,n que satisfaga as condigdes
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de continuidade requeridas e as equagdes de discretizagao (de colocagiio) relacionadas com
a solugdo exata da EDO, Lun(z;) = ¢i; e Bayn(a) + Beyn(b) = d, ou seja, deve-se
encontrar fungdes @; tais que up(zr) = Z‘N:kﬁm a;®,(z), recaindo em um sistema linear
Aa = b, onde A é uma matriz banda.

De acordo com de Boor [1978], para gerar uma base de splines de ordem & 4+ m (B-

splines) para o espago Pi4m 11 define-se uma sequéncia {tj}fg“]nm nao decrescente a

partir de uma sequéncia estritamente crescente I = {z;}7*! de tal forma que

=1
Nt St < Sthym ST € TNy Stinkemtr S0 SHNHk+2mo

1) parai =2,...,N, z; ocorrem k vezes em {tj}f:a":nﬂ.
Define-se a i-ésima B-spline de ordem k 4+ m para uma sequéncia nao decrescente
(N+1)k+2m :
{ti}icy por

Bi = Bigamn(z) = Givrem — 1) (- — 25" [ty tivatm]
para todo z € IR, onde

pltistiv1, -« tivk+m]) € a (k+m)-ésima diferenca dividida de p,
(t - )4 = max{t — z,0}
e () = (ts).

Propriedades:

1. B; possui um suporte pequeno, isto é, Bi(x) = 0 para todo = € [¢;,titk+m|; somente

k + m B-splines em qualquer subintervalo [t;,t;4;] estdo em seus suportes, ou seja,

Bi(z)#0, z € [t;,t;41], t=1,... ;k+m.

2. ¥, B = Z:;:+1—(k+m) Bi(z) =1 para todo z € (i,,t,)
3. Bi(x) > 0 para todo z € (t;,tiyr+m) (isto é, B; é positivo em seu suporte).

Uma func¢édo spline de ordem k + m é qualquer combinag¢ao linear de B-splines de
ordem k + m para a sequéncia de pontos {t;}.

Uma das vantagens de B-splines é o fato das condigbes de continuidade ja estarem
embutidas, resultando que somente as equagdes de discretizacdo devemn ser satisfeitas ex-
plicitamente. Outra vantagem € o seu pequeno suporte compacto, e também que alguns
B-splines e suas derivadas sao independentes da malha, facilitando com isso sua avaliagéo.
Infelizmente, as matrizes de discretizagao para EDO de ordem superior possuem numero

de condig¢do com um rapido crescimento com o refinamento da malha conforme Ascher et

al.[1983).
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EXEMPLO 3.9 - Considerando o PVC do exemplo 3.1,

{ u’ = Nu4+(1-2%e®, O<z<b,
u(0) =1, u(d)=¢,

uma solugdo usando B-spline tem a forma

Nk+m

un(z) = Y a;®,(z),
J=1

tomandok=3e N =2, N!c—{-m=8ta{tJ-}gzlﬂ)"‘"'h",ondet1 ==t <0< tg =ty =
ig:%'(l-_—tgx"':t]g.

A solugdo usando B-splines de ordem k + m = 5, serd

8
un(z) = > _ a;Bjsn(),

=1

entao em cada ponto de colocagao

8 8
ZajB;:5|n(zij) -\ ZO‘J'B;,s,n(Iij) = (A —1)e"i, 1<i<2,
i=1 i=1
as condigdes de contorno

8 8
> a;B;sn(0) =Y a;B;sn(1)=0.
=1 =1

gerando Aa = ¢, de Nk + m equagdes com Nk + m varidveis, onde a matriz A é uma
matriz de banda. L

3.3.4 - Escolha da Malha

Como ja foi mencionado, a eficiéncia do método das diferengas finitas depende da
escolha da malha usada na discretizagio do problema. Essa escolha deve ser tal que o erro
de discretizagiao seja controlado preservando a estabilidade do método.

Existemn estratégias para essa escolha, por exemplo, pode-se fixar uma malha ini-
cial e refinar essa malha até obter uma solugdo com a precisio desejada, esse refina-
mento podera conter pontos prefixados ou simplesmente ser a duplicagdo da malha cor-
rente. Estratégias mais complexas poderao ser usadas, como a implementada nos pacotes
COLSYS e COLNEW, denominada método direfo, descrito a seguir. Dado um esquema
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de discretizagao e uma solugio inicial, determina-se uma nova malha a partir da solucio
corrente, e resolve-se o problema na nova malha, repetidamente, até que uma tolerancia
de erro seja satisfeita.

Por exemplo, considere o problema néo linear (3.18b) e assuma a existéncia de uma
solugdo isolada y(z). Tomando a solugéo inicial y§j, a malha deve ser escolhida de tal forma
que N seja pequeno € 0 €IT0 €; = MaXz,<z<z;,, ||¥Y11{Z) —y(z)|| satisfaga a tolerincia dada.

Para definir a nova malha II*, a partir de uma solugdo corrente y(z) e uma malha
corrente II, define-se uma fungéo ®(z, y(z)), denominada fungéo de controle, com derivadas
parciais continuas em uma vizinhanga de raio p de y(z),a < z < b, e ®(z,y(x)) > 6§ > 0,
para todo « € [a, b] e para todo 6. E diz-se que a malha Il estd equidistribuida com respeito
a P, se existe alguma constante A tal que f;‘“ ®(z,y(z))dz =X, 1<i< N, A= % onde

b
0 = [ ®(z,y(z))dz.
Para escolher a fungéo de controle, ®, no método da colocagio, usa-se o erro global

(3.20b),

llyn —yil = j e llyn(z) = y(@)|l € CihfH™ [ulE+m) | + O(RH),

onde C; = maxoce<) p(E)(1 + O(h;)) para p definido em (3.20b).
Seja Iu("""")lﬁl?, z; £ z < 744 a fungio de controle escolhida. Neste caso, nao
podemos tomar u como uma aproximacao de u, pois |uI(]k+m)|*_+l; = 0. Mas suponha que

v(z) € P, N Cla,b] seja uma fungio linear por partes que interpola |u§1k+m_l)

{z)| nos
pontos médios dos subintervalos, (v(zigs) = u%k+m—1)(:r,-+ 1),1 <7 < N)edefinaa fungdo
de controle por

'(z,v(2)) = [o'(z)| 7.

Como p(k+m=1(1) = 0, tem-se

' _okmy Lo my L 2 -
v(=i+%)_un (1‘,-}-2)—11 (I'+2)+O(hi)s 1<i<N,

e entfio v'(z) = u¥*™)(2)(14O(h)) ¢ uma aproximagao da fungio de controle [u(k+m){B%

de ordem h, e ainda, v'{z) é uma fungdo constante por partes e
b
© :=/ |v'(z)| 7% dz
a

é ficil de ser calculada. Considerando a integral
Tig1
(3.21a) f v'(z)| = dz = % 1<i< N,

46 UNIVERSIDADE FEDERAL DA pARAIBA

{nterior
Pr6-Reitoria Para Assuntoa do
Coordenacio Setoricl de Pos-Gradnagdo
2 Te
g hprinio Veluso, 882 ' fiil-
HubS.IUG . Camping Urande - Paraibae

| {083) 3-7222-R 355




e a fungao

(3.21b) iz} = % /: [v'(&)| 7= d¢

pode-se determinar z;4; a partir de z;, fazendo

(3.21¢c) tzi1) = 7.

Uma solugéo colocada yn(z), em uma malha II* determinada por (3.21) com N =
@(%)dﬁ , satisfaz

o=yl (=)™ h " = _
i = Il < G ™(1+0() + O(k™),  onde = max ||P(E)]
3.4 - METopo pos ELEMENTOS FINITOS: METODO DE RiTZ

A idéia basica deste método consiste em encontrar um espago conveniente de funcoes
que se aproxime do espago da solugdo exata do PVC/EDO, e escolher a solugao aproxi-
mada que minimize um funcional sobre o espago de solugdes aproximadas. A formulagao
variacional do PVC incorpora as caracteristicas do problema. As fungdes de aproximagao
sao, normalmente, polinomiais por partes (Splines) definidas em alguma malha do dominio.

Considere o PVC/EDO de segunda ordem ( Problema de Sturm-Louville )

Lu(z) = —(p(z)'v) + g(z)u = f(z)
com as condigdes de contorno
u(a) = 0, e u(b)=0

com p > 0 e g > 0, que possul uma unica solugao u.
O método de Ritz trabalha diretamente com a formulagéo variacional do problema,
ou seja, a equagao Lu = f é relacionada com o funcional quadratico

(3.23a) I(v) = (Lv,v) — 2(f,v)

onde

b
(f,v) = / Featuli)da.
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O funcional I(v) deve ser minimizado, %,,ﬂiuu = 0, e v = u se e somente se

Lu = f. Portanto, o problema de resolver Lu = f é equivalente a minimizar I, ambos
produzindo a solugdo procurada, u.

Construindo I(v) para o problema de Sturm-Louville dado obtém-se:

b b
I(v)=f(—pv')'+qur—2f fvdz

integrando por partes e usando as condigdes de contorno tem-se

b
I(v) = f [p(v')? + qv* — 2fv]dz

para qualquer v € C(V|a, b).

Para determinar a solugao, o método de Ritz considera um espago de dimensao finita
que é um subespago de C![a, b] e procura uma fungéo uy; que minimize I(v) e que satisfaca
as condigdes de contorno, ou seja, a fungdo up deve ser tal que I(u) = min I(v) para todo
v € CiVla,b] = {v € CM(a,b],v(a) = v(b) = 0}. Seja Il uma malha em [a,b] e P{y;, o
espago das fungdes polinomiais por partes de ordem k em C*~V)[a, b] e nulos nos extremos
do intervalo (P, C CU=D[a, b]). Escolhe-se uma base {(I)J-(a:)};Ll para Py ; e escreve-se

vn(z) = Zle a;®;(z) para qualquer vn(z) € Piy .

A solugdo up(z) = ZL]&J-‘I’J-(:B) que minimiza I, ou seja, que torna %(—l = 0,

1 € < J é determinado pela resolugao do sistema linear
(3.23b) Aa =T,

onded=[a; ... aj]te Aef sio:
b
A=laij], ai;= / (p(2)2i(z)®j(z) + ¢(2)®i(2)25(z))dz 1<4i,j<JT e
L R R b
F<i(F o Filts Fis= / £(z)i(z) dz.

Assumindo uma suavidade apropriada nos coeficientes da EDO, Ascher et al.[1988] mostra

que para qualquer inteiro n > 1, I > n, a solugdo de Ritz uyi(z) € Py, , satisfaz

luim — u| = O(h®™).
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EXEMPLO 3.10 - Seja o PVC linear

{—u"+u=x2—-;-—2, 0<zr<05
u(0) =u(0.5) =0

com solugdo u(z) = z? - £,
Considerando uma malha de N = 5 subintervalos com h; = 0.1 paratodoi=1,...,5

e fungdes {®;}V7! ( denominadas elementos lineares) definidas por

T=Ti-
s ) Ti-1 S z S Iy,
(p) = ¢ Ziti—z -
q)l(x) - : h ) ; <7T S Tit1,
0 caso contrario,

que formam uma base do espago das solugdes aproximadas, resultando em um sistema

linear Aa = f, onde a matriz A tem elementos

zi Zit1
a;; = / (q)," @j'-l-@.'@j)dz-i-[ ((I>,"<I>J"+‘I>,'(I)j)d$,
Ti-1 Iy

T tem elementos

L}

fi= f:_'l f®i(z)dz + f:i“ f®;(z)dz,

E o sistema (3.23a) tem a forma

20.067 -9.983 0 0 aq -0.203

-9.98 20.067 -9.98 0 Qg | _ |[-0.205 A
0 -9.983  20.067 -9.983 Qg3 - -0.205
0 0 -9.983  20.067 Oy -0.203
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4 - IMPLEMENTACOES

Neste capitulo seréo descritas e analisadas as implementagoes disponiveis dos métodos
descritos no capitulo anterior. Os métodos cujas implementagdes nao estdo disponiveis
foram implementados apenas para fins de comparagao e estudo do comportamento dos
mesmos. Serao analisados os seguintes pacotes: MUS - pacote para resolugao de PVC/EDO
de primeira ordem usando o método do shooting miltiplo com técnica de marcha e reorto-
gonalizagao; COLSYS e COLNEW - pacotes usando o método da colocagao para resolugao
de PVC/EDO de ordem superior.

4.1 - IMPLEMENTAGOES EFETUADAS

Foram implementados os seguintes métodos para PVC de primeira ordem: super-
posigao e superposigao reduzida com shooting simples e superposigao com shooting multiplo
nas versoes padrdo, padrio com compactagido e usando reortogonalizagdo nos pontos de
shooting, para problemas lineares; shooting multiplo padrdo para problemas néo lineares
e o método dos elementos finitos para PVC de segunda ordem. Para resolver os PVIs nos
métodos do valor inicial foi usado o pacote EPISODE - desenvolvido por C. D. Byrne e A.
C. Hindamarsh, Argonne National Laboratory, traduzido e adaptado por M. T. Hattori,
DSC - CCT - UFPB, e para resolver o sistema linear resultante da discretizagao do problemas
usou-se as rotinas DCOMP e DSOLVE do SEDAN, uma biblioteca de rotinas numéricas
para o ensino de calculo numérico desenvolvida pelo Departamento de Sistemas e Com-

putagao.
4.1.1 - Implementagao do método do shooting simples
A implementagéo deste método foi feita segundo a descrigdo dada no capitulo 3, §3.1.
Algoritmo 4.1 - Superposigdao com Shooting Simples
Entrada: Um PVC/EDO linear de primeira ordem

{ Y = A(z)y + q(z), se a<z<hb,
B.y(a) + Byy(b) =d,

especificado de acordo com as exigéncias do pacote para resolugéo dos PVlIs, (ver apéndice
2) e uma malha de pontos de saida (a <z <z < -+ <zy<b).
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Saida: a solugdo do problema nos pontos de saida fornecidos.
1 - Resolver os PVIs.

{ Y'(z) = A(z)Y (2), . { vi(z) = A(z)v(z) + q(z),
Y(a) =1, v(a) =0,

para determinar Y () e v(b).
2 - Construir a matriz ¢} e o vetor d conforme (3.2a,b)

o~

3 - Determinar s, resolvendo o sistema (s = d,
4 - Obter y(a) = s por (3.1a)
5 - Integrar o PVI
{ y'(z) = A(z)y(z) + q(z),
y(a) =s,
obtendo a solugio nos pontos de saida predeterminados.
No passo 1 exigiu-se que a matriz solucao fundamental satisfizesse a condigéo

|Y(2)]] < TTT’ onde Tol é a tolerancia dada, e no passo 3 que a matriz § do sistema

s = d fosse bem condicionada.

O algoritmo usado na implementagao do método da superposigdo reduzida, usado para
PVC com condigoes de contorno separaveis € identico ao usado em superposigdo a menos
da determinagao das condigdes iniciais ?(a) de (3.3b) e v(a) de (3.3c). Para determinar
esses valores inicials usou-se a rotina DQRDC - traduzido e adaptado por M.T.Hattori
DSC-CCT-UFPB, que utiliza a transformacao de Hauseholder para fazer a decomposicao QR

da matriz B, obtendo as matrizes H e R dadas em (3.3d,e).

4.1.2 - Implementacao do método do Shooting Miiltiplo

Em todas as versdes do método do shooting multiplo a malha é fixa, isto €, os pontos
de shooting sdo predeterminados. Se ocorrer erro devido ao crescimento da solugdo em um
intervalo da malha, o usuario deve fornecer uma nova malha e recomegar a resolugao do
problema.

O controle de erro na resolugdo dos PVIs é feita pela prépria rotina EPISODE de
acordo com a tolerancia dada. O controle no crescimento da solugdo fundamental Y; é

feito da mesma forma que no método do shooting simples em cada intervalo da malha
dada.

Algoritmo 4.2 - Método da Superposicao com Shooting Multiplo

Entrada: Um PVC/EDO linear de primeira ordem como no algoritmo 4.1 e uma malha II

de N + 1 pontos de saida (ou pontos de shooting).

51




Saida: a solugdo do problema nos pontos de saida fornecidos.
l1-Parai=1,--- N
1.1 - Resolver os PVlIs.

{ Y/(z) = A(2)Yi(z), . { vi(z) = Alz)vi(z) + q(z), z; <z < 144y
Yi(zi) = F, vi(zy) =0,

para determinar Yi(zi41) e vi{ziy1).

1.2 - Construir a matriz A e o vetor d de (3.5e).

2 - Determinar s resolvendo o sistema As = d.
3 - Obter yi(z;) por (3.5h)

A implementagio do método do shooting multiplo padrao segue o algoritmo 4.2 com
F; = [ paratodo: =1,...,N conforme descrito no capitulo 3, §3.2.

No método de shooting muiltiplo usando compactagdo, para determinar o vetor de
paramentros s, o passo 1.2 e 2 do algoritmo 4.2 sdo modificados para determinar as solucdes
fundamantais ¢; e r; usando (3.7b,c) respectivamente e armazenando essas solucdes para
todo i. Monta e resolve o sistecma (3.7d) para determinar o vetor s, e determina s; por
(3.7a).

O método de shooting multiplo com reortogonalizagio difere do método padrao apenas
na resolugdo dos PVIs homogéneos do passo 1.1 do algoritmo 4.2, onde os dados iniciais
do (i+1)-ésimo intervalo da malha sio determinados pela decomposi¢io da solugiio funda-
mental do i-ésimo intervalo, isto é, efetua uma decomposigdo QR de Yi{z;4,) obtendo as

matrizes F;;, e I';. Para iniciar o processo considerou-se a matriz F; = I.

Na implementagio de problemas néo linerares, as matrizes iniciais F; = I, para todo
i, em (3.12e) e a solugdo aproximada inicial é nula, ou seja, s; = 0, para todo 7, e um valor

de s é considerado aceitavel se |{F(s)|| < Tol, onde Tol é a tolerdncia dada.

Algoritmo 4.3 - método do shooting multiplo para problemas nio lineares

Entrada: O PVC de primeira ordem

{y’:f(a:,y), se a<z<hb,
g(y(a), (b)) =0,

uma malha [T de N + 1 pontos de saida (ou pontos de shooting) e uma aproximagéo inicial
para a solugao.
Saida: A solugio do problema nos pontos de malha fornecidos.

1- Parai=1,---,N
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1.1 - Resolver os PVIs

{ yg(x) = f(I:YE)'r ;<X < Tiy
yi(xi) = 8§y,

para obter os vetores solugdo y;(z;s).
2 - Verificar se ||[F(s)|| < Tol, F(s) dado por (3.12c); se a condigéo for satisfeita, pare.
3 - Montar a matriz F'(z) = a_g)({ﬂ,
3.1 - montar as matrizes A, B, e By dadas em (3.11c,d),
3.2 - resolver os PVIs (3.12e),
4 - Resolver o sistema F'(z)r = —F(z),
5 - Determinar s™*! =s™ 4 r,

6 - Voltar para 1.

4.1.3 - Implementagao do Método dos Elementos Finitos

Foi implementado o método de Ritz para PVC/EDO de segunda ordem conforme ca-
pitulo 3, §3.4, para determinar a solugdo, em uma malha IT previamente definida; up(z) =

Z;T:] a;®;(z) minimiza o funcional I dado em (3.23a) resultando na resolugao do sistema
linear
Aa =T,

onde a = [@;,...,ay) e A e T sdo:
b
A= lagl = j (p(2)®(2)®)(z) + a(2)@i(2)®;(x))dz  1<i,j<T e

- " - = b
ialh. 0 J= / f(2)%i(z) dz.

Em uma malha II de N subintervalos definem-se as fungdes {®;};_, usando elementos
lineares ou usando splines ctbicos.

Para resolver as integrais foi usado a rotina GQ do SEDAN, que usa quadratura de
Gauss-Legendre de ordem n, 2 < n < 20.

N-1

0 método de Ritz com elementos lineares: As fungdes {®;};_]" sdo definidas por

E:"EL-L: Ti-1 S T S Zi,
I -z

®i(z) = ZHZ=, 7 <z <74,
0 caso contrario,
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formam uma base do espago das solugdes aproximadas, resultando em um sistema linear
Aa = f, onde a matriz A tem elementos

Tk+1
Z / (p @@, + ¢ ®;®;)dx,

k=i-1

se 1=1 = 1<j<i+1,

se 1<i<N-1 = 1—-1<j3<1+1,
se 1=N-1 = 1—-1<7<n-1,

e ? tem elementos

s /

k=i-1

0 método de Ritz com Splines cibicos: As fungdées {B_;,By,...,Bn,Bn+1}
formam uma base para os splines cibicos onde

¢ (z-zj-5)°

W y 8¢ Zj25%XTj-1,
L4 3z =)+ e -2 ) = Flz -2 e 3 £254;,
Bij(z)=¢ 1+ 2zjp1 — )+ 2(zj41 —2)? — F(zjp1— ) se z; <z <zjy,
Ej"ﬁ'a;:)s, se zj41 ST < zj4a,
\ 0 caso contrario.

As fungoes vyp devem satisfazer as condigoes de contorno

vn(a) = vn(b) = 0.
Uma base {®;}L, definida por
®o(z) = Bo(z) — 4B-1(2),
®1(z) = Bo(z) — 4Bi(2),
®(z) = Bj(z), para 3<jSN-2
®xn_1(z) = By(z) — 4Bn-1(2),
®n(z) = Bn(z) — 4BN4i(2),

gera o espago das fungdes vy, recaindo em um sistema linear Aa = d, onde a matriz A
tem os elementos

b Th41l
= Z/ (p®;®; + q®;®i)dz, com
— I
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a=0 e b=min{j+1,:+1} se 1<:i<3 e 1<;5<i+3,
a=max{j —2,i—2}eb=min{j+1,i+1} se 4<i<N-3 e i-3<;j<i+3,
a=max{j—2,i~2} e b=N-1 se N-2<i<N e i-3<j<N

e a f tem elementos

fi= i /:“ £, dz.

k=i—-1

4.2 - O Pacote MUS

E uma implementacdo do método de shooting multiplo para resolver sistemas de
PVC/EDOs de primeira ordem, nido rigidos, usando reortogonalizacio nos pontos de
shooting, usando a técnica de marcha para determinar os pontos de shooting e compactagao
para determinar o vetor s; em (3.8a) e r em §3.2.1. O cddigo foi escrito por R.M.M.
Mattheij, G.W.M. Staarink, Economisch Instituut, IKatholiecke Universiteit,
Nijmegen, The Netherlands.

Sera descrito como a reortogonalizagao é implementada, como os PVlIs sao resolvidos,
como os pontos de saida (pontos de shooting ) sdo escolhidos e como é feita a escolha da

matriz ortogonal F; dada no capitulo 3, §3.1.2.

4.2.1 - Reortogonalizagao

Para formar um algoritmo estavel é necessario controlar o crescimento das solugdes
fundamentais, em cada intervalo da malha II, e quando alguma tolerancia for excedida um
novo ponto z;4; da malha serd considerado e as colunas de Y;(z;;;) serdo reortogonali-
zadas. Ao fazer a reortogonalizagdo, havera um desacoplamanto das solugdes crescentes e
decrescentes, permitindo com isso, construir um algoritmo estavel. Dada uma matriz £} eo
primeiro subintervalo de uma malha de pontos de saida [z, 23], determina-se a solugéo fun-
damental Y] (z;) satisfazendo Yi(z;) = F} conforme mostrado no capitulo anterior §3.1.2.
Decompéde-se Yi(z;) = szl, onde F, é ortogonal e fl é triangular superior, tomando
agora F; como a matriz inicial no proximo intervalo da malha. De uma forma geral em
um subintervalo [z, T;4+1] determina-se Yi{x;4,) satisfazendo Y;(z;) = F; e decompde-se a
matriz Y;{r;y;) em um produto de matrizes, uma ortogonal e outra triangular superior;
a matriz ortogonal F;4, € usada como valor inicial no proximo subintervalo e a matriz

triangular superior ['; é usada para selecionar o préximo ponto de shooting.
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4.2.2 - Resolugao dos PVlIs

A resolugdo dos PVIs é a parte bdsica deste método. Em MUS é usado o método
de Runge-Kutta-Fehlberg de quarta e quinta ordens (ver apéndice 1). Primeiramante
¢ resolvido o PVI ndo homogéneo, ou seja, determina-se uma solugdo particular v;, em
um intervalo [z, Z;4+1] da malha de pontos de saida. Na resolugdo desse primeiro PVI
sdo determinados os passos e fixados para a resolugdo dos PVIs homogéneos, usando o
método de quarta ordem de Runge-Kutta, no ultimo ponto dessa malha a matriz solugio

fundamantal é decomposta em uma matriz ortogonal e outra triangular superior.

4.2.3 - Escolha dos pontos de shooting

Para determinar os pontos de sheooting durante o processamento, fol usada a estratégia
de controlar o crescimento da solugdo fundamental. A determinagdo desses pontos é feita
como segue.

Seja z;; o ponto inicial de um subintervalo da malha de pontos de saida, ou seja, um

ponto de shooting. Define-se
W1 = Ff,’ e V= a]

de (3.8a). Se ||[W)|| 2 M, onde M < ?—;’ é o limite permitido, entdo z;, 4+, é o préximo
ponto de shooting. Se ||W|| < M, entdo para s = 1,2,... calcula-se

Weopi1 =Ty +:W, e v =Ty 4,v, + a-‘,»-l-u
até que ||[W,41]| > M, e o intervalo considerado é [z, , zi; +,+1]. Define-se
Vi=W, € Vi = Va1
e a recorréncia para a sequéncia s, , serd
Si;+1 = Vysi; +V;

4.2.4 - Determina¢ao da matriz Fy

O principal problema neste método é como encontrar a matriz F; adequada. Esta
matriz inicial deve ser tal que de alguma forma estabelega uma ordem nas solugdes da
matriz fundamental, ou seja, que f,- tenha uma ordem nos blocos e que D; definida em
(3.8b) reflita o crescimento das solugbes, isto deve ser medido por inspecédo dos elementos
da diagonal de f.-. Para se conseguir esse objetivo, assumindo que exista uma dicotomia na
solugdo fundamantal, é suficiente fazer com que a matriz I, tenha diagonal ordenada de
forma decrescente, isto é, os elementos da diagonal devem aparecer na ordem decrescente
(a,-.- > ajj, 1 < J)
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No pacote MUS, o procedimento € iniciado em z = z; com F} = I e, em z = z,,
verificando se a diagonal de I'; estd ordenada, se isso ndo acontecer, as colunas de fl
deverao ser reordenadas de acordo com o valor dos elementos de sua diagonal, usando uma
matriz de permutagao P (2) (o digito 2 no parenteses significa que a verificacio estd sendo
feita em x = z2 ¢ o digito 1 do indice inferior que ¢ a primeira permutacéo feita). A matriz

permutada é novamante decomposta em uma matriz ortogonal e uma triangular superior
L()PI(2) = 2T (2)

Se os elementos da diagonal de T (2) néo estiverem ordenados, repete-se o processo. De
acordo com Mattheeij e Staarink [1984a], o processo dard resultado apds um nimero finito

de passos. Sejam j = 1,...,p os passos dados, onde

T™ ()P} (2) = P}(2)T}(2).

Entao
Ti(1)P(2)P}(2)--- PI(2) = P}(2)- - P (2)T}(2).
Fazendo
S1(2) = PL(2)PF(2)--- PP(2), S$2(2)=Pl(2)---P}(2) e Tu(2)=T%(2),
tem-se

F1 (1)51(2) = Sz(z)fl (2).

Se a sequéncia original F; e T; for representada por Fi(1) e ﬁ-(l), entdo, usando Fi(2) =
51(2) como matriz inicial, as sequéncias induzidas serdo F;(2) e Ti(2).

Como se estd construindo os intervalos de shootfing deve-se verificar se a matriz
Wy(2) = fg(‘Z)W,(2) possui diagonal ordenada de forma decrescente. Se isso néo ocorrer,
permutam-se as colunas de W; e faz-se uma decomposigao QR como descrito anterior-

mente, ou seja,

W,(2)51(3) = S53(3)W>(3)

onde S53(3) é ortogonal e W,(3) ¢ triangular superior, e considera-se a matriz inicial FY =
S1(2)5,(3) para obter a sequéncia Fi(3) e I';(3). Essa adaptagdo € feita até o ponto final
do primeiro subintervalo determinado. Nos pontos seguintes a ordenagao ¢ assegurada,
se o espago de solugdo apresentar uma dicotomia, caso contrdrio, a ordem encontrada
inicialmente néo serd globalmente aceita. Portanto, as diagonais das matrizes triangualres
superior devem ser verificadas, para assegurar a ordenagio. Quando néao for encontrada a
ordenagdo o processo recomeca. Apods ter encontrade uma ordenagdo satisfatéria, o valor

de k, dimensdo do subspago de solugdes crescentes, € determinado por inspegéo.
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4.2.5 - Controle do erro

A ordem de crescimento do erro de arredondamanto em (3.8¢,d) é determinado por

1 [
max||Qp,gll, max||[[Edl, max (T2
P8 st i=; L)

i+j

onde ;4 = ;{_:; {(]—I;_{_J Dg)"IC’;(HLj E)} e para verificar essas normas calcula-se

p = max|| [ | diag(E|| - max|| [] diag(Di)™)]],
! =) ’ 47

e p representa o maximo dos elementos da diagonal das matrizes (D;)~! e E; e é uma
boa estimativa do crescimanto de E e D. Se p ndo for muito grande pode-se esperar que
{ I—H=J‘ Ell, ||(H;+J D)7 sejam de ordem 1. A estimativa p é usada da seguinte forma:
suponha que o usudrio queira uma tolerancia Tol; se o cddigo detectar peps > Tol indica
um acumulo de erro de arredondamanto. Portanto p € um bom estimador para a ampliagao
global do erro conforme Mattheeij e Staarink [1984a).

4.2.6 - Solugao de problemas naoc lineares

Na solugéo de problemas néo lineares é usado o método de Newton descrito no capitulo
3, §3.2.1 e §3.2.4. Para montar a matriz F'(s) é usado reortogonalizagéo e desacoplamanto
como no caso linear e o vetor r é determinado usando compactagéo. O processo é iniciado
com tolerdncias maiores e executa um refinamento, na tolerancia, quando ocorre uma

convergéncia na malha corrente.

4.3 - Os PacoTes COLSYS e COLNEW

Nesta se¢éo serdo analisadas as implementagdes do método de colocagio com pontos
gaussianos, definidos em §3.3, para problemas de valor de contorno para sistemas de EDO
de ordem mista, usando B-splines e bases monomiais, nio requerendo a conversao do
problema em um sistema de primeira ordem. Os pacotes sio denominados COLSYS e
COLNEW respectivamente.

O cddigo COLSYS foi escrito por U. Ascher da Universidade de British Columbia,
Canada, J. Christiansen e D. Russel da Universidade Simon Fraser, British Columbia,
Canada. O COLNEW é uma modificagdo de COLSYS feita por U. Ascher e G. Bader da
Universidade de Heidelberg, Heidelberg, Alemanbha.
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4.3.1 - Definigao do Problema

Seja o sistema de ordem mista de equagdes nao lineares de ordem

d
1SmiSmy<-Smy<4,  0<d<20,  mi=) m, <40,
n=1
(4.1a)
ul™) () = Fu(z,y(u)), a<z<b n=1,...,d,
onde
u(z) = [u1(z) ... ua(z))® ¢é uma solugio isolada,
y(u) = [ug u) .. wd™ Dy u;""_])]‘.

O sistema (4.1a) contém m* condigdes de contorno separadas, possivelmente néo li-

neares

(4.1b) gil¢iy(u)) =0, j=1,...,m",

ondea <& <éy < <€y <b
Se II for uma malha de [a,b] definida em (3.4), by = iy — 2, 1 =1,... ,Ne
h = max; h;. Uma solugéo aproximada por colocagdo é um vetor v = [v; ... vgl%, tal que
Un € Prym, nN C(mn=Da,b], n=1,... ,d com k > my o numero de pontos de colocagio
por subintervalos [z,,z;+1] de II. Se {p,;}%, forem os pontos de Gauss em [—1, 1], entédo
os pontos de colocagao sao definidos por
i+ Ty 1

:L','j=—""'§""’"—'+2

1

zh"pj, ‘.':=1,...,N, j=1,...,k.

hlPJ = I;‘+% +
A solugdo colocada v sera determinada de tal forma que
U,T“(J?ij‘)=Fn(I,'J',y(V)), j=1,...,k, i=1,...,N, nzl,...,d

e satisfaca as condigGes de contorno.

Para a andlise, os seguintes aspectos serdo considerados:
- Estimativas de erro;
- Sele¢do da malha;
- Avaliagao das fungdes bases;

- Solugdo de sistemas lineares;

99




4.3.1 - Definigdo do Problema

Seja o sistema de ordem mista de equagdes nao lineares de ordem

d
1<my<mp<--<mg<4,  0£d<20, m* =) m, <40,
n=1

(4.1a)
u'E;mn)(‘r)=Fn(IvY(u))a a<z<h, n=1,...,d,
onde
u(z) = [u1(z) ... uwa(2))* ¢ uma solugio isolada,
y(u) =luup oou{™ T g Y

O sistema (4.1a) contém m* condigbes de contorno separadas, possivelmente néo li-

neares

(41b) g](f]ay(u)) =05 J =1,... 1m*1
ondea<§ << <y <b

Se I for uma malha de [a,b] definida em (3.4), hy = 2441 —z;, 2 =1,... ,Ne
h = max; h;. Uma solugdo aproximada por colocagdo ¢ um vetor v = [v; ... vyl tal que
Up € Prym, n N C(m"")[a,b], n=1,...,d com k > my o numero de pontos de colocacgao
por subintervalos [z;,z;4;] de II. Se {p,;}5, forem os pontos de Gauss em [—1,1], entdo
os pontos de colocagio sdo definidos por

Ti+ T4, 1

xij=—""é"""_'+2

1 . .
hipj=$i+%+§hipj$ i=1,...,N, j=1,...,k

A solucgdo colocada v sera determinada de tal forma que
vpn(zij) = Fa(eij, y(v)) j=1...,k i=1,...,N, n=1,...,d
e satisfaca as condigbes de contorno.

Para a anailise, os seguintes aspectos serdo considerados:

Estimativas de erro;

Selegio da malha;

1

Avaliagao das fungbes bases;

Solugéo de sistemas lineares;
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- Solugao de problemas néo lineares.

O pacote COLNEW foi obtido pela substituicio das funcbes B-splines, usadas em
COLSYS, pelas bases monomiais de Runge-Kutta. As mudancas foram feitas de modo a
alterar o minimo possivel os outros aspectos do pacote. A estimativa de erro e a selegio
da malha sdo iguais em ambos os pacotes, a resolugio de equagdes lineares e nao lineares

sofreram algumas alteragdes que serdo comentadas no decorrer desta segio.

4.3.2 - Estimativa do Erro

Quando o nimero de pontos de colocagdo, k, por subintervalo for muito grande, isto
€, k > my, pelo resultado de convergéncia (4.2a), o erro local conforme Childs et al.[1979]
e Ascher et al. [1979] para = € [z;,2:41] é dado por

(4.3a) el (z) = uNz) = v{(2) =
(k+m")(l'

') 2 Mn— m -
t

[=0,...  m,, n=1,....,4d,

dk-mn 2 _ 1\k
onde  Po(6) = ggrmmer(@) pana w6) =S ge(-n)

Para obter uma estimativa do erro, e também para a selegio da malha, assume-se que

o termo local em (4.3a) é o termo dominante. Isto somente pode ser garantido quando a

h

T for limitado, e h pequeno.

malha for gquasiuniforme, isto ¢

Na prdtica, ndo € possivel obter a estimativa (4.3a) porque depende explicitamente
do raio de convergéncia superior, Q{hR**t™~—1) que nao é possivel ser encontrado. A
aproximagao de u( tm ")(x ;) pode ser imprecisa, como também o termo de ordem global
negligenciado nem sempre sera desprezivel,

O calculo efetivo do erro € feito usando extrapolagao, isto ¢, sdo calculadas duas
N+

solugbes aproximadas v,(-) € v;;(-) em malhas diferentes, {z,;}:_7" e {z? }2N t1 respectiva-
mente, onde z3;_| =T, e T} =T,y = (”—I"‘—) e er =u,(z)—vi(x) paraz € [z}, Ti41]
é o erro maximo que deverd ser estimado.
A expressdo (4.3a) é usada como segue.
Consideram-se os pontos z7. 3= Tig) € 332:— =Tipe-
Ti Ti+l Tit+l Zit+1
| ] 1 | |
| ! T 1
* * . *
T2i-1 T2i L2i+1
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Seja
A1 = |va(@iyy) - vilzipy)l =
= |en(xi+%) - e;($i+§)| =

) (2] 2 1o higpn
= o [Pa(=3) = Pa(= ) (GO ™ 4+ O(kk+mnt1),

e analogamente, tem-se
Qg = |”n(Ii+§) - U;($i+§)| =

{(k+mn)
Up T 1 1., h; . m
- I_—:fg_k——i%ﬂ \Pu(—3) - Pn(§)|(5)k+ n 4 O(RFTmnHTY

para P, definido em (4.3b). Entédo

max  |e%(z)] = |Pal(A1 4 As)
z€(z3;_, 73 " |2k+mnpn(_%) - Pn(_%” + |2k+m"Pn(—

+ O(hk+m"+l).

) = Pa($)l

1
3

Generalizando a expressao acima, para estimar o erro de todos os componentes de

y{(Vv), os pesos que multiplicam (A + Az) sdo dados por

|PY]
Wikv = I2‘2k—vp(v)(_§) _ P(U)(_%)l + |22k—vp(v)(_%) — P(”)(%N’
v=0,...,k—1, e k > my.

Esses valores de w sdao previamennte calculados e armazenados no programa como

constantes. A estimativa do erro na malha [I* é dada por
max 16:1“)(I)I = wk.k—mn+f(A1 + A?) + O(hk+mn+l)’ I=0,...,my,—1,

onde A; e A, sao tomados para vs,l), n=1,...,d

4.3.3 - Selegao da malha

O problema de selecionar uma malha {z3}7%

que equidistribua o termo local na
expressao do erro (4.3a) é resolvido usando uma solugdo v, previamente calculada na
malha corrente {z;}7}!.

Dado um conjunto de tolerancias Tol;, j=1,...,Ntol, com um conjunto de indices

Ltol}, o cédigo tenta satisfazer
(4.4a) [yr(u) = w(v)| € Toly(1 + |lw(v)]), I=Ltol; e j=1,...,Ntol,
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com o menor N possivel (N é o nimero de pontos da malha). Este é o objetivo do
algoritmo de selegao da malha, ou seja, deseja-se encontrar uma malha {z? }?’;H de forma
que, quando duplicada, produza uma solugéo que satisfaga (4.4a) com o menor N*.

Por (4.3a), desprezando o termo global, tem-se

(4‘4}‘)) max Ieg)(m)l = Ck.k—mn'l'f|u£tk+mn)($i)|hik+mn-11 l= 01 ree yMp — 13
€[z, zi41]
(V) (k.. o .
onde Ci,= Jﬂz_n_&;ll, sao constantes, previamente calculadas e armazenadas.

Para cada j, 1 < j < Ntol, sejam | = Ltol;,n = Jtol; determina-se WEIGHT; =
Crkmmpy 41 o 1
Toly (1+ulti(z)) © MOOT; = =i

Por (4.4a,b), a meta é encontrar a malha {z] ﬁ_'l“ para a qual

(k+m-x)(x:)|h:ﬁ6%ﬁ < 1

(4.4c) max WEIGHT;|u ;

1<j<Ntol =

para o menor N* possivel.
Como uS,Hm")(a:,’-') é desconhecido, de acordo com a expressdo (4.4c), ndo é possivel
determinar uma malha. Além disso, em COLSYS a malha final é uma duplicagdo da malha

anterior, logo que uma estimativa do erro é feita.

Sejam
Si(z) = weiGHT;|uf+*™)(z)| e
_ ROOT
S(et= | A, 51 )

(a fungdo S € usada como a fungdo de controle). Entdo (4.4c) é equivalente a
(4.4d) S(zi)h} <1.

A solugdo colocada que satisfizer (4.4d) devera satisfazer (4.4a).
Exigindo que a condigao

(4.4¢) ] g

seja satisfeita, em vez de (4.4c,d), a solugdo colocada ainda satisfaz (4.4a) conforme

Childs et al.[1979]). Mas para verificar (4.4e) ainda se faz necessario conhecer us,k"'m")(x),

=l .. 00
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Uma aproximagao para as derivadas de ordem superior, conforme Ascher et al.[1979],
pode ser construida da seguinte forma: Dada uma malha {z;}**! e uma solugdo colocada
v, o polinémio na expressio do erro (4.3a) para a (k + m, — 1)-ésima derivada do n-ésimo

componente sera

1 d‘Zk—-l
ﬁ a’f““ (62 - l)k = {

e, por (4.3a), tem-se que
et4m=D (g, 1) = O(h?).

Definindo, conforme capitulo 3, §3.3.4

2o "™ D (i) = o™ V(a)))

'&n(zi+l) = =
Tit2 — T4
= [u*+ ™) (gip0)| + O(h) = [u**t™)(2)| + O(h),
para <z € [z;,z;41), t=1,...,N —1, e em todo o intervalo [a, b]

R {ﬁ.n(lt;') se $€ [Budiga)s 122 N
un(z) =

in(z2) se  z € [z1,72).
Portanto, |u$,k+m“)(r)[ = |tin(z)| + O(h) e a fungéo de controle sera
3 - ROOT;
3(z) = ISTS%tol(WEIGHTjun(I)) i, n=Jtol,

que é uma fungdo constante por partes e possivel de ser calculada. S*(z;)h] < 1 é satisfeito
5
para {z} :‘__:]H se f:;“ §(z)dz =1, i=1,...,N"
Na prética, a ultima expresdo conduz a valores de N* grandes, quando comparados
com N, significando que N* deve ser determinado nos dados iniciais. Também se faz
necessaria uma estimativa do erro para verificar quando a tolerancia deve ser satisfeita.

Uma modificagdo é feita no ultimo critério, e uma nova malha é definida (para algum N*)
de acordo com

"'-':"+1 R 1 . . .
(4.4f) /I §(z)dz = 7] Zs(xj)h,- =9, =0 N

Duas questdes ainda necessitam ser analisadas: quando redistribuir os pontos da

malha, em vez de duplicar a malha corrente? E como escolher N*?

63



Quando uma solugéo aproximada na malha corrente {z;} ! for obtida, os diagnds-

ticos
N

ry = rn'ax §(2:,‘)h,', rqp = 25(1:,')}&,' e Ty = %

i=1

sao comparados. A raziao T dd uma idéia da melhora que podera ser obtida pela redis-

tribuicio. Uma redistribuigao somente serd feita quando r; > 2r3. Na redistribuicio o
valor de N* é dado por

e 1
N* = min{éN,N, Emax[N, ra2]}

onde N é o niimero maximo de subintervalos especificado para o armazenamento, per-
mitindo, com isso, uma ultima duplicagdo da malha para a obten¢do de uma estimativa
de erro. A definicio de N da uma restrigio quanto ao ntimero de vezes que uma malha
podera ser redistribuida antes de ser duplicada.

Algoritmo - Selecio da Malha e Estimativa do Erro.
N+1

1. Dada uma malha corrente {z;},;2]

, calcule a sclugédo v.

2. Se uma iteragdo ndo linear para v nao converge, duplique a malha corrente. Se a nova
malha for maior que N, pare.
Caso contrario, a malha refinada passa a ser a malha corrente e volta ao passo 1.

3. Se a malha corrente foi obtida pela duplicagdo de uma malha anterior, e ocorre con-
vergéncia em ambas, entao calcule uma estimativa do erro usando e = w(A; + Ay ) e

verifique se
lyi{u) = wi(v)| S TOL;(1 + ly(v)]), I=1Ltol; e j=1,...,Ntol,

é satisfeito; caso afirmativo, pare.

4. Calculer;, re, 1.

5. Se ry < 2r3 entdo duplique a malha corrente; a malha refinada passa a ser a malha
corrente e volta ao passo 1.

6. Defina N*, determine {z?}%*! por (4.4f), onde z} passa a ser a malha corrente e
volta ao passo 1.

4.3.4 - Avaliagao das Fungoes bases

O pacote COLSYS foi implementado usando B-splines. As conveniéncias do uso de B-
Splines sdo: (a) de evitar muitos célculos repetitivos na resolugao de sistemas de equagdes
diferenciais ordinarias; (b) a continuidade dos polindémios por partes nos pontos da malha;

(c) existem exatamente k polindmios em cada ponto interior da malha; (d) em muitas
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avaliacdes dos B-Splines os pontos possuem a mesma localizagdo em cada subintervalo da
malha.

Considerando, agora, a avaliagdo dos B-splines e a solugdo colocada, sabe-se, pelo
capitulo 3, §3.3.3, que

Un(2) € Pegm, n NC™ " Ya,b], (1<n<d)

para uma dadamalhall 1 ¢ € z; < 23 < --- < zn41 £ b. Se Bj i € o j-ésimo B-spline de

ordem k, entdo
Ny

un(z) = Z an B ktm, (7).
J=k-mn,+2
A avaliagdo dos B-splines e de suas derivadas é feita usando algoritmo de de Boor
modificado para usar nesta aplicagio particular conforme Ascher et al.[1979]). Os B-splines
sao usados para, além de avaliar a solugdo v(z) e suas derivadas, construir as equagdes
de colocagao, resultando em um sistema linear ( ou linearizado, no caso de problemas nao

lineares) onde as variaveis sdo os coeficientes de B-splines.

A representagdao da base monomial de Runge-Kutta no pacote COLNEW, é uma
adaptagao da base monomial, vista no capitulo 3, §3.3.3, para sistemas de equagbes dife-
renciais de ordem mista.

Para obter a solugdo colocada un(z,) para cada i, 1 < ¢ € N as varidveis z; sdo

climinadas usando (3.19b,c) obtendo y,;4, = Iy, + ri dado em (3.19d), onde

yi = [uin(z:) uig(zi) ... wanlzi) - .. ug'[f—l(:c,-)]t
zi = [T (za) B za) . uli () - T (0]

A equacdo obtida para y;, 1 £: € N + 1 é juntada com as obtidas pelas condigdes
de contorno para formar um sistema esparso de ordem (N + 1)m*. A matriz resultante
é uma matriz bloco diagonal com o i-ésimo bloco tendo m* + {; linhas (/; é o nimero de

condi¢des de contorno envolvidas) e 2m* colunas.

4.3.4 - Solugao de Sistemas Lineares
Considera-se, aqui, o método para resolugdo do conjunto de equagdes algébricas

lineares resultante da aplicagédo do método de colocagdo em (4.1a,b) usando bases B-splines,

{ u"(z2) = Fo(z;y(u)), a<z<b
gi(&y(u})=0
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rapido nunca sera usado e para cada malha o valor inicial de A serd Ag = Apmin. Assim um
eficiente processo é obtido conforme Childs et al.[1979].

A resolugdo de problemas nao lineares em COLNEW também sofreu modificagdes com
a troca das fungoes bases. Essa troca ocorreu no controle das iteragdes, que neste caso,

usa as variaveis {y;} e {2z}, definidos em §4.3.4.
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5 - EXEMPLOS E COMENTARIOS FINAIS

5.1 - EXEmMPLOS E RESULTADOS NUMERICOS

Os exemplos desta segéo foram processados em precisao dupla (= 16 digitos decimais)
no IBM/4381 da UFPB - CAMPUS II.

Os resultados obtidos sdo apresentados em tabelas usando as seguintes notagdes para

identificar o método implementado:
SSHTS - método da superposigdo com shooting simples;
SSHTSR - método da superposi¢éo reduzida com shooting simples;
MSHTP - método da superposi¢ido reduzida com shooting multiplo padrio;
MSHTPC - método da superposigdo com shooting multiplo com compactagao;
MSHTP - método da superposi¢ao com shooting multiplo padrdo com reortogona-
lizagao;
MSHTNL - método do shoeting miltiplo padrio para problemas néo linerares;
ELFEL - método dos elementos finitos usando elementos lineares;
ELFSC - método dos elementos finitos usando splines ciibicos;
e as implementagdes profissionais:
MUS - método da superposigao com shooting multiplo com reortogonalizagao e técnica
de marcha,
COLNEW - método da colocagio para sistemas de PVC/EDO de ordem mista.

A cépia disponivel do pacote COLSYS, que é uma implementagio do método da
colocagdo para sistemas de PVC/EDO de ordem mista, usando B-splines, publicada por
Ascher et al. [1981], ndo funcionou para problemas néo lineares. Na tentativa de resolver
essa dificuldade escreveu-se para o autor, que nao esclareceu as dificuldades encontradas.
Em vez disso, recomendou a versao que usa bases monomiais, ou seja, o pacote COLNEW.
Quanto ao caso linear, ndo apresentou nenhuma dificuldade, obtendo resultados idénticos
aos obtidos por COLNEW.
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Nos problemas 1 e 2, apresentados a seguir, foi usado um pardmetro A > 0, para
analisar o comportamanto dos métodos com o crescimento deste pardmetro.

Em ambos os problemas, quando A cresce, a norma da matriz solugdo fundamental,
||Y (z)|| também cresce, causando instabilidade nos métodos de valor inicial, indicando
com isso que a matriz solugdo fundamantal apresenta um subespago de solugao com cresci-

mento mais rapido que o outro e, neste caso, somente o modo de crescimento dominante é

capturado pelo método, tornando o PV] associado mal condicionado.

Problema 1. Considere o Exemplo 3.1 comb=1e A =1, 10, 20, 50.

u — Afu = (1 = A%)e?, 0<z<l,
u(0) = 1,
u(l) =e,

O problema é bem condicionado, para todos os valores de A. A sua solugdo analitica
é u(z) = e,

A solugio fundamental Y {z), satisfazendo ¥Y'(0) = I, tem a forma

coshiz A lsenhAz

Y(z)= Asenhl z cosh Az

Para A = 1 foi usada uma tolerancia de Tol = 107!? nos métodos SSHTS e SSHTSR,
e Tol = 107 para A = 10. Para A > 10 os métodos falham, devido ao crescimento de A z.
Nos métodos do shooting multiplo, MSHTP, MSHTPC e MSHPR, foi usada Tol = 1071°
e uma malha fixa de 10 subintervalos. O MSHTPC apresenta comportamanto semelhante
ao método do shooting simples e, como era esperado, mostrou-se mais instavel que as
outras versdes, falhando para A = 50. Nessas implementagdes, a tolerincia dada é a menor
permitida, uma vez que valores menores para Tol causam erro na rotina de cédlculo dos

PVlIs.

No pacote MUS, foi usada Tol = 107% e 10 pontos de saida, com os erros! para os

'Na determinagao do erro foi usada a norma do maxima, ou seja, erro =max<i<n }|eil|,
onde ¢; é a diferenga entre a solugio exata e a solugdo aproximada pelo método e N € o
numero de pontos de saida. Para facilitar a impresséao de resultados nas tabelas, a x 10°¢
sera escrita a  e.
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respectivos valores de A apresentados como segue

A erro exato
1.0 0.31-08
10.0 0.34-10
20.0 0.27-11
50.0 0.90-13

Como pode ser observado, o comportamanto do pacote MUS é completamante dife-
rente das outras implementagdes do método de valor inicial. Isto se deve ao fato de que,
nesta implementacao, os modos de crescimento e decrescimento da solucdo fundamantal
estarem desacoplados, e a solugédo ser determinada na diregéo onde o crescimento nio causa

instabilidade, conforme capitulo 4, §4.2.

O pacote COLNEW, com Tol = 1079, resolveu o problema com uma malha de 10
subintervalos, com 4 pontos de colocagao por subintervalo da malha, para todos os valores
de A. O erro estimado (conforme capitulo 4 §4.3), o erro exato e o erro nos pontos de saida

séo dados como segue

A erro erro erro
estimado exato nos pontos de saida
1.0 0.18-08 0.19-08 0.47-12
10.0 0.18-08 0.19-08 0.11-11
20.0 0.16-08 0.18-08 0.45-11
50.0 0.11-08 0.16-08 0.18-10

quando os pontos de saida coincidem com os pontos da malha, observa-se que o erro é

muito menor que o erro em um ponto qualquer no intervalo.

A tabela 5.1 contém os erros ocorridos no componente y, da solugdo, onde y =
[y1 y2]* = [u(z) v'(z)]*, nos pontos de saida indicados. Os erros em y; se comportam
de maneira semelhante aos de y;.

Pode-se observar que a qualidade da solugédo obtida por MUS e COLNEW é conside-

ravelmente superior aquela obtida pelas outras implementagdes.

i



x
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

Tabela 5.1 - Os erros no componente y; da solucio do Problema 1

SSHTS
0.22-15
0.88-07
0.17-06
0.26-06
0.36-06
0.45-06
0.56-06
0.66-06
0.78-06
0.96-06
0.10-05

SSHTS
0.00-00
0.33-06
0.11-05
0.30-05
0.84-05
0.22-04
0.62-04
0.16-03
0.45-03
0.12-02
0.30-02

SSHTS
0.22-15
0.61-05
0.13-03
0.10-02
0.77-02
0.56-01
0.42+400
0.31401
0.22402
0.16+403
0.81+01

SSHTSR
0.00-00
0.20-11
0.18-11
0.15-11
0.12-11
0.10-11
0.74-12
0.19-12
0.25-12
0.11-14
0.00-00

SSHTSR
0.00-00
0.10-06
0.22-06
0.60-06
0.16-05
0.14-05
0.12-04
0.32-04
0.88-04
0.24-03
0.10-12

SSHTSR
0.00-00
0.18-06
0.12-05
0.93-05
0.69-04
0.51-03
0.37-02
0.27-01
0.26-00
0.15401
0.35-09

MSHTP
0.44-15
0.44-15
0.97-02
0.14-01
0.19-01
0.25-01
0.30-01
0.36-01
0.43-01
0.49-01
0.00-00

MSHTP
0.22-15
0.69-05
0.22-04
0.63-04
0.17-03
0.47-03
0.12-02
0.35-02
0.95-02
0.26-01
0.51-06

MSHTP
0.22-15
0.99-03
0.20-02
0.31-02
0.43-02
0.57-02
0.74-02
0.93-02
0.11-01
0.14-01
0.10-06

A=1.0
MSHTPC
0.22-15
0.31-02
0.63-02
0.96-02
0.13-01
0.16-01
0.20-01
0.24-01
0.28-01
0.32-01
0.82-07

A=10.0
MSHTPC
0.00-00
0.11-05
0.50-05
0.14-05
0.41-04
0.11-03
0.30-03
0.83-03
0.22-02
0.61-02
0.82-07

A =20.0
MSHTPC
0.00-00
0.62-06
0.47-06
0.15-06
0.12-05
0.11-04
0.88-04
0.65-03
0.48-02
0.35-01
0.67-07
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MSHTPR
0.66-15
0.30-02
0.60-02
0.91-02
0.12-01
0.15-01
0.19-01
0.22-01
0.26-01
0.30-01
0.82-07

MSHTPR
0.22-15
0.45-05
0.12-04
0.33-04
0.90-04
0.24-03
0.66-03
0.18-02
0.49-02
0.13-01
0.82-07

MSHTPR
0.00-00
0.62-06
0.47-06
0.20-06
0.94-05
0.92-05
0.69-04
0.51-03
0.51-03
0.25-01
0.82-07

MUS
0.22-15
0.11-08
0.18-08
0.25-08
0.29-08
0.31-08
0.31-08
0.28-08
0.22-08
0.13-08
0.22-15

MUS
0.00-00
0.24-10
0.33-10
0.34-10
0.22-10
0.22-10
0.27-10
0.31-10
0.34-10
0.27-10
0.22-15

MUS
0.00-00
0.20-11
0.27-11
0.17-11
0.23-11
0.27-11
0.12-11
0.23-11
0.22-11
0.19-11
0.22-15

COLNEW
0.00-00
0.15-12
0.27-12
0.37-12
0.43-12
0.47-12
0.47-12
0.42-12
0.33-12
0.19-12
0.22-15

COLNEW
0.00-00
0.44-12
0.65-12
0.77-12
0.88-12
0.97-12
0.10-11
0.11-11
0.11-11
0.87-12
0.22-15

COLNEW
0.00-00
0.20-11
0.25-11
0.28-11
0.31-11
0.34-11
0.37-11
0.41-11
0.45-11
0.43-11
0.22-15



A =50.0

X MSHTP MSHTPC MSHTPR MUS COLNEW
0.0 0.00-00 0.22-15 0.00-00 0.00-00 0.00-00
0.1 0.31-06 0.31-06 0.33-06 0.51-14 0.83-11
0.2 0.14-06 0.14-06 0.16-06 0.90-13 0.93-11
0.3 0.15-07 0.16-07 0.61-08 0.84-13 0.10-10
0.4 0.10-06 0.16-06 0.81-07 0.79-13 0.11-10
0.5 0.25-06 0.66-05 0.22-06 0.66-13 0.12-10
0.6 0.63-07 0.10-02 0.89-07 0.21-13 0.13-10
0.7 0.39-06 0.204-00 0.40-07 0.39-14 0.15-10
0.8 0.11-03 0.18+02 0.46-04 0.66-13 0.16-10
0.9 0.17-01 0.77+03 0.69-02 0.82-13 0.18-10
1.0 0.24-04 0.13+406 0.82-07 0.22-15 0.68-14

Para o pacote MUS, se for tomado um ntimero de pontos de saida maior que 10, por
exemplo 100 pontos, o erro na solugdo permanece o mesmo, o que era esperado, uma vez
que os pontos de shooting sdo determinados com o processamanto, conforme capitulo 4,
§4.2. Se a tolerancia for menor, digamos Tol = 107'%, a precisio do método aumenta

consideravelmente, como pode ser observado a seguir

A erro exato
1.0 0.31-08
10.0 0.64-14
20.0 0.26-14
50.0 0.97-14

No pacote COLSYS, o uso de uma tolerancia, Tol = 10~!° produz um erro estimado
de 0.20 x 10~1? que é igual ao erro exato. A malha usada foi de 24 subintervalos, com 4
pontos de colocagao por subintervalo, para todos os valores de A.

Problema 2. Seja o problema linear na forma matricial

!
yl = 0 )\ yl 0
[yz] —[" 0] Lﬁ]+[AC°52ﬂI+%W2c052wz]’ 0<z<l,

com condigoes de contorno
& o] (@0 o] [=@)=[9]

AMz=1)4 = Az
€ € 2
[y,(m)] _ +l+c‘ —cos‘mz

= Az=1)_ _=As
y2(z) ‘———IT;_-‘r + Xsen2nz

e solugdo analitica
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A solugéo fundamanteal Y (z), satisfazendo Y (0) = I, tem a forma

Vi) e coshAz senhl)z
~ | senhAz coshiz |’

Como no problema 1, quando A cresce, ||Y(z)|| tembém cresce, portanto o comporta-
mento da solugéo obtida pelos varios métodos de valor inicial é semelhante ao apresentado
naquele problema. Neste problema a tolerdncia dada foi 10~® para todos os métodos. O

pacote MUS apresentou os seguintes erros

A erro exato
1.0 0.44-06
10.0 0.49-06

20.0 0.48-06
50.0 0.47-06

O pacote COLNEW, com 4 pontos de colocagéo por subintervalo da malha, apresentou

os erros indicados abaixo, onde N é o numero de subintervalos da malha.

A N erro erro erro
estimado exato nos pontos de saida
1.0 20 0.37-07 0.29-07 0.31-12
10.0 40 0.19-07 0.16-07 0.23-12
20.0 36 0.49-07 0.80-07 0.36-07
50.0 80 0.48-07 0.39-07 0.16-07

'1* estdo listados na tabela 5.2.1. Os

Os erros em u ou y;, onde y = [y; y2]* = [u u

erros em Yz se comportam de maneira semelhante aos de y;.

Tabela 5.2.1 - Os erros no componente y; da solugdo do problema 2

A=1.0
x SSHTS SSHTSR MSHTP MSHTPC MSHTPR MUS COLNEW
0.0 0.89-17 0.00-00 0.34-17 0.88-17 0.12-15 0.13-16 0.00-00
0.1 0.11-06 0.14-06 0.68-02 0.81-03 0.48-03 0.30-07 0.30-07
0.2 0.62-07 0.12-06 0.13-01 0.16-02 0.98-03 0.10-06 0.33-07
0.3 0.10-07 0.10-06 0.20-01 0.24-02 0.14-02 0.17-06 0.30-07
0.4 0.37-07 0.85-07 0.28-01 0.33-02 0.20-02 0.15-06 0.29-07
0.5 0.23-07 0.13-06 0.35-01 0.42-02 0.25-02 0.23-06 0.21-07
0.6 0.55-07 0.13-06 0.43-01 0.51-02 0.31-02 0.19-06 0.53-07
0.7 0.87-07 0.13-06 0.52-01 0.61-02 0.37-02 0.38-06 0.68-08
0.8 0.12-06 0.14-06 0.61-01 0.72-02 0.43-02 0.44-06 0.91-08
0.9 0.16-06 0.14-06 0.70-01 0.83-02 0.50-02 0.31-06 0.18-08
1.0 0.35-06 0.13-16 0.32-07 0.13-16 0.13-16 0.13-16 0.22-16
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A=10.0

X SSHTS SSHTSR MSHTP MSHTPC MSHTPR MUS COLNEW
0.0 0.82-16 0.00-00 0.98-16 0.82-16 0.12-15 0.00-00 0.00-00
0.1 0.31-07 0.33-07 0.65-05 0.44-05 0.19-05 0.51-07 0.23-12
0.2 0.55-07 0.14-06 0.20-04 0.13-06 0.60-05 0.13-06 0.17-12
0.3 0.13-06 0.41-06 0.56-04 0.38-04 0.16-04 0.19-06 0.81-12
0.4 0.35-06 0.11-05 0.15-03 0.10-03 0.45-04 0.16-06 0.25-13
0.5 0.96-06 0.31-05 0.41-03 0.28-03 0.12-03 0.34-08 0.66-14
0.6 0.26-05 0.84-05 0.11-02 0.76-03 0.33-03 0.23-06 0.25-13
0.7 0.71-05 0.22-04 0.30-02 0.20-02 0.91-03 0.43-06 0.81-13
0.8 0.19-04 0.62-04 0.83-02 0.56-02 0.24-02 0.49-06 0.17-12
0.9 0.52-04 0.16-03 0.22-01 0.15-01 0.67-02 0.34-06 0.23-12
1.0 0.60-03 0.90-12 0.41-06 0.90-12 0.13-16 0.13-16 0.13-16
A =200
x SSHTS SSHTSR MSHTP MSHTPC MSHTPR MUS COLNEW
0.0 0.22-15 0.00-00 0.66-16 0.14-16 0.55-16 0.27-16 0.00-00
0.1 0.38-07 0.10-07 0.24-07 0.24-07 0.27-07 0.48-07 0.77-08
0.2 0.15-06 0.21-06 0.22-07 0.27-07 0.28-07 0.12-06 0.46-08
0.3 0.31-06 0.24-05 0.59-07 0.11-06 0.11-06 0.18-06 0.33-08
0.4 0.20-05 0.18-04 0.58-06 0.72-06 0.75-06 0.15-06 0.80-08
0.5 0.15-04 0.13-03 0.46-05 0.50-05 0.52-05 0.29-08 0.19-07
0.6 0.11-03 0.99-03 0.34-04 0.37-04 0.34-04 0.23-06 0.99-08
0.7 0.83-03 0.73-02 0.25-03 0.27-03 0.28-03 0.42-06 0.30-08
0.8 0.61-02 0.54-01 0.18-02 0.20-02 0.21-02 0.48-06 0.72-08
0.9 0.45-01 0.40-00 0.13-01 0.15-01 0.15-04 0.34-06 0.44-15
1.0 0.25-00 0.37-08 0.46-06 0.37-08 0.44-15 0.00-00 0.13-15
A =50.0

x MSHTP MSHTPC MSHTR MUS COLNEW

0.0 0.69-16 0.27-15 0.45-16 0.13-186 0.00-00

0.1 0.24-07 0.20-07 0.20-07 0.52-07 0.22-09

0.2 0.27-07 0.19-07 0.19-07 0.12-06 0.51-10

0.3 0.60-07 0.47-07 0.48-07 0.18-06 0.44-09

0.4 0.75-07 0.00-00 0.57-07 0.15-06 0.50-09

0.5 0.24-08 0.85-05 0.22-10 0.47-07 0.79-09

0.6 0.92-07 0.10-02 0.49-07 0.25-06 0.22-08

0.7 0.27-06 0.95-01 0.41-06 0.42-06 0.30-08

0.8 0.28-04 0.65-00 0.69-04 0.47-06 0.15-09

0.9 0.41-02 0.51+03 0.10-01 0.34-06 0.16-07

1.0 0.14-04 0.65+05 0.71-14 0.13-16 0.13-15

Com o aumento da precisio, Tol = 107!%, 0 erro em MUS permaneceu em 0.47x 107

para todos os valores de A. No pacote COLNEW, houve um aumento grande no niimero
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de subintervalos da malha, que pode ser visto abaixo

A N erro erro
estimado exato
1.0 160 0.11-11 0.91-12
10.0 192 0.13-11 0.18-11
20.0 36 0.63-13 0.59-11

Para A = 50 o tamanho da malha exigida supera o niimero méaximo de subintervalos
permitido.

Este problema satisfaz as restrigdes da implementagao do método dos elementos finitos,
ou seja, o problema tem a forma (—pu') + qu = f, com u(0) = u(1) = 0. O erro no

componente y; da solugdo, usando ELFEL e ELFSC, é mostrado na tabela 5.2.2.

Tabela 5.2.2 - Os erros no componente y; da solugdo do problema 2

A=1.0 A =10.0 A=20.0 A =50.0
X ELFEL ELFSC ELFEL ELFSC ELFEL ELFsSC ELFEL ELFSC
0.0 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00 0.00-00
0.1 0.28-04 0.82-04 0.22-01 0.35-03 0.74-01 0.23-02 0.19-00 0.62-02
0.2 0.19-03 0.44-04 0.14-01 0.11-03 0.17-01 0.59-03 0.25-01 0.11-01
0.3 0.41-03 0.40-04 0.26-02 0.91-04 0.25-02 0.37-03 0.37-03 0.71-02
0.4 0.59-03 0.93-04 0.60-02 0.11-03 0.11-01 0.75-04 0.14-01 0.42-02
0.5 0.66-03 0.11-03 0.91-02 0.13-03 0.15-01 0.25-03 0.16-01 0.36-02
0.6 0.59-03 0.93-04 0.60-02 0.11-03 0.11-01 0.75-04 0.14-01 0.42-02
0.7 0.41-03 0.40-04 0.26-02 0.91-03 0.25-02 0.37-03 0.37-03 0.71-02
0.8 0.19-03 0.44-04 0.14-01 0.11-03 0.17-01 0.59-03 0.25-01 0.11-01
0.9 0.28-04 0.82-04 0.22-01 0.35-03 0.74-01 0.23-02 0.10-00 0.63-02
1.0 0.00-00 0.00-00 0.66-15 0.66-15 0.15-14 0.15-14 0.41-14 0.41-14

Observa-se que a implementagdo usando splines ctibicos (ELFSC) apresenta uma pequena
vantagem sobre a implementagdo usando elementos lineares (ELFEL), quanto a qualidade

da solugdo, mas ainda inferior aquelas apresentadas pelos pacotes MUS e COLNEW.

Problema 3. Considere problema linear

!

() [ 1-19cos2z 0 1+ 19sen2z Y1
Y2 - 0 19 0 Y2 +
Y3 | -1+ 19sen2z 0 14 19cos2z | |ys

[(=1 + 19cos 2z — 19sen 2z)e”
—18e” ; 0<z<hb,
| (1 —19cos2z — 19sen2z)e”
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com condigbes de contorno néo separaveis

1 0 0] |[wn(0) 1 0 0| [yi(b)
001 0 |w(0)|+[0 1 0] |uyAd)
0 0 1) [y(0) 0 0 1) [ys(d)

e solugdo analitica

y1(z) e*
yo(z) | = | €7
ya(z) e’

A matriz solugao fundamental é da forma

sent 0 —cosz
Yig)=| 0 1 0 diag(e?°%,

cost 0 senz

619.1:, 6—182).

0O método SSHTS falhou para intervalos com b > 1, o mesmo aconteceu com os

métodos MSHTP, MSHTPC e MSHTR, para b > .

A tabela 5.3 mostra os erros no componente y; da solugdo nos pontos de saida indica-

dos, ocorridos na resolucéao do problema usando uma tolerancia de 107% e b = 7. Para os
métodos MSHTP, MSHTPC e MSHTR, foi tomada uma malha fixa de 10 subintervalos.

No pacote MUS também foram considerado 10 pontos de
dada.

salda com a mesma tolerancia

Em MUS, se a tolerancia for menor, T'ol = 107'%, o resultado se torna mais preciso,

com um erro de 0.24 x 10713,

Tabela 5.3 - Os erros no componente y; da solugdao do problema 3

X MSHTP MSHTR MUS
0.00 0.30-15 0.11-05 0.61-10
0.31 0.34-06 0.40-06 0.54-10
0.62 0.12-06 0.11-06 0.38-10
0.94 0.18-06 0.31-06 0.81-10
1.25 0.45-06 0.14-06 0.83-10
1.57 0.34-06 0.35-06 0.84-10
1.88 0.33-06 0.60-06 0.23-10
219 0.11-05 0.15-06 0.44-10
2.51 0.17-15 0.11-05 0.92-10
2.82 0.10-04 0.10-04 0.87-10
3.14 0.96-05 0.77-05 0.61-10
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Problema 4 . Seja o PVC néo linear

{u"+e“=0, 0<z<]l,
u(0) = u(1) =0,

com solugao analitica

cosh((z — 3)%)
cosh($) '

u(z) = -2In 6 = 1.5171646.

Este problema foi resolvido com uma solugéo inicial, u(0) = 0.0 e u'(0) = 0.54935. O
método do shooting multiplo, MSHTNL, com tolerancias 10™!! e 107% e com uma malha
fixa de 10 subintervalos, convergiu apds 12 e 6 iteragoes,respectivamente. No pacote MUS,
com 10 pontos de saida e uma tolerancia inicial de 10~% e final de 109, convergiu apds
2 iteragdes com um erro de 0.26 x 10797, O aumento dos pontos de saida ndo alterou os
resultados. No pacote COLNEW, com Tol = 107%, o problema foi resolvido com uma
malha de 10 subintervalos e 3 pontos de colocagéo por subintervalo da malha, e convergiu
apds 1 iteragdo, com um erro estimado igual ao erro exato de 0.14 x 107°® e nos pontos

da malha o erro foi de 0.18 x 10799,

A tabela 5.4 apresenta os erros ocorridos em u nos pontos de saida indicados.

Tabela 5.4 - erros na solugdo do problema 4

X MSHTNL MUS COLNEW
0.0 0.00-00 0.54-19 0.00-00
0.1 0.33-03 0.74-08 0.64-10
0.2 0.65-03 0.14-07 0.11-09
0.3 0.97-03 0.20-07 0.15-09
0.4 0.12-02 0.25-07 0.17-09
0.5 0.15-02 0.26-07 0.18-09
0.6 0.18-02 0.25-07 0.17-09
0.7 0.21-02 0.20-07 0.15-09
0.8 0.23-02 0.14-07 0.11-09
0.9 0.25-02 0.75-08 0.64-09
1.0 0.40-12 0.00-00 0.42-16

Com uma tolerancia menor, Tol = 107'°, o pacote MUS, com 10 pontos de saida,
que convergiu apds 2 iteragoes, apresentou um erro de 0.17 x 107, O pacote COLNEW,

usando uma malha com 40 subintervalos, convergiu apds 1 iteragiao. O erro estimado foi de
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0.14 x 107! e o erro exato de 0.17 x 107%, com erro igual nos pontos de saida, os quais
coincidem com pontos da malha.

Problema 5. Este problema, apresentado em Ascher et al.[1981], exemplo 2, descreve
pequenas deformagdes finitas de uma tampa esférica delgada, de densidade constante,
sujeita a variagoes de pressdao externa, distribuida quadratica e assimetricamente e de uma

variacdo de pressdo interna, distribuida uniformemente.
]

i[<I>"+l<1>’-—1——r1>}+\11(1—lcb)-cl:—— (1 12) 0 1
p z 1 z =TT T SRR

1 1 1
U 4+ 2 — — P —P(1 — —P) =
sujeito as condigoes de contorno
®=z0' -0304+07r=0, em z=0 e 1,

onde ® representa as mudangas do angulo de deformagao da casca esférica e ¥ é a fungao

tensdo. Este problema néo tem solugdo analitica conhecida.

Foi resolvido somente pelo pacote COLNEW (este problema apresenta uma singulari-
dade, -“—:- multiplicando o termo de mais alta ordem da equagao, e as outras implementagoes

nao tratam desses casos), com duas solugdes iniciais

a, ¢=9=0, e

2z, z <7y, -2z +4vz(1 - 1z2?), z <z,
b. ‘I>={ STy \Ilz{ 7](22) = iy
0, 25 &, -2l —22%), #> 5,

onde z; = 1/2(y — 1)7 e as constantes € = 107?, u = e. Com uma tolerancia de 107° e 4
pontos de colocagao por subintervalos da malha.

Usando a solugdo inicial a, o resultado obtido esta listado na tabela 5.5a, a malha
usada foi de 52 subintervalos, dos quais 65% estdo contidos no intervalo [0.9,1.0]. As
estimativas dos erros para ®,®', ¥, ¥' foram 0.26 x 107°%, 0.23 x 10795, 0.35 x 1072 e

0.58 x 107°7, respectivamente.
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Tabela 5.5a - Resultado do problema 5

x ® o' v’ '
0.0 0.00-00 0.47-01 0.17-25 -0.11401
0.1 0.47-02 0.47-01 -0.10-00 -0.104+10
0.2 0.94-02 0.47-01 -0.21-00 -0.10401
0.3 0.41-01 0.47-01 -0.31-00 -0.94401
0.4 0.18-01 0.47-01 -0.40-00 -0.82-00
0.5 0.23-01 0.46-01 -0.48-00 -0.67-00
0.6 0.28-01 0.40-01 -0.53-00 -0.48-00
0.7 0.30-01 0.55-02 -0.57-00 -0.26-00
0.8 0.25-01 -0.14-00 -0.59-00 -0.60-01
0.9 -0.12-01 -0.75-00 -0.59-00 -0.28-01
1.0 -0.24-13 0.11403 -0.62-00 -0.88-00

Usando a solugéo inicial b, o resultado foi obtido com uma malha de 112 subintervalos,
dos quais 35% estdo contidos no intervalo [0.3,0.4] e 28% estdo contidos em [0.9,1.0]. O
resultado obtido estd na tabela 5.5b. As estimativas de erro para ®,®',¥, ¥' foram
0.24 x 10797, 0.86 x 107%%, 0.73 x 107%% e 0.94 x 107°7, respectivamente.

Tabela 5.5b - Resultado do problema 5

X ¢ o' v’ v’
0.0 0.00+400 0.20+01 0.29-27 -0.90+00
0.1 0.20400 0.20+401 -0.90-01 -0.91400
0.2 0.40+00 0.20+01 -0.18400 -0.96+00
0.3 0.61400 0.20+401 -0.28400 -0.10401
0.4 0.83+00 -0.24400 -0.39+00 -0.12+401
0.5 0.22-01 0.12+400 -0.48+400 -0.67+00
0.6 0.28-01 0.41-01 -0.53400 -0.484-00
0.7 0.30-01 0.55-02 -0.574+00 -0.264+00
0.8 0.25-01 -0.14400 -0.59400 -0.60-01
0.9 -0.12-01 -0.75400 -0.59+00 -0.28-01
1.0 -0.24-13 0.11403 -0.62400 -0.884-00

5.2 - CoOMENTARIOS FINAIS

Para um PVC/EDO bem condicionado, o método da superposigdo, com shooting
simples ou mltiplo, frequentemente calcula solugées de problemas de valor inicial mal

condicionados, o que leva a dificuldades quanto a estabilidade do método, principalmente
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se a solugao for calculada em intervalos muito longos. Nestes casos, somente informagdes
sobre o modo de crescimento rapido sio capturadas, e, eventualmente, o método falha.

Os resultados obtidos nas implementagoes dos métodos do shooting simples e do
shooting multiplo, nas versées MSHTP, MSHTPC e MSHTR, confirmam as dificuldades
apresentadas teoricamante, ou seja, estes métodos devem ser usados somente quando os
problemas nédo apresentarem um subespago de solugdo com crescimento dominante.

As implementagdes do método de elementos finitos apresentaram resultados bastante
pobres. Estes resultados nao retratam dificuldades no método em si, mas deficiéncia nas
implementagdes, que foram feitas, como nos outros métodos, diretamente a partir de sua
conceituagao.

A implementagao profissional do shooting miltiplo, o pacote MUS, supera o problema
da instabilidade e obtém resultados aceitaveis, tanto no caso linear como no caso néo
linear, de acordo com uma tolerancia dada.

A implementagdo profissional do método da colocagdo, o pacote COLNEW,
apresentou bons resultados, tanto no caso linear como no caso nao linear, confirmando
as alegagoes feitas sobre seu desempenho na literatura especializada.

Comparando o pacote COLNEW com o pacote MUS, o primeiro é mais eficiente,
no sentido de que resolve uma classe de problemas maior que MUS e também porque
na maioria dos casos testados (veja paragrafo anterior), os resultados apresentados por
COLNEW tém uma precisio maior que os apresentados por MUS.

Para realizar os testes, apresentados no pardgrafo anterior, nao foi usado nenhum
programa de teste, por ndo té-los disponiveis. Tanto a escolha dos problemas, como a
comparagao dos pacotes foram feitas sem nenhuma metodologia, apenas resolvendo alguns

problemas com solugao analitica conhecida e observando a precisao da resposta obtida.
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APENDICE 1

F6rmuLAas DE RUNGE-KUTTA-FEHLBERG

Sejam o PVI y' = f(z,y), a <z <bey(a) =y;,amalhall ia=2; < --- <
ZN+1 = b, a solucdo aproximada {y;: i=1,... N+1}eh=h; = zi41 — z;i.
A forma geral das formulas de Runge-Kutta de k-ésima ordem é

k
Yior=Yi+h > _Bigi i=1=12,...,N+1

j=1

onde g; = f(z; + hp;,yi + hZ:;l ajig1) e pj, Bj, aj sdo constantes conhecidas tal que
0<p; <L

As férmulas sdo chamadas explicitas se a;; = 0 para | > j e implicitas caso contrario.

Férmula explicita de Runge-Kutta-Classica de 4% ordem

i +h(}. +g +g +l )
Yit:1 = Yi 6g1 682 683 654’
onde
g1=f(37i,Yi),

h h
g2 = f(.’L'; + E’Y:' . Egl)v

h h
gs = f(z; + E,y;' - -2-gz),
g4 =f(z; + h,y; + hgs).

Férmulas explicitas de Runge-Kutta-Fehlberg de 4% e 5% ordem. Nesta familia de

formulas os g;s da féormula de 42 ordem e de 5* ordem sdo os mesmos.

Formula de 42 ordem

ey (B 8 2107 1 )
Yitd =¥ 2108' T 25658° T 770484 ~ 589/
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férmula de 52 ordem

onde

6656 28561 9 2
128255 T 564305* ~ 50658° T 558¢)

+1 = -+h,(16 .
y|+1_y3 135gi

g1 = f($i1Yi)s

h h
g2 = f(z; + Yt Zgl),

3h 3 9
gs =f(zi + FRiiE h(§§g1 + '5582)),
—f(z‘-i-ﬂ -+h(1932 _7200 +7296 ))

13
430 o 3680 845
2168' T °82 T 513788 T g 84))

8o = ITi + 5, Yi T Bl—=5281 T 282 — 5per 83 T 70484 T 3088

g =f(zi+h,yi+h(
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APENDICE 2

EXEMPLO DA EESPECIFICACAOC DOS PROBLEMAS E DA ESTRUTURA DA MATRIZ
RESULTANTE DA DISCRETIZAGAO DE CADA METODO.

Todos os métodos estudados para resolver numéricamente um PVC/EDO recaem na
solugdo de um sistema linear, Ay = b. Serao exemplificadas, aqui, a matriz A resultante
em cada método implementado e nos pacotes MUS e COLNEW, assim como a especificacio
do problema pelo usuario.

Exemplo Linear

Considere o problema 2, capitulo 5, §5.1, com A = 10.

2
u'" = 10%u + 10cos®nz + 2—1’5—cos21rw

u(0) =u{l) = 0.

Nas implementagdes do método do sheoting multiplo (MSHTP, MSHTC, MSHTR),
o problema ¢ especificado de acordo com as exigéncias do pacote EPISODE, usado para

resolver os PVIs, da seguinte forma.

c
c
SUBROUTINE DFFUN (N,X,Y,YP)
INTEGER N
DOUBLE PRECISION X, Y(1), YP(1), LAMBDA. Pl
LAMBDA = 10.D0
Pl = DARCOS(-1}
YP(1) = LAMBDA * Y(2)
YP(2) = LAMBDA * Y(1) + (LAMBDA * (DCOS(PI * X}**2) +
1 {({(2.DO * PI**2) / LAMBDA) * {DCOS(2.D0 * PI * X))).
RETURN
END
C
c

SUBROUTINE PEDERV (N,NMAX,X,Y,DY,N0)
INTEGER N, NMAX, No
DOUBLE PRECISION X, Y(NMAX,13), DY(1), LAMBDA
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LAMBDA = 10.D0
DY(1) = 0.D0
DY(2) = LAMBDA
DY(3) = LAMBDA
DY(4) = 0.D0
RETURN

END

SUBROUTINE FUNC (N,X,Y,YP)

INTEGER N

DOUBLE PRECISION X, Y(1), YP(1), LAMBDA
LAMBDA = 10.D0

YP(1) = LAMBDA * Y(2)

YP(2) = LAMBDA * Y(1)

RETURN

END

SUBROUTINE CCONT (N,BA,BB,BETA)
INTEGER N

DOUBLE PRECISION BA(N,N), BB(N,N), BETA(N)
BA(1,1) = 1.D0

BA(1,2) = 0.D0

BA(2,1) = 0.D0

BA(2,2) = 0.D0

BB(1,1) = 0.D0

BB(1,2) = 0.D0

BB(2,1) = 1.D0

BB(2,2) = 0.D0

BETA(1) = 0.D0

BETA(2) = 0.D0

RETURN

END

Em todas as implementagdes o problema foi resolvido com o niimero de pontos de

shooting fixo, N = 10. O sistema de equagdes resultante, conforme capitulo 3, §3.1.2, onde
}/3'1 Fi+11 B,Bb € R2X2 e g;’, Vi € sz‘ -
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Em MSHTP as matrizes F; = I, os vetores v,; = 0 parai = 1,2,...,10. No sistema

linear A% = d, a matriz A € R?°*?° ¢ o vetor d € IR?**! e A tem a forma

X ¥ X X 7
X X X X
X X X X
X X X X
A= "
X X M X
¥ X M
X X %
L % X ¥ O

Em MSHTC os vetores s sdo encontrados explorando a expressdo recursiva (3.7a),

onde as matrizes I'; = Yi(z;4+1), sdo usadas para determinar as matrizes ®; e os vetores r;
em (3.7b,c) e

5, =®;5 +r,.
O vetor s; é determinado resolvendo o sistema
(Ba+ By ®Nn41)s1 =d = Byryy

ou seja,

0.100+01  0.00400 | [ 37 | _ [ 0.000400
0.125405 0.125405 | | 32 -0.125405 |

Em MSHTR a matriz Y;(z;4,) é decomposta no produto F,~+1f,~, onde F;4, é ortogonal

e ['; é triangular superior.

A matriz F) foi tomada como a identidade e os vetores s sdo determinados pela resoluéo
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do sistema A% = d, onde a matriz a tem a mesma estrutura da matriz do MSHTP

0 T B S 0
0 -, I 0
A= ' e : =
0 —I'ny- I
.-.Ba e 0 BbrN
[ X X X X )
X X X X
X X X X
X X X X
= )
X X X X
X X X X
X X X X
| X X X X

No pacote MUS o problema linear é especificado como segue

C
c
SUBROUTINE FLIN(T,Y,F)
DOUBLE PRECISION T, Y(2), F(2), LAMBDA
LAMBDA = 10.D0
F(1) = LAMBDA * Y(2)
F(2) = LAMBDA * Y(1)
RETURN
END
c
c
SUBROUTINE FDIF (T,Y,F)
DOUBLE PRECISION T, Y(2), F(2)
CALL FLIN (T,Y,F)
F(1) = F(1)
F(2) = F(2) + (LAMBDA * (DCOS(PI * X)**2) +
1 (((2.DO * PI**2) / LAMBDA) * (DCOS(2.D0 * PI * X))).
RETURN
END
c
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Este pacote explora a forma recursiva, como em MSHTC para determinar s; e a

reortogonalizagao da matriz Yi(z;1,) como em MSHTR conforme capitulo 4, §4.2, obtendo
a matriz ®; e vetor r;.

Na implementagdo do método de elementos finitos descritos no capitulo 3, §3.4, o
problema é especificado da seguinte forma

c
C
DOUBLE PRECISION FUNCTION P(X)
DOUBLE PRECISION X
P = 0.1D1
RETURN
END
o
o
DOUBLE PRECISION FUNCTION Q(X)
DOUBLE PRECISION X, LAMBDA
LAMBDA = 0.10D2
Q = -LAMBDA**2
RETURN
END
C
c
DOUBLE PRECISION FUNCTION FF(X)
DOUBLE PRECISION X, LAMBDA
LAMBDA = 0.10D2
PI = DARCOS(-1.D0)
FF = LAMBDA**2 * (DCOS(PI * X)**2 +
1 (2.DO * PI**2) * (DCOS(2.D0 * PI * X))
RETURN
END
c
o

A malha considerada na resulogdo do problema é fixa com N = 10. A matriz A do
sistema resultante, Ay = d, é uma matriz de banda e simétrica.

Na versio usando Splines ciibicos (ELFSC), a matriz resultante 4 € JR(10+1)x(10+1)
na forma mostrada abaixo.
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X X X X
X X X X X
X X X X X X
X X X X X X X
Mo XM KN KK
X X X X X X X
X X X X X X X

X X X X X X X
X X X X X X
X X X X X

X X X X

Na versaio wusando Elementos Lineares (ELFEL), a matriz resultante

A € R(0-1Dx(10-1) pna forma mostrada a seguir

S -
X X X
% % ¥
X X X
A= X X X
X X X
X X X
X X X
L X X

No pacote COLNEW, o problema linear é especificado como segue.

C
o
SUBROUTINE FSUB ( X,Z,F )
DOUBLE PRECISION Z(1), F(1), X, LAMBDA, PI
LAMBDA = 10.D0
PI = DARCOS(-1.DO)
F(1) = LAMBDA * Z(2)
F(2) = LAMBDA * Z(1) + (LAMBDA * (DCOS(PI * X)**2) +
1 (((2.DO * PI**2) / LAMBDA) * (DCOS(2.D0 * PI * X))).
RETURN
END
c
C

SUBROUTINE DFSUB ( X,Z,DF )
DOUBLE PRECISION Z(2), DF(2,2), X, LAMBDA
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LAMBDA = 10.D0
DF(1,1) = 0.D0
DF(1,2) = LAMBDA
DF(2,1) = LAMBDA
DF(2,2) = 0.Do0
RETURN

END

SUBROUTINE GSUB ( I,Z,G )
INTEGER I

DOUBLE PRECISION Z(1), G
G = Z(1)

RETURN

END

SUBROUTINE DGSUB ( 1,2,DG )
INTEGER 1

DOUBLE PRECISION Z(2), DG(2)
DG(1) = 1.Do

DG(2) = 0.Do

RETURN

END

SUBROUTINE EXACT ( X,U)
DOUBLE PRECISION U(2), X, PI, LAMBDA
C.....ASOLUCAO EXATA

PI = DARCOS(-1.D0)

LAMBDA = 10.Do0

U(1) = (DEXP(LAMBDA * (X - 1)) + DEXP(-LAMBDA * X)) /
(1.D0 + DEXP(-LAMBDA)) - (DCOS(PI * X))**2

U(2) = (DEXP(LAMBDA * (X - 1)) - DEXP(-LAMBDA * X)) /
(1.D0 + DEXP(-LAMBDA)) + (PI/LAMBDA) * (DSIN(2.D0 * PI * X))

RETURN

END

O problema foi resolvido usando 4 pontos de colocagao por subintervalo da malha

com uma Tol = 107%. A determinagdo da solugdo depende da resolugao de dois sistema
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lineares, conforme (3.19), um para determinar as variaveis locais z; em
Wiz, + Viyi = q;

onde W; € R*** e V; € IR'*? triangular superior e o sistema para determinar y;, onde

Yit1 = Liyi +ri, Ty € R**? a matriz A do sistema resultante, Ay = b, tem estrutura
semelhante a do MSHTP

X X
X X
X X X X
X X X X
T |

X

X
X X X X
X X X X

- E

A matriz A é uma matriz diagonal em blocos, e suas colunas sdo convenientemente rear-
ranjadas para usar o pacote SOLVEBLOK na resolugdo do sistema. A malha usada para
resolver o problema foi de 20 subintervalos, gerando portanto uma matriz de 20 blocos,

cujos 19 primeiros de dimensdes 3 e o ultimo com dimensao 4.

Exemplo N&o Linear

Seja o PVC

{u”=e“, <<l
u(0) =u(1)=0

Na implemantagédo do método do shooting multiplo padrao, MSHTNL, o problema é

especificado da seguinte forma
C
C
SUBROUTINE DFFUNL (N,X,Y,YP)
INTEGER N
DOUBLE PRECISION X, Y(1), YP(1)
YP(1) = Y(2)
YP(2) = -DEXP(Y(1))
RETURN
END
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SUBROUTINE DDFFNL (N,X,Y,YP)

INTEGER N,I

DOUBLE PRECISION X, Y(1), YP(1), YAUX(20,50)
COMMON/ JAUX / YAUX, I

YP(1) = Y(2)

YP(2) = -DEXP(YAUX(1,1)) * Y(1)
RETURN

END

SUBROUTINE DPDRNL (N,NMAX,X,Y,DY,N0)

INTEGER N, NMAX, I

DOUBLE PRECISION X, Y(NMAX,13), DY(1), YAUX(20,50)
COMMON /JAUX/ YAUX, I

DY(1) = 0.D0

DY(2) = -DEXP(YAUX(1,1))
DY(3) = 1.D0

DY(4) = 0.D0

RETURN

END

SUBROUTINE PDERNL (N,NMAX,X,Y,DY,N0)
INTEGER N, NMAX, N0
DOUBLE PRECISION X, Y(NMAX,13), DY(1)

DY(1) = 0.D0

DY(2) = -DEXP(Y(1,1))
DY(3) = 1.D0

DY(4) = 0.D0

RETURN

END

SUBROUTINE CCONT (N,NMAX,M1,BA,BB)
INTEGER N, NMAX

DOUBLE PRECISION YAUX(20,50), BA(N,N), BB(N,N)
COMMON /JAUX/ YAUX, I

BA(1,1) = 1.D0

BA(1,2) = 0.D0
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BA(2,1) = 0.D0
BA(2,2) = 0.D0
BB(1,1) = 0.D0
BB(1,2) = 0.D0
BB(2,1) = 1.D0
BB(2,2) = 0.D0
RETURN

END

SUBROUTINE CCONL (N,Y0,Y,G)
INTEGER N

DOUBLE PRECISION Y0(N), Y(N), G(N)
G(1) = Yo(1)

G(2) = Y(1)

RETURN

END

A convergéncia ocorreu na sétima iteragido com o vetor F(s) e a A matriz F'(s) tendo
a mesma estrutura da matriz A do sistema linear do MSHTP

[ X X X X 7
X X X X
X X X X
X X X X
F(S)= )
X X X X
X X X X
X X X X
L X X X X

No pacote MUS, a especificagdo do problema é da forma abaixo

SUBROUTINE FDIF (T,Y,F)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION Y(2), F(2)

F(1) = Y(2)

F(2) = -DEXP(Y(1))
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RETURN

END

C

C

c
SUBROUTINE X0T (T,X)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION X(2)
X(1) = 0.D0
X(2) = 0.54935d0
RETURN
END

g

C

SUBROUTINE G(N,XA,XB,FG,DGA,DGB)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION XA(N), XB(N), FG(N), DGA(N,N), DGB(N,N)
DO 1100l =1,N

DO 1100J =1, N
DGA(I,J) = 0.D0
DGB(1,J) = 0.D0

1100 CONTINUE

DGA(1,1) = 1.D0

DGB(2,1) = 1.D0

FG(1) = XA(1)

FG(2) = XB(1)

RETURN

END
C
C

A determinagao do vetor r;, F'(s)r; = —F(s), explora a forma recursiva semelhante
a (3.7a)

=Yi(zit1)ri + Fig1Tit1 = i1 — Yi(Tit138i)

usando o mesmo procedimento do caso linear e obtendo matrizes com a mesma estrutura.

No pacote COLNEW o problema nao linear é especificado como segue.

SUBROUTINE FSUB ( X,Z,F )
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DOUBLE PRECISION Z(1), F(1), X
F(1) = - DEXP(Z(1))

RETURN

END

SUBROUTINE DFSUB ( X,Z,DF )
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
DOUBLE PRECISION Z(1), DF(1,1), X
DF(1,1) = -DEXP(Z(1))

DF(1,2) = 0.D0

RETURN

END

SUBROUTINE GSUB ( 1,2,G )
INTEGER [

DOUBLE PRECISION Z(1), G
G =12(1)

RETURN

END

SUBROUTINE DGSUB ( 1,Z,DG )
INTEGER I

DOUBLE PRECISION Z(1), DG(1)
DG(1) = 1.D0

DG(2) = 0.D0

RETURN

END

SUBROUTINE EXACT ( X,U )
DOUBLE PRECISION U(1), X, TETA

....ASOLUCAO EXATA

TETA= 1.517646D0

U(1) = -2*DLOG(DCOSH((X-0.5D0)*TETA /2.D0)/(DCOSH(TETA/2.D0)))
U(2) = -4*DSINH((X-0.5)*TETA/2.D0)/(DCOSH((X-0.5)*TETA/2.D0)*TETA)
RETURN

END
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SUBROUTINE SOLUTN (X,Z,DMVAL)
DOUBLE PRECISION Z(2), DMVAL(2)
Z(1) = 0.D0

Z(2) = 0.54935D0

DMVAL(1) = 0.D0

DMVAL(2) = 0.D0

RETURN

END

O problema néo linear é resolvido usando 3 pontos de colocagio por subintervalo
da malha, e o processo de quasilinearizagdo, conforme §4.3.5. A solugdo convergiu na
primeira iteragdo, com uma malha de 10 subintervalos. Com as matrizes resultantes V €
R**? W e R3*® e A € IR***?°, A matriz A, como no caso linear, é convenientemente
rearranjada, por colunas, na forma diagonal em blocos, com 9 blocos 3 x 4 e 1 bloco 4 x 4

para o uso do pacote SOLVEBLOK na resolugdo do sistema linear.
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