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Resumo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Este trabalho tem dois objetivos. O primeiro e estudar detalhadamente, modelos e 

metodos computacionais de sistemas de aterramento encontrados na literatura. O 

segundo objetivo e implementar uma rotina computacional eficiente para assistir o 

projeto de malhas de aterramento de subestacoes compativeis com as necessidades 

industrials. O modelo de solo de duas camadas, preferido universalmente, e que e 

adequado para a grande maioria dos solos do Nordeste brasileiro e empregado. O 

modelo de eletrodo densidade-de-corrente constante e adotado. A rotina implementada e 

aplicada no estudo da malha de aterramento da subestacao de Barra do Peixe. Os 

resultados obtidos concordam com o trabalho anterior. 
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Abstract zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

This project is aimed at two goals. The first one is to evaluate carefully some 

substation grounding design computational methods. 

The second goal is to develop an efficient computational routine to assist on the 

design of substation grounding mash compatible with industrial needs. The universally 

preferred two layer soil, which is suitable to the majority of the brazilian northeast soil 

will be used. 

The routine was implemented the electrode current density to be constant and the 

Barra do Peixe substation grounding was used a case study. The calculated results are in 

agreement with previous works. 

xvii 



Capitulo I 

INTRODUCAO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Os sistemas eletricos necessitam ser ligados a terra em pontos estrategicos, para 

efeito de dissipacao de correntes de defeito e de impulso geradas por chaveamentos ou 

descargas atmosfericas. Tais conexoes se fazem atraves de eletrodos ou conjunto de 

eletrodos enterrados, em contato direto com o solo, formando, assim, o que se denomina de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

sistema de aterramento, ou simplesmente de aterramento. 

O conhecimento do comportamento do sistema de aterramento e um problema dificil. 

O solo e um meio extremamente complexo, cujas propriedades mudam com o tempo e no 

espaco. Mas nao e so por isso. Ha outros fatores que concorrem para a dificuldade do 

problema: 

i. O aterramento e um sistema multifiincional. Isto e, ele deve desempenhar uma 

variedade de funcoes, algumas ate conflitantes. Deve servir ao sistema de 

alimentacao (subestacao), com o objetivo principal de oferecer seguranca as pessoas 

contra os efeitos da corrente de curto-circuito. Deve prover um caminho de baixa 

impedancia para a corrente de descarga na sua direcao preferencial para o solo 

(aterramento da protecao contra descargas atmosfericas). Deve minimizar os efeitos 

de interferencias, associados a irradiacao, na faixa de alta frequencia, como aqueles 

oriundos de sistemas de comunicacao. 

ii . O desempenho do aterramento depende das proprias condicoes impostas pelos 

fenomenos que solicitam sua intervencao. 

iii. O comportamento do sistema de aterramento precisa ser conhecido com antece-

dencia, ja na fase de projeto. 



A solucao do problema esta relacionada com a disponibilidade de modelos apropriados, 

capazes de representar os aspectos fundamentals do comportamento que se quer conhecer. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.1 Modelos de solo 

O mais simples dos modelos de solo e ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA modelo uniforme, que supoe o solo 

homogeneo e isotropico
1. Embora um modelo assim seja completamente irreal, sua 

aplicabilidade e alta, por conta da facilidade que oferece a formulacao matematica dos 

problemas. Ainda hoje muitos sistemas de aterramento sao projetados seguindo 

procedimentos que adotam esse modelo (IEEE-80, 1986). Para nao se manter tao distante 

da realidade, se utiliza o conceito de resistividade aparente (ENDRENY, 1963 ; 

TAKAHASHI & KAWASE, 1990). 

Os solos reais, nao-uniformes, sao classificados em regulares e irregulares. Os 

primeiros sao maioria e se caracterizam por apresentarem pouca ou quase nenhuma 

variacao da resistividade na direcao horizontal em comparacao ao que acontece na direcao 

vertical. 

Os modelos mais sofisticados de solos regulares aproximam a resistividade por uma 

funcao continua (exponencial) da profundidade (SUNDE, 1968). Entretanto, os modelos 

mais usuais consideram que o solo e constituido de um certo numero de camadas 

horizontals homogeneas, isto e, com resistividades constantes, de espessuras finitas, exceto 

a mais profunda, que e infinita. Dos modelos em camadas, o mais empregado e o de duas 

camadas (DAWALIBI & MUKHEDKAR, 1975; KOSTIC & SHIRKOOHI, 1993). A 

preferencia por esse modelo se deve a simplicidade, impar depois de descartado o modelo 

uniforme. Os metodos de calculo nao se complicam muito ao se adotar o modelo de duas 

camadas. Apesar disso, os resultados obtidos, em geral, sao bastante razoaveis (SATO & 

ZAENGL, 1988; SALAMA et. al. 1995). CAVALCANTI (1991) estudou o solo do 

Nordeste e concluiu que 75% dele pode ser modelado em duas camadas. 

Em alguns solos a resistividade nao pode ser considerada funcao exclusiva da 

profundidade. Esses sao classificados como solos irregulares e nao tern recebido muita 

atencao. Entre os poucos trabalhos encontrados na literatura, que tratam da irregularidade, 

cita-se MA et al. (1993), no qual um modelo em camadas hemisfericas para representar 

1

 Um solo homogeneo e isotropico apresenta as mesmas propriedades fisicas em todas as diregoes. 

portanto tern resistividade constante em toda sua extensao (SALAMA et al. 1995 ). 
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(a) (b) 

Figura 1.1 (a) Segmento de um eletrodo. (b) Circuito equivalente 

solos com irregularidades em regiao finita e apresentado. Tais irregularidades ocorrem em 

solos regulares que tenham recebido cortes ou aterros. 

1.2. Modelos de eletrodo 

O modo como a corrente se dispersa no solo e uma consideracao fisica fundamental 

para compreender o comportamento do sistema de aterramento. Um segmento de eletrodo 

e mostrado na fig. 1.1a, onde sao indicadas tres correntes.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA IG + jlc e a corrente dissipada 

no solo pelo segmento considerado. As outras sao correntes que vem ou vao para 

segmentos adjacentes ao considerado. O campo eletrico no solo determina as correntes de 

conducao e capacitiva, que compoem a corrente total dispersa no solo. A relacao entre tais 

correntes nao depende da geometria do eletrodo, mas sim exclusivamente da relacao 

a / co8, sendo o e s, respectivamente, a condutividade e a permissividade do solo e co a 

frequencia angular. Sendo assim, pode-se tomar o circuito da fig. 1.1b como equivalente do 

segmento de eletrodo. Os efeitos mutuos, em termos de indutancia, capacitancia e 

condutancia, entre cada um dos segmentos do eletrodo, devem ser considerados. A 

determinacao de cada elemento, proprio ou mutuo, e apresentada por VISACRO & 

PORTELA(1993). 

Em condicoes de baixa frequencia, como aquelas que sao proprias de fenomenos 

lentos2, a impedancia longitudinal e tambem a corrente capacitiva3, no solo, sao 

Fenomenos lentos dos mais comuns sao aqueles associados a curtos-circuitos e a desbalanceamentos de 

carga em circuitos trifasicos. 

O valor da corrente capacitiva e proporcional a frequencia. 
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despreziveis. Nestes casos, o aterramento pode ser representado por uma condutancia ou 

por uma resistencia equivalente. 

Nos projetos de sistemas de aterramento sao supostas, usualmente, condicoes de 

regime permanente. De fato, em certas circunstancias, e muito aproximadamente isso o que 

ocorre. Os metodos mais usuais de calculo do potencial, devido a dispersao de corrente no 

solo, consideram constante a densidade de corrente,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J, na superficie dos condutores que 

constituem o sistema de aterramento. Essa hipotese e muito simplificativa, porem 

inconsistente, pois, segundo ela, o campo eletrico, E, ao longo de toda a superficie de um 

eletrodo, e constante
4. Sabe-se que isso nao e verdade; o valor do campo eletrico no 

extremo do eletrodo e muito diferente daquele no entremeio. 

Uma alternativa para a hipotese de que a densidade de corrente seja constante, e supor 

que esta densidade seja tal, que o potencial da superficie do eletrodo seja constante em toda 

a sua extensao. Aceitar esta hipotese, significa pressupor que a impedancia longitudinal dos 

eletrodos
5

 tenha valor tao reduzido, que a queda de tensao ao longo deles possa ser 

desprezada. 

A elevada condutividade do material empregado na formacao do eletrodo
6 permite 

desprezar a componente real da impedancia longitudinal, mesmo no caso de malhas de 

aterramento de subestacoes convencionais, cujas dimensoes sao realmente grandes. Por 

outro lado, pensando-se nos casos em que o sistema de aterramento deva atender a 

solicitacoes eletricas associadas a fenomenos lentos
7, a reatancia longitudinal tambem pode 

ser desprezada. 

A hipotese da densidade de corrente constante e sustentada, na pratica, pela 

simplificacao que empresta aos calculos de potencial. Os metodos que a empregam 

corrigem,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a posteriori, os valores calculados, por meio de formulas empiricas (IEEE-80, 

1986). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Segundo a lei de Ohm. o campo eletrico na superficie do eletrodo e E = pJ, onde p e a resistividade. 

suposta constante. do meio envolvente do eletrodo. Logo, a densidade de corrente. J. constante implica 

em campo eletrico constante. 

A qual correspondem as impedancias R + ycoZ, no circuito equivalente da fig. 1.1b. 

Os eletrodos de aterramento sao constituidos de cobre. como sao os cabos empregados na construcao de 

malhas de aterramento de subestacoes. ou de ago com revestimento de cobre. ou de ferro zincado. como 

sao as hastes de aterramento. 

Nesses casos a frequencia nao e muito diferente da frequencia industrial. 
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Capitulo II 

M E T O D O L O G I A BASICA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Um sistema de aterramento, conectado ao neutro de um sistema de potencia, entra em 

atividade quando ocorre um curto-circuito. Em conseqiiencia, o potencial do sistema de 

aterramento se torna diferente de zero. Este valor nao-nulo de potencial, se denomina de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

potencial do sistema de aterramento, ou PSA. Concomitante ao PSA, surge uma corrente 

da superficie dos elementos do sistema de aterramento que se dispersa na terra. Esta 

corrente na terra e de frequencia industrial, adicionada de uma componente c.c. de 

decaimento rapido. Deste modo, a atencao deve ser concentrada na corrente de baixa 

frequencia que se estabelece na terra. Considerando os valores comuns de resistividade do 

solo (50 a 1000 Q.m) e de dimensoes de sistemas de aterramento tipicos (de poucos metros 

a 200 m), MELIOPOULOS (1988) demonstra que a analise c.c. e suficiente na maioria dos 

estudos praticos de sistemas de aterramento. 

Neste trabalho, a analise c.c. sera aplicada a sistemas de aterramento. O procedimento 

de calculo sera desenvolvido passo a passo, comecando pelo problema mais simples e 

estendendo os resultados a casos progressivamente mais complexos. 

2.1. Fundamentos 

Antes de se considerar o modelo de duas camadas, que e o que efetivamente se 

empregara neste estudo, se considerara nessa fase introdutoria o modelo uniforme. 

A figura2.1 mostra um eletrodo puntiforme imerso em solo uniforme. Uma esfera 

diminuta assim, nao tern, evidentemente, aplicacao pratica direta, embora seja de grande 

utilidade na simulacao de qualquer eletrodo real. 
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Figura 2.1 Eletrodo puntiforme em solo uniforme e um ponto 

em que o potencial e de interesse. 

A esfera, localizada no ponto J do solo, e uma fonte puntiforme de corrente. Dela 

emana para a terra uma corrente totalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ij , que faz surgir um potencial V num ponto generico 

P do solo. Este potencial V satisfaz a equacao de Laplace: V
2 F = 0. Neste caso, e 

conveniente expressar a equacao de Laplace em coordenadas cilindricas: 

rdr\ dr J r

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 aj>

2 dz2 

onde r, ty, z sao as coordenadas do ponto P. Por causa da simetria, o potencial e indepen-

dente da coordenada (J), isto e, V(r,ty,z) = V(r,z). Logo a eq. (2.1) se reduz a: 

V 2 F ( r > , ) = I | . r , ^ ) + ^ £ ) = o (2.2) 
r dr\ dr J dz 

A solucao geral desta equacao e dada em termos de funcoes de Bessel de ordem zero, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J0 (KRAUS & CARVER, 1986): 

V(r,z) = ̂ rQ(k)J0(kr)e±kzdk (2.3) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q(k) e uma funcao arbitraria da variavel de integragao k, determinada pelas condicoes 

de contorno. Estas condicoes de contorno sao as de que, na interface dos dois meios (solo e 

ar), o potencial e a corrente devam ser funcoes continuas. O resultado final e que o 

potencial em um ponto generico do solo de coordenadas cartesianas x,y ez se expressa do 

seguinte modo: 

V{x,y,z) = -L\ 
4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATT 

1 

(x-Xjf+iy-yjf+iz-Zj)2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 ( X - X i )
2

+ ( y - y . ) 2

+ ( z + 2 . ) 2 

(2.4) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.2. O metodo das imagens 

A interpretacao da equacao (2.4) e a seguinte: O potencial em qualquer ponto do solo, 

nas circunstancias que e descrita pela fig. 2.1, e identico ao potencial produzido por duas 

fontes puntuais de corrente ff, localizadas nos pontos (Xj,yj,Zj) e(Xj,yj,-Zj) em uma 

regiao infinita de resistividade p. Em outras palavras, a interface entre os meios solo e ar 

tern o efeito de criar uma imagem da fonte puntiforme com relacao ao piano de interface. 

Desta interpretacao, que e ilustrada na fig. 2.2, surge uma alternativa de solucao do 

problema de calculo do potencial produzido por dispersao de corrente no solo: o metodo 

das imagens. Essa alternativa e mais pratica que resolver a equacao de Laplace. 

De fato, a equacao (2.4) e apenas um caso particular da eq. (2.3), consequente da 

condicao de contorno que se impde na interface dos dois meios semi-infinitos, solo e ar. 

Se em vez de ar, cuja resistividade considera-se infinita, o meio fosse outro, de 

Figura 2.2 Eletrodo puntiforme em solo homogeneo a 

profundidade h e seu eletrodo-imagem. 

24 



ar zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

eletrodo puntiforme 

ponto de interesse 

solo:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ° camada 

solo: 2° camada 

Figura 2.3 Eletrodo puntiforme na primeira camada 

de solo de duas camadas. 

resistividade finita, a eq. (2.4) passaria a ser: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V(x,y,z) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
P i p 

471 ( X - X f ) 2

 + { y - y . f + { z - Z . ) 2 

+ K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ(X-XJ)2 + ( y - y j ) 2 +(z + zj): 

(2.5) 

p 2 - p, 
onde K = — - — e o falor de reflexao entre os meios 1 e 2 de resistividades p, e p 2 , 

P2 +

 Pi 

respectivamente, sendo o meio 1 aquele que contem o eletrodo. 

Quando os meios sao apenas dois, ocorre uma so reflexao e por conseguinte, o 

eletrodo imagem e unico. Para um eletrodo puntiforme, imerso na primeira camada de um 

solo de duas camadas (fig. 2.3), o numero de reflexoes e infinito, conforme e 

esquematizado na fig. 2.4. 

O potencial no ponto P na primeira camada do solo, de coordenadas x, y, z se expressa 

do seguinte modo: 

VP = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
9\ Ij 

4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATT 

1 1
 0 0 

r0  r0  «=1 

f \ 
1 1 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ + + — 
r + r ~ r + 

V nj+ nj+ 'nj-
nj-J 

(2.6) 

onde: 
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2nh 

h J ( w J 
• P(x,y.z] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 2.4 Metodo das imagens. 

(2.7a) 

J(*, - - x )
2 + : - y )

2 + [2/!/> ±zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (zjzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ± z)] 

Para pontos na superficie do solo, onde z = 0, 

ro = ro =r0= ^(Xj-x)2+(yj-y)2+(zj)2 

rnj± = l'nj± = rnj± = ,j(Xj - x)2 + (yj - y)2 + (Inh ± Z j f 

(2.7b) 

(2.8a) 

(2.8b) 

Portanto, neste caso, a equacao geral (2.6) fica assim: 

VP=^ 

j oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r0 n=\  

1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
V 'nj-  rnjzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+J 

(2.9) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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2.3. Analise de convergencia do metodo das imagens zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Para todos os valores possiveis de parametros do modelo do solo, a serie infinita na eq. 

(2.6) converge assintoticamente, uma vez que o valor absoluto do fat or de reflexaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K e 

menor que a unidade e as distancias r sao positivas. A velocidade de convergencia esta 

relacionada diretamente com o valor absoluto do fator de reflexao e com a distancia entre o 

eletrodo e o ponto onde o potencial e de interesse. Isto e, a convergencia e mais rapida 

quando o fator de reflexao e o afastamento do ponto de interesse ao eletrodo sao menores. 

As figs. 2.5 e 2.6 expressam isso graficamente. 

Para chegar a essas conclusoes se definiu a seguinte fiincao: 

F(n,K,h,x,z,Zj) = 

1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— +— V
 rnj+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAnj-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 

l/'o 
(2.10) 

que expressa muito bem a convergencia do metodo. Por simplicidade, se considera o ponto 

de interesse na superficie do solo, isto e, z — 0. Pela mesma razao, se normalizam as 

variaveis x e Zj, tomando-se por base a espessura da primeira camada do solo, h. 

_ x 
x = — 

h 
(2.11a) 

(2.11b) 
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1 2 3 4 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

reflexao,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n 

Figura 2.6 Convergencia do metodo das imagens para diferentes distancias entre o 

eletrodo e o ponto de interesse. 

Com isso, e usando-se as eqs. (2.8), se transforma a eq. (2.10) em: 

F(n,K,x,z,) = K" 
l+ (* / ) 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

l+ (* / ) 2 

1 + 
' 2 / t + z / 

2 

1 + 
< xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J ^ x J 

(2.12) 

Na rotina computacional, desenvolvida com base no metodo das imagens, o numero de 

reflexoes consideradas e auto-ajustado, a partir de uma tolerancia, t , especificada pelo 

usuario. Isto e, em vez da eq. (2.6) o que efetivamente se usa e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VT> = 

4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATC 

1 1
 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r0j r0j n=l 

onde 

V 'nj- 'nj-

1 1 
+ 

rnj+ rnj+J 

(2.13) 

(2.14) 

e r| e o menor numero natural para o qual 

My 

A^n-1 

- 1 (2.15) 

28 



Por seguranca, um limite de termos da serie truncada e tambem especificado. E uma 

mera prevencao contra uma eventual escolha impropria de x, que provocasse uma execucao 

por tempo indeterminado. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.4. O metodo do somatorio 

A equacao (2.6) so e valida para eletrodos puntiformes. Se o eletrodo e grande e tern 

forma geometrica complexa, como e o caso de malhas de aterramento de subestacao, essa 

equacao nao pode ser usada diretamente. Entretanto, seu emprego indireto pode ser feito de 

diferentes maneiras. A ideia basica e dividir o sistema de aterramento em pequenos 

segmentos e substitui-los hipoteticamente por fontes puntiformes de corrente localizadas em 

seus respectivos centros. Em tese, quanto menores forem esses segmentos, melhor e a 

aproximacao. Uma parte de um sistema de aterramento generico e mostrado na fig. 2.7a. O 

modelo do segmentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j e mostrado na fig. 2.7b. O potencial em um ponto P do solo, de 

coordenadas (x,y,z) e determinado por superposicao dos efeitos de cada um dos m 

segmentos em que tenha sido subdividido o sistema de aterramento: 

Pi ni 

4* M J 

l
 2 0 

_ L + J L + £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K» zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r0j r0j n=\  

1 
+ 

I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
1 

+ 
1 

'nj nj+J 

(2.16) 

Para que a equacao (2.16) possa ser efetivamente utilizada e preciso informacao a 

respeito da distribuicao de corrente no sistema de aterramento, antes de irradiar para o solo. 

O modelo densidade-de-corrente-constante pressupoe que a corrente total, /, do sistema de 

aterramento, se distribui uniformemente em toda sua extensao. Ou seja, 

I.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = —, j = 1, 2,..., m. Portanto, a eq. (2.16) particularizada para esse modelo e: 
J m 

(a) (b) 

Figura 2.7 (a) Trecho de um eletrodo subdividido em 

elementos finitos. (b) Modelo matematico do elemento. 
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_ P i / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(2.17) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
4nm 

r, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ r. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBArnj+ nj+ 

O metodo de calculo do potencial baseado nas equacoes gerais (2.6) e (2.17), e 

referenciado como metodo do somatorio. Esta denominacao e uma alusao ao fato de que o 

principio do metodo e o somatorio das contributes dos segmentos em que foi subdividido zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 sistema de aterramento. 

Na implementacao da equacao (2.17) ha algumas consideracoes importantes. A 

primeira relaciona-se com o metodo das imagens, que esta representado na eq. (2.17) pelo 

que esta contido entre chaves. Isto foi tratado na secao anterior. Outra questao igualmente 

importante e justamente como dividir o eletrodo. As subdivisoes devem ser feitas em 

numero suficiente para que os resultados tenham precisao razoavel. Um valor muito grande 

de m pode nao ter repercussao positiva no resultado, e, no entanto, pode aumentar 

demasiadamente o tempo de processamento. O exemplo numerico a seguir ajuda muito a se 

formar uma ideia dessa questao. 

Exemplo 2.1 

Um condutor retilineo horizontal de 3 metros de comprimento, e enterrado a uma 

profundidade de 50 centimetros, dispersa no solo uma corrente de 2 amperes. O solo e 

modelado em duas camadas. A primeira com resistividade de 100 Q.m e espessura de 

1 metro. A segunda de 600 Q.m. Calcular o potencial na origem do referencial, o qual foi 

escolhido de modo que o eletrodo esteja completamente no piano XZ e seja cortado 

exatamente ao meio pelo piano YZ. Alem disso, o piano XY coincide com a superficie do 

solo, como e usual. Empregar o metodo do somatorio. 

Como o potencial que se quer calcular localiza-se num ponto da superficie do solo, as 

eqs. (2.8) e (2.9) se aplicam. Isso significa que, em vez da equacao geral (2.13), pode-se 

empregar a seguinte: 

Do modo como o referencial foi escolhido, o problema e bidimensional, ou seja, a 

dimensao>' nao precisa ser levada em conta e os pontos se definem por (x, z). Alem disso, x 

= 0; ZJ = 0,5 e h = 1. Levando isso em conta, as eqs. (2.8) se reduzem a: 

(2.18) 
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O eletrodo e arbitrariamente subdividido em 6 partes. 0 coeficiente de reflexao e a 

constante externa a ambos os somatorios tern os seguintes valores: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

600^100 

600 + 100 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2nm 2n-6 

A simplicidade deste problema oferece a oportunidade de se visualizar os calculos por 

completo, inclusive os intermediaries. Portanto eles serao levados a efeito de duas maneiras. 

Primeiro a eq. (2.18) e reorganizada da seguinte forma: 

2nm j = l r0j 2nm n = ] J = l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 
I 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
— + — 

VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 r

nj-
 r

nj+J 

(2.19) 

Ou seja. 

onde 

n /
 m 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA**1 y = 1 

Sendo que, 

r

0y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A F P O y = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e 

A resolucao do problema, mediante o emprego da eq. (2.19), da uma ideia muito clara 

do efeito do numero de reflexoes consideradas. Os resultados obtidos se apresentam na 

tabela 2.1. Para as primeiras reflexoes os resultados sao mostrados por completo. 

A outra resolucao possivel e atraves da aplicacao direta da eq. (2.18). Fixando o 

numero de reflexoes considerado em n = 5, se obtem os resultados mostrados na tabela 2.2, 

dependendo do numero de subdivisoes do eletrodo. 
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Tabela 2.1 Resolucao do exemplo 2.1 numa sequencia que 

evidencia o efeito do numero de reflexoes,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

./' 
1 2 J 4 5 6 

n -1,25 -0,75 -0,25 0,25 0,75 1,25 AVpn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv. 
0 i >V 1,35 0,90 0,56 0,56 0,90 1,35 

rnj. 1,35 0,90 0,56 0,56 0,90 1,35 

AVpnj 3,94 5,89 9,49 9,49 5,89 3,94 38,6 38,6 

1 0,71 fnj+ 2,80 2,61 2,51 2,51 2,61 2,80 

r„j- 1,95 1,68 1,52 1,52 1,68 1,95 

AVpn, 3,30 3,71 4,00 4,00 3,71 3,30 22,0 60,6 

2 0,51 4,67 4,56 4,51 4,51 4,56 4,67 

rnJ. 3,72 3,58 3,51 3,51 3,58 3,72 

&vpn, 1,31 1,35 1,37 1,37 1,35 1,31 8,1 68,7 

-•> 
3 0,36 AVpnj 0,635 0,644 0,648 0,648 0,644 0,635 3,854 72,6 

4 0,26 0,342 0,345 0,346 0,346 0,345 0,342 2,068 74,6 

5 0,19 0,196 0,197 0,198 0,198 0,197 0,196 1,182 75,8 

6 0,13 0,117 0,117 0,118 0,118 0,117 0,117 0,704 76,5 

7 0,095 0,072 0,072 0,072 0,072 0,072 0,072 0,431 76,9 

8 0,068 0,045 0,045 0,045 0,045 0,045 0,045 0,269 77,2 

9 0,048 0,028 0,029 0,029 0,029 0,029 0,028 0,171 77,4 

10 0,035 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018 0,110 77,5 

Tabela 2.2 Solucao do exemplo 2.1, considerando-se as 10 

primeiras reflexoes e diferentes subdivisoes do eletrodo. 

m 1 2 3 4 5 6 

VP 105 74,5 79,2 77,3 77,7 77,5 
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Aid. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i/j - u+y(wj - « ) 2 + v 2 + w 2 

-u + yju +v +w' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

«=1 

+ I * " In 

n=l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

«1 - u + ^{u] -uf + v2 +{2nh+w)4 

-u + ̂ u2 + v 2 +(2nh + w)2 

U\-u+^(2*1 - it)2 + v 2 +  (2«/ i - w) ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

// + ̂ /w2 + v 2 +(2/?/?-w)2 

(3.7) 

e a segunda integral da soma da eq. (3.6) e obtida da primeira, apenas substituindo-se 

w por w + 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZQ : 

4nLj 
I n 

iil~u + ̂ {ui - it)2 + v 2 + (w + 2z 0 ) ' 

-u + 4u2 + v 2 + w 2 

+ 

0 0  

+ In 

+ I ^ l n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Mi - 1/ +^(z/! - w ) 2 + v 2 + [2«/? + (w + 2z 0 )] ' 

-u + iju2 + v2 + [2nh + (w + 2 z 0 ) ] 2 

#1 — z/ + ^(w! - u)2 + v 2 + [2«/? - (w + 2z 0 )] ' 

-w + -yju2 + v2 + [2nh -(w + 2 z 0 ) ] 2 

+ 

(3.8) 

O potencial, portanto, em urn ponto P qualquer da primeira camada do solo sera, pela 

eq. (3.6), a soma das equacoes (3.7) e (3.8), onde u{ ,w, v e w sao expressas, no sistema 

referencial XYZ, pelas equacoes : 

w i = ( *i -  xo) c o s y + (y\ - yo)sen y (3.9a) 

W = ( X - X Q ) C O S Y + ( > - - _ yo ) s e n y (3.9b) 

v = (y- j 0 ) c o s y - ( x - * o ) s e n y (3.9c) 
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w = z-z0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.9d) 

onde xi ey>] sao as coordenadas x ey da extremidade final do eletrodo no referencial XYZ. 

Para pontos na superficie do solo, onde z = 0., o potencial em urn ponto P da primeira 

camada do solo se simplifica, ao se usar as eqs. (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9d), pelo fato de se 

considerar z = 0: 

VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP = 

2id, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i n 

-u + Ju 
2 2 2 

+ I * w l n 

n=\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f#j -  wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + ^(zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAMJ - w) 2 + v 2 + [2nh + ZyT 

-u + ̂ u2 + v2 + [2nh + z0f 
+ 

//, - // + - w)
2

 + v
2

 + [2/?// - z 0f 

-n + iju2 + v2 + [2nh - z0f 

(310) 

O exemplo 3.1 a seguir mostra, com clareza, um emprego do metodo da integral na 

determinacao do potencial em um ponto situado na primeira camada. 

Exemplo 3.1 

Um condutor retilineo horizontal de 3 m de comprimento e enterrado a uma 

profundidade de 50 cm, dispersa no solo uma corrente de 2 A. O solo e modelado em duas 

camadas, sendo a primeira de resistividade 100 Q.m e espessura 1 metro, e a segunda 

camada de resistividade 600 Q.m. Calcular o potencial na origem do referencial, o qual foi 

escolhido de modo que o eletrodo esteja completamente no piano XZ e seja cortado ao 

meio pelo piano YZ. Alem disso, o piano XY coincide com a superficie do solo, como e 

usual (fig.3.2). Empregar o modelo de eletrodo densidade-de-corrente-constante e o 

metodo da integral. 

Este problema e o mesmo do exemplo 2.1. O que muda e apenas o metodo de solucao. 

A determinacao do potencial no ponto P, devido ao eletrodo como um todo, se consegue 

integrando as contribuicoes de cada elemento infinitesimal du do eletrodo, segundo a eq. 

(3.6), ate o comprimento total do eletrodo, de 3 m, ou seja: 

38 



Figura3.2 Eletrodo Retilineo Horizontal na primeira camada e um ponto de 

interesse P na origem do referencial de eixos. 

(3.11) 

Como o problema trata de determinar o potencial na superficie do solo, sendozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z = 0, entao, 

a resolucao da soma de integrais da eq. (3.11) se resume a solucao da eq. (3.10), 

observando-se que: 

P i * / / _ 100x2 _ 

2nLj 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAK x 3 
= 10.61 Vm 

e que os parametros do modelo de eletrodo e do modelo de solo empregados sao 

K = p 1 - p , = 600-100 = 

p 2 + p i 600 + 100 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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y = 0°, pois o eletrodo situa-se no piano XZ e e paralelo ao eixo X ; 

Do modo como o referencial foi escolhido, o problema e bidimensional, ou seja, a dimensao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y nao precisa ser levada em conta e os pontos se definem por (x, z). Alem disso, x = 0; z0 = 

0 , 5 ; x 0 = - l , 5 e / i = 1. 

Com o proposito de se ter como realizar, a posteriori, uma comparacao com o 

potencial VP , calculado via metodo do somatorio, conforme mostrado na tab. 2.1 do 

exemplo 2.1, se calcula VP, aqui, para variacoes finitas e pequenas do numero de reflexoes. 

A tabela 3.1 representa a sensibilidade do potencial a estas variacoes. 

Tabela 3.1 Potencial na origem do referencial pelo 

metodo integral para varios numeros de reflexoes.: 

condutor horizontal 

numero de reflexoes potencial (volts) 

1 60,570 

2 68,624 

3 72,477 

4 74,544 

5 75,727 

6 76,431 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.2. Uma comparacao dos metodos 

A simplicidade do metodo do somatorio e evidente. Contudo, para que as fontes 

puntuais de corrente possam representar fielmente o eletrodo, faz-se necessario que ele seja 

subdividido em trechos bem pequenos. Para sistemas de aterramento de grandes dimensoes 

isso aumenta demasiadamente o tempo de processamento. 

Uma comparacao expressiva dos metodos so se torna possivel com sistemas de 

aterramento de configuracao e dimensoes realistas. Contudo, podem-se dispor dos 

resultados dos exemplos 2.1 (em que se emprega o metodo do somatorio) e 3.1 (metodo da 

integral), para se ter uma nocao comparativa previa. Para isso, toma-se um numero de 

reflexoes finito frxado em 10 e se supoe o resultado do metodo da integral como exato, 

confrontando-o, ao mesmo tempo, com os resultados obtidos pelo metodo do somatorio, 

para diferentes valores do numero de subdivisoes. Avaliam-se, entao, o tempo de 

processamento requerido, bem como o erro relativo percentual, face ao metodo da integral, 

expressando-os conforme esta na tab. 3.2 . 
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Tabela 3.2 Influencia do rr de subdivisoes sobre o potencial na superficie 

do solo em funcao do tempo de execucao e do erro relativo ao metodo integral. 

METODO Numero de Tempo de Potencial Erro (%) 

subdivisoes Execucao (p.u.) (volts) 

Integral zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— 1 77,412 — 

Somatorio 6 3 77,497 0,11 

Somatorio 50 26 77,414 0,003 

Somatorio 200 103 77,412 0,0 

Da maneira como esta descrito na secao 3.1, o metodo da integral apresenta-se como 

inviavel, tendo em vista o aspecto pratico. Verifica-se que, para certas configuracoes de 

eletrodo , pode nao existir uma equacao que descreva, no espaco o eletrodo, como o faz a 

eq. (3.11). Ou ainda, a equacao pode ser bastante complicada a ponto de se tornar 

impraticavel uma integracao analitica. Isto ocorre frequentemente em malhas de 

aterramento de grandes dimensoes, constituidas de condutores lineares. Nestes casos, a 

malha em si nao apresenta continuidade, ja que e composta por varios condutores lineares 

nas direcoes distintas, do eixo X e do eixo Y, impossibilitando, desta forma, se obter uma 

funcao unicamente integravel para o eletrodo. A falta, portanto, de um modelo matematico 

que represente, de uma forma generica, para qualquer configuracao de eletrodo, inclusive as 

mais complexas, o potencial por dispersao de corrente no solo, afasta por completo a 

possibilidade de implementacao via computador, do metodo da integral. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3. O metodo do somatorio modificado 

Afim de completar a lacuna deixada pelo metodo da integral, em funcao de sua 

inviabilidade face ao calculo do potencial no solo quando se usa eletrodos de grandes 

dimensoes, comuns em sistemas de aterramento de subestacoes, opta-se por uma outra 

metodologia fundamentada, em parte, na concepcao basica de segmentacao do eletrodo, 

como e feito no metodo do somatorio. 

O metodo do somatorio tera melhor desempenho se o modelo de eletrodo for 

modificado. Ao inves de aproxima-lo por esferas puntiformes situadas no centro dos 

segmentos finitos, empregam-se segmentos de reta com densidade de corrente constante, e 

que representam, em conjunto, o eletrodo como um todo . A diferenca, face ao metodo da 
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integral e notada quando tomam-se segmentos infinitesimals do eletrodo. No limite, o 

potencial e calculado pela integral ao longo de todo o eletrodo. No metodo do somatorio 

modificado, tomam-se os proprios condutores retilineos que compoem o eletrodo e nao 

mais pequenos segmentos de reta, finitos. O potencial em um ponto P de coordenadas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(x,y,z) da primeira camada do solo, portanto, deve-se a contribuicao de cada condutor 

retilineo localizado no eixo U de um sistema de coordenadas UVW. A posicao de cada 

condutor horizontal do eletrodo, seja na direcao do eixo X ou na direcao do eixo Y, e 

determinada , como mostra a fig. 3.1, segundo um certo angulo que o condutor faz em 

relacao ao eixo X do referencial generico XYZ. A expressao do potencial deriva da eq. 

(3.6) do metodo da integral, a esta acrescentando-se o somatorio devido a superposicao dos 

efeitos de cada condutor retilineo : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n

c 

7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=1 
«o=0 J 

(3.12) 

onde, nc e o numero total de condutores retilineos e j = \,2,...,nc representa cada condutor 

retilineo. As demais variaveis da eq. (3.12) ja estao definidas na secao 3.1. 

3.3.1. Algoritmo do metodo 

Tendo em vista o que foi desenvolvido ate agora para o metodo do somatorio 

modificado, em funcao dos aspectos que o diferem do metodo do somatorio, bem como em 

relacao as suas equacoes, conforme esta demonstrado nas secoes deste capitulo, surge o 

seguinte algoritmo para mapeamento do potencial na superficie do solo : 

1. Ler os dados : 

1.1. Gerais : 

• area e quantidade de pontos de mapeamento 

• corrente total dispersa no solo 

1.2. do solo : 

• resistividade da primeira camada 

• resistividade da segunda camada 

• profundidade do aterramento 

• espessura da primeira camada 

• numero de reflexoes 

1.3. do eletrodo : 

• numero de condutores constituintes do eletrodo 

• comprimento de cada condutor do eletrodo 
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• direcao de localizacao de cada condutor do eletrodo -seja nas direcoes do 

eixo X ou do eixo Y. 

• posicao no solo, do centro de cada condutor, em funcao das suas 

coordenadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xj, yj e z,-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2. Definir os parametros : 

• o fator de reflexao 

• a(s) coordenada(s) z dos pontos em que o potencial e de interesse 

• as coordenadas x,y e z inicial e final de cada condutor do eletrodo 

• a coordenada u final de cada condutor do eletrodo 

• comprimento total do eletrodo 

• coordenadas u, v e w, no sistema alternativo UVW, de cada ponto em que 

o potencial e calculado. 

3. Determinar : 

• os potenciais na area de mapeamento de pontos situados na superficie do 

solo, logo acima do eletrodo, segundo a eq. (3.12), para levantamento : 

- da superficie de potencial 

- do perfil de potencial na direcao longitudinal central 

- do perfil de potencial na direcao transversal central ao eletrodo 

- do perfil de potencial em outras direcoes paralelas ao eixo Y 
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Capitulo IV zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I N F L U E N C I A DOS CONDUTORES L I N E A R E S 

NAO-HORIZONTAIS 

No que foi desenvolvido ate agora, esteve intrinseco que o eletrodo era 

completamente contido na primeira camada do solo. Essa hipotese quase sempre se 

confirma para a malha de aterramento
1. No entanto, as hastes de aterramento usuais 

costumam ocupar ambas as camadas do solo, conforme e esquematizado na fig. 4.1. 

T 
h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P i 

Figura 4.1 Haste em solo de duas camadas 

1

 A profundidade usual de malhas de aterramento situa-se na faixa de 40 a 80 cm. 
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As equacoes (2.6) e (2.9) sao validas para o eletrodo puntiforme situado na primeira 

camada. HEPPE (1979) demonstra que o potencial num ponto P de coordenadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x, y, z 

da primeira camada, produzido por uma fonte puntual de corrente localizada num ponto 

Q da segunda camada, de coordenadas x,, yjy z} e 

P i / / 2 0 

VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP=^-±(\ + K)Z K" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r \ 
1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ — 
4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATC n=0 Krnj+ rnj-J 

(4.1) 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I 2 2 ' 

rnj±=^(xj-x) +(yj-y) +{2nh + zj±zj (4.2) 

Se P e um ponto da superficie do solo, z = 0, e 

co K n 

2n 
(4.3) 

n=0 rnj + 

4.1 Metodo do Somatorio 

Para se aplicar o metodo do somatorio ao eletrodo da fig. 4.1, ele e simulado por nt\ 

fontes puntuais de corrente na primeira camada, mais m2 na segunda camada. Deste 

modo, a expressao do potencial num ponto P da superficie e 

2n(mi+m2)j=l 

1 0 0 

— + S K " 
r0j+ n = \ 

f \ 
1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
\rnj- rnj + J 

P l/(1+K) M ^ 

2n(ml+m2) J = : m i + l 

1 ^ K" 

r ~ ~ + I

 7~ r0j+ n=lrnj+ 
(4.4) 

A equacao (4.4), que e uma mera combinacao das eqs. (2.17) e (4.3), pode ser 

reescrita da seguinte forma : 
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vP = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Pi / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

27l(/Wj + w 2 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ = l r 0 7 +  j=\n=\\rnj- rnj+) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 0 + * ) I 

m\ +m2 ] 

j=mx + i r oy+ 

mi+m2 0 0  

+ ( > + *) I I 
y=/w,+1/7=1 '«/'+ 

OU 

Pi / 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATT(/77J + W 2 ) 

/W] , Wj +m2 1 

I - ^ + ( i + / c) 1 - L -  + 

y=l
 r0j+ j=m]+l

 r0j+ 

/7 = 1 7=1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r \ 
1 1 

— + — 
r • 

\'ny 
nj + J 

mi +m2 1 

j=m] +lrnj+ 
(4.5) 

Exemplo 4.1 

Uma haste vertical de 3 metros de comprimento e 50 cm de profundidade dispersa 

no solo uma corrente de 2 amperes. O solo e modelado em duas camadas. A primeira de 

resistividade de 100 Q.m e espessura de 1 metro. A segunda de 600 Q.m. Calcular o 

potencial na superficie do solo num ponto, localizado a 1 metro da projecao da haste. 

Empregar o metodo do somatorio. 

O referencial e escolhido de modo que o eletrodo esteja no eixo Z e ponto de 

interesse no eixo X. O piano XY coincide com a superficie do solo, como e usual. Deste 

modo, o problema e bidimensional, ou seja, a dimensao y nao precisa ser levada em 

conta e os pontos se definem por (x, z). A fig. 4.2 esquematiza o problema, o qual se 

resolvera mediante o emprego da eq. (4.5). 
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3/4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• ir 

Az=l/2 

Pi ft = 1 m 

(a) 

x = 1 m—•) 

H - 0.5 m 

[ = 3m 

P r 1 0 0 Q . m h = l m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

P 2= 600 fi.m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( b )  

Figura 4.2 Exemplo 4.1. (a) O eletrodo nao-horizontal e (b) seu modelo 
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ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx=l,Xj= 0,h=\eH= 0,5; as equacoes(2.8) se reduzem a 

rnJ+ = ^l + [2n±zj)2 

O eletrodo e arbitrariamente subdividido em 6 partes iguais. De acordo com a fig 4.2a, 

mi = 1 e m2 =5. Assim, a constante na eq. (4.5) e 

p , / 100x2 50 

= 2,65 V.m =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — V m 27i(/w1+/w2) 27rx 6 371 

O fator de reflexao e : 

^ = £ l z a = 600-100 = o ? l 4 

p 2 + P i 600 + 100 

1 +K= 1,714 

Tabela 4.1 Exemplo 4.1 : Calculos intermediaries 

j -> 1 2 3 4 5 6 

0,75 1,25 1,75 2,25 2,75 3,25 

r0j+ 1,25 1,60 2,02 2,46 2,93 3,40 

r, j + 1,71 3,40 3,88 4,37 4,85 5,34 

ry. 1,60 1,25 1,03 1,03 1,25 1,60 

r2j+ 
4,85 5,34 5,84 6,33 6,82 7,32 

r2j- 3,40 2,93 2,46 2,01 1,60 1,25 

r 3 j + 
6,82 7,32 7,81 8,31 8,81 9,30 

r 3 j. 5,34 4,85 4,37 3,88 3,40 2,93 

VP = — 
50 1 

3tc r 0 1 + 

+1,714 x X 

j=2 r0j+ «==l 
Z (0,714)" 

1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ •  

rnl- rnl+ 

+1,714 x X 

j=2 'nj+ 
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Para a obtencao do valor dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VP anterior, foi tornado, propositadamente, numeros 

pequenos de subdivisao e reflexao. A tabela 4.2 fornece, em volts, uma amostra da 

sensibilidade do potencial a variacoes do numero de subdivisoes e reflexoes. 

Tabela 4.2 Solucao do exemplo 4.1 para alguns valores de 

numeros de subdivisao e reflexao. 

m -» 

n -l 

6 12 30 

3 42,919 42,979 42.995 

4 44,420 44,480 44,496 

5 45,307 45,367 45,384 

10 46,626 46,686 46,702 

20 46,796 46,856 46,873 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.1.1. Algoritmo do metodo 

Tendo em vista as equacoes que foram desenvolvidas ate aqui, e com a finalidade de 

se criar uma rotina, implementavel por computador, que torne possivel calcular o 

potencial em pontos na superficie do solo devido a dispersao de corrente, quando se usa 

uma haste disposta verticalmente, com uma parte na primeira camada e outra parte na 

segunda camada, surge o seguinte algoritmo : 

1. Ler os dados : 

1.1. Gerais : 

• quantidade de pontos de mapeamento do potencial na superficie 

do solo 

• coordenadas x,y e z dos pontos de mapeamento do potencial na 

superficie do solo 

• corrente total em amperes 

• profundidade do aterramento 

• numero de reflexoes, 
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1.2. do solo : 

• resistividade da primeira camada, pi 

• resistividade da segunda camada, p 2 

• espessura da primeira camada,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h 

1.3. do eletrodo : 

• comprimento do condutor nao-horizontal 

• posicao no solo, em funcao das coordenadas x,y e z, do centro 

de cada condutor nao-horizontal 

• numero de condutores nao-horizontais 

• numero total de divisoes do eletrodo 

• coordenadas x,y e z do centro de cada condutor nao-horizontal 

• numero de divisoes da parte de cada condutor nao-horizontal 

que se situa na primeira camada do solo 

• numero de divisoes da parte de cada condutor nao-horizontal 

que se situa na segunda camada do solo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2. Definir os parametros : 

• fator de reflexao, K 

• posicao, em funcao das coordenadas x,y e z, de cada fonte 

puntual em que o(s) condutor(es) nao-horizontal(is) e (sao) 

dividido(s) 

• todas as distancias r ate o ponto ou regiao de pontos em que o 

potencial e de interesse. 

3. Determinar : 

• os potenciais na area de mapeamento, definida no item 1.1, e 

na superficie do solo logo acima do eletrodo, empregando a eq. 

(4.5) para levantamento : 

- da superficie de potencial 

- do perfil de potencial na direcao longitudinal central 

- do perfil de potencial na direcao transversal central 

ao eletrodo 
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4.2 Metodo da integral zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A exemplo do que foi feito na secao 3.1 para o condutor retilineo horizontal, se 

desenvolvera, a seguir, com base em equacoes mostradas por HEPPE (1979), uma 

expressao do potencial produzido na superficie do solo por uma haste vertical, de 

eficiencia maior que as equacoes (4.4) ou (4.5). 

O referencial cartesiano e escolhido por conveniencia, de modo que o eixo Z 

contenha a haste e o eixo X o ponto onde o potencial e de interesse (fig. 4.3). O piano 

XY coincide com a superficie do solo, como e usual. A generalidade se estabelecera mais 

tarde por mera translacao da origem. 

A P ( x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, 0 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  
p i 

1 
h 

X 

P2 

l+H 

Figura 4.3 Haste vertical de comprimento /. e profundidade H em solo de duas 

camadas. 

A corrente dispersa no solo pela parte infinitesimal do eletrodo, contribui 

diferentemente para o potencial na superficie do solo, conforme a camada em que esta 

parte esteja imersa. Isto e, 

dVP = _ P 1 ' 1 
i 

2TTX r0j+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 1 K" 

(

 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
Vnj- 'nj + J 

>dZh se H < Z; < h, (4.6) 
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e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d V p ^ ^ K )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N ~ K»_ 

2 k L \r0j+ n=l rnj+ 

>dZh se h < Z; < L + H, (4.7) 

De modo que 

VJ> = 
_ P l ' 

2nL 

1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— + — 
'oj+ n=l \rnj rnj+J 

dZ 

L+H 

h 

1 £ K" 

r0j+ n=l rnj+ 

dZj (4. 8) 

A equacao (4.8) pode ser combinada com as equacoes (2.8) e reorganizada : 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAKL 

P i / 

VP = j 
L+H 

x2 +zj2 

dZ,+(\ + K) J 

x2 +zj2 

dZj + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 1 
n = \ HL2 

x + (inh + Zj)' 

h 

dZj + j 

// J v
2 

x + 

/7 = 1 
I 
h ^x2 +{lnh + Zj^ 

dZ (4. 9) 

Para se efetuarem as integracoes indicadas na eq. (4.9) se recorre a conhecida 

formula de integracao : 

J , ^ dti = \n(^ii + Vu 2 + a
2

j 
\u2 +a2 

(4.10) 

que se aplica diretamente as primeiras integracoes na eq. (4.9) 

- A 
H Jx2 +zj2 

dZj = In I zy + J x 2 +Zy 2 
= /7 
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ou seja, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f 
h + ylx2 + h2 

dZ, = l n 

H + ylx2+H2 

V J 

Para que a eq. (4.10) se aplique as demais integracoes na eq. (4.9), se faz a seguinte 

transformacao : 

u = 2nh ± z j ; 

de onde, 

du = ± dZj 

Logo, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j du 

ou 

1 

Finalmente, 
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VP=^L{\n 
xz+h-

H + ^Jx2 +H2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(1 + A")ln 

L + H + ̂ x2 +(L + H): 

h +y[x~-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

«=1 

I Kn\n 

(In + \)h + ijx2 +[(2n + \)h]' 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/7/7 + H + ^jx 2 + [2/7/? + H]2 

(2/7 -1 ) /7 + ^ x 2 + [ ( 2 / 7 - l ) / 7 ]
2 

2/7/7 -H +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX2 + (2/7/7 ~ / / )
2 

+ (1 + AT) X A"
1 In 

2nh + L + H + yjx2 +(2nh + L + H)' 

(2/7 +1)/? + ^ x
2 + [(2/? + l ) / r ]

2 

Para condensar a eq. (4.11) se define a seguinte funcao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/(*
2

,a,ft) = ln 
b + ylx2 +b2 

a + ylx2 +a2 

De modo que 

(4.11) 

(4-12) 

VP=^^f(x2,H,hY(\ + K).f(x2XL + Hy 

+ I ^ " f 2 ' 2 , ? / ? + ( 2 / / + O ^ ) - / ( ^ 2 ' 2 , ? / ? - ( 2 / 7 - 0 ^ ) + 

+(1 + K) f[x2, (2/7 + l) /7, 2/7/7 + L + //)] (4 13) 

A equacao (4.13) expressa o potencial, em um ponto da superficie do solo, 

produzido por dispersao de corrente em um solo de duas camadas (pi, K, h) atraves de 

uma haste de comprimento L e profundidade H. 

Reportando-se a fig. 4.3, pode-se perceber que x e o afastamento horizontal do 

ponto, a que se refere o potencial, em relacao a haste. Sendo assim, e possivel 

generalizar a equacao (4.13): 
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onde 

y 

•14) 

.15) 

Figura 4.4 Exemplo 4.1: Haste vertical de comprimentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L , profiindidade H e posicao 

(Xj, yj) em solo de duas camadas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Exemplo 4.2 

Resolver o exemplo 4.1 pelo metodo da integral. 

Observa-se pela fig. 4.4, e da mesma forma que no exemplo 4.1, que o ponto onde 

se quer calcular o potencial situa-se na superficie do solo, o eletrodo situa-se no eixo Z e 

o piano XY coincide com a superficie do solo, de forma que o ponto P de interesse 
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situa-se no eixo X. O ponto P na fig. 4.4, tern coordenadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x = 1 e y = 0. Como o 

eletrodo encontra-se enterrado na direcao do eixo Z, e logo abaixo da origem do 

referencial de eixos (fig. 4.4), entao suas coordenadas x, e y, na superficie do solo (fig. 

4.4) tern respectivamente os valores 0 (zero) e 0 (zero). Observando-se a fig. 4.2, tem-se 

ainda, h = 1 m, H = 0,5 m e L = 3 m. Emprega-se a eq. (4.11), na qual, x2 = l 2 = 1, 

pois o ponto situa-se na superficie do solo. 

A constante na eq. (4.11) e 

p i / 100x2 e ^ „ r 100.-

= 5,31 V.m = V.m 
2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAKL 27tx3 

O fator de reflexao e : 

3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATT 

^ P 2 Z _ 1 = 600-100 

p 2 + p i 600 + 100 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + A > 1,714 

Pela equacao (4.11), entao, o potencial no ponto P e : 

V» = 
100 

In zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ V i + i 2 

0,5 + ^ / l + (0,5): 

+ 1,714 x In 
3 + 0,5 + ^ l + [(2» + l ) x l ] ' 

l + V l + V 

nref 

+ Z (0,714)w x l n 

n=\ 

nref 

X (0,714) , 7xln 

n=\ 

(2/? + l ) x l + ^ l + [(2/? + l ) x l ] 2 

In x 1 + 0,5 + A / l + (2wxl + 0,5)2 

(2/7 -1) x 1 + -̂ 1 + [(2/7 -1) x l ] 2 

2/7 x 1 - 0,5 + ^ l + (2/?xl-0,5) : 

+1,714 x X (0,714)w x l n 
2/?xl + 3 + 0,5 + A / l + (2 / /x l + 3 + 0,5): 

(2/7 + l ) x l + ^ l + [(2// + l ) x l ] 2 

Para a obten9ao do valor do potencial VP, conforme a equacao anterior, foram 

tornados tambem numeros de reflexao nref finitos e pequenos, afim de comparar com os 

valores de potencial obtidos e mostrados na tab. 4.2, em que se usou o metodo do 

somatorio. Os resultados sao mostrados na tab. 4.3. 
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Tabela 4.3. Solucao do exemplo 4.2 

(metodo da integral) para alguns nu-

meros de reflexao. 

numero de reflexoes potencial (volts) 

3 42,998 

4 44,499 

5 45,387 

10 46,705 

20 46,876 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.2.1. Algoritmo do metodo 

De forma analoga ao que foi feito no metodo do somatorio, desenvolve-se, neste 

momento, o algoritmo que se presta como base para a implementacao, via rotina 

computacional, do metodo da integral de forma a tornar possivel calcular o(s) 

potencial(is) em um ou mais pontos na superficie do solo : 

1. Ler os dados : 

1.1. Gerais : 

• quantidade de pontos para mapeamento do potencial na superficie do 

solo 

• coordenadas x, y e z dos pontos de mapeamento do potencial na 

superficie do solo 

• corrente total dispersa no solo 

• numero de reflexoes 

• profundidade do aterramento 

1.2. do solo : 

• resistividade da primeira camada 

• resistividade da segunda camada 

• espessura da primeira camada 

1.3. do eletrodo : 

• comprimento de cada condutor do eletrodo 
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• direcao de localizacao do(s) condutor(es) nao-horizontais do eletrodo: 

eixo Z. 

• coordenadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x, y e z no solo, do centro de cada condutor, em funcao 

das suas coordenadas Xj, yj e z, 

• numero de hastes (condutores nao-horizontais) constituintes do 

eletrodo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2. Definir os parametros : 

• o fator de reflexao 

• a(s) coordenada(s) z dos pontos em que o potencial e de interesse 

• comprimento total do eletrodo 

• distancias r ate o ponto ou regiao de pontos em que o potencial e de 

interesse 

3. Determinar : 

• os potenciais na area de mapeamento de pontos situados na superficie 

do solo logo acima do eletrodo, segundo as eqs. (4.13) e (4.14) para 

levantamento : 

- da superficie de potencial 

- do perfil de potencial na direcao longitudinal central ao eletrodo 

- do perfil de potencial na direcao transversal central ao eletrodo 

58 



CapitulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SIMULATES DE ELETRODOS 

Uma rotina de calculo dos potenciais produzidos na superficie do solo, pela 

dispersao de corrente no mesmo, foi desenvolvida em linguagem FORTRAN 77 e 

implementada em microcomputador. A rotina e baseada no metodo do somatorio 

modificado, ou seja, emprega o modelo de eletrodo densidade-de-corrente-constante. O 

modelo de solo adotado e o de duas camadas. Alem do potencial, a rotina de calculo 

inclui tambem o gradiente de potencial. 

Eletrodos de aterramento constituidos de configuracoes variadas foram simulados, 

aplicando-se a rotina computacional implementada. Os resultados desses estudos se 

apresentarao a seguir, na forma de graficos, e serao estes analisados. 

5.1. Condutor retilineo 

Para a analise que se pretende fazer inicialmente, eletrodos de configuracoes simples 

sao satisfatorios. Deste modo, considera-se que uma corrente se dispersa, no solo, por 

meio de um condutor retilineo horizontal de comprimento finito. O referencial cartesiano 

e escolhido de modo que o centro e os extremos do condutor tenham, respectivamente, 

as coordenadas (0, 0,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -H), (-L/2, 0, -H) e (L/2, 0, H), onde H e a profundidade do 

condutor e l o seu comprimento. Tomando-se os dados da tab. 5.1, foram obtidos os 

resultados que se apresentam na fig. 5.1. 
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Tabela 5.1. Parametros de eletrodo e solo 

parametro valor 

Comprimento do condutor 3 m 

Profundidade do condutor 0,5 m 

Corrente total de dispersao 2 A 

Resistividade da Is camada 100 Q.m 

Resistividade dazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2- camada 600 Q.m 

Espessura da Is camada 1 m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.(h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Distancia r, (m) Y ( m ) 

(c) (d) 

Figura 5.1 Potenciais na superficie do solo gerados por dispersao de corrente atraves de 

um condutor retilineo horizontal, (a) A superficie de potencial; (b) Equipotenciais; 

(c) Perfis longitudinal e transversal centrais; (d) Gradiente de potencial na direcao 

transversal central. 
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Como se pode ver, o potencial maximo ocorre exatamente acima do centro do 

condutor. Para os dados utilizados, esse valor e 77,4 V. O gradiente de potencial e maior 

na direcao transversal do que na longitudinal. O gradiente maximo e 21,64 V/m. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.2. Anel quadrado 

Outra configuracao simples e o anel quadrado de ladozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L. Um eletrodo assim foi 

tambem simulado, tomando-se os dados da tab. 5.1. Os resultados sao apresentados nas 

figuras 5.2 e 5.3. O referencial foi escolhido de modo que o centro do anel tenha 

( L L \ 

coordenadas (0; 0;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -H) e os vertices ~ ^ ' ^ potencial maximo na superficie 

do solo (52,2 V) ocorre justamente nesses vertices. 

(a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

54zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i 

52 -

50 -

48 -

46 -

44 -

42 -

40 
-4 

(b) 

4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D i s t a n c i a r , < m ) 

(c) 

Figura 5 

direcoes 

.2. (a) Eletrodo quadrado; (b) Potencial na superficie do solo; (c) Potencial nas 

longitudinal e diagonal centrais. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- I UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ' — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi — i — i — i — i — i — i 

-10 -5 0 5 10 

Y(m) 

(b) 

Figura 5.3 Eletrodo da fig. 5.2a. Gradientes de potencial na superficie do solo: (a) na 

direcao longitudinal central L e (b) nesta mesma direcao extrapolando da regiao ocupada 

pelo eletrodo. 

5.3. Malhas de aterramento 

O sistema de aterramento de subestacoes e, invariavelmente, constituido de uma 

malha de condutores horizontals, interconectados por solda exotermica ou por 

conectores pre-formados. Dependendo das tensoes e capacidade nominal da subestacao, 

sua malha de aterramento precisa ser muito extensa e suficientemente fechada para zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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garantir o runcionamento adequado do sistema de protecao, e sobretudo, a seguranca 

das pessoas. 

O projeto de uma malha de aterramento consiste, essencialmente, em se escolher, 

dentre as configuracoes que preencham todos os requisitos de seguranca, aquela que e 

mais economica. Isso nao e uma tarefa facil, principalmente devido a complexidade, que 

e propria do solo. O projetista de sistemas de aterramento precisa ser experiente e ter 

conhecimentos tecnicos especializados. De qualquer modo, uma rotina computacional, 

como a que foi implementada como parte deste trabalho, pode ser muito util ao 

projetista, uma vez que permite a simulacao facil e rapida das diferentes alternativas 

cogitadas. 

A rotina computacional desenvolvida foi aplicada a malhas de aterramento, 

reportando-se a dois casos encontrados na literatura. Em ambos, os resultados 

encontrados coincidem com os originais, o que faz validar a rotina. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.3.1. Malha simetrica e uniforme 

Como uma primeira aplicacao da rotina, implementada a sistemas de aterramento de 

configuracao realista, Tomou-se a malha de aterramento da subestacao de Barra do 

Peixe (VILIAS et al, 1986). Se trata de uma malha quadrada 240 x 240 m2, formada por 

50 condutores uniformemente espacados conforme a fig. 5.4 e a tab. 5.2. 

Figura 5.4. Malha da Subestacao de Barra do Peixe. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Tabela 5.2. Dados relativos a malha da subestacao de Barra do Peixe 

Comprimento dos condutores 240.m 

Diametro dos condutores 0,0126 m 

Profundidade da malha 0,6 m 

Corrente de dispersao 6000 A 

Ha dois modelos de solo de duas camadas: o modelo reduzido e o modelo otimo, 

conforme explica CAVALCANTI (1991). O primeiro e o "equivalente" de duas 

camadas, de um modelo de tres ou mais camadas. A reducao do modelo e feita atraves 

da formula de Hummel, a qual considera que o campo eletrico em cada camada e 

uniforme e completamente horizontal. O modelo de varias camadas e obtido 

interpolando-se sua curva caracteristica pelos pontos do piano resistividade versus 

profundidade correspondentes a media dos valores medidos validos. Essa interpolacao e 

geralmente feita por metodo grafico. 

O modelo otimo e obtido ajustando-se a curva caracteristica do modelo de duas 

camadas pelos pontos do piano p xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h correspondentes a media dos valores medidos 

validos. Esse ajuste e, de fato, um problema de otimizacao que pode ser resolvido por 

diferentes metodos. CAVALCANTI (1991) emprega o metodo dos minimos quadrados. 

SILVA et al (1996) utiliza o metodo de Newton. 

Os dois modelos de duas camadas do solo de Barra do Peixe sao dados na tab. 5.3, 

conforme V1LIAS et al (1986). 

Tabela 5.3. Dados de solo da subestacao de Barra do Peixe 

modelo reduzido otimo 

resistividade da la camada, Q.m 3.181 3400 

resistividade da 22 camada, Q.m 600 553,5 

espessura da 1 - camada, m 3,2 3,5 

Para efeito de levantamento do potencial na superficie do solo , foi tomada uma area 

de mapeamento de 300x300 m2 que se sobrepoe por completo a malha (fig. 5.5). O 

referencial foi escolhido de modo que o centro da malha tern coordenadas (130, 130, -

0,6). O resultado da simulacao e mostrado na fig. 5.6. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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300 

250 

130 

10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

—ft j 

10 130 250 300 x 

Figura 5.5. Referencial e area de mapeamento escolhidos para a malha da subestacao de 

Barra do Peixe. 

fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i# 
I* zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^L .... 

(b) 

Figura 5.6. (a) Potencial na superficie do solo (modelo otimo) da subestacao de Barra do 

Peixe; (b) Tensao de toque. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Valores particulars resultantes da simulacao sao comparados com os obtidos, 

originalmente, por VILIAS et al (1986). Na tab. 5.4, onde isso e feito, esses valores sao 

denominados respectivamente dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA calculados e de referenda. Esta comparacao serve 

como validacao da rotina implementada, uma vez que os valores concordam 

razoavelmente. Em nenhum caso o erro atinge 5%. 

Tabela 5.4. Valores calculados para a subestacao de Barra do Peixe. 

modelo grandeza valor 

de referenda* calculado 

reduzido Resistencia da malha, Q 1,78 1,72 

Potencial de malha, V 4873 4945 

Elevacao de potencial do 10,56 10,33 

aterramento, kV 

otimo Resistencia de malha, Q 1,74 1,75 

Potencial de malha, V 5039 5108 

Elevacao de potencial do 10,44 10,48 

aterramento, kV 

(*) VILIAS e ta l ( 1986) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.3.2. Malha assimetrica 

Como uma segunda aplicacao, uma simulacao dos perfis de potencial na superficie 

do solo, produzidos por dispersao de corrente, foram realizados para uma malha, agora 

de forma assimetrica, como a da fig. 5.7 (DAWALIBI & MUKHEDKAR, 1975). Os 

dados relativos a essa malha sao os da tab. 5.5. Com a rotina empregada neste trabalho, 

foram calculados os potenciais em tres direcoes transversals a malha, as quais sao 

mostradas na fig.5.7. Confirmando o que fora afirmado na secao 5.3, estes potenciais, de 

fato, mostraram-se concordantes com os originais conseguidos por DAWALIBI & 

MUKHEDKAR (1975), mais uma vez validando a rotina. A curva de superficie de 

potencial na superficie do solo, na regiao de pontos coberta pela malha, e mostrada na 

fig. 5.8. Nas figuras 5.9a e 5.9b sao mostrados os perfis de potencial nas tres direcoes 

especificadas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Tabela 5.5. Dados relativos a malha da fig. 5.5 

Resistividade pi 200 Q.m 

Resistividade p2 800 Q.m 

espessurazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h 4 m 

Profundidade do aterramento 0,2 m 

Corrente de dispersao 100 A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-4 

16 m 

> 

-4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

JLL 
Diregio 1 Direcao 2  ji Dire?So 3 

L 1:16  m 

Figura 5.7. Malha assimetrica de dez condutores horizontals. 

Figura 5.8. Malha assimetrica de dez condutores horizontals. Potencial na superficie 

solo em curva de superficie. 
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Figura 5.9. Perfis de Potencial na superficie do solo da malha da fig. 5.7: (a) nas direcoes 

transversalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 (x = - 6 m) e 2 (x = - 2 m); (b) na direcao transversal 3 (x = 2 m). 



5.4. Calculo da elevacao de potencial do aterramento zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Como o modelo de eletrodo empregado neste trabalho e o densidade-de-corrente-

constante, o potencial na superficie dos condutores nao e constante em toda a sua 

extensao. A elevacao de potencial do aterramento,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PSA, e aproximada, na rotina 

implementada, pela media dos valores de potencial calculado em /;;, pontos da superficie 

dos condutores da malha. Isto e, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PSA =—nfvt (5.1) 
n

P i=\ 

onde V, e o potencial no ponto de solo de coordenadas (x„ y„ — - / / ) , sendo d o 

diametro do condutor ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H a profundidade da malha. Essa aproximacao do PSA e 

sugerida por DAW ALIBI & MUKHEDKAR (1975). 

A aproximacao da elevacao de potencial do aterramento, do modo como e dado 

pela equacao (5.1) e funcao de nP. A serie que ela representa e convergente para um 

valor finito (que a rigor e o PSA) quando nP -> oo. Isto e, 

PSA= lim —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f/i (5.2) 

tip—>cczyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Hp  j _ j 

O valor de nP deve ser escolhido suficientemente grande, mas de forma a que nao 

implique em tempo de processamento impraticavel. Os valores do PSA que se 

apresentam na tab. 5.4 foram calculados tomando-se 250 pontos uniformemente 

distribuidos (nP = 250). 

Uma vez calculada a elevacao de potencial do aterramento, determina-se a 

resistencia do aterramento,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rf .  

RT = ̂ 1 (5.3) 

Onde / e a corrente total dispersa no solo atraves da malha. 
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5.5. Malhas com hastes verticals zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ate agora, as configuracoes de eletrodo estudadas foram todas constituidas de 

elementos horizontais. Entretanto, e sabido que as configuracoes reais incluem sempre 

hastes verticais, as quais melhoram sobremaneira o desempenho dos sistemas de 

aterramento. Alem do mais, as hastes tern custo de instalacao muito baixo e seu uso e 

fundamental na melhoria da estabilidade mecanica da malha, apos a sua construcao, 

principalmente para a sua acomodacao na fase de enchimento com terra, das valas onde 

sao fixados os condutores horizontais. 

Neste ponto, torna-se imprescindivel realizar uma analise dos potenciais produzidos 

na superficie do solo, considerando-se eletrodos que incluam nao so elementos 

horizontais, mas tambem hastes verticais. Como o conhecimento dos potenciais na 

superficie do solo, por si so, nao e suficiente para a determinacao das tensoes de 

seguranca
1, serao calculados tambem os gradientes de potencial. 

A configuracao de eletrodo apresentada na secao 5.1 (um condutor horizontal 

retilineo enterrado no solo), cujos parametros sao os da tab. 5.1, sera empregada 

novamente. A simulacao sera realizada, agora, acrescentando-se tres hastes de 3 m de 

comprimento, colocadas, respectivamente, nas extremidades do eletrodo e no seu centro. 

As hastes sao enterradas de forma que uma parte delas ocupe a segunda camada. Os 

parametros do modelo de solo empregado sao ainda os mesmos apresentados na tab. 5.1. 

A figura 5.10a apresenta, em perspectiva, a curva de superficie de potencial na superficie 

do solo. A fig. 5.10b representa cortes da superficie de potencial nas direcoes 

longitudinal e transversal centrais ao eletrodo. Na figura 5.10c sao mostradas as curvas 

equipotenciais. Por ultimo, tem-se a curva de gradiente de potencial na direcao 

transversal central ao eletrodo (fig. 5.10d). 

1 As tensoes de seguranca corrcspondem as tensoes de passo e de toque. 
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Figura 5.10. Condutor horizontal de 3 m com tres hastes. Potenciais na superficie do 

solo: (a) em curva de superficie; (b) perfis nas direcoes L e T indicadas; (c) curvas de 

equipotenciais; (d) gradiente de potencial na direcao T indicada. 

O sistema de aterramento da fig. 5.10 pode ser entendido como uma extensao do 

sistema simples constituido apenas de urn condutor horizontal (fig. 5.1). De fato, ao 

condutor horizontal de 3 m foram acrescentadas tres hastes verticais tambem de 3 m. O 

resultado dessa extensao se ve nas figuras 5.10a e 5.10b. Como era de se esperar, a 
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simetria do perfil de potencial se manteve, uma vez que as hastes foram instaladas no 

centro e em ambos os extremos do condutor horizontal. O efeito das hastes e notavel: o 

potencial maximo, que antes era de 77,4 V foi reduzido para 34,7 V, o que significa uma 

reducao de 55%. As hastes nao tern efeito positivo apenas sobre o potencial maximo. 

Como pode-se perceber ao se compararem as figuras 5.1 e 5.10, o perfil de potencial por 

completo e rebaixado. Em media, o potencial e reduzido 48,3 % na direcao longitudinal 

e 49,8 % na direcao transversal. 

Outro efeito das hastes, muito favoravel a seguranca, e o fato de tornar o perfil de 

potencial muito mais piano. Isso repercute diretamente na tensao de passo, que, como e 

sabido, e critica nos extremos do sistema de aterramento. E exatamente nos extremos do 

sistema de aterramento onde a acao das hastes e mais significativa. 

A analise feita acima constata a eficacia do emprego de hastes verticais na melhoria 

do perfil de potencial na superficie do solo, no qual se dispersa corrente eletrica. A 

validade dessa analise pode ser questionada por conta de a mesma contemplar apenas os 

aspectos tecnicos do problema. De fato, o sistema da fig. 5.10 e quatro vezes mais 

extenso que o da fig. 5.1. Sao 3 m de condutor do primeiro, contra 12 m do segundo. 

Logo, a relacao de custo nao e desprezivel , embora fique evidente que os ganhos em 

seguranca sejam muito mais expressivos que os custos adicionais. 

Para reforcar a tese de que as hastes sao eficientes, e nao apenas eficazes, basta 

confrontar os resultados das figuras 5.2 e 5.10. Ambas as configuracoes, agora, 

totalizam 12 m. 

As hastes sao fincadas diretamente no solo batendo-se em suas cabecas com uma 

marreta. Para que se possam instalar os condutores horizontais, e necessario a abertura 

(e posterior fechamento) de valas. A diferenca na mao-de-obra requerida pesa 

substancialmente no custo final. 

Alem de mais economica, a configuracao com hastes apresenta melhor resultado: 

potencial maximo de 34,7 V contra os 52,2 V da concorrente. Quando se comparam os 

gradientes de potencial, os resultados apresentados pela configuracao com hastes 

tambem sao melhores: o valor maximo do gradiente e 4,4 V/m (fig. 5.10d) contra 4,9 

V/m que ocorre com a configuracao alternativa (fig. 5.3a). Estas vantagens, 

aparentemente modestas, devem ser expressivas para configuracoes de dimensoes 

realistas. 
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Comparando-se ainda as figuras 5.2c e 5.10b, pode-se constatar outro resultado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

interesfifflte: AS liaSteSzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tomam o perfil de potencial na superficie do solo, na direcao 

transversal central, mais piano. Este resultado, conforme ja visto, implica diretamente efti 

uma melhor seguranca, no que diz respeito as tensoes de passo, principalmente nos 

extremos do eletrodo. O gradiente de potencial, por sua vez, se mantem controlado para 

distancias maiores que o comprimento de qualquer dos condutores do eletrodo 

(fig. 5.10d). O mesmo nao se pode afirmar do gradiente de potencial da configuracao 

alternativa ( figuras 5.3a e 5.3b). 

Nas simulacoes feitas acima, cujos resultados serviram de base para a analise de 

eficiencia de hastes, foi empregado umzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA solo negative?. Neste tipo de solo, a eficiencia da 

haste e menor, uma vez que a maior parte dela esta num meio de maior resistividade, ao 

contrario dos condutores horizontais, os quais sao completamente contidos num outro 

meio de menor resistividade. 



C O N C L U S O E S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste trabalho foi realizada uma revisao, razoavelmente vasta, de questoes relativas 

a aterramento de sistemas eletricos. Modelos de eletrodo foram comparados 

qualitativamente. Tambem foram estudados modelos de solo mediante revisao 

bibliografica. 

O metodo das imagens e outros dele derivados (metodo do somatorio e do 

somatorio modificado) foram cuidadosamente estudados e suas convergencias 

analisadas. 

Uma rotina de calculo do potencial e do gradiente de potencial, gerados por 

dispersao de corrente no solo, foi implementada em microcomputador, utilizando-se 

FORTRAN 77. A rotina baseou-se no metodo do somatorio modificado. A densidade de 

corrente no eletrodo (ou conjunto de eletrodos) de aterramento foi considerada 

constante. O modelo de solo de duas camadas foi adotado, por ser o preferido em geral, 

e em particular, adequado para solos do Nordeste. 

Simulacoes de configuracoes simples de eletrodos de aterramento foram realizadas. 

Dois casos reais foram estudados, com o auxilio da rotina computacional implementada. 

Os resultados obtidos concordaram com aqueles que haviam sido encontrados 

originalmente. 

O efeito da influencia de hastes no desempenho global do sistema de aterramento foi 

analisado. Nao so aspectos tecnicos, mas tambem economicos, foram levados em conta 

nessa analise. Foi constatado que as hastes sao eficientes na melhoria do desempenho do 

sistema, fazendo o potencial na superficie do solo e o gradiente de potencial assumirem 

valores mais reduzidos. 

Algumas deficiencias na rotina implementada foram constatadas. Primeiro, ha 

dificuldades no calculo da elevacao de potencial do aterramento, uma vez que seu valor 
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aproximado so se estabiliza tomando-se muitos pontos, o que eleva muito o tempo de 

processamento. A elevacao de potencial do aterramento e muito import ante, uma vez 

que dela dependem a resistencia de aterramento e a propria tensao de toque; portanto, 

qualquer dificuldade com seu calculo e seria. 

O trabalho que ora se conclui podera ter dois desdobramentos no ftituro: Primeiro, 

o modelo densidade-de-corrente-constante podera ser substituido pelo modelo 

potencial-constante. Embora o esforco computacional com esse modelo deva ser muito 

maior, acredita-se que se possa obter resultados bem melhores. 

Uma segunda sugestao para um trabalho ruturo, seria, aplicar a rotina implementada 

para otimizacao da distribuicjio do potencial na superficie do solo de duas camadas, a 

exemplo do que fez MIGUEL (1981) com respeito a solos uniformes. 

Por ultimo, podera ser objeto de pesquisa o erro que se comete, mesmo com o 

modelo potencial-constante, ao se considerar o eletrodo como sendo capilar. Ou seja, 

quando se substitui o eletrodo por uma linha de cargas em seu eixo. 
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