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Resumo

Abordamos a questao da generaliza¢ao das quantidades termodindmicas através da g-
deformacio, ou seja, através da g-algebra que descreve g-bdsons e g-fermions. A motivagao
para o nosso estudo reside na auséncia de uma plena compreensio da origem fisica da g-
deformacio, e buscamos obté-la com a sua aplicacao atuando como um fator de desordem
ou uma impureza modificando as caracteristicas de uma estrutura cristalina (caso dos semi-
condutores, por exemplo). No presente caso a aplicamos ao problema do diamagnetismo de
Landau imerso em um espaco D-dimensional. Obtemos novos resultados para a energia in-
terna, nimero de particulas, magnetizacdo e susceptibilidade magnética, que recuperam os
seus valores ja conhecidos na literatura no limite ¢ — 1. O fato das quantidades termodina-
micas apresentadas dependerem do nimero de dimensdes D, nos possibilita estendermos a
sua aplicacdo para sistemas extra-dimensionais, tais como a Cosmologia Moderna, a Fisica
de Particulas e Teoria de Cordas.

Palavras-chave: Mecanica Estatistica; Matéria Condensada; ¢-Calculo; q-Algebra;

derivadas de Jackson; ¢-deformacio; diamagnetismo de Landau.



Abstract

We address the issue of generalizing the thermodynamic quantities via ¢-deformation,
i.e., through the g-algebra which describes g-bosons and g-fermions. The motivation for our
study is the lack of a full understanding of the physical origin of the ¢-deformation, and we
attempt to find it with your application acting as a factor of disorder or impurity modifying
the characteristics of a crystalline structure (the case of semiconductors, for example). In the
present case, we apply to the Landau diamagnetism problem embedded in a D-dimensional
space. We obtain new results for internal energy, number of particles, magnetization and
magnetic susceptibility, which recover their well-known values in the literature in the limit
g — 1. The fact that the thermodynamic quantities presented depend on the number of
dimensions D, enables us to extend the your application to extra-dimensional systems, such
as Modern Cosmology, Particle Physics and String Theory.

Keywords: Statistical Mechanics; Condensed Matter; g-Calculus; g-Algebra; Jack-

son derivative; ¢g-deformation; diamagnetism of Landau.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo dos grupos quanticos e dlgebras quanticas tem atraido um grande interesse
nos ultimos anos e, estimulado intensa investigacao nos vérios dominios da fisica [1], tendo
em conta um largo espectro de aplicacdes, que vao desde cordas césmicas e buracos negros
ao efeito Hall quantico fraciondrio e supercondutores de alta temperatura Tc [2], bem como
teorias racionais de campo, geometria ndo-comutativa, teoria quantica das super-dlgebras e
assim por diante [3].

Nao hd uma defini¢do satisfatéria universalmente reconhecida do que seja um grupo
quantico. Todas as propostas em vigor sugerem a idéia de deformagdo de um objeto cléssico,
que pode ser, por exemplo, um grupo algébrico, ou um grupo de Lie. E em todas as propostas
os objetos deformados perdem as propriedades de grupo [4, 5]. O que sempre se procura
preservar nas deformagdes € o entendimento das diversas representacdes que os objetos
admitem. O conceito de grupos quanticos foi motivado por problemas vindos de um grande
nimero de situagdes fisicas, e com isso o entendimento das idéias que motivaram a teoria
requer naturalmente um amplo conhecimento anterior.

Em trabalho realizado em 1904 Jackson introduz a chamada 4lgebra g-deformada [6, 7,
8]. Mesmo com o passar do tempo tem sido objeto de interesse na literatura tanto em Fisica
como em Matemadtica. As investigacdes realizadas em vdrios aspectos desempenharam um

papel importante quanto a sua compreensao e desenvolvimento [2]. Uma realizag@o concreta



de tais atributos atenta para o surgimento da deformacdo através de um de seus principais
ingredientes o parametro de deformacao ¢, introduzido nas relacdes de comutacdo que de-
finem a algebra de Lie do sistema, com a condicdo de que a dlgebra de Lie original, ndo
deformada, seja produzida no limite ¢ — 1 [9].

Os g-osciladores usando a derivada deformada de Jackson (JD) ou os chamados ¢-
operadores derivativos [10] sdo considerados a fim de definir uma dindmica generalizada
g-deformada em um espaco de fase g-comutativo. Para esta finalidade fazemos uso dos
operadores de criacdo e aniquilacdo da mecanica quantica ¢g-deformada.

A motivagdo para o nosso estudo reside no fato de que uma plena compreensao da ori-
gem fisica da ¢g-deformacgdo em fisica cldssica ainda falta. Nao esta claro a existéncia de
uma resposta cldssica para mecanica quantica g-deformada inspirada nos estudos dos grupos
quanticos. Surgiu entdo, recentemente um grande interesse em investigar sistemas termodi-
namicos g-deformados no nivel cldssico. Acredita-se que as teorias deformadas lidam com a
estatistica do comportamento de sistemas complexos, cuja dindmica subjacente € calibrado
em uma fase espacial multi-fractal, regida pela interacdo de longo alcance e (ou) efeitos de
memoria de longo prazo [11].

Um possivel mecanismo capaz de gerar uma versido deformada da mecanica estatistica
cldssica consiste em substituir, a distribui¢do Boltzmann-Gibbs, pela sua versdo deformada.
Nesse sentido postula-se uma forma de entropia deformada que implica numa teoria de
termodinamica generalizada. Desta forma, algumas generaliza¢des da mecénica estatistica
foram propostas [12]-[15]. Neste contexto, foi demonstrado em [16] que uma realizagao
natural da termodindmica ¢g-deformada de bdsons e férmions pode ser construida sobre o
formalismo de g-cdlculos. Na realidade, ficou demonstrado que a g-integral estd relacionada
com a energia livre dos sistemas de spin sobre uma grande hierarquia [17].

Num passado recente, algumas idéias cldssicas para a construcao de um grupo quantico
g-deformado t€m sido investigadas [18]. Em um caso mais especifico, focalizaremos nossa

atencdo ao estudo do problema do diamagnetismo de Landau [19]. Esse termo diamagne-
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tismo € utilizado para designar um comportamento caracteristico de determinados tipos de
materiais e que se caracteriza pelo fato de serem ligeiramente repelidos por campos mag-
néticos fortes. Este comportamento justifica-se pelo fato dos elétrons terem uma tendéncia
a se agruparem em pares com spins orientados em direcdes opostas, pelo que cada par tem
um spin total nulo; consequentemente a maior parte dos 4&tomos com ntiimero par de elétrons
tem um spin total nulo, originando uma oposi¢do ao campo de indu¢do magnética induzido
com relacdo ao campo externo que conduz a uma repulsdo no campo externo.

A maior parte das substancias sdo diamagnéticas, como € o caso da dgua, do vidro,
do plastico e dos compostos organicos. Portanto, o diamagnetismo é uma propriedade do
material que caracteriza a resposta de um ensemble de particulas carregadas (mais especifi-
camente elétrons) aplicada a um campo magnético. O campo magnético de cada particula
causa movimento ciclotron, criando assim um momento magnético orbital, regido pela Lei
de Faraday-Lenz. Assim, o sistema exibe uma susceptibilidade magnética negativa, marca
caracteristica do diamagnetismo. O problema do diamagnetismo resolvido por Landau, con-
tinua a levantar questdes que tém forte relevancia ainda hoje. Estas questdes dizem respeito
a natureza quantica inerente do problema. O papel de fronteira e de dissipacgao, o significado
dos limites termodinamicos e acima de tudo mescla mecanicas cldssica e quantica.

O diamagnetismo pode ser utilizado como um fendmeno ilustrativo do papel essencial
da mecanica quantica na superficie, no perimetro, e na dissipa¢do da mecanica estatistica
do ndo-equilibrio em si. O que € ainda mais notdvel é que a fronteira do meio como tam-
bém qualquer fronteira interna desempenha um papel crucial, a contribuicdo diamagnética
no momento angular anula a contribui¢do decorrente do assim chamado “salto de 6rbitas”
desses elétrons, que batem na fronteira e buscam multiplicar e constituir o que se refletiu
em um efeito chamado “corrente de fronteira” [20]. Esse foi um grande triunfo da meca-
nica quantica de Landau em 1930, quando revelou que a discretizacdo de niveis de energia,
e consequentemente a degeneracdo de cada nivel conduzia de uma maneira natural para

susceptibilidade magnética [21].
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Nesta dissertacio, os assuntos estio dispostos da seguinte forma: No CAPITULO 2,
apresentamos uma breve introducdo da g-algebra. Destacam-se: a sua origem a partir do
principio da incerteza de Heisenberg o que nos conduz a g-algebra de bésons e férmions
e a derivada de Jackson (J D), algumas de suas propriedades e suas possiveis aplicagdes.
No CAPITULO 3, aplicamos as JD ao problema do diamagnetismo de Landau. Com essa
aplicacao da g-algebra, obtemos uma melhor compreensdo da g-deformac¢do. Nos nossos re-
sultados obtemos valores deformados para a energia interna, nimero de particulas, magne-
tizacdo e susceptibilidade magnética, os quais retornam aos valores ja conhecidos da litera-
turano limite ¢ — 1. Notamos que a g-deformacao pode estar ligada a fendmenos devidos
a impurezas no material. Outras discussdes relacionadas a D-dimensdes sdo consideradas.

O CAPITULO 4 apresenta as nossas conclusdes e perspectivas.

Unidade Académica de Fisica - UFCG



Capitulo 2

g-Algebra e aplicacoes

A construcdo de uma versao generalizada da dlgebra dos operadores g-deformados, se
faz necessdria. Principalmente através da insercao de um fator multiplicativo em um ope-
rador linear, que modificard suas caracterisitcas. Representacdes da dlgebra de Heisenberg
g-deformada tem chamado muito a atencao na literatura [22], e sua conexdo com o g-célculo
baseado no niimero bdsico (definido logo a seguir) vem sendo investigado por vérios autores
[10, 23, 24, 25, 26].

Embora ndo esteja claramente estabelecido se a g-modificacio da relagdo de incerteza de
Heisenberg nos conduz diretamente a g-dlgebra de bosons e férmions e derivadas de Jackson
(JD) [28], as regras da g-algebra sdo estruturadas no contexto da representacio isomorfica
e holomorfica [8], que ird nos permitir mostrar que a dlgebra dos g-bdsons e g-férmions
estd intimamente conectada com a ¢-deformacdo da relacdo de Heisenberg e a JD esta
intimamente ligada a 4dlgebra dos g-bésons e dos ¢-férmions [29].

O niimero bdsico é definido por

=10

1 (2.0.1)
q9—4q

onde ¢ € um ntimero real arbitrdrio, 0 < ¢ < oo. Na formulag@o simétrica podemos limitar a

0<g<1loul < g < oco. Estaformulagio é definida para ser simétricaem g < ¢~ . A JD



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG E J D 6

constitui a base “ndo-simétrica” [8], que estd referida segundo a literatura como ¢-célculo
e também estd intimamente ligada com os nimeros basicos que desempenham um papel
fundamental. Vamos agora demonstrar que a J D e o g-cdlculo tem sua origem na relagao

da incerteza de Heisenberg ¢-deformada.

2.1 ¢-Algebra de Heisenberg e JD

2.1.1 ¢-bésons

Consideramos o principio da incerteza de Heisenberg ¢g-deformado
qrp — pr = ithA. (2.1.2)

Ha pelo menos duas opc¢des onde A pode se manter preservado no limite correto (limite
classico) quando ¢ — 1. Uma possibilidade para que isso ocorra tem sido estudada por [26]
sendo A = 1. Iremos escolher A = ¢~V, onde N serd especificado mais tarde, a fim de
desenvolvermos a formulacdo que é simétrica em ¢ <> ¢ '. Isso nos leva a introduzir um

ansatz [29]

qrp — px = ihg . (2.1.3)
Para ¢ # 1, o momento p = —ihd,, tem que ser substituido pelo operador generalizado
p = —ihD, de acordo com,

Dx —qxD = ¢ V. (2.1.4)

Buscamos a solucao da equacdo (2.1.4) para o operador D. Obteremos a solugdo partindo

da resolucdo dos g-osciladores [32]. Assim,
[a,a'], = aa' — qa’a = A, (2.1.5)

H = %(aaT +a'a), (2.1.6)

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG E J D 7

onde a, a' sdo os operadores de aniquilagdo e criacdo dos osciladores de g-bSson.

Expressaremos a equagio (2.1.5), em termos de H e dos auto-estados | N):

a|N) = [N]2|N = 1), (2.1.7)
al[N) = [N + 1]2|N + 1), (2.1.8)
1
H|N) = 5([NH[NH]), (2.1.9)
AIN) = ¢ N|N). (2.1.10)
onde
N __ _—N
V=1L (2.1.11)
q—q
Estabelecendo,
a
A= . (2.1.12)
al

Assim a equacdo (2.1.5) pode ser escrita como segue
AleA = g (V+3), (2.1.13)

onde

(- _ (2.1.14)

A matriz (2.1.14) é invariante sob as transformagdes 7" pertencentes ao grupo SU,(2) [4]:
T'eT = Tel" = e. (2.1.15)
Portanto qualquer novo vetor X serd definido por

A =TX, (2.1.16)

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG E J D 8

e satisfara

X'eX = A. (2.1.17)

A transformacdo de observaveis no espaco de Fock para o espaco de configuragdo € realizada
definindo-se X. A partir da definicdo dada por [32], obtemos o principio da incerteza de
Heisenberg ¢g-deformado (2.1.2),

X = , (2.1.18)

Xz

inserindo o operador de dilatacdo ¢ (definido a seguir), chegamos a solu¢do do operador D

1 1q9_q79
D= —fpl, =T

x rq—q?t’

(2.1.19)

Isto também se processa na deformacao da equacdo (2.1.3) original.
O niimero bdsico apresentado aqui, definido na equagdo (2.0.1) constitui a base da alge-
bra de osciladores g-deformados [5]. Para provarmos utilizamos a propriedade z[N + 1] =

[N]z. Uma prova alternativa e instrutiva, consiste em mostrar primeiro que
[Nz = 2[N + 1] = 2¢[N] + z¢ ", (2.1.20)

que nos leva

[Nz — qz[N] = 2¢~ 7. (2.1.21)

Esta € a ligacdo fundamental entre o g-niimero bdsico e a g-deformacao da relacao de incer-
teza que nos leva automaticamente a J D através do niimero bdsico. A fim de mostrar que a
equacgdo (2.1.19) é de fato a derivada generalizada , procedemos como segue.

Primeiramente definimos o operador de dilatagdo

(2.1.22)

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG E J D 9

tal que satisfacam as propriedades

O = x(0+1), 0"r=(0+1)", f(@)x=xf(6+1), (2.1.23)

onde r é um ndmero qualquer e f é um polindmio arbitrario. Podemos mostrar que isto é

verdade estendendo a propriedade para qualquer mondmio de uma varidvel real ¢, quando

¢ = xg". (2.1.24)

Continuando da equacdo (2.1.24) podemos estabelecer a propriedade adicional

Oz" =ra”, (2.1.25)

para qualquer nimero r, que pode ser estendido para um mondmio,

0%x" = rz". (2.1.26)
Expandindo a série
92
q9:1+€lnq+§(lnq)2+~-, (2.1.27)
obtemos o monOmio,
¢z" = 2"q" = (qz)". (2.1.28)

Essa relacdo imediatamente generaliza-se para um polindmio e obtemos a equacgio (2.1.25)
para qualquer fun¢ao polinomial. Temos agora de fazer a observacido que existe na repre-

sentacao holomorfica [10]

0= N, =zx0xr<aa=N, ou 0=2xD < aa=][N], (2.1.29)

onde N € o operador nimero de bésons g-deformado. A propriedade, (2.1.28), também ¢é

valida para uma fung@o arbitrdria polinomial, onde # pode ser N ou [/N]. Se escolhermos

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG E J D 10

6 = N, obtemos a propriedade

¢ f(z) = f(qz), (2.1.30)

que pode ser estendido para o resultado

g Nf(x) = flqg ). 2.1.31)

A partir disso e do resultado (2.1.19), podemos obter imediatamente um importante resul-

tado

Df(e) = Lm0 oy Lfen) — J(a')

r qg—qt x q—qt

: (2.1.32)

que € reconhecido como a defini¢cao padrdo [16, 8] na formulacdo simétrica da JD. A JD

reduz-se a derivada ordindria no limite ¢ — 1. Concluimos que, a introdugdo de J D surge

naturalmente a partir da relacdo de Heisenberg g-deformada através do g-niimero bdsico.
Vamos agora considerar os g-bdsons e a J D que obedece a relagdo (2.1.4). Se escolher-

mos a representagio D = a, z = a' como em (2.1.29), entdo obteremos imediatamente

aal — ana =q V. (2.1.33)

Assim, a dlgebra dos operadores de criacdo e aniquilacdo dos osciladores g-deformados
pode ser considerada como decorrente de uma representacao de coordenadas e da JD. Por-
tanto, neste sentido, a dlgebra de bdosons g-deformados é uma consequéncia imediata da

deformacio da dlgebra de Heisenberg. Podemos entdo concluir que

“a=a¢"', [Nla=a[N—-1], [N+1]=¢[N]+q¢". (2.1.34)

2.1.2 ¢-férmions

Vamos agora voltar nossa atencdo para os g-férmions. A termodindmica e a mecanica esta-
tistica dos férmions g-deformados tem sido exaustivamente investigados [16], com base na

algebra g-deformada. Vamos considerar especificamente o nimero bdsico como definido na
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2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG E J D 11

equacao (2.0.1), enquanto os operadores de criacdo e aniquilagdo satisfazem [16], a dlgebra

bl + ¢ = ¢V, (2.1.35)

Esta equagdo, que conduz a determinacao de muitas fun¢des termodinamicas de g-férmions,
mostra uma clara simetria desejavel entre férmions e bésons e além disso o niimero bdsico
utilizado para férmions é exatamente o mesmo que aquele utilizado para bésons. Quando
examinamos as dlgebras descritas pelas equacdes (2.0.1) e (2.1.35), juntamente com a re-
lacdo de Heisenberg (2.1.3), concluimos que as mesmas, ndo fornecem uma representacao
para a JD (2.1.19) para produzir a algebra g-férmions (2.1.35). Em outras palavras, ndo
existe qualquer representagdo holomérfica util de JD, como na equacdo (2.1.29), tal que
x < bf, Oz < b, que ird produzir a dlgebra na equacdo (2.1.35).

Por outro lado devemos notar que a J D no caso de ¢-férmions ainda decorre da relagio
Heisenberg g-deformada como foi mostrado anteriormente. Na teoria baseada nesta dlgebra
de g-férmions, os autovalores do operador de nimero N pode assumir os valores n = 0,1
apenas, obedecendo a teoria do principio da exclusdo de Pauli, assim como no caso de
férmions ndo deformados. Além disso, podemos demonstrar que as dlgebras apresentadas
acima podem ser transformadas para o caso de férmions normais, ou seja ndo deformados [3,
31]. Existe uma outra representacdo interessante, resultando em uma algebra de férmions g-
deformada diferente que vamos investigar agora. Vamos introduzir a definicao dos niimeros

bdsicos de férmions dado por [3]

q—z _ (_1)zqz
[2]F = B ET= (2.1.36)

que apresenta muitas propriedades uteis e interessantes. Neste caso, obtemos o resultado

que € andlogo a equacdo (2.1.4) para o caso do bdson,

Bz +qzB=q", (2.1.37)
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2.1. Q-ALGEBRA DE HEISENBERG E J D 12

cuja solugdo é dada por B = [ N]p. Isso pode ser verificado da seguinte forma: Primeiro
confirmamos que as propriedades apresentadas nas equacdes (2.1.22)-(2.1.28) também sdo
validas no caso dos férmions quando usamos os niimeros bdsicos generalizados (2.1.36).
Precisamos de uma extensdo dessas propriedades bdsicas. Ao escrevermos (—¢)" como

(exp (im)q)" e por meio da extensdo da série para o exponencial, obtemos

(=) = z(—q)N . (2.1.38)

Convém salientar que N é um operador e que a equagdo acima nao estd em conflito com a
equacdo (2.1.24). Consequentemente, teremos a representagao holomérfica (1/x)[N]r < b,

r < bloquelevaa

bl + gb'b = ¢V (2.1.39)

Podemos fornecer uma prova direta para a solu¢do da equagao (2.1.37). A prova explicita
comega com a observagdo de que sugird uma interpretagdo melhor para [N|rz = [N +1]F,

junto com a propriedade ¢[N] + [N + 1] = ¢~ . Assim,

1 1
qr—[N]p + =[N]pz = ¢ ", (2.1.40)
X T
1 1 N
qu[N]F+Em[N+1]F:q . (2.1.41)

A partir da equacdo (2.1.39), faremos algumas observacoes, a seguir:

e A dlgebra da equacgdo (2.1.39) pode ser considerada como resultante da representacao
acima, decorrente especialmente do niimero bdsico de férmions definido na equagao

(2.1.36), que é uma introducao realizada por Chaichian et al [3];

e E notdvel que este nimero basico de férmions nos fornece prontamente uma represen-
tacdo consistente holomorfica em termos dos operadores de criagdo e de aniquilagdo
para os g-férmions, ou seja, fornece uma justificativa fundamental para a definicao

(2.1.36) em si;
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2.2. ALGUMAS PROPRIEDADES DA Q-ALGEBRA 13

e Observamos que esta dlgebra de g-férmions ndo se baseia na relacdo g-Heisenberg.
A conexdo com a relacdo de g-Heisenberg € vélida somente para ¢g-bosons. Apesar
das aparéncias, o operador B que aparece na equagdo (2.1.37) ndo tem relagdo com a
JD, que tem a sua Unica conexdo com os g-bosons; ele ndo tem qualquer semelhanca
com as derivadas ordindrias no limite classico. Finalmente, observamos que isto leva
a uma generaliza¢cdo dos férmions [3] no sentido de que esta dlgebra g-deformada vai
além do principio de exclusdo de Pauli e os autovalores de /V sdo arbitrarios e ndo se

restringem aos valores 0, 1;

e Os limites dos casos mais gerais estdo descritas em [3]. Vale frizarmos que, enquanto
a dlgebra do g-bdson, a relacdo de Heisenberg g-deformada e J D estdo intimamente
ligados, o g-cdlculo para ¢-férmions tem uma origem diferente e ndo esta relacionado

a relacdo de g-Heisenberg.

2.2 Algumas propriedades da ¢-algebra

Para a introdug¢do do g-operador diferencial, partiremos da definicao

-1 < (In(q)) < , (2.2.42)
onde < representa a parte imagindria do nimero complexo que é definido por

q* = exp (aln(q)). (2.2.43)

Além disso, os g-analégos dos niimeros naturais, da funcao fatorial e fun¢do semi-fatorial

sdo definidos por [30]

[ly=> ¢, [0,=0, q€C, (2.2.44)
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! =[{#} [0!=1, qeC. (2.2.45)
k=1
2n — 1 =[]k -1, q€C (2.2.46)
k=1
2n]!t = T [2#],, qeC. (2.2.47)
k=1

Em (1908) Jackson [27], introduziu o g-operador diferencial de Euler-Jackson

¢(x) — ¢(gz)

0 g 1€ C\[1]. (2.2.48)

(Dgp)(x) =
No limite de ¢ aproximando-se de 1, temos a derivada usual de Leibniz,

lim(D,¢)(x) = d¢ (2.2.49)

g—1 dx’
Podemos notar como essa derivada atua, através do exemplo:

2 — (qz)* _ x*(1—¢%)
(1-q) z(1—q)

Dy(z%) = = [a],z*', aeC. (2.2.50)

Para realizarmos a soma, a multiplicacdo e a divisdo, através do g-operador diferencial,

seguimos as formulas

D(z)f(z) = (z)Df(z) + D(z) f(z), (2.2.51)
D,(u(z) +v(z)) = Dyu(x) + Dyv(z). (2.2.52)
D,(u(x)v(z)) = Dyu(z)v(z) + u(qr)Dyv(z). (2.2.53)
u(e)) _ o@)Dyule) ~u@)Dpls)
D, (U(z)) - o) . w(gr)u(z) # 0. (2.2.54)

Aplicando Taylor no lado direito de (2.2.48) obtemos a seguinte expressao para o g-operador

Unidade Académica de Fisica - UFCG



2.2. ALGUMAS PROPRIEDADES DA Q-ALGEBRA 15

diferencial:

S (g — 1 k (k+1)
g 2.2.55
k=0 (k+1)! @ ( :

desde que f seja analitica.
Selg| > 1,0u0 < |qg] <lelz| <|1l—¢|', temos uma fungdo g-exponencial E,(z),

definida por Jackson [6] e Exton [8],

= 1
=> 2", (2.2.56)
n=0 [n]q
aplicando a ¢-derivada em E,(z), temos
D,E,(az) = aE,(az). (2.2.57)

Assim, podemos tratar g-andlogos das fungdes trigonométricas (sin e cos por exemplo), da

forma
: 1 : :
sing(z) = Z—Z_(Eq(za:) — B, (—iz)), (2.2.58)
1

cos,(z) = §(Eq(w:) + E,(—ix)), (2.2.59)

aplicando ¢-derivada, temos
D, cos,(ax) = —asing(azx), (2.2.60)
D, sing(bz) = bcos,(bx). (2.2.61)

Podemos também verificar a seguinte identidade

cos,(x) cosi(z) + sing(z) sin1 (x) = 1. (2.2.62)

Temos que,
E,(x) By () = Eylo + 22:63)
eq(x)e%(y) = eqlz + Yl (2.2.64)
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:qgi = e,y — ], (2.2.65)
q
Dyey() = 1 > - (2.2.66)

Wolfgang Hahn chamou [a], de basische Zahlen, podemos traduzir como niimeros bd-
sicos, ou seja nosso niimero bdsico definido em (2.0.1). Podemos apresentar dois exemplos

de g-anédlogos simétricos:

“—q® 7 — g2
[a]g = % e la], = ql qﬁ; : (2.2.67)
q—q qz —q 2
Podemos ainda definir esses nimeros pela relacdao
1 — g
o] = —L, (2.2.68)

onde ¢ pode ser qualquer nimero real ou complexo. Veremos que os mesmos correspondem

a sequéncia de nimeros inteiros positivos, 1, 2, - - -, n, - - - . Temos a sequéncia
1] =1 (2.2.69)
2] =1+4¢ (2.2.70)
Bl=1+q+¢ 2.2.71)
n]=1+q+ q2 4ot q"—l (2.2.72)
]! = [1][2][3] - - - [n]. (2.2.73)

Muito mais propriedades podem ser encontradas em [30].
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2.3. ALGEBRA QUANTICA Q-DEFORMADA 17

2.3 Algebra quantica ¢-deformada

Com base no que foi estudado nas se¢Oes anteriores, por meio dessa estrutura e também
outros fatores que serdo mostrados a seguir, formulamos uma ¢-algebra onde engloba bésons
e férmions.

A simetria algébrica do oscilador quantico é definida pela dlgebra de Heisenberg, em
termos dos operadores de aniquilagio e criacdo c, cf, respectivamente, e o operador nimero

N, por meio de [3, 33, 34]
e, c]i = [cf, ] = 0, cct — kgcte = g7 (2.3.74)

[N, c] =, [N,c] = —c, (2.3.75)

onde o pardmetro de deformac@o ¢ é real e [x, y|;, = xy — kyz, sendo k = 1 para ¢g-bésons
com comutadores e £ = —1 para g-férmions com anti-comutadores. O valor observado do

niimero bdsico [x] tem que satisfazer a propriedade da ndo-aditividade
[z +y] = [z] + [y] + (¢ — 1)[z][y]. (2.3.76)
Os operadores obedecem as seguintes relacoes
[z, Yl = 2y — kyz, cc =14+ kN], (2.3.77)

onde definimos nosso numero bdsico como

2] = . (2.3.78)

10), cl0 > =0, (2.3.79)
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As acdes de c e ¢l sobre o estado |n) no espago g-Fock sdo conhecidas por

c'n) = [n+ 120 + 1), (2.3.80)
cln) = [n]?|n — 1), (2.3.81)
N|n) = n|n). (2.3.82)

A transformacio do espaco de Fock para o espaco de configuragio' existe segundo [10, 26]

A c=DY. (2.3.83)

Jackson em [6] p. 255, introduziu operador DY, conhecido por derivadas de Jackson (JD)

[6, 27, 28], que ¢é diferente do operador usual de Leibniz (A) [8],

flqz) — f(l“)‘

DI @) = =0

(2.3.84)

No limite de ¢ — 1, o niimero bdsico [x] é reduzido ao niimero x, visto em (2.2.49). Por-
tanto, J D ocorre naturalmente em estruturas quanticas deformadas.
Da 4lgebra do oscilador? g-deformado (por exemplo, no caso de bésons), temos que o

nimero de ocupac¢ao médio € dado por [16]:

1 2 Lexp(Be;) — 1
(9 _ _~ ) PAJei 2.3.85
i Ing 1 (z1 exp(0¢;) —q)' (2.3.85)

Por outro lado do oscilador quantico nao-deformado temos que o nimero de ocupagio

médio é dado por:

1
;= . 2.3.86
M e Texp(fe) — 1 (2350

'Representacio Holomérfica de Bargmann
2oscilador quéantico
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Temos que,

NO=3"n? e N=) n. (2.3.87)

Notamos que N pode ser obtido da fun¢do de particdo = da forma:

nZ=—> In(l - zexp(—fe)). (2.3.88)
Como N ¢€ definido por
0
N=z—InE, (2.3.89)
0z
entao
z exp(—pei) 1
N = = 2.3.90
T ep(—0e) 2 o~ 1) 2320
ou seja,

N = Z n;. (2.3.91)

O mesmo nio acontece com N @ porque nio podemos obter (2.3.85) através de (2.3.88)
da mesma forma que obtemos (2.3.86), ou seja ;. Normalmente o que se faz para manter o

mesmo formalismo estatistico é fazer a seguinte mudanca:
N@ = ;DD In =, (2.3.92)

onde ng) ¢é a derivada de Jackson (JD).
No limite z < 1 é fécil estabelecer uma relacio entre N9 e N via D e 0,. Note que

nesse limite temos:

—1
ngq) = ql z exp(—p¢;) e n; = zexp(—pe;), (2.3.93)
nq
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logo,
-1
n® =" "n, (2.3.94)
Ingq
ou seja,
@ _9—1 @ _9—1
@ — - ; = NY= N. 2.3.95
2y 2 .
Usando (2.3.89) e (2.3.91) temos:
-1
DD Inz= =1 . (2.3.96)
Ing 0z
tal que,
@_9-10 2.3.97
Ing 0z 2.3.97)
As energias médias U(?) e U sio, portanto, também relacionadas. Note que:
U =>"enl? & U=) en (2.3.98)
Usando (2.3.94) vemos que:
-1
v =1y, (2.3.99)
Ingq
Podemos escrever,
0 dy; 0
U9 =~ InE=—-—2—"InZE. 2.3.100
5" =" " opa " (23190
Como 8% é similar a -2, pois z = exp(fp) e y; = exp(0¢;), generalizamos
0
5 DY, (2.3.101)
logo,
0y —_
U@ = %Dg InZ. (2.3.102)
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Para
@ — qh?ql a(; (2.3.103)
temos:
U@ — _ aa?g <qh:q1 8?%) Iz, (2.3.104)
ou seja,
v - 1"y (2.3.105)
Ingq
Basicamente a aplicac¢do da J D resume-se em:
% — DY ou ;jﬁ — D, (2.3.106)

onde vemos a conexao entre ng)

e a derivada usual definida por Leibinz 0z ou (A) na
equagdo (2.3.97).
Essa conexao também pode ser obtida através do nimero bdsico conforme demonstra¢ao

logo a seguir.

Demonstracdo. Destacamos que a mesma s6 € valida para o niimero bdsico definido em
(2.3.78).

Considere a defini¢do de derivada usual

A f(z) = : (2.3.107)

onde A, f — a%f(x) = 0, f(x), no limite ¢ — 0, tal que

Ouf(z +€) = f(“‘fz_f(‘r), v+ e = qu, (2.3.108)

ou seja,

flgz) — f(x)

0o f(qr) = p—

(2.3.109)
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Assim,

Ouf(e+z) = D9 f(x). (2.3.110)

Considere f(x) = 2z, tal que

(qx)o‘ — @
O, f(e + z“ ) (2.3.111)
ax® ¢ -1
= x>t (2.3.112)
T q—1
az® ! = [a]a* (2.3.113)
ou seja
q* —1
a = [o], la, = 1 (2.3.114)
Voltando a equacdo (2.3.110)
DY a], = D (2.3.115)

Agora, realizando uma expansao em « e considerando apenas a primeira ordem temos

)lnq

Dl o= s (2.3.116)

Finalmente chegamos ao mesmo resultado obtido no limite de altas temperaturas

q—1

D —
Ingq

T

0, (2.3.117)

Ap6s a obtencgdo das derivadas de Jackson, e da prova da relacdo entre as g-derivadas e
as derivadas usuais através de um termo multiplicativo que insere o fator ¢ nas quantidades
termodindmicas cdlculadas no limite das altas temperaturas. Por essa razio no CAPITULO
3 estaremos inserindo as J D, uma vez que resolvemos o problema de Landau no mesmo

limite, e assim obtemos o problema do diamagnetismo de Landau ¢-deformado.
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Capitulo 3

Diamagnetismo de Landau ¢g-deformado

em D-Dimensoes

Para explicarmos o fendmeno do diamagnetismo, temos que levar em conta a interagao
entre o campo magnético externo e o movimento orbital dos elétrons. Descartando o termo
de spin, o hamiltoniano de uma particula de massa m e a carga e, na presenca de um campo

magnético H, é dado pela expressao
1 2
H=— (p . 9A> , (3.0.1)
2m c

onde A € o potencial vetor associado ao campo H e ¢ € a velocidade da luz. No contexto da
mecanica estatistica classica, nao ha possibilidade de ocorréncia do diamagnetismo [35, 36,

37]. Para ver isto, basta escrevermos a funcdo de particao no espaco de fase cldssico,

B = /dgr/d?’p exp (—fH), (3.0.2)

I / &r / &p exp{ <p— —A) } (3.0.3)

Note que podemos eliminar a dependéncia de =, com o campo magnético, ao realizarmos

23
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uma mudanca de varidvel p' — p — (£)A, tal que

12
op ] . (3.0.4)
m

= :/dgr/dBp exp [_2

Podemos fazer uma generalizacdo para D-dimensdes, mudando a dimensao do espaco
de coordenadas e de momento de 3 para D dimensdes. O problema original em (D =
3) pode ser visto de maneira detalhada a partir da equacédo (3.0.4) no Apéndice A, onde
mostramos que o diamagnetismo de Landau é um fendmeno puramente quantico, obtemos
a degenerescéncia g e também calculamos a frequéncia cldssica de rotacdo definida por
w = < em unidades (CGS).

Partiremos da funcao de particdo no ensemble grande candnico

E:—kzzzm{l—kexp Ble — )]}, (3.0.5)

onde z = exp(fu) é a fugacidade e k = +1, para bdsons e férmions respectivamente
(definido na se¢@o anterior).

Realizamos os somatdrios, primeiramente considerando o limite continuo,

[e.e]

4k, fo(k.), (3.0.6)

> (k)

ondew = (D —2),ek? = k? + k2 +--- + k2 e L'®) = V(hiper-volume). Devemos notar
que aumentamos apenas o nimero de dimensdes para (D — 2) dimensdes extras. O sistema
continua, em sua esséncia, um problema planar imerso em D dimensdes.

Substituindo a fugacidade e a equacao (3.0.6) na equacao (3.0.5), obtemos

E——kzzn: L /Zdwk‘zln{l—k‘exp[—ﬁ(e—u)}}, (3.0.7)

L h2k2 1
== — g Z/ dwkjln{l—kzzexp{ﬁ ﬁhw( 2)” (3.0.8)
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onde definimos o fator de degenerescéncia g e a energia e

2L%cH h2k? 1
= hw . 3.09
g he o T ( 2) (309)
Realizando uma expansio numa série em 2 da forma, In(1 + z) = = — %2 +- (1),

e tomando o termo lider chegamos ao resultado que discutiremos abaixo.
Trabalhando em um limite de altas temperaturas ou de gas diluido (z < 1), o termo

dominante da funcdo de parti¢cdo grande canonica pode ser escrito na forma:

w 21.2
InE = gL k% Z/ dvk, exp[ PRk ]exp[ Bhw (n—k%)] (3.0.10)

]

Resolvendo a integral (/) do somatdrio, observamos que temos uma integral gaussiana, dada

por:

/OO exp(—az?)dz = (E><§) . (3.0.11)

—00

Logo chegamos ao resultado

00 21.2 (%)
/ exp< gif >dwk - (?g) . (3.0.12)

onde kg € a constante de Boltzmann, temos

Lembrando que 3 = o T,

(%)
(W’;BT) _ 1 (3.0.13)

onde, Ay € o comprimento de onda térmico de De Broglie.
O fato de realizarmos essa aproximacgdo deve-se ao critério de validade do tratamento
classico de um gés, ou seja, os efeitos quanticos sdo despreziveis quando o comprimento de

onda de De Broglie é muito pequeno comparando com outras distincias fisicas relevantes.

v

1
3 JOR T z Z : £
N) representa o espacamento médio entre particulas do gs. Assim €

A quantidade a = (
plausivel que os efeitos quanticos sejam desprezados quando temos “poucas” particulas no

sistema (baixa densidade) ou quando estas se distribuem por um grande nimero de estados
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(altas temperaturas). Assim,

AL < a®. (3.0.14)

Podemos relacionar a com a energia de Fermi,

2w
3N\ h*
p=-—= 3.0.15
r (87TV> 2m*)e’ (30.13)
3neng \ Y
Y= - = 3.0.16
‘ ( 8 ) (2m*er)? ( :

temos % = 232, onde n, € o nimero de elétrons de condugéo por dtomo, n, € o nimero de
atomos por célula e m* = massa efetiva = 0, 98m,., m. € a massa do elétron.
Voltando a equacdo (3.0.14) e substituindo pelas equacdes (3.0.13) e (3.0.16),

2w

1 3neng\ * h* (2mmkg)Y
— 3.0.17
7w S ( 87 ) (2m*ep)w  R* ( )
T’LU
T > 0981} (3.0.18)

(neng) 5 (30,06)
. w
onde Ty € a temperatura de Fermi = <€—F) .
KB
Podemos ter uma nog¢do do valor da temperatura necesséria para atingir o limite cléssico,

aplicando a equagdo (3.0.18) por exemplo, para o caso do sédio (Na), como segue:
ne=1 n,=2 Tp=3284x10"K, D=3,

T > T88,6K. (3.0.19)

Agora realizamos o somatoério da equacao (3.0.10) e obtemos,

o) —1
> exp [—ﬁhw <n + %)] = [2 sinh (@)} , (3.0.20)
n=0

Com os resultado obtidos nas equacdes (3.0.13) e (3.0.20) e o valor de g, podemos reescrever
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a equacao (3.0.10),

(1]

o2L2eH L* 1 heH\] ™"
In== ¢ —wk2z {sinh(ﬁ6 )] ,

he  (2m)w A% 2me
2LPeH
In= = —————k?[sinh H)|™t
n hC/\%(Qﬂ')w Z[Sln (ﬁ:uB )] )
onde up = fozc € o magneton de Bohr. Podemos ainda definir um fator
C (21)}(17 eH ’
A (2m)whe
tal que

-1
In= = zk*C {sinh(ﬁuBH)} .

(3.0.21)

(3.0.22)

(3.0.23)

(3.0.24)

Apo6s as mudancas necessarias para generalizarmos o problema do diamagnestismo de

Landau em D-dimensdes, voltamos agora nossa atenc@o a incorporagdo da ¢-dlgebra no

nosso estudo. Podemos escrever a fun¢do de particdo no ensemble grande candnico da

seguinte maneira
o
In= = 2k*C E YUn,
n=0

onde k2 = 1, Yn = eXP(_ﬁ%) e, = [FLEH (TL + %)] :

mc

3.1 Energia interna ¢g-deformada

Vamos determinar a energia interna, que como sabemos € definida por

0
=——InZ=.
U 8ﬁn

(3.0.25)

(3.1.26)

Vamos fazer uso das equacdes (2.3.106) e (2.3.97), que sdo adequadas para introduzirmos a

JD. Contudo precisamos realizar a seguinte mudanca

o [0y, D
_%__(Wa_yn)'

(3.1.27)
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Voltando a equagdo (3.1.26), e aplicando a mudanca realizada, obtemos

U= —%—yﬁ” D@nE, (3.1.28)
— O 1 (0)
U=—2C > %Dyn Un, (3.1.29)
n=0
-1 0 &
U=—zC =) U, (3.1.30)
Ing 0p —

com o resultado da equacao (3.0.20), chegamos a energia interna g-deformada

U—.ci=! (“Bﬁcofh(ﬁ’wm). 3.1.31)
Ing 2sinh*(BupH)
3.2 Numero de particulas g-deformado
O nuamero de particulas /V € definido através de
N = z2 In=. (3.2.32)

0z

Como a equagdo (3.2.32) depende explicitamente de z, logo aplicando a .J D, obtemos

N =2DWzC ) "y, (3.2.33)
n=0
-1, <«
N = 2.34
0 T 8.z ;y (3.2.34)
N=-cl7! ! . (3.2.35)

Ing 2sinh(BugH)
Uma vez definido o numero de particulas N g-deformado através de (3.2.35), podemos

reescrever (3.1.31), e obtemos

U=N (”BH cosh(SppH )) (3.2.36)

sinh(GpupH)
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3.3 Calor especifico

Para determinarmos o calor especifico

1 [oU _kpB? (OU
_ L ouy o _ oY 3.37
Cv N(aT)V,N N (aﬁ)m’ (5337

fazemos uso de Jacobianos, definidos por

ON
(8_U> _O(U,N) _O(UN) 9B, 2) _ (8_U) B (8_U) <6ﬁ>z_ (3.3.38)

op/n  O(B,N) 9(5,z) 0(B,N) 0B/ = 0z ﬂ(%_N)

/8
Ap0s realizarmos todas as derivadas, obtemos
oUu —2Cq—1 p%H

= - ) 3.3.39
(66>N 2 Ing sinh’(BupH) (533

Aplicando esse resultado na definicao (3.3.37) e realizando uma substituicdo do valor de NV

obtido na equacdo (3.2.35) chegamos ao calor especifico

_ BusH ?
Cv = kp (m) ; (3.3.40)

onde kg € a constante de Boltzmann. Notamos que isto coincide com o resultado usual.

. . . . _U
O mesmo acontece com qualquer grandeza especifica tipo energia por particula (u = N)’

magnetizacdo por particula (m = %) , etc. Assim a grandeza que € essencialmente afetada
pela deformagdo € o nimero de particulas N. A g-deformagao pode ser vista portanto como

um efeito de impureza em um material magnético, a qual modifica suas caracterisiticas.

3.3.1 Graficos g-deformados

Podemos observar pelos graficos (3.1) e (3.2), que os resultados para diferentes valores de
q, representados para energia interna e nimero de particulas g-deformados apresentam 3
comportamentos distintos pelas curvas vermelha, azul e verde, e no caso da curva vermelha,

temos o resultado idéntico ao caso ndo deformado. Ja no gréfico (3.3), o calor especifico
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ndo sofre qualquer alteracdo, como ja foi citado anteriormente.

1,04

0,8 —
0,6—-
0,4—-
0.2 -

[ == q=0.99 ——— q=0.5 == q=0.1]

Figura 3.1: Energia interna g-deformada para ¢ = 0,99999999 (vermelho), ¢ = 0,5 (verde), ¢ = 0,1

(azul), Eq. (3.1.31).
1,0
0,9-
05
07
0,6—-
0,5-
04
0,3—-
o,z—-
01

o -

0 1 2 3 4 5
H
[=———¢=0.99 —— ¢=0.5 =—— g=0.1]

Figura 3.2: Nuamero de particulas g-deformado para ¢ = 0,99999999 (vermelho), ¢ = 0,5 (verde),
q = 0,1(azul), Eq.(3.2.35).
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1,00 §F

0,98

0,96

0,94+

0,92 5]

0,904

o &

T T T T T
0 1 2 3 4 5
[ o =099 =05 O g¢=0.1]

Figura 3.3: Calor especifico para 5=0.1 e kg = 1, ¢=0,5 (tracejado), ¢=0,99999999 (ponto), ¢ =
0,1 (quadrado), Eq. (3.3.40).

3.4 Magnetizacao e susceptibilidade ¢-deformadas

A determinac¢do da magnetizagdo € realizada através da derivada termodinamica

99

M=———. 3.4.41
By ( )
Onde determinamos o grande potencial candnico
1 —2C
= ——InZ, = . ) (3.4.42)
¢ 16} ¢ 2[ sinh(BupH)

Entretanto, para aplicarmos a J D, teremos que reescrever a derivada da seguinte forma

op [0y, ¢
75 = (aH 8yn) . (3.4.43)
Assim,
__ay” (9)
M =—=2D, (3.4.44)
_20"q—1 0 -
M = T he 78 (ZH;%), (3.4.45)
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ou seja,

M =

20 g —1 1 (1 _ BpsH cosh(ﬁ,uBH)> | (3.4.46)

B Ing sinh(BugH) sinh(BupH)

onde C* = C'/2H. Podemos ainda eliminar o potencial quimico por meio do nimero de

particulas /V, e reescrever a magnetizagdo como

N H cosh H
v= N (1 BreHcosh(BusH) (3.4.47)
BH sinh(GupH)
Podemos ainda introduzir a func¢io de Langevin,
1
L(x) = coth(z) — —, (3.4.48)
T
tal que
1
L H) = coth H)— ——, (3.4.49)
(BupH) (BupH) BupH
e finalmente obtemos
M = —NugL(BugH). (3.4.50)

Assim, a g-deformacdo fica implicita em N, e a equagdo (3.4.50) fica escrita da mesma
maneira encontrada na literatura [35, 36, 37].

Determinamos a susceptibilidade a partir da definicao

oM
X = 9H (3.4.51)
ou seja,
_ 2 _ 1
X = 2N By}, coth(BupH) (E(ﬁuBH )~ SeothiGns H>) . (3.4.52)

Agora realizamos uma andlise no limite de campos fracos SugH < 1, partindo de
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(3.4.50), expandida em uma série de Taylor

|
coth(z) = = + g (3.4.53)
e

onde consideramos até a primeira ordem, e obtemos

Nu%H
M=-"—"1="" 3.4.54
SRBT ( )
Temos portanto a susceptibilidade a campo nulo
Nopi,
=— 3.4.55
X0 BKBT ’ ( )

onde Ny = zC’*‘fn;;.

Esses resultados sd@o conhecidos da literatura e mostram que a magnetizagdo no limite de
altas temperaturas é dada pela mesma expressao obtida no modelo cldssico de Langevin para
0 paramagnetismo, mas com sinal trocado. Esse sinal ndo depende da carga, pois se trata de
uma fung¢do impar e a carga e comparece linearmente na expressao do magneton de Bohr. Ja
com relacdo a susceptibilidade a campo nulo, ndo tem nenhum andlogo na mecanica estatis-
tica classica (anula-se quando H=0). E € possivel notarmos que esse resultado corresponde
justamente a um ter¢o, com sinal trocado da susceptibilidade de Pauli no regime de altas
temperaturas [35, 36, 37].

Os graficos (3.4) e (3.5), representam os valores g-deformados para a magnetizacio e
susceptibilidade magnética em funcdo do campo H, com a fun¢do de Langevin exata. Note
que quando a ¢-deformacdo aumenta (¢ — 0) a magnitude das grandezas diamagnéticas
acima mencionadas diminuem, segundo a “lei” ( %) . Podemos pensar em uma substancia
diamagnética na qual se adiciona gradualmente uma impureza, por exemplo, outras subs-

tancias a base de material paramagnético ou ferromagnético de modo a compensar o efeito

diamagnético da primeira. Um outro exemplo, seria considerar cada valor de ¢ associado a
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uma determinada substincia. A saber, as susceptibilidades do cobre (—1.0 x 107°)!, dia-
mante (—2.1 x 107°) e merctirio (—2.9 x 10°) que estdo em ordem crescente de magnitude
(Ix]), poderiam muito bem ser representadas pelos gréficos azul, verde e vermelho da figura

(3.5), respectivamente.

-0,054

-0,104

-0,154

-0,20

-0,25

-0,304

T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
H

[——g=099 0.5 = g=0.1]

Figura 3.4: Magnetiza¢do g-deformada em func¢do do campo magnético H para ¢=0,99999999
(vermelho), ¢=0,5 (verde), ¢=0,1 (azul), Eq. (3.4.50).

0,10

0,054

-0,00

-0,05

-0,10

-0,15

-0,20

1 2 3 4 5 6
H
[—— q=0.99 0.5 g=0.1]

Figura 3.5: Susceptilidade magnética g-deformada em fun¢do do campo magnético H para ¢ =
0,99999999 (vermelho), g = 0,5 (verde), ¢ = 0,1 (azul), Eq. (3.4.52).

"adimensional no sistema CGS
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3.4.1 Graficos nao g-deformados para diferentes dimensoes D

Até o presente fixamos D = 3 e variamos o valor de ¢ para estudarmos a g-deformacao.
Entretanto, € claro que o nimero de dimensdes D afetam as quantidades termodindmicas
observadas. Por isto, nesta secdo vamos manter ¢ — 1 (sem deformagdo) e variar o nimero
de dimensdes D.

Como pode ser observado todas as quantidades termodinamicas estudadas anteriormente

dependem da constante

D
C*:£ ou 0*o<< L ) 43 \3.. (3.4.56)

2H 27TAT

Podemos observar que, para L < 27 A a medida que o nimero de dimensdes [ aumenta
C* diminui —ver equacao (3.0.23). Por outro lado C* aumenta com D quando L > 27 Ar,
e nado sofre alteracdes quando L = 2w Ay — ver Fig. (3.6). Um fendmeno interessante,
pode ser observado no segundo caso, onde a magnetizagdo € minimizada para D = 3, um
mecanismo que pode ser usado para selecionar o nimero maximo de dimensdes do espago-
tempo, por exemplo. Este fato pode encontrar algumas aplica¢des em Fisica de Dimensdes
Extras, como a Cosmologia Moderna, Fisica de Particulas e Teoria de Cordas [19].

Portanto, € interessante observar o comportamento das grandezas termodinamicas, como
segue. Os demais graficos representam o comportamento do calor especifico, nimero de
particulas, magnetizacao e susceptibilidade magnética ndao deformados ou seja, quando ¢ —
1, em fun¢do do campo H, e de diferentes nimeros de dimensdes D.

Os gréficos comprovam o comportamento exponencial da razdo entre L e Ay com as

dimensodes D, previsto em (3.4.56).
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160+
140+
1204

1004

Figura 3.6: Constante C* em fun¢do do nimero de dimensdes (0..11) para L_ = 27 — 0.9 (verme-
lho), L, =27 4 0.9 (azul),\7 = 1, Eq. (3.4.56).

200 -
180 1
] 251
160
140+ 20
120
100 157
80
4 10 4
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40 5]
20
1 T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
H H
— D=3 D=4 =— D=5 D=7 = D=10 — D=3 D=4 = D=5 D=7 =— D=10
D=11 D=11

Figura 3.7: Energia interna em fun¢do do campo magnético H para dimensdes D conforme legenda,
e com L =27 + 0.9 (esquerda) e L_=27 — (0.9 (direita), \r = 1, Eq. (3.1.31).
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160
140 20
120
100 7]
80 ]
4 10
60— ]
40 1
-4 5 T
20
T T T T T — T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
H H
— D=3 D=4 === D=5 === D=7 === D=1( — D=3 D=4 === D=5 === D= === D=10
D=11 D=11

Figura 3.8: Nimero de particulas em fun¢do do campo magnético H para dimensdes D conforme
legenda, e com L =27 + 0.9 (esquerda) e L_=27 — 0.9 (direita), A\ = 1, Eq. (3.2.35).

-104

-204

-304

~404

-504

T
0 1 2 3 4 5

6
H
m— D=3 D=4 == D=5 === D=7 == D=10
D=11

Figura 3.9: Magnetizagdo em fung¢éo do campo magnético H para dimensdes D conforme legenda,
e com L =27 + 0.9 (esquerda) e L_=27 — (0.9 (direita), A\ = 1, Eq.(3.4.50).
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-104

-20 -

=304

~404

-50

0 1 2

- D=3 D=4 == D=5 == D=7 == D=10 - D=3 D=4 =—
D=11 D=11

Figura 3.10: Susceptilidade magnética em fungdo do campo magnético H para dimensdes D con-
forme legenda, e com L=27 + 0.9 (esquerda) e L_=27 — 0.9 (direita), \7 = 1, Eq. (3.4.52).
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Estudamos o problema do diamagnetismo de Landau no limite de altas tempertauras
aplicando a ¢g-deformacdo fundamentado na g-dlgebra e nas derivadas de Jackson (J D), em

uma estatistica extensiva diferente da de Tsallis [12],
S, = Nwp28pupHL(BupH) + 3|, 4.0.1)

com isso conhecemos algumas de suas principais propriedades e aplicagdes. Assim, apli-
cando a g-deformacdo em um problema bem conhecido e estudado obtivemos uma melhor
compreensdo dessa deformacao.

Obtemos valores g-deformados (¢ # 1) para energia interna, nimero de particulas, mag-
netizacdo, susceptibilidade magnética e calor especifico. Este estudo foi considerado no
espaco de D-dimensdes. No limite ¢ — 1 verificamos que os resultados sdo os mesmos da
literatura [35, 36, 37].

Contudo, fica claro que o calor especifico (3.3.40) nao apresenta a g-deformacdo. Nas
equagoes (3.2.36), (3.4.50)-(3.4.54) e (3.4.55) que descrevem as demais grandezas termodi-
namicas, vale salientar que a g-deformacdo estd completamente armazenada no nimero de
particula /V. Assim, as quantidades especificas ou as quantidades por particulas, tais como

o calor especifico ndo sdo alteradas.
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Observamos também que as quantidades termodindmicas dependem do numero de di-
mensdes D. Este fato € importante, uma vez que podemos encontrar algumas aplicagdes em
Fisica de Dimensodes Extras, tais como a Cosmologia Moderna, a Fisica de Particulas e a
Teoria de Cordas.

Uma perspectiva de trabalho, surge a partir do estudo em Fisica Atdmica e Molecu-
lar, em especial estruturas cristalinas [38, 39, 40]. Vemos a possibilidade de aplicarmos
a g-deformacdo, atuando como uma desordem ou uma impureza. Isso devido ao fato de
que muitas propriedades dos materiais cristalinos de interesse pratico estdo definidos pelos
efeitos da desordem. Podemos considerar que para esses defeitos o fator principal estd na
dopagem, ou seja, o acréscimo de impurezas ou defeitos (doadoras ou recebedoras de car-
gas) que afetam drasticamente as suas propriedades eletronicas. Os estados de impurezas
sdo localizados e correspondem ao movimento do elétron numa regido restrita do espaco
(rede cristalina). Esses novos estados sao similares aos estados do dtomo de hidrogénio por
causa das Orbitas do tnico elétron no ion da impureza.

Em razdo dessa possibilidade aplicamos também a g-deformacao nos sélidos de Einstein
e Debye atuando como se fosse uma impureza e obtemos suas respectivas temperaturas g-
deformadas e consequentemente os respectivos calores especificos ¢g-deformados [41].

Resultados preliminares mostram que certos materias g-deformados apresentam carac-
teristicas (temperatura de Debye e calor especifico) de outros. Por exemplo, o sédio Na,
apresentou caracteristicas de ouro Au para ¢ = 0,5 e quando ¢ = 0, 1 assemelhou-se ao
palddio Pd. Ainda precisamos analisar outras caracteristicas entre os materiais para estabe-

lecer de forma mais precisa estas relacdes via g-deformacao.
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Apéndice A

Diamagnetismo de Landau

Partirmos da equacgdo (3.0.4), pois, ainda ndo estamos trabalhando em D-dimensdes e
nem temos a presenca da g-deformacgao, nos permitindo resolver o problema em sua forma
original.

Temos que a fungdo de particdo grande candnica cléssica é dada por,
==V x Py, (A.1)

onde,

N 52
/dB—*:/dV:‘/’ PN:/d3P1/d3PNeXp (_6Z%> (AZ)

=1

Trataremos separadamente cada integral como:

P —B(PS+ P+ P
/d3P1 exp (‘ﬁg_ﬂﬁ’ /// dPyx dPy dP,z exp el 5 Y ) (A3)
Temos um produto de 3V integrais idénticas,
oo . P/2
/ dP exp < Qﬁm > (A.4)
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Como podemos notar a equacdo (A.4) € uma integral gaussiana, e sua resolucio € dada por

00 o _Ap! 1/2
I,(a) :/ dz exp(—az?) = (g)lﬂ, /_ da:exp( 2671:2) = (27;”) ,(A.S)

—00 [e.o]

onde ¢ = 2£
m

, ou seja

(3N/2)
2
=V (%”) . (A6)

)(31\7/2)

Portanto, Py = (QmT”

Provamos que nao existe dependéncia com o campo magnético. Portanto, o diamagnetismo
¢ um fendmeno puramente quantico.

No entanto para tratar do diamagnetismo de Landau precisamos usar uma funcdo de
particao qudntica. Antes vamos expor o formalismo eletromagnético necessdrio, para D =
3. A generalizagdo para D > 3 € direta, fazendo uso do potencial quadrivetor A, =
(0,0,2H,0,...,0),onde p =0,1,2,...,D.

Considerando um campo magnético uniforme na direcdo z, partindo da defini¢dao

H=B=VxA, (A7)
obtemos,
0A 0A
B,=—-——. A8
or Oy (A-8)

Podemos escolher o potencial vetor no gauge de Landau
A=2zHj, (A.9)

onde A, = xH e B, = B = H. Portanto

2m 2m Y c

7i:¥L<ﬁ—ZxH32:—l—Pf+ﬁf+<P2—%§£ﬁz+<gﬂﬂ%ﬂ,(Alm
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1 9 9 e 2
H=— Px+PZ+<Py——xH> :
2m c

Para realizar a quantizacdo, consideramos:

0
1 E — th—

Seja,
1Bt , .
U(z,y,z,t) = exp (?> exp(—ik,Y )exp(—ik,Z) f(x).

Aplicando a equacgdo (A.16) na equacdo (A.15), obtemos

el 1 o (52 v )

X exp (—ik:ZZ)f(x)] — h2§—; [exp (£ exp (—ik,Y) x

X exp (—zkzZ)f(x)] — <—iha% — e’zm)Q [exp (£ x
x exp (—ik,Y) exp (—ik.Z) f(a:)] } fla) = Ef(z).
Como

a—erXp(—z’kyY) = (—ik)*exp(ik,),

e aplicando-a na equacdo (A.17), temos

2m  Ox? 2m

12 92 2 21.2
—h*o f(az:)+ 1 (hk‘y—eHI> f(.a:):E+h kZ
c 2m

f().

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)
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Fazemos a seguinte mudanca de varidvel

Hz\? H\? [ hck 2
(hky—ecx) :(%) (:Hy_w> . (A.20)
————

:1:/

Assim, aplicando a equagdo (A.20) na equacgdo (A.19)

—m2d2f(x') 1 (eH\? ,. , E+h%
_ — [ = =— 2 = F'f(2). A21
2m  Ox" Qm( c ) @) 2m uce ( )
onde
1 (eH\*> 1 H
L w=2t (A.22)
2m \ c 2 mc

Na equagdo (A.22) w € a frequéncia cldssica bdsica.

A.1 Degenerescéncia

Para calcular o fator de degenerescéncia, vamos fazer uma comparagao com o espectro de
elétrons livres em 3 dimensdes, na auséncia de um campo magnético. Podemos escrever o

espectro de energia da forma

. 2me res
DH=0, K4+k2+k= % (A.23)
i) H # 0 (n, k) h2k3+hw +1 (A.24)
¥ e=¢€n,k,) = n—+—-1. .
’ ’ 2m 2
Comparando as energias temos
2m 1
2 2\
Podemos reescrever a equagdo (A.25) aplicando a equacdo (A.22)
2eH 1
K2+ k2= = . A.26
Pk = <n - 2) (A.26)
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Consideramos o sistema dentro de um cubo de lado L > 1. Pela condi¢do de contorno

U(L) = 0 na fungdo de onda temos:
U(y) < sink,Y — sink,L =0 — k,L = nm. (A.27)

Assim obtemos,
ky = . (A.28)

Com base na equacao (A.20) temos, xg = %ky. Comparando com a equagao (A.28), temos

B he nym

= —— A.29
T UH L (A.29)
O maior valor para x, é L, portanto,
hc ny(nm,w)
= A.30
eH L ( )

Para medirmos a degenerescéncia calculamos o n,, .. = g. Substituindo isto na equagio

(A.30) temos

12 h ¢ - 2L%cH
= —-—— —_ =
om eHg g he

(A.31)

onde g € o fator de degenerescéncia.

Levando em conta essa degenerescéncia, devemos reescrever as auto-energias na forma:

2.2
e=¢€(n,k,,0) = F;kz

m 2

+ hw <n + 1) , (A.32)

onde k, = (—o00,00);n=0,1,2,---ed =1,2,--- ,g.

As quantidades termodinamicas (Energia interna, Numero de particulas, Calor especi-
fico, Magnetizacao e Susceptibilidade magnética) sdo determinadas a partir da aplicagdo
do resultado obtido para o espectro de energia na equagdo (3.0.5) no CAPITULO 3, onde

embora temos o problema do diamagnetismo de Landau ¢-deformado em D-dimensdes,
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vale salientar que quando ¢ — 1 e D = 3 o problema retorna a sua resolucdo original,

consequentemente os mesmos resultados que obteriamos se continuassemos desse ponto.
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