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RESUMO 

O o b j e t i v o d e s t e t r a b a l h o , e a p r e s e n t a r as i d i o s s i n c r a 

s i a s da a r i t m e t i c a de p o n t o f l u t u a n t e , as r e s t r i g o e s de implemen 

t a c a o emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hardware e software, a o r i g e m dos e r r o s nos c a l c u l o s 

c o m p u t a c i o n a i s , o problema da i n s t a b i l i d a d e numerica dos metodos 

e f i n a l m e n t e uma linguagem i n t e r a t i v a p a r a e n s i n o da t e o r i a dos 

e r r o s . 
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ABSTRACT 

The o b j e c t o f t h i s work, i s t o p r e s e n t t h e f l o a t i n g - p o i n t 

a r i t h m e t i c i d i o s i n c r a s i e s , t h e i m p l e m e n t a t i o n r e s t r i c t i o n s i n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

hardware and software, t h e e r r o r s o r i g i n i n t h e c o m p u t a t i o n a l 

c a l c u l u s , t h e numeric i n s t a b i l i t y p r o b l e m o f t h e methods and 

f i n a l l y an i n t e r a c t i v e language f o r t e a c h i n g e r r o r s t h e o r y . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

» • 
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CAPlTULO I 

INTRODUCAO 

Os metodos numericos sao i n d i s p e n s a v e i s p a r a r e s o l v e r de 

ter m i n a d o s problemas da area t e c n o l o g i c a . Acontece que a m a i o r i a 

dos u s u a r i o s tern pouco conhecimento de computadores d i g i t a l s e 

tambem de a n a l i s e numerica. I n f e l i z m e n t e , as p u b l i c a c o e s d i s p o n l ^ 

v e i s em termos de metodos numericos a p l i c a d o s , nao fazem um e s t u 

do d e t a l h a d o das causas dos p o s s i v e i s e r r o s c o m p u t a c i o n a i s . 

Segundo FORSYTHEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \jFORSYTHE, 1970~\ , ha q u a t r o p r o p r i e d a 

des do computador que sao r e l e v a n t e s p a r a o seu uso na solugao 

numerica de problemas da a l g e b r a e a n a l i s e , e sao causadoras de 

m u i t o p e r i g o . Essas p r o p r i e d a d e s sao: 

(a) 0 computador nao usa o s i s t e m a de numeros r e a i s , mas 

sim uma simulacao denominada de "sistema de numeros 

de ponto f l u t u a n t e " . I s t o i n t r o d u z o problema de 

file:///jFORSYTHE


"round-off e r r o r s "zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( e r r o s de arredondamentos); 

(b) A v e l o c i d a d e de processamento do computador p e r m i t e 

a s o l u c a o de problemas m u i t o grandes (que envolvem mui 

t o s c a l c u l o s ) , e f r e q u e n t e m e n t e , mas nao sempre, os 

problemas deste t i p o tem r e s p o s t a s m u i t o mais sens! 

v e i s as p e r t u r b a g o e s de dados do que problemas que en 

volvem poucos c a l c u l o s ; 

(c) Devido a a l t a v e l o c i d a d e de processamento do computa 

d o r , m u i t o mais operagoes podem ser r e a l i z a d a s por um 

prego bem mais r a z o a v e l do que na e r a pre-computador. 

Em consequencia, a i n s t a b i l i d a d e de m u i t o s processos e 

n o t o r i a m e n t e p a t e n t e a d a ; 

(d) Normalmente os r e s u l t a d o s i n t e r m e d i a r i e s de uma compu 

t a g a o sao t r a n s p a r e n t e s ao programador. I s t o e x i g e que 

o mesmo s e j a capaz de p r e v e r os p o s s i v e i s e r r o s no 

pr o c e s s o e, g a r a n t i r que o processo nao f a l h a r a antes 

de e x e c u t a - l o . 

Os problemas i n e r e n t e s ao s i s t e m a de numeros de ponto f l u 

t u a n t e serao e x p l i c a d o s no C a p i t u l o I I . Considerando que m u i t o s 

minicomputadores e a m a i o r i a dos microcomputadores nao tem a ca 

pacidade de m a n i p u l a r com numeros de pont o f l u t u a n t e , no C a p i t u 

l o I I I apresentamos um metodo de como p o d e r i a ser a d i c i o n a d o es 

t a f a c i l i d a d e . No C a p i t u l o IV apresentamos algumas m e t o d o l o g i a s 

p a r a f a z e r t e s t e s de v a l i d a d e dos r e s u l t a d o s o b t i d o s a t r a v e s de 

c a l c u l o s c o m p u t a c i o n a i s . No C a p i t u l o V apresentamos um breve es 

t u d o sobre i n s t a b i l i d a d e numerica de d o i s metodos e, v e r i f i c a m o s 

comparativamente a p r e c i s a o de q u a t r o computadores b a s t a n t e s u t i 
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l i z a d o s no B r a s i l . No C a p i t u l o V I desenvolvemos uma linguagem i n 

t e r a t i v a que p e r m i t e ao programdor o b s e r v a r os r e s u l t a d o s i n t e r 

m e d i a r i o s de uma computagao, mais e s p e c i f i c a m e n t e , como as ope 

ragoes a r i t m e t i c a s sao r e a l i z a d a s i n t e r n a m e n t e . F i n a l m e n t e , no 

C a p i t u l o V I I apresentamos as c o n c l u s o e s do t r a b a l h o e algumas su 

gestoes de c o n t i n u i d a d e . 



CAPITULO I I 

FUNDAMENTOS DA ARITMETICA DE PONTO FLUTUANTE 

2.1 - INTRODUCAO 

O computador nao usa o si s t e m a de numeros r e a i s e sim uma 

simulaca o denominada dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "sistema ale numeros de ponto f l u t u a n t e " 

\_FORSYTHE, 197 0~\ . 

Um numero de ponto f l u t u a n t e pode s e r r e p r e s e n t a d o da se 

g u i n t e forma: 

x = rem (2.1) 

onde r - e a r a i z ou base do si s t e m a de numeros 

( v a l o r e s t i p i c o s sao 2, 8, 10, 16) , 

e - um i n t e i r o q u a l q u e r , 

file:///_FORSYTHE
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m - e uma f r a c a o p o s i t i v a ou n e g a t i v a 

A r e p r e s e n t a g a o i n t e r n a de um numero de p o n t o f l u t u a n t e 

numa maquina, normalmente e dada da s e g u i n t e forma: 

o a r a o t e r t s t i c a mantissa 

onde s denota o s i n a l do numero armazenado, a e a r a e t e r l s t i c a e 

dada por e + y onde y e um numero i n t e i r o p o s i t i v o , sendo conhe 

c i d o p or excesso, v a r i a n d o de acordo com a e s t r u t u r a do 

hardware e f i n a l m e n t e a m a n t i s s a e a f r a g a o m de (2.1) sem s i 

n a l , de ponto f i x o , estando o ponto quase sempre a ©gquerda do 

d i g i t o de mais b a i x a ordem. 

A o u t r a opcao b a s t a n t e d i f u n d i d a e a s e g u i n t e : 

el zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r . — , . . 

expoente s2 mantis sa 

onde si e s2 sao s i n a i s do expoente e da m a n t i s s a , r e p p e e t i v a 

mente. 

0 uso do expoente por excesso ou e a r a e t e r i s t i c a tem l a r g a 

vantagem sobre o uso, puro e s i m p l e s do expoente, p o i s f a c i l i 

t a sobremaneira a execucao de operagoes a r i t m e t i c a s e l o g i e a s 

[GSCHWIND, 1967"} . 

Um numero de pont o f l u t u a n t e e s t a n o r m a l i z a d o se o d l g i 

t o mais s i g n i f i c a t i v o damantissa e d i f e r e n t e de z e r o . 0 numero 
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z e r o nao pode ser n o r m a l i z a d o porque nao p o s s u i um d l g i t o d i f e 

r e n t e de z e r o . 

0 uso da r e p r e s e n t a g a o de p o n t o f l u t u a n t e , aumenta o i n 

t e r v a l o dos numeros que podem ser acomodados num. dado r e g i s t r a 

dorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [_MAN03 1976"} . Por e s t a razao na m a i o r i a dos computadores as 

operagoes de p o n t o f l u t u a n t e sao r e a l i z a d a s em hardware, e quan 

do nao o sao a n l v e l de hardware o sao a n i v e l de software. Mui 

t a s l i n g u a g e n s de a l t o n i v e l tem a f a c i l i d a d e de e s p e c i f i c a g a o 

de numeros de ponto f l u t u a n t e . 0 mais comum e e s p e c i f i c a - l o s por 

meio de uma d e c l a r a c a o REAL d i f e r e n c i a n d o da e s p e c i f i c a g a o 

INTEGER p a r a p o n t o f i x o . 

Devido a grande f a c i l i d a d e de uso dos computadores e das 

necessidades cada vez maiores nos meios c i e n t i f i c o s , a m a i o r i a 

dos seus u s u a r i o s desconhecem os problemas p e r t i n e n t e s ao s i s t e 

ma de numeros de p o n t o f l u t u a n t e , p o i s sua preocupagao nao v a i 

alem de como us a r o m a g n i f i c o i n s t r u m e n t o capaz de f a z e r v e r d a 

d e i r o s m i l a g r e s . 

2.2 - Sistemas de Numeros de Ponto F l u t u a n t e 

0 s i s t e m a de numeros r e a i s e um dos t r i u n f o s da mente 

humana \_FORSYTHE3 1970~\ . Sob e s t e s i s t e m a podem ser e f e t u a d o s 

c a l c u l o s e a l t a s a n a l i s e s que em o u t r o s sistemas s e r i a m i m p o s s l 

v e i s . De t o d a s as m a n e i r a s de s i m u l a r o s i s t e m a de numeros r e a i s 

no computador, uma c l a s s e e largamente usada a t u a l m e n t e - o s i s 

tema de numeros de p o n t o f l u t u a n t e . 
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2.2.1 - Representagao dos Sistemas de Numeros de Ponto F l u t u a n t e 

Representaremos genericamente p o r : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PF(r3p3a) 

onde, 

r - e a r a i z ou base do s i s t e m a de numeros sendo sempre 

um i n t e i r o maior ou i g u a l a 2; 

p - mostra a p r e c i s a o , e d e s i g n a o numero de d i g i t o s na 

base r c o n t i d o s na m a n t i s s a ; 

a - e s p e c i f i c a os d e t a l h e s de como a a r i t m e t i c a s e ra exe 

c u t a d a , podendo ser s u b s t i t u i d o por v a r i o s s i m b o l o s , 

t a i s como c para a r i t m e t i c a de c o r t e , R p a r a a a r i t m e 

t i c a de arredondamento, e t c . 

PF(r3p3a) e composto de um c o n j u n t o S de numeros, que cha 

maremos de numeros de p o n t o f l u t u a n t e e da d e f i n i g a o das opera 

goes a r i t m e t i c a s de a d i g a o , s u b t r a g a o , m u l t i p l i c a g a o e d i v i s a o 

de numeros de ponto f l u t u a n t e d e f i n i d a s por elementos de S. 0 

c o n j u n t o S depende de r e p, mas nao de a. Quando rep sao f i x a 

dos p e l o c o n t e x t o , escreveremos S ( r 3 p ) em l u g a r de S. 0 c o n j u n t o 

S ( r 3 p ) contern z e r o e t o d o s os numeros da forma 

e 

x = r m3 

com a condigao 

r"1 < \mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA |  < 1 (2.2) 
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c u j o v a l o r a b s o l u t o pode ser exp r e s s o na basezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r, usando no maxi 

mo p d i g i t o s . I s t o e, 

\m\ = r~pM 

onde M e um i n t e i r o c o n t i d o no i n t e r v a l o r^~^ < M < . Os nume 

r o s m e e sao chamados de m a n t i s s a e expoente, r e s p e c t i v a m e n t e . 

Considerando que t o d o numero de p o n t o f l u t u a n t e e um nume 

r o r e a l , podemos e x e c u t a r operagoes a r i t m e t i c a s de a d i g a o , sub 

t r a g a o , m u l t i p l i c a g a o e d i v i s a o sobre os elementos de S v i s t o co 

mo numeros r e a i s . E n t r e t a n t o , e b a s t a n t e p o s s i v e l que e s t a s ope 

ragoes produzam numeros que nao e s t e j a m em 5. Uma vez que os r e 

s u l t a d o s da a r i t m e t i c a de pont o f l u t u a n t e devem e s t a r c o n t i d o s 

em S, as operagoes de p o n t o f l u t u a n t e produzem r e s u l t a d o s que 

podem d i f e r i r dos r e s u l t a d o s p r o d u z i d o s p e l a a r i t m e t i c a no campo 

dos numeros r e a i s . P o r t a n t o , p a r a a a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n 

t e r u t i l i z a r e m o s os operadores © , @ * , * que r e p r e s e n 

tam a ad i g a o , s u b t r a g a o , m u l t i p l i c a g a o e d i v i s a o r e s p e c t i v a m e n t e . 

Entao temos: 

x * y ~ xy 

x i y ~ x/y 

xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 y = x + y 

x 0 y ~ x - y. 

Na r e p r e s e n t a g a o PF(r,p3a) f o r a m o m i t i d o s os s e g u i n t e s de 

t a l h e s da r e p r e s e n t a g a o de numeros de pont o f l u t u a n t e : 

(a) L i m i t e s do i n t e r v a l o de d e f i n i g a o do expoente, que sem 

pr e e x i s t e m , mas sao p a r t i c u l a r e s a cada maquina; 
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(b) V a r i a g o e s na forma como os numeros n e g a t i v o s sao arma 

zenados, assumindo o s i n a l n e g a t i v o e o v a l o r c o r r e t o 

da magnitude da m a n t i s s a ; 

(c) Nao p e r m i t i m o s v a r i a g o e s onde o p o n t o da r a i z deve f i 

c a r na m a n t i s s a de um numero de p o n t o f l u t u a n t e , assu 

mindo que o mesmo r e s i d e a esquerda da m a n t i s s a . 

2.2.2 - A r i t m e t i c a de C o r t e p a r a Numeros de Ponto F l u t u a n t e 

Representaremos p o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PF(v3p3c) o s i s t e m a de numeros de pon 

t o f l u t u a n t e onde as operagoes ® ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ,  * , T , sao e f e 

t u a d a s em a r i t m e t i c a de c o r t e (com t r u n c a m e n t o ) \J4cCRAKEN 3 1978}. 

Seja x um numero r e a l , e n t a o x denota x c o r t a d o p a r a p d i 

g i t o s na base r. Para q u a l q u e r numero r e a l x, s e j a T o c o n j u n t o 

de t o d o s os numeros y em S(v3p) com | y \ <_ \x \ . Entao x e o e l e 

mento de T que e fechado p a r a x. Para e f e t u a r operagoes a r i t m e 

t i c a s em P F ( r 3 p 3 c ) , p r i m e i r o executamos no s i s t e m a de numeros 

r e a i s , e e n t a o cortamos o r e s u l t a d o p a r a p d i g i t o s na base v. 

P o r t a n t o , 

x 0 y = x + y 

x 0 y - x - y 

x * y = xy 

x T y = x/y. 

file:///J4cCRAKEN
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2.2.3 - A r i t m e t i c a de Arredondamento para Numeros de Ponto F l u t u 

a n t e 

Representaremos porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PF ( r 3 p 3 R ) o s i s t e m a de numeros de pon 

t o f l u t u a n t e onde as operagoes © ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 , * , * sao e f e t u a 

das em a r i t m e t i c a de arredondamento. 0 arredondamento quase sem 

p r e adotado e o denominado de s i m e t r i c o . Seja x um numero q u a l 

quer, e x o numero x arredondado p a r a p d i g i t o s na base r. 

I s t o e, x e um numero em S ( r 3 p ) que e fechado para x. Para exe 

c u t a r operagoes a r i t m e t i c a s em P F ( r 3 p 3 R ) , p r i m e i r o executamos no 

s i s t e m a de numeros r e a i s , e e n t a o arredondamos os r e s u l t a d o s pa 

r a p d i g i t o s na base r. P o r t a n t o em PF(v3p3R) temos : 

* © y = x + °y 

x Q y = x - °y 

x * y - ley 

xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T y - x~/y 

2.2.4 - L e i s da A l g e b r a 

As manipulagoes a l g e b r i c a s de f o r m u l a s e s t a o baseadas na 

v a l i d a d e de poucas l e i s f u n d a m e n t a l s . E s p e c i f i c a m e n t e , nos ape 

gamos ao f a t o de que os numero r e a i s formam um campo. I s t o s i g n i _ 

f i c a que a soma e o p r o d u t o de numeros r e a i s e s t a o d e f i n i d o s e 

que as l e i s : Do fechamento, c o m u t a t i v a , a s s o c i a t i v a , d i s t r i b u t i 

v a , e x i s t e n c i a do elemento n e u t r o e do elemento s i m e t r i c o sao 

v a l i d o s para q u a i s q u e r numeros r e a i s a3 bee. 

D e f i n i r e m o s a s u b t r a g a o p o r : 



- 1 1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a - b = a + (-b)3 

e se b ? 03 d e f i n i r e m o s a d i v i s a o p o r 

- i 

Duas consequencias d e s t a s d e f i n i g o e s , com a l e i c o m u t a t i v a e a 

l e i a s s o c i a t i v a sao: 

s i s t e m a de numeros de ponto f l u t u a n t e . A v a l i d a d e d e s t a s l e i s de 

pendem dos d e t a l h e s de como a a r i t m e t i c a e executada, assim e s t u 

daremos apenas o sistema e s p e c i f i c o PF(r3p3c) . 

0 teorema s e g u i n t e e uma consequencia i m e d i a t a das d e f i 

n i g o e s e v a l i d a d e da l e i c o m u t a t i v a nos numeros r e a i s . 

Teorema 2.1 - Em P F ( r 3 p 3 c ) , a soma a @ b e o p r o d u t o 

a*b de d o i s numeros de ponto f l u t u a n t e a e b sao numeros de pon 

t o f l u t u a n t e . Assim, p a r a q u a i s q u e r a e b em S ( r 3 p ) temos, 

(a + b) - b - a (2.3) 

e 

(2.4) 

0 problema agora e saber se e s t a s l e i s sao v a l i d a s p a r a o 



-12-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a © b ~ t> © 3 

a * b - 2) * a 

3 0 0 - 0 © a - a 

a * 2 2 * a - a 

a Q f - a j - (-a) (?) a = 0. 

Mostraremos agora que as l e i s da a s s o c i a t i v i d a d e e da dis_ 

t r i b u t i v i d a d e alem de (2.3) e (2.4) f a l h a m em PF(v3p,c) p a r a 

combinacoes nao t r i v i a i s de rep. 

2.2.4(a) - F a l h a da L e i A s s o c i a t i v a da Adigao 

Mostraremos que 

(azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 b) 0 a = a © (b © c ) 3 

-2-p 

f a l h a em PF (r,p, c ) . Seja. a - r r

 t b = 1, c =-1 . Entao, 

a@b = l + r 2 p = l } 

assim (a ® b) Q a = 1 + (-1) = 0 

Mas a © (b 0  c ) = r~2p ©  0 = r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
_2 P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- 2 P 

entao a l e i f a l h a , v i s t o que v * ^ 0. 

Se a l e i a s s o c i a t i v a da a d i c a o f a l h a , consequentemente 

(2.3) tambem f a l h a r a . 
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2.2.4(b) - F a l h a da L e i A s s o c i a t i v a da M u l t i p l i c a c a o 

Mostraremos que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(a*b)*o=a* (b * a) 

f a l h a em PF ( r 3 p 3 c ) 3 e x c e t o p a r a combinacoes t r i v i a i s de r e p. 

S e j a s - p - 1, assumimos que 

A ~ 2S ^ ~P 

4v < v r 

e v e r d a d e i r o para t o d a s as combinacoes de r e p. Seja a - b -

1 + r ~ S e c = 1 - 2r~s. Entao, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— 2. c» 

= (1 + 2 r ~ S ) * (1 - 2^" S; 

- I - 4r 
- 2 s 

- 2 - r-P 

—S — 2 s 

Mas a * r ^ * c J - a * i - r - 2r 

= (1 + 2 r ~ S ) * ( 2 r ~ S J 

-p -2S - f s + p) 

= 1 - r r - r- - r-

- 2 - 2r > _ P . 

P o r t a n t o , a l e i a s s o c i a t i v a da m u l t i p l i c a c a o f a l h a em PF(r3p3a) 

- 2 s —v . - , X>-2 
se 4r < r *3 i s t o e, se 4 < r r 
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2.2.4(c) - F a l h a da L e i do Cancelamento 

Mostraremos que a l e i do cancelamento f a l h a emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PF (r ,p,e J[3 

e x c e t o p a r a combinacoes t r i v i a i s de v e p, encontraremos v a l o r e s 

de a3 b e c em S ( r 3 p ) t a i s que a ? 03 b ? a e a*b = a*o. Pa 

r a e s t e f i m , p r i m e i r o consideraremos o caso em que v > 2 

p > 2. Seja a = 23 b = r - 13 e c = r - 1 + r~^p~2\ Entao 

b ^ o3 mas 

a*b = r + v- 2 

e 

a * c - r + r - 2 + 2r ^ ^ 

- r- + - 2 

P o r t a n t o , a * b = a * c3 de forma que a l e i do cancelamento f a 

l h a . 

2.2.4(d) - F a l h a da L e i D i s t r i b u t i v a 

Mostraremos que a l e i d i s t r i b u t i v a 

a * (bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 a) - (a * b) 0 (a * a) 

f a l h a em PF(r3p3a) p a r a c e r t o s v a l o r e s de r e p. P r i m e i r o , supo 

— (vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — J- ) 
nha que r- > 2 e p > 2. S e j a a - 13 b = r - l + r v x

 3 e 



o = (r - l ) r ~ p ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . Entao 

azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * b = (r - 2)r + 1 

a * c = [ f r - 2)v + l j v ( p 2 ) 

assim 

(a * b)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 (a * b) = (r-2)r + 1 + (r-2)r ( p ~ 2 ) + r~(p V 

- ( r - 2 ) r + 1 + ( r - 2 ) r ~ ( p ~ 2 ) . 

Mas 

a * (b@c) = ( r - 1 ) (r-1 + r ~ ( p ~ 2 ) ) 

- (r-2)r + 1 + ( r - l ) r ~ ( p ~ 2 ) 

comprovando que a l e i d i s t r i b u t i v a f a l h a . 

2.2.4(e) - F a l h a da Relagao a * (b * a) = b 

Sejam a e b p o s i t i v o s e 

a - b/a3 assim a menos que b/a 

na base r , temos a < b/a. Entao 

c - b T a, em P F ( r 3 p 3 c ) . Entao 

possa ser expresso em p d i g i t o s 

~ao < b3 assim 

a * (bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T a) = ao < b. 
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P o r t a n t o , a r e l a c a o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * (b T a) = b (2.5) 

sera v a l i d a se e somente se b ? a = b/a . 

2.2.5 - Desigualdades em PF(v,vic) 

L e i s f u n d a m e n t a l s para manipulagao de d e s i g u a l d a d e s no 

s i s t e m a de numeros r e a i s : 

1 . Se a < b, e n t a o p a r a todo a 

a + c < b + a 

2. Se a < b e c < d, e n t a o 

a + c < b + d 

3. Se b < o e a e p o s i t i v o , entao 

ab < ac 

Teorema 2.2 - Em PF(v,v,c) temos 

1. Se a < b, e n t a o a © a <_ b © c v a l i d o p a r a t o d o a 

2. Se a < b e c < d, e n t a o a © c <_ b © d 

3. Se b < a e a e p o s i t i v o , e n t a o a * b <_ a * a 

I n f e l i z m e n t e , e s t a s r e l a g o e s , que sao d e s i g u a l d a d e s r e s 

t r i t a s no s i s t e m a de numeros r e a i s , foram e n f r a q u e c i d a s em 

PF(r,p,e) por < . Mostraremos que as d e s i g u a l d a d e s e s t r i t a s f a 

lham em P F ( r } p , c ) . 
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ParazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 1 ) 3 s e j a a - r p

3 b - 2r p, o = 1. Entao a< b mas 

aQc = b(±)a-l. 

Para (2), assuma que p >_ 2 e s e j a 

a = 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - r~p 

b = 1 

- ~V 

C = V 

J -p ^ - ( p + 1) 

Entao a < b c < d3 mas a g) e - b (+) d - 1. 

Para ( 3 ) 3 n o t e que em PF(vsp,c) a l e i do cancelamento f a 

l h a , e temos numeros p o s i t i v o s a3 b e c3 b<ce.a*b = a*c. 

2.2.6 - A r i t m e t i c a de C o r t e com q D i g i t o s A d i c i o n a i s p a r a Nume 

r o s de Ponto F l u t u a n t e . 

Representaremos por PF(v3p3 a l q ) uma l i g e i r a m o d i f i c a c a o do 

s i s t e m a PF(v3p,c) que descreve exatamente a a r i t m e t i c a que tem 

s i d o implementado em m u i t a s maquinas (por exemplo, IBM/3 60 e 

/ 3 7 0 ) . 

0 s i m b o l o alq s i g n i f i c a que executaremos a a r i t m e t i c a de 

c o r t e usando um r e g i s t r a d o r de b a i x a ordem de q d i g i t o s de com 

p r i m e n t o , onde q pode ser q u a l q u e r i n t e i r o m a ior ou i g u a l a zero. 

E s t e r e g i s t r a d o r s e ra usado nas operagoes f+) ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 , e * para 

manter os d i g i t o s de b a i x a ordem dos r e s u l t a d o s i n t e r m e d i a r i e s 
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que tenham mais do quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p d i g i t o s . Mais e s p e c i f i c a m e n t e , na opera 

gao * g u a r d a r a os proximos q d i g i t o s do p r o d u t o , e nas operagao 

+ e g u a r d a r a os pr5ximos q d i g i t o s do operando que e d e s l o 

cado. Se e s t e r e g i s t r a d o r e de comprimento 1 e denominado de 

"guard d i g i t " ( a r i t m e t i c a de p r e c i s a o s i m p l e s no IBM/370). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.2.6(a) - D i v i s a o de Ponto F l u t u a n t e 

Nas maquinas IBM 7090 e IBM/370 a operagao de ponto f l u 

t u r a n t e produz r e s u l t a d o c o r r e t a m e n t e c o r t a d o . P o r t a n t o , em 

PF(r3p,olq) d e f i n i m o s a * b i g u a l a a/b. 

2.2.6(b) - M u l t i p l i c a g a o de Ponto F l u t u a n t e 

D e f i n i m o s o p r o d u t o a * b i g u a l a zero se um dos f a t o r e s 

e z e r o . Se ab / 0, o s i n a l do p r o d u t o e + ou -, conforme os s i _ 

n a i s de a e b sejam i g u a i s ou nao. Seja 

e -1 

a = r m, r <_ m < 1 

e 

f - 1 

b - r n3 v <_ n < 1. 

Seja u' = nm, assim 

ab = v 4 y . 
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Desde que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v"1 < y' < 1 

y' e um numero de 2p d i g i t o s com o p o n t o da r a i z a esquerda e no 

maximo um z e r o apos. Assumimos que podemos r e t e r apenas p + q 

d i g i t o s do r e s u l t a d o , e s e j a y" os p r i m e i r o s p + q d i g i t o s a d i 

r e i t a do p o n t o em y 1 . Seja 

a * b - r ^ y 

onde g e y sao d e f i n i d o s como se segue: Se r ' < y < 1, e n t a o 

g = e + f e y - y". Por o u t r o l a d o y" < r 1 , enta o deslocamos 

uma p o s i g a o para a esquerda para n o r m a l i z a - l o e compensa-lo pe 

l o decrescimo de 1 do expoente ( p o s - n o r m a l i z a c a o ) . Neste caso 

temos g = e + f - 1 e y - r - y " . Sumarizamos em 

g = e + f - k 

" X T 

y = r y 

onde k e 1 ou 0 dependendo se havera p o s - n o r m a l i z a g a o ou nao. 

Teorema 2.3 - 0 p r o d u t o de pont o f l u t u a n t e produz o mesmo 

r e s u l t a d o em PF ( v 3 p 3 c l q ) p a r a q _> 1 como em PF ( r 3 p 3 a) . Para 

q - 0 o p r o d u t o produz em PF(r3p3clO) o mesmo r e s u l t a d o em 

PF(r3p3c) se nao f o r r e q u e r i d o p o s - n o r m a l i z a g a o . Se a pos-norma 

l i z a g a o e r e q u e r i d a , o p r o d u t o a*b em PF(r3p3 clO) e o b t i d o 

— & S*LYTlO 

do p r o d u t o a * b em PF(r3p3c) p e l a s u b s t i t u i g a o do p-

d i g i t o da m a n t i s s a por z e r o . 
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2.2.6(c) - Adigao e Subtracao de Ponto F l u t u a n t e 

D e f i n i m o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a Qb = azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 (-b) (2.6) 

assim podemos nos preocupar apenas com adi g a o de numeros com s i 

n a i s . Sejam 

a - v m e b = rJ n 

n o r m a l i z a d o s e e >_ f (se e < f permutamos a e b) . Entao 

£> - r- n 

onde n f - v ^ e " f ' o b t i d o p e l o deslocamento de n, e-f posigoes a 

d i r e i t a . Assim n' nao e n o r m a l i z a d o a menos que e = f. Temos a i n 

da um r e g i s t r a d o r de q d i g i t o s para r e t e r os d i g i t o s de b a i x a 

ordem deslocados para f o r a do r e g i s t r a d o r de b3 assim s e j a n'' 

os p + q b i t s de a l t a ordem do numero n' de | p + ( e - f ) J d i g i t o s . 

Se e-f < q3 temos n" - n'3 e se e-f > q entao n" e o b t i d o p e l o 

abandono dos e - f - q d i g i t o s de b a i x a ordem. Temos entao 

y ' = m + n' 

a 0 b = r%'. 

Se e / f, e um dos operandos e ze r o e que e des l o c a d o para a d i 

r e i t a , assim n" - n' = n. Entao nossa d e f i n i c a o produz 



-21-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a(+)0=a(~)0 = a 

0® b = b (2.7) 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 b - -b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

como e r a esperado. 

2.2.7 - D i v i s a o 

D e f i n i m o s t a n t o p a r a PF(r3p3e) como para PF(r3p3 e l q ) por 

a -r b - a/b. 

Se 2> e z e r o , o q u o c i e n t e I i n d e f i n i d o , e p a r a q u a l q u e r 

b ? 03 temos 0 i b = 0. Entao podemos assumir que a e b sao d i f e 

r e n t e s de zero e n o r m a l i z a d o s . Sejam 

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - i . I I . -

a = r m . r < \m\ < 1 

fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 1 i i 
b = rJ n j r- <|w| < 2 

Entao 

a _ e-f m 
t - = r J — 

_ i 777 

r < — < r 
— 1 n 1 

Escrevemos a * 2> = vg\i. Se |m/n| < 13 fazemos g = e-f e u - 7 7 7 / n. 

por o u t r o l a d o , se |m/n| >̂  2, temos que 
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e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r~
l < Ir,-1 2L| < 7, 

— 1 n 1 

assim # = e-f+1 e y = r m/n. Seja k - t f s e | 7 n | < | n | e k = 1 

se|m| _> |n|. Entao temos 

g - e-f + k 

y = v m/n. 

2.3 - "OVERFLOW" E "UNDERFLOW" DE PONTO FLUTUANTE 

2.3.1 - L i m i t e s p a r a Expoentes 

A t e e s t e p o n t o , nao nos preooupamos com a magnitude do ex 

p o e n t e , escrevendo apenas v m p a r a r e p r e s e n t a r um numero de pon 

t o f l u t u a n t e . Em g e r a l , o expoente e s t a r e s t r i t o ao i n t e r v a l o 

< e < e*. (2.8) 

Para uma maquina que armazena o expoente como uma c a r a c t e r i s t i 

ca, usualmente temos 

e A = - ( e * + 1). (2.9) 

Mas se a maquina mantem expoentes n e g a t i v o s t a n t o como complemen 

t o de um ou como s i n a l e magnitude v e r d a d e i r a , temos e* = -e*. 

R e s t r i n g i n d o o i n t e r v a l o do expoente, r e s t r i n g i m o s o i n 
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t e r v a l o dos numeros de pon t o f l u t u a n t e que podemos r e p r e s e n t a r . 

Usaremos ft para r e p r e s e n t a r o maior numero de ponto f l u t u a n t e 

que podemos r e p r e s e n t a r s u j e i t o s a ( 2 . 8 ) . De modo s i m i l a r , to de 

s i g n a r a o menor numero p o s i t i v o que pode ser normalmente r e p r e 

sentado, s u j e i t o a ( 2 . 8 ) . Entao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sl = r ( l - r y ) < r 

(2.10) 

w = 
e - i 

r *r 
e 

r * - 1 

Por exemplo, para o s i s t e m a IBM/360, t e r i a m o s 

u = 16 
_65 

(2.11) 

Ha uma l i g e i r a a s s i m e t r i a no nosso si s t e m a de numeros de 

pont o f l u t u a n t e . I s t o sugere que no l u g a r de S ( r 1 p ) deverlamos 

t e r S ( r 3 p 3 e * 3 e*) que contem zero e todos os numeros em S ( r 3 p ) 

que podem ser e s c r i t o s na forma r m, onde e e um i n t e i r o s a t i s 

fazendo (2.8) e r>~~1 <_ \m\ < 1. Mas continuaremos com a abordagem 

a n t e r i o r porque t r a t a r e m o s o problema de "overflow" e " u n d e r f l o w " 

separado dos problemas r e l a c i o n a d o s com e r r o s de arredondamentos 

e o u t r a s anomalias p e r t i n e n t e s a a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e . 

O c o r r e r a "overflow" se t e n t a r m o s p r o d u z i r um numero com v a l o r 

a b s o l u t o maior do que ft, e se o v a l o r a b s o l u t o do numero produzi. 

do f o r menor do que to o c o r r e r a "underflow". Em ambos os casos 

o c o r r e t r a nsbordamento de expoente. 
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2.3.2 - A r r a n j o s fl-Zero 

Uma das p r i m e i r a s abordagens p a r a o problema de t r a n s b o r 

damento de expoente f o i chamada de a r r a n j ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9,-zero. Este a r r a n j o 

f u n c i o n a da s e g u i n t e m aneira: 

(a) Se houver "underflow'' de p o n t o f l u t u a n t e o r e s u l t a d o 

se t o r n a z e r o ; 

(b) Apos o c o r r e r um "overflow" de p o n t o f l u t u a n t e o nume 

r o t e r a o s i n a l c o r r e t o e o v a l o r a b s o l u t o i g u a l a Q. 

Este a r r a n j o e c o nhecido em m aior e s c a l a sob a deno 

minacao de a r r a n j o padrao. 

E x i s t e uma abordagem mais e l a b o r a d a (usada p e l o Control 

Data Computer (CDC) 6600) 1 1 denominada de a r r a n j o " - z e r o que f u n 

c i o n a da s e g u i n t e maneira: . 

(a) Se o c o r r e r "underflow" de p o n t o f l u t u a n t e o r e s u l t a d o 

p r o d u z i d o sera z e r o ; 

(b) Se o c o r r e r "overflow" de p o n t o f l u t u a n t e o r e s u l t a d o 

s e r a um genuino i n f i n i t o . 

Se o hardware p r o v e uma i n t e r r u p c a o quando o c o r r e t r a n s 

bordamento de expoente, o a r r a n j o t e r a de ser executado p o r 

Software. I s t o nem sempre e p o s s i v e l porque o hardware pode per 

d e r o s i n a l do numero quando o c o r r e r um "overflow". 



- z s -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.3.3 - I n t e r r u p g a o 

Freguentemente, o programador d e s e j a saber se o c o r r e u ou 

nao t r a n s b o r d a m e n t o de expoente. I s t o e, a menos que o hardware 

produza um a r r a n j o padrao, deve haver algum monitoramento da a 

r i t m e t i c a de pont o f l u t u a n t e , de modo que o software possa p r o 

v e r um a r r a n j o apos o c o r r e r t r a n s b o r d a m e n t o de expoente. 

Em m u i t a s implementagoes da a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e , 

o r e s u l t a d o ap5s t r a n s b o r d a m e n t o de expoente tem uma c a r a c t e r l s 

t i c a de c o n t o r n o . Para d e f i n i r e s t e r e s u l t a d o mais p r e c i s a m e n t e , 

assumiremos que a c a r a c t e r i s t i c a e d e f i n i d a por expoente mais y e 

que pode ser q u a l q u e r i n t e i r o de 0 a c-1. Entao e* = c - 1 - y, 

assim 

c - e* - e* + 1 (2.12) 

Dizemos que o r e s u l t a d o apos o c o r r e r t r a n s b o r d a m e n t o de expoen 

t e tem uma c a r a c t e r i s t i c a de c o n t o r n o , se tem s i n a l c o r r e t o , a 

m a n t i s s a c o r r e t a , e uma c a r a c t e r i s t i c a no i n t e r v a l o [_03 c-1 J que 

d i f e r e da c a r a c t e r i s t i c a c o r r e t a p or c. P o r t a n t o , no l u g a r de 

c + 1 a c a r a c t e r i s t i c a s e ra 1; no l u g a r de -3 sera a - 3. I s t o 

s i g n i f i c a que se executarmos operagoes em que o r e s u l t a d o e t a o 

grande que cause "overflow", o hardware pode r e t o r n a r um v a l o r 

m u i t o pequeno como r e s p o s t a . De modo semelhante, o r e s u l t a d o a 

pos o c o r r e r "underflow" pode ser um numero m u i t o grande. 

Um t r a t a m e n t o do t r a n s b o r d a m e n t o de expoente m u i t o usado 

nas maquinas e o baseado no enfoque de i n t e r r u p g a o . Apos t r a n s 

bordamento de expoente, o r e g i s t r a d o r mantera o r e s u l t a d o com a 
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c a r a c t e r i s t i c a de c o n t o r n o como t i n h a a n t e s . E n t r e n t a n t o o f l u x o 

do programa sera i n t e r r o m p i d o , e o programa d e s v i a r a para uma r o 

t i n a de manipulacao de t r a n s b o r d a m e n t o . 

Se ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hardware prove uma i n t e r r u p g a o ap5s tr a n s b o r d a m e n t o 

de expoente, o a r r a n j o e f r e q u e n t e m e n t e p r o d u z i d o p or r o t i n a s de 

manipulagao de "overflow". Alem d i s s o , as r o t i n a s de "overflow" 

imprimem mensagens para i n d i c a r que o c o r r e u t r a n s b o r d a m e n t o de 

expoente. A r o t i n a de "overflow" e normalmente s u p r i d a p e l o com 

p i l a d o r , e d e t e r m i n a q u a i s as opgoes que e s t a o d i s p o n i v e i s ao 

programador. Por exemplo, o c o m p i l a d o r P L / I prove as d e c l a r a g o e s 

ON OVERFLOW e ON UNDERFLOW que p e r m i t e ao programador t r a t a r o 

transbordamento d e n t r o de seu p r o p r i o programa. 0 FORTRAN IV G e 

H do sistema IBM / 360 e /370 prove o "extended error-handling 

f a c i l i t y " para t r a t a r os tr a n s b o r d a m e n t o s de expoentes. Existem 

d i v e r s a s t e c n i c a s de t r a t a m e n t o de t r a n s b o r d a m e n t o de expoentes 

que apenas c i t a r e m o s neste t e x t o . Podemos c i t a r o modo da co n t a 

gem d e s e n v o l v i d o por W. Kahan p a r a o IBM 7094 na U n i v e r s i d a d e de 

T o r o n t o e um o u t r o metodo denominado de "underflow" g r a d u a l tarn 

bem do mesmo a u t o r [_STERBENZ, 1974} . 



CAPITULO I I I 

PROCESSADORES DE PONTO FLUTUANTE zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.1 - I n t r o d u g a o 

A m a i o r i a das p r i m e i r a s maquinas foram p r o j e t a d a s com a 

unidade a r i t m e t i c a de pont o f i x o e f r e q u e n t e m e n t e , eram usadas 

com r e p r e s e n t a g o e s f r a c i o n a r i a s . P o r t a n t o , e r a de r e s p o n s a b i l i 

dade do programador f a z e r a e s c a l a de seus numeros para a forma 

f r a c i o n a r i a , t o r n a n d o o de s e n v o l v i m e n t o de programas de a p l i c a 

goes c i e n t i f i c a s m u i t o d i s p e n d i o s o £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA STERBENZ 3 1974 } . Para que 

e s t e t r a b a l h o , r e a l i z a d o a t e entao p e l o programador, f o s s e t r a n s 

f e r i d o ao computador, comegou-se o d e s e n v o l v i m e n t o de processa 

dores de numeros de ponto f l u t u a n t e £ MANO} 1976 ~] . M u i t o s com 

pu t a d o r e s tem s i d o c o n s t r u i d o s com a capacidade de o p e r a r com 

a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e . Em ponto f l u t u a n t e , o ponto da 

r a i z p a r a cada numero v a r i a automaticamente. Esta c a r a c t e r i s t i c a 
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e c o n s i d e r a d a como um dos m a i o r e s d e s e n v o l v i m e n t o s nos computado 

r e s d i g i t a l s , desde que p e r m i t e grande f l e x i b i l i d a d e na m a n i p u l a 

gao de q u a n t i d a d e s numericas. 

A i n c l u s a o da capacidade da a r i t m e t i c a de p o n t o f l u t u a n t e 

r e s u l t o u em aumento da complexidade no p r o j e t o da unidade a r i t 

m e t i c a . 

Computadores que nao i n c l u e m ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hardware p a r a operagoes em 

p o n t o f l u t u a n t e , normalmente executa-as a t r a v e s de programagao 

a d i c i o n a l , aumentando o tempo de execugao. Assim c o n c l u i m o s que 

o processador de p o n t o f l u t u a n t e pode s e r d i s p o s i t i v o de hardwa_ 

r e ou mesmo software d e s e n v o l v i d o p a r a t a l f i m . 

3.2 - C o n c e i t o s Basicos 

Apresentaremos algumas notagoes, c o n c e i t o s e a l g o r i t m o s 

i m p r e s c i n d i v e i s para a compreensao do que sera apresentado no 

r e s t a n t e do c a p i t u l o . 

3.2.1 - Notagoes 

As operagoes b a s i c a s da a l g e b r a p a r a c i r c u l t o s serao assim 

r e p r e s e n t a d o s : 
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OPERA QOES NOTACdES USA DAS 

AND X . I ou X I 

OR X + I 

NOT (ou complemento) X1 ou X 

OR EXCLUSIVO XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 I 

onde X e J sao operandos. 

T r a n s f e r e n c i a p a r a l e l a de r e g i s t r a d o r a r e g i s t r a d o r t e r a 

a s e g u i n t e notagao: 

A •*• B 

onde A e B sao r e g i s t r a d o r e s de n b i t s . 

A t r a n s f e r e n c i a de s u b r e g i s t r a d o r e s t e r a a s e g u i n t e forma: 

B •* F (A) 

G(A) •*• G(A) 

F(A) -*• FMJ 

C -*• G(A) 

onde 4, S e C sao r e g i s t r a d o r e s de n b i t s , m b i t s e n-m b i t s 

r e s p e c t i v a m e n t e , com n maior ou i g u a l a m3 F(A) e s u b r e g i s t r a d o r 

dos p r i m e i r o s m b i t s de A e G(A) o s u b r e g i s t r a d o r dos n-m u l t i _ 

mos b i t s de A. 

Seja A - ( A \ 3 Az A^) um r e g i s t r a d o r com capacidade 

de deslocamentos, e D um r e g i s t r a d o r de 1 b i t . Considere os sub 

r e g i s t r a d o r e s L(A) - ( A i s A2j...y
 A

n - j ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e ~ ^ 2 , ^ i . . . , ^ 

entao o deslocamento de um b i t do r e g i s t r a d o r A p a r a a esquerda 
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t e r a a s e g u i n t e notagao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

R(A) •* L ( A ) , D -v A 

n 

e para a d i r e i t a 

L(A) •* R(A)> D •*• Ai . 

A notagao de t r a n s f e r e n c i a c o n d i c i o n a l s e r a 

A A + A A + A 
o o 

onde A e o b i t de s i n a l do r e g i s t r a d o r A. 

3.2.2 - A l g o r i t m o s de Operagoes A r i t m e t i c a s em B i n a r i o de Nume 

r o s de Ponto F i x o 

Apresentaremos os a l g o r i t m o s de [_ ABD-ALLA, 1976 J a d i 

gao/subtragao, m u t i p l i c a g a o e d i v i s a o de b i n a r i o s i n t e i r o s , com 

os numeros n e g a t i v o s r e p r e s e n t a d o s em complemento de 2. 

3.2.2(a) - Adigao/Subtragao 

PASSO 1. Compare os b i t s de s i n a i s dos numeros. Se sao 

i g u a i s , va ao passo 2; caso c o n t r a r i o va ao pa£ 

so 3. 



- 3 1 -

PASSO 2. A d i c i o n e as magnitudes p a r a f o r m a r a soma. 0 

s i n a l e i g u a l ao dos d o i s numeros. Fim. 

PASSO 3. A d i c i o n e o complemento de 2 do numero n e g a t i v e 

Se o b i t de s i n a l da soma e 1 a t r i b u l m o s s i n a l 

0; caso c o n t r a r i o s i n a l 1. Fim. 

3.2.2(b) - M u l t i p l i c a c a o 

PASSO 1. I n i c i a com o p r o d u t o acumulado i g u a l a z e r o , de 

t e r m i n a o s i n a l do p r o d u t o e complementa os f a 

t o r e s que e s t i v e r e m na forma complementar. 

PASSO 2. I n s p e c i o n a os b i t s do m u l t i p l i c a d o r i n d i v i d u a l . 

mente, i n i c i a n d o p e l o b i t menos s i g n i f i c a t i v e 

PASSO 3. A d i c i o n a o m u l t i p l i c a n d o ao p r o d u t o acumulado 

se o b i t do m u l t i p l i c a d o r f o r 1; caso c o n t r a r i o 

a d i c i o n azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 's. 

PASSO 4. Desloca o m u l t i p l i c a n d o de 1 b i t p a r a a esquer 

da. 

PASSO 5. Va ao passo 2 e r e p i t a a i t e r a g a o a t e que todos 

os p r o d u t o s p a r c i a i s sejam a d i c i o n a d o s . No f.L 

n a l c o l o c a r o s i n a l . 
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3.2.2(c) - D i v i s a o 

PASSOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1. D e t e r m i n a r o s i n a l do q u o c i e n t e e c o n v e r t e r os 

termos que e s t i v e r a m na forma complementar. 

PASSO 2. S u b t r a i r o d i v i s o r do d i v i d e n d o , somando o com 

plemento de 2 do d i v i s o r . Se o r e s t o e um nume 

r o p o s i t i v o , o p r i m e i r o d i g i t o do q u o c i e n t e e 

1. Caso c o n t r a r i o f a z e r o p r i m e i r o d i g i t o i g u a l 

a z e r o e somar o d i v i s o r . 

PASSO 3. Deslocar o r e s t o p a r a a esquerda de um b i t e 

s u b t r a i r o d i v i s o r do r e s t o . Se o r e s u l t a d o f o r 

p o s i t i v o , a t r i b u i r 1 ao q u o c i e n t e e i r ao passo 

s e g u i n t e ; caso c o n t r a r i o a t r i b u i r 0 ao quocien 

t e e somar o d i v i s o r . 

PASSO 4. R e p e t i r o passo 3 a t e que o numero de d e s l o c a 

mentos s e j a i g u a l a d i f e r e n g a do numero de b i t s 

do d i v i d e n d o e do d i v i s o r . No f i n a l c o l o c a r o 

s i n a l . 

3.3 - Processador de Ponto F l u t u a n t e emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA HARDWARE 

E x i s t e m v a r i a s opgoes de e s t r u t u r a p a r a o p r o c e s s a d o r . Por 

exemplo: 

- Unidade a r i t m e t i c a de pont o f l u t u a n t e independente da 
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unidade a r i t m e t i c a de p o n t o f i x o , p e r m i t i n d o processamen 

t o p a r a l e l o ; 

- Unidade a r i t m e t i c a de p o n t o f l u t u a n t e contendo a de pon 

t o f i x o ; 

- Unidade a r i t m e t i c a de p o n t o f l u t u a n t e separada, mas que 

u t i l i z a a de ponto f i x o p ara o p e r a r com o expoente e a 

m a n t i s s a separadamente. 

Para o p r o j e t o que apresentaremos, escolhemos a segunda op_ 

gao porque os computadores j a possuem unidade a r i t m e t i c a de pon 

t o f i x o e p a r a e x p a n d i - l a p a r a p o n t o f l u t u a n t e b a s t a a c r e s c e n t a r 

um pequeno processador de p o n t o f i x o p a r a o p e r a r com o expoente, 

com um c u s t o nao m u i t o e l e v a d o e uma performance a c e i t a v e l . 

Agora podemos e s c o l h e r a base que devera ser u t i l i z a d a pe 

l o p r o c e s s a d o r .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 c r i t e r i o de e s c o l h a normalmente l e v a em cons_i 

deragao v e l o c i d a d e , c u s t o e f a c i l i d a d e de uso |_zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ABD-ALLA, 197 6 J 

As bases mais frequ e n t e m e n t e u t i l i z a d a s sao b i n a r i a , o c t a l , hexa 

d e c i m a l e d e c i m a l . E n t r e e s t e s escolhemos a base b i n a r i a , por 

que o c u s t o de m e m 5 r i a u t i l i z a d a e menor que o das o u t r a s e tarn 

bem p e l a f a c i l i d a d e de implementagao. Entao a a r i t m e t i c a de pon 

t o f l u t u a n t e s e ra PF(2,p, c l q ) , onde as operagoes serao executa 

das p a r a l e l a m e n t e em todos os b i t s . A r e p r e s e n t a g a o de numeros 

n e g a t i v o s s e r a na forma de complemento de 2 . 
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3.3.1 - Unidade A r i t m e t i c a de Ponto F i x o 

Apresentaremos p r i m e i r o a unidade a r i t m e t i c a de pont o f i x o 

e d e p o i s c o n s t r u i r e m o s a de ponto f l u t u a n t e a crescentando apenas 

um o u t r o a d i c i o n a d o r , o u t r o s r e g i s t r a d o r e s e d i s p o s i t i v o s neces 

s a r i o s . 

3.3.1(a) - Adigao e Subtragao 

Considere o a l g o r i t m o de adigao e subt r a g a o para numeros 

b i n a r i o s em complemento de 2 apresentado em 3 . 2 . 2 ( a ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

COUNT RESET 

CONTADOR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a 

ff 0 Cj a 2 

REGISTRADOR A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7> 

ADICIONADOR 

PAR ALELO 

(n + 1 ) FULL ADDER 

7> 

REGISTRADOR X 

sua 

1 

ADIC 

1 
S R S R 

GS G*  

1 0 1 0 

Figuro 3 .1 Layout do adicao ft subtrocao em uma unidade 

oritmetico de ponto f ixo paralelo. 

Na f i g u r a 3.1, d u r a n t e a operagao, o r e g i s t r a d o r A (acumu 

l a d o r ) mantem a p r i m e i r a p a r c e l a (ou minuendo), enquanto o r e g i s 

t r a d o r X mantem a segunda p a r c e l a (ou s u b t r a e n d o ) . Os f l i p - f l o p s 

G~cG^ i n d i c a m se a operagao e adigao ou s u b t r a g a o . No caso d£i 
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s u b t r a g a o a s a i d a dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f l i p - f l o p Gs gera um s i n a l p a r a complemen 

t a r X e a d i c i o n a 1 ao r e g i s t r a d o r A para f o r m a r o complemento de 

2. A sequencia dos s i n a i s de c o n t r o l e e as t r a n s f e r e n c i a s c o r r e s 

pondentes sao d e s c r i t a s a s e g u i r : 

IN I CIO | 1 '•*• G. p a r a a d i g a o , 

1 -*• G„ p a r a s u b t r a g a o , 

0 •*• o 

(G 0+G .)o J G0X + G.X -y X3 complementa X se Gc = 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b A U o A o 

Afi& £-GAXO
 + GSX0-^ * a ' a r m a z e n a ° s i n a i do r e s u l t a 

do em <* 

(a + 1) + o 

(Gc+G ) o - | S(A3X3GQ) •* A3 e f e t u a a adigao de A com X e se 
o A 1 o 

Ga = 1 a d i c i o n a 1 p a r a o b t e r o com 

o 

plemento de 2. 

(o + 1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA •* a 

(Gs+GA)a2\ *(X AQ) •* V3 l i g a o f l i p - f l o p caso o c o r r a 

overflow 

0 * Gs3 

0 + GA 

Tanto a adigao como su b t r a g a o requerem t r e s c i c l o s (time 

s l i c e ) para sua execugao (OQJ OJ3 A2^' 

S(A3X3GS) - A + X + Gs - adigao b i n a r i a b i t a b i t 
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3.3.1(b) - M u l t i p l i c a g a o 

Consideramos a m u l t i p l i c a g a o b i n a r i a como uma s e r i e de 

adigoes r e p e t i d a s conforme o a l g o r i t m o apresentado em 3.2.2. ( b ) . 

A operagao de m u l t i p l i c a g a o usa os r e g i s t r a d o r e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A3 Q e X m o s t r a 

dos na f i g u r a 3.2. 0 m u l t i p l i c a d o r e o m u l t i p l i c a n d o sao c o l o c a 

dos nos r e g i s t r a d o r e s A e X, r e s p e c t i v a m e n t e e o r e s u l t a d o f i n a l 

f i c a r a em (A, Q). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

!zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M U L T I P L I C A D O R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

REGISTRADOR A 

7> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 CLEAR COUNT 

REGISTfi ADOr? Q 

. i , 

<1 

ADICIONADOR 

PARALELO 

Desloco pora 

direita 

ADICIONE X SE 0 i = 1 

CONTADOR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a 

0 a 0 " i n+j 

MULTIPLIOUE 

ADICIONE 0 SE Qn = C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I 

REGISTRADOR X 

7\  

S R 

1 0 

T 

f l i p -f l op 

de sinal 
Cu ' 

MULTIPLICANDO 

Figuto 3 .2 - Loyout de multiplicacao em umo unidode aritmetica 

de ponto f ixo parolela. 

Os s i n a i s de c o n t r o l e e t r a n s f e r e n c i a c o r r e s p o n d e n t e s sao: 

INICIO l •*• GXI, 0 a 

M 
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GM °0 
| AQ^XQ •*• armazena o s i n a l do p r o d u t o 

AQ. S(A,1) + AQA •*• A,. Faz A p o s i t i v o 

(o + 1) •* o 

GM °1 
| R ( A ) •* Q3 T r a n s f e r e A para Q 

Xg.Sdsl) + XQ.X +A, Faz X p o s i t i v o e c o l o c a era 

(o + 1) + o A 

GM °2 
! A •*• X3 0 •*• A3 T r a n s f e r e A para X e z e r a A 

fa + 1) •*• a 

GM(cz+os+. . .+ \S(A3Qn.X) •*• A, 

GM(o 4+o 6+. . .+ | L ( A 3 Q) -y R (A, Q) J 

p r o c e s s o r e p e t i d o de adigao e 

deslocamento 

°2n+2} 0 *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V ( °  + 2 ) *  °  

GU°2n+Z 
*.S(A31) + <*A •*• A3 c o l o c a o r e s u l t a d o na forma 

de complemento dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 . 
0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * G M 

3.3.1(c) - D i v i s a o 

A operagao i n i c i a apos o carregamento do d i v i d e n d o e do 

d i v i s o r nos r e g i s t r a d o r e s A e X. 0 q u o c i e n t e e co l o c a d o no regis_ 

t r a d o r Q, o r e s t o no r e g i s t r a d o r A e o s i n a l no f l i p - f l o p «; 0 e s 

quema dos r e g i s t r a d o r e s usados na d i v i s a o e mostrado na f i g u r a 

3.3. 

Os s i n a i s de c o n t r o l e e as t r a n s f e r e n c i a s a s s o c i a d a s sao 

mostradas a b a i x o : 
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1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + GD, 0 + 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

REGISTRADOR A 

ADICION ADOR 

PARALELO 

REGISTRADOR X 

I 
REGISTRADOR Q 

Desloco poro 

esquerdo 

RESET COUNT 

1 £ 

f l i p -f l op 

de sinol 

CONTADOR 

cr zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T T T 
O 1 2 n* 5 

•  DIVIDE 

S R 

G D 

1 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

FT 

Figuro 3 .3 - Loyout de divisao numa unidade orif metico de 

ponto f ixo parolelo. 

A0 (t) %Q S armazena o s i n a l do q u o c i e n t e 

AQS(~A31) + AQA •*• Aj Faz A p o s i t i v o 

(o + i ) -*• o 

4 -> co l o c a 4 em 

X Q S ( X , 1 ) + XQX •*• A, Faz X p o s i t i v o e t r a n s f e r e 

p a r a ;4 

(a + !)•*- a 

A -*• X, 

Q + AT 

0 •> 

(a + D 

c o l o c a i4 em J 

c o l o c a Q em 4 

z e r a Q 
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0D 03zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | R(A3Q) •+ L(A3Q)3 d e s l o c a A e Q 1 p o s i 

gao p a r a esquerda 

(a + l ) •*• o 

GD o4 I S(AjXjl)-*- A, s u b t r a i X de A 

(o + l ) •*• a 

GD(og + c?+. . . +Q2n+Z) I R(AyQ) •*• L(A3Q)3 se A e p o s i t i v o g era 

AQ •* b i t 1 p a r a q u o c i e n t e , 

caso c o n t r a r i o b i t 0 

(ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + 1) -»• a 

Gn (a +0 + . . .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + 0 - . J I Q S(AaXtl) + Q S(A3X)+ A adigao ou sub 
u 6 8 2n+4 i n n T — 

t r a g a o de X de A se 

Q = 0 ou Q - 1 3 

n n 3 

r e s p e c t i v a m e n t e 

(a + 1 ) -*• a 

G j o 0 _J I *S(Q31) + •*• Q complemento de 2 se Q 

e n e g a t i v e 

0 * G £ 

3 . 3 . 1 ( d ) - Diagrama L o g i c o da Unidade A r i t m e t i c a de Ponto F i x o Pa 

r a l e l a . 

Agora,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a p 5s a apresentagao do modo como as operagoes a r i t 

m e t i c a s de pont o f i x o serao r e a l i z a d a s , podemos c o n s t r u i r a u n i 

dade a r i t m e t i c a de ponto f i x o . U t i l i z a r e m o s 3 r e g i s t r a d o r e s A3 

X3 e Q3 sendo que A e X devem ser do t i p o capaz de r e a l i z a r des 

locamentos ( s h i f t r e g i s t e r s ) . Na f i g u r a 3 . 4 apresentamos o d i a 

grama l o g i c o e na f i g u r a 3 . 5 os s i n a i s de c o n t r o l e da unidade 

a r i t m e t i c a de p o n t o f i x o . 
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QzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAMJJ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA£5 

"O"=C3J 

CJi(G* +Gs) 

t5« zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

G s 

PA"A 

D l f t t l T A 
DETiUCA 

MR A 
, ,ES(.LiLRDA 

REGISTRADOR A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SI 

ADIC! ON ADOR 

PARALELO 

7> 

{ GsCf  1 + G D T 2 Q . ) 

Cor r y-l n 

I . , . 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AM r f lnw 

REGISTRADOR X 

I I 

T 
Co 

GoTi 

Co 6 A ( A O 0 X O ) I  U W V *  (Ao9 Xo) Co G A ( I 

r — - , 1 r - i i 1 
•* v «* HZr*t+J 

( G» *G«)Oi G i ( A # X t ) 

( A 0 6 Xo) 

SINAL 

do produto ou 

do quociente 

- Co 

( G M + G O ) 

T »' 0 " »+ 0 »+ -KJiAAi 

T i • Gt+Cf*. f P J* . « 

figura 3 .4  - Unidode Aritm etica da ponto fixo pa ra le la . 
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&2n + Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Mult lpl lcacoo 

S R 

1 0 

SublrofSo 

0 2 n 4 3 

Divisao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

COUNT/ , clock ) 

1 

CONTADOR 

c 

ADICAO 

SUBTRACAO 

MULTIPLICAO 

„ DIVISAO 

D E C O D l F I C AD C f j 

* t I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Co* , K 

0 i Zn4£> 

Figura 3 .5 - Sinois de eont role da jrrldode a r i t m et i ca de 
pont o f i xo pcrc l e l a . 
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0 c o n t a d o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a e um c o n t a d o r b i n a r i o com uma contagem maxi 

ma de 2n + 5, onde n + 1 e o comprimento dos operandos. 0 c o n t a 

dor e r e - i n i c i a l i z a d o com z e r o (0) no i n i c i o de cada operagao. 

A adigao e s u b t r a g a o n e c e s s i t a apenas de t r e s s a l d a s 

(oo, Oi, c 2 ) / enquanto a m u l t i p l i c a g a o u t i l i z a a t e 2n + 3 e a d i 

v i s a o a t e 2n + 5. 

3.3.2 - Unidade A r i t m e t i c a de Ponto F l u t u a n t e P a r a l e l a 

D i v i d i r e m o s um r e g i s t r a d o r l o g i c a m e n t e da s e g u i n t e forma: 

EXPOENTE MANTISSA 

0 p r i m e i r o passo sera a d i s c u s s a o i n d i v i d u a l da implementa 

gao de cada operagao a r i t m e t i c a de p o n t o f l u t u a n t e . 

3.3.2(a) - Adigao e Subtragao em Ponto F l u t u a n t e 

A f i m de s i m p l i f i c a r a l o g i c a de c o n t r o l e na execugao, assu 

miremos a d i s p o n i b i l i d a d e dos r e g i s t r a d o r e s C e D para manter 

os expoentes e um a d i c i o n a d o r p a r a l e l o para o p e r a r com os expoen 

t e s . 

0 p r i m e i r o passo apos o i n i c i o da operagao e a t r a n s f e r e r ) , 

c i a dos expoentes para C e D. 
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O segundo passo e o a l i n h a m e n t o i n i c i a l das m a n t i s s a s . 

Consideramos que o numero de menor expoente e s t a emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A; caso con 

t r a r i o , s e r a n e c e s s a r i o uma permuta. 

0 t e r c e i r o passo sera a operagao de adigao ou su b t r a g a o 

das m a n t i s s a s . 

0 q u a r t o passo s e r a a n o r m a l i z a g a o do r e s u l t a d o e o q u i n t o 

e u l t i m o passo sera a u n i a o do expoente com a m a n t i s s a do r e s u l 

t a d o . 

Na f i g u r a 3.6 mostramos como f i c a o esquema dos r e g i s t r a 

d ores e dos a d i c i o n a d o r e s . 

A s e g u i r mostraremos os s i n a i s de c o n t r o l e e as t r a n s f e r e n 

c i a s n e c e s s a r i a s . 

INICIOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I 1 •+ QA> p a r a a d i g a o 

1 •*• QSJ p a r a s u b t r a g a o 

0 -*• P z e r a o c o n t a d o r 

(Q. + Qc)Pn , A •*• C} t r a n s f e r e e x p o e n t e de A p a r a C 
A o u e 

X •*• D. idem de X p a r a D 

(P+D+ P 

(QA + QS)P2 I S(C,D)-+ C3 faz C-D e c o l o c a em C 

(P+D+ P 

((*A + QS)P2 I °0Am + C0XnT Am> 

CnX + CnA •*• X 
0 m 0 m m 

Se C-D>0 e f e t u a a t r o c a de 

A e X 
m m 

CJP+4) + Crt(P+l)-*' P se houve t r o c a P7; caso 

0 0 <-> 

c o n t r a r i o Pg 

D - complemento dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 do r e g i s t r a d o r D. 
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o lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 ..\ 7  ' 

REGISTRADOR C 

7Y 

ADICIONADOR 

PARALELO 

7> 

0 1 2 3 

REGISTRADOR 
0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ft  

O 12 «k + l n 

Ae Am REG. A 

LOGICA DE CONTROLE 

E "GATES" DO AD1CI0 -

NAD 3 PARALELO DE 

PONTO FIXO. 

7Y 

012 »> 4 l . . . 

X t Xm REG. X 

S R 

OA 

1 0 

S R 

OS 

1 0 

CONTADOR 

T 

CONTADOR 

P 

f ICURA 3 . *  •  Loyo-jt de re gist ra dore s poia cdicoo e subtracoo de numeros 

de ponto T'.utuonte. 

t 
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' W P S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\S(C, D) -y C, 

(P+;J -y P 

\C -y D, 

D -y C3 

(P+D-y P 

\S(C3D) +C3 

(P+l) -yP 

soma C com D colocando o 

s u l t a d o em C 

t r o c a C por D 

r e 

f a z C-D e c o l o c a em C 

\CQL(A) + CQR(A) -y R(A)a-\ e f e t u a o a l i n h a m e n t o 

( n e c e s s a r i o de D-C 

posigoes 

CQ(C+1) + CQC -y C, 

CQP + CQ(P+DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + P 

(QA + QS)P7 do +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T I + . . . \R(A) + L ( A ) * d e s l o c a A3 1 p o s i g a o p/esquerda 

d e s l o c a X3 1 p o s i g a o p/esquerda +TD R(X) -yL(X) 

0 -y A 3 

n 

(QA+QS)F7 ^k 

0 -y X 3 

n 

W i n 

| (P+D-y P, 

0 - *- T 

\«A * GA> 

QS * °S> 

t r a n s f e r e o c o n t r o l e p a r a a uni_ 

dade a r i t m e t i c a de ponto f i x o 

(P+D-y P 

\(ZAGA+QSGS)(P+1) + (QAGA * QSGA)F * P 

v e r i f i c a se a adigao ou s u b t r a 

gao de p o n t o f i x o j a t e r m i n o u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(QA* Q8)* 10 

V.L(A) + V.R(A)-y R(A), s 

V(C+D + VC -y C3 

V(P+2) + V(P+DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -*• P 

se houver overflow^ 

d e s l o c a 1 para a 

d i r e i t a , a d i c i o n a 1 

ao expoente e f a z 

P=P 
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(QA*QS)P11zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | (AQ^)A1)R(A) + ( A Q (+) A2)L(A) +L(A), 

( A Q (+)A2) (C-1) + (AQ0A1) C - Ct 

( A Q ® A2)P + ( A QzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  AJ) (P + 1) -v P 

n o r m a l i z a o r e g i s t r a d o r A 

(GA*^S)F22f^0+ T l + k * ' \ L ( A ) * d e s l o c a 2 p o s i g a o p / d i r e i 

+T*J (x+ 1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA • + T t a 

0 * T 

(QA+QG^ZZ \ C * u n e ° e x P o e n t e a m a n t i s s a 4 

0 - 5 S 

3,3,2(b) - M u l t i p l i c a g a o de Ponto F l u t u a n t e 

A m u l t i p l i c a g a o de numeros de p o n t o f l u t u a n t e r e q u e r a 

a d i g a o de seus expoentes e a m u l t i p l i c a g a o das m a n t i s s a s . O mul^ 

t i p l i c a d o r f i c a r a no r e g i s t r a d o r X e o m u l t i p l i c a n d o no r e g i s t r a 

d o r Mostraremos o esquema dos r e g i s t r a d o r e s n e c e s s a r i o s para 

a m u l t i p l i c a g a o na f i g u r a 3.7. 

Os s i n a i s de c o n t r o l e e as sequencias de t r a n s f e r e n c i a as 

s o c i a d a s sao mostrados a s e g u i r : 

mlcio | izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -> QM, 

o --»• P> 

0 '"*• T 



S R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
O M 

1 0 
CONTADOR 

T 
CONTADOR 

J> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E 
REGISTRADOR 

C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
7T 

ADICIONADOR 

PARALELO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7> 

REGISTRADOR 

Ae Am 

SI 

LOGICA DE CONTRO-

LS E "GATEi" DO 

MULTIPLICADOR DE 

PONTO FIXO. 

<7 

Xe Xm 

M/ Q 

multiplicodor de 
ponto f ixo. 

Figura 3 .7 - Layout de registrodores para multiplicocdo de numeros de 

ponto flutuante. 
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°-MPQ \ A

E •*
 C> t r a n s f e r e o expoente de A e X para 

X& •* D3 C e Dt r e s p e c t i v a m e n t e 

(P+l)+P 

QMP2 \S(C3D)-yC3 a d i c i o n a C e D em C 

(CQ (+) DQ)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -> CCJ armazena o s i n a l do expoente 

CPzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+2; -+P 

QM

P2 | a i f ^ 0  ••• V overflow de expoente 

T° \R(A)+ L ( A ) 3 d e s l o c a A e X uma p o s i g a o para 

R(X)-y L ( X ) 3 a esquerda 

0 •* A^3 c o l o c a z e r o nas u l t i m a s p o s i 

0 •* Xn3 goes de A e de X 

( T + D+l 

QM

P2 l + T 2 + ' • • |As mesmas t r a n s f e r e n c i a s de T 0 

QMPZTK \(P+1)+P3 

0 -*• i j a t i v a o c i r c u l t o de m u l t i p l i c a 

1 •* G\. : gao Je ponto f i x o 

Q,,P, \ G.J P+l) + G„P •* P v e r i f i c a se a m u l t i p l i c a 
4 M M — 

gao de ponto f i x o j a en 

c e r r o u 

QMP5(T0+T1 +. . . + TD \L(A3Q) -*• R(A3Q)3 d e s l o c a uma po s i g a o p a r a 

(T + 1) •*• i j a d i r e i t a k+1 vezes 

V « R U m } + (Ak®Ak+l}zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z(* mM"m>' 

e f e t u a a pos-normalizagao 

(Ak~®TkTi) ( c - 1 } + (Ak®Ak+i)c * °> 

se houve a p5s-normalizagao 

s u b t r a i 1 do expoente 

(P+l) -yp 
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IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C •* Ae> une o expoente a m a n t i s s a em A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *  « «  

• Na m u l t i p l i c a g a o pode o c o r r e r overflow de expoente, mas de 

m a n t i s s a nao podera o c o r r e r , porque a magnitude do p r o d u t o de 

duas f r a g o e s n o r m a l i z a d a s e s t a c o n t i d a no i n t e r v a l o 

1/4 < x <• lj onde x r e p r e s e n t a o p r o d u t o . 

3.3.2(c) - D i v i s a o de Ponto F l u t u a n t e 

A d i v i s a o de d o i s numeros de p o n t o f l u t u a n t e e r e a l i z a d a 

p e l a s u b t r a g a o dos expoentes e d i v i s a o das m a n t i s s a s . A d i v i s a o 

comega com o armazenamento do d i v i d e n d o e do d i v i s o r nos regis_ 

t r a d o r e s A e X, r e s p e c t i v a m e n t e . Os expoentes A^ e X^ sao trans_ 

f e r i d o s p ara os r e g i s t r a d o r e s C e D. 0 a d i c i o n a d o r p a r a l e l o , co 

mo mostra a f i g u r a 3.8, e f e t u a a d i f e r e n g a dos expoentes e as 

m a n t i s s a s apos serem deslocadas sofrem d i v i s a o de po n t o f i x o . 

A s e g u i r , apresentaremos os s i n a i s de c o n t r o l e e as respec 

t i v a s t r a n s f e r e n c i a s : 

INICIO I 1 •*• QD, 

0 -y P, 

0 •* T 

QnPn \ A Cj t r a n s f e r e os expoentes de A e de X 

X Dj para C e D, r e s p e c t i v a m e n t e 

(P+l) •+ P 
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QD

P2 \S(C,D) -*• C3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f a z a d i f e r e n g a C-D em C armaze 

(CQ (+) D'~) •*• « na o s i n a l do expoente 

CPzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+2; •*• P 

e p P 2 I «c/C0 © DQ) •* V, overflow de expoente 

(P+l) •* P 

QpPg \R(A) •* L ( A ) j d e s l o c a A e X 1 p o s i g a o p a r a a 

R(X) + L ( X ) 3 esquerda 

0 •* A^j c o l o c a z e r o na po s i g a o n de A 

0 * X . e de X 
n 

(X+l) •*• T 

QfiP^ ( t i + T 2 + .. .
+ X

 K [ s i m i l a r a x 0 , d e s l o c a A e X 1 p o s i g a o p a r a a 

esquerda k vezes 

Q P T, \(P+1)-*P3 a t i v a o c i r c u l t o de d i v i s a o de 

U O rC 

0 i j pont o f i x o 

1 + S 
fi^P^ IG^CP+IJ + Ĝ P •+ P3 v e r i f i c a se a operagao 

de d i v i s a o de pon t o f i x o 

j a t e r m i n o u 

\GpQ + G^A •*• A t r a n s f e r e o q u o c i e n t e Q 

p a r a A. 

QDP5(T0 +%!+.. .+xk) \L(A,Q) * R(A,Q), d e s l o c a (A, Q) k+1 p o s i 

(T + 1) •*• T/ goes p a r a a d i r e i t a 

(OP IC •* A i une o expoente com a m a n t i s s a em A 
*D 6 1 e 

o - e D 
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i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i 
i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E 
7J 

ADICIONADOR 

PARALELO 

7> 

CONTAOOR 

T 
CONTADOR 

P 

Ae 

E 
Am 

7> 

I / SdCA DE rONTROLE 

E "GATES" DA DIVISAO 

DE PONTO FIXO. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7Y 

7Y 

Xm 

M/ O 

Figuro 3 .8 - Loyout de registradores poro divisao de ponto flutuante 

porolelo. 
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3.3.2(d) - Diagrama L o g i c o da Unidade A r i t m e t i c a 

F i n a l m e n t e , podemos esquematizar a Unidade A r i t m e t i c a ca 

paz de o p e r a r com numeros de p o n t o f i x o e numeros de p o n t o f l u 

t u a n t e . 

A p r o v e i t a r e m o s a unidade a r i t m e t i c a de p o n t o f i x o , apresen 

t a d a em 3.3.1(d) na f i g u r a 3.4, e adicionaremos as novas funcoes 

a t r a v e s de uma d i v i s a o l o g i c a dos r e g i s t r a d o r e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e X alem da 

i n c l u s a o dos r e g i s t r a d o r e s C e D e de um a d i c i o n a d o r p a r a l e l o de 

p o n t o f i x o . A unidade a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e p a r a l e l a e 

mostrada na f i g u r a 3.9 e os s i n a i s de c o n t r o l e na f i g u r a 3.10. 



(Q.< -OS)PT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  paro X 

( 0 » •  O . )P> 

para 

C 

5.'erf',;*  de 
Vi 

expoente 
Vi 

(CoSDo) (Go + G«) 

Ti •  cs+ o»+ + a i ««s 

TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ  = 0*«+ Cf«+ •+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Oz»** 

Ti = T 0 + Ti *  

Figura 3 .9 - Unidade orltmdtica ' de ponto f lutuonte paratela. 
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C0UNT (.clock ) CLEAR 

CONTADOR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P 

DECODIFICADOR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

po 5. 

^ADICAQ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-SUBTRACAO , 
l  v „ COUNTtclock) 
MULTIPLICACAO 
.DIVISAO 

CLEAR 

Adicio 

Subtr. 
»zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— 
aMult , 

—DJX'S. 

CONTADOR 

T 

DECODIFICADOR 

T 0 Tl Tk 

Figura 3 .1 0 Smais de controle poa a unidade aritmetica de 

ponto f lutuante. 
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3.4. - Processadores de Ponto F l u t u a n t e emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SOFTWARE 

Os microcomputadores e c e r t o s minicomputadores nao possuem 

processadores de ponto f l u t u a n t e em hardware. Para s u p r i r e s t a 

l a c u n a , e x i s t e m solugoes economicas, e uma d e l a s e o desenvolvi_ 

mento de r o t i n a s que simulem as fungoes de um pr o c e s s a d o r . 

As r o t i n a s sao t r a n s p a r e n t e s ao u s u a r i o , p o i s na m a i o r i a 

dos casos, o c o m p i l a d o r gera d e s v i o s para as r o t i n a s de Ponto 

F l u t u a n t e , na f a s e de tradu g a o do programa e s c r i t o em linguagem 

de a l t o n i v e l p a r a a linguagem de maquina. 

Antes de apresentarmos uma p o s s l v e l e s t r u t u r a de um softwa 

re p r o c e s s a d o r de numeros de ponto f l u t u a n t e , d i s c u t i r e m o s ra p i _ 

damente os problemas dos co m p i l a d o r e s com a f i n a l i d a d e de execu 

t a r c a l c u l o s c i e n t l f i c o s p a r a maquinas d e s p r o v i d a s de hardware 

p a r a p o n t o f l u t u a n t e . 

3.4.1 - Liga g a o das R o t i n a s de Ponto F l u t u a n t e 

Em g e r a l as r o t i n a s de ponto f l u t u a n t e sao l i g a d a s aos 

programas f o n t e s , conforme m o s t r a a f i g u r a 3.11. 

0 p r i m e i r o passo s e r a d e s e n v o l v e r s u b r o t i n a s que fagam 

os processamentos que envolvem numeros de pont o f l u t u a n t e e em 

seguida essas s u b r o t i n a s sao u t i l i z a d a s p e l o s c o m p i l a d o r e s duran 

t e a t r a d u g a o das l i n g u a g e n s de a l t o n i v e l . Temos os compilado 

r e s FORTRAN^ SL/1 e o u t r o s d e s e n v o l v i d o s para o computador IBM 
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1130 que pertencem a c a t e g o r i a d e s c r i t a acima. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Programa 

Fonte 

Compilodor 

Progromo 

Objeto , 

Rotinos de manipulacSo def 

ponto flutuonte em linguo 

gem de mdquino. 

Modulo de 

Ligaco'o 

progromo objeto ligodo 

com os rotinos de ponto j 

(lutuonte. 

Figuro 3.11 - Compilacoo de progromo fonte e ligocoo 

dos rotinos de ponto f lutuante. 

A p r i n c i p a l desvantagem d e s t e t i p o de c o m p i l a d o r , e a im 

p o s s i b i l i d a d e de t r a n s p o r t a - l o para o u t r o computador d i f e r e n t e 

daquele p a r a o q u a l f o r a d e s e n v o l v i d o . 

Uma das p o s s i b i l i d a d e s para t o r n a r um co m p i l a d o r t r a n s p o r 

t a v e l de uma para o u t r a maquina d i f e r e n t e , e e s c r e v e r o c o m p i l a 

dor e as r o t i n a s de ponto f l u t u a n t e numa linguagem de a l t o n i v e l 

comum a v a r i a s maquinas. 0 co m p i l a d o r devera g e r a r um c 5 d i g o i n 

t e r m e d i a r i o (independente de maquina) , que n e c e s s i t a ser t r a d u z i _ 

do p a r a o co d i g o de uma maquina e s p e c i f i c a p a r a s e r executado, 

conforme mostra a f i g u r a 3.12 



proqroma fonte zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

Compilodor 

/  Codiqo 
/  Intermediario zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I ~  

Trodutor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z
Progromo em lingua-
gem de moquino 

Figuro 3 .1 2 - Compilocoo e geracjo de codigo de moqulno de um 
programa (onte em Jinguagem de olto nivel. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.4.2 - R o t i n a s para Processamento de Numeros de Ponto F l u t u a n t e 

E x i s t e m v a r i a s maneiras de r e s o l v e r o problema de proce£ 

sar numeros de ponto f l u t u a n t e quando a maquina nao d i s p o e de um 

processador emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hardware. 4 

Temos a opgao mais t r a d i c i o n a l de d e s e n v o l v e r s u b r o t i n a s , 

a b e r t a s ou fechadas, em linguagem de b a i x o n i v e l e c o l o c a - l a s nu 

ma b i b l i o t e c a do s i s t e m a . E x i s t e a p o s s i b i l i d a d e de g r a v a - l a s 

numa ROM (Ready Only Memory) deixando as operagoes m i c r o p r o g r a 

madas, conseguindo i n c l u i r m a c r o - i n s t r u g o e s ao c o n j u n t o b a s i c o 

de i n s t r u g o e s . 

A nossa t a r e f a a q u l , s e r a d e s c r e v e r os r e q u i s i t o s necessa 

r i o s p a r a compor o processador em software. 0 t r a b a l h o i n i c i a l 

s e r a o mesmo que efetuamos p a r a o hardware3 ou s e j a , e s c o l h a da 

base, e s c o l h a dos a l g o r i t m o s , d e f i n i g a o da a r i t m e t i c a e f i n a l m e n 

t e a e s t r u t u r a g l o b a l . Basicamente, o processador devera t e r os 
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s e g u i n t e s t i p o s de r o t i n a szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA QzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PRICE, 1968 ~] : 

- R o t i n a s para as operagoes a r i t m e t i c a s b a s i c a s 

. Adigao/Subtragao 

. M u l t i p l i c a g a o 

. D i v i s a o 

- Operagoes de t r a n s f e r e n c i a 

. Carregue p s e u d o - r e g i s t r a d o r e s 

. Armazene conteudo dos p s e u d o - r e g i s t r a d o r e s 

- Operagoes de conversoes 

. I n t e i r o p a r a p o n t o f l u t u a n t e 

. Ponto f l u t u a n t e b i n a r i o p a r a d e c i m a l 

. Decimal de pon t o f l u t u a n t e p a r a b i n a r i o 

. Ponto f l u t u a n t e p a r a i n t e i r o 

. Mudanga de s i n a l de um numero de ponto f l u t u a n t e 

. V a l o r a b s o l u t o de um numero de ponto f l u t u a n t e 

- Outras fungoes ( o p c i o n a l ) 

. Seno 

. Cosseno 

. Raiz quadrada 

. E x p o n e n c i a l 

. L o g a r i t m o 

. e t c . . . 



- R o t i n a s para a n a l i s e de e r r o s 

A f u n c a o b a s i c a dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA software p r o c e s s a d o r , sera dar um t r a 

tamento i n i c i a l aos numeros de ponto f l u t u a n t e , de forma que os 

expoentes e as m a n t i s s a s possam ser t r a t a d o s separadamente p e l a 

u n i d a d e a r i t m e t i c a de ponto f i x o , como i l u s t r a a f i g u r a 3.13, e 

d e p o i s d a r o t r a t a m e n t o f i n a l p a r a u n i r o expoente e a m a n t i s s a 

do numero. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Software processador de Unidade orit inet ico 

numeros de ponto f l u t u - e ( d g i c o de ponto 

ante. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASi f i xo 
S j 

(hardware) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

UA 

figuro 3 .3 3 - Layout do pseudo unidade aritm etica de ponto f lutuante. 

Nao apresentaremos um p r o j e t o de um processador de ponto 

f l u t u a n t e em software , porque s e r i a basicamente s i m u l a r o que 

f o i a p resentado p a r a hardware . A implementacao do processador e 

s i m p l e s , desde que a a r i t m e t i c a e s t e j a bem d e f i n i d a . 

UA - Unidade a r i t m e t i c a 



CAPlTULO IV 

ANALISE DE ERROS 

4.1 - Introducao 

A a n a l i s e de erros em um r e s u l t a d o nuraerico e fundamental 

para qualquer computacao i n t e l i g e n t e , s e j a e l a f e i t a manualmente 

ou com um computadorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [JdcCRAKEN3 197 8~\ . Respostas Numericas para 

problemas, geralmente contem e r r o s que proveem de duas areas 

aquelas i n e r e n t e s a formulagao matematica do problema e aqueles 

s u j e i t o s durante os c a l c u l o s da solucao numerica \jlALSTON 3 1965J. 

A p r i m e i r a c a t e g o r i a i n c l u i os e r r o s i n t r o d u z i d o s na formulagao 

matematica de um problema que espelha somente uma aproximagao pa 

r a a situagao f l s i c a . T a i s e r r o s sao muitas vezes d e s p r e z i v e i s , 

como no caso dos e f e i t o s r e l a t i v l s t i c o s , que sad desprezados nos 

problemas da mecanica c l a s s i c a . Se e l e s nao sao d e s p r e z i v e i s , 

entao, nao importa quao c o r r e t a s e j a a computacao numerica, sem 

file:///jlALSTON
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pre havera um e r r o s i g n i f i c a t i v o na r e s p o s t a . Uma outra fonte de 

e r r o s i n e r e n t e s e a i n c e r t e z a nos dados f i s i c o s . Geralmente sao 

d e s p r e z i v e i s quando causados pelos e r r o s nas constantes f l s i c a s 

(por exemplo, na constante g r a v i t a c i o n a l ) , mas quando sao r e s u l 

tados de e r r o s nos dados empiricos, dignos de solucoes computa 

das, devem ser cuidadosamente ponderadas contra e s t e s e r r o s . 

Ha t r e s fontes p r i n c i p a l s dos e r r o s computacionais: 

(a) 0 e r r o g r o s s e i r o , ou e r r o causado por n e g l i g e n c i a ; 

(b) Solugao de uma aproximacao do problema formulado. Um 

caso t l p i c o e a s u b s t i t u i c a o de um processo i n f i n i t o 

por uma aproximacao f i n i t azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [_KNUTH3 1971~\ j 

(c) Corte ou arredondamento dos numeros causados p e l a s l i 

mitacoes da maquina. 

Observemos agora, em poucos exemplos, a importancia da 

a n a l i s e de e r r o s . 

0 p r i m e i r o exemplo, r e f e r e - s e ao c a l c u l o de uma das r a l 

zes da equagao x2 + 0.4002x + 0.00008 - 03 usando a a r i t m e t i c a 

PF(1 03 43 a) e a formula 

-b + ibz - 4ao 
x — 

2a 

a r e s p o s t a e -0.00015. A a r i t m e t i c a introduz um e r r o de 25%. A 
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r a i z c o r r e t a obtida com o uso da a r i t m e t i c azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PF(103 83e) e 

-0.0002. I s t o nao s i g n i f i c a que a a r i t m e t i c a de o i t o d i g i t o s r e 

s o l v e r a todos os problemas. 

Considere agora a s e r i e de Taylor para o seno zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

„ 3  5  7  „ s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
*U *C i C X 

Sen x = x - -=-r + -rr -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TTT + j r + 

E s t a s e r i e e teoricamente v a l i d a para qualquer angulo f i n i t o , on 

de o e r r o de truncamento cometido pelo c o r t e dos termos menores 

_ 1  6  

do que um determinado l i m i t e , digamos 10 , e menor em v a l o r 

absoluto que o primeiro termo desprezado. E s t a afirmacao s e r i a 

v e r d a d e i r a se houvesse alguma forma de conservar um numero i n f i _ 

n i t o de d i g i t o s em cada r e s u l t a d o a r i t m e t i c o . 

A a v a l i a c a o do seno p e l a s e r i e de Taylor numa maquina que 

u t i l i z a a a r i t m e t i c a PF(163143 o i l ) para angulo 1110° o e r r o em 

v a l o r absoluto e da ordem de 10 , j a para angulos maiores, por 

exemplo, 2550° o r e s u l t a d o e totalmente sem s i g n i f i c a d o . 

Sem nos estendermos em novos exemplos, f i c a c l a r o que, 

sem uma a n a l i s e dos e r r o s nos c a l c u l o s , nao sabemos muito sobre 

os r e s u l t a d o s . 

4.2 - E r r o R e l a t i v o 

Se x e uma aproximacao de x e x ^ 0, o e r r o r e l a t i v o p e 

d e f i n i d o por 
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5u 

i s t o e e q u i v a l e n t e a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x = (1 + p)x. (4.2) 

Note que p e um numero com s i n a l . 0 v a l o r absoluto de 

x e maior que | a:|  quando p e p o s i t i v o , e e menor quando 

-1 < p < 0. Se p <~13 x tern o s i n a l i n c o r r e t o . Se x = x - 03 

entao p - 03 se x - 0 e x ? 03 p - ° °  

Suponha que x e e s c r i t o na forma: 

x = vem3 v~l < In| < I . (4.3) 

Nao e n e c e s s a r i o que x e s t e j a em S ( r 3 p ) 3 p o i s desta forma m pode 

r a t e r um numero i l i m i t a d o de d i g i t o s . 

S e j a x - rem. 0 expoente e f o i usado para x e x, logo nao 

podemos e x i g i r que m s e j a normalizado, assim 

x — x m — m tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A A \  
p ~  - . (4.4) 

Portanto, o e r r o r e l a t i v o na aproximagac x ~ x e tambem o err o 

r e l a t i v o nas mantissa s , quando os numeros tern o mesmo expoente. 

Um caso importante surge quando x s a t i s f a z (4.3) x = x on 

de x e a aproximacao pelo c o r t e de p d i g i t o s de x na base r. En 

tao |m| _< \m\3 assim p _< 0. Uma vez que 

\m - m\ < v PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e r
 1

 < I m I < 1. 
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(4.4) produz 

> p > -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r~(p " 
1) 

( 4 . 5 )  

Frequentemente re-escrevemos ( 4 . 5 ) como 

x = (1 - p)x3 0 < p < r~(p " 2 ) . ( 4 . 6 )  

E s t e l i m i t e de e r r o r e l a t i v o proveniente do c o r t e de um numero 

em S ( r 3 p ) e bastante conveniente, e n t r e t a n t o podemos melhora-lo, 

para uso o c a s i o n a l . Suponhamos que x s a t i s f a z ( 4 . 3 ) e escrevemos 

x = (1 - p)x. Agora \x\ - (1 - p)\x\3 assumindo que x > 0. S e j a 

x - x - e, entao 

p -

7 U 

onde 0 < z < ve~v e re~ < x < re . S e j a f i t ) = ~ entao 
— ~ x + t 

f ' ( t ) = -=r-£ r > 03 

(X + t ) 2 

o v a l o r maximo de f ( t ) no i n t e r v a l o 0 < t. < ve p e 

e - p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
fCr

 y

) . Portanto 

0 < p < f ( r e "  P ) = — ( 4 . 7 )  
x + v r 

— e - 1 
Agora x > v 3 assim ( 4 . 7 ) produz 

r-(p-V 

x - (1 - p)x3 0 < p <— . ( 4 . 8 )  
, j -(p-1) 
1 + r c 
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4.3 - E r r o R e l a t i v o emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PF('r, p, o l q ) 

Estudaremos o er r o r e l a t i v o introduzido p e l a operacao a 

r i t m e t i c a em PF ( r 3 p 3 o l q ) e o modo como o e r r o se propaga p e l a s 

operagoes a r i t m e t i c a s . Assuminos q>0 para o estudo que r e a l i z a 

remos. 

4.3.1 - E r r o R e l a t i v o na M u l t i p l i c a g a o e D i v i s a o 

Em PF ( v 3 p j c l q ) com q > 0, temos a*b - ah e a+b - a/b, l o 

go 

a*b = (1 - p)ab> 0 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p < r~(p~2)7 

a*b = (1 - p) p 0 < p < r~(P~1}. (4.12) 

Suponha que x e y sao aproximacoes de x e y respectivamente, com 

x = (1 + o ) x 

y = (1 + T)y. (4.13) 

Se x e y sao r e s u l t a d o s de c a l c u l o s a r i t m e t i c o s , normalmente nao 

conhecemos os s i n a i s de 0 e x, e os seus l i m i t e s podem ser tao 

grandes quanto r . Agora se x e y sao numeros armazenados 

na maquina, podemos t e r x * y. 

De (4.1) podemos e s c r e v e r 

x *y = (1 - p)xy 3 0 <_ p < r P 2 ^ 
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e assim zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x * y - (1 - p ) ( l + a ) ( l + i ) x y . 

s u b s t i t u i n d o o e r r o r e l a t i v o por , temos 

x * y -- (1 + Tp)xy 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ifi = - p + a +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T - p a - px + a x - pa x . (4.14) 

Suponha que p , a e x representam v a l o r e s r e l a t i v a m e n t e pe 

-5 

quenos, digamos menores do que 10 . Entao os ultimos termos do 

produto em (4.14) sao bem i n s i g n i f i c a n t e s em r e l a c a o a p , a e x, 

assim 

T j j - - p + a + T . (4.15) 

Uma vez que nao conhecemos os s i n a i s de a e x o s i n a l em (4.15) 

nao tern s i g n i f i c a d o , pois nao sabemos se a e x serao adicionados 

ou s u b t r a i d o s . 

A d i v i s a o se comporta de forma s i m i l a r . Se x e y s a t i s f a 

zem (4.13), escrevemos 

x T y = (1 - p) * , 0 < p < r~(p 1 } 

y 

assim 

~ . - (1 - p ) ( l + o) x 
x - y - — 

(1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *  T)  Y 
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Se escrevermos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x r y = (1 + 6) £ 

temos 

2 + o — . 

(1 + X) 

Lembrando que | zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT | < 13 obtemos uma aproximacao u t i l para 1 + 63 

— - 2 - T + T 2 - f T 3 + ... 

1 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T 

Se | T | e muito proximo de zero, i s t o da 

1 i 

- 1 - T 

i + T 

entao 

6 - - p - / - a - T 

que tern pouca s i g n i f i c a n c i a pelo mesmo motivo de (4.15). 

4.3.2 - E r r o R e l a t i v o na Adigao e Subtracao 

No C a p i t u l o I I vimos que no caso da adigao de magnitudes 

temos, 
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azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 b = a + b3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e 

a 0 b - a - b, d e s t a forma 

a © b = (1 - p) (a + b ) 3 0 < p < r ~
( p ~ 2 ) 

a 0 b = (1 - p ) ( a + b ) 3 0 < p < r~
(p~2). (4.17) 

A subtragao pode ser r e s u z i d a para a adigao a 0 b onde a > 0 e 

b < 0 com a >^ \b\. A operacao a 0 b e exata se a - -b3 d e s t a f o r 

ma assumiremos que a > 03 b < 0 a3 b> -a. Escrevendo 

a + b = r m 3 

e a 0 b - rem 3 

assim 

a(+)b = (1 + p ) ( a + b ) 3 |p| < r~(p~2) (4.18) 

Podemos melhorar l i g e i r a m e n t e (4.18) se a 0 b > a + b3 en 

tao se a © b ^ a + b3 logo a © b e maior do que a + b pelo menos 

na posicao p + q - 1. Temos que 

a 0 b = (1 + p ) ( a + b ) s - r~
(p~2) < p < r " r P + c ? " 2 J (4.19) 

Passaremos a estudar o problema da propagagao de e r r o s , 

embora s e j a mais v a n t a j o s o estuda-lo em termos de e r r o absoluto. 

Suponhamos que x e y sao aproximagoes de x e y r e s p e c t i v a 

mente, s a t i s f a z e n d o (4.13), e com a ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T maiores do que -I, por 

tanto x e y tern os s i n a i s c o r r e t o s . 

Considerando que x e y sao p o s i t i v o s , temos 

r < m < 1 

\m - ml < r 



- 7 0 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x + y=. x + y + ax + t y 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

assim x + y = (1 + \p) (x + y) 

onde if; (x + y) = ox + xy . 

Agora 

\jnin ( a 3 x ) J (x + y) < ax + xy < \ j n a x ( o 3 i ) \ i (x + y) 

entao min (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO3T) _< ip < max(a3i) (4.20) 

I s t o produz 

| if; | _< max ( | a \ 3 \x\) 

que no caso da adigao, o e r r o r e l a t i v o e no maximo i g u a l ao maior 

e r r o r e l a t i v o dos termos. 

Na subtracao a a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e nao introduz 

e r r o , os e r r o s sao provenientes dos p r 5 p r i o s operandos. 

4.4 - Propagacao de E r r o s de Arredondamentos 

Para mostrar o crescimento do e r r o de arredondamento, con 

sideraremos o problema da computacao da seguinte expressao: 

n 

x = n (4.21) 

1=0 

file:///jnin
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Assumimos que todos oszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x^'s sao numeros de ponto f l u t u a n t e exa 

t o s . 0 procedimento da computacao e o seguinte 

assim x = P . Uma vez que estamos u t i l i z a n d o PF(v3p3a)temos 

0 o 

Pj^ — P'j^_2 * ^ — l j % 3 . . . j n 

entao, 

Pk = ( 1 + pk} Pk *** 

onde depende da a r i t m e t i c a usada. Para PF ( r 3 p 3 c l q ) com q >_ 1, 

temos 

0<9k <r-(p~2) 

Por outro lado, se u t i l i z a r m o s a r i t m e t i c a com arredonda 

mento, teremos 

K 2 

onde 

Pi = (1 + p i ; PizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 4 .22) 

e por indueao 

k 

Pk =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I n n + P J ] Pk . ( 4 .23) 
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Observemos isoladamente cada p . Daremos os l i m i t e s p*  e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p^r t a l que 

- p*  < pi < p*  (4.24) 

Assumiremos que p*  >_ 0 e p*  > 0 e que p*  < 1, 

1 - p*  > 0. Entao 

- 1 + (1 - p * j n < o < (1 + p * ) n - 1 

- i + a - p j nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - - i (%) p^(-Dk+1 > e r j j p*fe 

S e j a p maior do que p*  e p * . Entao 

o\ < (1 + p ) n -1. 

n 

Consideremos (1 + p) -1 

ft 

(1 + p) -1 = E f j , J p - np + p + 

assim se n p e pequeno, temos 

(1 + p ) n -1 ~ np (4.25) 

En t r e t a n t o , desejamos quase sempre um l i m i t e para | a |  ao i n v e s 

de uma aproximacao. Para p > 0, 

( 1 + p;» .j = .2 + \ (») P

k < - i + i <JLBzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>1 = enp-l 

k=0 k=0 kl 
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entao temos 

< e n pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 1 . (4.26) 

4.4.1 - Condigao 

No estudo de propagagao de e r r o s , frequentemente confron 

tamos com a questao de como um e r r o nos dados de entrada a f e t a 

O r e s u l t a d o de uma fungao. Em g e r a l , podemos d i z e r que o proble 

ma da computacao de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y = fix) (4.27) 

e s t a bem condicionado se pequenas mudangas em x produzem peque 

nas mudancas em f i x ) , enquanto que e s t a mal condicionado ou po 

bremente condicionado se pequenas a l t e r a c o e s em x causam gran 

des mudancas em f i x ) . I s t o e muito vago, porque nao podemos espe 

c i f i c a r o s i g n i f i c a d o de pequeno e grande. Em alguns casos i n t e 

r e s s a - n o s mudangas a b s o l u t a s , enquanto em o u t r a s mudancas r e l a 

t i v a s . 

A condigao do problema (4.27) pode depender de x bem co 

mo da fungao f i x ) . Portanto, para uma dada fungao f i x ) , o proble 

ma de sua computagao pode e s t a r bem condicionado para alguns va 

l o r e s de x e mal condicionado para outros. 
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4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 5 - A n a l i s e de E r r o s de um Programg 

fi muito d i f i c i l a n a l i s a r os e r r o s provenientes de progra 

mas, principalmente se e s s e s programas nao foram desenvolvidos 

pelo u s u a r i o . I s t o geralmente e devido ao desconhecimento da im 

plementagao do algoritmo u t i l i z a d o , e dos r e s u l t a d o s p a r c i a i s . 

Suponha que temos uma subrotina para c a l c u l a r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y = ax + b e a a r i t m e t i c a e PF(10,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 8,0) considerando que: 

azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - .56785679 

b = -.30849066 

X - .54325433 

temos 

y = - ( 0 . 00125993) . 10 

-8 

U = -10 

Se p = * if- e o e r r o r e l a t i v o , temos entao que 

y 

p = 792.64. E n t r e t a n t o o e r r o absoluto \y - y\ e i n f e r i o r a 10 . 

Agora se 

a = (. 56785679) . 10"° 

x = .54325433 

b = -(.30849066) . 10k0 

teremos \y - y\ = -(.99874007). 1032. Desta maneira concluimos 

que sao i r r e l e v a n t e s os e r r o s absolutos e r e l a t i v o s na a n a l i s e 

de e r r o s de um programa. 
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A a n a l i s e de e r r ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "backward" p e r m i t i r a uma a n a l i s e um pou 

co mais c o n f i a v e l . E s t a a n a l i s e c o n s i s t e em p e s q u i s a r um numero 

x onde y = f ( x ) e t e n t a r l i m i t a r tanto a d i f e r e n g a a b s o l u t a 

x - x como a d i f e r e n g a r e l a t i v a (x - x ) / x ao i n v e s de l i m i t a r 

y - y ou (y - y ) / y . Sabemos que ao tentarmos a v a l i a r y = f ( x ) 

normalmente temos y e nao y como e r a de se e s p e r a r , onde y ~ y. 

Portanto, ao i n v e s de perguntar quao bem f o i a v a l i a d a a fungao, 

procuramos encontrar qual e o v a l o r x que produz y. 

Pode haver v a r i o s v a l o r e s de x com y = f ( x ) t no caso deve 

mos e s c o l h e r um fechado em x, ou s e j a , que \x - x\ < a ou que 

| (x - x ) /xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA |  < p . 

Com e s t a abordagem, observamos os e r r o s na computagao co 

mo sendo e q u i v a l e n t e a uma perturbagao dos dados, e podemos dar 

l i m i t e s a e s t a perturbagao. 

Uma outra p o s s i b i l i d a d e e a a n a l i s e e s t a t i s t i c a dos erros. 

Muitas vezes e mais apropriado c o n s i d e r a r a media dos e r r o s ao 

i n v e s do e r r o maximo \_HENRICI, 1964^\ . 0 enfoque probabilistic© 

para e r r o s de arredondamentos tem fundamento, porque os e r r o s 

i n d i v i d u a l s de cada operagao podem t e r s i n a i s d i f e r e n t e s com mux 

t o s d e l e s se cancelando e outros jamais atingindo o v a l o r maximo 

ca l c u l a d o . 

E c l a r o que, sobre uma dada maquina para um dado problema, 

os e r r o s de arredondamentos l o c a i s , nao sao de f a t o v a r i a v e i s 

a l e a t o r i a s . Podemos adotar um modelo e s t o c a s t i c o de propagagao 

de e r r o s , onde os e r r o s l o c a i s sao t r a t a d o s como se fossem v a r i a 

v e i s a l e a t o r i a s . 

file:///_HENRICI
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Assuminos que os e r r o s l o c a i s estao uniformemente d i s t r i 

buidos entre seus v a l o r e s extremoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -c e e. A densidade de proba 

b i l i d a d e p ( x ) d e s t a d i s t r i b u i c a o e dada por. 

p ( x ) = 

0, x <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - e 

c3 - e _< x _< e 

Oy X > £ . (4.28) 

A constante a e determinada p e l a condicao 

p ( x ) dx = 1 

Para f i n s t e o r i c o s e mais conveniente assumir que os e r 

ros de arredondamentos sao normalmente d i s t r i b u i d o s . A d i s t r i b u i 

gao normal e d e f i n i d a p e l a densidade de probabilidade 

p ( x ) 
-(x2/2a2) 

(4.29) 

27TCJ 

onde a e o d e s v i o padrao da d i s t r i b u i g a o , que mede a extensao 

da d i s t r i b u i g a o . 

4.6 - A n a l i s e Automatica de E r r o s 

Mostraremos d i v e r s o s enfoques que tem sido usados na ten 

t a t i v a de f a z e r com que o computador nos a s s i s t a na a n a l i s e de 

e r r o s . Com e s t e s enfoques exigimos que o computador produza a 
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r e s p o s t a e o grau de c o n f i a b i l i d a d e da mesraa. Nenhum d e l e s e uma 

panaceia, tanto e que nao sao i n d i c a d o s para os processamentos 

normals em s u b s t i t u i g a o a a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e , mas 

apenas para dar uma e s t i m a t i v a r a z o a v e l dos e r r o s . 

4.6.1 - A r i t m e t i c a de S i g n i f i c a n c i a 

A a r i t m e t i c a de s i g n i f i c a n c i a e uma t e c n i c a para a n a l i s e 

automatica de e r r o s de arredondamentos. Com e s t a a r i t m e t i c a , u t i 

lizamos numeros nao normalizados durante os c a l c u l o s .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 o b j e t i v o 

e r e p r e s e n t a r cada numero com zeros a esquerda, de modo que os dx 

g i t o s r e s t a n t e s sejam s i g n i f i c a t i v o s . As operagoes a r i t m e t i c a s 

devem s e r modificadas para que produzam r e s u l t a d o s nao normaliza 

dos com o numero c o r r e t o de zeros a esquerda. A adigao e subtra 

gao sao f a c e i s de implementar, basta que se omita a pos-normali 

zagao. Para a m u l t i p l i c a g a o e a divisao, a modificagao e baseada 

na i d e i a de que a r e s p o s t a deve t e r t a n t o s zeros a esquerda quan 

t o o operando s i g n i f i c a t i v e A outra modificagao n e c e s s a r i a e na 

b i b l i o t e c a de programas. 

E altamente desapontador saber que a a r i t m e t i c a de signi_ 

f i c a n c i a , cujo o b j e t i v o e mostrar quanto a r e s p o s t a e c o n f i a v e l , 

nao possa g a r a n t i r que os d i g i t o s produzidos sao c o r r e t o s . Pelo 

menos, r e s t a o consolo de que fornece uma boa indicagao do grau 

de c e r t e z a da r e s p o s t a . 
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4.6.2 - ModozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "Noisy" 

Algumas maquinas provem o modo "noisy" alem da a r i t m e t i c a 

de ponto f l u t u a n t e . A execugao da a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e 

com o modo "noisy" modifica os d i g i t o s que serao deslocados na 

re s p o s t a quando a pos-normalizagao e n e c e s s a r i a . Para u t i l i z a r o 

modo "noisy", executamos os c a l c u l o s duas vez e s , com a a r i t m e t i 

c a normal e com o modo "noisy". A indicagao de quanto as duas 

r e s p o s t a s se aproximam fornece o grau de c o n f i a b i l i d a d e do r e s u l 

tado. A i d e i a b a s i c a deste metodo, c o n s i s t e em i n s e r i r "vuidos" 

quando estamos i n c e r t o s de qual d i g i t o deve s e r i n s e r i d o . Na 

pos-normalizagao, quando da execugao de uma subtragao na base 

Y, os d i g i t o s deslocados sao os complementos de (r - 1) dos d i g ! 

t o s que deveriam s e r deslocados p e l a a r i t m e t i c a de ponto f l u t u 

ante. I s t o tambem e v a l i d o para a m u l t i p l i c a g a o e adigao. Para 

a d i v i s a o / pode-se estender o dividendo p e l a anexagao de v a r i o s 

d i g i t o s de Cr - J j s a d i r e i t a antes da d i v i s a o . 

Como i l u s t r a g a o de uma implementagao t i p i c a do modo 

"noisy", c o n s i d e r e um exemplo em PF(10,83a). S e j a 

x ~ 1224.5678 

y - 1234.4321 

z s x ~ y. 

Tanto em PF (10,8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,0) como em PF(10,8, v ) o v a l o r de z deve s e r 

.13570000. O r e s u l t a d o f o l deslocado quatro d i g i t o s para a es 

querda na pos-normalizagao, e inserimos quatro zeros a d i r e i t a . 

No modo "noisy", em lugar de i n s e r i r zeros a d i r e i t a , i nserimos 

noves, entao z = .13579909. Assim, podemos af i r m a r p r e c i p t a d a 
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mente que o r e s u l t a d o c o r r e t o dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z deve e s t a r no i n t e r v a l o . 

.13570000 < s _< .1357 9999. E s s a afirmagao nao e sempre v a l i d a , 

porque e p o s s i v e l i n s e r i r os ruidos na diregao e r r a d a e o r e s u l 

tado do modo "noisy" s e r menor do que o processamento normal. 

4.6.3 - A r i t m e t i c a de I n t e r v a l o 

A sua implementagao tern s i d o f e i t a por chamadas de subro 

t i n a s ao i n v e s de c5digos de operagao de hardware. A i d e i a basi_ 

ca e que cada numero x, nos c a l c u l o s , s e j a representado por um 

i n t e r v a l o (x\3 x2) onde x i e x2 sao e s c o l h i d o s de t a l modo que 

xi <_ x <_ x2 - Portanto, se temos uma aproximacao x para x com 

\x - x\ < e, devemos r e p r e s e n t a r x pelo i n t e r v a l o (x - e3 x + e). 

£ n e c e s s a r i o que xz < x\, mas permitiremos o uso do i n t e r v a l o 

degenerado ( x 3 x ) para r e p r e s e n t a r um numero que conhecemos ser 

exato. 

Atraves dos c a l c u l o s , representaremos os numeros por meio 

de i n t e r v a l o s .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 o b j e t i v o e r e p r e s e n t a r a r e s p o s t a y por um i n 

t e r v a l o ( y \ 3 yz) com y\ <y<yz. Se o i n t e r v a l o ( y \ 3 yz) e bas 

tante pequeno, digamos \y2 - y i \ <10 3 o ponto medio do i n t e r 

v a l o prove uma boa aproximagao para y. Agora se o i n t e r v a l o f o r 

grande, obtemos pouca informacao sobre y, mas podemos af i r m a r que 

nao temos uma boa aproximagao para y. 

As operagoes de adigao e subtragao sao d e f i n i d a s como: 
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( x l 3 x2) + ( y i j y2) - ( x \ + y i t x2 + y2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(4.30) 
( x x , x2) - ( y X 3 yz) - ( x x - y 2 i x2 - yx) 

De maneira s i m i l a r , a m u l t i p l i c a g a o e dada por: 

( x i j x 2 ) . ( y i 3 y2) = ( x l 3 x2) 

zx = min ( x x y x 3 xxy2 3 xzyx 3 x2yz) 

z2 = max ( x x y x 3 xxy2 3 x2yx 3 x2y2) (4.31) 

Definiremos a d i v i s a o por: 

( x X 3 x2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- f * l , z 2 ) 

X i X 2 

y i 3 

y i 
3 

y7 J 

X] x2 

y i 3 

yz 
J 

zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 = min ( — j — ^2 . £ 2 . 

' y-t. 

; (4.32) 
y 1 

nao sendo v a l i d a a d e f i n i g a o se o zero p e r t e n c e r ao i n t e r v a l o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(y\ 3 Vz ). 

E n t r e t a n t o , nao podemos u t i l i z a r (4.31) e (4.32) d i r e t a 

mente, porque o numero de d i g i t o s n e c e s s a r i o s para r e p r e s e n t a r 

os pontos f i n a i s do i n t e r v a l o deve c r e s c e r rapidamente. A s o l u 

gao e u s a r ao i n v e s de (y x 3 y 2 ) o i n t e r v a l o ( b i \ 3 ^ 2 ) onde to 1 e 

W2 pertencem a S ( r 3 p ) com co 1 <_ 3 i e t o 2 > z2. 

No caso das b i b l i o t e c a s de programas que computem fun 

goes, quando usamos a a r i t m e t i c a de i n t e r v a l o , o argumento s e r a 

um i n t e r v a l o ( x X } x 2 ) e a r e s p o s t a um outro i n t e r v a l o ( y X 3 y 2 ) . 
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Para a fungaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fix), temos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - min f ( x ) 

x1<x<x2 

(4.33) 

yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - max f ( x ) 

X\ <X<Xz 

Para fungoes monotonicas, os numeros em (4.33) sao f a c i l 

mente computados. 

4.6.4 - Re-execugao do Programa numa P r e c i s a o Maior 

A maneira mais comum de se u t i l i z a r o computador para es 

tudar a exatidao de nossas respostas, e simplemente r e - e x e c u t a r 

o programa numa p r e c i s a o maior. Suponha que a r e s p o s t a o r i g i n a l 

f o i yi e na re-execugao numa p r e c i s a o maior, a r e s p o s t a s e j a 

yz- Podemos esti m a r os e r r o s r e l a t i v o e absoluto como sendo 

fczyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ i
 -

 y i ) / y z e y\ - yz, respectivamente, considerando que a maior 

p r e c i s a o produz r e s p o s t a mais exata. Geralmente e s s a c o n s i d e r a 

gao e v e r d a d e i r a , mas f a l h a se os e r r o s forem provenientes dos 

dados. 

A j u s t i f i c a t i v a para o seu uso e a f a c i l i d a d e de conver 

sao dos programas para a re-execugao, po i s normalmente basta mo 

d i f i c a r a declaragao das v a r i a v e i s , a l t e r a r as constantes uti l : L 

zadas no corpo do programa e recompilar. Apesar de que com i s t o 

incorremos em outros e r r o s , como imprecisao das constantes ou 

mesmo imprecisao nos dados que estavamos u t i l i z a n d o a te entao. 



CAPiTULO V 

ESTUDO DE CASOS 

5.1 - Introducao 

No C a p l t u l o a n t e r i o r apresentamos um estudo para a n a l i s e 

de e r r o s computacionais onde descrevemos d i v e r s o s metodos para 

a n a l i s e de e r r o s com o a u x l l i o do p r 5 p r i o computador. Neste Capi_ 

t u l o , estudaremos d o i s casos t i p i c o s de i n s t a b i l i d a d e numerica 

causado pelo p r o p r i o algorltmo e tambem p e l a s r e s t r i c o e s das ma 

quinas. Em todos os casos atenuamos o problema da i n s t a b i l i d a d e 

modificando os algorltmos e tambem mudando a p r e c i s a o da aritme 

t i c a u t i l i z a d a . 

Alem d i s s o , para cada algoritmo, implementamos em quatro 

computadores d i f e r e n t e s para v e r i f i c a r ate onde a a r i t m e t i c azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA uti_ 

l i z a d a i n f l u i nos r e s u l t a d o s f i n a i s . Em 5.2 apresentaremos as 
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a r i t m e t i c a s u t i l i z a d a s p e l os computadores t e s t a d o s , para que pos 

samos r e a l i z a r a a n a l i s e dos r e s u l t a d o s . 

Finalmente, em 5.3 e 5.4 apresentaremos os algorltmos com 

o estudo das causas das suas i n s t a b i l i d a d e s e tentaremos e f e 

t u a r a sua recuperacao por meio do aumento de p r e c i s a o ou modi_ 

ficando-os. Em 5.3 tiramos nossas conclusoes quanto as maquinas 

u t i l i z a d a s e ainda sugerimos alguns xtens que devem s e r levados 

em consideracao para se obter maior exatidao nos c a l c u l o s compu 

t a c i o n a i s . 

5.2 - Apresentacao da A r i t m e t i c a dos Computadores U t i l i z a d o s 

5.2.1 - Computador IBM/37 0-14 5 

As operacoes a r i t m e t i c a s de ponto f l u t u a n t e sao executa 

das porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hardware e s p e c i a l que o u s u a r i o pode a t i v a r ou d e s a t i 

v a r , dependendo das f i n a l i d a d e s a que se d e s t i n a o computador. 

A a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e u t i l i z a d a para a p r e c i s a o 

simples e PF (16363 e l l J e para a p r e c i s a o dupla e PF (163143 e l l ) . 

0 formato dos dados de p r e c i s a o simples e dado p e l a f i g u 

r a 5.1. 

0 1 7 8 31 

car act e r i s t i c a mantissa 

Figura 5.1 - Formato dos dados de p r e c i s a o 

simples do IBM/370-145. 
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Um numero c o n s i s t e de um b i t de s i n a lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (0 - positive-, 

1 = n e g a t i v o ) , de uma c a r a c t e r i s t i c a dada por um expoente hexade 

cl m a l mais excesso 64 e uma mantissa de 24 b i t s normalizada a es 

querda (ponto decimal a esquerda)- Os numeros n e g a t i v e s serao re 

presentados da mesma forma dos numeros p o s i t i v o s , com excessao 

do b i t de s i n a l . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB dados de p r e c i s a o dupla sao armazenados conforme mos 

t r a a f i g u r a 5.2 

0 1 7 8 31 63 

s ear a c t e r i s t i c a ma? itissa zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U~ p-rimeira palavra 4 * segunda palavra— 

Figura 5.2- Formato dos dados de p r e c i s a o dupla do 

IBM /370-145. 

Tudo funciona como em p r e c i s a o simples, apenas que e dado 

mais uma p a l a v r a estendendo a mantissa mais 32 b i t s . 

5.2.2 - Computador DEC SYSTEM 10 (PDP10-90) 

As operagoes a r i t m e t i c a s de ponto f l u t u a n t e sao executa 

das por hardware e s p e c i f i c o . A a r i t m e t i c a u t i l i z a d a para p r e c i 

sao simples e PF(2t27,c) e para a p r e c i s a o dupla e PF(2,62,R) 
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Os dados de p r e c i s a o simples sao armazenados conforme o 

formato apresentado na f i g u r a 5.3. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 1 8 9 35 

car act e r i s t i c a mantissa 

Figura 5.3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Formato dos dados de -precisao simples 

do PDP10-90. 

Cada numero c o n s i s t e de um b i t de s i n a l (0 = p o s i t i v o 3 

1 = n e g a t i v o ) 3 o i t o b i t s de c a r a c t e r I s t i c a (expoente + excesso 

128) e 27 b i t s de mantissa com o ponto decimal mais a esquerda. 

Um numero negativo e representado pelo complemento de 2 de toda 

a p a l a v r a , onde o hardware compensa automaticamente, colocando 

a c a r a c t e r x s t i c a em complemento de 1 e a mantissa em complemen 

to de 2. 

Os dados de p r e c i s a o dupla sao armazenadas de acordo com 

o formato da f i g u r a 5.4. 

V-S—4*- caraet e r i s t i c a »U 

0 1 8 9 

-mantis sa-

35 0 1 

0 

.primeira pa l a v r a » m— segunda palavra— 1 

Figura 5.4 - Formato dos dados de p r e c i s a o dupla do 

PDP10-90. 

0 b i t 0 da p a l a v r a de mais baixa ordem e sempre 0, sendo 

desprezado em todos os operandos. A p r i m e i r a p a l a v r a funciona co 

mo na p r e c i s a o simples e a segunda funciona como extensao da 

mantissa. Em p r e c i s a o dupla, todos os operandos e r e s u l t a d o s sao 

de tamanho duplo e todas as i n s t r u c o e s calculam um tamanho e x t r a 

de r e s p o s t a , que e arredondado para o comprimento de p r e c i s a o 
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dupla. 

5.2.3 - ComputadorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Burroughs 1700-26 

£ um computador c u j a s operacoes a r i t m e t i c a s de ponto f l u 

tuante sao r e a l i z a d a s por software. 

A a r i t m e t i c a de p r e c i s a o simples e PF(2324 3R) e para pre 

c i s a o dupla e PF ( 2 3 603 R ) . 

Os dados de p r e c i s a o simples sao armazenados segundo o 

formato da f i g u r a 5.5. 

0 1 2 3 11 12 35 

Tipo S c a r a o t e r i s t i c a mantissa 

Figura 5. 5 - Formato dos dados de p r e c i s a o simples 

do Burroughs 1700-26. 

Cada numero c o n s i s t e de 2 b i t s de t i p o (01 - ponto f l u t u 

ante de p r e c i s a o simples) 1 b i t de s i n a l (1 - negativo e 0 - po_ 

s i t i v o ) , de uma c a r a c t e r i s t i c a de 9 b i t s (expoente + excesso 

256) e uma mantissa de 24 b i t s (ponto decimal mais a esquerda). 

0 numero negativo d i f e r e do p o s i t i v o apenas pelo b i t de s i n a l . 

Os dados de p r e c i s a o dupla sao armazenados conforme mos 

t r a a f i g u r a 5.6. 
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0 1 2 3 11 12 

Tipo c a r a c t o r i s t i c a 

35 0 

mantiasa 

35 

-primeira palavra- -eegunda palavra-

Figura 5.6 - Forma dos dados de precisao dupla do 

Burroughs 1700-26. 

Os b i t s de t i p o 11, s i g n i f i c a ponto f l u t u a n t e de p r e c i s a o 

dupla. 0 r e s t o e s i m i l a r a p r e c i s a o simples, apenas a mantissa e 

maior, ou s e j a , 60 b i t s . 

5.2.4 - Computador IBM 1130 

As operacoes a r i t m e t i c a s de ponto f l u t u a n t e neste computa 

dor sao efetuadas por r o t i n a s programadas e armazenadas numa b i 

b l i o t e c a . A a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e de p r e c i s a o simples e 

assim d e f i n i d a PF (2,23,c ) e para p r e c i s a o e s t e n d i d a , a aritmetJL 

ca u t i l i z a d a e PF (2,313c) . 

Os dados de ponto f l u t u a n t e de p r e c i s a o simples sao arma 

zenados conforme mostra a f i g u r a 5.7. 

0 15 0 8 15 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s ma n t i s s a c a r a c t e r i s t i c a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L . — p r i m e i r a palavra— segunda palavra-

enderego par enderego impar 

Figura 5.7 - Formato dos dados de precisao simples 

do IBM 1130. 
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Cada numero c o n s i s t e de um b i t de s i n a l , 23 b i t s de p r e c i 

saozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( m a n t i s s a ) , e um expoente em forma de c a r a c t e r i s t i c a (expo 

ente + excesso 128). 0 numero p o s i t i v o e armazenado na forma na 

t u r a l com o b i t de s i n a l i g u a l a 0 e o negativo na forma de com 

plemento de 2 ( b i t de s i n a l i g u a l a 1 ) . 

Os dados de p r e c i s a o e s t e n d i d a sao armazenados de acordo 

com a f i g u r a 5.8. 

IS 0 1 15 0 15 

c a r a c t e r i s t i c a ma n t i s s a 

U primeira palavra- — segunda p a l a v r a — • ^ t e r c e i r a palavra-*\ 

Figura 5.8 - Formato dos dados de p r e c i s a o estendida do 

IBM 1130. 

A d i f e r e n g a b a s i c a para a p r e c i s a o simples e que o numero 

de b i t s na mantissa e i g u a l a 31, e que a p r i m e i r a p a l a v r a pode 

e s t a r num enderego par ou impar. Para ambos os casos o ponto de 

cimal e considerado como estando mais a esquerda da mantissa. 

5.3 - E r r o s no C a l c u l o D i r e t o da S e r i e do SENO 

A d i f i c u l d a d e numerica no caso, surge porque o argumento 

da fungao e tao grande que muitos d i g i t o s s i g n i f i c a t i v o s sao per 

didos antes do c r i t e r i o de convergencia s e r s a t i s f e i t o . 
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A s e r i e de T a y l o r para seno zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

sen x = 

e teoricamente v a l i d a para todos os v a l o r e s de i . Na p r a t i c a , en 

t r e t a n t o , e quase i n u t i l para v a l o r e s grandes de x3 por exemplo 

na p r e c i s a o simples do IBM/370-145, para k = 4emx=n + 2kJl. 

Para evitarmos os termos i n t e r m e d i a r i e s muito grandes para uma 

v a r i a v e l de ponto f l u t u a n t e , que u l t r a p a s s a r i a m os tamanhos per 

mitidosem quase todos os computadores, u t i l i z a r e m o s uma r e l a c a o 

de r e c o r r e n c i a . Tendo o primeiro termo x, podemos obter o p r o x i 

mo termo m u l t i p l i c a n d o por -x2 e d i v i d i n d o pelo produto dos d o i s 

denominadores proximos. 

No Apendice, apresentamos o algorxtmo A.l3 para o c a l c u 

l o d i r e t o da s e r i e do seno. 

0 algorxtmo A .1 f o i implementado na linguagem de progra 

magao FORTRAN em p r e c i s a o simples, onde u t i l i z a m o s a t o l e r a n c i a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_ g 

de 1.0x10 . Executamos nos quatro computadores apresentados em 

5.2 e os r e s u l t a d o s estao nas t a b e l a s 5.1 a 5.4. 

Os r e s u l t a d o s apresentados sao para 3 0° e para os seus 

m u l t i p l o s de 360°. Os v a l o r e s deveriam ser todos i g u a i s a 1/2. 0 

seno de 30° deu aproximacao para o IBM 1130 (p = 1>-10 5 ) e exato 

para os demais computadores. Para 360° o r e s u l t a d o f o i aproxima zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- 5 — 6 

do para todos, p - 1.3*10 para o IBM/37 0 , p - 1.0*10 para 

p = e r r o absoluto 



GRAUS X S E R I E DO SENO FUNCAO SENO 

30. 0. 523599 0 .500000 0. 500000 

390. 6. 806784 0 .500013 0. 500000 

750. 13 . 089960 0 .499872 0. 499999 

1110. 19. 373150 - 1 1 . 2 9 7 8 9 0 0. 499999 

1470. 25 . 656320 891 .799300 0. 499988 

1830. 31 . 939510 639408.000000 0. 499990 

2190. 38. 222700 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA************* 0. 499993 

2550. 44 . 505880 ************* 0. 499995 

2910 . 50. 789070 ************* 0. 499997 

- 3 0 . - 0 . 523599 - 0 . 5 0 0 0 0 0 - 0 . 500000 

- 3 9 0 . - 6 . 806784 - 0 . 5 0 0 0 1 3 - 0 . 500000' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.1 - Calculo do seno pela s e r i e de 

Taylor, p r e c i s a o simples do sis_ 

tema IBM/370-145. 

GRAUS X S E R I E DO SENO FUNGAO SENO 

30. 0. 523599 0 .500000 ' 0 .500000 

390. 6. 806784 0 .500001 0 .500000 

750. 13. 089969 0 .500089 0.500000 

1110. 19 . 373155 0 .531730 0 .500000 

1470. 25 . 656340 43 .891564 0.500000 

1830. 31 . 939525 -17285 .886000 0.500000 

2190 . 38 . 222711 *************** 0.500000 

2550. 44. 505896 *************** 0.500000 

2910. 50. 789091 *************** 0.500000 

- 3 0 . - 0 . 523599 - 0 . 5 0 0 0 0 0 - 0 . 5 3 0 0 0 0 

- 3 9 0 . - 6 . 806784 - 0 . 5 0 0 0 0 1 - 0 . 5 0 0 0 0 0 

TABELA 5.2 - Calculo do seno pela s e r i e de Taylor, 

preoisdo simples do sistema DEC 10 

(PDP10-90) 



G R A U S X S E R I E D O S E N O F U N C A O S E N O 

3 0 . 0 . 5 2 3 5 9 9 0 . 5 0 0 0 0 0 0 . 5 0 0 0 0 0 

3 9 0 . 6 . 8 0 6 7 8 4 0 . 5 0 0 0 0 9 0 . 5 0 0 0 0 0 

7 5 0 . 1 3 . C 8 9 9 7 0 0 . 4 9 8 0 6 2 0 . 5 0 0 0 0 1 

1 1 1 0 . 1 9 . 3 7 3 1 6 0 - 0 . 3 9 6 2 6 7 0 . 4 9 9 9 9 9 

1 4 7 0 . 2 5 . 6 5 6 3 4 0 8 7 . 0 8 8 2 3 0 0 . 5 0 0 0 0 1 

1 8 3 0 . 3 1 . 9 3 9 5 3 0 - 9 1 5 2 . 5 9 9 0 0 0 0 . 5 0 0 0 0 1 

2 1 9 0 . 3 8 . 2 2 2 7 1 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA*************** 0 . 4 9 9 9 9 9 

2 5 5 0 . 44 . 5 0 5 9 0 0 *************** 0 . 4 9 9 9 9 9 

2 9 1 0 . 5 0 . 7 b 5 0 8 0 *************** 0 . 5 0 0 0 0 2 

- 3 0 . - 0 . 5 2 3 5 9 9 - 0 . 5 0 0 0 0 0 - 0 . 5 0 0 0 0 0 

- 3 9 0 . - 6 . 8 0 6 7 8 4 - 0 . 5 0 0 0 0 9 - 0 . 5 0 0 0 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.3 - Calculo do seno pela serie de Taylor, 

p r e c i s a o simples do Burroughs 

1700 - 26. 

G R A U S X S E R I E D O S E N O F U N C A O S E N O 

3 0 . 0 . 5 2 3 5 9 8 0 . 4 9 9 9 9 9 0 . 5 0 0 0 0 0 

3 9 0 . 6 . 8 0 6 7 8 4 0 . 4 9 9 9 9 4 0 . 4 9 9 9 9 9 

7 5 0 . 1 3 . 0 8 9 9 7 1 0 . 4 9 8 1 2 6 0 . 5 0 0 0 0 0 

1 1 1 0 . 1 9 . 3 7 3 1 5 7 - 2 . 7 8 9 1 2 1 0 . 4 9 9 9 9 9 

1 4 7 0 . 2 5 . 6 5 6 3 4 1 - 9 3 4 . 8 5 0 4 6 5 0 . 4 9 9 9 9 7 

1 8 3 0 . 3 1 . 9 J 9 5 2 9 - 4 0 1 6 2 1 . 1 2 L 354 0 . 5 0 0 0 0 0 

2 1 9 0 . 3 8 . 2 2 2 7 1 7 *******.******** 0 . 4 9 9 9 9 9 

2 5 5 0 . 4 4 . 5 0 5 9 0 5 *************** 0 . 5 0 0 0 0 1 

2 9 1 0 . 5 0 . 7 8 9 0 8 5 *************** 0 . 4 9 9 9 9 6 

- 3 0 . - 0 . 5 2 3 5 9 8 - 0 . 4 9 9 9 9 9 - 0 . 5 0 0 0 0 0 

- 3 9 0 . - 6 . 8 0 6 7 8 4 - 0 . 4 9 9 9 9 4 - 0 . 4 9 9 9 9 9 

TABELA 5.4 - Calculo do scno pela scrie de Taylor, 

p r e c i s a o simples do IBM 1130. 
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OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PDP10-90, p - 9*10~G para Burroughs 1700-26 (B1700-26), e 

-6 

p = 0*10 p a r a o IBM 1130. Os r e s u l t a d o s deixaram a t e r s i g n i f i 

cado a p a r t i r de 1110°, e x c e t o para o PDP10-90 que i s t o aconte 

ceu apenas a p a r t i r de 1470°. 

Considerando que o a l g o r i t m o e t e o r i c a r a e n t e c o r r e t o , deve 

e x i s t i r uma causa para que ocorram e s t a s d i s t o r g o e s . Pela e s t r u 

t u r a de cada maquina, e r a de se e s p e r a r que o PDP10-9 0 t i v e s s e 

um pouco mais de p r e c i s a o , p o i s mantem 27 b i t s na m a n t i s s a , en 

quanto o IBM/370 mantem 24 o B1700-26 24 b i t s e o IBM 1130 23 

b i t s . A r a z a o porque o /370 d i v e r g i u mais r a p i d a m e n t e f o i devi_ 

do a sua e s t r u t u r a h e x a d e c i m a l , porque na n o r m a l i z a g a o o d e s l o 

camento e f e i t o de 4 em 4 b i t s . Os demais computadores u t i l i z a m 

a a r i t m e t i c a b i n a r i a onde a n o r m a l i z a g a o e f e i t a deslocando-se 

b i t a b i t . 

Com r e f e r e n d a ao IBM /370, podemos a s s e g u r a r apenas que 

sua p r e c i s a o s i m p l e s e s t a e n t r e 21 a 24 b i t s . Quando o p i o r caso 

o c o r r e r , t e r a 2 b i t s a menos do que o IBM 1130, 3 b i t s a menos 

que o B1700-26 e 6 b i t s a menos do que o PDP10-90. 

Devido a n a t u r e z a d i s c r e t a dos numeros de p o n t o f l u t u a n 

t e , o metodo f a l h a , porque em cada termo c a l c u l a d o , d i g i t o s s i 

g n i f i c a t i v o s sao p e r d i d o s a p o n t o dos u l t i m o s termos c a l c u l a d o s 

nao terem mais nenhum d i g i t o s i g n i f i c a t i v o , p o i s foram t o d o s 

p e r d i d o s por c o r t e ou arredondamento dos numeros para armazena 

- l o s em p a l a v r a s de comprimentos l i m i t a d o s . 

Um o u t r o m o t i v o p e l o q u a l o metodo f a l h a , e porque as a d i 

goes dos termos e s t a o sendo r e a l i z a d a s numa sequencia longe de 

ser a i d e a l , a melhor s e r i a comegar com os termos menores p a r a 
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c o n s e r v a r as somas p a r c i a i s t a o pequenas quanto p o s s l v e i s . Pode 

mos a i n d a i n d i c a r o problema de conversao de base dos dados de 

e n t r a d a e s a l d a . 

No i n t u i t o de c o n f i r m a r as a f i r m a c o e s acima, re-executamos 

- i 6 

os programas em p r e c i s a o d u p l a , com t o l e r a n c i azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1.0X10 , c u j o s 

r e s u l t a d o s e s t a o nas t a b e l a s 5.5 a 5.8. 

Se os computadores t r a b a l h a s s e m com a r i t m e t i c a i n f i n i t e 

s i m a l , t o d o s os r e s u l t a d o s o b t i d o s s e r i a m v a l i d o s , mas apenas 

com o uso da p r e c i s a o d u p l a nao e s u f i c i e n t e o numero de d l g i t o s 

d i s p o n l v e i s , como mostram as t a b e l a s 5.5 a 5.8. Os computadores 

IBM/370, PBP10-9 0, Bl 70 0-26 e IBM 1130 apresentaram r e s u l t a d o s 

sem nenhum s i g n i f i c a d o a p a r t i r de 2550° 3 2910°} 2550° e 1470° 

r e s p e c t i v a m e n t e . A e x p l i c a c a o para essas d i v e r g e n c i a s , e a mesma 

dada para a p r e c i s a o s i m p l e s , ou s e j a , de 5.2 temos que o IBM 

1130 mantem 31 b i t s na m a n t i s s a , o IBM/370-145 mantem 50 b i t s , 

B1700-26 60 b i t s e o PDP-10-90 mantem 62 b i t s na m a n t i s s a . 

A p r e c i s a o d u p l a nao e s u f i c i e n t e p a r a a n a l i s e a p r o p r i a d a 

do a l g o r x t m o . Para e s t e caso, e a c o n s e l h a v e l e n c o n t r a r o u t r a ma 

n e i r a melhor de computar os a n g u l o s . 

A s o l u g a o mais a p r o p r i a d a para o caso e r e d u z i r o tamanho 

do argumento, u t i l i z a n d o a p e r i o d i c i d a d e da f u n c a o . Desta raanei 

r a o b t e r i a m o s um r e s u l t a d o s i g n i f i c a t i v o p ara as q u a t r o maquinas 

u t i l i z a d a s , como pode ser observado nas t a b e l a 5.1 a 5.8, onde 

para 30° os senos c a l c u l a d o s foram b a s t a n t e s i g n i f i c a t i v o s . Se 

r e d u z i r m o s t o d o s os angulos p a r a o i n t e r v a l o 0°_< angulo _< 360° , 

g a r a n t i r e m o s a c o n f i a b i l i d a d e dos r e s u l t a d o s . 
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GRAUS X S f i R I E DO SENO FUNCAO SENO 

3 0 . 0 . 5 2 3 5 9 8 7 7 5 7 1 7 8 5 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ' 0 3 5 4 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 3 5 4 

3 9 0 . 6 . 8 0 6 7 8 4 0 8 4 3 3 2 0 8 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 1 3 4 5 9 8 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 1 3 4 5 9 7 

. 7 5 0 . 1 3 . 0 8 9 9 6 9 3 9 2 9 4 6 3 0 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 2 5 8 9 3 4 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 2 5 8 8 4 0 

1 1 1 0 . 1 9 . 3 7 3 1 5 4 7 0 1 5 6 0 5 2 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 3 9 1 1 5 2 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 3 8 3 0 8 3 

1 4 7 0 . 2 5 . 6 5 6 3 4 0 0 1 0 1 7 4 7 5 0 . 4 9 9 9 9 9 9 8 2 5 5 8 0 4 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 5 0 7 3 2 6 

1 8 3 0 . 3 1 . 9 3 9 5 2 5 3 1 8 7 8 8 9 7 0 . 4 . 9 9 5 6 8 3 5 5 6 6 7 5 1 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 6 3 1 5 7 0 

2 1 9 0 . 3 8 . 2 2 2 7 1 0 6 2 7 4 0 3 1 9 0 . 5 0 5 8 8 8 0 1 0 8 3 6 4 3 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 7 5 5 8 1 3 

2 5 5 0 . 4 4 . 5 0 5 8 9 5 9 3 6 0 1 7 4 2 1 2 2 . 3 8 8 3 5 0 8 1 6 2 7 7 1 0 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 8 8 0 0 5 6 

2 9 1 0 . 5 0 . 7 8 9 0 8 1 2 4 4 6 3 1 6 4 1 3 4 0 5 7 . 8 1 4 6 7 0 3 1 7 4 0 0 0 0 0 . 5 0 0 0 0 0 0 1 0 0 4 2 9 9 

- 3 0 . - 0 . 5 2 3 5 3 8 7 7 5 7 1 7 8 5 - 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 3 5 4 - 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 3 5 4 

- 3 9 0 . - 6 . 8 0 6 7 3 4 ^ 8 4 3 3 2 0 8 - 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 1 3 4 5 9 8 - 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 1 3 4 5 9 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.5 - Calculo do seno pela serie de Taylor, p r e c i s a o dupla do 

sistcma IBM /370 - 145. 

GRAUS X S E R I E DO SENO FUNCAO SENO 

3 0 . 0 . 5 2 3 5 9 8 7 7 5 2 6 7 6 0 0 . 4 9 9 9 9 9 9 9 9 7 1 3 6 1 0 . 4 9 9 9 9 9 5 9 9 7 1 3 6 1 

3 9 0 . b . 8 0 6 7 8 4 0 3 3 7 7 5 3 3 0 . 4 9 9 9 9 9 9 5 7 5 6 2 5 4 0 . 4 9 9 9 9 9 9 5 7 5 6 2 5 4 

7 5 0 . 1 3 . 0 8 9 9 6 9 3 9 6 5 9 1 1 9 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 5 7 4 4 9 6 0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 5 7 4 4 9 7 

1 1 1 0 . 1 9 . 3 7 3 1 5 4 6 4 0 1 9 7 7 5 0 . 4 9 9 9 9 9 9 5 0 6 3 6 9 6 0 . 4 9 9 9 9 9 9 5 0 6 8 9 1 2 

1 4 7 0 . 2 5 . 6 5 6 3 3 9 8 8 3 8 0 4 3 2 0 . 4 9 9 9 9 9 8 9 5 4 1 9 8 7 0 . 4 9 9 9 9 9 8 9 5 6 3 3 2 6 

1 8 3 0 . 3 1 . 9 3 9 5 2 5 1 2 7 4 1 0 8 9 0 . 4 9 9 9 9 8 6 6 6 2 6 1 6 8 0 . 4 9 9 9 9 9 8 4 0 5 7 7 4 1 

2 1 9 0 . 3 8 . 2 2 2 7 1 0 6 0 9 4 3 6 0 4 0 . 4 9 9 3 0 4 6 2 5 7 2 0 7 7 0 . 4 9 9 9 9 9 9 9 1 9 9 8 1 1 

2 5 5 0 . 4 4 . 5 0 5 8 9 5 6 1 4 6 2 4 0 2 0 . 6 1 4 0 2 8 0 8 4 0 6 3 4 3 0 . 4 9 9 9 9 9 7 3 0 4 6 5 6 9 

2 9 1 0 . 5 0 . 7 8 9 0 8 1 0 9 6 6 4 9 1 7 - 7 1 . 4 0 0 1 2 1 7 7 7 3 4 9 8 8 0 . 4 9 9 9 9 9 8 8 1 8 8 6 4 1 

- 3 0 . - 0 . 5 2 3 5 9 8 7 7 5 2 6 7 6 0 - 0 . 4 9 9 9 9 9 9 9 9 7 1 3 6 1 - 0 . 4 9 9 9 9 9 9 9 9 7 1 3 6 1 

- 3 9 0 . - 6 . 8 0 6 7 8 4 0 3 3 7 7 5 3 3 - 0 . 4 9 9 9 3 9 9 5 7 5 6 2 5 4 - 0 . 4 9 9 9 9 9 9 5 7 5 6 2 5 4 

TABELA 5.6 - Calculo do seno pela scrie de Taylor, p r e c i s a o dupla 

sistema DEC 10 (FDP10 - 90). 
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GRAUS X SERIE DO SENO FUNCAO SENO 

30. 0. 52359879016876 0. 50000001261839 0. 50000001261839 

390. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6 . 80678415298462 0. 500000060'80081 0.50000006080081 

750. 13. 08996963500977 0. 50000021222153 0.50000021222150 

1110. 19. 37315368652344 0. 49999912479699 0.49999912478268 

1470. 25. 656.^3964538574 0. 49999968541077 0.49999968915669 

1830. 3 1 . 93952560424805 0. 50000006118364 0.50000025353049 

2190. 38. 22270965576172 0. 49850392988821 0.49999916609170 

2550. 44. 50589370727539 1 . 20612797850728 0.49999807865212 

2910. 50. 78908157348633 -285. 75783002459079 0.50000029483948 

-30. -0. 52359879016876 -0. 50000001261839 -0.50000001261839 

-390. - 6 . 80678415298462 -0. 50000006080081 -0.50000006080081 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5. 7 - Calculo do seno pela 

Burroughs 1700 - 26. 

serie de Taylor p r e c i s a o dupla do 

GRAUS X S*£RIE DO SENO FUNCAO SENO 

30. 0. 52359877643175 0. 50000000046566 0. 50000000093132 

390. 6. 80678408965468 0. 49999994423706 0. 50000000372529 

750. 13. 08996940776705 0. 49998914531897 0. 50000000372529 

1110. 19. 37315472960472 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo . 50170545442961 0. 50000001396983 

1470. 25. 65634003281593 -14. 62316007.912158 0-. 50000001396983 

1830. 3 1 . 93952533602714 -987. 41100692749023 0. 50000001396983 

2190. 38. 22271066904067 1859212. 83691406250731 0. 50000001396983 

2550. 44. 50589597225189 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA*********************** 0. 50000001396893 

2910. 50. 78908127546310 *********************** 0. 50000001396983 

-30. -0. 52359377643175 -0. 50000000093132 -0. 50000000093132 

-390. -6. 80678408965468 -0. 49999994516838 -0. 50000000372529 

TABELA 5.8 - Calculo do scno pela serie de Taylor, p r e c i s a o dupla 

IBM 1120 
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5.4. - Cancelamento S u b t r a t i v o em um C a l c u l o dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT 

0 numero i r , e d e f i n i d o como a r e l a c a o da 

de um c l r c u l o para o seu d i a m e t r o . Segundo Arquimedes, pode-se 

d e t e r m i n a r l i m i t e s i n f e r i o r e s u p e r i o r para I T , da s e g u i n t e f o r 

ma: 

pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA An) v ( n ) 

L t m < TT < lim 

2 n-+°° 2 

com -p.(n) = o p e r i m e t r o do p o l i g n o de n l a d o s i n s c r i t o num c i r 

c u l o c u j a c i r c u n f e r e n c i a tem r a i o 1; 

PQ(n) - o p e r i m e t r o do p o l i g n o de n l a d o s c i r c u n s c r i t o a um 

c i r c u l o c u j a c i r c u n f e r e n c i a tem r a i o 1. 

No A p e n d i c e , apresentamos o a l g o r i t m o A. 2 para c a l c u l a r 

os l i m i t e s i n f e i r o r e s u p e r i o r de TT p e l o metodo d e s c r i t o acima. 

0 a l g o r i t m o A. 2 f o i implementado em FORTRAN e executado em 

p r e c i s a o s i m p l e s com N = 15. Os r e s u l t a d o s e s t a o nas t a b e l a s 
c r max 

5.9 a 5.12. 

Os r e s u l t a d o s da execugao do programa nos computadores es 

c o l h i d o s para e s t u d o s foram os s e g u i n t e s : 

(a) IBM/370-145 - nenhum r e s u l t a d o s a t i s f a t o r i o , a melhor 

aproximagao f o i o b t i d a para n = 6, com 

inflt=3. 136580 SUVT\=3.151 756; 
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N LADOS 
COMPRIMENTO 

DO LA DO 

L I M I T E I N F E R I O R 

DEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT 

L I M I T E SUPERIOR 

DE TT 

3 8 . 0 . 7 6 5 3 6 6 3 . 0 6 1 4 6 5 3 . 3 1 3 7 0 7 

4 1 6 . 0 . 390182 3 . 1 2 1 4 5 2 3 . 1 8 2 6 0 7 

5 3 2 . 0 . 196036 • 3 . 1 3 6 5 8 0 3 . 1 5 1 7 5 6 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 8 3 . 1 4 0 4 3 0 3 . 1 4 4 2 1 8 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 9 1 4 . 1 4 1 8 2 9 3 . 1 4 2 7 7 6 

8 2 5 6 . 0 . 024550 3 . 1 4 2 4 5 0 3 . 1 4 2 6 8 9 

9 5 1 2 . 0 .012314 3 . 1 5 2 3 8 0 3 . 1 5 2 4 4 0 

10 1 0 2 4 . 0 .006176 3 . 1 6 2 2 7 7 3 .16229 3 

1 1 2 0 4 8 . 0 .003239 3 . 3 1 6 6 2 5 3 . 3 1 6 6 2 8 

12 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 6 9 1 3 . 4 6 4 1 0 1 3 .464103 

13 8 1 9 2 . 0 .000977 4 . 0 0 0 0 0 0 4 .000002 

14 1 6 3 8 4 . 0 .000977 8 . 0 0 0 0 0 0 8 .000004 

15 3 2 7 6 8 . 0 .000977 1 6 . o o o ; o o 16 .000000 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.9- L i m i t e s de TT - versao p r e c i s a o simples do siste_ 

ma IBM /Z70 - 145 

N LADOS 
COMPRIMENTO* 

DO L/ iDO 

L I M I T E I N F E R I O R 

DE TT 

L I M I T E SUPERIOR 

DE TT 

3 8 . 0 .765367 3 .061467 3 . 3 1 3 7 0 9 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 1 3 . 1 2 1 4 4 5 3 . 1 8 2 5 9 8 

5 3 2 . 0 .196034 3 . 1 3 6 5 4 8 3 . 1 5 1 7 2 5 

6 6 4 . 0 . 098135 3 . 1 4 0 3 3 1 3 . 1 4 4 1 1 8 

7 12 8. 0 .049082 3 . 1 4 1 2 7 6 3 .142222 

8 256 . 0 .024543 • 3 . 1 4 1 5 1 9 3 . 1 4 1 7 5 5 

9 5 1 2 . 0 .012272 3 . 1 4 1 5 1 9 3 . 1 4 1 5 7 8 

10 1024 . 0 .006135 3 . 3 4 1 2 0 8 3 .14122 3 

1 1 2048 . 0 .003066 3 .139964 3 . 1 3 9 9 6 8 

12 4 0 9 6 . 0 .001530 3 . 1 3 2 4 9 1 3 . 1 3 2 4 9 2 

13 8 1 9 2 . 0 .000762 3 . 1 2 2 4 9 9 3 . 1 2 2 4 9 9 

14 16384 . 0 .000366 3 . 0 0 0 0 0 0 3 . 0 0 0 0 0 0 

15 32768 . 0 .000173 2 . 8 2 8 4 2 7 2 . 8 2 8 4 2 7 

TABELA 5.10 - L i m i t e s de TT - versao p r e c i s a o simples do siste_ 

ma DEC 10 (PDP10 - 90). 
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N LADOS 
COMPRIMENTO 

DO LADO 

L I M I T E I N F E R I O R 

DEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT 

L I M I T E SUPERIOR 

DE Tt 

3 8. 0 . 7 6 5 3 6 7 3 . 0 6 1 4 6 7 3 . 3 1 3 7 0 8 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 1 3 . 1 2 1 4 4 5 3 . 1 8 2 5 9 7 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 3 . 1 3 6 5 4 6 3 . 1 5 1 7 2 3 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 . 1 4 0 3 3 4 3 . 1 4 4 1 2 1 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 1 3 . 1 4 1 2 0 8 3 . 1 4 2 1 5 4 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 3 . 1 4 1 5 1 9 3 . 1 4 1 7 5 5 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 0 3 . 1 4 1 2 0 8 3 . 1 4 1 2 6 7 

10 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 2 8 3 . 1 3 7 4 7 5 3 . 1 3 7 4 9 0 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 9 3 . 1 4 2 4 5 1 3 . 1 4 2 4 5 5 

1 2 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 0 5 3 . 0 8 2 2 0 7 ' 3 . 0 8 2 2 0 8 

13 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 6 9 1 2 . 8 2 8 4 2 7 2 . 8 2 8 4 2 7 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 

1 5 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.11 -• Limites dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT - versao p r e c i s a o simples do 

Burroughs 1700-26. 

N LADOS 
COMPRIMENTO 

DO LADO 

L I M I T E I N F E R I O R 

DE Tf 

L I M I T E SUPERIOR 

DE TT 

3 8. 0 . 7 6 5 3 6 6 3 . 0 6 1 4 6 7 3 . 3 1 3 7 0 8 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 3 . 1 2 1 4 4 5 3 . 1 8 2 5 9 8 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 3 . 1 3 6 5 5 1 3 . 1 5 1 7 2 8 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 . 1 4 0 3 4 3 3 . 1 2 4 1 3 0 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 3 . 1 4 1 2 9 9 3 . 1 4 2 2 4 5 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 4 3 . 1 4 1 7 5 7 3 . 1 4 1 9 9 4 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 5 3 . 1 4 2 5 0 9 3 . 1 4 2 5 6 9 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 4 7 3 . 1 4 7 4 1 9 3 . 1 4 7 4 3 5 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 8 8 . 3 . 1 6 2 5 8 6 3 . 1 6 2 5 9 0 

12 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 4 4 3 . 1 6 3 5 1 2 3 . 1 6 3 5 1 3 

13 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 7 3 3 . 1 6 7 2 1 4 3 . 1 6 7 2 1 5 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 4 9 0 • 4 . 0 1 5 5 9 5 4 . 0 1 5 5 9 5 

15 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 3 4 5 5 . 6 5 6 8 5 4 5 . 6 5 6 8 5 4 

TABELA 5.12 - L i m i t e s de TT - versao p r e c i s a o rimples do 

IBM 1130. 
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(b)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PDP10-90 - um r e s u l t a d o s a t i s f a t o r i o p a r a n - 8, com 

infn=3.141519 e supir=3. 1 41 755; 

(c) B1700-26 - r e s u l t a d o s i m i l a r ao do PDP10-90; 

(d) IBM 1130 - nenhum r e s u l t a d o s a t i s f a t o r i o , a melhor a 

proximacao f o i o b t i d a para n = 73 com 

infi\=3.141299 e supi\=3. 142245. 

E s t e s r e s u l t a d o s mostraram c l a r a m e n t e que o problema nu 

m e r i c o e s t a l i g a d o com o numero f i n i t o de d i g i t o s , mas mesmo assim 

re-executamos o programa em p r e c i s a o d u p l a com N'max - 30, c u j o s 

r e s u l t a d o s podem ser v i s t o s nas t a b e l a s 5.13 a 5.16. 

Sabendo-se quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT = 3.14159265359, passemos ao estudo dos 

r e s u l t a d o s o b t i d o s . No IBM/370-145 obtivemos r e s u l t a d o s i g n i f i c a 

t i v o p a r a n = 15 e o u t r o s r a z o a v e i s para n - 12, 13 e 14; no 

PDP10-90 para n = 17 t i v e m o s um bom r e s u l t a d o e para n = 12, 13, 

14, 15 e 16 somente a p r o v e i t a v e i s ; no B1700-26 para n = 16 bom 

e n - 12, 13, 14 e 15 a c e i t a v e i s e f i n a l m e n t e no IBM 1130, ape 

nas a c e i t a v e l p a r a n = 9. 

Os r e s u l t a d o s foram como esperavamos, ou s e j a , mais uma 

vez o PDP10-9 0 deu melhor aproximagao por t e r mais b i t s na mas 

t i s s a , seguido p e l o B1700-16, IBM/370-145 e f i n a l m e n t e IBM 1130. 

Houve d i v e r g e n c i a em t o d a s as maquinas, p o i s o problema 

numerico apresentado e o cancelamento s u b t r a t i v o que o c o r r e no 

c a l c u l o do comprimento do l a d o (S) do p o l i g o n o e no c a l c u l o do 

l i m i t e s u p e r i o r de TT, porque 4 - S2 quando n c r e s c e , S2 tende a 

zero e a expressao 4 - S2 tende a 4. Assim quando fazemos 
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N LADOS 
COMPRIMENTO L I M I T E I N F E R I O R L I M I T E SUPERIOR 

N LADOS 
DO LADO DEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT DE TT 

3 8. 0 . 7 6 5 3 6 6 8 6 4 7 3 0 1 8 3 . 0 6 1 4 6 7 4 5 8 9 2 0 7 2 3 . 3 1 3 7 0 8 4 9 8 9 8 4 7 6 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 6 4 4 0 3 2 2 6 3 . 1 2 1 4 4 5 1 5 2 : 5 8 0 5 3 . 1 8 2 5 9 7 8 7 8 0 7 4 5 3 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 2 8 0 6 5 9 1 2 3 . 1 3 6 5 4 8 4 9 0 5 4 5 9 4 3 . 1 5 1 7 2 4 9 0 7 4 2 9 2 6 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 4 8 6 5 4 8 4 3 . 1 4 0 3 3 1 1 5 6 9 5 4 7 4 3 . 1 4 4 1 1 8 3 8 5 2 4 5 8 9 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 4 5 7 0 4 5 8 2 3 . 1 4 1 2 7 7 2 5 0 9 3 2 7 6 3 . 1 4 2 2 2 3 6 2 9 9 4 2 4 4 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 0 7 6 5 7 1 4 4 3 . 1 4 1 5 1 3 8 0 1 1 4 4 1 5 3 . 1 4 1 7 5 0 3 6 9 1 6 8 8 1 

9 5 1 2 . • 0 . 0 1 2 2 7 1 7 6 9 2 9 8 3 1 3 . 1 4 1 5 7 2 9 4 0 3 6 7 8 8 3 . 1 4 1 6 3 2 0 8 0 7 0 3 9 7 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 5 9 1 3 5 2 5 9 4 3 . 1 4 1 5 8 7 7 2 5 2 7 9 9 6 3 . 1 4 1 6 0 2 5 1 0 2 5 9 6 1 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 7 9 6 0 3 7 2 5 6 3 . 1 4 1 5 9 1 4 2 1 5 0 4 6 4 3 . 1 4 1 5 9 5 1 1 7 7 4 3 0 2 

12 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 3 9 8 0 6 3 7 5 1 3 . - 1 4 1 5 9 2 3 4 5 6 1 1 0 8 3 . 1 4 1 5 9 3 2 6 9 6 7 0 2 7 

1 3 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 6 9 9 0 3 7 5 1 3 3 . 1 4 1 5 9 2 5 7 6 5 4 5 0 0 3 . 1 4 1 5 9 2 8 0 7 5 5 9 7 8 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 4 9 5 1 9 4 5 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 3 4 6 3 2 5 3 . 1 4 1 5 9 2 6 9 1 2 1 6 9 4 

15 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 1 7 4 7 5 9 7 9 8 3 . 1 4 1 5 9 2 S 4 5 3 2 1 2 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 9 7 5 9 6 4 

16 6 5 5 3 6 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo. 0 0 0 0 9 5 8 7 3 7 9 8 9 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 5 3 2 1 2 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 8 9 3 0 8 2 

17 1 3 1 0 7 2 . 0 . 0 0 0 0 4 7 9 3 6 8 9 8 9 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 0 7 3 7 5 7 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 0 8 2 7 8 1 2 

18 2 6 2 1 4 4 . 0 . 0 0 0 0 2 3 9 6 8 4 5 1 7 7 3 . 1 4 1 5 9 2 9 1 0 9 3 9 6 7 3 . 1 4 1 5 9 2 9 1 1 1 6 5 2 7 

19 5 2 4 2 8 8 . 0 . 0 0 0 0 1 1 9 8 4 2 2 1 2 6 3 . 1 4 1 5 9 1 6 9 6 6 8 3 6 9 3 . 1 4 1 5 9 1 6 9 6 7 4 0 0 8 

2 0 1 0 4 8 5 7 6 . 0 . 0 0 0 0 0 5 9 9 2 1 0 1 3 6 3 . 1 4 1 5 8 6 8 3 9 6 5 5 0 4 3 . 1 4 1 5 8 6 8 3 9 6 9 6 1 4 

2 1 2 0 9 7 1 5 2 . 0 . 0 0 0 0 0 2 9 9 6 0 5 9 9 5 3 . 1 4 1 5 9 6 5 5 3 7 0 4 8 2 3 . 1 4 1 5 9 6 5 5 3 7 0 8 3 4 

22 4 1 9 4 3 0 4 . 0 . 0 0 0 0 0 1 4 9 7 9 9 2 9 2 3 . 1 4 1 5 1 8 8 4 0 4 6 5 5 5 3 . 1 4 1 5 1 8 8 4 0 4 6 6 4 3 

23 8 3 8 8 6 0 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 7 4 8 9 2 2 3 4 3 . 1 4 1 2 0 7 9 6 8 2 8 2 2 7 3 . 1 4 1 2 0 7 9 6 8 2 8 2 4 9 

24 1 6 7 7 7 2 1 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 3 7 4 3 1 2 9 0 3 . 1 3 9 9 6 4 1 7 1 7 7 0 1 2 3 . 1 3 9 9 6 4 1 7 1 7 7 0 1 7 

25 3 3 5 5 4 < 3 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 1 8 7 3 0 4 6 9 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 4 1 3 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 4 1 5 

26 6 7 1 0 8 8 6 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 9 3 0 5 7 7 2 3 . 1 2 2 4 9 8 9 9 9 1 9 9 2 0 3 . 1 2 2 4 9 8 9 9 9 1 9 9 2 0 

27 1 3 4 2 1 7 7 2 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 4 7 1 2 1 6 1 3 . 1 6 2 2 7 7 6 6 0 1 6 8 3 8 3 . 1 6 2 2 7 7 6 6 0 1 6 E 3 8 

28 2 6 8 4 3 5 4 5 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 7 3 4 2 2 . 8 2 8 4 2 7 1 2 4 7 4 6 1 9 2 . 8 2 8 4 2 7 1 2 4 7 4 6 1 9 

29 5 3 6 8 7 0 9 1 2 . - 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

30 1 0 7 3 7 4 1 8 2 4 . - 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.13 - L i m i t e s de v - versao p r e c i s a o dupla do sictema 

IBM / 370 - 145. 
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N LADOS 
COMPRIMENTO 

DO LADO 

L I M I T E I N F E R I O R 

DEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Tt 

L I M I T E SUPERIOR 

DE ir 

3 8 . 0 . 7 6 5 3 6 6 8 6 4 7 3 0 1 8 3 . 0 6 1 4 6 7 4 5 8 9 2 0 7 2 3 . 3 1 3 7 0 8 4 9 8 9 8 4 7 6 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 6 4 4 0 3 2 2 6 3 . 1 2 1 4 4 5 1 5 2 2 5 8 0 5 3 . 1 8 2 4 9 7 8 7 8 0 7 4 5 3 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 2 8 0 6 5 9 1 2 3 . 1 3 6 5 4 8 4 9 0 5 4 5 9 4 3 . 1 5 1 7 2 4 9 0 7 4 2 9 2 6 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 4 8 6 5 4 8 4 3 . 1 4 0 3 3 1 1 5 6 9 5 4 7 5 3 . 1 4 4 1 1 8 3 8 5 2 4 5 9 0 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 4 5 7 0 4 5 8 2 3 . 1 4 1 2 7 7 2 5 0 9 3 2 7 7 3 . 1 4 2 2 2 3 6 2 9 9 4 2 4 6 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 0 7 6 5 7 1 4 4 3 . 1 4 * 1 5 1 3 8 0 1 1 4 4 3 0 3 . 1 4 1 7 5 0 3 6 9 1 6 8 9 7 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 1 7 6 9 2 9 8 3 1 3 . 1 4 1 5 7 2 9 4 0 3 6 7 0 9 3 . 1 4 1 6 3 2 0 8 0 7 0 3 1 8 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 5 9 1 3 5 2 5 9 3 3 . 1 4 1 5 8 7 7 2 5 2 7 7 1 6 3 . 1 4 1 6 0 2 5 1 0 2 5 6 8 1 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 7 9 6 0 3 7 2 5 7 3 . 1 4 1 5 9 1 4 2 1 5 1 1 2 2 3 . 1 4 1 5 9 5 1 1 7 7 4 9 6 1 

12 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 3 9 8 0 6 3 7 4 9 3 . 1 4 1 5 9 2 3 4 5 5 7 0 2 6 3 . 1 4 1 5 9 3 2 6 9 6 2 9 4 5 

13 9 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 6 9 9 0 3 7 5 1 4 3 . 1 4 1 5 9 2 5 7 6 5 8 4 3 8 3 . 1 4 1 5 9 2 8 0 7 5 9 9 1 5 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 4 9 5 1 9 4 6 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 4 3 3 8 7 0 3 . 1 4 1 5 9 2 6 9 2 0 9 2 3 9 

1 5 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 1 7 4 7 5 9 8 1 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 8 7 6 7 4 4 3 . 1 4 1 5 9 2 6 6 3 2 0 5 8 6 

16 6 5 5 3 6 . 0 . 0 0 0 0 9 5 8 7 3 7 9 9 2 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 2 3 6 1 8 8 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 5 9 7 1 4 9 

17 1 3 1 0 7 6 . 0 . 0 0 0 0 4 7 9 3 6 8 9 9 6 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 3 2 5 3 4 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 4 2 2 7 7 4 

18 2 6 2 1 4 4 . 0 . 0 0 0 0 2 3 9 6 8 4 4 9 8 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 6 2 1 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 8 4 7 3 9 

19 5 2 4 2 8 8 . 0 . 0 0 0 0 1 1 9 8 4 2 2 4 9 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 4 8 0 7 5 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 4 8 6 3 9 9 

20 1 0 4 8 5 7 6 . 0 . 0 0 0 0 0 5 9 9 2 1 1 2 4 4 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 5 3 2 1 2 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 5 3 3 5 3 2 

2 1 2 0 9 7 1 5 2 . 0 . 0 0 0 0 0 2 9 9 6 0 5 6 1 8 3 . 1 4 1 5 9 2 6 0 7 3 7 5 7 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 0 7 3 7 9 2 4 

22 4 1 9 4 3 0 4 . 0 . 0 0 0 0 0 1 4 9 8 0 2 8 0 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 0 7 3 7 5 7 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 C 7 3 7 6 6 0 

23 8 3 8 8 6 0 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 7 4 9 0 1 4 1 2 3 . 1 4 1 5 9 2 9 1 0 9 3 9 6 7 3 . 1 4 1 5 9 2 9 1 0 9 3 9 8 9 

24 1 6 7 7 7 2 1 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 3 7 4 5 0 6 9 1 3 . 1 4 1 5 9 1 6 9 6 6 8 3 6 9 3 . 1 4 1 5 9 1 6 9 6 6 8 3 7 4 

25 3 3 5 5 4 4 3 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 1 8 7 2 5 2 5 9 3 . 1 4 1 5 7 7 1 2 5 5 7 5 2 3 3 . 1 4 1 5 7 7 1 2 5 5 7 5 2 4 

26 6 7 1 0 8 8 6 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 9 3 6 2 4 5 6 3 . 1 4 1 5 1 8 8 4 0 4 6 5 5 5 3 . 1 4 1 5 1 8 8 4 0 4 6 5 5 5 

27 1 3 4 2 1 7 7 2 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 4 6 8 1 2 2 8 3 . 1 4 1 5 1 8 8 4 0 4 6 5 5 5 3 . 1 4 1 5 1 8 8 4 0 4 6 5 5 5 

28 2 6 8 4 3 5 4 5 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 2 3 4 0 3 8 2 3 . 1 4 1 2 0 7 9 6 8 2 8 2 2 7 3 . 1 4 1 5 0 7 9 6 8 2 8 2 2 7 

29 5 3 6 8 7 0 9 1 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 1 1 7 0 6 5 4 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 3 1 3 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 4 1 3 

30 1 0 7 3 7 4 1 8 2 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 5 8 5 3 2 7 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 4 1 3 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 4 1 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.14 - L i m i t e s de it - Versao de p r e c i s a o dupla do sistcma 

DEC 10 (PDP10 - 9 0 ) . 
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N LADOS 
C O M P R I M E N T O 

DO L A D O 

L I M I T E I N F E R I O R 

DEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT 

L I M I T E S U P E R I O R 

DE TT 

3 8 . 0 . 7 6 5 3 6 6 8 6 4 7 3 0 1 8 3 . 0 6 1 4 6 7 4 5 8 9 2 0 7 2 3 . 3 1 3 7 0 8 4 9 8 9 8 4 7 6 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 6 4 4 0 3 2 2 6 3 . 1 2 1 4 4 5 1 5 2 2 5 8 0 5 3 . 1 8 2 5 9 7 8 7 8 0 7 4 5 3 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 2 8 0 6 5 9 1 2 3 . 1 3 6 5 4 8 4 9 0 5 4 5 9 4 3 . 1 5 1 7 2 4 9 0 7 4 2 9 2 6 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 4 8 6 5 4 8 4 3 . 1 4 0 3 3 1 1 5 6 9 5 4 7 5 3 . 1 4 4 1 1 8 3 8 5 2 4 5 9 0 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 4 5 7 0 4 5 8 2 3 . 1 4 1 2 7 7 2 5 0 9 3 2 7 7 3 . 1 4 2 2 2 3 6 2 9 9 4 2 4 6 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 0 7 6 5 7 1 4 4 3 . 1 4 1 5 1 3 8 0 1 1 4 4 3 0 3 . 1 4 1 7 5 0 3 6 9 1 6 8 9 6 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 1 7 6 9 2 9 8 3 1 3 . 1 4 1 5 7 2 9 4 0 3 6 7 0 9 3 . 1 4 1 6 3 2 0 8 0 7 0 3 1 8 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 5 9 1 3 5 2 5 9 3 3 . 1 4 1 5 8 7 7 2 5 2 7 7 1 4 3 . 1 4 1 6 0 2 5 1 0 2 5 6 7 9 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 7 9 6 0 3 7 2 5 7 3 . 1 4 1 5 9 1 4 2 1 5 1 1 0 0 3 . 1 4 1 5 9 5 1 1 7 7 4 9 3 9 

1 2 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 3 9 8 0 6 3 7 1 9 3 . 1 4 1 5 9 2 3 4 5 5 6 9 3 9 3 . 1 4 1 5 9 3 2 6 9 6 2 8 5 8 

1 3 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 6 9 9 0 3 7 5 1 4 3 . 1 4 1 . 5 9 2 5 7 6 5 8 2 0 6 3 . 1 4 1 5 9 2 8 0 7 5 9 6 8 3 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 4 9 5 1 9 4 6 2 3 . 1 4 1 5 * 2 6 3 4 3 3 4 0 7 3 . 1 4 1 5 9 2 6 9 2 0 8 7 7 6 

15 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 1 7 4 7 5 9 8 1 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 8 7 3 0 3 8 3 . 1 4 1 5 9 2 6 6 3 1 6 8 8 0 

16 6 5 5 3 6 . 0 . 0 0 0 0 9 5 8 7 3 7 9 9 2 0 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 2 1 3 9 5 5 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 5 7 4 9 1 5 

17 1 3 1 0 7 2 . 0 . 0 0 0 0 4 7 9 3 6 8 9 9 6 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 6 2 1 7 9 3 - 1 4 1 5 9 2 6 5 4 5 2 4 1 9 

18 2 6 2 1 4 4 . 0 . 0 0 0 0 2 3 9 6 8 4 4 9 8 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 4 8 0 7 5 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 5 0 3 3 1 9 

1 9 5 2 4 2 8 8 . 0 . 0 0 0 0 1 1 9 8 4 2 2 4 8 7 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 5 3 2 1 2 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 5 3 7 7 6 2 

2 0 1 0 4 8 5 7 6 . 0 . 0 0 0 0 0 5 9 9 2 1 1 2 3 6 3 . 1 4 1 5 9 2 6 0 7 3 7 5 7 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 0 7 3 8 9 8 2 

2 1 T 0 9 7 1 5 2 . 0 . 0 0 0 0 0 2 9 9 6 0 5 6 1 8 3 . 1 4 1 5 9 2 6 0 7 3 7 5 7 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 0 7 3 7 9 2 4 

2 2 4 1 9 4 3 0 4 . 0 . 0 0 0 0 0 1 4 9 8 0 2 7 6 6 3 . 1 4 1 5 9 1 6 9 6 6 8 3 6 9 3 . 1 4 1 5 9 1 6 9 6 6 8 4 5 7 

2 3 8 3 8 8 6 0 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 7 4 9 0 1 3 8 3 3 . 1 4 1 5 9 1 6 9 6 6 8 3 6 9 3 . 1 4 1 5 9 1 6 9 6 6 8 3 9 1 

24 1 6 7 7 7 2 1 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 3 7 4 5 0 5 1 8 3 . 1 4 1 5 7 7 1 2 5 5 7 5 2 3 3 . 1 4 1 5 7 7 1 2 5 5 7 5 2 8 

25 3 3 5 5 4 4 3 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 1 8 7 2 5 3 7 5 3 . 1 4 1 5 9 6 5 5 3 7 0 4 8 2 3 . 1 4 1 5 9 6 5 5 3 7 0 4 8 3 

26 6 7 1 0 8 8 6 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 9 3 6 2 4 5 6 3 . 1 4 1 5 1 8 8 4 0 4 6 5 5 5 3 . 1 4 1 5 1 8 8 4 0 4 6 5 5 5 

27 1 3 4 2 1 7 7 2 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 4 6 8 0 7 6 5 3 . 1 4 1 2 0 7 9 6 8 2 8 2 2 7 3 . 1 4 1 2 0 7 9 6 8 2 8 2 2 7 

28 2 6 8 4 3 5 4 5 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 2 3 4 1 3 0 9 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 4 1 3 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 4 1 3 

29 5 3 6 8 7 0 9 1 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 1 1 7 0 6 5 4 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 4 1 3 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 2 4 9 4 1 3 

30 1 0 7 3 7 4 1 8 2 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 5 7 4 1 0 6 3 . 0 8 2 2 0 7 0 0 1 4 8 4 4 9 3 . 0 8 2 2 0 7 0 0 1 4 8 4 4 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.25 - Limites de TT - versao de p r e c i s a o dupla do Burroughs 

1700 - 26. 
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N L A D O S 
C O M P R I M E N T O D O 

L A D O 

L I M I T E I N F E R I O R 

D EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT 

L I M I T E S U P E R I O R 

D E tl 

3 8 . 0 . 7 6 5 3 6 6 8 6 5 3 2 1 9 9 3 . 0 6 1 4 6 7 4 6 3 1 5 0 6 2 3 . 3 1 3 7 0 8 5 0 5 5 9 3 2 4 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 6 4 5 3 9 4 1 3 3 . 1 2 1 4 4 5 1 6 3 1 5 3 1 1 3 . 1 8 2 5 9 7 8 8 9 5 6 4 9 3 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 2 8 5 2 3 9 8 7 3 . 1 3 6 5 4 8 5 6 5 7 0 0 6 5 3 . 1 5 1 7 2 4 9 8 3 9 3 8 0 3 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 5 4 6 9 5 8 4 3 . 1 4 0 3 3 1 3 5 2 1 2 9 5 7 3 . 1 4 4 1 1 8 5 8 0 9 6 7 1 8 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 4 5 6 1 1 2 9 5 3 . 1 4 1 2 7 7 1 9 3 0 9 1 8 0 3 . 1 4 2 2 2 3 5 7 0 4 9 5 8 4 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 0 7 8 0 2 6 9 0 3 . 1 4 1 5 1 3 9 8 7 4 4 4 3 4 3 . 1 4 1 7 5 0 5 5 3 6 2 2 8 4 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 1 7 8 5 6 5 3 8 6 3 . 1 4 1 5 7 7 1 2 7 3 8 9 6 0 3 . 1 4 1 6 3 6 2 6 8 2 3 5 7 4 

10 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 5 9 3 0 7 7 4 6 8 3 . 1 4 1 5 9 6 5 5 8 5 0 3 8 0 3 . 1 4 1 6 1 1 3 4 1 3 8 7 0 3 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 7 8 8 9 4 9 5 4 6 3 . 1 4 1 5 1 8 8 4 5 2 2 2 8 9 3 . 1 4 1 5 2 2 5 4 0 7 1 0 8 6 

12 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 3 7 9 2 9 5 4 8 8 3 . 1 4 1 2 0 7 9 7 3 4 7 2 7 7 3 . 1 4 1 2 0 8 8 9 7 3 4 4 7 6 

13 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 7 2 0 0 0 1 8 1 1 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 4 2 0 8 7 2 3 . 1 4 2 4 5 1 5 0 5 1 7 6 7 2 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 6 0 0 0 0 9 0 5 3 . 1 4 2 4 5 1 2 7 4 2 0 8 7 2 3 . 1 4 2 4 5 1 3 3 1 9 5 0 7 2 

15 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 3 0 1 0 1 1 1 2 1 3 . 1 6 2 2 7 7 6 6 4 0 5 7 9 1 3 . 1 6 2 2 7 7 6 7 8 9 5 9 0 7 

16 6 5 5 3 6 . 0. 0 0 0 0 9 6 5 0 5 0 5 5 6 0 3 . 1 6 2 2 7 7 6 6 4 0 5 7 9 1 3 . 1 6 2 2 7 7 6 6 7 7 8 3 2 0 

17 1 3 1 0 7 2 . 0 . O 0 C 0 4 3 1 5 8 3 7 2 9 1 2 . 8 2 8 4 2 7 1 2 7 5 6 2 4 6 2 . 8 2 8 4 2 7 1 2 7 5 C 2 4 6 

18 2 6 2 1 4 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

19 5 2 4 2 8 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

20 1048576 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . o o o o o o o o o o o o o o 

2 1 2097152 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

22 4194304 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . o o o o o o o o o o o o o o 

23 8388608 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . o o o o o o o o o o o o o o 

24 16777216 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . o o o o o o o o o o o o o o 

25 3 3 5 5 4 4 3 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . o o o o o o o o o o o o o o 

26 67108864 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 " 0 . o o o o o o o o o o o o o o 

27 134217728 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . o o o c o o o o o o o o o o 0 . o o o o o o o o o o o o o o 

28 268435456 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . o o o o o o o o o o o o o o 

29 5 3 6 8 7 0 9 1 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . o o o o o o o o o o o o o o 

30 1073741725 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . o o o o o o o o o o o o o o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA S.1G - Limites de v - versao precisao dupla do IBM 1130. 



— X UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H -

= {2 - / r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ s f & zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS =12 - 14 - Si \I4 - S2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 tende a 2, l o g o estaremos s u b t r a i n d o 

numeros p o s i t i v o s c u j a s grandezas sao aproximadamente i g u a i s . 

Como se pode c a l c u l a r os l i m i t e s dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT , com mais e x a t i d a o , 

u t i l i z a n d o o mesmo metodo? A solugao e e v i t a r as operacoes que 

causam o cancelamento s u b t r a t i v o , que no caso, e a operagao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h - S2'. 

Podemos r e - e s c r e v e r a operagao u t i l i z a n d o o teorema do 

bin o m i o . P r i m e i r o f a z - s e n - 1/2, a = 4 e b = S2 em (a + b ) n , 

e n t a o obtemos, 

l/^ - S2 = 2 - di - d2 - . . .. - dk -

onde 

a -
 2 k

 -
 1 s j 

dv+i • "~T dv 
K+l k + J 2 3 K 

S2 

sabendo-se que = — , temos 

I/2 - {T^S2 

'4-S2 = di + d2 + • . • + d^ + . . . 

Fizemos e s t a m o d i f i c a g a o no programa FORTRAN e r e - e x e c u 

tamos em p r e c i s a o s i m p l e s ( t a b e l a s 5.17 a 5.20) e em p r e c i s a o du 

p l a ( t a b e l a s 5.21 a 5.24). Note que agora os r e s u l t a d o s sao bem 

e s t a v e i s e com maior p r e c i s a o . 



-105-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N LADOS 
COMPRIMENTO 

DO LADO 

L I M I T E I N F E R I O R 

DEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT 

L I M I T E SUPERIOR 

DE TT 

3 8. 0 . 7 6 5 3 6 6 3 . 0 6 1 4 6 5 4 . 9 5 9 3 1 1 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 3 . 1 2 1 4 4 0 3 . 8 7 8 0 0 0 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 3 . 1 3 6 5 4 3 3 . 4 7 7 3 8 6 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 . 1 4 0 3 2 6 3 . 3 0 2 3 6 5 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 3 . 1 4 1 2 7 1 3 . 2 2 0 3 0 2 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 3 . 1 4 1 5 0 7 3 . 1 8 0 5 3 8 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 2 3 . 1 4 1 5 6 6 3 . 1 6 0 9 6 1 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 6 3 . 1 4 1 5 8 1 3 . 1 5 1 2 4 8 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 8 3 . 1 4 1 5 8 4 3 . 1 4 6 4 1 1 

12 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 4 3 . 1 4 1 5 8 4 3 . 1 4 3 9 9 6 

13 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 7 3 . 1 4 1 5 8 4 3 . 1 4 2 7 9 0 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 3 . 1 4 1 5 G 4 3 . 1 4 2 1 8 8 

3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 2 3 . 1 4 1 5 8 4 3 . 1 4 1 8 8 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.17 -- L i m i t e s de TT - versao Teorema do Binomio 

precisao simples do sistema IBM/270-145 

• 

N LADOS 
COMPRIMENTO 

DO LADO 

L I M I T E I N F E R I O R 

DE 

L I M I T E SUPERIOR 

DE 

3 8 . 0 . 7 6 5 3 6 7 3 . 0 6 1 4 6 7 4 . 9 5 9 3 1 5 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 1 3 . 1 2 1 4 4 5 3 . 8 7 8 0 0 7 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 3 . 1 3 6 5 4 8 3 . 4 7 7 3 9 3 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 . 1 4 0 3 3 1 3 . 3 0 2 3 7 1 

7 3 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 3 . 1 4 1 2 7 7 3 . 2 2 0 3 0 7 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 3 . 1 4 1 5 1 4 3 . 1 8 0 5 4 4 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 2 3 . 1 4 1 5 7 3 3 . 1 6 0 9 6 8 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 6 3 . 1 4 1 5 8 8 3 . 1 5 1 2 5 6 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 8 3 . 1 4 1 5 9 1 3 . 1 4 6 4 1 8 

1 2 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 4 3 . 1 4 1 5 9 2 3 . 1 4 4 0 0 4 

13 8 1 9 2 . • 0 . 0 0 0 7 6 7 3 . 1 4 1 5 9 3 3 . 1 4 2 7 9 8 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 3 . 1 4 1 5 9 3 3 . 3 4 2 1 9 5 

15 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 2 3 . 1 4 1 5 9 3 3 . 1 4 1 8 9 4 

TABELA 5.18 - Limita de TT - versao Teorema do Binomio 

p r e c i s a o simples do sistema DEC 10 (PDP10-90) . 



- JLU b -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N LADOS 
COMPRIMENTO 
DO LADO 

LIMITE INFERIOR 
DE H 

LIMITE SUPERIOR 
DEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 8 . • 0 . 7 6 5 3 6 7 3 . 0 6 1 4 6 7 4 . 9 5 9 3 1 5 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 1 3 . 1 2 1 4 4 5 3 . 8 7 8 0 0 6 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 3 . 1 3 6 5 4 8 3 . 4 7 7 3 9 2 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 . 1 4 0 3 3 1 3 . 3 0 2 3 7 0 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 3 . 1 4 1 2 7 7 3 . 2 2 0 3 0 7 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 3 . 1 4 1 5 1 3 3 . 1 8 0 5 4 3 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 2 3 . 1 4 1 5 7 2 3 . 1 6 0 9 6 8 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 6 3 . 1 4 1 5 8 7 3 . 1 5 1 2 5 5 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 8 3 . 1 4 1 5 9 1 3 . 1 4 6 4 1 7 

1 2 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 4 1 3 . 1 4 1 5 9 2 3 . 1 4 4 0 0 3 

1 3 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ 3 . 1 4 1 5 9 2 4 . 1 4 2 7 9 7 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 ? 3 . 1 4 1 5 9 2 3 . 1 4 2 1 9 4 

1 5 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 2 3 . 1 4 1 5 9 2 3 . 1 4 1 8 9 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.19 - L i m i t e s de TT - versao Teorema do Binomio 

p r e c i s a o simples de Burroughs 1700-26. 

" " F ^ 

N LADOS 
COMPRIMENTO 
DO LADO 

I iIMITE INFERIOR 
DE TT 

•LIMITE SUPERIOR 

DE TT 

3 8 . 0 . 7 6 5 3 6 6 3 . 0 6 1 4 6 4 4 . 9 5 9 3 0 7 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 3 . 1 2 1 4 4 0 3 . 8 7 7 9 9 9 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 3 3 . 1 3 6 5 4 3 3 . 4 7 7 3 8 6 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 . 1 4 0 3 2 6 3 . 3 0 2 3 6 4 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 3 . 1 4 1 2 7 2 3 . 2 2 0 3 0 2 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 3 . 1 4 1 . 5 0 8 3 . 1 8 0 5 3 7 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 1 3 . 1 4 1 5 6 7 3 . 1 6 0 9 6 2 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 5 3 . 1 4 1 5 8 1 3 . 1 5 1 2 4 9 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 7 3 . 1 4 1 5 8 5 3 . 1 4 6 4 1 1 

12 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 3 3 . 1 4 1 5 8 6 3 . 1 4 3 9 9 7 

13 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 6 3 . 1 4 1 5 8 6 3 . 1 4 2 7 9 1 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 3 . 1 4 1 5 8 6 3 . 1 4 2 1 8 8 

15 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 1 3 . 1 4 1 5 8 6 3 . 1 4 1 8 8 7 

TABELA 5.20 - L i m i t e s de it - versao Teorema do Binomio 

p r e c i s a o simples do IBM 1130. 



-107-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL A D O S 
C O M P R I M E N T O D O 

L A D O 

L I M I T E I N F E R I O R 

D E . TT 

L I M I T E S U P E R I O R 

D E TT 

3 8. 0 . 7 6 5 3 6 6 8 6 4 7 3 0 1 8 3 . 0 6 1 4 6 7 4 5 8 9 2 0 7 2 4 . 9 5 9 3 1 5 2 3 5 3 7 4 2 0 

4 16. 0 . 3 9 0 1 8 0 6 4 4 0 3 2 2 6 3 . 1 2 1 4 4 5 1 5 2 2 5 8 0 5 3 . 8 7 8 0 0 6 7 3 4 9 6 2 6 2 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 2 8 0 6 5 9 1 2 3 . 1 3 6 5 4 8 4 9 0 5 4 5 9 4 3 . 4 7 7 3 9 2 5 6 5 6 3 2 5 1 

6 64. 0 . 0 9 8 1 3 5 3 4 8 6 5 4 8 4 3 . 1 4 0 3 3 1 1 5 6 9 5 4 7 5 3 . 3 0 2 3 7 0 8 1 2 4 9 0 4 0 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 4 5 7 0 4 5 8 2 3 . 1 4 1 2 7 7 2 5 0 9 3 2 7 7 3 . 2 2 0 3 0 7 5 5 4 5 4 2 8 7 

8 256. 0 . 0 2 4 5 4 3 0 7 6 5 7 1 4 4 3 . 1 4 1 5 1 3 8 0 1 1 4 4 3 0 3 . 1 8 0 5 4 3 9 6 8 2 1 9 7 2 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 1 7 6 9 2 9 8 3 1 3 . 1 4 1 5 7 2 9 4 0 3 6 7 0 9 3 . 1 6 0 9 6 8 2 7 7 0 9 4 9 8 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 5 9 1 3 5 2 5 9 3 3 . 1 4 1 5 8 7 7 2 5 2 7 7 1 6 3 . 1 5 1 2 5 5 6 4 1 3 3 3 8 2 

11 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 7 9 6 0 3 7 2 5 7 3 . 1 4 1 5 9 1 4 2 1 5 1 1 2 0 3 . 1 4 6 4 1 7 9 6 4 3 2 6 2 4 

1 2 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 3 9 8 0 6 3 7 4 9 3 . 1 4 1 5 9 2 3 4 5 5 7 0 1 1 3 . 1 4 4 0 0 3 7 6 6 0 2 0 7 4 

1 3 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 6 9 9 0 3 7 5 1 4 3 . 1 4 . 1 5 9 2 5 7 6 5 8 4 8 7 3 . 1 4 2 7 9 7 8 2 4 4 2 6 0 5 

1 4 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 4 9 5 1 9 4 6 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 4 3 3 8 5 6 3 . 1 4 2 1 9 5 1 4 2 7 0 7 4 5 

1 5 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 1 7 4 7 5 9 8 1 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 8 7 7 6 9 8 3 . 1 4 1 8 9 3 8 7 4 0 7 9 0 5 

16 6 5 5 3 6 . 0 . 0 0 0 0 9 5 8 7 3 7 9 9 2 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 2 3 8 6 5 9 3. 1 4 1 7 4 3 2 5 7 8 1 7 7 2 

17 1 3 1 0 7 2 . 0 . 0 0 0 0 4 7 9 3 6 8 9 9 6 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 2 8 8 9 9 3 . 1 4 1 6 6 7 9 5 4 1 9 9 6 2 

18 2 6 2 1 4 4 . 0 . 0 0 0 0 2 3 9 6 8 4 4 9 8 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 0 4 5 9 3 . 1 4 1 6 3 0 3 0 3 5 1 8 7 1 

19 5 2 4 2 8 8 . 0 . 0 0 0 0 1 1 9 8 4 2 2 4 9 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 7 0 9 9 3 . 1 4 1 6 1 1 4 7 8 4 6 0 2 5 

2 0 1 0 4 8 5 7 6 . 0 . 0 0 0 0 0 5 9 9 2 1 1 2 4 5 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 5 0 9 3 . 1 4 1 6 0 2 0 6 6 0 0 1 5 2 

2 1 2 0 9 7 1 5 2 . 0 . 0 0 0 0 0 2 9 9 6 0 5 6 2 3 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 8 6 1 3 . 1 4 1 5 9 7 3 5 9 7 8 9 7 8 

2 2 4 1 9 4 3 0 4 . 0 . 0 0 0 0 0 1 4 9 8 0 2 8 1 1 ' 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 4 9 3 . 1 4 1 5 9 5 0 0 6 6 8 8 3 1 

2 3 8 3 8 8 6 0 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 7 4 9 0 1 4 0 6 3 . 1 4 ] 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 1 3 . 1 4 1 5 9 3 8 3 0 1 3 8 6 8 

2 4 1 6 7 7 7 2 1 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 3 7 4 5 0 7 0 3 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 ' ? ' 7 3 . 1 4 1 5 9 3 2 4 1 8 6 4 1 4 

2 5 3 3 5 5 4 4 3 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 1 8 7 2 5 3 5 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 8 3 . 1 4 1 5 9 2 9 4 7 7 2 6 9 4 

2 6 6 7 1 0 8 8 6 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 9 3 6 2 6 7 6 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 8 0 0 6 5 8 3 6 

2 7 1 3 4 2 1 7 7 2 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 4 6 8 1 3 3 8 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 7 2 7 1 2 4 0 7 

2 8 2 6 8 4 3 5 4 5 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 2 3 4 0 6 6 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3. 1 4 1 5 9 2 6 9 0 3 5 6 9 3 

2 9 5 3 6 8 7 0 9 1 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 1 1 7 0 3 3 4 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 7 1 9 7 3 3 6 

3 0 1 0 7 3 7 4 1 8 2 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 5 8 5 1 6 7 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 6 2 7 8 1 5 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA f>. 21 - L i m i t e s de ir - versao Teorema do Binomio p r e c i s a o dupla 

do sistema IBM/370-145. 



-108-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL A D O S 
C O M P R I M E N T O D O 

L A D O 

L I M I T E I N F E R I O R 

D EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT 

L I M I T E S U P E R I O R 

D E TT 

3 8. 0 . 7 6 5 3 6 6 8 6 4 7 3 0 1 8 3 . 0 6 1 4 6 7 4 5 8 9 2 0 7 2 4 . 9 5 9 3 1 5 2 3 5 3 7 4 2 0 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 6 4 4 0 3 2 2 6 3 . 1 2 1 4 4 5 1 5 2 2 5 8 0 5 3 . 8 7 8 0 0 6 7 3 4 9 6 2 6 2 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 2 8 0 6 5 9 1 2 3 . 1 3 6 5 4 8 4 9 0 5 4 5 9 4 3 . 4 7 7 3 9 2 5 6 5 5 3 2 5 1 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 4 8 6 5 4 8 4 3 . 1 4 0 3 3 1 1 5 6 9 5 4 7 5 3 . 3 0 2 3 7 0 8 1 2 4 9 0 4 0 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 4 5 7 0 4 5 8 2 3 . 1 4 1 2 7 7 2 5 0 9 3 2 7 7 3 . 2 2 0 3 0 7 5 5 4 5 4 2 8 7 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 0 7 6 5 * 7 1 4 4 3 . 1 4 1 5 1 3 8 0 1 1 4 4 3 0 3 . 1 8 0 5 4 3 9 6 8 2 1 9 7 3 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 1 7 6 9 2 9 8 3 1 3 . 1 4 1 5 7 2 9 4 0 3 6 7 0 9 3 . 1 6 0 9 6 8 2 7 7 0 9 4 9 8 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 5 9 1 3 5 2 5 9 3 3 . 1 4 1 5 8 7 7 2 5 2 7 7 1 6 3 . 1 5 1 2 5 5 6 4 1 3 3 3 8 2 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 7 9 6 0 3 7 2 5 7 3 . 1 4 1 5 9 1 4 2 1 5 1 1 2 0 3 . 1 4 6 4 1 7 9 6 4 3 2 6 2 5 

1 2 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 3 9 8 0 6 3 7 4 9 3 . 1 4 1 5 9 2 3 4 5 5 7 0 1 2 3 . 1 4 4 0 0 3 7 6 6 0 2 0 7 5 

1 3 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 6 9 9 0 3 7 5 1 4 3 . 1 4 1 5 9 2 5 7 6 5 8 4 8 7 3 . 1 4 2 7 9 7 8 2 4 4 2 6 0 5 

1 4 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 4 9 5 1 9 4 6 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 4 3 3 8 5 6 3 . 1 4 2 1 9 5 1 4 2 7 0 7 4 6 

1 5 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 1 7 4 7 5 9 8 1 9 3 . 1 4 . 1 5 9 2 6 4 8 7 7 6 9 9 3 . 1 4 1 8 9 3 8 7 4 0 7 9 0 J 

1 6 6 5 5 3 6 . 0 . 0 0 0 0 9 5 8 7 3 7 9 9 2 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 2 3 8 6 5 9 3 . 1 4 1 7 4 3 2 5 7 8 1 7 7 2 

1 7 1 3 1 0 7 2 . 0 . 0 0 0 0 4 7 9 3 6 8 9 9 6 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 2 8 8 9 9 3 . 1 4 1 6 6 7 9 5 4 1 9 9 6 7 

1 8 2 6 2 1 4 4 . 0 . 0 0 0 0 2 3 9 6 8 4 4 9 8 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 1 4 5 9 3 . 1 4 1 6 3 0 3 0 3 5 1 8 7 2 

1 9 5 2 4 2 8 8 . 0 . 0 0 0 0 1 1 9 8 4 2 2 4 9 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 7 0 9 9 3 . 1 4 1 6 1 1 4 7 8 4 6 0 2 5 

2 0 1 0 4 8 5 7 6 . 0 . 0 0 0 0 0 5 9 9 2 1 1 2 4 5 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 5 0 9 3 . 1 4 1 6 0 2 0 6 6 0 0 1 5 2 

2 1 2 0 9 7 1 5 2 . 0 . 0 0 0 0 0 2 9 9 6 0 5 6 2 3 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 8 6 2 3 . 1 4 1 5 9 7 3 5 9 7 8 9 7 8 

2 2 4 1 9 4 3 0 4 . 0 . 0 0 0 0 0 1 4 9 8 0 2 8 1 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 5 0 3 . 1 4 1 5 9 5 0 0 6 6 8 8 3 2 

2 3 8 3 8 8 6 0 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 7 4 9 0 1 4 0 6 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 2 3 . 1 4 1 5 9 3 8 3 0 1 3 8 6 9 

2 4 1 6 7 7 7 2 1 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 3 7 4 5 0 7 0 3 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 7 3 . 1 4 1 5 9 3 2 4 1 8 6 4 1 5 

2 5 3 3 5 5 4 4 3 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 1 8 7 2 5 3 5 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 9 4 7 7 2 6 9 5 

2 6 6 7 1 0 8 8 6 4 . 0 . C 0 0 0 0 0 0 9 3 6 2 6 7 6 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 8 0 0 6 5 8 3 7 

2 7 1 3 4 2 1 7 7 2 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 4 6 8 1 3 3 8 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 7 2 7 1 2 4 0 8 

2 8 2 6 8 4 3 5 4 5 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 2 3 4 0 6 6 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 9 0 3 5 6 9 4 

2 9 5 3 6 8 7 0 9 1 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 7 0 3 3 4 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 7 1 9 7 3 3 6 

3 0 1 0 7 3 7 4 1 8 2 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 8 5 1 6 7 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 ' 3 . 1 4 1 5 9 2 6 6 2 7 8 1 5 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.22 - Limites de v - versao Teorema do Binomio p r e c i s a o dupla do 

sistema DEC 10 (POP 10-90). 



-109-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALADOS 
COMPRIMENTO DO 

LADO 

L I M I T E I N F E R I O R 

DE ir 

L I M I T E SUPERIOR 

DE TT 

• 3 8. 0 . 7 6 5 3 6 6 8 6 4 7 3 0 1 8 3 . 0 6 1 4 6 7 4 5 8 9 2 0 7 2 4. 9 5 9 3 1 5 2 3 5 3 7 4 2 0 

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 6 4 4 0 3 2 2 6 3 . 1 2 1 4 4 5 1 5 2 2 5 8 0 5 3 . 8 7 8 0 0 6 7 3 4 9 6 2 6 2 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 2 8 0 6 5 9 1 2 3 . 1 3 6 5 4 8 4 9 0 5 4 5 9 4 3 . 4 7 7 3 9 2 5 6 5 6 3 2 5 1 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 4 8 6 5 4 8 4 3 . 1 4 0 3 3 1 1 5 6 9 5 4 7 5 3 . 3 0 2 3 7 0 8 1 2 4 9 0 4 0 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 4 5 7 0 4 5 8 2 3 . 1 4 1 2 7 7 2 5 0 9 3 2 7 7 3 . 2 2 0 3 0 7 5 5 4 5 4 2 8 7 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 0 7 6 5 7 1 4 4 3 . 1 4 1 5 1 3 8 0 1 1 4 4 3 0 3 . 1 8 0 5 4 3 9 6 8 2 1 9 7 3 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 1 7 6 9 2 9 8 3 1 3 . 1 4 1 5 7 2 9 4 0 3 6 7 0 9 3 . 1 6 0 9 6 8 2 7 7 0 9 4 9 8 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 5 9 1 3 5 2 5 9 3 3 . 1 4 1 5 8 7 7 2 5 2 7 7 1 6 3 . 1 5 1 2 5 5 6 4 1 3 3 3 8 2 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 7 9 6 0 3 7 2 5 7 3 . 1 4 1 5 9 1 4 2 1 5 1 1 2 0 3 . 1 4 6 4 1 7 9 6 4 3 2 6 2 5 

12 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 3 9 8 0 6 3 7 4 9 3 . 1 4 1 5 9 2 3 4 5 5 7 0 1 2 3 . 1 4 4 0 0 3 7 6 6 0 2 0 7 5 

13 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 6 9 9 0 3 7 5 1 4 3 . 1 4 1 5 9 2 5 7 6 5 8 4 8 7 3 . 1 4 2 7 9 7 8 2 4 4 2 6 0 5 

1 : 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 4 9 5 1 9 4 6 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 4 3 3 8 5 6 3 . 1 4 2 1 9 5 1 4 2 7 1 / 4 6 

15 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 1 7 4 7 5 9 8 1 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 8 7 7 6 9 9 3 . 1 4 1 8 9 3 8 7 4 0 7 9 0 5 

16 6 5 5 3 6 . 0 . 0 0 0 0 9 5 8 7 3 7 9 9 2 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 2 3 8 6 5 9 3 . 1 4 1 7 4 3 2 5 7 8 1 7 7 2 

17 1 3 1 0 7 2 . 0 . 0 0 0 0 4 7 9 3 6 8 9 9 6 2 3 . 1 4 1 : 3 9 2 6 5 3 2 8 8 9 9 3 . 1 4 1 6 6 7 9 5 4 1 9 9 6 7 

1 8 2 6 2 1 4 4 . 0 . 0 0 0 0 2 3 9 6 8 4 4 9 8 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 1 4 5 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, 3u 1 4 1 6 3 0 3 0 3 5 1 8 7 2 

1 9 5 2 4 2 8 8 . 0 . 0 0 0 0 1 1 9 8 4 2 2 4 9 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 7 0 9 9 3 . 1 4 1 6 1 1 4 7 8 4 6 0 2 5 

2 0 1 0 4 8 5 7 6 . 0 . 0 0 0 0 0 5 9 9 2 1 1 2 4 5 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 5 0 9 3 . 1 4 1 6 0 2 0 6 6 0 0 1 5 2 

2 1 2 0 9 7 1 5 2 . 0 . 0 0 0 0 0 2 9 9 6 0 5 6 2 ^ 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 8 6 2 3 . 1 4 1 5 9 7 3 5 9 7 8 9 7 8 

22 4 1 9 4 3 0 4 . 0 . 0 0 0 0 0 1 4 9 8 0 2 8 1 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 5 0 3 . 1 4 1 5 9 5 0 0 6 6 8 8 3 2 

2 3 8 3 8 8 6 0 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 7 4 9 0 1 4 0 6 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 2 3 . 1 4 1 5 9 3 8 3 0 1 3 8 6 9 

24 1 6 7 7 7 2 1 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 3 7 4 5 0 7 0 3 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 7 3 . 1 4 1 5 9 3 2 4 1 8 6 4 1 5 

2 5 3 3 5 5 4 4 3 2 . 0 0 0 0 0 0 1 8 7 2 5 3 5 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 9 4 7 7 2 6 9 5 

2 6 6 7 1 0 8 8 6 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 9 3 6 2 6 7 6 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 8 0 0 6 5 8 3 7 

27 1 3 4 2 1 7 7 2 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 4 6 8 1 3 3 8 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 7 2 7 1 2 4 0 8 

28 2 6 8 4 3 5 4 5 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 2 3 4 0 6 6 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 9 0 3 5 6 9 4 

2 9 5 3 6 3 7 0 9 1 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 1 1 7 0 3 3 4 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 7 1 9 7 3 3 6 

3 0 1 0 7 3 7 4 1 8 2 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 5 8 5 1 6 7 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 . 1 4 1 5 9 2 6 6 2 7 8 1 5 8 

TABELA 5.23 - L i m i t e s da TT - versao Teorema do Binomio p r e c i s a o dupla do 

Burroughs 1700-26. 
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K LADOS 
COMPRIMENTO DO 

LADO 

L I M I T E I N F E R I O R 

DEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT 

L I M I T E SUPERIOR 

DE TT 

3 8 . 0 . 7 6 5 3 6 6 8 6 2 9 9 3 6 8 3 . 0 6 1 4 6 7 4 5 1 9 7 4 7 4 4 . 9 5 9 3 1 5 2 1 2 4 4 3 4 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 1 6 . 0 . 3 9 0 1 8 0 6 4 2 1 3 4 5 0 3 . 1 2 1 4 4 5 1 3 7 0 7 6 0 7 3 . 8 7 8 0 0 6 7 0 9 7 3 9 5 6 

5 3 2 . 0 . 1 9 6 0 3 4 2 7 9 5 3 5 5 2 3 . 1 3 6 5 4 8 4 7 2 5 6 8 3 9 3 . 4 7 7 3 9 2 5 4 4 0 3 8 5 9 

6 6 4 . 0 . 0 9 8 1 3 5 3 4 8 0 0 1 9 6 3 . 1 4 0 3 3 1 1 3 6 0 6 2 7 4 3 . 3 0 2 3 7 0 7 8 6 6 6 6 8 7 

7 1 2 8 . 0 . 0 4 9 0 8 2 4 5 6 7 5 3 2 3 3 . 1 4 1 2 7 7 2 3 4 0 7 0 0 0 3 . 2 2 0 3 0 7 5 3 5 4 9 1 8 8 

8 2 5 6 . 0 . 0 2 4 5 4 3 0 7 6 4 1 1 6 4 3 . 1 4 1 5 1 3 7 8 2 5 5 3 3 7 3 . 1 8 0 5 4 3 9 4 6 1 0 2 2 6 

9 5 1 2 . 0 . 0 1 2 2 7 1 7 6 9 2 1 7 4 7 3 . 1 4 1 5 7 2 9 2 1 5 3 6 8 6 3 . 1 6 0 9 6 8 2 5 5 2 5 1 6 4 

1 0 1 0 2 4 . 0 . 0 0 6 1 3 5 9 1 3 4 8 7 0 1 3 . 1 4 1 5 8 7 7 0 7 2 1 4 0 5 3 . 1 5 1 2 5 5 6 2 0 6 4 3 4 9 

1 1 2 0 4 8 . 0 . 0 0 3 0 6 7 9 6 0 3 5 2 3 8 3 . 1 4 1 5 9 1 4 0 2 7 0 2 0 3 3 . 1 4 6 4 1 7 9 4 2 8 2 9 4 3 

12 4 0 9 6 . 0 . 0 0 1 5 3 3 9 8 0 6 2 8 2 0 3 . 1 4 1 5 9 2 3 2 6 5 7 4 0 2 3 . 1 4 4 0 0 3 7 4 5 1 6 8 4 4 

13 8 1 9 2 . 0 . 0 0 0 7 6 6 9 9 0 3 7 0 4 9 3.. 1 4 1 5 9 2 5 5 7 5 4 2 0 2 3 . 1 4 2 7 9 7 8 0 2 5 7 4 9 3 

14 1 6 3 8 4 . 0 . 0 0 0 3 8 3 4 9 5 1 9 2 2 9 3 . 1 - . 1 5 9 2 6 1 7 1 4 6 6 7 3 . 1 4 2 1 9 5 1 2 5 1 1 0 4 4 

15 3 2 7 6 8 . 0 . 0 0 0 1 9 1 7 4 7 5 9 6 9 4 3 . 1 4 1 5 9 2 6 2 8 3 2 2 5 4 3 . 1 4 1 8 9 3 8 5 1 5 7 0 2 8 

1 6 6 5 5 3 6 . 0 . 0 0 0 0 9 5 8 7 3 7 9 8 6 4 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 7 4 3 2 3 7 1 5 2 6 9 

1 7 . 1 3 1 0 7 2 . 0 . 0 0 0 0 4 7 9 3 6 8 9 9 3 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 6 6 7 9 3 2 2 7 1 9 5 

1 8 2 6 2 1 4 4 . 0 . 0 0 0 0 2 3 9 6 8 4 4 9 6 6 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 6 3 0 2 8 2 6 2 5 5 5 

19 5 2 4 2 8 8 . 0 . 0 0 0 0 1 1 9 8 4 2 2 4 8 3 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 6 1 1 4 5 6 8 7 1 0 3 

2 0 1 0 4 8 5 7 6 . 0 . 0 0 0 0 0 5 9 9 2 1 1 2 4 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 6 0 2 0 4 4 9 2 5 C 9 

2 1 2 0 9 7 1 5 2 . 0 . 0 0 0 0 0 2 9 9 6 0 5 6 2 0 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 9 7 3 4 0 8 1 4 7 6 

2 2 4 1 9 4 3 0 4 . 0 . 0 0 0 0 0 1 4 9 8 0 2 8 1 0 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 9 4 9 8 8 2 9 3 9 4 

23 8 3 8 8 6 0 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 7 4 9 0 1 4 0 5 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 3 3 8 1 1 1 0 2 2 1 

24 1 6 7 7 7 2 1 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 3 7 4 5 0 7 0 2 3 : 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 9 3 2 2 4 3 6 8 9 8 

25 3 3 5 5 4 4 3 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 1 8 7 2 5 3 5 1 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 9 2 9 2 8 2 0 8 4 1 

26 6 7 1 0 8 8 6 4 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 9 3 6 2 6 7 5 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 9 2 7 8 2 3 2 2 0 8 

27 1 3 4 2 1 7 7 2 8 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 4 6 8 1 3 3 7 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 9 2 7 0 8 4 1 6 2 8 

28 2 6 8 4 3 5 4 5 6 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 2 3 4 0 6 6 8 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 3 2 6 7 1 1 6 3 3 8 

29 5 3 6 8 7 0 9 1 2 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 1 1 7 0 3 3 4 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 2 5 3 6 9 2 

30 1 0 7 3 7 4 1 8 2 5 . 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 5 8 5 1 6 7 3 . 1 4 1 5 9 2 6 3 5 7 7 3 1 2 3 . 1 4 1 5 9 2 6 4 5 0 8 6 3 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TABELA 5.24 - Limites de n - versao Teorema do Binomio p r e c i s a o dupla do 

IBM 1130. 
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5.5 - Conclusao 

Apresentamos apenas d o i s casos estudados, apesar de ou 

t r o s programas terem s i d o s processados. A raz a o de r e s t r i n g i r m o s 

a d o i s casos, f o i porque a t i n g i m o s o o b j e t i v o de a n a l i s e das 

a r i t m e t i c a s das maquinas e a i n d a mostramos algumas causas por 

que os a l g o r i t m o s numericos podem a p r e s e n t a r a l t a i n s t a b i l i d a d e 

n umerica. 

Em p r i m e i r o l u g a r , sugerimos algumas r e g r a s p a r a se o b t e r 

r e s u l t a d o s melhores em computagoes n u m e r i c a s , t a i s como: 

(a) Quando os numeros devem ser somados e/ou s u b t r a i d o s , 

deve-se t r a b a l h a r com os numeros menores p r i m e i r a m e n 

t e ; 

(b) Se p o s s i v e l , e v i t a r s u b t r a g o e s de d o i s numeros a p r o x i 

madamente i g u a i s ; 

(c) Se e x i s t i r uma expressao comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a(b - c ) podera s e r 

r e - e s c r i t a como ah - ac o mesmo acontecendo com 

(a - b ) / c por a/a - b/c. Se e n v o l v e r numeros a p r o x i 

madamente i g u a i s , e f e t u a r p r i m e i r o a s u b t r a g a o ; 

(d) E v i t a r operagoes a r i t m e t i c a s com operandos c u j a s g r a n 

dezas sejam s u f i c i e n t e m e n t e d i f e r e n t e s ; 

(e) E v i t a r operagoes a r i t m e t i c a s com operandos c u j o s expo 

e n t e s podem causar o v e r f l o w ou u n d e r f l o w . Quando f o r 



i n e v i t a v e l , a p r i m e i r a medida e v e r i f i c a r se as ope 

ragoes nao podem ser r e - a r r a n j a d a s , se nao f o r p o s s i 

v e l , p r o c u r a r armazenar os expoentes separadamente e 

o p e r a - l o s como se fossem i n t e i r o s ; 

( f ) E v i t a r d i v i s a o onde o d i v i s o r e uma q u a n t i d a d e m u i t o 

pequena; 

(g) E v i t a r impressao de r e s u l t a d o s i m p r e c i s o s ou d u v i d o 

sos, e s p e c i f i c a n d o f o r m a t o s s u f i c i e n t e m e n t e grandes, 

p e r m i t i n d o a impressao, p e l o menos, do numero de d l 

g i t o s m a n t i d o s nas m a n t i s s a s dos numeros; 

(h) E v i t a r t e s t e s de i g u a l d a d e , dando sempre um f a t o r de 

p r e c i s a o ; 

( i ) E s p e c i f i c a r c o r r e t a m e n t e as c o n s t a n t e s , i d e n t i f i c a n 

do-as se sao de p r e c i s a o s i m p l e s ou d u p l a para e v i t a r 

e r r o s de conversao ( e r r o s i n e r e n t e s ) ; 

( j ) E v i t a r expressoes a r i t m e t i c a s m i s t a s ; 

(k) Um programa em p r e c i s a o s i m p l e s quando f o r r e - e x e c u 

t a d o em p r e c i s a o d u p l a devera t e r suas c o n s t a n t e s 

a l t e r a d a s para o numero de d i g i t o s a c e i t o s p e l a p r e 

c i s a o d u p l a , o mesmo acontecendo com os dados para 

e v i t a r e r r o s i n e r e n t e s ; 

(1) Quando nada do e x p o s t o acima se a p l i c a r , sugerimos 

m i n i m i z a r o numero de operagoes a r i t m e t i c a s . 
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As r e g r a s acima podem ser f a c i l m e n t e comprovadas p e l o que 

f o i a p resentado nos c a p i t u l o s a n t e r i o r e s , razao p e l a q u a l nao 

estenderemos a d i s s e r t a g a o com t r e c h o s de programaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA FORTRAN para 

i l u s t r a r e j u s t i f i c a r as r e g r a s . 

Fazendo uma a n a l i s e da a r i t m e t i c a de cada um dos computa 

d o r e s , sem l e v a r em c o n s i d e r a g a o o tempo de processamento, cus 

t o de processamento e magnitude do expoente, c o n s i d e r a n d o apenas 

os casos estudados e a e s t r u t u r a dos computadores u t i l i z a d o s , 

chegamos a con c l u s a o de que as melhores p r e c i s o e s , s i m p l e s e 

d u p l a , p a r a a m a i o r i a dos casos, p o s s l v e l m e n t e , obedecerao a se 

g u i n t e ordem: PDP10-90, B1700-26, IBM/370-145 e IBM 1130. 

Comparando como as operagoes a r i t m e t i c a s sao executadas 

p e l a s maquinas, como o processo de c o r t e ou arredondamento, o 

processo de n o r m a l i z a c a o e ainda observando o tamanho da p a l a 

v r a e a forma de armazenamento, e quase que s u f i c i e n t e p a r a se 

f a z e r uma a n a l i s e com a f i n a l i d a d e de e s c o l h a de uma a r i t m e t i c a 

mais c o n v e n i e n t e para a p l i c a g o e s que envolvem numeros de pont o 

f l u t u a n t e . 

Para um est u d o mais aprofundado dos problemas i n e r e n t e s 

a uma maquina e n e c e s s a r i o e s t u d a r os s e g u i n t e s a s p e c t o s : 

(a) Como sao f e i t a s as conversoes de base dos dados de en 

t r a d a e s a i d a ; 

(b) Como sao a v a l i a d a s as fungoes embutidas; 
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(c) Qual o comportamento do sis t e m a quando o c o r r e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

overflow ou underflow de expoente; 

(d) Como sao f e i t a s as operagoes a r i t m e t i c a s ( c o r t e ou 

arredondamento, n o r m a l i z a g a o , a l g o r i t m o s para execu 

gao de operagoes, tamanho da m a n t i s s a , do expoente,.); 

(e) E s t r u t u r a de funcionamento da unidade a r i t m e t i c a de 

po n t o f l u t u a n t e , se a unidade e c o n s t i t u i d a por 

hardware ou software; 

( f ) A t e que ponto o u s u a r i o podera i n t e r f e r i r no f l u x o 

de processamento quando condigoes anormais o c o r r e r e m , 

e a que n i v e l . 

Dos computadores que estudamos, considerando alguns dos 

i t e n s acima, podemos a f i r m a r que, p r o v a v e l m e n t e , o mais i n d i c a d o 

para processamento de numeros de ponto f l u t u a n t e em condigoes 

normais, sem problema de overflow ou underflow, com o problema 

bem c o n d i c i o n a d o , sem problemas de i n s t a b i l i d a d e , e o PDP-10-90. 

F i n a l m e n t e , observamos que na m a i o r i a dos casos p r a t i c o s , 

apenas o aumento de p r e c i s a o dos numeros de ponto f l u t u a n t e nao 

r e s o l v e , e n e c e s s a r i o uma a n a l i s e d e t a l h a d a do a l g o r i t m o u t i l i 

zado e p r i n c i p a l m e n t e dos dados para e v i t a r e r r o s i n e r e n t e s . I s 

t o s i g n i f i c a que e p o s s i v e l o b t e r bons r e s u l t a d o s em q u a l q u e r uma 

das maquinas estudadas, desde que, o a l g o r i t m o nao a p r e s e n t e i n s 

t a b i l i d a d e numerica e o problema e s t e j a bem c o n d i c i o n a d o . 



CAPlTULO V I 

LINGUAGEM PARA ANALISE DE ERROS COMPUTACIONAIS 

6.1 - I n t r o d u c a o 

Qualquer u s u a r i o que nao tenha nocoes sobre a a r q u i t e t u r a 

do coraputador, normalmente, a c r e d i t a nos r e s u l t a d o s o b t i d o s como 

se fossem c o r r e t o s , ou p e l o menos, aproximadamente c o r r e t o s . Quan 

do o u s u a r i o e um i n i c i a n t e na area de a n a l i s e numerica, o seu 

maior problema e entender a t e o r i a dos e r r o s , p o i s e d i f i c i l 

a c r e d i t a r que uma maquina nao possa m a n i p u l a r com numeros r e a i s 

e sim com um s u b c o n j u n t o d i s c r e t o desses numeros. D i f i c i l a i n d a 

e a c e i t a r que o computador, na execucao de um a l g o r i t m o numerico 

s i m p l e s , possa a p r e s e n t a r s o l u c o e s t o t a l m e n t e d e s p r o v i d a s de s_i 

g n i f i c a n c i a . 

Como e n s i n a r a t e o r i a dos e r r o s ? Mesmo o melhor metodo de 



e n s i n o sem o a u x l l i o de uma f e r r a m e n t a e f i c a z nao o b t e r i a r e s u l 

tados s a t i s f a t o r i o s . 

Considerando a f a l t a de r e c u r s o s para a u x i l i a r a a p r e n d i 

zagem do a l u n o , passamos a d e s c r e v e r uma linguagem i n t e r a t i v a 

que possa, nao so m o t i v a r , mas m o s t r a r aos i n i c i a n t e s , como as 

operagoes a r i t m e t i c a s sao executadas i n t e r n e a m e n t e , a f i m de que 

o aluno c o n s i g a a v a l i a r os e r r o s cometidos por uma maquina. 

6.2 - Elementos S i n t a t i c o s da Linguagem 

Apresentaremos os elementos s i n t a t i c o s que compoem a l i n 

guagem. 

6.2.1 - Conjunto de C a r a c t e r e s 

A linguagem i d e n t i f i c a r a como c a r a c t e r todas as l e t r a s do 

a l f a b e t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (A - Z ) 3 t o d o s os d i g i t o s d e c i m a l s (0 - 9) e os s e g u i n 

t e s c a r a c t e r e s e s p e c i a i s : 

+ - * / - ( ) •> < " " " •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA" 

6.2.2 - I d e n t i f i c a d o r e s 

Um i d e n t i f i c a d o r e uma c a d e i a de c a r a c t e r e s a l f a n u m e r i c o s 
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comecando com uma l e t r a . A linguagem a c e i t a r a i d e n t i f i c a d o r e s de 

a t e 10 c a r a c t e r e s , de comprimento. 

6.2.3 - Simbolos Operadores 

Os operadores b i n a r i o s serao os s e g u i n t e s : 

(a) A r i t m e t i c o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S I M B O L O S S I G N I F I C A D O S 

+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAodicao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— sublrapao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*  multiplicacao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  divisao 

exponenciopao 

(b) L o g i c o s 

S I M B O L O S SIGNIFICADOS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- iguol 

> maior 

< menor 

>= maior ou igual 

<= menor ou igual 

—zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ — nao igual 

(c) U n a r i o s 

S I M B O L O S . SIGNIFICADOS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

—I 

mais 

menos ( hifem) 

negacao 
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6.2.4 - P a l a v r a s Reservadas 

Sao i d e n t i f i c a d o r e s que nao podem r e c e b e r a t r i b u t o s no 

programa. A linguagem contem as s e g u i n t e s p a l a v r a s r e s e r v a d a s : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

INICIO DECLARE APAGUE RAIZQUADR 

FIM REAL DETALHE VALORABS 

AEITPF INTEIRO EXECUTE SENO 

ARIFIX VETOR ATE COS 

EXPOENTE MATRIZ FIM EXP 

PRECISAO BLOCO E POTENCIA 

NUMDIG F1MB LOCO OU LOG 

MOD 

6.2.5 - Comentarios 

Os c o m e n t a r i o s t e r a o o s e g u i n t e f o r m a t o : 

COM .... cadeia de c a r a c t e r e s 

serao t r a t a d o s como i n s t r u g a o sem e f e i t o , podendo aparecer em 

q u a l q u e r p a r t e do programa. 

6.2.6 - Brancos 

0 c a r a t e r branco t e r a a funcao de d e l i m i t a d o r alem de ser 
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v i r para d a r e s t e t i c a v i s u a l aos programas. 

6.2.7 - D e l i m i t a d o r e s e Parenteses 

Os d e l i m i t a d o r e s de programa saozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA INICIO e FIM, i n d i c a n d o 

o i n i c i o e f i m r e s p e c t i v a m e n t e . 

0 d e l i m i t a d o r de i n s t r u g a o e pa r a marcar o seu f i m . 

Os d e l i m i t a d o r e s de b l o c o s sao: No i n i c i o a p a l a v r a r e s e r 

vada BLOCO e no f i m a p a l a v r a r e s e r v a d a FIMBLOCO. 

Os p a r e n t e s e s tem a f i n a l i d a d e de e l i m i n a r ambiguidades 

de s i n t a x e , como por exemplo: 

DECLARE (A, B, C, D) REAL; 

e ainda d i t a r a p r e c e d e n c i a de operagoes. 

6.2.8 - Formato dos Campos 

As i n s t r u g o e s t e r a o f o r m a t o l i v r e de e n t r a d a , podendo i n i 

c i a r em q u a l q u e r p o s i g a o de uma l i n h a da t e l a do t e r m i n a l de 

v i d e o , e t e r m i n a r em uma o u t r a l i n h a q u a l q u e r . 
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6.2.9 - Expressoes 

A linguagem e composta de d o i s t i p o s de expressoes: (a) a 

r i t m e t i c a e (b) l o g i c a . 

A expressao a r i t m e t i c a e c o n s t i t u i d a de um operando, p r e 

cedido ou nao, de um operador u n a r i o a r i t m e t i c o , e opcionalmen 

t e seguido por um operador a r i t m e t i c o e um segundo operando. O 

operando podera ser uma v a r i a v e l , uma c o n s t a n t e numerica, ou r e 

f e r e n c i a de fungao. 

Uma expressao l 5 g i c a , podera ser s i m p l e s ou composta. A sim 

p i e s s era c o n s t i t u i d a por duas expressoes a r i t m e t i c a s q u a i s q u e r , 

r e l a c i o n a d a s por um dos operandos l o g i c o s e podendo, o c o n j u n t o , 

ser p r e c e d i d o ou nao por um operador u n a r i o l 5 g i c o . A composta 

sera formada por mais de uma expressao l o g i c a s i m p l e s , r e l a c i o 

nadas por um dos operadoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Booleanos ("E" ou "OU") e o c o n j u n 

t o , podera ser p r e c e d i d o ou nao p o r um operador u n a r i o l 5 g i c o . 

6.2.10 - I n s t r u g o e s 

A linguagem a d m i t i r a os s e g u i n t e s t i p o s de i n s t r u g o e s : 

(a) i n s t r u g a o de d e c l a r a g a o , 

(b) i n s t r u g a o de a t r i b u i g a o , 

(c) i n s t r u g a o de d e f i n i g a o de b l o c o , 

(d) i n s t r u g a o EXECUTE, 

(e) o u t r a s i n s t r u g o e s . 
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6.2.10(a) - I n s t r u g a o de Declaragao 

c l a s s e s d i s t i n t a s : (1) d e c l a r a g a o da a r i t m e t i c a 

de v a r i a v e i s . 

A p r i m e i r a e u t i l i z a d a p a r a d e f i n i r a magnitude e a p r e c i 

sao dos numeros de p o n t o f l u t u a n t e a t r a v e s da d e c l a r a g a o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ARITPF EXPOENTE = i n t e i v o PRECISAO - nQ de d l g i t o s , 

e a magnitude dos numeros de ponto f i x o por meio da d e c l a r a g a o 

ARITFIX NUMDIG = nQ de d i g i t o s . 

Quando q u a l q u e r uma das duas opgoes da d e c l a r a g a o da a r i _ 

t m e t i c a aparecerem no corpo do programa, a agao a ser tomada d e i 

xamos p a r a a e t a p a de implementagao da linguagem. 

A segunda, podera e s t a r p r e s e n t e em q u a l q u e r ponto do cor 

po do programa, e x c e t o d e n t r o de b l o c o s . 

Ha d o i s t i p o s b a s i c o s de v a r i a v e i s : simples e indexada. 

O f o r m a t o da i n s t r u g a o de d e c l a r a g a o de v a r i a v e i s e o se 

g u i n t e : 

- v a r i a v e i s s i m p l e s 

DECLARE ( l i s t a de v a r i a v e i s ) t i p o ; 

Temos duas 

e (2) d e c l a r a g a o 
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- v a r i a v e i s indexadas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DECLARE ( l i s t a de v a r i a v e i s com a t r i b u t o s ) t i p o s ; 

onde: t i p o deve ser i n t e i r o ou r e a l , e os a t r i b u t o s devem i n d i 

c a r o numero de elementos de um v e t o r ou o numero de l i n h a s e co 

lun a s para uma m a t r i z . 

6.2.10(b) - I n s t r u g a o de A t r i b u i c a o 

O f o r m a t o g e r a l s e r a : 

Variav el = expressao a r i t m e t i c a 

onde a v a r i a v e l , p r e v i a m e n t e d e c l a r a d a , podera s e r s i m p l e s ou i n 

dexada. 

6.2.10(c) - I n s t r u g a o de D e f i n i g a o de Bloco 

Um b l o c o sera c o n s t i t u i d o por d o i s d e l i m i t a d o r e s e um cor 

po. Os d e l i m i t a d o r e s serao as p a l a v r a s r e s e r v a d a s BLOCO seguido 

de um nome, no i n i c i o , e FIMBLOCO acompanhado o p c i o n a l m e n t e , de 

um nome, no f i m . 0 corpo c o n t e r a i n s t r u g o e s , com excessao de i n s 

t r u g o e s de d e c l a r a g o e s . 
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Por Exemplo: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

BLOCO A; 

X = C + D; 

I - X * Xj 

FIMBLOCO A; 

6.2.10(d) - I n s t r u g a o Execute 

S e r v i r a p a r a e x e c u t a r um b l o c o previamente d e f i n i d o e, a 

p r e s e n t a o s e g u i n t e f o r m a t o : 

EXECUTE "nome bloco" [_ ATE condigao ] 

0 b l o c o i d e n t i f i c a d o por nome bloco sera executado, e x c e t o 

quando f o r a s s i n a l a d o "ATE condigao" e a condigao f o r s a t i s f e i t a . 

6.2.10(e) - O u t r a s I n s t r u g o e s 

I n c l u i m o s a q u i , algumas i n s t r u g o e s de c o n t r o l e , que sao: 

- DETALHE 

- APAGUE " i d e n t i f i c a d o r e s " 

A p r i m e i r a s e r v i r a p a r a d e t a l h a r a proxima i n s t r u g a o , e x i 

bi n d o na t e l a do t e r m i n a l de v i d e o como as operagoes a r i t m e t i c a s es 

t a o sendo executadas i n t e r n a m e n t e . A sua u t i l i z a g a o so t e r a e f e i 
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t o a ntes de uma i n s t r u g a o de a t r i b u i g a o que nao e s t e j a d e n t r o de 

um b l o c o . 

A segunda t e r a o s e g u i n t e f o r m a t o : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

APAGUE ( l i s t a de - i d e n t i f i c a d o r e s ) ; 

onde os i d e n t i f i c a d o r e s poderao s er v a r i a v e i s e nome de b l o c o s . 

A funcao dessa i n s t r u g a o e t o r n a r d i s p o n i v e l o espago ocupado 

p e l a l i s t a de i d e n t i f i c a d o r e s . 
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6.2.11 - Exemplo de Programa para D e t e r m i n a r a Solugao de uma 

Equagao do 29 Grau. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

INICIO 

ARITPF EXPOENTE = 99 PRECISAO = 10; 

ARITFIX NUNDIG=10; 

DECLARE (A 3 B ,C 3 DELTA, X13X23 TEMPI ) REAL; 

COM ... ENTRADA DE A,B e C; 

A - 2.E0; 

B = 4.0EO; 

C = -4.0; 

DETALHE 

TEMPI = B*B; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* _ _ _ _ _ _ 

DECLARE (TEMP2)REAL; 

DETALHE; 

TEMP2 - 4.*A; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* _ _ _ _ _ _ _ 

DETALHE; 

TEMP2= TEMP2 *C; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* _ _ _ _ _ _ 

DELTA = TEMPI - TEMP2; 

* _ _ _ _ _ _ 

DECLARE (AUXl)REAL; 

COM ... CALCULO DA PRIMEIRA RAIZ 

BLOCO RAIZ1; 

AUX1 = RAIZ QUAD (DELTA) ; 

TEMPI - -B + AUX1 

TEMP2 - 2.0 *A; 

XI = TEMPI/TEMP 2; 

FIMBLOCO RAIZ1; 

EXECUTE RAIZ1; 

TEMPI = -B - AUX1; 

TEMP2 =2. *A; 

X2 = TEMPI/TEMP2; 

FIM. 

onde serao impressos o s d e t a l h e s da operacao a r i 

t m e t i c a . 
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6.3 - D e f i n i c a o Formal da Linguagem 

D e f i n i r e m o s a s i n t a x e da linguagem i n t e r a t i v a , u t i l i z a n d o 

a notagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA BNF (Backus - Naur Form) 

6.3.1 - Gramatica da Linguagem de Programacao 

<programa> :: - INICIO <lista de instrugoes> FIM 

<lista de instrugoes> :: = <instrugao> 

| <lista de instrugdes>; <instrugao> 

<instrugao> :: - <deelaragao> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I <atribuigao> 

| <defirvigao de bloco> 

| <execute> 

| <outros> 

<declaragao> :: - <declaragao da aritmetica> 

| <declaragao de variaveis> 

<declaragao da aritmet-ica> :: - <aritmetica de ponto fixo> 

| <aritmetica de ponto flutuante> 

<aritmetica de ponto fixo> :: = ARITFIX NUMDIG - <constante inteira> 

<constante inteira> :: = <numeros inteiros> 

<numero inteiro> :: = <dzgito decimal> 

1 <numero £nteiro> <dtgito decimdl> 

<dlgito decimal> :: = 0\l\2\z\4\s\6\?\8\9 

<aritmetica de ponto flutuante> :: = ARITPF EXPOENTE - <constante inteira> 

PRECISAO - <constante inteira> 

<declaragao de variavel> :: = DECLARE (<lista de identificadores>)<tipo> 

| DECLARE (<lista de identificadores com 

atributos>) <tipo> 

<tipo> : = INTEIRO 

| REAL 
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<lista de identificadores> :: - <identificador> 

| <lista de identif£cadores> 3 <identifieadov> 

<identificador> :: = <letra> 

| <identificadov> <letva> 

<identificadov> <dtgito decimal> 

<lista de identificadores com atvibutos> :: - <identificadov com atvibutos> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I <lista de identificadores com atributos> , <identificador com atributos> 

<identificador> com atributos> :: - <identificador> (<dimensao>) 

<dimensao> :: - <constante inteira> 

\ <constante inteira> 3 <constante inteira> 

<atribuigao> :: - <variavel> - <expressao aritmetica> 

<variavel> :: = <variavel simples> 

\ <variavel indexada> 

<variavel simples> :: - <identificador> 

<varia.vel indexada> :: = <identificador> (<indice>) 

| <identificador> (<indice> , <indice>) 

<%ndice> :: = <constante inteira> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I <variavel sirtrples> 
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< expressao aritmetica > = < operandol > |- < operandol > \+ < operandol > 

< operandol > < operador aritmetico > < operando2 > 

+< operandol > < operador aritmetico > < operando2 > 

-< operandol > < operador aritmetico > < operando2 > 

< operandol > <operador aritmetico > (- < operando2 >) 

< operandol > Operador aritmetico > (+ < operando2 >) 

+ < operandolxoperador aritmetico > (- < operando2 >) 

+ < operandolxoperador aritmetico > (+ < operando2 >) 

- < operandolxoperador aritmeticozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA > (- < operando2 >) 

- < operandolxoperador aritmetico > (+ < operando2 >) 

< operandol > :: = < varidvel > 

< constante nwnerica > 

| < invocagao de fungao > 

< constante nwnerica > :: - < constante inteira > 

| < constante real > 

< constante real > - < constante inteira > 

. < constante inteira > 

< constante inteira > . < constante inteira > 

< constante inteira >.E < expoente > 

. < constante inteira > E < expoente > 

< constante inteira >.< constante inteira > E < expoente > 

< expoente > :: = < constante inteira > 

| + < constante inteira > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I - < constante inteira > 



< invocagao de fungao > :: = < identificador > ( < parametros > ) 

< parametros > :: = < constante nwnerica > 

< varidvel > 

- <constante nwnerica > 

| + <consntante nwnerica > 

- <varidvel > 

| + <varidvel > 

| <parametros > 3 <constante nwnerica > 

<parametros > ,- <constante nwnerica > 

<parametros > <constante nwnerica > 

<parametros > , <varidvel > 

| <parametros > <varidvel > 

<parametros > 3+ <varidvel > 

< operador aritmetico > ::zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - + j - | * | / | * * 

< definigao de bloco > - <cabega de bloco xcorpo do bloco xfim do bloco> 

< cabega do bloco > :: - BLOCO <identificador > ; 

< corpo do bloco > :: - <lista de instrugoes > 

< fim do bloco > :: = FIMBLOCO 

| FIMBLOCO <identificador > 

< execute > :: = EXECUTE <identificador > 

| EXECUTE <identificador > ATE < condigao > 

< condigao > :: - <expressao logica simples > 

<expressao logica composta > 

-\( < condigao > ) 
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< expressao logica simples > :: - < expressao aritmetica > < relagao > 

< expressao aritmetica > 

< relagao > :: = -| < | > |<-|> =| -

< expressao logica composta > : =< expressao logica simples > < booleano > 

< expressao logica simples > 

< booleano > :: - E\OV 

< outros > :: = < apague > 

| < detalhe > 

< comentario > 

< apague > :: = APAGUE < lista de identificadores > 

< detalhe > :: = DETALHE 

< comentario > : = COM < cadeia de caracteres > 

< cadeia de caracteres > :: = < letra > 

< digtto decimal > 

< caracter especial > :: = + 

< caracter especial > 

< cadeia de caracteres >< letra > 

< cadeia de caracteres >< digito decimal > 

< cadeia de caracteres > < caracter especial> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- l - l * l / l - | r | ; | . |< |>h lJ : | " l ' l ; 

$ l%l h i / 
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6 . 4 - Sugestoes para Implementacao da Linguagem de Programacao 

Apresentaremos apenas as sugestoes r e f e r e n t e s a e s t r u t u r a , 

que achamos v i a v e i s , para a implementacao da linguagem. 

A t a b e l a de s i m b o l o s podera ser composta com as i n f o r m a 

goes apresentadas na f i g u r a 6.1 

IDENTIFICADOR C L A S S E TIPO DO DADO APONTADOR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I 

• 1 
1 

; 

Figura 6.1 - tabela de sfmbolos 

A c l a s s e podera ser uma das s e g u i n t e s : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 - v a r i a v e l s i m p l e s 

1 - v a r i a v e l indexada ( v e t o r ) 

2 - v a r i a v e l indexada ( m a t r i z ) 

3 - i d e n t i f i c a g a o de b l o c o . 
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Teremos os s e g u i n t e s t i p o s de dados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 - sem e f e i t o (usado p a r a i d e n t i f i c a d o r de b l o c o ) 

1 - p o n t o f i x o 

2 - p o n t o f l u t u a n t e 

Conforme a c l a s s e o apontador i n d i c a r a : 

- v a r i a v e l s i m p l e s ( c l a s s e 0) - o enderego da "memoria" 

onde o dado e s t a armazena 

do; 

- v a r i a v e l indexada (classe 1 ) - o enderego da t a b e l a "des_ 

c r i t o v de.vetor"; 

- v a r i a v e l indexada (classe 2 ) - o enderego da t a b e l a "des_ 

c r i t o v de matriz"; 

- i d e n t i f i c a d o r de b l o c o (classe Z) - o enderego da t a b e l a 

" d e s c r i t o r de bloco". 

0 d e s c r i t o r de v e t o r devera c o n t e r o enderego da "memoria" 

onde comega o armazenamento dos dados e o numero de elementos do 

v e t o r , conforme mostra a f i g u r a 6.2. 



E N D E R E C O INICIAL N^ DE E L E M E N T O S 

Figura 6 .2 - Descritor de vetor. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 d e s c r i t o r de m a t r i z , mostrado na f i g u r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 . 3 , c o n t e r a 

uma e n t r a d a p a r a a s s i n a l a r o enderego dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "memoria" onde comega 

o armazenamento dos dados, uma e n t r a d a para guardar o numero de 

l i n h a s da m a t r i z e uma o u t r a e n t r a d a para r e t e r o numero de c o l u 

nas da m a t r i z . 

, ENDERECO INICIAL N2 DE LINHAS N2 DE COLUNAS 

• 

; 

• 

Figura 6.3 - Descritor de matriz. 

0 d e s c r i t o r de b l o c o , t e r a apenas duas e n t r a d a s , uma par; 
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a p o n t a r p a r a o endereco de memoria onde comega o armazenamento 

das i n s t r u g o e s do b l o c o e o u t r a p a r a a p o n t a r para o enderego on 

de f o r armazenada a u l t i m a i n s t r u g a o do b l o c o , como mostra a f _ i 

f u r a 6.4. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E N D E R E p O DA PR1MEIRA 

MSTRUCAO DO B L O C O 

E N D E R E C O DA ULTIMA 

INSTRUCAO DO B L O C O 

• 
• 
• 
• 
• 
• 

Figura 6 .4 - Descritor de bloco. 

Como g u i a p a r a implementagao da linguagem, apresentaremos 

algumas i l u s t r a g o e s . 

(a) V a r i a v e l s i m p l e s , dado de ponto f i x o armazenado num en 

derego de memoria K, conforme i l u s t r a d o na f i g u r a 6.5. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I 

T A B E L A D E SIMBOLOS MEMORIA 

IDENTIFICADOR C L A S S E T I P O APONTADOR 

T E S E 0 ] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F igure 6 5 - E s t i u U i r o dos dedos para variavel simples. 
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(b) V a r i a v e l indexada do t i p o v e t o r e v a r i a v e l indexada 

do t i p o m a t r i z , serao i l u s t r a d o s na f i g u r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 . 6 , assim 

d e c l a r a d o s : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DECLARE ( A ( 1 0 ) ) INTEIRO; 

DECLARE ( B ( 5 , 5 ) ) REAL; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T A B E L A D E SIMBOLOS 

IDENTIFICADOR C L A S S E T I P O APONTADOR 

A 1 1 

B 2 r •» zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 

DESCRITOR D E V E T O R 

E N D E R E C O INICIAL U* ELEMENTOS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ - —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA' ?<• 10 

ENDERECO 
INICIAL 

N2 LINHAS N£ COUINAS 

5 5 

F<gura 6 6 - Estrutura d e dcdos poro vetor « motrut. 



CAPlTULO V I I 

CONCLUSOES E SUGESTOES 

Neste C a p i t u l o , apresentaremos as conclu s o e s r e f e r e n t e s 

ao t r a b a l h o d e s e n v o l v i d o e' como sugestao c i t a r e m o s t r a b a l h o s que 

f u t u r a m e n t e poderao s e r f e i t o s , com o o b j e t i v o de dar c o n t i n u i _ 

dade ao nosso t r a b a l h o . 

7.1 - Conclusoes 

Com a v i s i v e l reducao nos c u s t o s de f a b r i c a c a o de m i c r o 

processadores d e v i d o ao avanco t e c n o l o g i c o alcancado p e l a mi 

c r o - e l e t r o n i c a , e stima-se que para um f u t u r o p r o x i m o , a grande 

m a i o r i a dos c i e n t i s t a s t e r a o a d i s p o s i c a o , nao mais c a l c u l a d o r a s 

e l e t r o n i c a s , mas sim microcomputadores com grande capacidade de 

processamento e l i n g u a g e n s de a l t o n l v e l que f a c i l i t e m o desen 
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v o l v i m e n t o dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA softwares de a p l i c a g o e s . Desta forma, teremos num 

f u t u r o p r o x i m o , m u i t o mais pessoas e n v o l v i d a s com as i d i o s s i n c r a 

s i a s da a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e . 

Desenvolvemos o nosso t r a b a l h o com o o b j e t i v o de m o s t r a r 

e a n a l i s a r os problemas i n e r e n t e s ao processamento de numeros de 

p o n t o f l u t u a n t e . 

No C a p i t u l o I I , determinamos uma forma g e r a l de r e p r e s e n 

tacao dos s i s t e m a s de numeros de p o n t o f l u t u a n t e . A s e g u i r passa 

mos a a n a l i s a r os sistemas numericos u t i l i z a d o s p e l o s computado 

r e s , ou s e j a , a r i t m e t i c a de c o r t e , a r i t m e t i c a com arredondamen 

t o , e uma l i g e i r a m o d i f i c a g a o da a r i t m e t i c a de c o r t e . E s t a a n a l i 

se f o i f e i t a com o o b j e t i v o de m o s t r a r que as l e i s da a l g e b r a , 

quando a p l i c a d a s aos s i s t e m a s de numeros de p o n t o f l u t u a n t e f a 

lham em consequencia das r e s t r i g o e s desses s i s t e m a s , d i t a d a s pe 

l a s r e s t r i g o e s do hardware das maquinas. 

Considerando que a magnitude dos numeros de p o n t o f l u t u 

a n t e e l i m i t a d a p e l o tamanho do expoente do numero, procuramos 

a p r e s e n t a r o que acontece nos d i v e r s o s computadores, quando uma 

operagao a r i t m e t i c a g e r a um r e s u l t a d o f o r a do i n t e r v a l o p e r m i t i 

do. 

No C a p i t u l o I I I , estudamos os processadores de numeros de 

p o n t o f l u t u a n t e . Procuramos m o s t r a r que o d e s e n v o l v i m e n t o desses 

processadores e b a s t a n t e v i a v e l , uma vez que, os computadores sao 

p r o j e t a d o s com a unidade a r i t m e t i c a de p o n t o f i x o . I s t o nos per 

m i t e d e s e n v o l v e r processadores a t r a v e s de r o t i n a s de manipulagao 

de numeros de ponto f l u t u a n t e , ou a t e mesmo po r meio de hardware 

a d i c i o n a l que pode f u n c i o n a r independente ou nao do processador 



de ponto f i x o . Apresentamos, a t i t u l o de i l u s t r a g a o , uma unidade 

a r i t m e t i c a de ponto f l u t u a n t e , que pode ser implementada num 

microcomputador ou q u a l q u e r o u t r a maquina d e s p r o v i d a de t a l un:L 

dade. Relacionamos a i n d a , os r e q u i s i t o s n e c e s s a r i o s para i m p l e 

mentar um processador de numeros de pont o f l u t u a n t e emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA software. 

No C a p i t u l o I V , procuramos m o s t r a r algumas formas s i s t e 

m a t i c a s de a n a l i s e de e r r o s , uma vez que os e r r o s sao p r o v e n i e n 

t e s de d i v e r s a s f o n t e s . Este c a p i t u l o p o d e r i a ser complementado 

com mais exemplos r e a i s , ou mesmo a t r a v e s da implementacao dos 

metodos de a n a l i s e a u t o m a t i c a de e r r o s . Uma o u t r a forma de e n r i 

quecer e s t e e s t u d o , s e r i a p o r meio de i l u s t r a g o e s que mostrassem 

como as operagoes a r i t m e t i c a s sao f e i t a s p e l o s p r o c e s s a d o r e s . Is_ 

t o i r i a e n r i q u e c e r a p a r t e de geragao e propagagao de e r r o s . 

I n t u i t i v a m e n t e , a m a i o r i a dos u s u a r i o s , tem conhecimento 

que a e s t r u t u r a de hardware i n f l u i na p r e c i s a o dos r e s u l t a d o s . 

Com o o b j e t i v o de a n a l i s a r e s t a i n f l u e n c i a , no C a p i t u l o V, f i z e 

mos o est u d o de d o i s casos t i p i c o s de a l g o r l t m o s i n s t a v e i s , em 

q u a t r o computadores d i f e r e n t e s . P o d e r i a m o s t e r apresentado mais 

casos e s p e c i f i c o s p a r a m o s t r a r o comportamento de cada maquina 

em condigoes d e s f a v o r a v e i s , como por exemplo, em s i t u a g o e s de 

tra n s b o r d a m e n t o , ou mesmo com problemas mal c o n d i c i o n a d o s . Acha 

mos d e s n e c e s s a r i o estes t i p o s de t e s t e s , p o i s no seu l u g a r apresen 

tamos uma s e r i e de r e g r a s p a r a e v i t a r c e r t o s t i p o s de e r r o s , 

p r i n c i p a l m e n t e a n i v e l de programagao. 

Devido a grande d i f i c u l d a d e dos alunos compreenderem 

os problemas causados p e l a a r i t m e t i c a de pont o f l u t u a n t e , p r o j e 

tamos uma linguagem i n t e r a t i v a com a f i n a l i d a d e de a u x i l i a r a 

aprendizagem da t e o r i a dos e r r o s . Esta linguagem f o i a p r e s e n t a d a 
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no C a p i t u l o V I , apenas em p r o j e t o , onde a descrevemos, f o r m a l i 

zamos a t r a v e s da g r a m a t i c a e a i n d a apresentamos algumas suges 

t o e s a c e r c a da e s t r u t u r a dos dados p a r a a u x i l i a r na sua implemen 

tagao. A linguagem de programagao p o d e r i a ser mais g e r a l , mas 

tendo em v i s t a o seu o b j e t i v o , procuramos s i m p l i f i c a r ao maximo 

para f a c i l i t a r a sua implementagao. 

7.2 - Sugestoes 

A f i m de dar c o n t i n u i d a d e ao t r a b a l h o por nos i n i c i a d o , su 

gerimos a l g u n s novos t r a b a l h o s que v i r i a m complementa-lo. A se 

g u i r passamos a enumera-los: 

1. Tomando por base as r e g r a s p a r a e v i t a r c e r t o s t i p o s de 

e r r o s c o m p u t a c i o n a i s , sugerimos que sejam t e s t a d a s no 

computador, acrescentando o u t r a s r e g r a s que por v e n t u 

r a tenhamos esquecido. Ap5s veneer e s t a e t a p a , escre 

v e r um g u i a p r a t i c o p a r a d e s e n v o l v i m e n t o de programas 

que envolvam c a l c u l o s com numeros de p o n t o f l u t u a n t e . 

2. A linguagem i n t e r a t i v a a p resentada no C a p i t u l o V I , po 

d e r a ser implementada no computador PDPll-34, i n s t a l a 

do no Nucleo S e t o r i a l de Computagao de Campina Grande. 

0 o b j e t i v o p r i n c i p a l , s e r i a o assessoramento aos p r o 

f e s s o r e s de c a l c u l o numerico. P o d e r i a a i n d a implemen 

t a - l a no computador IBM 5100, ou mesmo no microcompu 

t a d o r MOTOROLA i n s t a l a d o no l a b o r a t o r i o de sistemas d i 

g i t a i s . 
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Implementagao de a l g u n s metodos de a n a l i s e a u t o m a t i c a 

de e r r o s , apresentados no C a p i t u l o IV, que s e r v i r a pa 

r a r e a l i z a r a n a l i s e do t i p ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "benchmark" dos programas 

de a p l i c a g o e s d e s e n v o l v i d o s no ambito da UFPb. 

Implementagao de r o t i n a s que p e r m i t a ao u s u a r i o o p e r a r 

com a a r i t m e t i c a i n f i n i t e s i m a l , ou a t e mesmo com m u l t i 

p l a - p r e c i s a o . 0 o b j e t i v o d e s t e t r a b a l h o e semelhante 

ao do i t e m 3, com a d i f e r e n c a de que os r e s u l t a d o s ob 

t i d o s com e s t a a r i t m e t i c a s e r i a m bem mais c o n f i a v e i s . 

Desenvolvimento e implementagao de processadores de nu 

meros de ponto f l u t u a n t e , t a n t o a n i v e l de hardware co-

mo de software, em microcomputadores ou q u a l q u e r o u t r a 

maquina d e s p r o v i d a desses p r o c e s s a d o r e s . 

A Linguagem apresentada no C a p i t u l o V I , pode ser a m p l i a 

da por meio de i n s t r u g o e s mais g e r a i s de c o n s t r u g a o de 

i t e r a g o e s , por acrescimo de i n s t r u g o e s de e n t r a d a / s a i ^ 

da, p e l a g e n e r a l i z a g a o da a r i t m e t i c a de p o n t o f l u t u a n 

t e e por comandos a u x i l i a r e s p a r a f a c i l i t a r a a n a l i s e 

dos r e s u l t a d o s c o m p u t a c i o n a i s . 



A P E N D I C E 
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A . l - A l g o r i t m o para computacao do seno de um a n g u l o p e l o c a l c u 

l o da s e r i e de p o t e n c i a de T a y l o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Begin 

L e i t u r a do grau G 

Repeat 

xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - G/(180/v) 

soma - x 

termo - x 

denom = 3.0 

xq - xz 

Repeat 

termo = (-termo.xq)/(denom.(denomzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 1 ) ) 

soma - soma + termo 

denom - denom + 2.0 

U n t i l \termo\ < t o l e r a n e i a 

Imprima G3 soma, s i n ( G ) 

L e i t u r a do grau G 

U n t i l G - 0 

End. 

soma - sen x p e l a s e r i e de T a y l o r 

S i n ( x ) - sen G c a l c u l a d o p e l a funcao embutida 



A.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 - A l g o r i t m o p a r a c a l c u l a r os l i m i t e s dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT p e l o metodo do po 

l i g o n o i n s c r i t o e c i r c u n s c r i t o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Begin 

s = 2 s e o comprimento do l a d o de um quadrado i n s 

c r i t o 

n - 3 d e t e r m i n a r a o numero de l a d o s do pro x i m o po 

l i g o n o i n s c r i t o 

Repeat 

\J2- £ - s 2' 

•I = 2n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

infn • 

sup-n -

2 

s . l 

impvima n3 t3 inf-n, supir 

n - n + 1 

U n t i l n > n 
max 

End. 

infix - l i m i t e i n f e r i o r de TT 

supn - l i m i t e s u p e r i o r de TT 

n = d e t e r m i n a o numero de l a d o s do maior p o l i g o n o i n s c r i t o 
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