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RESUMO

O objetivo deste trabalho, & apresentar as idiossincra
sias da aritmética de ponto flutuante, as restrigoes de implemen
tagao em hardware e software, a origem dos erros nos calculos
computacionais, o problema da instabilidade numérica dos métodos

e finalmente uma linguagem interativa para ensino da teoria dos

erros.
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ABSTRACT

The object of this work, is to present the floating-point
arithmetic idiosincrasies, the implementation restrictions in
hardware and software, the errors origin in the computational
calculus, the numeric instability problem of the methods and

finally an interactive language for teaching errors theory.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

Os métodos numéricos sao indispensaveis para resolver de
terminados problemas da area tecnoldgica. Acontece que a maioria
dos usuarios tem pouco conhecimento de computadores digitais e
também de analise numérica. Infelizmente, as publicag¢Ges disponi
veis em termos de métodos numéricos aplicados, nao fazem um estu

do detalhado das causas dos possiveis erros computacionais.

Segundo FORSYTHE [ FORSYTHE, 1970 | , ha quatro proprieda
des do computador que sao relevantes para o seu uso na solugao
numérica de problemas da algebra e analise, e sdo causadoras de

muito perigo. Essas propriedades sao:

(a) O computador nao usa o sistema de numeros reais, mas
sim uma simulagao denominada de "sistema de numeros

de ponto flutuante"”. Isto introduz o problema de
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"round-off errors" (erros de arredondamentos);

(b) A velocidade de processamento do computador permite
a solucgao de problemas muito grandes (que envolvem mui
tos calculos), e frequentemente, mas nao sempre, os
problemas deste tipo tem respostas muito mais sensi
veis as perturbacoes de dados do gque problemas que en

volvem poucos calculos;

(c) Devido a alta velocidade de processamento do computa
dor, muito mais operagoes podem ser realizadas por um
pregco bem mais razoavel do que na era pré-computador.
Em consequéncia, a instabilidade de muitos processos &

notoriamente patenteada;

(d) Normalmente os resultados intermedidrios de uma compu
tagcao sao transparentes ao programador. Isto exige que
o mesmo seja capaz de prever os possiveis erros no
processo e, garantir gue o processo nao falhara antes

de executa-lo.

Os problemas inerentes ao sistema de nimeros de ponto flu
tuante serao explicados no Capitulo II. Considerando que muitos
minicomputadores e a maioria dos microcomputadores nao tem a ca
pacidade de manipular com nimeros de ponto flutuante, no Capitu
1o III apresentamos um método de como poderia ser adicionado es
ta facilidade. No Capitulo IV apresentamos algumas metodologias
para fazer testes de validade dos resultados obtidos através de
c3lculos computacionais. No Capitulo V apresentamos um breve es
tudo sobre instabilidade numérica de dois métodos e, verificamos

comparativamente a precisao de quatro computadores bastantes uti



lizados no Brasil. No Capitulo VI desenvolvemos uma linguagem in
terativa que permite ao programdor observar os resultados inter
mediarios de uma computagéo, mais especificamente, como as ope
racdes aritméticas sdo realizadas internamente. Finalmente, no
Capitulo VII apresentamos as conclusoes do trabalho e algumas su

gestoes de continuidade.



CAPITULO II

FUNDAMENTOS DA ARITMETICA DE PONTO FLUTUANTE

2.1 - INTRODUGAO

O computador nao usa o sistema de numeros reais e sim uma
simulacao denominada de "sistema de numeros de ponto flutuante"

[ForsyTHE, 19707 .

Um nimero de ponto flutuante pode ser representado da se

guinte forma:
z = r°m (2.1)
onde r - & a raiz ou base do sistema de numeros

(valores tipicos sao 2, 8, 10, 16),

e = um inteiro qualquer,
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m - & uma fragao positiva ou negativa

A representagao interna de um nimero de ponto flutuante

numa maquina, normalmente & dada da seguinte forma:

- » .
8 caracteristica mantissa

onde s denota o sinal do nimero armazenado, a caracteristica 3
dada por e + Y onde y € um nimero inteiro positivo, sendo conhe
cido por excesso, variando de acordo com a estrutura do
hardware e finalmente a mantissa € a fracao m de (2.1) sem si
nal, de ponto fixo, estando o ponto guase sempre a esquerda do

digito de mais baixa ordem.

A outra opcao bastante difundida & a seguinte:

sl expoente s2 mantigsa

onde sl e s2 sao sinais do expoente e da mantissa, respectiva

mente.

O uso do expoente por excesso ou caracteristica tem larga
vantagem sobre o uso, puro e simples do expoente, pois facili
ta sobremaneira a execucao de operagoes aritméticas e logicas

Cescuwrnp, 19677 .

Um nimero de ponto flutuante esta normalizado se o digi

to mais significativo damantissa € diferente de zero, O nimero



zero nao pode ser normalizado porque nao possui um digito dife

rente de zero.

O uso da representacao de ponto flutuante, aumenta o in
tervalo dos numeros que podem ser acomodados num dado registra
dor [MANO, 1976] . Por esta razao na maioria dos computadores as
operagoes de ponto flutuante sao realizadas em hardware, e quan
do nao o sao a nivel de kardware o sdo a nivel de software. Mui
tas linguagens de alto nivel tem a facilidade de especificacgao
de nimeros de ponto flutuante. O mais comum & especificd-los por

meio de uma declaracao REAL diferenciando da especificagdo

INTEGER para ponto fixo.

Devido a grande facilidade de uso dos computadores e  das
necessidades cada vez maiores nos meios cientificos, a maioria
dos seus usuarios desconhecem os problemas pertinentes ao siste
ma de numeros de ponto flutuante, pois sua preocupagao nao vai
aléem de como usar o magnifico instrumento capaz de fazer verda

deiros milagres.

2.2 - Sistemas de Numeros de Ponto Flutuante

O sistema de numeros reais & um dos triunfos da mente
humana [FORSYTHE, 1970 | . Sob este sistema podem ser efetuados
calculos e altas analises que em outros sistemas seriam impossi
veis. De todas as maneiras de simular o sistema de nimeros reais
no computador, uma classe & largamente usada atualmente - o sis

tema de numeros de ponto flutuante.
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2.2.1 - Representagdo dos Sistemas de Numeros de Ponto Flutuante

Representaremos genericamente por:

PF(r,p,a)

onde,

r - & a raiz ou base do sistema de nlmeros sendo sempre
um inteiro maior ou igual a 2;

p - mostra a precisao, e designa o numero de digitos na
base r contidos na mantissa;

a - especifica os detalhes de como a aritmética sera exe
cutada, podendo ser substituido por varios simbolos,
tais como ¢ para aritmética de corte, R para a aritmé

tica de arredondamento, etc.

PF(r,p,a) & composto de um conjunto S de numeros, que cha
maremos de numeros de ponto flutuante e da definicao das opera
¢oes aritméticas de adigao, subtragdao, multiplicacao e divisao
de numeros de ponto flutuante definidas por elementos de S. (0]
conjunto S depende de r e p, mas nao de g. Quando r e p sao fixa
dos pelo contexto, escreveremos S(r,p) em lugar de S. O conjunto

S(r,p) contém zero e todos os numeros da forma

com a condigao

P < m| <1 (3.2
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cujo valor absoluto pode ser expresso na base r, usando no maxi

mo p digitos. Isto e,
m| = r Py

onde M € um inteiro contido no intervalo rp_l <M< »?. os name

ros m e e sao chamados de mantissa e expoente, respectivamente.

Considerando que todo numero de ponto flutuante & um nime
ro real, podemos executar operagoes aritméticas de adicado, sub
tragao, multiplicagao e divisao sobre os elementos de S visto co
mo nimeros reais. Entretanto, & bastante possivel que estas ope
ragoes produzam numeros que nao estejam em S. Uma vez que os re
sultados da aritmética de ponto flutuante devem estar contidos
em S5, as 0pera96es de ponto flutuante produzem resultados gue
podem diferir dos resultados produzidos pela aritmética no campo
dos numeros reais. Portanto, para a aritmetica de ponto flutuag
te, utilizaremos os operadores & , &3 , * , + Qque represen
tam a adigao, subtragao, multiplicagao e divisao respectivamente.

Entao temos:

z *y zy
x Ty = =z=/y
@y = xz+y

zQy = = - y.

Na representagao PF(r,p,a) foram omitidos os seguintes de

talhes da representacao de numeros de ponto flutuante:

(a) Limites do intervalo de definicao do expoente, que sem

pre existem, mas sdo particulares a cada maquina;



(b) Variagoes na forma como os numeros negativos sao arma
zenados, assumindo o sinal negativo e o valor correto

da magnitude da mantissa;

(c) Nao permitimos variagdes onde o ponto da raiz deve fi
car na mantissa de um nimero de ponto flutuante, assu

mindo que o mesmo reside a esquerda da mantissa.

2,2.2 - Aritmética de Corte para Nimeros de Ponto Flutuante

Representaremos por PF(r,p,c) o sistema de nimeros de pon
to flutuante onde as operagées & , @ , * , % , sao efe

tuadas em aritmética de corte (com truncamento) [McCRAKEN, 19?8].

Seja x um nimero real, entdo x denota x cortado para p di
gitos na base r. Para qualquer numero real z, seja T o conjunto
de todos os niimeros y em S(r,p) com lyl| < |x|. Entdo x & o ele
mento de T que & fechado para x. Para efetuar operagoes aritmé
ticas em PF(r,p,c), primeiro executamos no sistema de numeros
reais, e entao cortamos o resultado para p digitos na base r.

Portanto,

@y = T4y
2@y = T-3
z %y = Ty

xz+y = =/y.
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2.2.3 - Aritmética de Arredondamento para Numeros de Ponto Flutu

ante

Representaremos por PF(r,p,R) o sistema de numeros de pon
to flutuante onde as operagaes C) i () , * , + sao efetua
das em aritmética de arredondamento. O arredondamento quase sem
pre adotado & o denominado de simétrico. Seja x um nimero qual
quer, e =z o nimero xz arredondado para p digitos na base r.
Isto &, xz & um nimero em S(r,p) que & fechado para z. Para exe
cutar operagoes aritméticas em PF(r,p,R), primeiro executamos no

sistema de nimeros reais, e entao arredondamos os resultados pa

ra p digitos na base r. Portanto em PF(r,p,R) temos:

z@y
x @y -y

x*y:

]
8
+
<

]
3
«

X

Y

2.2.4 - Leis da Algebra

As manipulagdes algébricas de formulas estao baseadas na
validade de poucas leis fundamentais. Especificamente, nos ape
gamos ao fato de que os numero reais formam um campo. Isto signi
fica que a soma e o produto de numeros reais estao definidos e
que as leis: Do fechamento, comutativa, associativa, distributi
va, existéncia do elemento neutro e do elemento simétrico sao

validos para quaisquer numeros reais a, b e ec.

Definiremos a subtracao por:
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a-b=a+ (-b),

e se b # 0, definiremos a divisao por

It

ab .

Lo gifs}

Duas consequéncias destas definigaes, com a lei comutativa e a

lei associativa sao:

(a + ) — b = a , (2.3)

) = a. | ' (2.4)

O problema agora & saber se estas leis s3o vilidas para o
sistema de nimeros de ponto flutuante. A validade destas leis de
pendem dos detalhes de como a aritmética € executada, assim estu

daremos apenas © sistema especifico PF(r,p,c).

O teorema seguinte & uma consequéncia imediata das  defi

nigcoes e validade da lei comutativa nos nimeros reais.

Teorema 2.1 - Em PF(r,p,c), a soma a(@®@ b e o produto
axb de dois numeros de ponto flutuante ¢ € b sao nameros de pon

to flutuante. Assim, para quaisquer q e b em S{r,p) temos,




o]

a@b

I
o

C©)
a

a*b = b xa
a@0 = 0@®a=a
a*1 = 1 xa-=a

a@ (-a) = f-a)@azo.

Mostraremos agora que as leis da associatividade e da dis
tributividade além de (2.3) e (2.4) falham em PF(r,p,c) ‘para

combinagoes nao triviais de »r e p.

2.2.4(a) - Falha da Lei Associativa da Adicgao

Mostraremos que

-2 -
falha em PF(r,p,c). Seja a = r p’ b =1, e =-1. Entao,

a@b:1+r—2p:1,

1+ (-1)

1
S

assim (a@® b) @ e

- -2
rP@o ="

Mas a@ (b®e)

- -2
entao a lei falha, visto que r p Z 0.

i
Se a lei associativa da adigao falha, consequentemente

(2.3) também falhara.
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2.2.4(b) - Falha da Lei Associativa da Multiplicagdo

Mostraremos que

(a * b) * e = a * (b * ¢)

falha em PF(r,p,c), exceto para combinagoes triviais de r e p.

Seja s = p - 1, assumimos que

-2 -
dr ® % r p

€ verdadeiro para todas as combinacoes de r e p. Seja a = b =

1+2r% e e=1- 202, Entao,

2
-8 _—8
1 + 2r + r * C

]

(a * b) xe

(1 + 20 %) %x(1 - 20°%)

_—
=1 - 4r =

N
~
1
e

=7 20
a*l - r - 2r a

Mas a * (b % ¢)

(1 + 20 %) % (22°%)

"

7 - pP _ p28 _ (et p)

1 - 27 P,

]

Portanto, a lei associativa da multiplicagao falha em PF(r,p,c)

il - ) & -2
se 4r ° < »p p, isto e, se 4 < PP,



]

2.2.4(c) - Falha da Lei do Cancelamento

Mostraremos gque a lei do cancelamento falha em PF(r,p,c),
exceto para combinagoes triviais de r e p, encontraremos valores

de a, b e ¢ em S(r,p) taisque a # 0, b # ¢ e a*b = a*e. Pa

ra este fim, primeiro consideraremos o caso em que »r > 2

—(p—I).

p>2. Seja a=2, b=r-1,e e=r-1+r Entao

b # ¢, mas

a * b=»r +1pr - 2

a ¢ =r +r — 2 + 2r_(p - 1)

=pr +r -2
Portanto, a + b = a * e, de forma que a lei do cancelamento fa
lha.

2.2.4(d) - Falha da Lei Distributiva

Mostraremos gue a lei distributiva
a* (b@e) = (a*xb)@(a xc)

falha em PF(r,p,c) para certos valores de r e p. Primeiro, supo

nha que »>2 e p> 2. Seja a=1, b=np-14rP "1 ¢
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e = (r =21 pniso

a*x b= (r - 2)r + 1

e

a x e=[(r-2)r+ 1] wig =~ 1}
assim

(@ * )@ (a * b) = (r-2)r + 1 + (p-2)p_(P=2) , ~(p=1)
= fo-2)e + 1 ¢ [p-2)i P,

Mas

a*x (b®ec) = (r-1) (r-1 + r—(p_‘?))

-(p-2)

(pr=2)r + 1 + (r=-1)r

comprovando que a lei distributiva falha.

2.2.4(e) - Falha da Relagao a * (b + a) = b

Sejam ¢ e b positivos e ¢ = b % a, em PF(r,p,ec). Entao
e = b/a, assim a menos que b/a possa ser expresso em p digitos

na base r, temos e¢ < b/a. Entao ac < b, assim

a x (b + a) = ae < b.
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Portanto, a relagao
a* (b+a)=b (2.5)

sera valida se e somente se b + a = b/a .

2.2.5 - Desigualdades em PF(r,p,c)

Leis fundamentais para manipulacao de desigualdades no

sistema de numeros reais:

l. Se a < b, entao para todo e
a+ ¢ <b + ¢

2. Se a <b e e <d, entao
a+c¢c <b +d

3. Se b <ec e a & positivo, entao

Teorema 2.2 = Em PF(r,p,c) temos

l. Se a <b, entdo a(PHe < b(P e valido para todo ¢
2. Se a <b e c <d, entao a@e <b@Bd

3. Se b <e¢ e a & positivo, entdao a * b < a % ¢

Infelizmente, estas relagdes, que sao desigualdades res
tritas no sistema de numeros reais, foram enfraquecidas em
PF(r,p,e) por < . Mostraremos que as desigualdades estritas fa

lham em PF(r,p,c).
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Para (1), sejaa =r P, b = 2r P, ¢ = 1. Entio a<b mas

a@Pec=b@Pec = 1.

Para (2), assuma que p > 2 e seja

a=1-»P
b= 1
e =rF

d=pP §g@+ )

Entdo a<b c<d, ms a@®ec =b®Hd = 1.

Para (3), note que em PF(r,p,c) a lei do cancelamento fa

lha, e temos numeros positivos a, b e e, b < ec e a * b = a % c.

2.2.6 - Aritmética de Corte com ¢ Digitos Adicionais para Nume

ros de Ponto Flutuante.

Representaremos por PF(r,p,clq) uma ligeira modificacao do
sistema PF(r,p,c) que descreve exatamente a aritmeética que tem
sido implementado em muitas magquinas (por exemplo, IBM/360 e

7370) ..

O simbolo clq significa que executaremos a aritmética de
corte usando um registrador de baixa ordem de g digitos de com
primento, onde g pode ser qualquer inteiro maior ou igual a zero.
Este registrador sera usado nas operagoes ), (©, e * para

manter os digitos de baixa ordem dos resultados intermediarios
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gue tenham mais do que p digitos. Mais especificamente, na opera
¢ao * guardara os proximos g digitos do produto, e nas operacao
+ e - guardara os proximos ¢ digitos do operando que & deslo
cado. Se este registrador @ de comprimento 1 & denominado de

"quard digit" (aritmeéetica de precisao simples no IBM/370).

2.2.6(a) - Divisao de Ponto Flutuante

Nas maquinas IBM 7090 e IBM/370 a operagao de ponto flu
turante produz resultado corretamente cortado. Portanto, em

PF(r,pselq) definimos a + b igual a a/b.

2.2.6(b) - Multiplicagao de Ponto Flutuante

Definimos o produto a * b igual a zero se um dos fatores

e zero. Se agb # 0, o sinal do produto & + ou -, conforme os si

nais de a e b sejam iguais ou nao. Seja

Seja u' = nm, assim

ab = re+fu'.
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Desde que

' € um numero de 2p digitos com o ponto da raiz a esquerda e no

U
maximo um zero apds. Assumimos que podemos reter apenas p + g
digitos do resultado, e seja u" os primeiros p + g digitos a di

reita do ponto em u'. Seja

a * b = I*gu
- -1 -
onde g e y sao definidos como se segue: Se r <u <1, entao
— -1 -~
g =e+ f e p=u". Por outro lado u” < »r , entao deslocamos

uma posicao para a esquerda para normalizad-lo e compensd-lo  pe
lo decréscimo de 1 do expoente (pOs~normalizacgdo). Neste caso

temos g = ¢ + f -1 e u = ryu". Sumarizamos em

g-et -k

= WKom
po=ru

onde k & I ou 0 dependendo se haveri pds-normalizagaoc ou nao.

Teorema 2.3 - O produto de ponto flutuante produz © mesmo
resultado em PF(r,p,clq) para q > 1 como em PF(r,p,c). Para
g = 0 o produto produz em FPF(r,p,cl() o mesmo resultado em
PF(r,p,c) se ndo for requerido pds-normalizagao. Se a poOsS-norma
lizagao & requerida, o produto a*b em PF(r,p,cll0) & obtido
do produto a % b em PF(r,p,c) pela substituigao do pésimo

digito da mantissa por zero.
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2.2.6(c) - Adigao e Subtracdo de Ponto Flutuante

Definimos

a@b=a@® (-b) (2.6)

assim podemos nos preocupar apenas com adicao de numeros com si

nais. Sejam

»~(e=F)  optido pelo deslocamento de n, e-f posigOes a

onde n' =
direita. Assim n' nao & normalizado a menos que e = f. Temos ain
da um registrador de g digitos para reter os digitos de baixa
ordem deslocados para fora do registrador de b, assim seja »n''

Oos p + q bits de alta ordem do numero n' de Ep + (e—f):|digitos.

Se e-f < q, temos n" = n', e se e-f > g entao n" & obtido pelo

abandono dos ¢ - f - g digitos de baixa ordem. Temos entao

Se e # f, e um dos operandos & zero e que & deslocado para a di

reita, assim n" = n' = n. Entao nossa definicao produz
r
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a0 =a®0=a
0®Db =b» (2.7)
0@®b = -b

como era esperado.

2.2.7 - Divisao

Definimos tanto para PF(r,p,c) como para PF(r,p,clq) por

Se b & zero, o quociente & indefinido, e para qualquer
b # 0, temos 0 + b = 0. Entao podemos assumir que a e b sao dife

rentes de zero e normalizados. Sejam

a=r"m, r < |m| <1

b=vin, » < |n| <1.
Entao

a . .e~fm

E-* n
e

..1|,,,,| .
P(; b

Escrevemos a + b = rgp. Se |m/n| < 1, fazemos g = e-f e u = m/n.

por outro lado, se |m/n| > 1, temos que
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2 <1,

. T
assim g = e-f+1 ey = r m/n. Sejak = 0 se |m| < |n] e k =1

se|m| > |n|. Ent3o temos

e-f + k
—r -

¥y =r m/#.

0
1

2.3 - YOVERFLOW" E "UNDERFLOW" DE PONTO FLUTUANTE

2.3.1 - Limites para Expcentes

Até este ponto, nac nos preocupamos com a magnitude do ex
= -
- poente, escrevendo apenas r m para repreésentar um numero de pon

to flutuante. Em geral, o expoente esta restrito ao intervalo
e, <e < e*., (2.8)

Para uma maquina que armazena o expoente como uma  caracteristi

ca, usualmente temos
e, = ={e* + 1). (2.9)

Mas se a maguina mantém expoentes negativos tanto como complemen

to de um ou como sinal e magnitude verdadeira, temos e, = —e*.

Restringindo o intervalo do expoente, restringimes o in
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tervalo dos numeros de ponto flutuante que podemos representar.
Usaremos (I para representar o maior numero de ponto flutuante
que podemos representar sujeitos a (2.8). De modo similar, w de
signara o menor numero positivo que pode ser normalmente repre
sentado, sujeito a (2.8). Entao

- *
re*(l - »P) < p®

2
n

e (2.10)

Por exemplo, para o sistema IBM/360, teriamos

Q = 16%3 (1 - 16°°%) < 16°%°
-65
w = 16

(2.11)

HA uma ligeira assimetria no nosso sistema de nimeros de
ponto flutuante. Isto sugere que no lugar de S(r,p) deveriamos
ter S(r,p,e*, e*) que contém zero e todos os numeros em S(r,p)
que podem ser escritos na forma rem, onde ¢ & um inteiro satis
fazendo (2.8) e » < |m| < 1. Mas continuaremos com a abordagem
anterior porque trataremos o problema de "overflow” e "underflow"
separado dos problemas relacionados com erros de arredondamentos
e outras anomalias pertinentes a aritmetica de ponto flutuante.
Ocorrera "overflow" se tentarmos produzir um nimero com valor
absoluto maior do que Q, e se o valor absoluto do nimero produzi
do for menor do que w ocorrera "underflow”. Em ambos os casos

ocorre transbordamento de expoente.
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2.3.2 - Arranjos Q-Zero

Uma das primeiras abordagens para o problema de transbor
damento de expoente foi chamada de arranjo Q-zero. Este arranjo

funciona da seguinte maneira:

(a) Se houver "underflow" de ponto flutuante o resultado

se torna zero;

(b) ApOs ocorrer um "overflow"” de ponto flutuante o nime
ro tera o sinal correto e o valor absoluto igual a Q.
Este arranjo & conhecido em maior escala sob a deno

"minacao de arranjo padrao.

Existe uma abordagem mais elaborada (usada pelo Control
Data Computer (CDC) 6600)'' denominada de arranjo «-zero que fun

ciona da seguinte maneira:

(a) Se ocorrer "umnderflow" de ponto flutuante o resultado

produzido sera zero;

(b) Se ocorrer "overflow" de ponto flutuante o resultado

sera um genuino infinito.

Se o hardware prové uma interrupgao guando ocorre  trans
bordamento de expoente, o arranjo tera de ser executado - por
Software. Isto nem sempre & possivel porque o hardware pode per

der o sinal do numero quando ocorrer um "overflow”.



2.3.3 - Interrupgao

Frequentemente, o programador deseja saber se ocorreu ou
nao transbordamento de expoente. Isto &, a menos que o hardware
produza um arranjo padrao, deve haver algum monitoramento da a
ritmética de ponto flutuante, de modo que o software possa pro

ver um arranjo apds ocorrer transbordamento de expoente.

Em muitas implementagCes da aritmetica de ponto flutuante,
o0 resultado apds transbordamento de expoente tem uma caracteris
tica de contorno. Para definir este resultado ﬁais precisamente,
assumiremos que a caracteristica & definida por expoente mais yve
que pode ser qualquer inteiro de 0 a e-I. Entao e* = ¢ -1 - v,

assim
e = e* - e, + 1 (2.12)

Dizemos que o resultado apds ocorrer transbordamento de expoen
te tem uma caracteristica de contorno, se tem sinal correto, a
mantissa correta, e uma caracteristica no intervalo [0, c-l] que
difere da caracteristica correta por e¢. Portanto, no lugar de
e + 1 a caracteristica serd 1; no lugar de -3 sera ¢ - 3. Isto
significa que se executarmos operagoes em que o resultado & tao
grande que cause "overflow"”, o hardware pode retornar um valor
muito pequeno como resposta. De modo semelhante, o resultado a

pds ocorrer "underflow" pode ser um nimero muito grande.

Um tratamento do transbordamento de expoente muito wusado
nas maquinas é o baseado no enfogue de interrupgao. Apds  trans

bordamento de expoente, o registrador mantera o resultado com a
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caracteristica de contorno como tinha antes. Entrentanto o fluxo
do programa sera interrompido, e o programa desviara para uma ro

tina de manipulagao de transbordamento.

Se o hardware prové uma interrupgdo apds transbordamento
de expoente, o arranjo & frequentemente produzido por rotinas de
manipulagao de "overflow"”. Além disso, as rotinas de "overflow"
imprimem mensagens para indicar que ocorreu transbordamento de
expoente. A rotina de "overflow"” & normalmente suprida pelo com
pilador, e determina quais as opgoes que estao disponiveis ao
programador. Por exemplo, o compilador PL/I prové as declaragoes
ON OVERFLOW e ON UNDERFLOW que permite ao programador tratar o
transbordamento dentro de seu proprio programa. O FORTRAN IV G e
H do sistema IBM / 360 e /370 prové o "extended error-handling
facility" para tratar os transbordamentos de expoentes. Existem
diversas técnicas de tratamento de transbordamento de expoentes
que apenas citaremos neste texto. Podemos citar o modo da conta
gem desenvolvido por W. Kahan para o IBM 7094 na Universidade de
Toronto e um outro método denominado de "underflow” gradual tam

bém do mesmo autor [STERBENZ, 1974 ] .



CAPITULO 1III

PROCESSADORES DE PONTO FLUTUANTE

3.1 - Introducao

A maioria das primeiras maquinas foram projetadas com a
unidade aritmética de ponto fixo e frequentemente, eram usadas
com representagoes fracionarias. Portanto, era de responsabili
dade do programador fazer a escala de seus numeros para a forma
fracionaria, tornando o desenvolvimento de programas de aplica
¢oes cientificas muito dispendioso [ STERBENZ, 1974 j . Para que
este trabalho, realizado até entao pelo programador, fosse trans
ferido ao computador, comegou-se o desenvolvimento de processa
dores de niimeros de ponto flutuante [ MANO, 1976 j . Muitos com
putadores tém sido construidos com a capacidade de operar com
aritmética de ponto flutuante. Em ponto flutuante, o ponto da

raiz para cada nimero varia automaticamente. Esta caracteristica
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€ considerada como um dos maiores desenvolvimentos nos computado
res digitais, desde que permite grande flexibilidade na manipula

cao de quantidades numéricas.

A inclusao da capacidade da aritmética de ponto flutuante
resultou em aumento da complexidade no projeto da unidade arit

méetica.

Computadores que nao incluem o hardware para operagOes em
ponto flutuante, normalmente executa-as através de programagao
adicional, aumentando o tempo de execu¢ao. Assim concluimos gque
o processador de ponto flutuante pode ser dispositivo de hardwa

re ou mesmo software desenvolvido para tal fim.

3.2 - Conceitos Basicos

Apresentaremos algumas notagaes, conceitos e algoritmos
imprescindiveis para a compreensao do que sera apresentado no

restante do capitulo.

3.2.1 - Notagoes

As operacoes basicas da algebra para circuitos serao assim

representados:
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OPERAGOES NOTAGOES USADAS
AND X.Y ou XY
OR X + Y
NOT (ou complemento) ¥ ou X
OR EXCLUSIVO X®y

onde X e Y sao operandos.

Transferéncia paralela de registrador a registrador tera

a seguinte notacao:

onde A e B sao registradores de n bits.

A transferéncia de subregistradores tera a seguinte forma:

B - F(4)
G(A) -~ G(A)
F(A) - F(4)

C + G(A)

onde A, B e C sao registradores de n bits, m bits e n-m bits
respectivamente, com n maior ou igual a m, F(A) & subregistrador
dos primeiros m bits de A e G(A) o subregistrador dos n-m alti

mos bits de A.

Sela 4 =(41; A3 5003 An) um registrador com capacidade
de deslocamentos, e D um registrador de 1 bit. Considere os sub
registradores L(A) = (A1, A2,..., An-1) e R(A) = (Aa, A;,...,An),

entao o deslocamento de um bit do registrador 4 para a esquerda
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tera a seguinte notagao:
R(A) -~ L(A), D » A
e para a direita
L(A) ~ R(A), D + 4.

A notagao de transferéncia condicional sera

onde 4 € o bit de sinal do registrador 4.

3.2.2 - Algoritmos de Operacgoes Aritméticas em Binario de Numé

ros de Ponto Fixo

Apresentaremos os algoritmos de [ ABD-ALLA, 1976 ] adi
¢ao/subtracao, mutiplicacao e divisao de binarios inteiros, com

os numeros negativos representados em complemento de 2.

3.2.2(a) - Adigao/Subtracgao

PASSO 1. Compare os bits de sinais dos numeros. Se sao
iguais, va ao passo 2; caso contrario va ao pas

so 3.



PASSO

PASSO

2.

3.
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Adicione as magnitudes para formar a soma. 0]

sinal e igual ao dos dois numeros. Fim.

Adicione o complemento de 2 do numero negativo.
Se o bit de sinal da soma € 1 atribuimos sinal

0; caso contrario sinal 1. Fim.

3.2.2(b) - Multiplicagao

PASSO

PASSO

PASSO

PASSO 4.

PASSO

l‘

3.

Inicia com o produto acumulado igual a zero, de
termina o sinal do produto e complementa os fa

tores que estiverem na forma complementar.

Inspeciona os bits do multiplicador individual

mente, iniciando pelo bit menos significativo.

Adiciona o multiplicando ao produto acumulado
se o bit do multiplicador for 1l; caso contrario

adiciona 0's.

Desloca o multiplicando de 1 bit para a esquer

da.

Va ao passo 2 e repita a iteragao até que todos

os produtos parciais sejam adicionados. No fi

nal colocar o sinal.
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3.2.2(c) - Divisao

PASSO 1.

PASSO 2.

PASSO 3.

PASSO 4.

Determinar o sinal do quociente e converter os

termos que estiveram na forma complementar.

Subtrair o divisor do dividendo, somando o com
plemento de 2 do divisor. Se o resto & um nime
ro positivo, o primeiro digito do quociente &
1. Caso contrario fazer o primeiro digito igual

a zero e somar o divisor.

Deslocar o resto para a esquerda de um bit e
subtrair o divisor do resto. Se o resultado for
positivo, atribuir 1 ao quociente e ir ao passo
seguinte; caso contrario atribuir 0 ao quocien

te e somar o divisor.

Repetir o passo 3 até que o numero de  desloca
mentos seja igual a diferenca do numero de bits
do dividendo e do divisor. No final colocar o

sinal.

3.3 = Processador de Ponto Flutuante em HARDWARE

Existem varias opgaes de estrutura para o processador. Por

exemplo:

- Unidade aritmética de ponto flutuante independente da



unidade aritmética de ponto fixo, permitindo processamen

to paralelo;

- Unidade aritmética de ponto flutuante contendo a de pon

to fixo;

- Unidade aritmética de ponto flutuante separada, mas gque
utiliza a de ponto fixo para operar com o expoente e a

mantissa separadamente.

Para o projeto que apresentaremos, escolhemos a segunda op
cao porque os computadores ja possuem unidade aritmética de pon
to fixo e para expandi-la para ponto flutuante basta acrescentar
um pequeno processador de ponto fixo para operar com o expoente,

com um custo nao muito elevado e uma performance aceitavel.

Agora podemos escolher a base que devera ser utilizada pe

lo processador. O critério de escolha normalmente leva em consi

deragao velocidade, custo e facilidade de uso [ ABD-ALLA, 1976 .
As bases mais frequentemente utilizadas sac binaria, octal, hexa
decimal e decimal. Entre estes escolhemos a base binaria, por
gque o custo de memdria utilizada & menor que o das outras e tam
bém pela facilidade de implementagdo. Entao a aritmética de pon
to flutuante sera PF(2,p,clq), onde as operagOes serao executa

das paralelamente em todos os bits. A representagdo de  numeros

negativos sera na forma de complemento de 2.
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3.3.1 - Unidade Aritmética de Ponto Fixo

Apresentaremos primeiro a unidade aritmética de ponto fixo
e depois construiremos a de ponto flutuante acrescentando apenas
um outro adicionador, outros registradores e dispositivos neces

sarios.
3.3.1(a) - Adig3o e Subtracgao

Considere o algoritmo de adigao e subtragao para nimeros

binarios em complemento de 2 apresentado em 3.2.2(a).

O 1 2. ...0000. seessss ®

[ recistrADOR A |

COUNT RESET SUB. ADIC.
ADICIONADCR s R||s R
CONTADOR PARALELO Gg Ga
g {n+1) FULL ADDER 1 of]1 o
0o 01 J2

REGISTRADOR X

© 3 2 iiisnnnnrfensnnannnaat

Figuro 3.1 - Loyou! da odigdo e subtracdo em umo unidade
arilmelico de ponto fixo paralelo.

Na figura 3.1, durante a operagao, o registrador 4 (acumu
lador) mantém a primeira parcela (ou minuendo), enquanto o regis
trador X mantém a segunda parcela (ou subtraendo). Os flip-flops

GLG, indicam se a operacao & adigao ou subtragao. No caso da
oy
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subtracao a saida do flip-flop G, gera um sinal para complemen

S
tar X e adiciona 1 ao registrador A4 para formar o complemento de
2. A sequéncia dos sinais de controle e as transferéncias corres

pondentes sao descritas a seguir:

INICIO | 1 » G, para adigdo,
1~ GS para subtracao,
0 > 0o
(GS+GA)00[ GoX + G X > X, complementa X se Gy = I

AfD EGAXO + GSXO] + « , armazena o sinal do resulta

do em «
(o0 + 1) + ¢
(GS+GA)01| S(A,X,GS) + A, efetua a adigaoc de 4 com X e se
G, = 1 adiciona 1 para obter o com

S
plemento de 2.

(c + 1) - ©

(GS+GA)02| (X, B 4, + ¥, liga o flip-flop caso ocorra

overflow
o~ GS’
0 -~ GA
Tanto a adicdo como subtracdo requerem trés ciclos  (time

slice) para sua execugao (00, Ogs 02).

S(A,X,GS) = A+ X+ Gg - adicao binaria bit a bit
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3.3.1(b) - Multiplicagao

Consideramos a multiplicag¢ao binaria como uma série de
adigoes repetidas conforme o algoritmo apresentado em 3.2.2. (b).
A operacao de multiplicacao usa os registradores 4, § e X mostra
dos na figura 3.2. O multiplicador e o multiplicando sao coloca
dos nos registradores A e X, respectivamente e o resultado final

ficara em (4,Q).

I r MULTIPLICADOR —L] CLEAR COUNT
o4 W d Bawn ga n \/ ]
[ REGISTRADOR A H REGISTRADOR Q@ }—
* Y IO ST
1 CONTADOR
Desloca para o
direita l l l
ADICIONADOR o F
PARALELO e /
. ADICIONE X SE Q1= 1 ¢ o
ADICIONE © SE Qq=0
s R
: Gy
REGISTRADOR X 1 0

03 2 selJPecnancaad ' . | l
flip-flop
de sinal GM GM'

MULTIPLICANDO

Figuro 3.2 - Loyout de multiplicagdo em uma unidade aritmetica
de ponto fixo parolela.

Os sinais de controle e transferéncia correspondentes sao:

INICIO | 1 > G 0+ 0o

MJ
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G, o | 4,® X, » = armazena o sinal do produto

A.. S(4,1) + ZbA + A,. Faz 4 positivo

0‘
(o0 + 1) » 0o

Gy 94 | RCA) >~ @, Transfere A4 para @
XO.S(Y,I) + YO.X +4, Faz X positivo e coloca em
(0 + 1) + 0o -

Gy 9 | 4> %, 0+ A, Transfere A para X e zera 4
fo + 1) - 0O

GM(03+05+...+ |S(A,Qn.X) + A,

Opugyd [0 *¥ 1)+ g processo repetido de adigdo e
deslocamento

Gy (O 40 te e o4 |L(4,Q) »R(4,Q)

02n+2) 0 - AO, (0 + 1) ~ 0o
GO 9,43 | <. 5(Z,1) + <4 + A, coloca o resultado na forma
0 - GM de complemento de 2.
3.3.1(c) - Divisao
A operacgao inicia apds o carregamento do dividendo e do

divisor nos registradores 4 e X. O quociente & colocado no regis
trador @, o resto no registrador 4 e o sinal no flip-flop « Oes
quema dos registradores usados na divisao & mostrado na figura

3'3-

Os sinais de controle e as transferéncias associadas sao

mostradas abaixo:
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| 1+6,, 0=+o0
Jj L ] "M
REGISTRADOR A REGISTRADOR Q }'_O_OU -
% iﬂeslocu pora
esquerdo
RESET COUNT
ADICIONADOR
PARALELO
CONTADOR
o4
I REGISTRADOR X I E‘] 0'00‘1 UZMS
flip-flop
| _ _ji de sinal DIVIDE

t

R
%
1 0
10 Lj
Figuro 33 - Loyout de divisio numa unidade orit metico de
ponto fixo parolelo.
| 4,®x, » «  armazena o sinal do quociente

AOS(Z;I) + ZOA + A, Faz A positivo

(o0 + 1) = ¢©

| 4 » @, coloca 4 em @

XOS{f,I) + ?OX + A, Faz X positivo e transfere

para 4
(o + 1) ~ 0o
l 4+ X, coloca 4 em X°
Q@ * A, coloca @ em A
0~ @, zera @

(o + 1) + ©
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GD Og | R(4A,qQ) + L(A,Q), desloca 4 e Q 1 posi

¢ao para esquerda

(o0 + 1) ~ 0O

Gp 0 | S(A,x,1)~> 4, subtrai X de 4

(c + 1) » ©

GD{05+07+...+02n+3) | R(4,Q) ~ L(A,Q), se A & positivo gera
ZO + Q. bit I para quociente,
caso contrario bit ¢

(o0 + 1) » ©

GD(o +0 _+...

6794 +02n+4) | QnS(A,f,l) + §nS(A,X)+ A adigdo ou sub

tragao de X de 4 se
Qn=0 ou Qn =1,
respectivamente

(6 + 1 ) ~+c0

D °2m+5) | =5(Q,1) + = + @ complemento de 2 se ¢

& negativc

3.3.1(d) - Diagrama Logico da Unidade Aritmética de Ponto Fixo Pa

ralela.

Agora, apds a apresentacao do modo como as operagoes arit
méticas de ponto fixo serao realizadas, podemos construir a uni
dade aritmética de ponto fixo. Utilizaremos 3 registradores A,
X, e @, sendo que 4 e X devem ser do tipo capaz de realizar des
locamentos (shift registers). Na figura 3.4 apresentamos o dia
grama logico e na figura 3.5 os sinais de controle da unidade

aritmética de ponto fixo.
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GuTz =
[T T — "
0 e DERLOCA DESLOCA DESLOCA Go T
PIREIVA ESCULRDA 4 PARA FARA
.] _anmt:lu\] E3QUERDA
6u 02 REGISTRADOR A |{{jo—| REGISTRADOR Q
S M
P G
= : = %o
Ol 6at Gs)
\ ;
ADICIONADOR ( Gs0 1+ GoTz2 Qa)
PARALELO Carry-in
Co GA(AOQ Xo)
REGISTRADOR X
(Ga+Gs)0: Gs(APXI
(2@ Xo)
- ° L]
& sinaL | S

do produto ou
do quocients

(Gu+ Go)

TaeOs+ Osteennns 40gus
Y2e et Oet...* (20ea

figura 3.4 - Unidode Aritmdtica de ponto fixo paralela.
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AdicBo
s R
Ga
1 o
|
O2na+3
Multiplicagdo
s R
G
1 )
1
COUNT{ ctock)
. . CONTADOR
o4

Figura 3.5 - Sinois  de controle dao
- ponto  fixe perelelo,

Subltragoo

\F!

Gy

O2n45%

e ADICAD _

| SUBTRACEO
fg——MULTIPLICAO
le— DIVISED
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O contador ¢ & um contador bindrio com uma contagem  maxi
ma de 2n + 5, onde n + 1 & o comprimento dos operandos. O conta
dor € re-inicializado com zero (0) no inicio de cada operacao.
A adigao e subtragao necessita apenas de trés saidas
(0o, 01, 02), enquanto a multiplicagao utiliza até 2n + 3 e a di

visao até 2n + 5.

3.3.2 - Unidade Aritmética de Ponto Flutuante Paralela

Dividiremos um registrador logicamente da seguinte forma:

EXPOENTE | MANTISSA

O primeiro passo sera adiscussao individual da  implementa

¢cao de cada operacao aritmética de ponto flutuante.

3.3.2(a) - Adicao e Subtracgao em Ponto Flutuante

Afim de simplificar a ldgica de controle na execugao, assu
miremos a disponibilidade dos registradores C e D para manter
os expoentes e um adicionador paralelo para operar com OS expoen

tes.

O primeiro passo apds o inicio da operagao é a transferén

cia dos expoentes para C e D.
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O segundo passo € o alinhamento inicial das mantissas.
Consideramos que o nimero de menor expoente estid em A; caso con

trario, serd necessario uma permuta.

O terceiro passo sera a operagdo de adigdo ou subtracgdo

das mantissas.

O quarto passo sera a normalizacgao do resultado e o quinto
e Qltimo passo serd a uniao do expoente com a mantissa do resul

tado.

Na figura 3.6 mostramos como fica o esquema dos registra

dores e dos adicionadores.

A seguir mostraremos os sinais de controle e as transferén

cias necessarias.

INICIO | 1@, para adicgao
1+ Qg para subtracgao
0+ P zera O contador
(g, + Q5)P, | A ¢C, transfere expoente de A para C
Xe+ D, idem de X para D
(P+1)> P
(Q, + Q4)P, | s(c,D)» c, faz C-D e coloca em C
(p+1)> P
(@, + Q5/P, l CoA, + CoX > A s Se ¢-D>0 efetua a troca de
COXm " COAm+ Xm Am © Xm
CO(P+4) + EO(P+1)+ P se houve troca P;; caso

contrario Pg

5 - complemento de 2 do registrador D.



REGISTRADCR C

...... o B ]

O12{L.. ..kk#)l. .. cvvvrvaeen

Ae Am REG. A

ADICIONADOR

PARALELO

(\

D123 J}.....k

E

LOGICA DE CONTROLE

E "GATES" 0O ADICIO-
KAD R PARALELO DE
PONTO FIXO.

1 >

DY, coiens RESY. R consisa®

REGISTRADOR Xe Xm REG. X
2
....... b e e e )
L
Qa Qs CONTADOR CORTADOR
1 o 1 o T P

FIGURA 3.6 - Loyout de registradores pora edicdo ¢ sublragoo de nimeros

de ponto flutvonte.

._44_




(Q,+Q )P, |stc,p) »c, soma C com D colocando o re

sultado em ¢

(P+1) + P
(Q*+Qg)P, |Cc > D, troca C por D
D » C,
(P+1)> P
(Q,*+Qg)P; |s(c,D) »cC, faz C-D e coloca em C
(P+1) +P
(QA+QS)P6 [GOL(A) + EOR(A) + R(A), | efetua o alinhamento
CO(C+1) & EOC-+C, necessario de D-C
_ posicoes
C,P + CO(P+1)-+P ¢

(Qu#Qg)P, (To+ Ty +. .. |R(A) »L(A), desloca 4, 1 posicdo p/esquerda

+14/ R(X) ~L(X) desloca X, 1 posigao p/esquerda

0 - An,
0 - Xn’
(t+1)-1
(Q41Qg)P, 14 | (P+1)> P
0+ 1
(QutQg) Py 1@ + Gy transfere o controle para a uni
Qg > Gg» dade aritmética de ponto fixo
(P+1)> P
(Q,*#Qg) P, |(QAEA+QSE;‘S) (P+1) + (Q,G, + Q.G,)P > P
verifica se a adigao ou subtra
¢ao de ponto fixo ja terminou
(@,+@g)P,, V.L(A) + V.R(A)> R(A),)) se houver overflow,
V(C+1) + VC~C, desloca 1 para a
V(P+2) + V(P+1) +P direita, adiciona I

ao expoente e faz

P=P12
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(Q+Qg)P, ' (A, O A RM4) + (Ag @ AL(A) ~ L(A),
(ATO DA (C=1) + (4, @AI) c =+ C,

(AO@AI)P + (AO@AJJ(P + 1) P

normaliza o registrador 4

(QA+QSJP12(TD+T1+i..IL(A) > R(4), desloca 4, I posigao p/direi
*Tk) (t+ 1} + T ta

g+ 1

(QA+QS)P13 lc > 4 une o expoente a mantissa 4

3.3.2(b) = Multiplicacdo de Ponto Flutuante

A multiplicagdo de nUmeros de ponto flutuante requer a
adigdo de seus expoentes e a multiplicacido das mantissas. 0 mul
tiplicador ficara no registrador ¥ e o multiplicando no registra
dor 4. Mostraremos o esquema dos registradores necessarios para

& multiplicagao na figura 3.7.

Us sinais de controle e as sequéncias de transferéncia as

sociadas sao mostrados a seguir:

INICIO | 7> @,
0 =+ P,

0 > T
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Qs To

QMP3(T1+T2+...Tk)

QP37

U 4

QMPS(T0+TI+...+ Tk)

5Tk

W
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|Ae + €, transfere o expoente de 4 e ¥ para
Xe + D, C e D, respectivamente

(P+1)->P

|s(c,p)+Cc, adiciona C e D em C

(COE:5D0)+«1 armazena o sinal do expoente

(P+1) +P
|¢1(CO(:)D0)-+V overflow de expoente

|R(4)> L(4), desloca 4 e X uma posicao para

R(X)> L(X), a esquerda

0> A, coloca zero nas ultimas  posi
0~ X, coes de 4 e de X
(T+1)~>1

As mesmas transferéncias de T,

| (P+1) ~+ P,
g > 1, ativa o circuito de maltiplica
1-q, ¢ac le ponto fixo

M
|Eﬁ(P+I) + G,P > P verifica se a multiplica
¢do de ponto fixo ja en

cerrou

|L(A,Q) ~ R(4,Q), desloca uma posicao para

(t + 1) » 1, " a direita k+1 vezes
|(p+1) - P

I(Ak CjAk+I) R(A ) + (A @Ay ) LA )>L(A ),

efetua a pds—normalizagao
(AijAk”) (C-1) + (4, @Ak+1)0 ~ ¢,

se houve a pds-normalizagdo

subtrai 1 do expoente

(r+1) »p
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QMP? | g = Ae, une o expoente a mantissa em 4
0 - QM

+ Na multiplicagdo pode ocorrer overflow de expoente, mas de

mantissa nao podera ocorrer, porque a magnitude do produto de

duas fracoes normalizadas esta contida no intervalo

1/4 <x <1, onde x representa o produto.

3.3.2(c) - Divisao de Ponto Flutuante

A divisao de dois numeros de ponto flutuante &€ realizada
pela subtracao dos expoentes e divisao das mantissas. A divisao
comega com o armazenamento do dividendo e do divisor nos regis
tradores 4 e X, respectivamente. Os expoentes Ae e Xe sao trans
feridos para os registradores C e D. O adicionador paralelo, co
mo mostra a figura 3.8, efetua a diferenca dos expoentes e as

mantissas apos serem deslocadas sofrem divisao de ponto fixo.

A seguir, apresentaremos os sinais de controle e as respec

tivas transferéncias:

INICIO 1 > @
a = P,
g #* g

2P, [ A, > C, transfere os expoentes de 4 e de X
Xe ¥ s para C e D, respectivamente

(p+1) > P



QDPs(T1+T2+...

P37k

QDP5(T0 PTY Fan o

pPsTy

e

T

1 3

|stc,p) » ¢, faz a diferenga C-D em C armaze

(Coi:iDg)+ﬂg'na o sinal do expoente
(P#1) + P

l «(C, ©) Do) +V, overflow de expoente

(P+1) + P

|R(A) » L(A), desloca A e X 1 posicao para a

R(X) - L(X), esquerda

0~ A, coloca zero na posicao n de 4
g Xn’ e de X
(t+1) ~ 71

|similar a 15, desloca A4 e ¥ 1 posicao para a

esquerda k vezes

| (p+1) > P, ativa o circuito de divisao de
0 *r1, ponto fixo

Z = GD

|G,(P+1) + G P + P, verifica se a operagao

de divisao de ponto fixo

ja terminou

]EDQ + GpA > A transfere o quociente ¢
para 4.
|L(a,Q) > R(A,Q), desloca (4,Q) k+1 posi
(1+1) + T ¢Oes para a direita
| (P+1) > P

| ¢ = Ae » une o expoente com a mantissa em A4

o -+ QD
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3.3.2(d) - Diagrama Logico da Unidade Aritmética

Finalmente, podemos esquematizar a Unidade Aritmética ca
paz de operar com numeros de ponto fixo e numeros de ponto flu

tuante.

Aproveitaremos a unidade aritmética de ponto fixo, apresen
tada em 3.3.1(d) na figura 3.4, e adicionaremos as novas funcoes
através de uma divisao ldgica dos registradores 4 e X além da
inclusao dos registradores C e D e de um adicionador paralelo de
ponto fixo. A unidade aritmética de ponto flutuante paralela e

mostrada na figura 3.9 e os sinais de controle na figura 3.10.
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3.4. - Processadores de Ponto Flutuante em SOFTWARE

Os microcomputadores e certos minicomputadores nao possuem
processadores de ponto flutuante em hardware. Para suprir esta
lacuna, existem solugaes economicas, e uma delas & o desenvolvi

mento de rotinas que simulem as fungoes de um processador.

As rotinas sao transparentes ao usuario, pois na maioria
dos casos, o compilador gera desvios para as rotinas de Ponto
Flutuante, na fase de tradugao do programa escrito em linguagem

de alto hivel para a linguagem de maquina.

Antes de apresentarmos uma possivel estrutura de um softwa
re processador de numeros de ponto flutuante, discutiremos rapi
damente os problemas dos compiladores com a finalidade de execu
tar calculos cientificos para magquinas desprovidas de  hardware

para ponto flutuante.

3.4.1 - Ligagao das Rotinas de Ponto Flutuante

Em geral as rotinas de ponto flutuante sao ligadas aos

programas fontes, conforme mostra a figura 3.11.

O primeiro passo sera desenvolver subrotinas que facam
os processamentos que envolvem numeros de ponto flutuante e em
seguida essas subrotinas sao utilizadas pelos compiladores duran
te a tradugao das linguagens de alto nivel. Temos os  compilado

res FORTRAN, SL/1 e outros desenvolvidos para o computador IBM
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1130 que pertencem a categoria descrita acima.
i _

Progroma
Fonte

Compilador
\
Progroma
Objeto
Rotinos de menipulogdo de Modulo de
ponto flutuonte em lingu Ligacdo

gem de mdquino,

Progroma objeto ligado

com os rotinas de ponto

flutuante..

Figura 3.11 - Compilacdo de programa  fonte e ligacdo
dos rotinas de ponto flutuante.

A principal desvantagem deste tipo de compilador, € a im

possibilidade de transporta-lo para outro computador diferente

daquele para o qual fora desenvolvido.

Uma das possibilidades para tornar um compilador transpor
tavel de uma para outra maquina diferente, & escrever o compila
dor e as rotinas de ponto flutuante numa linguagem de alto nivel
comum a varias maquinas. O compilador devera gerar um codigo in
termediario (independente de maquina), que necessita ser traduzi
do para o cddigo de uma magquina especifica para ser  executado,

conforme mostra a figura 3.12
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]
progroma fonte

i

Compilador

Codigo
. Intermedidric

Tradutor

|

5 Progromo em linjuo-
- . 5 gem de mdquino

Figuro 3.12 - Compilocoo e gerogdo de codigo de mogquina de um
programa fonte em linguogem de alto nivel.

3.4.2 - Rotinas para Processamento de Nimeros de Ponto Flutuante

Existem varias maneiras de resolver o problema de proces
sar numeros de ponto flutuante guando a magquina nao dispoe de um

processador em hardware.

Temos a opgao mais tradicional de desenvolver subrotinas,
abertas ou fechadas, em linguagem de baixo nivel e coloca-las nu
ma biblioteca do sistema. Existe a possibilidade de grava-las
numa ROM (Ready Only Memory) deixando as operagoes microprogra
madas, conseguindo incluir macro-instrugoes ao conjunto basico

de instrucgoes.

A nossa tarefa aqui, serad descrever os requisitos necessa
rios para compor o processador em software. O trabalho inicial
sera o mesmo que efetuamos para o hardware, ou seja, escolha da
base, escolha dos algoritmos, definigao da aritmética e finalmen

te aestrutura global. Basicamente, 0 processador devera ter 0os



seguintes tipos de rotinas [ PRICE, 1968 ] :

-~ Rotinas para as operagoes aritméticas basicas

. Adigao/Subtracao

. Multiplicacao

Divisao

- Operacoes de transferéncia

Carregue pseudo-registradores

Armazene contetdo dos pseudo-registradores

- Operagoes de conversoes

Inteiro para ponto flutuante

Ponto flutuante binario para decimal

Decimal de ponto flutuante para binario

Ponto flutuante para inteiro

Mudanca de sinal de um nimero de ponto flutuante

Valor absoluto de um numero de ponto flutuante

- Outras funcgoes (opcional)

Seno

Cosseno

Raiz quadrada
Exponencial
Logaritmo

etC...
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- Rotinas para analise de erros

A fungao basica do software processador, sera dar um tra
tamento inicial aos numeros de ponto flutuante, de forma que os
expoentes e as mantissas possam ser tratados separadamente pela
unidade aritmética de ponto fixo, como ilustra a figura 3.13, e
depois dar o tratamento final para unir o expoente e a mantissa

do numero.

Software processador de Unidode orjiméhcc
numeros de ponto flutu~ e {dgica de ponto
onte. s st 11RO

(hardware)

UA

fFiguro 3.3 - Loyot do pseudo unidade aritmética de ponto flutuonte.

N3ao apresentaremos um projeto de um processador de ponto
flutuante em software, porque seria basicamente simular o que
foi apresentado para hardware. A implementagdo do processador &

simples, desde gque a aritmética esteja bem definida.

UA = Unidade aritmética



CAPITULO IV

ANALISE DE ERROS

4.1 - Introducao

A analise de erros emum resultado numérico é fundamental
para qualquer computacaoc inteligente, seja ela feita manualmente
ou com um computador EMeCRAKEN, ZQ?B] . Respostas Numéricas para
problemas, geralmente contém erros que proveém de duas areas -
aquelas inerentes a formulagao matematica do problema e aqueles
sujeitos durante os cdlculos da solugao numérica [ RALSTON, 1965 _|.
A primeira categoria inclui os erros introduzidos na formulagao
matemadtica de um problema que espelha somente uma aproximagao pa
ra a situagao fisica. Tais erros sao muitas vezes despreziveis,
como no caso dos efeitos relativisticos, que sac desprezados nos
problemas da mecadnica classica. Se eles nao sao despreziveis,

entao, nao importa quao correta seja a computagao numérica, sem


file:///jlALSTON

._Gl._

pre havera um erro significativo na resposta. Uma outra fonte de
erros inerentes & a incerteza nos dados fisicos. Geralmente sao
despreziveis quando causados pelos erros nas constantes fisicas
(por exemplo, na constante gravitacional), mas quando sao resul
tados de erros nos dados empiricos, dignos de solugGes computa

das, devem ser cuidadosamente ponderadas contra estes erros.

Ha trés fontes principais dos erros computacionais:

(a) O erro grosseiro, ou erro causado por negligéncia;

(b) Solugao de uma aproximacgao do problema formulado. Um
caso tipico & a substituicao de um processo infinito

por uma aproximagdo finita [XNUTH, 1971 ] ;

(c) Corte ou arredondamento dos numeros causados pelas 1i

nitagoes da magquina.

Observemos agora, em poucos exemplos, a importancia da

analise de erros.

O primeiro exemplo, refere-se ao calculo de uma das ral
zes da equagao x? + 0.4002x + 0.00008 = 0, usando a aritmética

PF(10, 4, e¢) e a formula

-b + ibz - dae

2a

X =

a resposta & -0.00015. A aritmética introduz um erro de 25%. A



_62_

(0L

raiz correta obtida com o uso da aritmetica PF(10,8,c)
-0.0002. Isto nao significa que a aritmética de oito digitos re

solvera todos os problemas.
Considere agora a série de Taylor para O seno
=z - + - &+ * ey
24 2 3 Al Sl T

Esta série & teoricamente valida para qualquer angulo finito, on
de o erro de truncamento cometido pelo corte dos termos menores
do que um determinado limite, digamos 10-16, € menor em valor
absoluto que o primeiro termo desprezado. Esta afirmagao seria

verdadeira se houvesse alguma forma de conservar um namero infi

nito de digitos em cada resultado aritmético.

A avaliacao do seno pela série de Taylor numa magquina que

utiliza a aritmética PF(16,14, el1) para angulo 1110° o erro em
- -1 . - - .

valor absoluto e da ordem de 10 » ja para angulos maiores, por

exemplo, 2550° o resultado & totalmente sem significado.
Sem nos estendermos em novos exemplos, fica claro que,

sem uma analise dos erros nos calculos, nao sabemos muito sobre

os resultados.

4.2 - Erro Relativo

Se # & uma aproximacao de x e = # 0, o erro relativo p &

definido por
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2,

p = _;_“’ (4.1)

isto é equivalente a
x = (1 + plex. (4.2)
Note que p &€ um nimero com sinal. O valor absoluto de

Z €& maior que |x| quando p & positivo, e & menor quando
-1 <p <0. Se p <~1, x tem o sinal incorreto. Se x = z = 0,

entao p = 0, sex = 0ex £ 0, p =
Suponha que x & escrito na forma:
z = r°m, »r < |m|] < 1. _ (4.3)

Ndo & necessario que z esteja em S(r,p), pois desta forma m pode
ra ter um nimero ilimitado de digitos.

e

Seja £ = r»r°m. O expoente e foi usado para z e x, logo nao

podemos exigir que m seja normalizado, assim

o = . : (4.4)

Portanto, o erro relativo na aproximagac £ = x € também o erro

relativo nas mantissas, quando os numeros tém O mesmo expoente.

Um caso importante surge quando x satisfaz (4.3) z = x on

-

de © & a aproximagao pelo corte de p digitos de x na base r. En

tao |m| < |m|, assim p < 0. Uma vez que



(4.4) produz

0>p > - rp = 1) (4.5)

Frequentemente re-escrevemos (4.5) como

Z=(1-p)z, 0<p<p @1, (4.6)

Este limite de erro relativo proveniente do corte de um numero
em S(r,p) e bastante conveniente, entretanto podemos melhora-1lo,
para uso ocasional. Suponhamos que x satisfaz (4.3) e escrevemos
z = (1 - p)x. Agora |z| = (1 - p)|x|, assumindo que z > 0. Seja

x —x = €, entao

_ E
¢ e
T+E
- - — ) t =
onde 0 < g < re p e re 1 <x < re. Seja f(t) = = entao
- - x + £
z
'"(t) = ———— > 0
r =12 s

o valor maximo de f(%) no intervalo 0 <t <r

f(r® ~ P). Pportanto

e »®7P
0 <p < f(r Py = — (4.7)
z + »°7F
Agora = & % 1, assim (4.7) produz
_ -(p=-1)
2 =(1-plx, 0 2p< é (4.8)
r p-(p—l)



-~bb—

4.3 - Exrro Relativo em PF(r,p,clq)

Estudaremos o erro relativo introduzido pela operagao a
ritmética em PF(r,p,clq) e o modo como o erro se propaga pelas
operagoes aritméticas. Assuminos ¢>0 para o estudo que realiza

remos.

4.3.1 - Erro Relativo na Multiplicacdo e Divisdo

Em PF(r,p,elq) com g > 0, temos a*b = ab e aib = a/b, lo

go

]
—
~

|
©
N
Q
o

.
S

A
O

A

axh

a:hb (4.12)

1
—
~

I
©
~—

oyl
-

<

A
el

A
]

|
-
i

Suponha que z e y sao aproximagOes de x e y respectivamente, com
x = (1 + 0z
7= (1+ 1)y. (4.13)

Se ¥ e y sao resultados de cdlculos aritméticos, normalmente nao
conhecemos os sinais de o e 1, e os seus limites podem ser tao
-(p=-1)

grandes quanto » . Agora se ¥ e y sao nameros  armazenados

na maquina, podemos ter x * y.

De (4.l1) podemos escrever
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e assim

x*xy = (1 - p)(1 + 0)(1 + T)xy.

substituindo o erro relativo por ¥, temos
xxy = (1 + P)xy

onde
(4.14)

-p+ 0+ T - po — pT + OT - POT

Y =

Suponha que p, 0 e T representam valores relativamente pe
do

-5 . - X
quenos, digamos menores do que 10 . Entao os ultimos termos
ce T,

produto em (4.14) sao bem insignificantes em relagao a p,

assim

Y= -—-p+0+T. (4.15)

Uma vez que nao conhecemos os sinais de o0 e T o sinal em (4.15)

nao tem significado, pois nao sabemos se 0 e T serao adicionados

ou subtraidos.

A divisdo se comporta de forma similar. Se z e y satisfa

zem (4.13), escrevemos

x +y=(1-p)

8,
-

assim

(1 = p)(1 +0) =
Y

£ ¥y =
(1 + )
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Se escrevermos

~—~:1+5£
® + Yy ( ) >
temos

1 4 B (1 + p)(1 + a)

(1 + 1)

Lembrando que |[t| < I, obtemos uma aproximagao Gtil para 1 + §,

l + T

entao

§ = -p +0 -1

que tem pouca significancia pelo mesmo motivo de (4.15).

4.3.2 - Erro Relativo na Adigao e Subtracao

No Capitulo II vimos que no caso da adigao de magnitudes

temos,
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a@b=a+ b, e
a@®0b =a-b, desta forma
a®b

a(@ b

(1 -op)la+b), 0 <p <p (P71

-(p-1)

(1 -p)la+b), 0 <p <r (4.17)

A subtragao pode ser resuzida para a adigdo a ® b onde a > 0 e
b <0 coma > |b|. A operagdo a (@ b & exata se a = -b, desta for

ma assumiremos que a > 0, b < 0 a, b> -a. Escrevendo

e -]

a+b=rm, r <m <1
e a@b = rh , mo-m| <rP
assim
- ={p-1)
a@b = (1+ p)la+ b), |p|] < r (4.18)

Podemos melhorar ligeiramente (4.18) se a(® b > a + b, en
tdo se a® Db # a + b, logo a(® b & maior do que a + b pelo menos

na posicao p + ¢ - 1. Temos cue

a@b=(1+pl)la+ b), - | o3 e P <p-(P*q-2) (4.19)

Passaremos a estudar o problema da propagacao de erros,

embora seja mais vantajoso estuda-lo em termos de erro absoluto.
Suponhamos que x e y sao aproximagoes de x e y respectiva
mente, satisfazendo (4.13), e com 0 e T maiores do que -1, por

tanto r e y tém os sinais corretos.

Considerando que x e y sao positivos, temos
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T+ Yy =a+y+ox+ 1Y,
assim x+y=(1+yY)lzx +y)
onde Vv (x + y) = ox + 1Yy.

Agora

[(min(o,1)] (z + y) < ox + 1y < [maxz(o,1)] (z + y)

entao min (0,7) <Y < maz(o,T) (4.20)

Isto produz

l¥| <max (|a|, |T|)

gue no caso da adigdo, o erro relativo € no maximo igual aomaior

erro relativo dos termos.

Na subtracdo a aritmética de ponto flutuante nao introduz

erro, Os erros sao provenientes dos proprios operandos.

4.4 - Propagacao de Erros de Arredondamentos

Para mostrar o crescimento do erro de arredondamento, con

sideraremos o problema da computacao da seguinte expressao:

n
gz 0 . (4.21)
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Assumimos que todos os xi's sao nimeros de ponto flutuante exa

tos. O procedimento da computagdo & o seguinte

assim x = P

o o
ﬁk :Pk-l *Z, k& 1, B, wavy B
entao,

onde p, depende da aritmética usada. Para PF(r,p,clq) com q > 1,

temos

Por outro lado, se utilizarmos aritmética com arredonda

mento, teremos

1 ~(p-1)
ka[ S mwae
2
onde
P] = (1 + p1) P, (4.22)
e por indugao
[3
B, = [ 1_1 (1 +0p,) ] P . (4.23)
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Observemos isoladamente cada p. Daremos os limites p* e

P,r tal que

- Py < P < p* (4.24)

Assumiremos que p, > 0 e p* > 0 e que p, <1,

-1+ (1 -pJ)" <0 x (I # p)" = 1
n n
-1 5 ~pd% =~ 3 ) 0, K- 5 5 () 5k
k=1 k=1
=[(1+p)" -1 ]
Seja p maior do que p, e p*. Entdo
lo| < (1 + 51T -1,
Consideremos (1 + p)n -1:
n
(1 + p)n =1 = I (Z) pk = np + Ejﬁ_j“ll_pz *+ e
k=1 2
assim se np € pequeno, temos
(1 + p)" -1 = np (4.25)

Entretanto, desejamos quase sempre um limite para |o| ao  invés

de uma aproximagao. Para p > 0,

(n )k np
._._..L_.:g -]
0 k!

S

n
(1 + p)" -1 = -1+ I (ZJ p <=1+
=0 k



_73_

entao temos

np

lo| <e™ " -1. (4.26)

4.4.1 - Condigao

No estudo de propagacao de erros, frequentemente confron
tamos com a questao de como um erro nos dados de entrada afeta
© resultado de uma fungao. Em geral, podemos dizer que o proble

ma da computacao de

¥y = flx) ) (4.27)

esta bem condicionado se pequenas mudangas em x produzem peque
nas mudancas em f(x), enquanto que estd mal condicionado ou po
bremente condicionado se pequenas alteragOes em x causam gran
des mudancas em f(x). Isto & muito vago, porque nao podemos espe
cificar o significado de pequeno e grande. Em alguns casos inte
ressa-nos mudangas absolutas, enquanto em outras mudangas rela

tivas.

A condicao do problema (4.27) pode depender de x bem co
mo da fungdo f(x). Portanto, para uma dada fungao f(z), o proble
ma de sua computagao pode estar bem condicionado para alguns va

lores de x e mal condicionado para outros.
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4.5 - Analise de Erros de um Programa

E muito dificil analisar os erros provenientes de progra
mas, principalmente se esses programas nao foram desenvolvidos
pelo usuario. Isto geralmente & devido ao desconhecimento da im

plementagﬁo do algoritmo utilizado, e dos resultados parciais.

Suponha que temos uma subrotina para calcular

Yy = ar + b e a aritmética & PF(10,8,c) considerando que:

.56785679

Q
|

b = -.3084906¢6

x = .54325433
temos
y = —(0.00125993). 10 "
e " b
y = -10
Se p = =8 & o erro relativo, temos entao que
Yy

" =1 . -8
p = 792.64. Entretanto o erro absoluto |y - y| & inferior a 10 .

Agora se
a = (.56785679). 10*°
x = .54325433
b = -(.30849066). 10*°
teremos |7 - y| = -(.99874007). 10%* . Desta maneira concluimos

que sao irrelevantes os erros absolutos e relativos na analise

de erros de um programa.
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A analise de erro "backward" permitira uma analise um pou
co mais confiidvel. Esta analise consiste em pesquisar um niimero

x onde y = f(X) e tentar limitar tanto a diferenca absoluta

8,

- x como a diferenga relativa (z - x)/x ao invés de limitar
Yy -y ou (y - y)/y. Sabemos que ao tentarmos avaliar y = f(x)

normalmente temos y e nao y como era de se esperar, onde j = y.
Portanto, ao inves de perguntar qudo bem foi avaliada a fungao,

procuramos encontrar qual & o valor & que produz j.

Pode haver varios valores de x com y = f(x), no caso deve
mos escolher um fechado em x, ou seja, que | - x| <o ou que

| (x - z)/x| <p .

Com esta abordagem, observamos oS erros na computagéo co
mo sendo equivalente a uma perturbagao dos dados, e podemos dar

limites a esta perturbacao.

Uma outra possibilidade & a analise estatistica dos erros.
Muitas vezes & mais apropriado considerar a média dos erros ao
invés do erro maximo [HENRICI, 1964 . O enfoque probabilistico
para erros de arredondamentos tem fundamento, porque os erros
individuais de cada operagao podem ter sinais diferentes com mui
tos deles se cancelando e outros jamais atingindo o valor maximo

calculado.

E claro que, sobre uma dada maquina para um dado problema,
os erros de arredondamentos locais, nao sao de fato variaveis
aleatdrias. Podemos adotar um modelo estocastico de  propagagao
de erros, onde os erros locais sao tratados como se fossem varia

veis aleatorias.
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Assuminos que os erros locais estao uniformemente distri
buidos entre seus valores extremos -t¢ e €. A densidade de proba

bilidade p(x) desta distribuicao & dada por.

0, = > € . (4.28)

J(p(x) de = 1,

Para fins tedricos & mais conveniente assumir gque os er
ros de arredondamentos sao normalmente distribuidos. A distribui

cao normal & definida pela densidade de probabilidade

2 2
plz) = ! e~ (®°/20%) (4.29)

2To

onde 0 & o desvio padrdo da distribuicao, que mede a extensao

da distribuicao.

4.6 - Analise Automatica de Erros

Mostraremos diversos enfoques que tém sido usados na ten
tativa de fazer com que o computador nos assista na analise de

erros. Com estes enfoques exigimos que o computador produza a
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resposta e o grau de confiabilidade da mesma. Nenhum deles & uma
panaceia, tanto & que nao sao indicados para os processamentos
normais em substituigao a aritmética de ponto flutuante, mas

apenas para dar uma estimativa razoavel dos erros.

4.6.1 - Aritmética de Significancia

A aritmética de significancia & uma técnica para analise
automatica de erros de arredondamentos. Com esta aritmética, uti
lizamos nimeros nao normalizados durante os calculos. O objetivo
€ representar cada numero com zeros a esquerda, de modo que os di
gitos restantes sejam significativos. As operacgoes aritméticas
devem ser modificadas para que produzam resultadoé nao normaliza
dos com o nimero correto de zeros a esquerda. A adigdo e subtra
c3o sao faceis de implementar, basta que se omita a pOs-normali
zagdo. Para a multiplicacao e adivisao, a modificagao & baseada
na idéia de gue a resposta deve ter tantos zeros a esquerda quan
to o operando significativo. A outra modificagao necessaria & na

biblioteca de programas.

E altamente desapontador saber que a aritmética de signi
ficancia, cujo objetivo & mostrar guanto a resposta & confiavel,
nao possa garantir que os digitos produzidos sao corretos. Pelo
menos, resta o consolo de que fornece uma boa indicagao do grau

de certeza da resposta.
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4.6.2 - Modo "Noisy"

Algumas maquinas provém o modo "noisy"” além da aritmética
de ponto flutuante. A execugao da aritmética de ponto flutuante
com o0 modo "noisy” modifica os digitos que serao deslocados na
resposta quando a pds-normalizacao & necessaria. Para utilizar o
modo "noisy"”, executamos os calculos duas vezes, com a aritméti
ca normal e com o modo "noisy”. A indicacao de quanto as duas
respostas se aproximam fornece o grau de confiabilidade do resul
tado. A idéia basica deste método, consiste em inserir "ruidos"”
guando estamos incertos de qual digito deve ser inserido. Na
pods-normalizagao, guando da execugdao de uma subtracdo na base
r, os digitos deslocados sao os complementos de (r - 1) dos digi
tos que deveriam ser deslocados pela aritmética de ponto flutu
ante. Isto também & valido para a multiplicacdo e adigdo. Para
a divisao, pode~se estender o dividendo pela anexag¢ao de varios

digitos de (r - 1)s a direita antes da divisao.

Como ilustracao de uma implementacao tipica do modo

"noiey', considere um exemplo em PF(10,8,a). Seja

1234.56678

<]
n

1234.4321

w
n

2 =X = Y.

Tanto em PF(10,8,c) como em PF(10,8,r) o valor de z deve ser
.13570000. O resultado foi deslocado quatro digitos para a es
querda na pos-normalizacao, e inserimos quatro zeros a direita.

No modo "noisy"”, em lugar de inserir zeros a direita, inserimos

noves, entao z = ,13579999. Assim, podemos afirmar preciptada



=79~

mente que o resultado correto de z deve estar no intervalo.
. 13570000 < z < .13579999. Essa afirmacdo ndo é sempre valida,
porque & possivel inserir os ruidos na diregdo errada e o resul

tado do modo "noZsy" ser menor do que o processamento normal.

4.6.3 - Aritmetica de Intervalo

A sua implementagdao tem sido feita por chamadas de subro
tinas ao invés de cddigos de operacao de hardware. A idéia basi
ca € que cada numero x, nos calculos, seja representado por  um
intervalo (x;, z,) onde x; e x, sao escolhidos de tal modo que
xy <x <x,. Portanto, se temos uma aproximagéo r para x com
| - x| < e, devemos representar z pelo intervalo (&£ - €, & + €).
E necessario que z; < z;, mas permitiremos o uso do intervalo
degenerado (x, x) para representar um nimero gque conhecemos ser

exato.

Através dos calculos, representaremos Os nimeros por meio
de intervalos. O objetivo & representar a resposta y por um in
tervalo (yi, y2) com y; <y <y2. Se o intervalo (y, y2) &€ bas
tante pequeno, digamos |y, - y;l_fIOJ, o ponto médio do inter
valo prové uma boa aproximagao para y. Agora se o intervalo for

grande, obtemos pouca informacao sobre y, mas podemos afirmar que

nao temos uma boa aproximagao para y.

As operagoes de adigao e subtragao sao definidas como:
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(xy, T2) + (Y1, Y2) (xy + Y15 T2 + ya)

(4.30)
(1, x2) = (Y1, Y2) = (x1 = Y2, 2 = Y1)
De maneira similar, a multiplicacao & dada por:
(.’I:1, .'L'z).(y1, yz) = (.’.Cl_, 332)
21 = min (x1y1 5, X1Y2 5 TyY1 5 TaYz)
Z2 = max (Z1Y1 5, T1Y2 5 Z2Y1 5 L2Y2) (4.31)
Definiremos a divisao por:
(xl: .'.I:z)
= (31_, Zz)
(Y1, Y2)
21 = min (2L, L1 T2 T2
Yi 2 Y Yz
= fl . =X S o ER .
%2 max . S et T ) (4.32)

nao sendo valida a definigao se o zero pertencer ao intervalo

(yl.v yz)-

Entretanto, nao podemos utilizar (4.31) e (4.32) direta
mente, porque o numero de digitos necessadrios para representar
os pontos finais do intervalo deve crescer rapidamente. A  solu
¢ao & usar ao invés de (yi1, y2/) o intervalo (wi,w;) onde w, e

w2 pertencem a S(r,p) com w; < z;€w; > 32.

No caso das bibliotecas de programas que computem fun
qaes, gquando usamos a aritmética de intervalo, o argumento sera

um intervalo (x:1, x2) e a resposta um outro intervalo (yi, y2/) .
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Para a fung¢ao f(x), temos

¥y = min f(x)
X1 <x<xz

(4.33)

Yy = max f(zx)
z) <z <2

Para fungoes monotdnicas, os nimeros em (4.33) sdo facil

mente computados.

4.6.4 - Re-execugao do Programa numa Precisao Maior

A maneira mais comum de se utilizar o computador para es
tudar a exatidao de nossas respostas, & simplemente re-executar

O programa numa precisao maior. Suponha que a resposta original

foi y, e na re-execugao numa precisao maior, a resposta seja
Y2. Podemos estimar os erros relativo e absoluto como sendo
W1 - y2)/y2 e y1 - y2, respectivamente, considerando que a maior

precisao produz resposta mais exata. Geralmente essa considera
gao & verdadeira, mas falha se os erros forem provenientes dos

dados.

A justificativa para o seu uso & a facilidade de conver
sao dos programas para a re-execug¢ao, pois normalmente basta mo
dificar a declaragao das variaveis, alterar as constantes utili
zadas no corpo do programa e recompilar. Apesar de que com isto
incorremos em outros erros, como imprecisao das constantes ou

mesmo imprecisao nos dados que estavamos utilizando até entao.



CAPITULO V

ESTUDO DE CASOS

5.1 = Introducao

No Capitulo anterior apresentamos um estudo para analise
de erros computacionais onde descrevemos diversos métodos para
analise de erros com o auxilio do proprio computador. Neste Capé
tulo, estudaremos dois casos tipicos de instabilidade numérica
causado pelo proprio algoritmo e também pelas restrigbes das ma
quinas. Em todos os casos atenuamos o problema da instabilidade
modificando os algoritmos e também mudando a precisao da aritmé

tica utilizada.

Além disso, para cada algoritmo, implementamos em quatro
computadores diferentes para verificar até onde a aritmética uti

lizada influi nos resultados finais. Em 5.2 apresentaremos as
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aritméticas utilizadas pelos computadores testados, para que pos

samos realizar a analise dos resultados.

Finalmente, em 5.3 e 5.4 apresentaremos os algoritmos com
o estudo das causas das suas instabilidades e tentaremos efe
tuar a suva recuperacao por meio do aumento de preciszo ou modi
ficando-os. Em 5.3 tiramos nossas conclusOes quanto as maquinas
utilizadas e ainda sugerimos alguns itens que devem ser levados
em consideragao para se obter maior exatiddo nos cdlculos compu

tacionais.

5.2 - Apresentacao da Aritmética dos Computadores Utilizados

5.2.1 - Computador IBM/370-145

As operacoes aritméticas de ponto flutuante sao executa
das por hardware especial que o usuario pode ativar ou desati

var, dependendo das finalidades a que se destina o computador.

A aritmética de ponto flutuante utilizada para a precisao

simples & PF(16,6,¢1l1) e para a precisao dupla e PF(16,14,cl1).

O formato dos dados de precisao simples & dado pela figu

ra 5.1.

0 1 7 8 31

S earagcteristica mantissa

Figura 5.1 - Formato dos dados de precisao
simples do IBM/370-145.
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Um nimero consiste de um bit de sinal (0 = positivo,
1 = negativo), de uma caracteristica dada por um expoente hexade
cimal mais excesso 64 e uma mantissa de 24 bits normalizada a es
querda (ponto decimal a esqguerda). Os nimeros negativos serao re
presentados da mesma forma dos nimeros positivos, com  excessao

do bit de sinal.

Os dados de precisao dupla sao armazenados conforme mos

tra a figura 5.2

0 1 7 8 31 63
5 | earacteristica mantissa
le——primeira palavra B segunda palavra—|

Figura 5.2 =~ Formato does dados de precisao dupla do
IBM /370-145.

Tudo funciona como em precisdo simples, apenas que & dado

mais uma palavra estendendo a mantissa mais 32 bits.

5.2.2 - Computador DEC SYSTEM 10 (PDP10-90)

As operagOes aritméticas de ponto flutuante sao  executa
das por hardware especifico. A aritmética utilizada para preci

sao simples @ PF(2,27,c) e para a precisao dupla & PF(2,62,R)
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Os dados de precisao simples s3o armazenados conforme o

formato apresentado na figura 5.3.

0 1 8 9 36

S caracteristica mantissa

Figura 5.3 - Formato dos dados de precisao simples
do PDP10-90.

Cada numero consiste de um bit de sinal (0 = positivo,

1 = negativo), oito bits de caracteristica (expoente + excesso
128) e 27 bits de mantissa com o ponto decimal mais a esquerda.
Um nimero negativo & representado pelo complemento de 2 de toda
a palavra, onde o hardware compensa automaticamente, colocando
a caracteristica em complemento de 1 e a mantissa em complemen

to de 2.

Os dados de precisao dupla sao armazenadas de acordo com

o formato da figura 5.4.

kS—l-caracteristica —»k mantissa
0 1 8 8 36 0 1 35
0
L primeira palavra ole segunda palavra—-

Figura 5.4 - Formato dos dados de precisao dupla do
PDP10-90.

O bit 0 da palavra de mais baixa ordem & sempre 0, sendo
desprezado em todos os operandos. A primeira palavra funciona co
mo na precisao simples e a segunda funciona como extensao da
mantissa. Em precisao dupla, todos os operandos e resultados sao
de tamanho duplo e todas as instrugoes calculam um tamanho extra

de resposta, que & arredondado para o comprimento de precisao
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dupla.

5.2.3 - Computador Burroughs 1700-26

E um computador cujas operacoes aritméticas de ponto flu

tuante sao realizadas por software.

A aritmética de precisao simples & PF(2,24,R) e para pre

cisao dupla & PF(2,60,R).

Os dados de precisao simples sao armazenados segundo o)

formato da figura 5.5.

01 2 3 11 22 35

Tipo |S| caracteristica mantissa

Figura 5.5 - Formato dos dados de precisao simples
do Burroughs 1700-26.

Cada nimero consiste de 2 bits de tipo (01 = ponto flutu
ante de precisao simples) 1 bit de sinal (1 = negativo e 0 = po
sitivo), de uma caracteristica de 9 bits (expoente + excesso

256) e uma mantissa de 24 bits (ponto decimal mais a esquerdal.

O numero negativo difere do positivo apenas pelo bit de sinal.

Os dados de precisao dupla sao armazenados conforme mos

tra a figura 5.6.
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0 1 2 3 ' ' 17" 18 ' 356 0 ' 36
Tipo |S| ecaracteristica maptissa
p——primeira palavra f——eegunda palavra——]

Figura 5.6 - Forma dos dados de precisao dupla  do
Burroughs 1700-26.

Os bits de tipo 11, significa ponto flutuante de precisao
dupla. O resto & similar a precisdo simples, apenas a mantissa &

maior, ou seja, 60 bits.

5.2.4 - Computador IBM 1130

As operacgoes aritméticas de ponto flutuante neste computa
dor sao efetuadas por rotinas programadas e armazenadas numa bi
blioteca. A aritmética de ponto flutuante de precisao simples &
assim definida PF(2,23,¢) e para preciséo estendida, a aritméti

ca utilizada e PF(2,31,c).

Os dados de ponto flutuante de precisdo simples sao arma

zenados conforme mostra a figura 5.7.

0 15 0 8 15

S mantissa earacteristica

le—primeira palavra—le———segunda palavra—-
enderego par enderego impar

Figura 5.7 - Formato dos dados de precisao simples
do IBM 1130.
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Cada numero consiste de um bit de sinal, 23 bits de preci
sao (mantissa), e um expoente em forma de caracteristica (expo
ente + excesso 128). O numero positivo & armazenado na forma na
tural com o bit de sinal igual a 0 e o negativo na forma de com

plemento de 2 (bit de sinal igual a 1).

Os dados de precisao estendida sao armazenados de acordo

com a figura 5.8.

; . 15 0 1 ¥ & s
/
/////////// e maptissa
/4
le—primeira palavra ele— segunda palavra—se—terceira palavra-s|

Figura 5.8 - Formato dos dados de precisao estendida do
IBM 1130.

A diferenca basica para a precisao simples & que o niimero
de bits na mantissa € igual a 31, e que a primeira palavra pode
estar num endereg¢o par ou impar. Para ambos os casos o ponto de

cimal & considerado como estando mais a esquerda da mantissa.

5.3 - Erros no Calculo Direto da Serie do SENO

A dificuldade numérica no caso, surge porque O argumento
da fungao & tdo grande que muitos digitos significativos sao per

didos antes do critério de convergéncia ser satisfeito.
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A série de Taylor para seno

é teoricamente valida para todos os Qalores de x. Na pratica, en
tretanto, & quase inlutil para valores grandes de x, por exemplo
na precisao simples do IBM/370-145, para k = 4 em x = n + 2kI.

Para evitarmos os termos intermediarios muito grandes para uma
variavel de ponto flutuante, que ultrapassariam os tamanhos per
mitidosem quase todos os computadeores, utilizaremos uma relagéo
de recorréncia. Tendo o primeiro termo x, podemos obter o préxi

2

mo termo multiplicando por -r° e dividindo pelo produto dos dois

denominadores proximos.

No Apéndice, apresentamos o algoritmo 4.1, para o calcu

lo direto da série do seno.

O algoritmo 4.1 foi implementado na linguagem de progra
macao FORTRAN em precisao simples, onde utilizamos a tolerancia
de 1.0%10_8. Executamos nos quatro computadores apresentados em

5.2 e os resultados estao nas tabelas 5.1 a 5.4.

Os resultados apresentados sao para 30° e para os seus
miltiplos de 360°. Os valores deveriam ser todos iguais a 1/2. O
seno de 30° deu aproximacao para o IBM 1130 (p = IxIO_SJ e exato
para os demais computadores. Para 360° o resultado foi aproxima

- -6
do para todos, p = 1,3&x%10 s para o IBM/370, p = 1.0%10 para

p = erro absoluto




GRAUS X SERIE DO SENO | FUNCAO SENO
30. 0.523599 0.500000 0.500000
390. 6.806784 o.soooi3 0.500000
750. | 13.089960 0.499872 0.499999
1110. | 19.2373150 -11.297890 0.499999
1470. | 25.656320 891.799300 0.499988
1830. | 31.939510 | 639408.000000 0.499990
2190. | 38.222700 | ***xkkkkkrsksk 0.499993
2550. | 44.505880 | ***kxkkkdkkhkx 0.499995
2910. | 50.789070 | *¥*kkkkkkkkus 0.499997
-30. | -0.523599 -0.500000 -0.500000
~-390. | -6.806784 -0.500013 -0.500000

TABELA 5.1 - Calculo do seno pela

serie de

Taylor, precisao simples do sig
tema IBM/370-145.

GRAUS X SERIE DO SENO | FUNCEO SENO
30. 0.523599 0.500000 0.500000
390. 6.806784 0.500001 0.500000
750. 13.089969 0.500089 0.500000
1110. 19.373155 0.531730 0.500000
1470. 25.656340 43.891564 0.500000
1830. 31.939525 -17285.886000 0.500000
2190. 28.222711 | *kARAAREKEERAR 0.509000
2550. 44.505896 | *rFExkkA kR AKNKK "0.500000
2910. 50.789091 | **axkkkkkhhkhtk 0.500000
-30. -0.523599 -0.500000 -0.520000
-390. -6.806784 -0.500001 -0.500000

TABELA 5.2 - Calculo do seno pela série de Taylor,

precisdo simples do sistema DEC 10
(PDP10-80)
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GRAUS X SERIE DO SENO FUNGAO SENO
30. 0.523599 0.500000 0.500000
390. 6.806784 0.500009 0.500000
750. 13.089970 0.498062 0.500001
1110. 19.373160 -0.396267 0.499999
1470. 25.656340 87.088230 0.500001
1830. 31.939530 =9152.599000 0.500001
2190. 38.222710 AT SRR R S 0.499999
2550. 44.505900 bk AR BR kL phR% 0.499999
2910. 50.755080 KAAK KKK KA Ak Kk 0.500002
-30. ~0.523599 -0.500000 -0.500000
-390. -6.806784 -0.500009 -0.500000

TABELA 5.3 - Cdlculo do seno pela eerie de Taylor,

precisao simples do Burroughs
1700 - 26.

SERIE DO SENO

GRAUS X FUNCAO SENO
30. 0.523598 0.499999 0.500000
390. 6.806784 0.499994 0.499999
750. | 13.089971 0.498126 ' 0.500000
1110. | 19.373157 -2.789121 0.499999
1470. | 25.656341 -934.850465 0.499997
1830. | 31.559529 -401621.12: 354 0.500000
2190. | 38.222717 | ***kkxkxkkkkkkk 0.499999
2550. | 44.505905 | **kxkxkkkxkaixs 0.500001
2910. | 50.789085 | **kkkakkkkkkkkn 0.499996
-30. | -0.523598 -0.499999 -0.500000
-390. | -6.806784 -0.499994 -0.499999

TABELA 5.4 - Calculo do seno pela série de Taylor,

precisdo simples do IBM 1130.
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© PDP10-80, p = 9x10 para Burroughs 1700-26 (B1700-26), e
-6

p = 6x10 para o IBM 1130. Os resultados deixaram a ter signifi

cado a partir de 1110°, exceto para o PDP10-90 que isto aconte

ceu apenas a partir de 1470°.

Considerando que o algoritmo & teoricamente correto, deve
existir uma causa para que ocorram estas distorcgoes. Pela estru
tura de cada maquina, era de se esperar que O PDPI0-90 tivesse
um pouco mais de precisao, pois mantém 27 bits na mantissa, en
quanto o IBM/370 mantém 24 o BI1700-26 24 bits e o IBM 1130 23
bits. A razao porque o /370 divergiu mais rapidamente foi devi
do a sua estrutura hexadecimal, porque na normalizagao o deslo
camento & feito de 4 em 4 bits. Os demais computadores utilizam

a aritmética binaria onde a normalizacao & feita deslocando-se

bit a bit.

Com referéncia ao IBM /370, podemos assegurar apenas due
sua precisao simples esta entre 21 a 24 bits. Quando o pior caso:
ocorrer, tera 2 bits a menos do que o IBM 1130, 3 bits a menos

que o B1700-26 e 6 bits a menos do que o PDP10-90.

Devido a natureza discreta dos numeros de ponto flutuan
te, o método falha, porque em cada termo calculado, digitos si
gnificativos sao perdidos a ponto dos tultimos termos calculados
nao terem mais nenhum digito significativo, pois foram todos
perdidos por corte ou arredondamento dos numeros para armazena

-los em palavras de comprimentos limitados.

Um outro motivo pelo qual o método falha, & porque as adi
goes dos termos estdo sendo realizadas numa sequéncia longe de

ser a ideal, a melhor seria comecar com os termos menores para
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conservar as somas parciais tao pequenas quanto possiveis. Pode

mos ainda indicar o problema de conversao de base dos dados de

entrada e saida.

No intuito de confirmar as afirmagBes acima, re-executamos
.~ - 16
O0s programas em precisao dupla, com tolerancia 1.0x10 . cujos

resultados estao nas tabelas 5.5 a 5.8.

Se os computadores trabalhassem com aritméetica infinite
simal, todos os resultados obtidos seriam validos, mas apenas
com o uso da precisao dupla nao & suficiente o nimero de digitos
disponiveis, como mostram as tabelas 5.5 a 5.8. Os computadores
IBM/370, PDP10-90, B1700-26 e IBM 1130 apresentaram resultados
sem nenhum significado a partir de 2550°, 29210°, 2550° e 1470°
respectivamente. A explicagao para essas divergéncias, & a mesma
dada para a preciséo simples, ou seja, de 5.2 temos que o IBM
1130 mantem 31 bits na mantissa, o IBM/370-145 mantém 50 bits,

B1700-26 60 bits e o PDP-10-90 mantém 62 bits na mantissa.

A precisao dupla nao & suficiente para analise apropriada
do algoritmo. Para este caso, &€ aconselhavel encontrar outra ma

neira melhor de computar os angulos.

A solugao mais apropriada para o caso €& reduzir o tamanho
do argumento, utilizando a periodicidade da fungao. Desta manei
ra obteriamos um resultado significativo para as quatro maguinas
utilizadas, como pode ser observado nas tabela 5.1 a 5.8, onde
para 30° os senos calculados foram bastante significativos. Se
reduzirmos todos os angulos para o intervalo 0°§ angulo < 360°,

garantiremos a confiabilidade dos resultados.
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GRAUS X SERIE DO SENO FUNGAO SENO

30. 0.52359877571785 0.50000000010354 0.50000000010354

390. 6.80678408433208 0.50000000134598 0.50000000134597
. 750. | 13.08996939294630 0.50000000258934 0.50000000258840
1110. | 19.37315470156052 0.50000000391152 0.50000000383083
1470. | 25.65634001017475 0.49999998255804 0.50000000507326
1830. | 31.93952531878897 0.49956835566751 0.50000000631570
2190. | 38.22271062740319 0.50588801083643 0.50000000755813
2550. | 44.50589593601742 122.38835081627710 0.50000000880056
2910. | 50.78908124463164 |134057.81467031740000 0.50000001004299

-30. | -0.52359877571785 -0.50000000010354 -0.50000000010354
=-390. | -6.806734°8433208 -0.50000000134598 -0.50000000134597

TABELA 5.5 - Calculo do seno pela série de Taylor, precisao dupla do
sistema IBM /370 - 145.

GRAUS X SERIE DO SENO FUNGAO SENO
30.-| 0.52359877526760 0.49999999971361 0.49999959971361
390. 6.80678403377533 0.49999995756254 | ~0.49999995756254
750. | 13.08996939659119 0.50000000574496 0.50000000574457
1110. | 19.37315464019775 © 0.49999995063696 0.49999995068912
1470. | 25.65633988380432 0.49999989541987 0.49999989563326
1830. | 31.93952512741089 0.49999866626168 0.49999984057741
2190. | 38.22271060943604 0.49930462572077 0.49999999199611
2550. | 44.50589561462402 0.61402808406343 0.49999973046569
2910. | 50.78908109664917 |[-71.40012177734988 0.49999988188641
-30. | -0.52359877526760 -0.49999999971361 | -0.49999999971361
-39C. | -6.80678403377533 -0.49953995756254 | -0.49999995756254

TABELA 5.6 - Caleulo do seno pela serie de Taylor, precisao dupla
sistema DEC 10 (PDP10 - 90).
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GRAUS X SERIE DO SENO FUNCAO SENO
30. 0.52359879016876 0.50000001261839 0.50000001261839
390. 6.80678415298462 0.50000006080081 0.50000006080081
750. | 13.08996963500977 0.50000021222153 0.50060021222150
1110. | 19.37315368652344 0.49999912479699 0.49999912478268
1470. | 25.65623964538574 0.49999968541077 0.49999968915669
1830. | 31.93952560424805 0.50000006118364 0.50000025353049
2190. | 38.22270965576172 0.49850392988821 0.49999916609170
2550. | 44.50589370727539 1.20612797850728 0.49999807865212
2910. | 50.78908157348633 |-285.75783002459079 0.50000029483948
~30. | -0.52359879016876 -0.50000001261839 | ~0.50000001261839
~-390. | -6.80678415298462 -0.50000006080081 | -0.50000006080081

TABELA 5.7 - Calculo do seno pela série de Taylor, precisao dupla do
Burroughs 1700 - 26.

GRAUS X SERIE DO SENO FUNGAO SENO
30. 0.52359877643175 0.50000000046566 | 0.50000000093132
390. 6.80678408965468 0.49999994423706 0.50000000372529
750. | 13.08996940776705 0.49998914531897 | 0.50000000372529
1110. | 19.37315472960472 0.50170545442961 | 0.50000001396983
1470. | 25.65634003281593 -14.62316007912158 | 0.50000001396983
1830. | 31.93952533602714 -987.41100692749023 | 0.50000001396983
2190. | 38.22271066904067 | 1859212.83691406250731 | 0.50000001396983
2550. | 44.50589507225180 | *x*xxxkssskxxxaxsxxxxss | 0.50000001396893
2910. | 50.78908127546310 | ***kkkkhkkkkkrrkrAk ks 0.50000001396983
-30. | -0.52359877643175 -0.50000000093132 | -0.50000000093132
-390. | -6.80678408965468 -0.49999994516838 | -0.50000000372529

TABELA 5.8 - Caleulo do seno pela série de Taylor, precisao dupla
IBM 1130
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5.4. - Cancelamento Subtrativo em um Calculo de T

O numero m, & definido como a relacgao da circunferéncia
de um circulo para o seu didmetro. Segundo Arquimedes, pode-se
determinar limites inferior e superior para m, da seguinte for

ma:

com pi(n) = o perimetro do poligno de n lados inscrito num clr

culo cuja circunferéncia tem raio I1;

pc(n) = o perimetro do poligno de n lados circunscrito a um

circulo cuja circunferéncia tem raio 1.

No Apéndice, apresentamos o algoritmo A.2 para calcular

os limites infeiror e superior de 7 pelo método descrito acima.

O algoritmo 4.2 foi implementado em FORTRAN e executado em
precisaoc simples com Nmax = 15. Os resultados estao nas tabelas

h+9 a 5:12.

Os resultados da execugao do programa nos computadores es

colhidos para estudos foram os seguintes:

(a) IBM/370-145 - nenhum resultado satisfatorio, a melhor
aproximagao foi obtida para »n = 6, com

infn=3.136580 supn=3.151756;



N LADOS COggRiﬁggTO LIMITEDéNiERIOR LIMITEES:PERIOR
3 8. 0.765366 3.061465 3.313707
4 16. 0.390182 3.121452 3.182607
5 32. 0.196036 3.136580 3.151756
6 64. 0.098138 3.140430 3.144218
7 128. 0.049091 4.141829 3.142776
8 256. 0.024550 3.142450 3.142689
9 512. 0.012314 3.152380 3.152440
10 1024. 0.006176 3.162277 3.162293
1l 2048. 0.003239 3.316625 " 3.316628
12 4096. 0.001691 3.464101 3.464103
13 8192. 0.000977 4.000000 4.000002
14 16384. 0.000977 8§.000000 8.000004
15 32768. 0.000977 16.000200 16.00000C
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TABELA 5.9 - Limites de m — versao precisao simples do siste
ma IBM /370 - 145

‘N LADOS COMPRIMENTO. LIMITE ;NFERIOR LIMI;E SUPERIOR
DO LADO DE = DE 7
3 8. 0.765367 3.061467 3.313709
4 16, 0.390181 3.121445 3.182598
5 53, 0.196034 3.136548 3.151725
6 64. 0.098135 3.140331 3.144118
7 128. 0.049082 3.141276 3.142222
8 256, 0.024543 3.141519 3.141755
9 512. 0.012272 3.141519 3.141578 .
10 | 1024. 0.006135 3.141208 3.141223
11 | 2048. 0.003066 3.139964 3.139968
12 | 4096. 0.001530 3.132491 3.132492
13 | s192. 0.000762 3.122499 3.122499
14 | 16384. 0.000366 3.000000 3.000000
15 | 32768. 0.000173 2.828427 2.828427

TABELA 5.10 - Limites de m — versao precisao simples do siste

ma DEC 10 (PDP10 - 80).
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N LADOS CO;SR;%BSLO LIMIPLDEN:ERIOR LlMIPLDgU:LRIOR
3 8. 0.765367 3;061467 _3.313708
4 l6. 0.3920181 3.121445 3.182597
5 32. 0.196034 3.136546 3.151723
6 64, 0.095135 3.140334 3.144121
7 128. 0.049081 3.141208 3.142154
g 256. 0.024543 3.141519 3.141755
9 512. 0.012270 3.141208 3.14)1267
10 1024. 0.006128 3.137475 3.137490
1) 2048, 0.003069 3.142451 3.142455
12 409¢. 0.001505 3.082207 ©3.082208
13 8192. 0.000691 2.828427 2.828427
14 16384. 0.000000 0.000000 0.000000
15 32768. 0,0000C00 0.0000C0 0.000000

TABELA 5.11 ~ Limites de w - versdo precisco cimples do
Burroughs 1700-26.

N LADOS COMPRIMENTO i LIMITE INFERIOR LIMITE SUPERIOR
DO LADO DE 1 DE T
3 8. 0.765366 3.061467 3.313708
4 16. [ 0.3901890 3.121445 3.182598
5 32. 0.196034 3.136551 3.151728
6 64, 0.098135 3.140343 3.124130
7 128.- 0.049082 3.14129% 3,142245
8 256. | 0.024544 3.141757 3.141994
9 512. 0.012275 © 3.142509 3.142569
1¢ 1024. 0.006147 3.147419 3.147435
11 2048, 0.003088 3.162586 3.162590
12 4096, 0.001544 3.163512 3.163513
13 8192, 0.000773 3.167214 3.167215
14 16384, 0.000490 4.015595 4.015595
15 32768. 0.000345 5.656854 5.65H6854
TABELA 5.12 - Limites de m - versac preeteao ~tmples do

IBM 12130.
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(b) PDP10-90 - um resultado satisfatorio para n = 8, com

infn=3.141519 e supn=3.141755;

(c) B1700-26 - resultado similar ao do PDP10-90;

(d) IBM 1130 - nenhum resultado satisfatdorio, a melhor

|

proximagao foi obtida para n = 7, com

infn=3.141299 e supmn=3.142245.

Estes resultados mostraram claramente que o problema nu
meérico esta ligado com o numero finito de digitos, mas mesmo assim
re-executamos o programa em precisao dupla com Nmax = 30, cujos
resultados podem ser vistos nas tabelas 5.13 a 5.16.

Sabendo-se que m™ = 3.14158265359, passemos ao estudo dos
resultados obtidos. No IBM/370-145 obtivemos resultado significa
tivo para n = 15 e outros razoaveis para n = 12, 13 e 14; no
PDP10-90 para n = 17 tivemos um bom resultado'e para n = 12, 13,
14, 15 e 16 somente aproveitaveis; no B1700-26 para n = 16 bom
en =12, 13, 14 e 15 aceitaveis e finalmente no IBM 1130, ape

nas aceitavel para n = 9.

Os resultados foram como esperavamos, ou seja, mais uma
vez o PDP10-90 deu melhor aproximagao por ter mais bits na mas

tissa, seguido pelo B1700-16, IBM/370-145 e finalmente IBM 1130.

Houve divergéncia em todas as maquinas, pois o problema
numérico apresentado & o cancelamento subtrativo que ocorre no
calculo do comprimento do lado (S) do poligono e no calculo do
limite superior de m, porque 4 - 5? quando n cresce, 5% tende a

zero e a expressao 4 - S? tende a 4. Assim quando fazemos
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N T COMPRIMENTO LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR
DO LADO DE T DE 7

3 8. | 0.76536686473018 | 3.06146745892072 | 3.31370849898476

4 16. 0.39018064403226 | 3.12144515215805 | 3.18259787807453

5 32. 0.19603428065912 | 3.13654849054594 | 3.15172490742926
6 64. | 0.09813534865484 | 3.14033115695474 | 3.14411838524589
7 128. 0.04908245704582 | 3.14127725093276 | 3.14222362994244
8 256. 0.02454307657144 | 3.14151380114415 | 3.14175036916881
9 512. | . 0.01227176929831 | 3.14157294036788 | 3.14163208070397
10 1024. | 0.00613591352594 | 3.14158772527996 | 3.14160251025961
11 12048, 0.00306796037256 | 3.14159142150464 | 3.14159511774302
12 4096. 0.00153398063751 | 3:14159234561108 | 3.14159326967027
13 8192. 0.00076699037513 | 3.14159257654500 | 3.14159280755978
14 16384. 0.00038349519451 | 3.14159263346325 | 3.14159269121694
15 32768. 0.00019174759798 | 3.14159254532122 | 3.14159265975964
16 65536. 0.00009587379899 | 3.14159264532122 | 3.14159264893082
17 131072. | 0.00004793689892 | 3.14159260737572 | 3.14159260827612
18 262144. | 0.00002396845177 | 3.14159291093967 | 3.14159291116527
19 524288. 0.00001198422126 | 3.14159169668369 | 3.14159169674008
20 1048576. | 0.00000599210136 | 3.14158683965504 | 3.14158683969614
21 2097152. 0.00000299605995 | 3.14159655370482 | 3.14159655370834
22 4194304, 0.00000149799292 | 3.14151884046555 | 3.14151884046643
23 8388608, 0.00000074892234 | 3.14120796828227 | 3.14120796828249
24 16777216. 0.00000037431290 | 3.13996417177012 | 3.13996417177C17
25 33554432, 0.00000018730469 | 3.14245127249413 | 3.14245127249415
26 67108564. 0.00000009305772 | 3.12249899919920 | 3.12249639919320
27 | 134217728. 0.00000004712161 | 3.16227766016838 | 3.16227766016€38
28 | 268435456. 0.00000002107342 | 2.82842712474619 | 2.82842712474619
29 | 536870912. | -0.00000000000000 | 0.00000000000000 | 0.00000000000000
30 | 1073741824. | -0.00000000000000 | 0.00000000000000 | 0.00000000000000

TABELA 5.13 - Limites de m - veredo precisdo dupla do sistema
IBM / 370 - 145,
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N LADOS CODSSRIJ;QEETO LIMITLDEII-:FERIOR LIMITSESSPERIOR
3 8. 0.76536686473018 3.06146745892072 .| 3.31370849898476
4 16. 0.39018064403226 3.1?144515225805 ‘3.18249787807453
5 32. 0.19603428065912 3.13654849054594 3.15172490742926
6 64. 0.09813534865484 3.14033115695475 3.14411838524590
7 128. 0.04908245704582 3.14127725093277 3.14222362994246
8 256. 0.02454307657144 3.14151380114430 3.14175036916897
9 512. 0.01227176929831 3.14157294036709 3.14163208070318
10 1024. 0.00613591352593 3.14158772527716 3.14160251025681
11 2048. 0.00306796037257 3.14159142151122 3.14159511774961
12 4096. 0.00153398063749 3.14159234557026 | 3.14159326962945
13 9192. 0.00076699037514 3.14155257658438 3.14159280759915
14 l6384. 0.00038349519462 3.14159263433870 3.14159269209239
15 32768. 0.00019174759819 3.14159264876744 3.14159266320586
16 65536. 0.00009587379921 3.14159265236188 3..14159265597149
17 131076. 0.00004793689562 3.14159265332534 3.14159265422774
18 262144, 0.00002396844981 3.14159265362179 3.14159265384739
119 524288. 0.00001198422491 3.14159265480759 3.14159265486399
20 1048576. 0.00000599211244 3.14159264532122 3;14159264533532
21 2097152, 0:60000299605%18 3.14159260737572 3.14159260737%924
22 4194304. 0.00000149805809 3.14159260737572 3.1415926C737660
23 8388608. 0.00000074901412 3.14159291093967 3.14159291093989
24 16777216. 0.00000037450691. 3.14159169668369 3.14159169668374
25 33554432, 0.00000018725259 3.14157&12557523 3.14157712557524
26 67108864. 0.00000009362456 3.14151884046555 3.14151884046555
27 134217728. 0.00000004681228 3.14151884046555 3.14151884046555
28 268435456. 0.00000002340382 3.14120796828227 3.14150796828227
29 536870912, 0.00000001170654 3.14245127249313 3.14245127249413
30 1073741824. 0.00000000585327 3.14245127249413 3.14245127249413

e N [ R i U o

TABELA 5.14 - Limites de m - versdao de precisao dupla do sistema
DEC 10 (PDP10 - 80).
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N LADOS COMPRIMENTO LIMITE INFERIOR LIMITE SUPERIOR
DO LADO DE w DE n

3 8. 0.76536686473018 3.06146745892072 3.31370849898476
4 16. 0.39018064403226 | 3.12144515225805 3.18259787807453
5 32. 0.19603428065912 3.13654849054594 3.15172490742926
L 64. 0.09813534865484 3.14033115695475 3.14411838524590
7 128. 0.04908245704582 3.14127725083277 3.14222362954246
8 256. 0.02454307657144 3.14151380114430 3.14175036916896
9 512. 0.01227176929831 3.14157294036709 | 3.14163208070318
10 1024. 0.00613591352593 3.14158772527714 3.14160251025679
11 2048. 0.00306796037257 3.14159142151100 3.14159511774929
12 4096. 0.00153398063719 3.14159234556939 3.14159326962858
13 8192. 0.00076699037514 3.14159257658206 3.14159280759683
14 16384. 0.00038349519462 3.14159263433407 3.14159269208776
15 32768. 0.00019174759819 3.14159264873038 3.14159266316880
16 65536. 0.00009587379920 3.14159265213955 3.14159265574915
17 131072. 0.00004793689962 3.14159265362179 3.14159265452419
-18 262144. 0.00002396844982 3.14159265480759 3.14159265503319
19 524288. 0.00001198422487 3.14159264532122 3.14159264537762
20 1048576. 0.00000599211236 3.14159260737572 3.14159260738982
21 2097152, 0.00000299605618 3.14159260737572 3.14159260737924
22 4194304. 0.00000149802766 3.14159169668369 3.14159169668457
23 8388608. 0.00000074901383 3.14159169668369 3.14159169668391
24 16777216. 0.00000037450518 3.14157712557523 3.14157712557528
25 33554432. 0.00000018725375 3.14159655370482 3.14159655370483
26 67108864. 0.00000009362456 3.14151884046555 3.14151884046555
27 134217728. 0.00000004680765 3.14220796828227 3.14120796828227
28 268435456. 0.00000002341309 3.14245127249413 3.14245127249413
29 536870912, 0.00000001170654 3.i4245127249?13 3.14245127249423
.| 30 1073741824. 0.00000000574106 3.08220700148449 3.08220700148449

Fr S TTE TR A ey ey e
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TABELA 5.15 — Limites de m - vercao de precisao dupla do Burroughs
1700 - 26. '
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COMPRIMENTO DO

LIMITE INFERIOR

LIMITE SUPERIOR

" TAOs LADO DE w DE m
3 8. 0.76536686532199 3.06146746315062 3.31370850559324
4 16. 0.39018064539413 3.12144516315311 .3.18259788956493
5 " 32. 0.19603428523987 3.1365#856570065 3.15172498393803
6 64. 0.09813535469584 3.14033135212957 3.14411858096718
7 128. 0.04908245611295 3.14127719309180 3.14222357049584
8 256. 0.02454307802690 3.14151398744434 3.14175055362284
9 512. 0.01227178565386 3.14157712738960 3.14163626823574
10 1024. 0.00613593077468 3.14159655850380 3.14161134138703
11 2048. 0.00306788949546 | 3.14151884522289 3.14152254071086
12 4096. 0.001533?9295488 3.14150797347277 ©3.14120889734476
13 8192. 0.00076720001811 3.14245127420872 3.14245150517672
14 16384. 0.00038360000905 3.14245127420872 3.14245133195072
15 32768. 0.000193061011121 3.16227766405791 3.16227767895907
116 65536. 0.00009650505560 3.16227766405791 3.16227766778320
17 131072. 0.00934315837291‘ 2.82842712756246 2.828427127530246
18 262144. 0.00000000000000 0.00000090000000 0.00000000000000
19 524288. 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000000
20 1048576. 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000000
21 2097152, 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000000
22 4194304. 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000000
23 8388608. 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000000
24 16777216. 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000000
25 33554432. 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000000
26 67108864. 0.00000000000000 0.0000000000C0COCQCN 0.00000000000000
27 134217728. 0.00000000000000 0.0000000000bOOO 0.00000000000000
28 268435456. 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000000
29 536870912. 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000000
30 1073741725. 0.00000000000000 0.00000000006000 0.00000000000000

TABELA 5.16 - Limites de w - versao precisao dupla do IBM 1130.
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Al

s =/2 - l4 - 52 2 - 57 tende a 2, logo estaremos  subtraindo

numeros positivos cujas grandezas sao aproximadamente iguais.

Como se pode calcular os limites de m, com mais exatidao,
utilizando o mesmo método? A solugao &€ evitar as operagoes que
causam o cancelamento subtrativo, gue no caso, € a operacgao

- 8%,

Podemos re-escrever a operacao utilizando o teorema do
bindmio. Primeiro faz-se n = 1/2, a =4 e b = S* em (a + b)n,

entao obtemos,

V¢ - 52 = 2 - di = dz2 = eeee = dy = oo

k

onde
_ 2
dk-f] :E.;_(__._Z?_ z §? d'k
k +1 2
g2
sabendo-se que dl =7 temos

u2 - v4—32 =dy +ds + ... *+ dk * s

Fizemos esta modificagao no programa FORTRAN e re-execu
tamos em precisao simples (tabelas 5.17 a 5.20) e em precisao du
pla (tabelas 5.21 a 5.24). Note que agora os resultados sao bem

estaveis e com maior precisao.
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N LADOS COﬁéRiigglO LIMITgEleERIOR LIMngESEPERIOR
3 8. 0.765366 3.061465 4.959311
4 16. 0.390180 3.121440 3.878000
5 32. 0.196034 3.136543 3.477386
6 64. 0.098135 3.140326 3.302365
7 128. 0.049082 3:141271. 3.220302
8 256. 0.024543 3.141507 3.180538
9 512. 0.012272 3.141566 3.160961
10 | 1024, 0.006136 3.141581 3.151248
11 2048. 0.003068 3.141584 3.146411
12 | 409. 0.001534 3.141584 3.143996
13 8192. 0.000767 3.141584 3.142790
14 | 16384, 0.000383 3.141584 3.142188
15 | 32768. 0.000192 3.141584 3.141886
TABELA 5.17 - Limites de m — versao Teorema do Binomio
precisdo simples do sistema IBM/370-145
N LAQOS COggRiﬁggTO LIMITED;NFERIOR LIMITEDZUPERIOR
3 8. 0.765367 3.061467 4.959315
4 16. 0.390181 3.121445 3.878007
5 32. 0.196034 3.136548 3.477393
6 64. 0.098135 3.140331 3.302371
. 128. 0.049082 3.141277 3.220307
8 256. 0.024543 3.141514 3.180544
9 |  512. 0.012272 3.141573 3.160968
10 1024. 0.006136 3.141588 3.151256
11 2048. 0.003068 ©3.141591 3.146418
12 4096. 0.001534 3.141592 3.144004
13 8192. 0.000767 3.141593 3.142798
14 | 16384. 0.000383 3.141593 3.142195
15 | 32768. 0.000192 3.141593 3.141894

TABELA 6.18

- Limite de m - versdo Teorema do Binomio
preeisdo simples do sistema DEC 10 (PDP10-90).



LIMITE INFERIOR

N LADOS CO%SREKESTO B LlMITED§U§ERIOR
3 8. 0.765367 3.661467 4.959315
4 16. 0.390181 3.121445 3.878006
5 32. 0.196034 3.136548 3.477392
6 64. 0.098135 3.140331 3.302370
7 128. 0.049082 3.141277 3.220307
8 256. 0.024543 3.141513 3.180543
9 512. 0.012272 3.141572 3.160968
10 1024. 0.006136 |.'3.14.1587’ 3.151255
11 2048. 0.003068 3.141591 3.146417
12 4096. 0.001534 3.141592 3.144b03
13 8192. 0.000767 3.141592 4.142797
14 16384. 0.000383 3.141592 3.142194
15 32768. 0.000192 3.141592 3.141893

TABELA 5.19 - Limites de T - versdo Teorema do Binomio

précfs&o siﬁbles de Eurraughs 1700-26.

= LUG=

N LADOS COggRﬁxggTO LIMITEDéNiERIOR -LIMITEDEU$ERIOR
3 8. 0.765366 3.061464 4.959307
4 16. 0.390180 3.121440 3.877999
5 32. 0.196033 3.136543 3.477386
6 64. 0.098135 3.140326 3.302364
7 128. 0.049082 3.141272 3.220302
8 256. 0.024543 3.141508 3.180537
9 512. 0.012271 3.141567 3.160962
10 | 1024. 0.006135 3.141581 3.151249
11 | 2048. 0.003067 3.141585 3.146411
12 | 4096. 0.001533 3.141586 3.143997
13 | 8192. 0.000766 3.141586 3.142791
14 | 16384. 0.000383 3.141586 3.142188
15 | 32768. 0.000191 3.141586 3.141887

TABELA §.20

- Limites de m - versdo Teorema do Binomio

precisdo simples do IBM 1130.
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N LADOS COMPRIIJZ:EI')T;TO DO LIMI TEDE‘IﬁFER IOR ) LIM ITEDE SIT.:PERIOR
3 8. 0.76536686473018 3.06126745892072 4.95931523537420
4 16. 0.39018064403226 3.12144515225805 3.87800673496262
5 325 0.19603428065912 3.13654849054594 3.47739256563251
6 64. 0.09813534865484 3.14033115695475 3.30237081249040
7 128. 0.04908245704582 3.14127725093277 3.22030755454287
8 256. | 0.02454307657144 3.14151380114430 3.18054396821972
9 512. 0.01227176929831 3.14157294036709 3.16096827709498
10 1024. 0.00613591352593 3.14£58772527716 "3.15125564133382
11 2048. 0.00306796037257 3.14159142151120 3.14641796432624
12 4056. 0.0bl53398063749 3.14159234557011 3.14400376602074
13 8192. 0.06007669%037514 3.14159257658487 3.142759782442605
14 16384. 0.00038349519462 3.14159263433856 3.14219514270745
15 32768. 0.000191747598;9 3.14159264877698 3.141893874073905
16 65536. 0.00009587379921 3.14159265238659 3.14174325781772
17 131072. 0.00004793689962 3.14159265328899 3.14166795419962
18 262144. 0.00002396844981 3.14159265350459 3.14163030351871
19 524288. 0.00001198422491 3:14159265357099 3414161147846025
20 1048576. 0.0000059%211245 3.14159265358509 3.14160206600152
21 2097152. 0.00000299605623 3.14159265358861 3.14159735578978
22 4194304. 0.00000149802811 '3.14159265358949 3.14159500668831
23 8388608. 0.00000074901406 3.14159265358971 3.14159383013868
24 16777216. 0.00000037450703 3.14159265358977 3.14159324186414
25 33554432. 0.00000018725351 3.14159265358978 3.14159294772694
26 67108864. 0.00000009362676 3.14159265358979 3.14159280065836
27 134217728. 0.00000004681338 3.14159265358979 3.14159272712407
28 268435456. 0.00000002340669 3.14159265358979 3.14159269035693
29 536870912. 0.00000001170334 3.14159265358979 3.14159267197336
30 1073741824. 0.00000000585167 3.34159265358979 3.14159266278157
TABELA &5.21 - Limites de w - vereao Teorcma do Binémio precisao dupla

do sistema IBM/370-145.
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LADOS

COMPRIMENTO DO
LADO

LIMITE INFERIOR

DE n

LIMITE SUPERIOR

DE

v s W

10
11
12
13
14

a5,

16
17

18

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

8.

16.

32.

64.

128.

256.

512.

1024.
2048.
4096.
B8192.
16384.
32768.
65536.
131072.
262144.
524288.
1048576.
2097152.
4194304.
8388608.
16777216.
33554432.
6710€864.
134217728.
268435456,
536870912.

1073741824.

0.76536686473018
0.39018064403226
0.19603428065912
0.09813534865484
0.04908245704582
0.02454307657144
0.01227176929831
0.00613591352593
0.00306796037257
0.00153398063749
0.00076699037514
0.00038349519462
0.00019174759819
0.00009587379921
0.00004793689962

0.00002396844981

. 0.00001198422491

0.00000599211245
0.000002599605623
0.00000149802811
0.00000074901406
0.00000037450703
0.00000018725351
0.82000009362676
0.00000004681338
0.000000002340669
0.000000001170334

0.000000000585167

3.06146745892072

3.12144515225805

3.13654849054594

3.14033115695475
3.14127725093277

3.14151380114430

3.14157294036709

3.14158772527716
3.14159142151120
3.14159234557012
3.14159257658487
3.14159263433856
3.14159264877699
3.14159265238659
3.14159265328899
3.14159265351459
3.14159265357099
3.14159265358509
3.14152265358862
3.14159265358950
3.14159265358972
3.14159265358977
3.14159265358979
3.14159265358979
3.14159265358979
3:14159265358975
3.14159265358979

3.14159265358979

4.95931523537420
3.87800673496262
3.47739256553251
3.30237081249040
3.22030755454287
3.18054396821973
3.16096827709498
3.15125564133382
3.14641796432625
3.14400376602075
3.14279762442605
3.14219514270746
3.14189387407905
3.14174325781772
3.14166795419967

3.14163030351872

#3.14161147846025

3.14160206600152
3.14159735978978
3.141595006€68832
3.14159383013869
3.14159324186415
3.14159294772695
3.14159280065837
3.14159272712408
3.14159269035694
3,14159267197336

3.14159266278158

TABELA 5.22 - Limites de m - versao Teorema do Binomio precisao dupla do
atstema DEC 10 (PDP 10-90).
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=

LADOS

COMPRIMENTO DO
LADO

LIMITE INFERIOR

DE

LIMITE SUPERIOR

DE w

-] - TN | L=5] L o w

10
11
12
13
o
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

30

8.

16.

32.

64.

128.

256.

512,

1024.
2048.
4096.
8192.
16384.
32768.
65536.
131072.
262144.
524288.
1048576.
2097152.
4194304.
8388608.
16777216.
33554432.
67108864.
134217728.
268435456.
536870912,

1073741824.

0.76536686473018
0.39018064403226
0.19?03428065912
0.09813534865484
0.04908245704582
0.02454307657144
b.01227l76929831
0.00613591352593
0.00306796037257
0.00153398063749
0.00076699037514
0.00038349519462
0.00019174759819
0.00009587379921
0.00004793689962
0.00002396844981
0.00001198422491
0.00000599211245
0.00000299605627
0.00000149802811
0.00000074901406
0.00000037450703
£.00000018725351
0.00000009362676
0.00000004681338
0.00000002340669
0.00000001170334

0.00000000585167

3.06146745892072
3.12144515225805
3.13654849054594
3.14033115695475
3.14127725093277
3.14151380114430
3.14157294036708
3.14158772527716
3.14159142151120
3.14159234557012
3.14159257655487
3.14159263433856
3.14159264877699
3.1415526523865¢

3.141:59265328899

3.14159265351459 .

3.14159265357099
3.14159265358509
3.14159265358862
3.14159265358950
3.14159265358972
3.14159265358977
3.14159265358979
3.14159265358979
3.14159265358979
3.14159265358979
3.14159265358979

3.14159265358979

4.95931523537420
3.87800673496262
3.47739256563251
3.30237081249040
3.22030755454287
3.18054396821973
3.16096827709498
3.15125564133382
3.14641796432625
3.14400376602075
3.14279782442605
3.14219514270746
3.14189387407905
3.14174325781772
3.14166795419967
3.14163030351872
3.14161147846025
3.14160206600152
3.14159735978978
3.14159500668832
3.14159383013869
3.14159324186415
3.14159294772695
3.14159280065837
3.14159272712408
3.14159269035694
3.14159267197336

3.14159266278158

'
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TABELA 5.23 - Limites de m - versao Teorema do Binomio precisao dupla do
Burroughs 1700-26.
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LADOS

COMPRIMENTO DO
LADO

LIMITE INFERIOR

DE 1w

LIMITE SUPERIOR

DE w

[N

LE- T - - T N - I ]

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

8.
16.
32.
64.

128.
256.
512.
1024.
2048.
4096.

8192. .

16384.
32768.
65536.

. 131072,
262144.
524288.
1048576.
2097152,
4194304.
8388608.
16777216.
33554432.
67108864.
134217728.
268435456.
536870912.
1073741825.

0.76536686299368
0.39018064213450
0.19603427953552
0.09813534800196
0.04908245675323
0.02454307641164
0.01227176921747
0.00613591348701
0.00306796035238
0.00153398062820
0.00076699037049
0.00038349519229
0.00019174759694
0.00009587379864
0.00004793689932
0.00002396844966
0.00001198422483
0.00000599211241
0.00000299605620
0.00000149802810
0.00000074901405
0.00000037450702
0.00000018725351
0.00000009362675
0.00000004681337
0.00000002340668
0.00000001170334
0.00000000585167

3.06146745197474
3.12144513707607
3.13654847256839
3.14033113606274
3.14127723407000
3.14151378255337
3.14157292153686
3.14158770721405
3.14159140270203
3.14159232657402
3.14159255754202
3.14159261714667
3.14159262832254
3.14159263577312
3.14159263577312
3.14159263577312
3.14159263577312
3.14159263577312
3.14159263577312
3.14159263577312
3.14159263577312
3:14159263577312
3.14159263577312
3.14159263577312
3.14159263577312

3.14159263577312

'3.14159263577312

3.14159263577312

 4.95931521244347

3.87800670973956
3.47739254403859
3.30237078666687
3.22030753549188
3.18054394610226
3.16096825525164
3.15125562064349
3.14641794282943
3.14400374516844
3.14279780257493
3.14219512511044
3.141893851570178
3.14174323715269
3.14166793227195
3.14163028262555
3.14161145687103
3.14160204492509
3.14159734081476
3.14159498829394
3.14159381110221
3.14159322436898
3.14159292820841
3.14159278242208
3.14159270841628
3.14159267116338
3.14159265253692

3.14159264508634

TABELA 5.24 - Limites de m - versdo Teorema do Binmdmio precieao dupla do
IBM 1130. '
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5.5 ~ Conclusao

Apresentamos apenas dois casos estudados, apesar de ou
tros programas terem sidos processados. A razao de restringirmos
a dois casos, foi porque atingimos o objetivo de analise das
aritméticas das maguinas e ainda mostramos algumas causas por
gue o0s algoritmos numéricos podem apresentar alta instabilidade

numerica.

Em primeiro lugar, sugerimos algumas regras para se obter

resultades melhores em computagaes numéricas, tais como:

(a) Cuando os numeros devem ser somados e/ou subtraidos,
deve~se trabalhar com os nimeros menores primeiramen

te;

(b) Se possivel, evitar subtragces de dois nlUmeros aproxi

madamente iguais:

(c) Se existir uma expressao como a(b - ¢) podera ser
re-escrita como ab - ae © mesmo acontecendo com
(a - bl/e por a/ec - b/e. Se envolver numeros aproxi

madamente iguais, efetuar primeiro a subtragéo;

(8) Evitar operagoes aritméticas com operandos cujas gran

dezas sejam suficientemente diferentes;

(e) Evitar operagoes aritméticas com operandos cujos expo

entes podem causar overflow ou underflow. Quando for
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inevitavel, a primeira medida & verificar se as ope
ragoes nao podem ser re-arranjadas, se nao for possi
vel, procurar armazenar os expoentes separadamente e

opera-los como se fossem inteiros;

Evitar divisao onde o divisor & uma quantidade muito

pequena;

Evitar impressao de resultados imprecisos ou duvido
sos, especificando formatos suficientemente grandes,
permitindo a impressao, pelo menos, do numero de ai

gitos mantidos nas mantissas dos numeros;

Evitar testes de igualdade, dando sempre um fator de

precisao;

Especificar corretamente as constantes, identifican
do-as se sao de precisao simples ou dupla para evitar

erros de conversao (erros inerentes);

Evitar expressoes aritméticas mistas;

Um programa em precisdo simples quando for re-execu
tado em precisao dupla devera ter suas constantes
alteradas para o numero de digitos aceitos pela  pre
cisao dupla, o mesmo acontecendo com os dados para

evitar erros inerentes;

Quando nada do exposto acima se aplicar, sugerimos

minimizar o nimero de operagoes aritméticas.
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As regras acima podem ser facilmente comprovadas pelo gque
foi apresentado nos capitulos anteriores, razao pela qual nao
estenderemos a dissertagao com trechos de programas FORTRAN para

ilustrar e justificar as regras.

Fazendo uma analise da aritmética de cada um dos computa
dores, sem levar em consideragéo o tempo de processamento, cus
to de processamento e magnitude do expoente, considerando apenas
os casos estudados e a estrutura dos computadores utilizados,
chegamos a conclusao de que as melhores precisoOes, simples e
dupla, para a maioria dos casos, possivelmente, obedecerao a se

guinte ordem: PDP10-90, B1700-26, IBM/370-145 e IBM 1130.

Comparando como as operagoes aritméticas sao executadas
pelas maquinas, como o processo de corte ou arredondamento, o
processo de normalizagao e ainda observando o tamanho da pala
vra e a forma de armazenamento, & gquase que suficiente para se
fazer uma analise com a finalidade de escolha de uma _aritmética
mais conveniente para aplicagoes que envolvem numeros de ponto

flutuante.

Para um estudo mais aprofundado dos problemas inerentes

a uma maquina e necessario estudar os seguintes aspectos:

(a) Como sdo feitas as conversoes de base dos dados de en

trada e saida;

(b) Como sdo avaliadas as fungoes embutidas;
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(c) Qual o comportamento do sistema quando ocorre

overflow ou underflow de expoente;

(d) Como sao feitas as operagoes aritméticas (corte ou
arredondamento, normalizagao, algoritmos para execu

QEO de operagoes, tamanho da mantissa, do expoente,.);

(e) Estrutura de funcionamento da unidade aritmética de
ponto flutuante, se a unidade & constituida por

hardware ou software;

(£) Até que ponto o usuario podera interferir no fluxo
de processamento quando condigOes anormais ocorrerem,

e a que nivel.

Dos computadores que estudamos, considerando alguns dos
itens acima, podemos afirmar que, provavelmente, o mais indicado
para processamento de numeros de ponto flutuante em condicoes
normais, sem problema de overflow ou underflow, com O problema

bem condicionado, sem problemas de instabilidade, & o PDP-10-90.

Finalmente, observamos que na maioria dos casos praticos,
apenas o aumento de precisdo dos niumeros de ponto flutuante nao
resolve, & necessario uma analise detalhada do algoritmo utili
zado e principalmente dos dados para evitar erros inerentes. Is
to significa que & possivel obter bons resultados em qualguer uma
das maquinas estudadas, desde que, o algoritmo nao apresente ins

tabilidade numérica e o problema esteja bem condicionado.



CAPITULO VI

LINGUAGEM PARA ANALISE DE ERROS COMPUTACIONAIS

6.1 - Introducao

Qualquer usudrio que nao tenha nocoes sobre a arquitetura
do computador, normalmente, acredita nos resultados obtidos como
se fossem corretos, ou pelo menos, aproximadamente corretos. Quan
do o usuario e um iniciante na area de analise numérica, o seu
maior problema & entender a teoria dos erros, pois & dificil
acreditar que uma maquina nao possa manipular com nameros reais
e sim com um subconjunto discreto desses nlmeros. Dificil ainda
& aceitar que o computador, na execugdao de um algoritmo numérico
simples, possa apresentar solugoes totalmente desprovidas de si

gnificancia.

Como ensinar a teoria dos erros? Mesmo o melhor método de
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ensino sem o auxilio de uma ferramenta eficaz nao obteria resul

tados satisfatorios.

Considerando a falta de recursos para auxiliar a aprendi
zagem do aluno, passamos a descrever uma linguagem interativa
que possa, nao sO motivar, mas mostrar aos iniciantes, como as
operagoes aritméticas sao executadas interneamente, afim de que

o aluno consiga avaliar os erros cometidos por uma maquina.

6.2 - Elementos Sintaticos da Linguagem

Apresentaremos os elementos sintaticos que compoem a lin

guagem.

6.2.1 - Conjunto de Caracteres

A linguagem identificara como caracter todas as letras do
alfabeto (4 - Z), todos os digitos decimais (0 - 9) e os seguin

tes caracteres especiais:

-— - non n.n
+J > *J /’ =3 (, ), b | >.‘l <, k] > 3 E

6.2.2 - Identificadores

Um identificador e uma cadeia de caracteres alfanuméricos



comecando com uma letra. A linguagem aceitara identificadores de

até 10 caracteres, de comprimento.

6£.2.3 - Simbolos Operadores

Os operadores binarios seraoc os seqguintes:

(a) Aritméticos

{(b) Logicos

{c}) Unarios

SIMBOLOS SIGNIFICAD DS
+ adicho
- subirogdo
* multiplicagcdo
/ divisdo
* % exponenciocdo
S$iMBOLOS SIGNIFICADOS
— igual
> maior
< ‘menor
>= maior ou igual
<= menor ou iqual
'_1:: ndo iquol
SIMBOLOS SIGNIFICADOS
+ mais

1

menos { hifem)
neqagao
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6.2.4 - Palavras Resecrvadas

sao identificadores que nao podem receber atributos no

programa. A linguagem conté&m as seguintes palavras reservadas:

INICIO DECLARE APAGUE RAIZQUADR
FIM REAL DETALHE VALORA S 7
ARITPF INTEIRO EXECUTE SENO
ARIFIX VETOR ATE cos
FXPOENTE MATRIZ FIM EXP
PRECISAQ BLOCO E POTENCIA
NUMDIG FIMBLOCO ouv LoG
MOD
6.2.5 - Comentarios

Os comentirios terao o seguinte formato:

COM .... cadeia de caracteres ....;
serac tratados como instrucao sem efeito, podendo aparecer em

qualquer parte do programa.

6.2.6 - Brancos

O carater branco terd a fungdo de delimitador além de ser
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vir para dar estética visual aos programas.

6.2.7 - Delimitadores e Parénteses

Os delimitadores de programa sao INICIO e FIM, indicando

3 - . . »
0 inicio e fim respectivamente.

O delimitador de instrucgao & ";", para marcar o seu fim.

Os delimitadores de blocos sao: No inicio a palavra reser

vada BLOCO e no fim a palavra reservada FIMBLOCO.

Os parénteses tém a finalidade de eliminar ambiguidades

de sintaxe, como por exemplo:

DECLARE (A, B, C, D) REAL;

e ainda ditar a precedéncia de operacgoes.

6.2.8 - Formato dos Campos

As instrugoes terao formato livre de entrada, podendo ini
ciar em qualquer posicao de uma linha da tela do terminal de

video, e terminar em uma outra linha qualquer.
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6.2.9 - Expressoes

A linguagem & composta de dois tipos de expressoes: (a) a

ritmética e (b) 1logica.

A expressao aritmética & constituida de um operando, pre
cedido ou nao, de um operador unario aritmético, e opcionalmen
te seqguido por um operador aritmético e um segundo operando. 0
operando podera ser uma variavel, uma constante numérica, ou re

feréncia de funcao.

Uma expressao ldogica, podera ser simples ou composta. A sim
ples sera constituida por duas expressoOes aritméticas gquaisquer,
relacionadas por um dos operandos logicos e podendo, o conjunto,
ser precedido ou ndo por um operador undrio logico. A composta
sera formada por mais de uma expressao logica simples, relacio
nadas por um dos operadores Booleanos ("E" ou "0U") e o conjun

to, podera ser precedido ou nao por um operador unario logico.

6.2.10 - Instrugoes

A linguagem admitirad os seguintes tipos de instrugoes:

(a) instrucao de declaracao,

(b) instrucao de atribuicgao,

(c) instrucgdo de definigao de bloco,
(@) instrugao EXECUTE,

(e) outras instrugoes.
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6.2.10(a) - Instrugao de Declaragao

Temos duas classes distintas: (1) declaragao da aritmética

e (2) declaragao de variaveis.

A primeira & utilizada para definir a magnitude e a preci

sao dos numeros de ponto flutuante através da declaracgao

ARITPF EXPOENTE = inteiro  PRECISAO = n9 de digitos,

e a magnitude dos nimeros de ponto fixo por meio da declaragao

ARITFIX NUMDIG = n@ de digitos.

Quando qualquer uma das duas opgoes da declaragao da  ari

tmética aparecerem no corpo do programa, a agao a ser tomada dei

xamos para a etapa de implementacao da linguagem.

A segunda, podera estar presente em qualquer ponto do cor

po do programa, exceto dentro de blocos.

Ha dois tipos basicos de variaveis: simples e indexada.

0 formato da instrucdo de declaragao de variaveis &€ o  se

guinte:

- variaveis simples

DECLARE (lista de variaveis) tipo;
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- variaveis indexadas

DECLARE (lista de variaveis com atributos) tipos;

onde: tipo deve ser inteiro ou real, e os atributos devem indi

car o numero de elementos de um vetor ou o numero de linhas e co

lunas para uma matriz.

6.2.10(b) - Instrugao de Atribuigao

0 formato geral sera:

Variavel = expressao aritmeética

onde a variavel, previamente declarada, podera ser simples ou in

dexada.

6.2.10(c) - Instrugao de Definigao de Bloco

Um bloco sera constituido por dois delimitadores e um cor
po. Os delimitadores serao as palavras reservadas BLOCO seguido
de um nome, no inicio, e FIMBLOCO acompanhado opcionalmente, de
um nome, no fim. O corpo contera instruqSes, com excessao de ins

trugoes de declaracgoes.
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Por Exemplo:

BLOCO A;

>4
I

C + D;

Y =X * X;

FIMBLOCO A;

6.2.10(d) - Instrugao Execute

Servira para executar um bloco previamente definido e, a

presenta o seguinte formato:

EXECUTE "nome bloco” [ ATE condigao |

O bloco identificado por nome blcco sera executado, exceto

quando for assinalado "ATE condigao” e a condigao for satisfeita.

6.2.10(e) - Outras Instrugoes

Incluimos aqui, algumas instrugdes de controle, que sao:

- DETALHE

~ APAGUE "identificadores"

A primeira servira para detalhar a proxima instrugﬁo, exi
bindo na telado terminal de video como as operagoOes aritméticas es

tio sendo executadas internamente. A sua utilizagao sd tera efei
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to antes de uma instrugao de atribuigao que nao esteja dentro de

um bloco.

A segunda tera o seguinte formato:

APAGUE (lista de identificadores);

onde os identificadores poderao ser variaveis e nome de blocos.

A fungdo dessa instrugdo & tornar disponivel o espago ocupado

pela lista de identificadores.



6.2.11 - Exemplo de Programa para Determinar a Solugao de

Equagao do 29 Grau.

INICIO

FIM.

ARITPF EXPOENTE = 99 PRECISAO = 10;
ARITFIX NUNDIG=10;

DECLARE(A,B,C; DELTA, X1,X2, TEMPI1)REAL
COM ... ENTRADA DE A,B e C;

A 2.80;

B = 4,08B0;

€ = =4.0;3

DETALHE

TEMP1 = B*B;

DECLARE (TEMP2)REAL;
DETALHE;

TEMP2 = 4.%A;
DETALHE;

TEMP2= TEMP2 *C;

DELTA = TEMP1 - TEMP2;
DECLARE (AUX1)REAL;
COM ... CALCULO DA PRIMEIRA RAIZ
BLOCO RAIZI1;
AUX1 = RAIZQUAD(DELTA);
TEMP1 = -B + AUX1
TEMP2 = 2.0 *A;
X1 = TEMP1/TEMP2;
FIMBLOCO RAIZI1;
EXECUTE RAIZI1;
TEMP1 = -B - AUXI;
TEMP2 2, *A;
X2 = TEMP1/TEMP2;

1

- - onde serao impressos osdetalhes da
tmética.

.
3

operagao

=2 he

uma

ari



6.3 - Definicao Formal da Linguagem

-126-

Definiremos a sintaxe da linguagem interativa, utilizando

a notagao BNF (Backus - Naur Form)
6.3.1 - Gramatica da Linguagem de Programagao

<programe> :: = INICIO <lista de instyugoes> FIM
<lista de imstrugbes> :: = <instrugao>
| <lista de instrugdes>; <instrugao>

<instrugac> :: = <declaragdac>

| <atribuigao>

| <definigac de bloco>

| <execute>

| <outros>
<declaragao> :: = <declaragao da aritmética>

| <declaragao de variaveis>

<declaragdo da aritmética> :: = <aritmética de ponto fixo> < ~

| <aritmética de ponto flutuante>

<aritmética de ponto fixo> :: ARITFIX NUMDIG = <comstante inteira>
<constante inteira> :: = <numercs intelros>
<numero inteiro>  :: = <digito decimal>

| <nimero inteiro> <digito decimal>

<digito decimal> :: = 0|112|3|2]|5]6]7]8]9

<gritmetica de ponto flutuante> :: = ARITPF EXPOENTE = <constante tnteira>

PRECISAC = <constante inteira>

<declaragae de varigvel> :: = DECLARE (<lista de identificadores>)<tipo>

| DECLARE (<lista de identificadores com
atributos>) <tipo>
<tipo> : = INTEIRO

| rEAL
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<lista de identificadores> :: = <identificador>

| <lista de identificadores> , <identificador>

<identificador> :: = <letra>
| <identificador> <letra>

| <identificador> <digito decimal>

<lista de tdentificadores com atributos> :: = <identificador com atributos>

| <lista de identificadores com atributos> , <identificador com atributos>

<identificador com atributos> :: = <identificador> (<dimensao>)

<dimensao> :: = <econstante inteira>

<eonstante inteira> , <constante inteira>

<atribuigao> :: = <variavel> = <expressao aritmetica>
<variavel> :: = <variavel simples>

<variavel indexada>

<variavel simples>

<variavel indexada>

:: = <identificador>

:: = <identificador>

| <identificador>

<indice> :: = <constante inteira>

<variqvel simples>

(<indice>)

(<indice> , <indice>)
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< expressdo aritmétiea > :: = < operandol > |- < operandol > |+ < operandol >
| < operandol > < operador aritmético > < operando? >
| +< operandol > < operador aritmético > < operando? >
| ~< operandol > < operador aritmético > < operando? >
| < operandol > <operador aritmético > (- < operando? >)
| < operandol > <operador aritmético > (+ < operando? >)
|+ < operandol><operador aritmético > (- < operando? >)
|+ < operandol> <operador aritmético > (+ < operando2 >)
|- < operandol><operador aritmético > (- < operandol >)

|- < operandol> <wperador aritmético > (+ < operando2 >)

< operandol > :: = < variavel >
| < constante numérica >

| < invocagao de fungao >

< constante numérica > :: = < constante inteira >

< eonstante real >

< eonstante real > :: = < constante inteira >
| . < constante inteira >
| < constante inteira > . < constante inteira >
| < constante inteira >.E < expoente >
| . < constante inteira > E < expoente >

| < constante inteira >.< constante inteira > E <-expoente >

< expoente > :: = < constante inteira >
| +< constante inteira >

| -< constante inteira >
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< imvoecagao de fungao > :: = <identificador > (< parametros > )

< parametros > :: = < constante numerica >
| <variavel >

<ponstante numerica >

| + <consntante numérica >

| = <variavel >

| + <variqvel >

| <parametros > , <constante numérica >
| <parametros > ,- <constante numerica >
| <parametros > ,+ <constante numérica >
|  <parametros > , <variavel >

] <parametros > ,- <variavel >

|  <parametros > ,+ <variavel >

< operador avitmético > :: = +|=|*|/|**

< definigao de bloco > :: = <cabega de bloco ><corpo do bloco ><fim do bloco>

e

< eabega do bloco > :: = BLOCO <identificador > ;

<lista de instrugoes >

< eorpo do bloco >

FIMBLOCO

< fim do bloco > ::

| FIMBLOCO <identificador >

EXECUTE  <identificador >

< execute > ::

EXECUTE <identificador > ATE < condigao >

< eondigao > :: = <expressao logica simples >
| <expressao logica composta >

| = < condigao > )
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< expressao logica simples > :: = < expressao aritmética > < relagao >
< expressao aritmética >

<velaggo > :: = =|<| > |<=|>=| =

< expressao logica composta > :: =< expressao logica simples > < booleano >

< expressao logica simples >

< booleano > :: = E|QU
<outros > :: = < apague >
| < detalhe >

| < comentario >

<apague > :: = APAGUE < lista de identificadores >

< detalhe > :: = DETALHE
< eomentario > : = COM < ecadeia de caracteres >
< cadetia de caracteres > :: = < letra >
| < digito decimal >
| < caracter especial >
}' < cadeia de caracteres >< letra >
| < ecadeia de caracteres >< digito decimal >
| < eadeia de caracteres >< earacter especial>
< caracter especial > :: = +| = |=|*|/|=] (). 1 <I>]=ls 1175

| -ls [8] [-]#
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6.4 - Sugestdes para Implementacao da Linguagem de Programacao

Apresentaremos apenas as sugestoes referentes a estrutura,

que achamos vidveis, para a implementacaoc da linguagem.

A tabela de simbolos podera ser composta com as

coes apresentadas na figura 6.1

informa

IDENTIFICADOR

CLASSE TIPO DO DADO

APONTADOR

* 8 = s % s

Figu

A classe pod

w
|

ra 6.1 - tobelo de sfmbolos

era ser uma das seguintes:

variavel simples
variavel indexada (vetor)
variavel indexada (matriz)

identificacao de bloco.



Teremos o0s

Conforme a

= variavel

- variavel

variavel

w1 32~

seguintes tipos de dados

sem efeito (usado para identificador de bloco)
ponto fixo

ponto flutuante

classe o apontador indicara:

simples (elasse #) - o endereco da "memoria”
onde o dado esta armazena

do;

indexada (classe I ) - o enderego da tabela "des

eritor de. vetor";

indexada (classe 2 ) - o enderego da tabela "des

eritor de matriz";

identificador de blcoco (classe 3) - o enderegco da  tabela

"deseritor de bloco.

O descritor de vetor deverd conter o endereco da "memoria’

onde comega o armazenamento dos dados e o numero de elementos do

vetor, conforme mostra a figura 6.2.



ENDERECO INICIAL N® DE ELEMENTOS

LRI NN R N
“« 284 o0 80 0

Figura 6.2 -  Descritor de vetor

O descritor de matriz, mostrado na figura 6.3, contera
uma entrada para assinalar o enderego de "memoria' onde comega
o armazenamento dos dados, uma entrada para guardar o niimero de

linhas da matriz e uma outra entrada para reter © namero de colu

nas da matriz.

CENDZRECO  IWICIAL [ N2 DE LINHAS N2 DE COLUNAS

TR I A S
» e s 802
!.'.l. - &

Figura 6.3 - Descritor de matriz,

0 descritor de bloco, tera apenas duas entradas, uma para
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apontar para o enderego de memdria onde comega o armazenamento
das instrugoes do bloco e outra para apontar para o enderego on
de for armazenada a uUltima instrugao do bloco, como mostra a fi

fura 6.4.

ENDEREGO pA PRIMEIRA ENDERECO DA ULTIMA
INSTRUGAO DO BLOCO INSTRUGAO DO BLOCO
Figura 6.4 - Descritor de b!oco.

Como guia para implementagao da linguagem, apresentaremos

algumas ilustracgoes.

(a) Variavel simples, dado de ponto fixo armazenado num en

dereco de memoria «, conforme ilustrado na figura 6.5.

TABELA DE SIMBOLOS MEMORIA i

IDENTIFICADOR CLASSE TIPO APONTADOR

TESE 0 1 oL "'--\

* Figura 6.5 - Estrutura dos dodos paro  vorfovel simples.
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(b) Variavel indexada de tipo vetor e variavel indexada

do tipo matriz, serao ilustrados na figura 6.6, assim

declarados:

DECLARE (A(10)) INTEIRO;

DECLARE (B(5,5)) REAL;

TABELA  DE  SiMBOLDS

IDENTIFICADDR CLASSE TiPD APONTADOR

A 1 r o -
B 2 2 'S -]

_DESCRITOR  DE_VETOR (

ENDEREGD INICIAL | N®  ELEMENTOS ENDERECO yo | nas | N2 COLUNAS

INICIAL

by £ 5 5
/

ME WORA

Figwo €6 - Estrututo de dedos para velor e maotriz.



CAPITULO VII

CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste Capitulo, apresentaremos as conclusdes referentes
ao trabalho desenvolvido e como sugestac citaremos trabalhos que
futuramente poderao ser feitos, com o objetive de dar continui

dade ao nossc trabalho.

7.1 - Conclusoces

Com a visivel redugac nos custos de fabricagao de micro
processadores devido ac avango tecndlogico alcancado pela mi
cro-eletrdnica, estima-se que para um futurc proximo, a grande
maioria dos clentistas terao a disposicao, nao mais calculadoras
eletronicas, mas sim microcomputadores com grande capacidade de

processamento e linguagens de alto nivel que facilitem o desen
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volvimento de softwares de aplicagoes. Desta forma, teremos num
futuro proximo, muito mais pessoas envolvidas com as idiossincra

sias da aritmética de ponto flutuante.

Desenvolvemos o nosso trabalho com o objetivo de mostrar
e analisar os problemas inerentes ao processamento de numeros de

ponto flutuante.

No Capitulo II, determinamos uma forma geral de represen
tagao dos sistemas de numeros de ponto flutuante. A seguir passa
mos a analisar os sistemas numéricos utilizados pelos computado
res, ou seja, aritmética de corte, aritmetica com arredondameg
to, e uma ligeira modificacao da aritmética de corte. Esta anali
se foi feita com o objetivo de mostrar que as lei; da algebra,
quando aplicadas aos sistemas de numeros de ponto flutuante fa
lham em consequéncia das restricoes desses sistemas, ditadas pe

las restrigoes do hardware das maquinas.

Considerando que a magnitude dos numeros de ponto flutu
ante € limitada pelo tamanho do expoente do numero, procuramos
apresentar o que acontece nos diversos computadores, quando uma
operagao aritmética gera um resultado fora do intervalo permiti

do.

No Capitulo III, estudamos os processadores de numeros de
ponto flutuante. Procuramos mostrar que o desenvolvimento desses
processadores & bastante viavel, uma vez que, os computadores sao
projetados com a unidade aritmética de ponto fixo. Isto nos per
mite desenvolver processadores através de rotinas de manipulagao
de nimeros de ponto flutuante, ou até mesmo por meio de hardware

adicional que pode funcionar independente ou nao do processador
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de ponto fixo. Apresentamos, a titulo de ilustragao, uma unidade
aritmética de ponto flutuante, que pode ser implementada num
microcomputador ou qualquer outra madquina desprovida de tal wuni
dade. Relacionamos ainda, os requisitos necessarios para imple

mentar um processador de numeros de ponto flutuante em software.

No Capitulo IV, procuramos mostrar algumas formas siste
maticas de analise de erros, uma vez gue OS erros sao provenien
tes de diversas fontes. Este capitulo poderia ser complementado
com mais exemplos reais, ou mesmo através da implementacgao dos
métodos de analise automatica de erros. Uma outra forma de enri
quecer este estudo, seria por meio de ilustragSes que mostrassem
como as operagoes aritméticas sao feitas pelos processadores. Is

to iria enriquecer a parte de geracao e propagagao de erros.

Intuitivamente, a maioria dos usuarios, tem conhecimento
que a estrutura de hardware influi na precisao dos resultados.
Com o objetivo de analisar esta influéncia, no Capitulo V, fize
mos o estudo de dois casos tipicos de algoritmos instaveis, em
quatro computadores diferentes.Poderiamos ter apresentado mais
casos especificos para mostrar o comportamento de cada magquina
em condicoes desfavoraveis, como por exemplo, em situagoes de
transbordamento, ou mesmo com problemas mal condicionados. Acha
mos desnecessario estes tipos detestes, pois no seu lugar apresen
tamos uma série de regras para evitar certos tipos de erros,

principalmente a nivel de programagao.

Devido a grande dificuldade dos alunos compreenderem
os problemas causados pela aritmética de ponto flutuante, proje
tamos uma linguagem interativa com a finalidade de auxiliar a

aprendizagem da teoria dos erros. Esta linguagem foi apresentada
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no Capitulo VI, apenas em projeto, onde a descrevemos, formali
zamos através da gramatica e ainda apresentamos algumas suges
toes acerca da estrutura dos dados para auxiliar na sua implemen
tagao. A linguagem de programag¢do poderia ser mais geral, mas
tendo em vista o seu oﬁjetivo, procuramos simplificar ao maximo

para facilitar a sua implementacgao.

7.2 - Sugestoes

Afim de dar continuidade ao trabalho por nds iniciado, su
gerimos alguns novos trabalhos que viriam complementda-lo. A se

guir passamos a enumera-los:

1. Tomando por base as regras para evitar certos tipos de
erros computacionais, sugerimos que sejam testadas no
computador, acrescentando outras regras que por ventu
ra tenhamos esquecido. ApdOs vencer esta etapa, escre
ver um guia pratico para desenvolvimento de programas

gue envolvam calculos com numeros de ponto flutuante.

2. A linguagem interativa apresentada no Capitulo VI, po
dera ser implementada no computador PDP11-34, instala
do no Nicleo Setorial de Computagao de Campina Grande.
O objetivo principal, seria o assessoramento aos  pro
fessores de calculo numérico. Poderia ainda  implemen
ta-la no computador IBM 5100, ou mesmo no microcompu
tador MOTOROLA instalado no laboratdorio de sistemas di

gitais.
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Implementagao de alguns métodos de andlise automitica
de erros, apresentados no Capitulo IV, que servira pa
ra realizar analise do tipo "benchmark"” dos programas

de aplicag¢oes desenvolvidos no ambito da UFPb,

Implementagéo de rotinas que permita ac usuario operar
com a aritmética infinitesimal, ou até mesmo com milti
pla-precisao. O objetivo deste trabalho & semelhante
ao do item 3, com a diferenga de que os resultados ob

tidos com esta aritmética seriam bem mais confiaveis.

Desenvolvimento e implementagdo de processadores de ni
meros de ponto flutuante, tanto a nivel de hardware co
mo de software, em microcomputadores ou qualquer outra

maguina desprovida desses processadores.

A Linguagem apresentada no Capitulo VI, pode ser amplia
da por meio de instru¢oes mais gerais de construgao de
iteragﬁes, por acréscimo de instrugGes de entrada/sai
da, pela generalizacao da aritmética de ponto flutuan
te e por comandos auxiliares para facilitar a analise

dos resultados computacionais.



APENDTICE



A.l - Algoritmo para computacdo do seno de um angulo pelo

lo da série de poténcia de Taylor

Lettura do grau G
Repeat
x = G/(180/m)
soma = x
termo = x

denom = 3.0

termo = (-termo.xq)/(denom.(denom - 1))
soma = soma + termo
denom = denom + 2.0

Until |termo| < tolerancia

Imprima G, soma, 8in(G)

Leitura do grau G

Until G = 0

End.

soma = sen x pela série de Taylor

Sin(xz) = sen G calculado pela funcao embutida

=142~

calcu
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A.2 - Algoritmo para calcular os limites de 7 pelo método do pPo

ligono inscrito e circunscrito

Begin
&8 = 2 & & o comprimento do lado de um quadrado ins
crito
n =3 determinara o niimerc de lados do prdximo po
ligono inscrito
Repeat
8 = V% - 7 - g?
£ = 2"
. _ s8.L
infm = 5
supm = 8:4
4 - g?

imprima n, £, infw, supm
n = n + 1

CUntil n > n
LA max

End.

inft = limite inferior de 7

8UpT limite superior de 7

Bnaw = determina o numero de lados do maior poligono inscrito
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