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RESUMO

O objetivo do presente trabalho € investigar técnicas de estimagdo de pardmetros de sistemas
mecinicos no dominio do tempo, com énfase a sistemas mecanicos que eventualmente podem ser
modelados por um conjunto massa-mola-amortecedor viscoso de um grau de liberdade, sujeitos a
pequenas perturbagdes em tomo da posigdo de equilibrio. Para tal sio processadas simulagdes, buscando-
se obter o vetor de estado do sistema ( dados ), e sdo feitos comentarios sobre técnicas numéricas para

solugio de sistemas lineares, utilizadas no processo de estimagdo de parimetros.

Sio discutidos neste trabalho aspectos relevantes no tocante a escolha adequada do intervalo
de tempo de discretizagdo de sinais e seu efeito nos coeficientes estimados. Consideragdes sobre o efeito do
ruido que sobrepde-se aos sinais de saida, caracteristicas estatisticas, bem como sua influéncia nos
coeficientes estimados sfo levantadas e discutidas.

Acrescenta-se ainda, aspectos de natureza tedrica relacionados com este estudo como Teora
de Sistemas, Teoria da Estimag3o Minima Quadritica, conceitos ligados a estimagio de parimetros (
Minimos Quadrados e Varidveis Instrumentais ), aspectos ligados a filtragem de estado utilizando-se o Filtro
&Kdmmemwﬁmh&odﬁéﬁmmﬁed@onmoﬁqﬁo&sp&tﬂpmméﬁscdeshﬁsdcsisﬁma&

Finalmente, sio mostrados resultados de estimagio de pardmetros e confrontados com valores
tedricos tomados para a simulagio. Procura-se ai levantar comentéarios e discusses sobre o eficiéncia de
cada estimador e sobre o efeito da conjungdo entre o Filtro de Kalman e o Estimador das Varidveis
Instrumentais nos resultados obtidos. Destaca-se ainda a influéncia do sinal de excitagio ufilizado,
apresentando-se vantagens e desvantagens em relagdo a outros fipos de sinais que normalmente sio
empregados.



ABSTRACT

The objetive of this work is to investigate techniques of parameter estimation of mechanical
systems in time domain, with enphasis to mechanical systems that can be eventually modeled by means of
mass-spring-viscous damper ( dashpot ) with a degree of freedom, submitted to small disturbances around
the position of equilibrium. With this objective, simulations are processed in time domain to get state vector
of the system ( data ), and numerical methods for the solution of linear systems used herein parameter
estimation process are commented.

In this work, important aspects about the search criterion for the signals sampling rate and its
effects in the estimated coefficients are commented.

Commentaries about the noise effects on output signal, its statistical properties and its influence

on the estimated coefficients are commented.

Theorical aspects about System Theory, Least Square Estimation, concepts of estimation
methods ( Least-Square Method, Instrumental Variables Method ), concepts of filtering using Kalman
Filter and an introduction of spectral analysis of signal and systems can be added in this work.s

Finally, the results of the application of parameters estimation technique are presented and
compared with the theorical values attained from simulation. The efficiency of the Instrumentals Variables
Method in conjunction with the Kalman Filter are discussed.

Also emphasis has ‘been given on the influence of excitation source used and its advantage
with respect to other kinds of sources normally used.
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CAPITULO 1

1. INTRODUCAO GERAL

1.1 Introdugiio

O estudo do comportamento dindmico de sistemas mecanicos tem despertado grande
interesse na comunidade cientifica nas Ultimas décadas. A importincia desse estudo para a Ciéncia
e Tecnologia explica-se pela extensio da sua aplicagio nas mais diversas e variadas areas do
conhecimento, €, em particular, pode-se citar em Engenharia Mecanica (sélos mecénicos, furbo-bombas,
grandes indistrias hidroelétricas em geral, estimativa das trajetérias de misseis e satélites, sisternas eixo-
mancais hidrodindmicos, sistemas edlicos, sistemas mecanicos em geral onde ¢ praticamente impossivel a
obtengdo de alguns parimetros de forma direta ), em Engenharia Elétrica (estimativa de fluxo magnético
em sistemas eletromecinicos, estimativa de fontes de excitagio devido a campos magnéticos em
rotores), em Engenharia Civil (interagio solo-estrutura, estimagdo de perturbagdes estocdsticas devido a
abalos sismicos ) para nio citar outras freas como Economia, Administragio de Empresas, Engenharia
Quimica, Engenharia de Inteligéncia Artificial ¢ Matemitica Aplicada.

Aalmente as técnicas de modelagem para o estudo do comportamento dinimico de
sistemas mecinicos, estio bem conhecidas (método dos elementos finitos, matriz de transferéncia, sub-
estruturagiio com grificos de ligagdo.), onde pressupde-se o conhecimento prévio de todas as caracteristicas

fisicas e geométricas, bem como as caracteristicas da forga de excitagdo.
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Em muitas situagdes, nem todos os parimetros do sistema s3o conhecidos. Neste caso, é
necessario um  estudo  tedrico-experimental para identificar estes parimetros (massa, rigidez e
amortecimento).

Em alguns sistemas mecanicos, mesmo com o conhecimento de um modelo matematico que
retrate aproximadamente o comportamento dinimico em dadas condigdes, € praticamente impossivel
obter-se pardmetros destes modelos de forma direta ( rigidez e amortecimento de um filme de Gleo por
exemplo ). Dai a necessidade de se utilizar métodos de estimagdo. Estes métodos sio apliciveis a
sistemas lineares ou nio-lincares, podendo-se fazer uma abordagem no dominio do tempo ou da
frequéncia. No entanto, para se verificar a formulagio matematica do processo de estimagio de
parimetros, necessita-se de um modelo que determine a relagdio existenfe entre as enfradas ¢ saidas do
sistema, segundo algum critério [ 01,05,12 ].

A viabilidade de se investigar métodos de estimagdo de pardmetros de sistemas, em geral,
¢ patente, diante do atual quadro de desenvolvimento cientifico ¢ tecnolégico dos dltimos anos. A
necessidade de obtengio de melhores critérios de busca desces parimetros, tem levado Institutos de
Pesquisas de vdrios paises a desenvolver estudos nesta area, com o infuito de descrever de forma
bastante aproximada o comportamento dinimico de sistemas. Com isto possibilita-se o controle operacional
de sistemas, buscando-se satisfazer 3s exigéncias quanto ao seu desempenho.

A teoria sobre o comportamento dinimico de sistemas mecanicos em geral, mediante as
caracteristicas exibidas no seu conjunto, sugere métodos hibridos de medelagem e estimagdo que permitam
a obtengio de um modelo satisfatério. Essa drea envolve uma parte tedrica de formulagdo do
problema de estimagdo relativamente complexa, a partir de métodos estatisticos baseados em resultados da
teoria da estimagfo 6tima [02]. Neste contexto, hi que se discutir sobre 0 dominio em que ¢ feita a
anilise; se no dominio da frequéncia ou no dominio do tempo. Vantagens ¢ desvantagens de se
trabalhar com um ou outro método sio discutidas [03] e chega-se a conclusio que os dois métodos sio
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mais complementares que antagnicos. Assim, num processo de identificagdo de sistemas no dominio
do tempo, € possivel que uma anilise prévia em frequéncia ajude na determinagio mais aproximada da
ordem do modelo [04].

Diversos sio os estimadores de parimetros encontrados na literatura como Minimos
Quadrados nio-recursivo € seus derivados, Minimos Quadrados recursivos, Maxima Verossimilhanga
, Variiveis Instrumentais, efc. Este trabalho tem por objetivo investigar o problema de estimagdo de
parimetros de sistemas mecanicos utilizando o Filtro de Kalman Padriio em conjungdo com o Estimador
das Varidveis Instrumentais.

1.2 Descricio do Trabalho

As etapas que seguem para a apresentagdo deste trabalho incluem:

1. No primeiro capitulo, uma introdug3o geral onde apresenta-se o modelo utilizado para a investigagio
da eficiéncia da conjungio do Estimador das Varidveis Instrumentais com o Filiro de Kalman.

2. No segundo capitulo, uma breve discussio sobre Teoria da Estimagdo, seguida do embasamento
tedrico necessario para a compreensio do método e seus limites de aplicagdo. Ainda neste capitulo
sdo apresentadas as propriedades dos diversos estimadores utilizados e de fontes de excitagfio que
poteﬁcialmcntc poderdio ser utilizadas como entrada para cstimagdo de pardmetros.

3. No terceiro capitulo, apresenta-se a formulagio matemitica para a verificagio do método de

estimago, onde enfatiza-se também o critério utilizado para discretizagio da equagdo diferencial que
governa o comportamento dinfimico do sistema.
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4. No quarto capitulo, apresenta-se discussdes ¢ resultados de simulagdo digital, ressaltando-se aspectos
sobre solugio numérica de equages de estado. Apresenta-se ainda, resultados do problema de
estimagio de parimetros para diversos intervalos de tempo de discretizagdo, considerando-se virios
niveis de ruido associados ao sinal de saida, para varias faixas de frequéncia do sinal de excitagio.

5. No quinto e ultimo capitulo, a conclusio do trabalho € sugestdes para pesquisas futuras.

6. No final deste trabalho, acrescentou-se quatro apéndices ¢ cinco anexos, contendo no anexo I o
programa computacional desenvolvido para a aplicagio da técnica de estimagio em estudo, ¢ nos
demais anexos, tabelas contendo resultados do problema de estimagdo de parimetros. O contetido dos
apéndices engloba:

= Apéndice A : Nogdes sobre Solugio Numérica, onde procura-se acentuar o carter
didatico do trabalho, objetivando-se viabilizar a leifura deste trabalho por pessoas nio
familiarizadas com a érea.

= Apéndice B : Aspectos Tedricos relacionados com o desenvolvimento de fungbes em
Séries de Fourier ¢ Andlise Espectral de Sinais Continuos e Discretos.

= Apéndice C : Conceito matematico de Ruido Branco.
= Apéndice D : Demonstragio da formula de Kalman que utiliza corregdo linear,

através do ganho 6timo, como forma de aproximago.

1.3 Modelo matematico para verificagio do método de estimagiio

O estudo da dinimica de um sistema fisico, dentre outras etapas, envolve: modelagem,
descrigio matemitica e andlise do comportamento dinfimico. Entende-se por sistema fisico um objeto do

mundo real, cujo comportamento niio se conhece ompletamente.
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No primeiro passo, ou seja, modelagem, busca-se determinar uma forma esquemética para o
comportamento do sistema fisico, considerando-se aspectos relevantes para a andlise. Uma vez estabelecido
o modelo adequado para o sistema fisico em estudo, busca-se a descrigio matemitica do seu

comportamento dinimico, através de equagbes lineares, nio-lineares, diferenciais, integrais ou outras.

A equagio ou o conjunto delas chama-se modelo matematico, cabendo destacar que um dado
sisterna fisico pode apresentar diferentes modelos matematicos a depender das caracteristicas de operagio ¢
dos objetivos da analise Chen [ 10 ].

O modelo adotado neste trabalho, para verificagdo do processo de estimagdo, consiste de um

conjunto massa-mola-amortecedor viscoso denominado Modelo de Kelvin [11] apresentado na Figura 1.1.
Cabe ressaltar que outros modelos podem ser encontrados nesta referéncia.

l}u(t)

Massa M \LYU)

K C
|

O

FIG. 1.1 Modelo de Kelvin

O modelo matemitico geral que descreve o comportamento dinimico de sistemas de segunda- -
ordem com n graus de liberdade pode ser colocado na forma [44 ] :

[M] {d?/d2 Y(t)} +[Cl{d/dt Y(1)} + K] {Y(1)} = {u (1)} (13.1)

ondc[M],[C]e[K]sﬁomahizmdeordcm(nxn),demassa, amortecimento e rigidez respectivamente.
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No caso de sistemas corn um grau de liberdade, de acordo com a configuragdo da figura 1.1,

a expressio (1.3.1) resume-se a :
Md2/d2 y(t)+Cdidty(t)+Ky(t)=p(t) (1.3.2)

Entende-se por grau de liberdade de um sisterna mecénico, o niimero minimo de coordenadas
espaciais necessarias para descrever seu movimento €/ou configuragio completamente, |

A equagio (1.3.1) representa, portanto, uma equagio diferencial de segunda-ordem sob a
a¢d0 de uma fonte de excitagiio externa ( forga ).

1.4 Conclusio

Procurou-se apresentar neste capitulo, aspectos que retratam a importincia do estudo sobre
caracterizagiio de sistemnas utilizando-se técnicas de estimagfo de parkmetros e sua extensio através das mais

variadas 4reas do conhecimento cientifico e tecnologico, com énfase ao estudo de sistemas mecinicos.

Para este fim, delinearam-se etapas de apresentago deste trabalho, com vistas & verificagio da
técnica de estimagio de parametros fomada para estudo.

Mostrou-se também, 0 modelo do sisterna fisico € 0 equacionamento matematico utilizado
para aplicagio da técnica de estimagio. A configuragio do modelo adotada para um grau de liberdade,
representa a forma mais simples dessa classe de modelos, obtendo-se com isso relativa facilidade de
implementagZo da téenica e interpretagio dos resultados. Nio obstante guarda-se restrigbes, uma vez que a
maioria das aplicagdes préticas envolve modelos maternaticos de ordem mais elevada.
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No capitulo subsequente é dada a fundamentago tedrica necessaria 4 compreensdo desta
técnica de estimagdo. Assim, procura-se enfatizar aspectos relacionados a teoria € anilise de sinais de
sisternas, com vistas ao processo de estimagdo paramétrica, introduzr conceitos relacionados a teoria da
minimizagdo média quadratica e apresentar propriedades dos diversos estimadores utilizados no decorrer
deste trabalho.
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CAPITULO 2

2. EMBASAMENTO TEORICO

2.1 Introdugiio

Neste capitulo sio abordados aspectos tedricos inerentes ao processo de estimagio de
parimetros de sisternas mecanicos. Cabe ressaltar, a importincia do conjunto de conceitos que envolve o
processo de caracterizagio de sistemas, relacionados com a Teoria da Probabilidade ¢ Estatistica € com
Andlise de Sistemas Lineares.

Com o objetivo de tornar mais claro o desenvolvimento deste trabalho, delincou-se de forma
cuidadosa, uma sequéncia de conceitos relacionados com o tema em questio. Em primeiro lugar,
apresenta-se uma breve discussdo sobre andlise de sistemas com énfase & descrigdo matemadfica. Sdo
discutiods aspectos gerais relacionados com o problema de Identificagio de Sistemas e Estimagio de
Parimetros e propriedades dos diversos sinais de excitagio normalmente ufilizados para este fim. O
problema de discretizagfio de sinais sistemas, bem como um critério de escolha de um intervalo de tempo de
discretizagdo adequado s3o apresentados e discutidos.

Finalmente siio mostradas as propriedades estatisticas dos estimadores utilizados neste trabalho
€ aspectos inerentes 3 sua utilizagdo, destacando-se vantagens e desvantagens.
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2.2 Teoria sobre Analise de Sistemas

Quando se investiga um sistema sob algum ponto de vista, pode-se estar interessado na sua
anilise quantitativa ou qualitativa. Na analise quantitativa busca-se, por exemplo, a resposta do sistema a
certas entradas e condigdes iniciais. Na andlise qualitativa, interessa as propriedades gerais dos sistemas
como estabilidade, controlabilidade e observabilidade [10].

No contexto da andlise de sistemas € necessdrio impor algumas restrigdes ao campo de
atuagdo ¢ funcionamento dos sistemas sobre 0s quais recai algum tipo de andlise. Este procedimento
permite delimitar uma area dentro da qual podese assegurar a validade dos resultados, proporcionada
pela melhor compreensdo dos resultados obtidos. Neste caso, como consequéncia, tem-se um
distanciamento maior dos fatos de uma situagio real.

Tais restrigdes, impostas aos sistemas em geral, viabilizam formas de abordagem como
técnicas de estimagdo de parmetros e baseiam-se em conceitos oriundos de diversas dreas como Teoria
dos Sistemas Lineares, Teoria da Identificagfio ¢ Controle de Processos e Estatistica.

Neste sentido, este estudo € restringe-se a sisternas lineares e invariantes no tempo. Considera-
se ainda sisternas causais € sem meméria, isto €, a saida num tempo t depende unicamente de entradas
no tempo t ou antes dele, nunca de entradas apds o tempo t. Tais sistemas devemn pertencer a categoria
de sistemas deterministicos, onde a saida € unicamente relatada através da entrada e do estado do sistema,

assegurando-se com isso a inexisténcia de comportamento aleatorio.

Um outro aspecto deste estudo, de suma relevincia, é quanto 3s propriedades exibidas pelas
equagdes dinimicas que descrevem o comportamento de tais sistemas. Para que o sistema pertenga a
uma categoria de interesse, as equagdes dinimicas que descrevem seu comportamento devem ser :
controlaveis (isto &, todos os modos podem ser excitados a partir da entrada, havendo mudanga de um
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estado do sisterna para outro); observaveis (isto €, todos os modos excitados podem ser observados na
saida) € estiveis (ou seja, uma entrada limitada provoca uma saida também limitada). Outros critérios
sobre estabilidade de sistemas podem ser encontrados na literatura, como os critérios de Lyapunov e
Liénard-Chipart[10,13]. Tais propriedades dos sistemas s3o ditas qualitativas ¢ os sistemas de ocorréncia
comum em engenharia, como o sistema em estudo, € assumido pertencer a este conjunto de sistemas,
sendo portanto observavel, controlivel e estivel.

Uma vez assentadas as consideragdes sobre propriedades gerais dos sistemas, bem como
estabelecidos os limites de seu enfoque, cumpre descrevé-los matematicamente. As formas usadas
para a descrigdo do comportamento dos sistemas em geral, dividem a drea de estudo sobre sistemas em
duas formas de abordagem: a descrigdo externa ou entrada-saida, fundamentada nos preceitos da tedrica
clissica ¢ a descrigio interna ou das varidveis de estado, ensejada pela teoria moderna.

A descrigio entrada-saida utiliza o conceito de Fungo de Transferéncia do Sistema ( Fy )
através da aplicagio da transformada de Laplace (L[ - ]) a equagio do sistema. Assim, € possivel obter-
se a saida pelo produto direto entre a Fungfio de Transferéncia do Sistema e a Transformada de Laplace da
entrada. No caso de utilizar-se equagdes na forma paramétrica, a descrigio € cobtida através do produto
generalizado de fungBes denominado Convolugiio Integral. Dessa forma, pode-se escrever:

L[f(t)]=F(s) Fungo de transferéneia do Sistema
Lu(t)]=p(s) Transformada de Laplace da Entrada

Lly(t)]=Y(s) Transformada de Laplace da Saida

donde : Y(s) = F(s) p(s) 2.1)
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Utilizando-se o produto generalizado de fungdes obtem-se:

y()=[ ft-e)nmd @22)

denominada Integral de Convolugdo ou Convolugdo Integral entre o sinal de entrada ¢ a fungio que
descreve o comportamento do sistema.

A descrigio matemitica que relaciona a saida do sistema com a entrada, pode ser
representada por uma equagdo diferencial ordinira ( E.D.O. ) do tipo :

m o dyt) &, diu)
E a. — = 2 b; :
Tad 5 ad

; com 1<m (2.2.3)
=0

onde 2; e b; siio coeficientes da equagdo diferencial.

No caso particular de sistemas de segunda-ordem, como o sistema em estudo, a expressio

(2.2.3) toma-se:

d’y(t) . dy()

o7 g (D)= bor() @24

a;

Segundo a teoria de equagdes diferenciais, a expressio (2.2.3), denota uma E.D.O de j-
ésima ordem, e pode ser reduzida a um sistema de " j " equagbes diferenciais de primeira-ordem com
coeficientes constantes, caracterizado como sistema linear invariante no tempo, do tipo:

(2.2.5)

X(t)= AX(t)+Bpu(t)
Y(t)=CX(t)+Dp(t)

onde X é de ordeni (j x 1), matriz de estado do sistema
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Y € de ordem (n x 1), matriz de saida do sistema

H € de ordem (ix 1), matriz de entradas do sistema

A € de ordem (j X ), matriz dinimica do sistema (constante)

B € de ordem (j x1), matriz de distribui¢Zio do sistema (constante)
C é de ordem (nxj ), matriz de forma do sistema (constante)

D é de ordem ( nx i), matriz de transmissdo do sistema (constante).

Asmatrizes X, Y e p tem a forma:

- i i
y(t) y(t) W ul(t)T
0 LG 1

X(t)= yiy=| % wo=| .- 2.2.6)
dy(t) dy(t) ..:
| a | | dt" ] _ul()J

A solugio deste sistema de equagbes diferenciais, denominado sistema de estado, relaciona a

saida do sistema com a entrada, através da matriz de fransi¢io de estado,® [14], na forma,

X()=00, ) X(t)+ | 9(,6)B ()¢ @27)

Nos tltimos anos, a abordagem no espago definido pelas varidveis de estado, utilizando o
célculo matricial, vem sendo largamente aplicada na sintese de sistemas. A modema teoria de sistemas faz
apélo A noglo de varidveis de estado. Neste caso diz-se que o comportamento de um sistema pode ser
inteiramente descrito com ajuda das varifiveis de estado, onde para tal, utiliza-se o tratamento no dominio
do tempo a partir do cdlculo matricial. Assim, € possivel representar célculos com elevado nimero de

variaveis de maneira concisa.
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2.3 Identificagiio de Sistemas e Estimagiio de Parimetros.

Um dos problemas bésicos da ciéncia € a tarefa de explanar observagoes fisicas a partir de
equagdes matematicas. Desde as épocas mais antigas da civilizagio, o homem tem se preocupado em
interpretar observagdes de parametros fisicos e fazer predigoes. As éreas relacionadas com "Identificagio
de Sistemas” estfio sendo largamente utilizadas hoje em dia, onde existe uma preocupagio patente em
estabelecer equagdes matematicas que descrevam adequadamente relagdes entre os dados de entrada e

saida para sistemas reais.

Asvériastécr‘iicasdcmﬁmagﬁo existentes nos diferentes contextos e suas propriedades, sio
de fundamental importincia para vérias dreas das ciéncias naturais, socials, € da engenharia. Sio
aplicadas na anilise de dados experimentais, no confrole de sistemas sujeitos a perturbagdes aleatérias e
na tomada de decisGes baseadas em informagdes incompletas.

Na anilise do comportamento dinimico de sistemas mecanicos, frequentemente nos
defrontamos com o problema de determinar de um modelo matemaitico adequado para descrever a
dinfimica de sistemas. Mesmo conhecendo-se a estrufura do sisterna, e portanto, tendo condigdes de
associar a este uma modelagem matemitico adequado, frequentemente nos colocamos em face ao
problema da determinagio dos valores dos parimetros do sistema. Esses nem sempre podem ser
medidos por via direta, exigindo muitas vezes, téenicas sofisticadas de estimagfio para sua perfeita
determinago.

Identificagfio, segundo Zadeh[13], " ...¢ a determinagio de um modelo matemético, 4 base de
dados de entrada e saida de um sistema, considerando-se uma classe especificada de modclos, para a
qual o sistena sob teste é equivalente. Entretanto, deve-se especificar a classe de modelos, a classe de
sinais d¢ entrada ¢ o contetido do termo "equivalente”. Equivaléncia aqui, € frequentemente definida em
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termos de um critério, qucpodcscrmnenooumnaﬁmqiodcpcrda&ﬁmgﬁodasaidadoproomsoc do
modelo. Dessa forma, dois modelos cujas fungdes de perdas siio iguais, sio considerados equivalentes...”.
Existe uma grande Iiberdade na formulagio do problema da caracterizagio de sistemas. A
sele¢iio da classe de sistemas, da classe de sinais de entrada e do critério de emo € fungio do
conhecimento 2 priori que se tem do processo {13]. Tais aspectos da Teoria de Identificagio de
Sistemas  influenciam diretamente a "Identificabilidade” do sistema. Aqui, um processo € dito ser
identificaivel, a patir dos dados observados, se  as estimativas obfidas forem cstatisticamente

consistentes; isto €, assintolicamente nio-polarizadas com variancia decrescente [15]

Emceﬂosc;xsosopmcmso pode nfio ser identificivel devido ao sinal de entrada niio excitar
o processo suficientemente em todos os seus modos proprios. Confudo, constata-se que, se 0 processo €
controlivel ¢ o sinal de entrada excita os modos proprios do sistema de forma persistente, entio a

Entende-s¢ por modo proprio de vibraglio de sistemas mecanicos a configuragio e/ou forma
das vibragdes livies, associada a uma dada frequéncia natural No proximo item sera feita um explanagio
sobre os diversos sinais d¢ entrada apliciveis a identificagdo de sisternas e estimagio de parimetros.

Em dadas situagBes em engenharia dispSe-se de um conhecimento a priori sobre o sistema
investigado. Este conhecimento " a priori " pode envolver a estrutura do processo em anilise € um certo
discernimento sobre as caracteristicas operacionais. Em tais casos, a identificagio se reduz 4 busca de
valores numéricos dos parimetros de uma equagio diferencial linear ou nio-linear. Dai entio, define-se
estimagio de parimetros como a determinagdo experimental dos valores dos parimefros que
governam o comporiamento linear ou nfo-Yinear do sisterna, assumindo-se que a estrutura do processo €
conhecida {05].
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Num quadro mais geral, a teoria da estimagdo de pardmetros envolve: estimagio de ponto,
onde o valor das varidveis 3 serem estimadas nio muda, indiferentemente do nimero de
observagdes desenvolvidas; o problema de filtragem, que envolve uma funglio do tempo a ser
estimada, podendo haver diferentes relagGes entre os valores das variiveis e entre as observagbes em
diferentes valores do tempo. Neste caso, a filtragem faz uso de valores observados antes ¢ durante cada
observagdo. Um terceiro e iltimo caso refere-se a um problema semelhante a filtragem, porém, com uso
de valores observados em tempo posterior as observagdes denominado de ajuste.

A informag3o que se¢ tem sobre o processo ¢ a confianga que se tem nessa informagdo ,
conduz, através desta forma de descrigiio, ao estabelecimento de critérios fundamentados na teoria da

probabilidade e estatistica, qualificando a natureza da estimagdo. Como um conjunto de tais conhecimentos
pode-se citar:

= Estimagdo ndo-polarizada, onde para cada observagio
E[K]=K
= Estimagdo consistente, isto &, quandok — o
plgy[|K—ﬁ|>g] =0
onde ao considerar-se € um valor muito pequeno, diz-se que K converge no sentido brobabilisﬁco.
= Estimagdo 6tima, tratando-se de uma estimag3o nio-biasada de variincia minima.

Neste contexto, busca-se um objetivo tnico voltado para o controle de sistemas. A partir

dessa premogativa procura-se identificar processos € ofimiza-los 3 base de técnicas de estimagio de

238



parimetros, onde busca-se obfer controle do seu comportamento ¢ desempenho absolutamente. Isto
Jjustifca-se o seguinte postulado : "estimagfio de parimetros, uma estratégia para o controle” [05].

2.4 Propriedades dos Diversos Sinais de Excitagiio

Fundamental para o problema de estimagfio de parimetros € o fato de que o sistema deve
ser excitado. S3o inimeros os tipos de sinais de excitagdo utilizados no estudo do comportamento
dinimico de sistemas mecanicos em geral € no problema de estimagio de parimetros em particular.
Dessa forma, € importante tecer algumas consideragdes sobre propriedades dos sinais de excitagio,
sua influéncia no processo de estimagdo de pardmetros de sistemas mecanicos e consequentemente
nos seus resuttados.

No apéndice B deste trabalho apresenta-se uma explanagdo sobre andlise espectral de sinais
continuos ¢ discretos. Através desta andlise é possivel conhecer o contetido frequencial € energético
dos sinais, 0 que permite escolher de forma adequada o sinal de excitagfo a ser utilizado no processo de
estimagdo.

A utilizagio da andlise espectral de sinais pressupde a observagdo criteriosa do espectro de
frequéncias. O espectro de frequéncias compreende a curva cuja abcissa € formada pelas componentes em
frequéncia do sinal e a ordenada, pelas amplitudes das respectivas componentes harménicas. Assim, a partir
do esbogo gréfico obtido, é possivel estabelecer faixas de frequéncia de excitagio com os respectivos niveis
de energia, em cuja largura estejam contidas as frequéncias naturais do sistema investigado.

2.4.1 Excitagio Harmonica.
A principal caracteristica deste tipo de sinal de excitagio é que o contelido energético
enconfra-se concentrado em uma Unica componente em frequéncia. Deste modo, a construgio da

fungio de resposta em frequéncia por este método de excitagdio, quando se utiliza dados experimentais,
pode ser longa e tediosa.
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As equagles necessdrias a0 processo  de identificagio podem ser estabelecidas para
diferentes valores de frequéncia do sinal de entrada. Um exemplo de sinal de excitagio harménica é dado
por :

pp(t)=ascn(opt s P=123 (24.1.1)

As informagdes sobre determinadas caracteristicas dos sistemas, quando abordados no
dominio da frequéncia, sio mais facilmente obtidas quando se utiliza sinais de excitagio periddicos [05].
Duas vantagens dos sinais de excitagdo periédicos sdo : a possibilidade de limitar-se as medigdes para as
frequéncias de interesse e a duragio do tempo de excitagdo que pode ser escolhida arbitrariamente.
Como desvantagem cita-se o fato de se excitar o sistema em regides proximas a frequéncia de ressonincia,
obtendo-se amplitudes de deslocamento elevadas e dificuldades adicionais de obter-se medidas exatas para
os angulos de fase [01].

2.4.2 Excitagdo Impulsional.

A medida de transitérios € mais usual na caracterizagio de sistemas no dominio do tempo
[05]. A categoria de sistemas cujas propriedades qualitativas estio em consonincia com as
propriedades mencionadas no item 2.2, pode ser caracterizada pela sua resposta impulsiva a uma
excitagio, com caracteristicas aproximadas de um impulso de Dirac, definido por:

M(t)=c&t) ,&t)=0 parat=0 (2.42.1)

s 5. 8(t)dt =1

Aplicando-se o conceito de convolugiio integral, obtém-se :

y(t)=ch(t) (24.2.2)
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Conceitualmente, este sinal € superior ao teste com sinal harménico a frequéncias discretas.
Sua faixa de frequéncia vaide (0 a o, ) € € inversamente proporcional ao intervalo de tempo de
duragdo da aplicagio da forga.

Deste modo, para se garantir que a poténcia devido ao impulso excite com energia suficiente
os modos de vibragio do sistema, pode ser necessario utilizar-se valores elevados para a amplitude da
forga, podendo-se, deste modo, violar as hipéteses de linearidade do sistema. A Figura (2.1) ilustra o sinal

impulsional e seu espectro.
F . F
ty (a) ¥, (b)
t
max "%
FIG. 2.1.a Sinal impulsional FIG. 2.1.b Espectro
2.4.3 Excitagfio com Sinal Sintetizado.

Um requisito minimo exigido de um sinal de excitagio € que a dinimica do processo scja
persistentemente excitada durante todo o periodo de medigio. Noutras palavras, significa que o sinal
de excitagfio deve ser suficientemente rico em componentes de frequéncia, de forma a excitar fodos os
modos de interesse do sistema [17]. As exioéncias necessirias para assegurarse a condigio de
excitagio persistente dos sinais de entrada podem ser vistas nas referéncias [5,19].
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E possivel, através dos ingulos de fase das harménicas que compdem um sinal, gerar um
sinal com baixo fator de pico. Schroeder define " fator de pico " como o quociente entre a mAxima
diferenga a picos de amplitude ¢ o seu valor médio quadritico ou eficaz (RMS) [19].

Essencialmente, este sinal pode ser estabelecido como segue: considera-se um sinal
periddico f{ t ), de periodo T e largura de banda finita [ 20 ]

1
f()=3 (l;—k)z cos[8(t)+6,] 2.43.1)
=1
onde
o(t)=nwgt=""2 (2.43.2)
TP

Com relagio as expressoes (2.4.3.1) e (2.4.3.2), as seguintes grandezas sio definidas:

P : poténcia relativa da k-ésima harménica que compde o sinal sintetizado, observando-se que
sh=1
: dngulo de fase das harmdnicas.

Tp : T, =nT, onde T ¢ o intervalo de tempo de discretizagio.

n : nimero de harménicas ufilizadas na sintese do sinal.

Em meados de 60's, Schroeder [20] contornou o problema de como minimizar a diferenga
entre 0 miximo ¢ minimo picos de amplitude do sinal, uma vez pré-estabelecida a poténcia relativa
contida no sinal. Considerando-se o sinal periédico e modulado em fase como segue,

fp(t)=cos9(t) (2.43.3)
chega-se A fase instantinea no n-ésimo intervalo de tempo de f(t) dada por

2
W=+ Tt St (K @.43.4)
P
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Dessa forma, (t, -t ;) € ointervalo de tempo durante o qual a frequéncia instantinea ¢

(o

'
T

onde n ¢ o nimero de harménicas que compdem o sinal, € para o caso limite, O, , 0 angulo da fase

entre as harmoénicas, assume valor constante.

A partir de algumas manipulagbes utilizando-se (2.4.3.4) e (2.4.3.5), para o caso limite
quando (n —> ) [20], chega-se a expressio (2.4.3.6) com o espectro de poténcia relativo coincidindo

com P, :

o = ¢1—2ﬂ_§(n— 1B (2.43.6)

i=1

A expressio ( 2.4.3.6) permite selecionar os dngulos de fase das harménicas que compdem o
sinal, para um dado espectro de poténcia, de modo a minimizar o fator de pico, onde §; ¢ arbitrado.

Um sinal gerado desta forma com um grande nimero de componentes harménicas (n
— o ), constitui um sinal de banda larga e espectro plano.Em decorréncia, este sinal pode ser aplicado na
geragio de séries temporais de baixa autocomrelagdo, denominadas sequéncias bindrias de baixa

autocorrelagdo; isto Thes confere caracteristicas de um ruido branco.

Algumas vantagens de se utilizar este tipo de sinal como fonte de excitagio podem ser
resumidas como segue:

1. E um sinal com caracteristicas de ruido branco, cuja faixa de frequéncia pode ser pré-estabelecida.

213



2. Possui a vantagem de ser periédico.

3. Pode-se garantir excitagio persistente no sistema com distribuigio de energia uniforme sobre os
modos proprios.

4. Pode ser facilmente gerado em computador digital. Através de conversor digjtal analogico pode ser

implementado em sistemas fisicos reais.
As Figuras (2.2) ¢ (2.3) a seguir, ilustram este tipo de sinal obtido no tempo ¢ seu espectro,
respectivamente.

amplitude em Newtons
150 ! ! z ! !

100

-50

-100

-150

tempo em seg.

FIG. 2.2 Sinal sintetizado obtico no tempo para 128 harménicas,

Um caso particular a ser mencionado refere-se a um sinal de espectro plano com 4ngulos de
fase restritos entre 0 ¢ 70, onde a expressio (2.4.3.6) se resume, com algumas aproximagdes, a:
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Tﬂ12

O = - P,

Il
=

I
e

........... N (24.3.7)

Restringindo-se os angulos de fase entre 0 e 7 resulta:
N_
B (2.4.3.8)

n-1 _
dp = ﬂ[ E(n—i)l’i] (2.43.9)

Outros intervalos entre os angulos de fase das harmonicas podem ser encontrados no
trabalho de Schroeder{20].

amplitude em Newtons

600 Moo _ ............... 4
500 qﬁd ............... 4

7 141 3 IR ARSI IR, : STSR———  RRERRN—. il

) SR  A—— SURCY DO, WO, S J

P L s sifmsssssnsicsssad i i o ............... i

100 fooeennnen e S STt -------~ --------------- -

0 10 20 30 40 50 60

FIG. 2.3 Espectro do sinal sintetizado.
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Ao final desta explanagio sobre excitagio com sinal sintetizado é importante ressaltar que
existem outros sinals de excitagio disponiveis na lfiteratura. Tais sinais podern ser de natureza
deterministica ( Sequéncia  Binira Pseudo-Randémica (PRBS) ) [05,21], € de naturcza aleatora.
Burrows[19] confrontou resultados de estimagdo de parimetros de um mancal hidrodinimico obtidos para
excitagdes do tipo (SPHS) e do tipo (PRBS).

2.4.4 Excitagdo com Sinal Randémico.

Sinais deste tipo podem ser obtidos por  geradores de ruido. Para os vérios  algoritmos
geradores de ruido existentes na literatura, deve-se verificar a energia contida no sinal pelo calculo da sua
densidade espectral ; isto porque comre-se 0 risco de se trabathar com um sinal randémico pobre em
energia. Com isso, dependendo das propriedades dinimicas do sisterna, pode nio ser possivel excitar de

forma conveniente todos os seus modos proprios.

Sio exemplos de fontes de excitagio randomica : nudos brancos gaussianos, ruidos

coloridos, sinais harmdnicos cujo angulo de fase € uma varidvel aleatoria, etc..

Ruidos Brancos Gaussianos s3o processos de média mula, cuja densidade espectral de poténcia
¢ uma constante positiva ( Vide Apéndice C ). No dominio dos sinais amostrados, o processo de ruido
branco equivalente é denotado por ruido pseudo-branco [ 09 ], sendo que, tanto um como outro constitud
processos de banda larga em frequéncia. Os processos de ruido branco continuos no fempo niio constituem
exatamente um fendmeno fisico e frequentemente sio questionados. O mesmo nio ocorre com as

sequéncias de ruido branco.

Uma definigiio de sequéncia de ruido branco é dada na referéncia [14]. Neste caso, o intervalo

de ternpo entre eventos consecutivos, que constituem a sequéncia, em geral restringe-se a valores finitos.
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Entende-se por ruido colorido, processos correlacionados obtidos na saida de um filtro finear,
cuja varidvel exbgena € um ruido branco. As caracteristicas deste processo estio associadas as
caracteristicas intrinsecas do filiro lincar, sendo sua densidade espectral de poténcia uma dada fung3o da
frequéncia.

Em 1981, Treiquer [18], dentre outros aspectos, investigou o uso da Fungio
Decremento Aleatdrio (FDA) para estimar pardmetros de sistemas mecanicos. Na ocasifio foram utilizados
ruidos brancos e ruidos coloridos como fontes de perturbagio do sistema.

2.5 Teorema da Discretizacdo ou Amostragem

2.5.1 Discretizagfio de Sinais.

O Teorema da Amostragem € melhor descrito no dominio da frequéncia. Postulado por
Shannon [23], pode ser bem posto € bem entendido da seguinte maneira : se a Transformada de Fourier
de um sinal continuo no tempo ¢ zero para valores de ® maiores que um certo @ , isto € :

F(w) =0 para®> o,

este sinal pode ser unicamente determinado, a partir de seus valores discretizados (f(kT)), se o intervalo de
discretizagfio T satisfaz & condigo
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Isto significa que a taxa de amostragem deve ser mais rapida, pelo menos duas vezes, que a
maior componente em frequéncia do conteiido frequencial deste sinal. Dessa forma, garante-se a
manutengdo da configuragdo original do sinal. Isto quer dizer, a versio continua do sinal pode ser
recuperada, a partir da versio discretizada, assegurando-se niveis negligiveis de perdas de informagio
contidas no sinal [22].

Os sinais de uso comrente na pratica da investigagiio cientifica, caracterizam-se por nio
apresentarem valores finitos de ® para os quais a Transformada de Fourier se anula. Em face a este
problema, surge a necessidade de escolher-se um infervalo de tempo de discretizagio préximo de zero,
proposi@omta,naméhordashipét&mpomomﬁsﬁca. Neste caso, uma solugio adequada para o
problema de discretizagdo de sinais no tempo € determinar a banda em frequéncia do sinal de modo que se
possa garantir que 99,00% a 99,99% da energia maxima contida no sinal esteja representada na resolugdo
(0, ) [23], onde )y € a frequéneia de Nyquist.

Define-se frequéncia de Nyquist como a componente em frequéncia de maior magnitude do
sinal, estabelecida de modo a obter-se mixima quantidade de energia (0, ®y.). O valor da frequéncia de
Nyquist influéncia dirctamente a taxa de amostragem ( ®* ) do sinal que pode ser selecionada a partir de
fragdes de um meio a um décimo de TU®y;, cuja pritica tem proporcionado resultados satisfatérios [12,22].

O efeito da perda de informagio, devido 3s taxas de amostragem inadequadas para um dado
sinal, é bem ilustrado por Radix[09]. A consequéncia desse efeito € mostrada utilizando-se uma fungio

discreta obtida a partir de harménicas continuas diferentes.

Um fendémeno que surge quando se calcula o espectro de sinais discretos, neste caso, €
conhecido por " aliasing”. Este fendmeno surge como uma distorgdo no espectro do sinal discretizado
devido a superposigio de diferentes partes do espectro original. A leitura do apéndice B deste trabalho

proporciona methor entendimento do que realmente ocorre. Neste sentido mostra-se que o espectro de um
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sinal discretizado € periddico € repete-se com a cadéncia de amostragem. A expressio para a fungio
espectral discretizada toma a seguinte forma [12,23] :

F(w)= Y Fo+na") (2.5.1.1)

N=—a
onde o* é a frequéngia angular de amostragem.

Cabe destacar que o termo “aliasing” também € conhecido como “"folding de frequéncias®,
onde a frequéncia de "olding” é a frequéncia de Nyquist. Uma maneira de contornar este problema €
promover a filtragem do sinal através de filtros passa baixa, antes do processo de discretizagdo. Com isso
obtém-se a remogdo de componentes em frequéncia de baixa energia, existentes acima da frequéneia de
Nyquist. Uma explanag3o sobre uso desses filtros, usualmente denominados " Filtros Pré-Sampling Anti-
Aliasing” € dada por Ljumg{12]. Vale ressaltar que o uso do termo acima, cuja conotagio tem assumido um
significado técnico nesta &rea, quer dizer, "Filtros utilizados antes do processo de discretizagio para prevenir
distorgdes no espectro de frequéncias.

2.5.2 Escoha do Intervale de Discretizagio ou Amostragem.

Em geral, pode-se mosirar que a qualidade do confrole sobre um determinado sistema
diminui com a sua discretizag3o [23]. O problema de estimaglio de pardmetros de sistemas em geral
assume um aspecto semchhante, uma vez que sio partes inferrelacionadas dentro de um mesmo

conttexto.

Um sistema continuo proporciona methores estimativas de  seus parimetros que um sistema
discreto.  Via de regra, deve-se escolher um intervalo de discretizagfio tdo pequeno quanto possivel, para
que o comportamento do sistema, no espago entre dois instantes discretos, s¢ja bem representado,
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Um aspecto apontado como dos mais importantes no processo de discretizagio de sisternas é
0 comportamento dindmico do sistema a ser discretizado e a influéncia da discretizagio sobre este.
Entretanto, € possivel analisarse o comportamento dinimico de sistemas segundo seus parimetros
modais, denfre os quais cita-se os autovalores, cuja abordagem clissica na teoria de sisternas aponta-os
como pdlos da Fungdo de Transferéneia do sistema.

As relagGes existentes enfre os pélos da Fungfio de Transferéncia do sistema continuo € os
polos da Fungio de Transferéncia do sistema discretizado sdo profundamente estudadas [23]. Com
base nesse estudo € possivel se estabelecer um limite superior para a cadéncia de amostragem, acima do
qual a dindmica do sistema pode ser desconfigurada.

A escolha do intervalo de tempo de discretizagio ou periodo de amostragem deve ser
baseada no comportamento dinimico do sistema, sendo mais facilmente interpretada através dos polos
da Fungio de Transferéncia do Sistema. Chamando-se p; == ) = j®; , o i<simo p6lo dominante da
Fungdo de Transferéncia do sistema continuo, com ;> 0, temos que, os p6los dominantes da Fungio
de Transferéncia do sistema discreto relacionam-se com os poélos dominantes do sistema continuo por
[22,23]:

z;=cPT (25.2.1)

Demonstra-se [23], que a resposta impulsional € representada de maneira conveniente nos

instantes de amostragem, quando a parte imaginaria dos pélos complexos conjugados () é igual ou
inferior a n/4T. Esta relagio comesponde a uma regifio limite de localizagio do polo z; o plano

complexo, definida por um setor de aproximadamente 45°,

Com relagio A parte real do pdlo (-p; ), deseja-se que a resposta impulsional represente de
maneira conveniente um comportamento exponencial, condicionando-se o produto PT ao limite
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miximo de 0,5. Esta condigio, associada a condigio de estabilidade ou convergéncia da
Transformada Z da Fungiio de Transferéncia Discreta do sistema, restringem o valor da parte real dos
polos dominantes & regjdo compreendida entre as circunferéncias de raio igual 4 exponencial de (-0,5) € 1,
ou seja 0,6 e 1 respectivamente, observadas no plano complexo.

Resumindo-se as duas restrigdes acima em um s6 critério de busca, obtém-se para o limite
superior do intervalo de discretizagdo [23] :

g (] Tsizt

< =L
4(!)i 2p1 2

(2.522)

onde introduziu-se Tc = 1/p;, definido como "constante de tempo" do sistema, que esta associada ao
tempo de decaimento da resposta livre do sistema. Um esbogo grifico do plano complexo ¢ do setor
considerado ¢ mostrado na Figura (2.4).

Im
A Planoz

Fig. 2.4 - Dominio dos pélos dominantes para o sisterna discreto.

Verifica-se no esbogo grifico acima, Figura (2.4), uma regifio destacada, onde devem
estm‘cbmprccndidosospélosdonﬁnmﬁmdosistcnla(ﬁscreto, de forma a serem obedecidas as duas
condigdes limites para intervalo de tempo de discretizago.
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Até agora nos reportamos a determinagdo de um limite superior para o intervalo de tempo de
discretizagio, acima do qual a dinimica do sistema seria descaracterizada, ou seja, gerariamos dados
na condigiio de subsisterna de um sistema maior ¢ portanto mais rico em informagdes. Por outro lado,
construir um modelo discretizado a intervalos de tempo de discretizagdo demasiadamente menores que
o limite superior, estabelecido desta forma, seria um procedimento numericamente sensivel. Esta
sensibilidade esta relacionada com a introdugdo de ruido que promove-se quando sistemas s3o discretizados
a altas taxas de discretizagdo. Neste caso, uma boa escolha para o intervalo de tempo de discretizagdo seria
um meio termo enfre a introdugdo de ruido € a preservagio da informagdo em tomo da dindmica do
sistema. Assim ficam estabelecidos os limites inferior e superior do intervalo de tempo para o problema de

b3

Se o modelo é usado para aplicagSes de confrole, outros aspectos eventualme:iic seriam
envolvidos, contudo, a grosso modo, tanto na obtengiio de modelos como nas aplicagdes de cuitiol,

0s critérios basicamente podem ser considerados os mesmos [12].

Consideragdes sobre variincia podem ser levantadas, visto que a varidncia de um pardmetro
estimado, basecada num conjunto de dados, dependerd da informagio média por intervalo discreto de
tempo. E possivel mostrar que a variincia dos parimetros cresce quando o intervalo de discretizagfio
aumenta consideravelmente [12]; este é o efeito da perda de informagio. Esta perda de informagio
também cresce com a redugdo excessiva do intervalo de tempo de discretizagio, como um efeito da
introdugio de ruido, observadas nestes casos [12]. De maneira quantitativa ¢ possivel observar este
fendmeno fazendo-se T = 10 Tc ; cilculos revelaram que a varidncia, neste caso, pode aumentar até 10°
vezes, enquanto que para T =0,1 Tc a varifincia pode cair para a décima parte [12]. Portanto, ¢ mais

prejudicial o uso de grandes valores de T [12].

Sumarizando-se estes conceitos, assegura-se que a escolha 6tima do intervalo de tempo de
discretizagio estd em regides proximas da constante de tempo do sistema, € no entanto, estes aspectos
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apontam para uma frequéncia de amostragem de cerca de dez wvezes a banda passante do sistema,

constituindo, a prior, uma boa escolha na maioria dos casos [12].

2.6 Propriedades dos Diversos Estimadores
2.6.1 Estimador por Minimos Quadrados.

Orﬁémdodosnﬁnhnmquaﬁado&mwﬁmgiodeparﬁxnmdcﬁRamshcmém
o resultado da formulagio matricial do problema de minimos quadrados na forma:

Ap=X (26.1.1)
onde, em geral
X = vetor ou matriz dos valores medidos
A = matriz retangular
¢ = vetor ou matriz dos parimetros a estimar
O valor medido do vetor ou matriz X, pode ser dado por
X=Ad+e (2612
O principio dos minimos quadrados estabelece que os parimetros a serem estimados
podem ser obtidos pela minimizagio de uma fungio de erro ou perdas, que ¢ a soma dos quadrados dos

erros em cada medigfio, em relagio aos valores calculados a pariir dos parimetros usados na equagio
(2.6.1.1).
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A soma dos quadrados dos erros pode ser escrita por:
E=¢"e=(X-A9)" (X-A) (2.6.1.3)

Fazendo-se o produto em (2.6.1.3) ¢ considerando-se a igualdade escalar XTA¢p = ATpTX

obtém-se:
E=X"X-20TATX+$TATA) (2.6.1.4)
onde ( )T denota a transposta de uma matriz.

A solugio que minimiza o erro médio quadritico é:

=0 .. ATAp= ATX (2.6.1.5)

2|3

=
Como ATA é uma matriz quadrada, pode-se pré-multiplicar (2.6.1.5)por(ATA) ,

resultando:
= R
Assim, &)MQ constitui o estimador por minimos quadrados dos parimetros desconhecidos
de ¢, considerando o produto matricial ATA nio-singular, ou seja, linhas ou colunas linearmente

independentes (rank igual  ordem da matriz).

Os parimetros desconhecidos de ¢ podem ser encontrados através das expressdes vistas
anteriormente, por transformagdes matriciais, como por exemplo a expressio (2.6.1.1) que pode ser
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resolvida de forma direta usando-se o método de Householder [24,31], ou a expressio (2.6.1.5) pelo
método Gauss pivotado.

No entanto, a equagio (2.6.1.6) pode ser resolvida diretamente pelo  produto
matricial usando a definigio de pseudo-inversa, caso o produto ATA resulte numamatiz bem
condicionada. No caso em que o produto matricial ATA resulta numa matriz mal condicionada, testes
comprovaram que 0 método de Householder, neste caso, ¢ bem superior a4 definigio de pseudo-

inversa [01].

No caso particular do produto ATA resultar numa matriz singular, possivelmente por
problemas de ordem numérica, ¢ possivel solucionar o sistema (2.6.1.1) pela decomposi¢io em valores
-1
sﬁlglﬂmde(ATA) AT, obtendo-sc :

¢ = V[diag(c;)]UTX (2.6.1.7)
constituindo, portanto, o estimador por minimos quadrados dos pardmetros de ¢.
Os termos que infegram a expressio (2.6.1.7) sdo:

V = matriz dos autovetores de ATA

U = matriz dos autovalores associados aos autovetores de ATA [diag(c; )] = matiz dos
valores singulares de ATA onde os o sdo obtidos através da raiz quadrada dos seus
autovalores, dado que,

O'i:O ,A.i:O

X = matriz dos valores de entrada
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onds, (ATA)"AT = V[diag(c;)]UT = A~

Da equagdo (2.6.1.1) pode-se dedudr as equagBes para a estimativa da varincia dos
parimetros, bem como a covariincia entre os parametros. Neste trabalho considerou-se que o modclo
apresentado retrata exatamente o sisterna fisico real, muito embora, esta suposigio nfio represente uma
situagdo  realistica. Neste caso, pressupde-se a exsténcia de erros nas medidas por falta de ajuste dos
dados, cujas origens podem ser classificadas como "erros aleatOrios” e "erros sistemiticos” (BIAS) [43].

Os erros aleatdrios sio essencialmente devidos a ruidos em transdutores de deslocamento ¢
velocidade, falta de precisio numérica, ruidos que ndo sdo detectados na entrada, mas que passam pelo
sistema e confribuem na saida ¢ nio-linearidade do sistema. Os emros de "BIAS" tem como ongens
primirias principais, ruidos nas saidas niio correlativos com a entrada, ruidos na enfrada que ndo
passam pelo sistema, ruidos correlativos com as entradas, mas que nfio sdo detectados na enfrada e nio-
linearidade paramétrica. O conhecimento prévio, se possivel, da origem destes ¢ de outros emros que
eventualmente possam surgir, pode assegurar, dentro de certos limites, uma estimago razoavel para os

parametros do sistema.
Nestas condiges, a equagdo (2.6.1.1) pode ser colocada na forma
Ap=X +emmos repetida (26.1.2)

onde 0s erros no vetor de entrada sio considerados de média nula e variincia constante. A varifincia do

vetor de entrada pode ser colocada na forma

Var[X] = o2 (2.6.1.8)
onde : o = medida escalar

I = matiiz identidade
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Como nido € possivel obter-se o valor real de a, estabelece~se um valor estimado
levando em consideragido todas as grandezas medidas para o sisterna,

Se as saidas e/ou entradas estiverem livres de ruido, o valor estimado para os parimetros do
sistema, por minimos quadrados, da equagio (2.6.1.2) € :

" =1
b= (ATA) ATX
cujo valor esperado destes parametros € :

E[$] = E[(ATA)_IATA]

Admitindo-se que os termos da matriz que contém as informagGes de saida e entrada
sio constantes, pode-se chegar facilmente a

E[$]= o 2.6.1.9)
o que dd a indicagio de estimagZo exata para os pardmetros do sistema.

Os resultados da equagdo (2.6.1.9) dependerdo essencialmente da histéria de como as
grandezas medidas sio adquiridas. Se as grandezas medidas retratam exatamente os dados do
modelo fisico, ent3o, certamente, ter-se-4 uma estimagio exata dos pardmetros do sistema.

A situagio mais realistica, no cilculo da matriz de covariincia dos parimetros desconhecidos

de ¢, ¢ considerar-se o erro que se comete em cada medigio que € processada.
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Considerando-se novamente a equagdo (2.6.1.6) ¢ admitindo-se que o erro presente em cada

medigdo possa ser expresso por (2.6.1.2), tem-se:

Pyq = (ATA) " AT(4A +€) (2.5.1.10)
onde :
E[dmq|= ¢+ Ape 2.6.1.11)
com
Ay =(ATA) AT

A covaridncia do estimador ¢ pode ser dada por:
COV]bug) = E[(&:MQ . E[Eﬁ])( $ri E[&)])T] 2.6.1.12)

Substituindo-se a equagdo (2.6.1.11) em (2.6.1.12) obtém-se :

CcOV[hu) = E[(As ggT)ApiT]

donde, para a matriz Ani , formada por termos constantes, pode-se escrever:

COV[buo| = A E[esT|ALT (2.6.1.13)
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Definindo-s¢ o valor esperado do quadrado do emro no vetor de entrada por o2, que € uma
grandeza escalar, ¢ substituindo-se o valor de Aj; em (2.6.1.13) obtém-se:

cov[&SMQ] = [ATA]“’ATGZA [ATA] (2.6.1.14)
€ a partir desta expressio o2 pode ser estimado.

Para estimar-se cipode-sepa:ﬁrdo pressuposto de que o valor médio do erro seja um
wvetor nulo. Logo, a varidncia do erro pode ser calculada a partir do niimero total de medigGes, subtraido do
nimero de pardmetros estimados [01,11,41]. Portanto a soma quadratica do erro pode ser dada pela

~

cquagdo

8T = (x-Ad)(x-A) @6.115)

que, levando em consideragio o fato do produto X Adp = ¢T AT X= CONSTANTE, através da

expressio (2.6.1.6) pode-se chegar a

88T = XTX - ppoATX (2.6.1.16)
resultando, através da aplicagio do principio do valor esperado, em

62 =

E[XTX- oA X]
(Ni — Np)

(2.6.1.17)

onde : N; =n°de medigdes

Ny =n°de parimetros em ¢
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Afravés da expressdo (2.6.1.14), a covariancia dos parimetros estimados pode ser obtida:

cov[@MQ] - [ATA]"laz (2.6.1.18)

A observagio cuidadosa da expressio (2.6.1.10) permite conchuir que a variincia de
cada parimetro estimado é o simples resuliado dos elementos da dingonal principal de [ATAJ!
multiplicado pela grandeza estimada 02 O desvio padrio de cada parimetro ¢ obtido a partir da raiz
quadrada da suaarespectiva variincia.

A variincia dos parimetros estimados fomece uma indicaciio de como os dados
experimentais se ajustam ac modelo matematico idealizado. Um modelo exato de um sisterna fisico,

com dados livres de ruido, indicam variincia e covarncia zero na estimativa dos parimetros.

Na explanagio anterior, mostrouse que o estimador por minimos quadrados dos
parimetros desconhecidos do sistema livre de ruidos era niio-polarizado. O problema realmente surge
quando aparecem alguns tipos de erros como os ja mencionados anteriormente.

Do ponto de vista estatistico, os erros de "bias” sio emos sistematicos cuja magnitude se
mantém aproximadamente constante, e independem do mimero de medigSes efetuadas. Ao contririo, os
erros aleatorios apresentam uma certa dispersio em tomo do valor real do pardmetro a ser estimado, por
variar com o nimero de medigdes efetuadas, Os erros de bias podem ser definidos da seguinte maneira
[43]:

Ad = E[fyq |- ¢ (2.6.1.19)
sendo a'cstimar;ﬁo nio-biasada quando Ap = 0.
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E possivel mostrar [25] que quando ruidos estio presentes em pontos de entrada e/ou
saida do sistema, os emos de "bias" nunca desaparecem, sendo o estimador por minimos quadrados,
nestas circunstincias, sempre polarizado. Como os coeficientes a serem estimados dependem da histéria

de como os sinais sdo obtidos, nio se pode esperar uma estimagio consistente.
2.6.2. Estimador das Varidveis Instrumentais

Mostrou-se no tépico anterior que o estimador por minimos quadrados (MQ),

dng = (aTa)"ATx (2.5.1.6)

repetida

era "biasado" e nio consistente, quando as variveis dependentes, entradas ¢/ou saidas, contidas na
matriz A estavam poluidas com rido. Aqui procura-se utilizar o método das varidveis mstrumentais (VI)
como forma alternativa de se eliminar ou reduzir o "bias” quando ruidos estdo presentes nos pontos de

entrada e/ou saida do sistema.

O método foi inicialmente aplicado nos problemas clissicos de estimagio de parimetros por
Joseph, Lewis € Tou [26]. Sio usadas para a aplicagdo do método, a caracterizagio de sistemas no
dominio do tempo, através de equaghes a diferengas, estendendo-as ao problema de estimagdo
recursiva, bem como  a caracterizagio de sistemas no dominio da frequéncia, ressaltando que a idéia
basica deste algoritmo é a mesma, tanto para a abordagem no dominio do tempo, como para a
abordagem no dominio da frequéncia.

Proposto nos anos 60's, 0 Método das Variiveis Instrumentais para estimagio de parimetros
tinha sido formulado apenas no  dominio da frequéncia por Fritzen [25]. A discussio sobre os

fundamentos do método pode  ser  encontrada  na referéncia {01]. Portanto, neste trabatho
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apresentar-se-& apenas um  resumo das  propriedades  estatisticas  deste estimador ¢ montarsc-a2 o
procedimento seqliencial para a aplicagio do método na estimagio de par@metros, sem contudo nos
preocupar em apresentar todo o formalismo maternatico que existe por traz do método.

O objetivo deste método € construir uma sequéncia de medigdes descorrelacionadas do
nido, através da construgio de uwma matriz denotada por "MATRIZ DAS VARIAVEIS
INSTRUMENTAIS - Wy " obtidas a partir de um modelo auxiliar. No caso particular de resposta
forgada, clifcmn@ matrizes das variaveis instrumentais podem ser utilizadas [27). Cita-se por exemplo,
matrizes geradas através de filtros de parfmetros constantes, matrizes geradas por filtros adaptativos, a
partir da sohug3o recursiva do problema obtida em tempo real (ON-LINE) ou nio.

Uma outra maneira de gerar-se a matriz das vandveis instrumentais, ¢ que utilizou-se neste
trabatho, utiliza uma rotina iterativa em atraso ( OFF-LINE ) para gerar os parametros do modelo auxiliar.
Estes parimetros sio selecionados considerando-se alguma base de informagio a priori sobre a dinimica do
sistema. Nao obstante, podem ser utilizadas estimativas polarizadas que posteriormente sio atualizadas

pelo processo iterativo [15]

A matriz das variiveis instrumentais, obtida dessa forma, reline as seguintes propriedades

estatisticas:

. 1.1
I-plim| —Wye|=0
pL—>oo(L Vi )

- p lim (_Il: Wi A) ¢ ndo singular

— O
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onde "plim" denota o limite de probabilidade, "L" denota o nimero de observagdes € "A" € a matriz das
varifveis dependentes, saidas ¢/ou entradas do sisterna a ser considerado. Estas duas propriedades

asseguram a consisténcia da estimagio, o qus significa

Pﬁm({f?vl) =¢

¢, portanto, a consisténcia do estimador € essencialmente  garantida. Deste modo, quando o nimero de

observagdes € suficientemente grande, tem-se que:
lim E(‘T’w) =¢

Na abordagem sobre 0 estimador por minimos quadrados dos parimetros desconhecidos
de ¢, vimos que a correlagio das variiveis dependentes na matriz "A" com o emo "e", ¢ra responsivel
pelos erros de "bias" definidos pela equagio (2.6.1.19). Este efeito agora € evitado devido a propriedade
(D), onde a escolha da matriz das varidveis instrumentais "Wy" € feita de forma a nio se ter

nenhuma cotrelagio com o emo "g".
Colocando-se a equagio (2.6.1.2) na forma
ge=X-Ad
e prémultiplicando-se por "W+;", fica
Wi e = Wi X- W A (2.6.2.1)

onds, fazendo-se vso da propriedade (I), quando o nlimero de  observagdes tende ao infinito, a equaglio
(2.6.2.1) fica:

2.33




~

1
bvi = [W\?I AT Wy X (2.6.2.3)
permitindo-se estimar os parimetros desconhecidos de ;.

Neste ponto, pode-se notar que a equagio (2.6.2.2) possui amesma estrutura da equagiio

(2.6.1.6). A diferenga reside na colocagio da matriz "Wy;", ao imvés da matriz "A™, ¢ ao fato do
produto matricial [W-;rq A] NAO SET MAIS SIErico.

De acordo com o procedimento proposto por Young[415] para a escolha da matriz das
variivels instrumentais "Wy, considera~-se que as medigdes das varidveis dependentes estejam Iivres de
ruido, 0 que constitui um procedimento aproximado. Por conseguinte, um modelo auxiliar adicional é
criado para gerar vanidveis auxliares como saidas. Estas vaniveis auxiliares compdem a matiz "Wy
através do modelo auxdliar € dos dados contidos na matriz "A". Deste modelo auxiliar se produzira
instrumentos livres de mido, o que do ponto de vista estatistico, significa maxima correlagio das

varifvels instrumentais, através do modelo auxiliar, com os sinais fivres de ruido.
Na pritica, o seguinte procedimento iterativo é adotado (Ver Figura (2.5)):

1. Faz-se uma estimagfio por minimos quadrados generalizados para a obtengdo dos parimetros que vio
constituir 0 modelo auxiliar.

2. Calcula-se as varidveis instrumentais a partir do modelo auxiliar.

3. Gera-se as matrizes (W{‘;I A) e (WEI X) para se estimar ¢y

4. Atualiza-se 0 modelo auxiliar, através do modelo estimado, fazendo- se: gy = b1

5. Compara-se 0s parametros estimados ff)w com aqueles do Wtimo passo. Caso haja convergéncia

para valores estivels, pira-s¢ 0 processo; caso contririo, volta-se para o item (2).
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Deve-se mencionar que, dentre as vantagens do método das varidveis instrumentais, cita-se
o fato de nio haver restriges quanto ao modelo (propriedades dinimicas, ordem ¢ grau de linearidade),

nem quanto as propriedades estatisticas do ruido.

Yo T
i=0 i
------------------------------------------------- -— ® D TN

MEDIDAS DO ESTADO
X i(T) AUX

$

¢ MXKC

i=i+1 !,

FIG. 2.5 Processo de estimagio via varidveis instrumentais.
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2.6.3 Estimador Estocastico de KAI MAN
2.6.3.1 Historico

O filro de Kalman! Deste termo  surgem muitas e variadas respostas entre engenheiros,

cientistas e administradores que o escutam. Neste particular, verdadeiramente, ele representa um sisterna

* pritico de procedimentos que se pode usar para se processar dados numéricos € s¢ obter estimativas de
pardmetros ¢ varidveis cujos valores sio mcertos.

Nio é provavelmente um exagero afirmar que o filtro de Kalman representa o mais
amplamente aplicado e demonstravel resultado usual, que surge do conceito de varavess de estado, na
modema teoria do controle. A aplicagdo e evolugiio do corpo do algoritmo basico, que comretamente
pode ser dito representar o "FILTRO DE KAI MAN", comegou, notoriamente, logo apds a publicagio
origmal do procedimento computacional recursivo proposto por Kalman[02] ¢ outros. As primeiras
aplicagdes foram estimuladas pelo salto para o espago no comego dos anos sessenfa. A primeira
aplicagio proposta desta aproximag3o revolucionaria foi, para muitos, feita pela NASA e publicada
em 1962 [46]. Em poucos anos apds o surgimento dessa publicagio, houve uma agjtagio substancial
desta atividade, primeiramente na indGstria acroespacial, que propiciou a base para o Filtro d¢ Kalman,
agora amplamente aplicado.

Examinando-se a referéneia IEEE[28], encontra-se um vasto quadro de aplicagbes desta
técnica avangada de estimagio para varidveis de estado de sistemas dindmicos.
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2.6.3.2 Filtro de Kalman - Aspectos Tedricos.

O método de Kalman, versio modema ¢ probabilistica do critério da minimizagdo média
quadratica do erro de estimagao, aplica-se essencialmente aos sistemas lineares, proporcionando, de forma
adequada, a um tratamento dentro do conceito de estado de um sistema. O estado de um sistema € a
quantidade minima de informagdo requerida de um sistema num tempo inicial t; , de forma que o seu
comportamento futuro possa ser determinado, sem referéncia a histdria do sistema no tempo t <t . A
"informagdo requerida”, mcncionada antes, ¢ obtida por meio das varidveis do sistema, denotadas por
"varidveis de estado do sistema”.

Algumas vezes € conveniente considerar 0 comportamento dinimico do sistema como o
movimento da ponta do vetor de estado no espago n-dimensional. Este espago € gerado utilizando-se as
varaveis de estado do sistema como coordenadas do movimento, € este movimento denomina-se

trajet6ria do sistema no espago de estados [14].

. Na tentativa de estimar o wvalor mais provavel das varidveis de estado, baseado nas
medigdes contaminadas com ruido e portanto, de valor tedrico incerto, torna-se necessério, dentre outros
aspectos, formular um critério adequado de minimizagio dos desvios dos valores destas medigSes com

relagdo aos valores tedricos.

Uma forma bastante razodvel ¢ a da média quadritica que consiste em minimizar uma forma
quadritica, representante do desvio entre a solugio obtida e a solugiio ideal. A escolha desta forma de
minimizagio como indice de qualidade pode parecer, a priori, bastante arbitriria. Nfio obstante, pode-se
decidir por minimizar a soma dos médulos dos desvios, ou a terceira ou quarta poténcia desses
modulos. Entretanto, a minimizagio de uma forma quadritica conduz, frequentemente, a um sistema

de equagbes lincares de natureza relativamente simples, pelo menos num plano tedrico.
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A soma dos quadrados sio frequentemente objeto de certas interpretagdes em diferentes
dominios. Citam-se por exemplo: em fisica, as energias s3o exprimidas por somas quadriticas; da

mesma forma, os momentos de inéreia em mecinica ¢ as variincias nos cleulos de probabilidades [09].

Diante deste quadro, a aplicagho do método da média quadritica aos problemas de
filtragem, pode ser colocada em diferentes contextos. Admitindo-se que o sinal e o ruido tenham formas
analiticas bem definidas, prevalece a aplicagio classica deste método. No caso de  se admitir certas
propriedades estatisticas relativas ao sinal € ao ruido, recai-se no dominio do “Método Probabilistico de
Wiener" {5,9,14], ao passo que, admitindo-sc, por sua vez, certas propriedades analiticas do sinal e
certas propriedades estatisticas do ruido, adentra-se nos dominios do método de Kalman, versio modema
¢ probabilistica do critério da minimizagdo média quadritica.

O método da média quadrifica ou minimizagdo quadritica foi inventado pelo jovem
revolucionario da época Karl Friedrich Gauss que, ao0s seus dezoito anos, fez o primeiro uso do método em
1795. Fato este que, por nio ter sido publicado, gerou uma polémica em 1806 com a publicagio de
Legendre que reivindicava a autoria do método através do seu Ivio "NOUVELLES METHODES POUR
LA DETERMINATION DES ORBITES DES COMETES" ( Novos Métodos para a Determinagio
das Orbitas dos Cométas ).

Alguns aspectos da teoria de  Gauss, cujo  desenvolvimento eficiente  propiciou o
surgimento da teoria de  Kalman [29), referem-se por exemplo, ao niimero minimo de observagdes
requeridas para a determinago das quantidades desconhecidas. Assim percebe-se que, um niimero maior
que este ndmero minimo é uma necessidade redundante devido a presenga de erro nas medigdes.

Outros aspectos virtualmente inerentes 3 aplicagio do fittro de Kalman dizem respeito ao

conhecimento aproximado que deve-se ter sobre a relzgdo que envolve os dados medidos e seus valores
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reais, bem como a configuragio exata da equagio que descreve o movimento,chamada modelo
matematico do sistema.

2.6.3.3 Desenvohvimento do Algoritmo de Kalman

A utilizagio do filtro de Kalman na investigagio de sistemas fisicos, sugere a descrigiio
matematica dos sisternas por meio de  equagles diferenciais Hnearcs. Salienta-se, neste caso, o fato do
proprio filtro ser um conjunto de equagdes hneares. A descrigio matematica de sistemas pode apresentar-
s na versio confinua no tempo ou na versdo a intervalos discretos de tempo ( discretizada ou
digitalizada). Nesta ultima, a descrigdo ¢ dita por equagdes lincares a diferengas. A escolha de uma ou
oufra versio ¢ fungdo das circunstincias em que encontra-se envolvida a andlise, sendo que, com o avango

dos computadores digjtais, a pratica em utilizar-se a versdo digitalizada tomou-se imprescindivel

Diante da complexidade de determinados sistemas, nas mais varadas areas do
conhecimento cientifico, bem como do grande nimero de operagdes desencadeadas durante a  andlise
do seu ;:ompoﬁamento dinimico, a exploragio do filro implica na utilizagio d¢ um computador
digital, principalmente pela rapidez e precisio nos cilculos. Acrescenta-se ainda que a teoria do filtro
é muis facilmente estabelecida na forma digital. Contudo, € importante reconhecer que a versdo confinua
do filtro de Kalman, sob determinados aspectos, simplifica a andlise no plano tedrico.

Neste trabalho serd utilizada a configuragio discreta do Filro de Kalman, natural para
implementagio em computador digital, além do que, esta descreve mais apropriadamente numa situagfio
real, onde as medigSes sio efetuadas a intervalos discretos de tempo.  Com este propdsito, considera-se
um sistema dinimico cujo estado seja descrito por um vetor de equagdes lineares a diferengas na forma
[30] :

Xk = ¢k,k—1 Xk—l + Bk,k—l uk_l + Rk_I (2.6.3.3.1)
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onde B ¢ a matriz de distribui¢io (1 x p) dimensional, para sistemas com uma tinica entrada ; p ¢ igual 2
dimensio do estado do sisterma ¢ X = X (t=KkT) = X" (), 0 vetor de estado do sistema que obedece a0
intervalo fy <t} <t<..fy ,comos § nio necessariamente eqlidistantese i=0,1,2,3.., N.

A versdo continua deste modelo pode ser dada por [09] :

X(1) = O X(t-1) + f_lcbt_gF(é)d); . j:_lcpl,ér(g)dg (2.6332)

que constitui a solugio de um sistema de estado ou de uma E.D.O de primeira-ordem do tipo ;

X(t)=AX(t)+Bu(t)+R(t) (2.6.3.3.3)
onde: X(t) : matriz de estados do sistema em t
A : matriz que traduz a dinimica do sistema
pu(t) : excitagdo conhecida
' B : matriz de distribuigio
R(t) : matriz de ruidos do sistema

Em (263.3.1), Ry, ¢ wuma sequéncia randdmica com propriedades estatisticas

conhecidas, descritas por :

E[Ri]=0 , paratodok

E[RkRE] = Qg

A malriz Q assume-sc ser definida ndo-negafiva, enfretanto, é possivel se ter Ry = 0

(30].
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Amatiiz Q) ¢a matiz de transicio de estado, cujas propriedadss sdo dadas por
Elbertf14].

O estado inicial X ¢ considerado ser um wetor de  variiveis aleatérins com estatisticas
conhecidas,

E[X1=0  E[XpXg1=M,

cE [kag] =O0paratodo k.

Supde-se que, a cada intervalo discreto de tempo t , existen m medidas disponiy..s Zy,
lincarmente relacionadas com o estado e encontram-se poluidas com ruido aditivo na forma:

Z, =H X + Vi (2.63.3.4)
Hy ¢a matriz de observagio (2 x p) dimensional onde o numeral " 2 " indica o mimero de pontos de
medi¢io ou saida do sistema ¢ " p " a dimensdo do vetor de estado do sistema. O vetor Vi € uma

sequéncia randSmica aditiva com estatisticas conhecidas , assumindo-se serem:

E[V1=0 paratodok
E{Vi W -8

A matriz S ¢ assumido ser definida nio-negativa, isto € para Sy # 0 sua forma quadratica ¢ sempre maior

ou igual a zero.

241




Assume-se também, que ndo hd correlagdo entre o processo randomico Vi e o ruido de
estado (Ry ), nem entre Vy € o estado inicial. Considera-se ainda Ry ¢ Vj sequéncias de ruido branco.
Entdo:

E ViR | =0paratodok
E |V Xg | =0paratodokk

Estas restrigdes constituem uma base para o estabelecimento da teoria de Gauss-Kalman
[29] que pressupde, dado o modelo (2.6.3.3.1), a determinagio de uma estimativa ik (ty) como
combinagdo linear de uma estimativa f(k_l(tk_l) ¢ uma medigio Zy (t; ). Esta estimativa deve ser a

methor no sentido de que o valor esperado do desvio médio quadritico seja minimo. Assim f(k ¢

escolhido de forma que

E[()‘(k X )%~ xk)T] (2633.5)

seja minimo, isto €, tenda para zero.

Considerando-se 0 modelo (2.6.3.3.1), onde o termo py; € uma fonte de perturbagio
conhecida que age no intervalo [ty .4 ], pode-se estabelecer ura estimativa aproximada :

Ky = Q1 Xiy + B (2633.6)

O problema especifico que surge € encontrar 3 melhor estimativa de Xj, dadas as medigdes
49 z2 vy Zy_q deforma que a condigo em (2.6.3.3.5) seja obedecida.
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Uma solugio para este problema € colocada sob a forma de "lemma” e estabelece

seguinte [09] :

X=E[X/2),2,, ..., 2] (2.633.7)
Esta estimativa pode ser obtida através da minimizagio da integral

A [

[(&-x)%-%) B(x/2,,Z;,..... 2 i

para assegurar que 0 desvio médio  quadritico sgga minimo [30], expresso por (2.6.3.3.5).
Desenvolvendo-se (2.6.3.3.7) obtem-se:

X =E[X/z'1,z'2,....,z;1] onde g=k-1

Xy = E[(‘Dk,k—l Xg-1+Hgg+Ryy )/Z'I’Z'?.’"",z.k—l]

’

(2.6.3.3.8)

K5 = P 1 E[Xut /2,25 e Zicn | + Bl /20,200 i

B[Ry /23,25, Zi

A primeira expressio em (2.6.3.3.8) ¢ uma estimativa para o valor esperado de X,y da qual

obtem-se :

E[ Xyt /240 Zseenn. ,z'k_l] - ick_,E[ X /z',,z'z,........,z;_l] = Xy
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Da mesma forma, para o segundo e terceiro valores esperados na mesma expressio, ter-se-4
respectivamente:

E[ [T /le, Z'z, ........ , Zi{-l] = Ky

E{ Ry y /20,25 Ziy | = E[Ry 1] = 0

visto que, por hipdtese, o ruido ( Ry ) € independente do estado e das medigdes, ¢ como consequéncia scu
valor esperado, neste caso, € zero. Desta forma, a estimagio aproximada expressa por (2.6.3.3.6) demonstra

ser razoavel.

Assumindo-se agora que existe tma medigio Z'k disponivel em t, , esta medigio pode ser
usada para modificar a estimativa X, em (2.6.3.3.6). Tomando-s¢ por base (2.6.3.3.4), espera-s¢ que 0
valor de Z, seja H X, . Um eventual etro na estimativa X}, produz um desvio no valor esperado desta
medigio de :

gy =Z, -H, X, (2.6.3.3.9)

De acordo com a defmigio do problema, a estimativa € uma fungdo hnear das
medigdes a posteriori [09]. Define-se assim, umamatriz K; , de tal forma,que a estimativa de X scja

dada por:
%, = X+ Kz, -H,%) 2633.10)

onde denota-se K como sendo a “matriz ganho de Kalman”,

Definindo-se g, como o desvio na estimativa do estado no tempo t=ty , obtem-se:
g = }A(k —Xk
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onde substituindo-se as respectivas expressdes para f(k e X, resulta:
B = [<Dk,k-1 %y + i + K (2 _Hkxk)] = Ppa Xpa ~ Pea ~ Ry
€ =Qpy 8y —~ KH, Oy p 8 + K H Ry - Ry + KLV

g, =(1- Kka)((Dk,k-I Epa — Ry )"‘ K, Vy

A matriz P, denota-se por "matriz de covarifincias do emro de estimagdo”, que pode ser

obtida fazendo-se:
P, =E [Ek s:]

donde , desenvolvendo-se o produto dos desvios €, , chega-se a [30] :

T
_ T
' E[(‘Dk,k-xsk-l -Ry )((Dk,k-lsk-l - Ry ) ]— @y 1 P Prxr + R

T
Q. =E [Rk-l Rk ]
devido as propriedades estatisticas de R ;.

Definindo-se [30] :

: T
k= (Dk,k-l Pk-l(bk,kﬂl + Qu, (2.6.3.3.11)

pode-se escrever
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P =(I-KH, )P (1-KH,) +KSK (263312

T
com S, = E[V],I Vi ]
Observando-se a expressio (2.6.3.3.1), o ruido randbmico Ry, encontra-se somado a

expressio, cujo efeito sobre o sistema dindmico € no sentido de aumentar a incerteza nas estimativas.

Expandindo-se a expressao (2.6.3.3.12) deve-se observar o termo (Hk P]'c HE + Sk) que €

uma matriz simétrica e definida nio-negativa; portanto, pode ser escrita como o produto de uma matriz
pela sua transposta. De posse deste resultado, a partir de algumas manipulagdes chega-se 4 matriz ganho
de Kalman de estado permanente [9,14,30], obtida como solugio da expressio resultante que tem a
forma da equagdo matricial de Ricatti. Igpalando-se a derivada com relagio ao tempo de Py a zero, chega-

s¢ ac

= ' g T ' oy T -1
K, =P, Hj [H, P, H] +5, | (2.6.3.3.13)

O desenvolvimento da expressio (2.6.3.3.12) permite obter-se uma estimativa da  matriz de
covarifinci: s do erro de estimagio de estado em t, expressa por :

P, =P, - K. H, P, (2.633.14)

E importante salientar que o critério da minimizag3o do erro médio quadritico ¢ equivalente A

minimizagio do trago da matiiz de covariincias do erro de estimagdo de estado [09,30], uma vez que :

T [Pk]: E[ak EE]
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O conjunto de expressdes que constitui o Filtro Estocastico Recursivo de Kalman, pode ser

resumido sob a forma de algoritmo. Para uma melhor compreensio e visualizagio do filtro, segue

relacionado o conjunto de expressdes:
] T .
Pp= @y P Py +Qpy repetida

K, =P, H'[H,P.H +8,]" ida
k‘kk[kk k+k] repet:

onde, colocando-se em forma de algoritmo para o intervalo [ty ,t; ], obtém-se,
T=1t

P, ¢ 5{0 arbitrados
T=1t,=1

P, = CDLOPO(D'II.‘O-FQO

K, =P H] [H, P H] + sl]‘1
Z,=H,X,+V,

X =@ 09Xy + Ky

(2.63.3.14)

(2.633.11)

(2.6.3.3.13)

(2.63.3.6)

(2.6.3.3.10)
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T=1t,,,=t,, eprossegue. (2.6.3.3.15)

Resumindo-se o que foi exposto, observase que o método de Kalman, bem como todo

formalismo matemético a ele associado apresenta diversas vantagens:

A forma recursiva das equagdes que constituem o filtro facilita sua utiizagio em computadores digjtais.

A forma das equagdes (2.6.3.3.1) € (2.6.3.3.4) se prestam de maneira satisfatonia as mformagdes
requeridas do processo. Cita-se dentre as quais, mformagGes sobre a2 dinimica do sistema, afravéds da
sua resposta a determinadas fontes de excitagdo ( entrada ) e sobre a natureza das medigoes, através
das propriedades estatisticas do nuido,

Os critérios de ofimizagio sio de grande significincia estatistica, ou seja, variincia minima e
probabilidade maxima, Este dltimo resulta na correqdo linear da estimativa de estado através da
mau:iz de ganhos (Apéndice D), que, baseando-se na suposicdo do ruido de estado ser de natureza
gaussiana, maximiza a probabilidade condicional P(X,/Z),Z),....,Z,) através da fungio
densidade de probabilidade ganssiana. A maximizagio da fungdo densidade de probabilidade, obtida
através da aplicagio do axioma da probabilidade total, resulta numa corregio linear do estado atraves
do produto entre a matiz de ganhos e o erro cometido em cada medigio. Esta suposi¢io resume
uma importante caracteristica do Filtro de Kalman que é a de possibilitar o ajuste dos valores dos
ganhos, em fingio dos niveis de ruido presentes no processo (estado e medigio), no sentido de
manter o critério de estimagio otima [16].

Algumas desvantagens deste método podem ser apontadas como carga computacional

elevada que cresce com o nitmero de varidveis de estado [32,33], uma vez que a operegio do filtro
envolve um certo nimero de multiplicagBes matricinis, € o desvio que pode existir entre o modelo
matemitico utilizado ¢ a estrutura do sistera real. Estes fatores, associados ao tempo de processamento,

em determinados casos, podem provocar o fendmeno de divergéncia do filtro.

’
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A Figura (2.6) mostra um diagrama de fluxo do Filtro. de Kalman. Deve-se observar o
algoritrno do filtro, item 2.6.3.3, para melhor acompanhamento.

ENTRADA DO FILTRO

Py |Qk-1 Sy 12y |Xo [”0
Calculo Calculo
— , A,
Pk ] Xk
Calculo _— E(s:tg’iixliilzﬂ;%o
Ky H, f(L
(1) é
Cilculo Calculo
L e e=| Corregdo
P, g}
i
p Y - J’ X
k SAIDA DO FILTRO k

FIG. 2.6 Diagrama de fluxo do filtro de Kalman.
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2.6.3.4 Consideragies sobre a Divergéncia do Filtro de Kalman

A eficiéncia do Filro de Kalman, sob determinadas condigbes, pode ser seriamente
comprometida em detrimento do cdlawlo tedrico apontado pelo trago do kemel! ou da matiz de
covanincias. Como foi explanado na teora, atravds dos itens anterores, o Filtro de Kalman
teoricamente produz uma exatiddo crescente das estimativas, 3 medida em que dados adicionais sdo
processados. Assim, segundo este raciocinio, a magnitude do erro de estimagdo, medido a partir do trago
do kemel de covarincias, comporta-se como uma fungdo monotonicamente decrescente do nlimero
de observagles [34], muito embora haja divergéncia nas estimativas. Diz-se, neste caso, que a eficiéncia do

filtro estd comprometida ¢ este fendmeno € conhecido como "divergéneia”,

As causas da divergéncia por outro lado, nfio sio ficeis de se identificar podendo variar de
uma aplicagio para outra. Algumas causas identificadas podem ser citadas, como modelagem incorreta
do sistema, valores mcotretos da variincia do ruido de estado, “biases” niio identificados no sistema
("biases dinfmicos") ou no processo de medigdo e dificuldades numéricas devido aos arredondamentos
[06] increntes a0 problema de aritmética finita dos computadores digtzis.

Como consequéncia, apds um extenso perodo de operagio do filtro, a matriz de
covariincia do erro de estimagdo pode perder o cardter de semi-definigio positiva. Assegura-se [33] que o
nimero de multiplicagdes da matriz de covarifncia € proporcional 3 terceira poténcia do nimero de
varidveis de estado por intervalo de tempo de discretizagio, e propde-se um método de desacoplamento
de estado com vistas a minimizar esse efeito, quando se esta diante de um grande ntimero de varidwveis de

estado.

A constatagio da divergéneia na operagio do filtro, em geral, podc ser obtida examimando-
se as cstahshcas do temo (Z% HX), denotado por "processo de inovagio”. Neste caso, a partir da

fundamentagio tedrica do problema, o processo é considerado gaussiano branco de média nula.
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Entretanto, os métodos para se policiar a divergéncia nio constituem, via de regra, métodos gerais, ¢ sim,
procedimentos heuristicos a partir de experiéncias € observages particulares.

Problemas de divergéncia devido a fatores computacionais podem ser contormnados através
da utilizagdo dos chamados "filiros de raiz quadrada” [14,16]. Esta técnica requer o uso de computagio
sequencial em termos da matnz raiz quadrada da matriz de covaridncias, usualmente na forma
triangular. Obtém-se com isso a vantagem da matriz resultante do produto de uma mafriz miz quadrada
pela sua transposta ser sempre semi-definida positiva, sendo esta matriz menos sensitiva a  emros

computacionais que a matriz de covariancia. {35]

Schiee, Standish € Toda [34] mvestigaram o problema da estimagdo de orbitas para
navegagio espacial e concluiram que modificagdes feitas no  Filtro de Kalman para compensar erros de
arredondamento sio mais simples. Neste caso, passa-s¢ a considerar nas equagdes do filtro, um termo
adicional de ruido de estado, representante dos erros de arredondamento. Esta modificagio  fomece
resultados tio satisfatorios quanto aquelas voltadas para as imperfeiges do modelo.

Diante deste quadro, entende-se que a divergéncia nio € uma manifestagio de instabitidade
do Filtro, posto que, instabilidade traz como consequéncia, erros ilimitados nas estimativas € no kemel de

covarincias, direcionando o enfoque para as condiges de controlabilidade e observabilidade do sistema.

A partir do que foi discutido sobre o problema da divergéncia, associado a0 que s¢ encontra
na litérahna, percebe-se que este fenbmeno, em geral, esta ligado a problemas de  nio-linearidade do
modelo ¢ problemas de resolugiio numérica. Acrescenta-se, porém, que em oufros casos o problema pode
esta relacionado com o completo desconhecimento de certas varidveis de estado de sistemas complexos.
Os casos que envohem modelos nio-lineares, em  geral, sugere a utilizagio do Filro de Kalman
Extcndfdo [09,14,30]. A forma extendida do filtro requer o uso de técnicas de perturbagiio, onde estima-

se simultaneamente estado ¢ pardmetros do sistemna.
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Fitzgerald [35] frata o problema da divergéncia em termos da “verdadeira diverpéncia”,
onde ¢ suposta a ocomréncia de erros fimitados de origem numérica. Apresenta-se também nesta obra, o
conceifo de "divergéncia aparente”, cuja terminologia € utilizada para referir-se a emos hmitados que
surgem pelo cardter sub-6timo assumido pelo filro.

Emlinhas gerais, mostron-se as circunstdncias que podem provocar a divergéncia do Filtro
de Kalman. Algumas formas de se atacar este problema extendem-se desde procedimentos numéricos
e técnicas de filtragem adaptativa ou nio, até formulagBes que envolvem alteragBes na estrutura do filtro a
partir do Filtro de Kalman padrio [16]. Em alguns casos, especialmente envolvendo computadores
com comprimento de palavra reduzido ¢ modelos com baxo nivel de ruide de processo, €
conveniente utilizar um algoritmo de filiragem por raiz quadrada, onde a matriz de covarifincia P ¢
substituida pela sua forma " raiz quadrada " . Este procedimento apresenta condicionamento numénco
superior, s¢ comparado a P, alémdo fato da forma quadritica da raiz de P ser merentemente
positiva-semi-definida. Uma descrigio completa destes procedimentos pode ser encontrada na obra de
Maybeck[42].

2.6.3.5 Conclusiio

Neste capitulo, buscou-se mostrar de forma razoavelmente abrangente o confelido tedrico
existente por tris deste estudo. Adicionalmente, no conjunto de apéndices deste trabatho, outros aspectos
relevantes s3o focalizados.

Mostrou-se, dentre oufros aspectos, a necessidade de se impor restrigdes de ordem conceitual

ao comportamento de sistemas sob investigagdo, com o objetivo de simplificar a andlise ¢ o tratamento

matematico.
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Com relagio ao problema do uso de téenicas  de Identificagio de Sistemas ¢ Estimagdo de
parametros, procurcu-s¢ dar €nfase a pontos cruciais que influenciam diretamente os resultados obtidos.
Neste sentido, abordou-se 0 problema da escolha de fontes capazes de excitar os modos préprios do sisterna

convententernente.

tos relacionados a discretizagio de sinais e sisternas, com Vistas ao ento
Aspec GA0 Processam
adequado de sinais continuos no ambito digital, foram apresentados.

Finalmente, foram destacados diversos métodos de estimagio utitizados para caracterizagio de
sisternas, apontando-s¢ problemas relacionados a sua utilizagio, mecanismos de convergéncia estatistica das
estimativas, bem como restrigdes impostas ou nio pelos estimadores aos processos aleatdrios ( ruidos ).
Normmalmente tais processos encontram-se associados a saida e/ou entrada dos sistemas, sobrepostos ao
conjunto de dados utilizados nos processos de estimagio e/ou identificago.
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CAPITULO 3

3. FORMULACAO MATEMATICA DO PROCESSO DE ESTIMACAO DE
PARAMETROS PARA SISTEMAS DE UM GRAU DE LIBERDADE

3.1 Introdugiio

Aprmﬂa—sc neste capitulo, o desenvolvimento matematico necessario 3 aplicagio da técnica
de estimagiio de parimetros em estudo.

A equagdo diferencial que descreve o comportamento dindmico do sistema € reduzdo a forma
de estado. Assim, obtém-se um sistema de equagdes diferenciais de primeira-ordem, cuja solugio remete-
se & forma discreta adequada para uso em computagio digital.

A aproximago utilizada para obteng3o da solugdo do sisterna de estado na forma discretizada,
obtem-se através da expansio em Série de Taylor dos termos exponenciais contidos na soligio continua,

truncada para infinitésimos de ordem superior a dois.

Finalmente, sio mostrados aspectos inerentes A técnica de estimagdo em estudo, com énfase 2
aplicagio do Estimador das Varidveis Instrumentais em conjungio com o Filtro de Kalman. O que se
busca com a utilizagio do Filtro de Kalman ¢ a obtengdo de instrumentos portadores  de niveis de ruido
abaixo daqueles obtidos com a utitizagio do modelo auxiliar.
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3.2. Redugiio da Equacie Diferencial do Sistema 3 Forma de Estado

Um modelo matemético geral, que descreve 0 comportamento dindmico de sistemas
mecanicos de segunda-ordem com "n graus” de liberdade, pode ser dado por [44]

[M]{¥( )} + [C1{y( )3+ [KI{y(t)} = {u(1)} repetida (1.3.1)

onde [M], [C] e [K] sio matrizes quadradas de ordem (nxn ) e {§(t)}, {¥(t)} (1)} e {u(}

sdo vetores (nx1)
No caso de sistemas com 1 G.D.L, ou seja, (n=1), a expressio (1.3.1) toma-se :
My(t) + Cy(t) + Ky(t) = u(t) repetida (1.3.2)

onde M, C e K, representam respectivamente, coeficientes de massa, amortecimento ¢ rigidez, ¢ p(f) o

vetor de excitagio ( forga ) e/ou perturbagdo.

E possivel reduzr a ordem do sistema (1.3.2). Neste caso recai-se numa outra forma de
descrigio matemética denominada Descrigio no Espago Vetorial de Estados [10,14].

Entende-se por estado de um sistema, a informagdo requerida no tempo ¢y, que juntamente
com uma entrada p(lp), determina com unicidade o comportamento do sistema para t 2 . O conjunto
de equagdes que relaciona entrada, saida e estado de um dado sistema ¢ chamado de sistema de equagdes
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A partir da expressio (1.3.2) obtém-se :

T R S L)
y(t)+My(t)+My(t)— M (3.2.1)

Chamando-se Y = CX + DU de equagio de saida e colocando-se na forma matricial [10,14], obtém-se

1 [1 O}I-xl(tﬂ H
[yz(t)J= 01 [xz(t)J+ 1|HO (G22)

onde a matriz D, para este caso, ¢ a matriz nula. Vale ressaltar que os valores dos elcmentos das matrizes C
¢ D dependem da configuragio de saida do sistema.

Considerando-se (3.2.2), pode-se proceder da seguinte maneira, com vistas a redugdo de
(1.3.2) a forma de estado:

y(t)le(t) =¥ i‘l(t)= y(t) = xz(t)

y =x,(t) > x,(t)=3®

donde na forma matricial fica,
)'ll(t) , [y’ (1) ' i |

Isolando-se o termo ¥( t ) na expressdo (3.2.1) fica,

e o Lo B B
y(t) = —p(t) v(t) My(t)

M M
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¢ fazendo-se as substituighes paray(t), y(t) e J(t), a partir de (3.2.3), tem-se 0 seguinie sisiema de

primeira-ordem:
X (t) z(t) F
2(t) I—&u(t)—-&xz(t) —x,(1) (3.2.4)
ou na forma matricial
[xl(tﬂ [ 0 1 }I"x,(tﬂ m
"‘z(t)Jz “K/M -C/M [xz(t)J+ y /M (3.2.5)

A expressio (3.2.5) pode ser escritana forma compacta, que, juntamente com a expressio
(3.2.2), constituem as equagdes dinfmicas citadas anteriormente . Escrevendo-se as matrizes com suas

respectivas dimensdes, fica :
{X}(znxﬂ = [(D](Znﬂn) [X](2nxl) & [B](znxl) [U](nn) (3.2.6)
{Y}(anﬂ = [E]{z..,z,.) [X](2nxl) & [D](Zn!l)[U](nxl) (3.2.7)

Denota-se (3.2.6) € (3.2.7) por equagZo de estado e equagfo de saida respectivaments, para o
sistema linear e invariante no tempo. Neste caso, os termos B ¢ C sdo matrizes constantes, X é a matriz

de estado e U a matriz que contém os valores de entrada do sistema.

Por simples comparagdo das expressdes (3.2.6) e (3.2.7), com as expressoes (3.2.5) ¢
(3.2.2), respectivamente, e considerando-se n = 1, obtém-se :

% (1) fx,(t)]
= [x,(t)J s X=[y )
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t)] 0
Y:[y‘ J , U=wt) , B:H (329
0 ] _ [t o 0
¢:[—K/M —C/M]’ C:[o I}en=[0}

3.3. Solugio do Sistema de Equagdes Diferenciais de Primeira-Ordem ou Sistema de Estado

Existe uma equivaléncia geral entre a foorma candmnica de uma equagio diferencial Inear de
n-ésima ordem, representada em (2.2.3), ¢ um sistema de n equagdes diferenciais de primeira-ordem,

acopladas na forma:
%,(t) = by x, () + by x () + e+ ¢y x (1) + by (1)
2,(8) = §py X, (1) + by x,(8) + oo+ 0y x, (1) + by p, (1) (33.1)
:‘(n(t) =&, xl(t) + G xz(t) + o+ d)mxn(t) + bl.1 pn(t)

A expressio (3.2.6) ¢ um caso particular de (3.3.1) quando n € igual a um.

Pode-s¢ mostrar que este sistema tem uma solugio em termos da matiz associada, chamada
matriz de transicgio de estado ou operador linear de transigio [09,10,14]. Trata-se de um operador de
grande importincia para a solugio generalizada de equagBes diferenciais lineares.

Antes de se considerar a solugio do problema nio-homogéneo, convém mencionar algumas

propriedades da matriz de transigio de estado. Seja um operador lincar que leva o sistema de um
estado xy a um estado x; , denotado por &t .t ). Entdo:
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1.axt,t)=1

2. x(t)) = (1, t,)x,(t)

3.x(t,) = t,,1,) @(t,,t,)x, (1)
4. (D(tpto) = ¢Fl(to’t1)

5. ()t )07 (t,t,)=1

d _
6. a[c]:)(tl,to)¢> tgot))] =0 (332)

A matriz de transigio deve obedecer A seguin’: expressio, provida da relagio ¢(t)=¢
= "constanfe", para sistemas nvariantes no tempo [14] :

d(t,t,) = d(t)(t,,1,) (3:33)

Utilizando-se a express3o (3.3.3) e a propriedade de niimero seis, em (3.3.2), chega-se 3

solugiio do problema nio-homogéneo na forma generalizada,

x(t,) = @(t,,t)x(ty) + [ 0(LE)BR(RI (33.4)

onde o primeiro termo  representa a soluglo transitéria, dependente apenas das condigdes iniciais, € 0
segundo termo, a solugio de estado permanente, fungio da excitagdo imposta ao sistema.

Uma forma bastante simples de obter-se (3.3.4) [05] ¢ fazer-se :
x(t) - ox(t) = Bu(1)

onde, ao multiplicar-se ambos os lados desta expressio por tb(t 1’ to) ¢ em seguida efetuar-se a integragio

do resultado, chega-se a (3.3.4).
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Considerando-s¢ o fato do sisterna ser linear ¢ invariante no tempo, é possivel mostrar [14]

¢ portanto, pode-se escrever (3.3.4) na seguinte forma

x(t,) = ¢t) 4 (0) + f‘e“’(‘l"") Bp(&)de (3.5

onde, assumindo-se que t, =0, obtém-se

x(t,) = W) x(0) 4 _[;‘e‘”(‘l‘";) Bpu(&)ds (3.3.6)

Deste modo, fica determinada a solugdo para o sistema de estado expresso por (3.2.6).

Cabe ressaltar que em muitas instincias da andlise tedrica, a existéncia da matriz de

transicio constiti um fator de muita importincia, uma vez que esta mamz propicia uma forma

resurnida para a solugio do sistema de equagdes de estado,

Nio obstante, podem existir restrigdes quanto a obtengfio da mafriz de transigiio de estado
equivalentes 3s restrigdes exigidas para a sohigio do sistema de equagdes. Cita-se por exemplo o fato dz ‘
nio se dispor de métodos generalizados de obtengio da matriz de transi¢io para toda classe de sistemas
hneares, dentre as quais, cita-s¢ a classe dos sistemas varilineares, ou seja, sistemas cuja a matriz dos |
parimetros "¢" varia com o tempo, muito embora mantem-se a combinagdo linear dos parimetros do
sistema com as variaveis de estado. Esta classe de sisternas limita a existéncia de métodos generalizados

para cbteng3o da matriz de transi¢io de estado aos sistemas lineares e invariantes no tempo [14].
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3.4 Discretizacio da Equaciio de Estado
Considera-se o sistemna governado pela equagdo de estado (3.2.6), escrita na forma
x(t) = ¢x(t) + Bu(t) (3.4.1)

cuja solugio pode ser dada por [14]):

x(t,) = ¢ O) x{0) + j;'e‘mn"%) Bu()d:  repetida (3.3.6)

Assim, considera-se ¢*' uma sére infinita e convergente, quaisquer que sejam ¢ ¢ ¢, definida para
todas as matrizes quadradas . Neste caso, pode-se trabathar com esta formulagfo, uma vez que a matriz
dosistenméquadradacpcmﬁtee;qaandir—scc“nafonm:

2.2 n.n
t {
¢ +....+¢

e =1+ ot+ (342

Portanto, determina-se o estado x(t) nos instantes discretos 0, T, ..., KT, estabelecendo-se

uma equagio a diferengas para x(kT).

Tomando-se t = (k+1)T na expressido (3.3.6), fixando-se t = 0 como valor micial e

considerando-se que p( t ) € constante entre os instantes discretos de amostragem, oblém-se:

x[(k + DT] = e#T%D x(0) 4 J’{fk”ﬂeﬂ(k*‘”‘ﬂ Bu(g)de (3.43)
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Esta expressdo pode ser reamranjada de forma a obter-se:

X(KT + T) = e“[e¢ T+ [ HTTE Bu(a)dzz] +

(3.4.4)

+ [ e T Bu) e

No entanto, pode-se observar que a expressio entre  colchetes € idéntica A expressio para

x(kT), € isto permite escrever-se :

x(kT+T) = e?T x(kT) + k:” T T-8) B, (e )de (3.4.5)

Assumiu-se anteriormente que p(t) era constante entre os instantes de discretizagio ou

amostragem, ou seja,
u( t =k KT <t<(&+D)T

eisto lova (3.4.5) a assumnir a forma:

x(KT+T) = ¢T x(kT) jkm kT T8 gk Tyde (3.4.6)

Fazendo-se uma mudanga de varidvel 8 = (KT + T - £ ) ¢ procedendo-se com a inversiio dos
limites de integragiio, o sinal da integral passa novamente a ser positivo, resultando:

x(kT+T) = e?T x(kT) +j e® Bdop(kT) (34.7)
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Considera-sc agora a mudanga de terminologia x(kT) = x, e pw(kT) = :

T T 40
X =¥ x4 [ ¥ Bdop, (3.4.8)

A expressio (3.4.8) pode ser colocada de outra forma, bastando-se fazer no primeiro termo,
T =9"(T=0¢ (34.9)

para a matriz fundamental na forma discreta, responsavel pela dinimica do sistema,

J’: e Bdo = Bj: ¢*®®do =B (T)=B" (3.4.10)
para a matriz de distribuigdo, também na forma discreta.

A partir da representagiio definida por (3.4.9) e (3.4.10), a expressio (3.4.8) passa a ser

escrita na forma

Xy, =0 x, + By (3.4.11)

Os termos ¢* ¢ B podem ser obtidos de forma aproximada, truncando-se a Série de Taylor (3.4.2) a
partir do segundo termo.
¢2 T2 ¢n Tn

+ ..+
21 n!

o =e®T =T+ T+ ~1+¢T (3.4.12)
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" T
B® - BJOTc“dE) ~ B (1+48)do = Bj:Ide + BJ; $do =
(3.4.13)

T2
=BT+ Bj—- ~ BT

A aproximagdo obtida anteriormente € valida quando considerase T suficientemnente
pequeno, tornando-se possivel desprezar os infinitésimos de segunda-ordem da série, obtendo-se como
resultado aproximagSes dadas por (3.4.12) € (3.4.13). Assim a equagdo (3.4.11) assume a forma:

X, =(I+9T)x, + TBp, (34.14)

que € a equagdo necessaria a0 processo de estimagio de pardmetros de sisternas mecanicos no dominio
do tempo usando-se a formulagdo via discretizagdo da equagdo de estado. Uma representagio esquemiitica
da expressiio (3.4.14) pode ser vista na figura 3.1 .

By X+ Xy
X o[ TB -® OPERADOR .

I+¢T

FIG. 3.1 Representagio esquematica da equagdo de estado discretizada.
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3.5. Estimagdo de Parimetros do Sistema

Mostrou-se no item anterior a forma discretizada da solugio da equagio de estado, para uso
em computador digital, através da expansdo em série infinita da matriz de transi¢gio de estado, onde

considerou-se o truncamento da séric em seus mfinitésimos de ordem superior a dois.

Considerando-se este resultado e a formulagio matricial na forma (2.6.1.1), pode-se aplicar

o processo de estimaciio de pardmetros de sistemas mecanicos no dominio do fempo, utilizando as
. ~ L &
aproximagdes ¢ ¢ B,

. [ 1 T } « T
—(K/M)T 1-(C/M)T M

cujos elementos de ¢ e B*, obtidos como resultado das operagdes matriciais a partir de (3.2.8),
(3.4.12) e (3.4.13), retratam a relagio existente entre os pardmetros do sistema e o infervalo de tempo de

Repetindo-se a expressio (3.4.14) do ifem anterior na forma matricial, ¢ inserindo-s¢  0s
valores de ¢* e B* mostrados em (3.5.1), obtém-se a equagio de estado na forma discretizada.

i P ) 2 P
ik+1 :L_(K/M)T 1—(C/M)TJ Xk * M pk ( )

Esta expressio pode ser escrita para Kk observagdes, incluindo-se os ruidos presentes nas
medigdes dos sinais de saida:
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X2u.-xk+l 1 T Xl....Xk
R +
%Xy | [-(K/M)T 1-(C/M)T]| %%,
+l 0.0 N TN
.Y [ TNTY SRS

O termo adicional representante dos ruidos contidos nas medigbes em (3.5.3), € formado
pelos elementos 1, representante dos ruidos contidos nas medigdes de deslocamento ¢

(3.5.3)

Tex
representante dos ruidos contidos nas mediges de velocidade.
A expressio (3.5.3) pode ser rearranjada de forma a obter-se:
X X 1 -(K/M)T
noh) s KIMTY g T
=1 : : T 1-(C/M)T| +
] ] ST (354
par Xgay X Xp Py 0 /M

Esta expressdo pode ser escrita na forma matricial compacta, de acordo com (2.6.1.1), de

forma a obter-s¢:
X(kx2) = A(luﬁ) ¢(3x2)+R(kxz) 3.5.5)
com, )
X, X X, X, K
X = : . A= : :
RITSTE S Xy Ry My
[ 1 —(K/M)T
 JRONS
b= T 1-(C/M)T R:[r ! ]
i 0 /M kx 7tttk
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denotando-se "A”, a matriz de observagbes que contém termos de entrada e saida, "¢" a matriz de
parametros do sisterna, "R” a matriz de ruidos de medigio ¢ "X" a matriz de estados do sisterna,

A presenga da matriz de miidos "R" em (3.5.3), d4 uma conotag3o mais realistica ao
processo, ¢ portanto, sugere téenicas de estimagdo de parimetros para a obtengdo da matriz §.

‘ Mediante a técnica de estimagdo de pardmetros proposta neste trabatho , € possivel obter-se
os pardmetros do modelo auxiliar, através da aplicagio do estimador por minimos quadrados (2.6.1.6)
a expressio (3.5.9), para a obtengdo da matriz ¢, que entio passa a ser denotada por "&)AUX ",

permutindo escrever-se
2 t A1 At
daux = At A] A'X (3.5.6)

Umna wez de posse dos pariimetros do modelo auxiliar, obtidos via Minimos Quadrados, a
matriz das variiveis instrumentais Wy; pode ser construida, apartir da resposta do modelo auxiliar 3
mesma entrada. O modelo auxiliar obtido dessa fooma pode ser escrito  considerando-se a expressio
(.5.5): |

X w2y = A Pavx,,, R ou
| 3.57)
X=A ff) aux + R

A Matriz das Varidveis Instrumentais (3.5.8) € composta dos  estados fitrados a partir de
(3.5.7), que constihui a resposta do modelo awiliar is entradas iy, ¢ das entradas Ly, cuja forma é
X, Xy Wy
W= : : (3.5.8)
X Xpa Wy
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com os parimetros de ¢ obtidos por :

-

bur = Wy Wy, ™| Wy x (3.59)

Os parametros estimados na forma (3.5.9) sintetizam um modelo que retrata, de forma
aproximada ¢ sob determinadas circunstincias, o sisterna real, viabilizando a utilizagio desta forma de
estimag3o.

Neste caso, 0 modelo obtido é da forma:

X=Ad, +R (3.5.10)

cujo estado € processado através do algoritmo de Kahlman para a obtengio de novos mstrumentos (3.5.8),
agora, supostamente com niveis de ruido bem mais atenuados. Com isso busca-se methorar a estimativa

anterior obtida unicamente via variaveis instrumentais.

Os pardmetros obtidos por este processo so comparados com os pardmetros tedricos através

da relag3o:

_¢ R
€ = — 12100 3.5.11)
tedrico

Aspectos relacionados com estimagio de  estado, através da aplicagio do algoritmo de
Kalman, foram extensivamente abordados no Capitulo 2, que trata do embasamento tedrico. No
entanto, é oportuno apresentar-se alguns aspectos gerais relacionados com o desenvolvimento e aplicagdo
do Método de Kalman:
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Em geral, o estado inicial do sistema € desconhecido. Assumne-s¢ ser uma variivel aleatéria gaussiana,
cujos elementos possuem independéncia estatistica.

Os elementos que compdem a matriz de medigdo sdo obtidos a partir do Gltimo conjunto de
instrumentos gerados pelo modelo  auxiliar, uma vez que os parimetros tenham assumido valores

A matriz de medigio é mostrada em  (2.6.3.34), cuja matriz de observagio, para este caso
particular, _ ‘ é
H, =H = matriz identidade (2x2).

A matriz de transi¢io de estado, para sistemas com um nlmero maior de graus de liberdade, pode
ser calculada usando métodos de diagonalizagio Flbert [14], bastando pré-multiplicar ¢ pos-
multiplicar a matriz de autovalores do sistema, pelo aitovetor na sua forma normal € na sua forma

transposta, respectivament.

Para o caso do sistema em estudo, classificado como linear ¢ invariante no tempo, o ganho 6timo
de Kalman (vetor matriz K) € calculado para o estado permanente, livie de transitorios que se
sobrepdem A resposta do sistemna, a partir da matriz de covanidneia do erro de estimagio de estado, da
matriz de observagio e da matriz de covaridncia do erro de medigiio. Nestas circunstincias,

implementa-se o "Filiro de Kalman Padrio de Estado Permanente”.

A Figura (3.2) a seguir, flustra o processo de forma esquemitica.
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SIMULACAO DO SISTEMA

Modelo p/ o sistema Varaveis de Estado
— ||| — el B
{122)0u(3.15) X=X X}
Modelo Auxiliar a - Resolver para &)
s b || ax [ e oy [T
Parimetros ¢ AUX MQ Equagio (2.6.1.6)
L %
Variaveis de Estado do
Modelo Auxilhiar
X=[X X7

-~

Enquanto b vy ndo

1

se estabilizar

Resolver para ¢ -
equagio (2.6.3.3.11)

=
s

estavels l x=[x X|

Obter D be1

através de ¢ |

l

(L0 S

W‘l —_—t

Oy o pdy

Algoritmo Estocastico
Kalman
eq. (2.6.3.3.11)

:

X=[x x]7
Estado Estimado via
Filtro de Kalman

l

q”)w eq. (2.62.2)

X =2,
T, =

kT

Obs.: X, € P_or-1
sao valores obtidos

antes da 1* medigio

FIG. 3.2. Processo de estimagio de parimetros via Filtro de Kalman

em conjung3o com o Estimador das Varidveis Instrumentais.
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3.6 Conclusio

Mostrou-se neste capitulo, mstincias do desenvolvimento matemitico inerentes a aplicagio e
wverificagdo da técnica de estimagdo estudada. A partir do que foi exposto procurou-se, através da descrigio
materndtica na forma de estado, compor o conjunto de expressdes matemdticas necessdrias a simulagio
digital do sistema e processamento da técnica de estimago.

Dois aspectos relacionados com a expressio (3.2.5) e (3.4.14) merecem destaque. A
expressdo (3.2.5) representa o modelo matematico continuo do sistema na forma de estado.  Através da
aplicagdo do integrador Runge-Kutta de quarta-ordem { Apéndice "A" ) nesta expressio, abtém-se o vetor
de estado do sistema em termos de deslocamento e velocidade.  Aspectos relacionados com resolugio
numérica de sistemas de equagdes sio abordados no capitulo quatro, onde procura-se deixar patente, a
importancia da escolha de um integrador numérico capaz de mapear de forma exata, sinais de

deslocamento e velocidade.

O outro aspecto relevante, diz respeito a expressio (3.4.14). Trata-se da solugio do sistema de
estado na forma discretizada. Esta expressdo viabiliza a utilizagio de computagdo digital para processamento
de técnicas de estimagdo. Cabe destacar, a importincia da aproximagfio utiizada e sua influéncia nos
resultados obtidos, uma vez que busca-se representar um sistema continuo a partir de valores discretos.
Neste caso, procura-se ressaltar a importancia da ordem de trncamento da expansio em Série de Taylor, e
sua relagio com o tamanho do intervalo de tempo de discretizagdo a ser adotado [23).
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CAPITULO 4

4. SIMULACAO E RESULTADOS DO PROBLEMA DE ESTIMACAO DE
PARAMETROS

4.1. Introdugio

Neste capitulo sio apresentados resultados de simulagio digjtal do sistema massa-mola-
amortecedor viscoso de um grau de liberdade, submetido a uma fonte de excitagio obtida a partir da sintese
de sinais periddicos [20]. Assim, procura-se simular o sistema na forma de estado, com o vetor de estado
obtido através do método Runge-Kutta de quarta-ordem ( Apéndice A ).

Para verificag3o da técnica de estimagiio de parimetros, contaminou-se o vetor de estado com
uma sequéncia de mido simulado com caracteristicas proximas de um ruido branco, obtida através de um

gerador de niimeros aleatdrios entre zero € um,

Finalmente, processaram-s¢ o0s dados obtidos da simulagio do sistema para obtengdo dos
pardmetros, utilizando-se 0 Método dos Minimos Quadrados niio-recursivo, Varifveis Instrumentais ¢ a
conjungdo de Variaveis Instrumentais com o Filtro de Kalman. Acrescentou-se ainda a esta anilise, a
conjunigio d¢ Minimos Quadrados com o Filiro de Kalman, com vistas a observar o efeito  das

caracteristicas estatisticas do nido sob 0s cocficientes estimados.
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Cabe ressaltar, que procurou-se investigar o comportamento de cada método fazendo-se uma
varredura sobre diversas faixas de frequéncia do sinal de excitagdo, sobre diversos intervalos de tempo de
discretizagdo e diversos niveis de ruido sobreposto ao vetor de estado.

4.2 Escolha do Intervalo de Discretizagiio

O critétio utilizado para escolha do intervalo de tempo de discretizagio do sinal de excitagio,
baseado no periodo de vibragdes livres do sistema, € obtido da seguinte maneira [01]:

2n
TPL = —, 4.2.1)

Da

¢ o periodo de vibragdes livres do sistema.

Define-se o periodo do sinal de excitagio por T, = Ty, NPI, com NPI> 0 assumindo

valores arbitrarios, obtendo-se com isso,

27
Tp = —NPI 4.2.2)

Fazendose T, = Np T, onde T € o intervalo de discretizagdo, a depender dos valores

assumidos por NPL obtém-se :

NPI (4.2.3)
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As harménicas que compdem o sinal de excitagio possuern frequéncias angulares
miltiplas da frequéncia fundamental do sinal, dada por

(42.4)

onde, a partir de (4.2.2), obtém-se a express3o para a frequéncia fundamental do sinal de excitagio :

o = —2 (4.2.5)

A expressio (4.2.5) € utilizada para a obtenglo de frequéncia das harménicas que compdem
o sinal de excitagio, cujo valor da i-Esima harmonica, pode ser dado por :
i+1

&)i = mnﬁ (4.2.6)

comi=0,1,23,....., [NP/2)-1]

Assim, associa-se a escolha do intervalo de tempo de discretizagio ¢ das frequéncias do
smal de excitagiio, ao periodo de vibragdes livres do sistema.

Com o intuito de tornar mais claro o critério de escotha do intervalo de tempo de discretizagio,
a parfir do desenvolvimento mostrado anteriormente, pode-se utilizar dados relacionados com a obtengio
do sinal gerado no tempo, mostrado na figura 4.2a, € com a parte do sen espectro mostrado na figura
4.2b.

Neste sentido, tem-se que a frequéncia natural do sistema é o, = 8.9443 rd / s. Quando se esta

diante do problema de caracterizagio de sistemas, este valor € desconhecido. Neste caso busca-se, através
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de uma andlisc espectral da resposta, uma dada faixa de frequéncia, de modo que a frequéneia natural do
sisterna esteja contida nesta faixa.
Arbitrando-s¢ um valor para NPI = 10, por exemplo, ¢ utilizando-se a expressio (4.2.5),

obtém-se :

o~ ©On _ 89443

0 =0,8944 rd/s
NPI

Entende-se com isso, que a menor componente em frequéncia do sinal de excitagio ¢ igual a um décimo da
frequéncia considerada como frequéncia natural,

Tomando-se 128 componentes para 0 vetor de excitagio, obtém-se para o intervalo de
discretizagio {expressdo (4.2.3)), o seguinte resultado ;

T= 2% Npi= 2" - *2“ — 0,05488 s
Npo, Npw, 128*0,8944
Com estes resultados pode-se calcular :

= A banda em frequéncia do sinal de excitagdo ( FIG. 4.2b)

' N
Largura de Banda = [Tp‘l)wo = (%§—1)0,8944: 56,351d/s

onde considerou-se a metade do ntimero de componentes do vetor de excitagdo menos um, para prevenir 0
problema de altas frequéncias { Aliasing )

= O periodo do sinal de excitagio { FIG. 4.2a ) dado pela expressio (4.2.3)
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2 2
ToNpl= 22 . 2R N, T=128%0,05488 - 7,0246's
Npw

T= .
n Npo, @y

= As frequéncias das harmédnicas que compdern o sinal de excitagiio ( expressido (4.2.6) ),
considerando-se wg = 0,8944 rd / s.

4.3. Simulagfio

Simular numericamente o sistema, a partir das caracteristicas dinimicas adotadas, é obter o
vetor de c.tado do sistema, utilizando-se métodos numéricos.

Diversas questdes s3o ressaltadas no processo de simulagiio. Uma questio por exemplo, esta
relacionada com o tipo de fonte de excitagdo adotada; outra questio relaciona-se com o método numérico
empregado. Cita-se, entretanto, o problema de resolugdo numérica do aparaio computacional utilizado,
uma vez que, em determinados casos, niimeros elevados € operagdes aritméticas durante o processamento
pode ser necessirio. Isto traz como consequéneia a propagagdo de erros de truncamento e aredondamento
[06}.

Com relagiio ao tipo de fonte a ser utilizada, cuja escolha esta condicionada a persisténcia da
excitagio [03, 14], o processo de obtengdo do vetor de estado do sistema pode niio ser uma tarefa simples.
O uso de determinadas fontes de excitagio pode imprimir uma dinimica ao sistema cuja evolug3o numcrica
da resposta justifique 0 uso de métodos numéricos de elevada estabilidade. Cita-se, por exemplo, a
utilizagio do Sinal de Schroeder, cuja configuragio da resposta apresenta varingbes bruscas em

deslocamento e velocidade.
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A escolha do método de integragdo numérica, com vistas a obteng3o de vetor de estado de
forma suficientemente exata, ¢ de importincia fundamental na anilise dos resultados do problema de
estimagdo, principalmente quando investiga-se a eficiéncia de téenicas de estimagio,

O fator que orienta a selegdo do método de integragdo numérica relaciona-se com o problema
de estabilidade. A questio da estabilidade origina-se em sistemas que apresentam valores préprios de
ordem elevada [37]. Neste caso a presenga de componentes de alta frequéncia no sinal de excitagdo torna-
se indispensavel aos processos de caracterizagdo de sisternas. Isto sugere a utilizagdo de intervalos de
discretizagio reduzidos para perfeita representagiio do sinal, direcionando o critério de escolha s condigdes
de estabilidade do método. Assim pode-se dizer que as caracteristicas intrinsecas do sistema influenciam a
escolha do método de integragdo numérica. A instabilidade numérica pode ter origem inerente ao préprio
método. Nio obstante, tais métodos sfio ditos condicionalmente estaveis [31].

Dispde-s¢ em vasta literatura de um grande niimero de métodos de integragio numérica. Tais
métodos, de uma forma geral, dividem-se quanto ao passo de integragdo em métodos a passos constantes e
métodos a passos varidveis. Dentre os métodos a passos constantes citam-se o M¢todo de Newmark,
Diferenga Central, Houbolt, Wilson 6, bastante discutidos por Bathe[31], e os Métodos Explicitos Runge-
Kutta-Gills [07], para ndo citar outros. Os métodos a passos varidveis constifuemn uma classe distinta ¢
sofisticada destes métodos. Dotados de controlador automitico do tamanho do passo, com base na
estimativa de erro local, estes métodos tém sido aplicados com certa restrigdo em sistemas homoggneos,

lineares ou nAo-lineares.

Os métodos de integragio numérica a passos varidveis constituem verdadeiros software's
mateméticos fundamentados nos métodos a passos constantes ¢ as vezes, na conjugagdo deles. Cita-se,
dentre um vasto niimero de métodos automaéticos, o software EPSODE que implementa o Método

Adams-Bashfort-Moulton, discutido por Shampine[06]; o software DVERKS56 que implementa o Método
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Runge-Kutta de quinta ¢ sexta-ordem, discutido por Addison, Sharp e Gustafsson[37,38,39], dentre outros.
Vantagens e desvantagens de tais métodos sio extensivamente discutidas por estes autores.

Muito embora, o Método Runge-Kutta de quarta-ordem a passos constantes ou nio, tenha
mostrado eficiéncia, Shampine[06] e Addison[37] apontam restrigdes a sua aplicagdo. Cita-se por
exemplo, fungdes que variam bruscamente no tempo, associadas a existéncia de diversas raizes entre os
limites de integragfio. Em tais circunstincias, surge a necessidade de redugio do passo, nas vizinhangas das
raizes, a cerca da metade do seu valor para manter a estabilidade numérica.

Em situagdes como esta, o desempenho de métodos que desenvolvem um certo nimero de
avaliagdes da fungio por passo, pode ser seriamente afetado. Se uma razoavel precisdo for exigida, o
tamanho do passo pode assumir valores reduzidos nas vizinhangas das raizes da fungdo, obtendo-se como

consequéncia, a propagagio de erros de truncamento [37].

Contraposto a este efeito, surgem, com certa vantagem, os métodos de passos miltiplos como
o Adams. Estes métodos ufilizam um nimero menor de avaliagdes da fungio por passo, mantendo
estabilidade numérica a passos maiores. Entretanto, diante de fontes de excitagio descontinuas, métodos de
passos multiplos podem ter sua eficiéncia comprometida pelas constantes inicializagdes. A perda de
eficiéncia decorre da obtengio de valores iniciais nas vizinhangas dos valores exatos, obtendo-se em
consequéncia a propagagio de erros sobre todo o intervalo de integragio [37]. Isto toma os métodos

explicitos Runge-Kutta preferiveis nestes casos.

Por outro lado, métodos como o das Aceleragies Generalizadas de Newmark, Método de
Houbolt ¢ Wilson 6, apesar de incondicionalmente estiveis, apresentam o incoveniente de ntroduzr
amortecimento ficticio no vetor solugdo do sistema, proporcionando uma simulagio nio-consistente ou
biasada. Este incoveniente é causado pela baixa precis3o do método, uma vez que obtém-se o operador
de apmﬁmqﬁo através da expansio em Série de Taylor, até termos de terceira ordem, ao final de cada
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passo de infegracio. Desta forma, o emro local que obtém-s¢ ¢ proporcional a uma poténcia de cinco do

passo de integragio [31].

O Meétodo de Newmark, propriamente, nio introduz amortecimento ficticio no vetor solugio
do sistema. Obscrva-se que sua resposta ¢ proporcional em amplitude, porém, a falta de precisio mediante
respostas oscilantes, produz um alongamento no periodo das oscilagdes desviando a resposta dos valores
verdadeiros.

O método Wilson 6, através do parimetro 6, elimina componentes de alta frequéncia
semelhante a um filtro passa-baixa. Estas componentes deixam de contribuir com energia para a
resposta, provocando urn decaimento na forma de amortecimento dos picos de amplitude da resposta .
Isto produz resultados ainda mais biasados que o Método de Newmark

Com isto, o que pretende-se mostrar é que a escolha de um método de integragio adequado
para o sistema nio € uma tarefa simples. Ela depende tanto da fonte de excitagic como das
caracteristicas dindrnicas do sistema. A Figura (4.1) ilustra o processo de simulagdo de uma forma

esquematica:
. T
- Y ; [ x x1]
(2xK)
M) K (1) T (M) p
any - < —® L Computador
FONTE D_E _ Digital
EXCITACAO MODELO
MY +CY+KY=p
Ruido
x
QQ =
AN Processo de
- K C Estimagio de | |
Validagdo Parimetros

FIG. 4.1 Processo csquemitico de simulagFo digital
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Mostra-s¢ nas Figuras (4.2a) ¢ (4.2b) o sinal de excitagdo obtido no tempo para 128 pontos

€ seu espectro, respectivamente. Cada ponto € sintetizado a partir de  harménicas de amplitude igual a 10

Newtons, a intervalos de discretizagdo de aproximadamente 0.05488 segundos.

Amplitude em Newtons

| ! ] ; ; ;

150

100 S—— LR SNSRI SO, SO S I .

50 bt LE A

L) ) T - ...............

150 ; i

tempo em seg.

FIG. 4.2a Sinal de excitagio no tempo (SPHS)

As caracteristicas do sistema adotadas para simulagio foram :

M=10Kg C=30Nsm K = 800N/m

a partir das quais obtém-se a frequéncia natural do sistema
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&)n= ﬁ

= 8,944 rdfs

Para ilustragio da resposta do sisterna adotou-se o periodo do sinal de excitagio equivalente a

dez vezes o periodo de vibrages livies do sistema. Isto equivale adotar o fator NPI = 10 ( Vide item 4.2 ).

700

600
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400

300

200

100

FIG. 4.2b Espectro do sinal de excitagio ( Largura de Banda de 56 rd/s )

Amplitude em Newtons
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A Figura 4.3 mostra a resposta em deslocamento do sistema a uma excitagdo com sinal

sintetizado. Pode-se observar, através desta figura, o mtervalo de fempo em que a fonte de excitagdo

permaneceu atuando até prevalecer a resposta de estado permanente.
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<
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tempo em seg,
FIG. 4.3 Resposta em deslocamento no tempo a urna excitagio com sinal sintetizado.

Entende-se por regime de estado permanente, a resposta obtida de forma proporcional a
excitagio. Uma vez atingida esta condigdo, podese afirmar que nfio existe transitorios superpostos a
resposta do sistema, devido & condigo inicial. Este efeito pode ser observado no primeiro periodo de
oscilagio da resposta ( Figura 4.3 ) de zero a aproximadamente 7 segundos, cuja configuragdo difere da

configiragdo dos periodos seguintes.

A resposta de regime permanente pode ser obtida estabelecendo-se uma tolerincia para o
desvio entre os valores da resposta, calculados entre os pontos de inicio de cada periodo.

4.11




A resposta nafural do sistena em deslocamento (transitdrio), quando submetido a uma

condigdo inicial de 0.001 metros com velocidade inicial nula, a partir da posigio de equilibrio, pode ser

observada na Figura 4.4. O periodo de vibragdes livies do sisterna € dado por :

10

T =

x1o?

2n

2 r
o, y1-§

amplitude em metros

onde & =

C

2. M.

................

.......

_______

ternpo em seg.

FIG. 4.4 Resposta livre em destocamento do sistema a uma condigfo inicial (transitério).
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Como pode-se observar, trata-se da vibragio vre de um sistema nio-conservativo, onde a
amplitude de vibragdo assume valores decrescentes no decorrer do tempo.

Através da Figura 4.5 procurou-se destacar o Ultimo periodo da resposta em deslocamento (
Figura 4.3 ), compreendido entre 28 ¢ 35 segundos aproximadamente, onde considerou-se para este
mtervalo de terapo, a resposta livie de transitorios, e portanto, em estado permanente,

amplitude em metros

02

0.15

0.1

0.05

-0.15

tempo em seg,

FIG. 4.5 Resposta em deslocamento de regime permanentc a uma excitagio com sinal sintetizado,
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Cabe destacar, com relagio a Figura 4.5, a existéncia de duas curvas superpostas,
representantes da resposta de estado permanente. A distingio entre as duas curvas apresenta-se
imperceptivel devido a escala grafica. Nio obstante, mostra-se através da Figura 4.6, a magnitude do desvio
entre as duas curvas de resposta.

X 10'3 amplitude em metros

/\GEFSR SN A N TN A ot _
% i i i
0 20 40 60 80 100 120 140
Np medigdes

FIG. 4.6 Magnitude do desvio entre as respostas em deslocamento de regime permanente
obtidas via compilador Fortran 77 ¢ compilador C ( MATLAB ).
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Através da Figura 4.6, procurou-se enfatizar os problemas de resolugio numérica do aparato
computacional utilizado, considerando-se a obtengZo da resposta simulada utilizando-se dois compiladores
distintos.

4.4. Contaminagiio do Vetor de Estado com Ruido Simulado

Neste item sera dada énfase as caracteristicas do ruido a ser adicionado ao vetor de estado
(equagdo (3.2.8)) que compde a matriz das varidveis instrumentais (equagdo (3.5.8)) ¢ por conseguinte,
as vaniveis de estado (equagio (2.6.3.3.4)) que compdem o Filtro de Kalman (equagio (2.6.3.3.11)).

A contaminagio com ruido simulado na matriz ou vetor de estado, procura retratar de
forma mais realistica, dados mensurdveis de forma direta obtidos em situagdes reais. A questio que se
coloca, entretanto, € o efeito ¢/ou influéncia do ruido no processo de estimagdo de parimetros do sistema,
quando o ruido € adicionado nas grandezas que se desejam medir. Algumas consideragbes com relagio 3
influéncia do ruido ja foram abordadas no Capitulo 2 (item 2.6.1).

O muido que se adiciona ao processo de simulagio do sistema € gerado de forma
deterministica. Para isso, utilizam-se sequéncias de nlmeros aleatérios no intervalo (0,1) [01].
Chaharbaghi [40] descreve técnicas utilizadas por um gerador de niimeros randdmicos de um sistema
computacional de simulagio (DSSL- DYNAMIC SYSTEMS SIMULATION LANGUAGE),
utilizado na obtengio de sequéncias independentes de niimeros aleatérios com baixa autocorrelagio, e
apresenta soflwares para avaliagio de propriedades estatisticas locais, buscando impor aos elementos da
sequéncia, o grau mais elevado possivel de randomicidade.

Neste trabalho, contaminou-se o vetor de estado utilizando-se uma sequéncia de nlimeros

pseudo-randdmicos gerada via MATLAB [47] ( Gerador "RAND" ) cujas caracteristicas estatisticas
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aproximam-na de um ruido branco. A média da fungio de autocorrelagio [41] para uma sequéncia de
ruido pode ser obtida utilizando-se a fungio matlab "CORRCOEF" € aproxima-se de zero quando o nuido

apresenta caracteristicas de ruido branco.

A questio que envolve a utilizagio de muido que assemelha-se ao ruido gaussiano-branco,
advem da propria formulagio tedrica do Filtro de Kalman. Em situages reais, o ruido sobreposto ao
vetor de estado ( vetor de mediges ) € autocorrelacionado, e portanto, de natureza colorida [09]. Bem
entendido, quando considera-se o ruido um processo estocastico estaciondio do tipo gaussiano-branco,
ficam evidenciadas restriges de natureza tedrica a ufilizagdo do Filtro de Kalman neste caso. Em
contrapartida, o esbogo matemitico para o estabelecimento do método de Kalman toma-se menos
complexo, uma vez que a sequéncia de ruido fica caracterizada umcamente em termos dos seus momentos

de primeira e segunda-ordem (média, variincia € autocovariincia).Neste caso pode-se escrever :

média = E[Vi]=0
variincia = Var [V}, ] = CONSTANTE

onde a autocovariincia depende unicamente do nltmero de intervalos de tempo entre as medigdes.

A Figura 4.7 mostra a sequéncia de ruido obtida no tempo com 128 clementos e sua

densidade espectral ( Transformada de Fourier da Fungdo de  Autocorrelagio), Figura 4.8.

A resposta de regime permanente com aproximadamente 10.0 % (RMS) de ruido sobreposto,

pode ser vista através da Figura 4.9.
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FIG. 47 Ruido simulado no tempo
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FIG. 4.8 Densidade espectral de poténeia da sequéneia de ruido
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FIG. 4.9 Resposta em deslocamento de regime permanente com nivel
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4.5 Apresentagio dos Resultados

Neste item sdo apresentados resultados do problema de estimagio de parimetros de sistemas
mecanicos utilizando-se o Filtro de Kalman em conjungZo com o Estimador das Varidveis Instrumentais.

4.5.1 Metodologia de Anilise

A metodologia empregada para obtengo dos resultados apresentados, foi desenvolvida da seguinte

maneira:

i  Inicialmente, buscando-se uma primeira visdo da eficiéncia da técnica de estimagio em estudo,
adotou-se um nivel 10 % RMS de ruido, sobreposto aos sinais de deslocamento e velocidade, e
aplicou-se o procedimento descrifo no préximo item.

ii. ~Tomou-se, de acordo com a metodologia empregada para discretizagio de sinais ( item 4.2 ), valores
de NPI no intervalo de 1 a 10, sendo que para cada valor de NPI foi feita uma varredura com niimero
de pontos de discretizagio Np variando entre 64 ¢ 260 pontos. Pode-se observar (item 4.2 ) que
uma variagio em Np, para um dado NPI, equivale a obter-se intervalos de tempo de discretizagio
diferentes para um mesmo periodo do sinal de excitagdo ( Anexo IT ).

fii. Calculou-se, tendo-se em vista o que foi exposto em "ii", 0 erro cometido na estimagio dos elementos
da matriz ¢ , expressio (3.5.5), relacionados com K ¢ C através da aproximagio de Taylor de

primeira ordem.

iv. A partir dos primeiros resultados obtidos, mostrados no Anexo I, realizou-se uma varredura em
porcentagem RMS de ruido, para valores de Np ¢ NPL cujos resultados de estimagfio foram

considerados passfveis de discussfio ( Anexo IIT ). Neste caso adotou-se como critério para selegio dos
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valores de Np ¢ NPI : os casos onde conseguiram-se methores resultados de estimagio utilizando-se o
Filiro de Kalman ¢ os casos em que o Filiro de Kalman apenas proporcionou resultados equivalentes
aos do Mctodo das Varidveis Instrumentais. Esses valores e seus respectivos resultados encontram-se
em destaque nas tabelas do Anexo IL

v. A partir dos resultados obtidos para valores de NFI= 5 ¢ Np = 92, utilizando-se a conjungio do Filtro
de Kalman com Variaveis Instrumentais, verificou-se a superioridade deste método em relagio aos
demais. Neste caso efetuou-se uma varredura para diversos coeficientes de amortecimento { do
subamortecimento a0 amortecimento critico ), buscando-se avaliar o comportamento da técnica

segundo este aspecto.

vi. Finalmente, analisou-se os resultados das estimativas quando utilizou-se a conjungdo de Minimos
Quadrados nfio recursivo com o Filtro de Kalman ( Anexos IV ¢ V). Buscou-se deste modo, avaliar a
influéncia das caracteristicas estatisticas do ruido nas estimativas, uma vez que, ao utilizar-se a
conjungio com Minimos Quadrados neste caso, o vetor de medigdes do Filtro de Kalman, expressio (
2.6.33.4), é o proprio vetor de estado sobreposto ao niido, ao passo que, a conjugar-se com
Varidveis Instrumentais, o vetor de medigo do filtro passa a ser composto de instrumentos obtidos da
altima iterag3o.

4.5.2 Consideragdes

De acordo 'cbm o que foi exposto no item anterior, buscou-s¢ avaliar o desempenho da
conjungo entre o Fillro de Kalman e o Estimador das Varidveis Instrumentais, onde procurou-se exarninar
o comportamento da técnica de estimaglio quando se varia o intervalo de tempo de discretizag®o em
determinadas faixas de frequéncia do sinal de excitagio. O critério utilizado para este fim encontra-se bem
posto na referéncia [01].
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As equagdes utilizadas para verificagio da técnica de estimagio de parimetros em estudo,
considerando-se valores tedricos adotados para simulagio (item 4.3 ), sdo :

2 327 Xl *1 p’1-| rx r)'('-|

.-x - o
1
3 X Xy X My [[1 -80T| [Ty Ty
2, % l=lx &% m T 1-3T)s|n, 5 @.52.1)
; ioi ille Trof | P
[ Xeer X [*x Xx B % T

com a matriz dos parimetros do modelo discreto, dada por :

KT
¢y bp 1\6 1 -80T
¢ =y 0p|=|T - T| =T 1-3T (4.52.2)
0 T/10
b b2l |, 'r/MJ

equivalente  versdo discretizada da equagio de estado do sistema na forma compacta , equagio (3.5.5).

A equagio recursiva que implementa o Método de Kalman Padriio , expressiio (2.6.3.3.10), €
da forma :

— : b ik_l—ro +KZ—10+
1EE E Iuk—l S

10

FH] [1 0] OT
a2 - Hi1
Xk-1 % 2 10

(4.5.2.3)
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Deve-se observar que o termo K na expressio (4.5.2.3) representa o ganho 6timo de estado

permanente obtido através da expressdo (3.8.D-Apéndice D) ¢ a configuragdo da expressio (4.5.2.2)
decorre da aproximagfio de primeira ordem, via Série de Taylor ( item 3.4 ), tomada para discretizagio da
equagdo de estado do sistema.

No Capitulo 2 (itern 2.5.2 ), tratou-se do problema de sistemas para simulagio, uma vez que
a eficiéneia dos métodos de estimagio de pardmetros depende da busca criteriosa para obtengio de um
mntervalo de tempo de discretizag3o adequado. Com isso, procura-se obter ima representagio converiente
de sinais de sistermas na forma discretizada, sem contudo descaracterizar a dinimica do processo causada
por perdas de informagdes entre os instantes discretos de tempo.

Uma allemativa para se contornar o problema [23] ¢ estabelecer wn Yimite superior para o
intervalo de tempo de discretizagio em fimgdo dos autovalores do sisterna.  Acima deste limite come-se o
risco de perder informagdes sobre a dinimica do processo, obtendo-¢ como consequéncia a impossibilidade
de reconstituigdo da forma continua dos sinais a partir da versdo discretizada ( Apéndice B )

Uma vez estabelecido o limite superior para o intervalo de tempo de discretizagio, o valor
adequado dewve situar-se abaixo desse limite. No entanto, deve-se precaver quanto ao uso de intervalos
discretos demasiadamente pequenos, uma vez que isto pressupSe amostragem demasiadamente ripida, e

portanto, mais susceptivel a introdugdo de ruidos [03].
A determinagio do limite superior para o intervalo de discretizagiio pode ser feita tomando-se a

matriz dindmica do sistema, expressio (3.2.8) usada para verificagio do método, e calculando-se seus

autovalores :
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cujos autovalores 3o
A, = - 1,5000 + 8,8176i A, = —1,5000 — 8,8176i

onde, através do item 2.5.2, pode-se escrever :

1 T

T< =0,3333  ou -
2|p;| 4Im(2,)

= 0,0891

A partir destes valores, toma-se como limite supetior para o intervalo de tempo de
discretizagio, o menor valor obtido, isto é, T=0,0891,

Os valores obtidos segundo este critério para intervalo de tempo de discretizagio ou
amostragem, asseguram que a resposta do sisterna representa convenientemente uma exponencial (T <
0,3333) ¢ um movimento oscilatério (T < 0,0891) . Vale salientar que em aplicagdes priticas envolvendo
o problema de caracterizagdo de sistemas, nio se tem conhecimento dos parametros que compdem a mafriz
dinimica ¢. Neste caso os calculos foram obtidos a partir de parimetros teéricos com o intuito de preservar
a inviolabilidade do limite superior durante toda analise.

Em situagdes reais, um critério que pode ser utilizado na busca por um intervalo de tempo de
discretizagio adequado, relaciona-se com o periodo de vibragbes livres do sistema ¢ com a faixa de
frequéncia do sinal de excitagio. De acordo com o que mostrou-se no item 4.2, deve-se garantir que as
frequéncias naturais do sistemna situem-se dentro dessa faixa. Este procedimento toma-se possivel quando se
tem conhecimento a priori da dindmica do sistema, seja pela estrutura fisica do sisterna, seja pela anilise

espectral da resposta.

Considerando-s¢ 0 critério relacionado com a faixa de frequéncia do sinal de excitagio
utilizado neste trabatho, a andlise envolve decomposigio espectral dos sinais de entrada e saida ( Apéndice
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B ). Com isto pode-se decidir sobre a faixa de frequéncia a ser adotada, considerando-s¢ o contetido
frequencial do sinal de excitagio.

Outros critérios podem ser apontados. Cita-se um critério proposto por Ljung [03], referindo-
se a utilizagdo de um valor aproximadamente igual a dez vezes a banda passante do sistema, estipulada, em
determinados casos [18], para o ponto de meia poténcia do espectro da resposta em deslocamento do
sistema . Entende-se por banda passante de um sistema, o espectro de sua resposta impulsional.

Outro aspecto a ser ressaltado diz respeito ao problema de estimagio da massa do sistema. No
inicio deste trabalho, atribuiu-se ao problema de caracterizagdo do sistema, a dificuldade que surge na
obtengdo de certos pardmetros via medigio direta. Nao obstante, com base no modelo adotado neste
estudo, hi de se considerar, em determinados casos, a possibilidade de trabalhar-se com a massa do sistema
concentrada em um tnico ponto, sem consequente perda de generalidade para a anilise.

Em tais situagdes, ¢ mais conveniente obter-se a massa do sistema via medigdo direta e aplicar-
se técnicas de estimagdo na obtengiio dos demais pardmetros. Este procedimento foi adotado neste trabatho,
onde considerou-se apenas estimagdo dos coeficientes de rigidez ¢ amortecimento. Para finalizar esta
discussdo, um ltimo aspecto deve ser ressaltado ¢ diz respeito 3 relagio existente entre o erro de estimagio
de parimetros do modelo matematico continuo e do modelo matematico discreto. Esta distingio deve ficar
suficientemente clara, uma vez que busca-se com este trabalho, investigar a eficiéncia de uma técnica de

estimagio medida a partir do erro cometido na obtengdo dos elementos da matriz ¢, cxpmsﬁo. (4.5.2.2),

mais precisamente ¢y, € ¢y -

O erro cometido na obtengfio dos parimetros K e C, expressio (3.2.1), figurantes do modelo
matemético continuo, depende do erro cometido na obtengfio de ¢, € ¢, ,expressio (4.5.2.2), e do tipo
de aproximagio tomada para discretizagdo do modelo continuo ( itern 3.4 ). Deste modo, ndo se pode

atribuir este erro A técnica de estimagdo.
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Asmlaqéme:dstemcspm-aocrrodcwﬁrmgﬁocnu'ckc&)lz,eentmécff;zz , podem

facilmente ser demostradas através de relages extraidas da expressdo (4.5.2.2), ou scja,

A

C

T : by =1- T (4.5.2.9)

De acordo com a expressio (3.5.11), o ermro cometido na estimagdo dos elementos da matriz ¢
pode ser dado por :

~

¢n_¢n

22

¢u — d?'11
by

ed, = *100 e e, = *¥100  (45.25)

Extraindo-se o valor de C ¢ K em (4.5.2.4), e calculando-se o erro de estimagio de acordo

com (3.5.11), ou seja

A

2 lK—K

~

C-C

*100 , &C=

* 100 (4.5.2.6)

pode-se substituir estes valores nas expressdes (4.5.2.6), para o emro em C ¢ K, e obter-se a expressio
para o erro de estimagdo cometido na obtengdo de Ce ﬁapmﬁrdoselementosdanmuiz ¢ tedrica e ¢
estimada dados por :

A

sK =

A~

d2=%2luyo0 |, el-

¢12

¢22 B &;22

*100 (4.5.2.7)
1- ¢22

De acordo com os resultados obtidos para o erro em C e K, expressdes (4.5.2.7), pode-se
concluir que o erro cometido pelo processo de estimagdo na obtengdo do elemento ¢, € igual ao emro

calculado para o coeficiente K , bastando comparar-se a respectiva expressio em (4.5.2.6) com a
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expressio em (4.5.2.5). Entretanto, com relagio ao parimetro C isto nio ocome e pode ser verificado

comparando-se a respectiva expressdo em (4.5.2.7) com a expressio em (4.5.2.5).

Com isto procurou-se justificar a apresentagdo dos resultados de estimagiio, mostrados nas
tabelas dos anexos IL 11T, IV ¢ V, onde foram designados os termos s K ¢ 8&312 bem como £C e 8&’22
para que s¢ faga a distingdo entre o erro de estimacdo dos parimetros de modelo continuo € do modelo

discreto, respectivamente. Neste caso, ao verificar-se a eficiéncia da téenica de estimago, utifiza-se apenas
os valores do erro relativo indicades por & Ef)u € (]322 .

Com base na discussio feita anteriormente, considerando-se a aproximagio de Taylor de
primeira ordem, utiizada neste trabalho, pode-se mostrar que a diferenga entre os valores do erro calculados
para C e &)22 ¢ funglio do intervalo de tempo de discretizag3o. Acrescenta-se a isto a existéneia de um

determinado valor do coeficiente de amortecimento para a qual esta diferenga é muito pequena. Neste
sentido basta estabelecer uma relagfio enfre as expressdes (4.5.2.7) e (4.5.2.5) para Ce ff)zz, onde

obtem-se :
Eé . ¢22
Bq)zz 1- ¢22
donde
eC =50, b2 (4.5.2.8)
1- ¢y

De posse do resultado anterior, expressio (4.5.2.8), ¢ considerando-se que a diferenga entre
sC ¢ 8(522 tende para zero quando €C /& ¢, tende para um, pode-se afirmar que :

¢ M

-1 (4.5.2.9)
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tende para um, quando M/C.T tende para dois. Neste caso pode-se calcular, em fingo do intervalo de
tempo de discretizagdo, o valor do coeficiente de amortecimento para qual a diferenga entre C e @22 é

pequena.

M 10 = 130,8901 —I\—I—E

2T  2%0,0382 m

Este resultado pode ser comprovado observando-se os resultados obtidos ¢ mostrados na
tabela 03 do Anexo II, para C = 130 N.s/m. Verifica-se que a diferenga entre os erros representados por
eC e 8$22érclaﬁvmnmtcpcquma,eistoconsﬁuﬂmnaspectohnponmtcascrconsidmdo quando se
esta diante do problema de estimagdo de parimetros de modelos continuos a partir da simulag3o do modelo
discreto. -

Muito embora esta andlise nio esteja contida nos objetivos do trabalho, cabe destacar que os
pardmetros do modelo auxiliar, utilizados pelo Método das Varidveis Instrumentais, € os parimetros
utilizados na sintese do Filtro de Kalman para obtengiio de novos instrumentos, contém emro orundo do
tipo de aproximagdo utifizada para discretizagio e consequentemente pode resultar em modelagem
inadequada do Filtro.

4.5.3 Resultados e Discussdes

Considerando-se¢ os aspectos enfocados nos itens anferiores, apresenta-se neste item,

resultados do problema de estimag3o de parimetros obtidos através da técnica de estimagio em estudo.

Scgundo a metodologia adotada para anilise, delincada no item 4.5.1 deste Capitulo,
resultados obtidos utilizando-se a conjungio do Estimador das Varidveis Instrumentais com o Filtro de
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Kalman sdo confrontados com resultados obtidos através da utilizagio do Estimador dos Minimos
Quadrados e das Varidveis Instrumentais utilizados separadamente.

Através dos resultados apresentados nas Figuras 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13, pode-se observar o
erro relativo cometido nas estimativas dos elementos ¢,, € ¢,, , paravalores NPI=1¢ NPI =5, quando

adota-se um nivel 10 % RMS de ruido sobreposto aos sinais de saida.

Analisando-se as Figuras 4.10 € 4.11, para (f)u e &)22 respectivamente, constatou-se que a
conjungdo de Varaveis Instrumentais com o Filtro de Kalman nio melhorou os resultados obtidos via
Vari4veis Instrumentais unicamente. Acredita-se que elevadas faixas de frequéncia do sinal de excitagdo,
adequadas 3 utilizagio do Método das Varidveis Instrumentais, a constatar-se pela magnitude do emro
apontado, impossibilita a obteng3o de melhores resultados, obtidos via conjungfio, pelo processamento
numérico desencadeado no Filtro de Kalman.

Um aspecto importante pode ser destacado com relagio s Figuras 4.12 € 4.13. Nestas figuras
sio0 mostrados resultados da conjungdo em condigdes idénticas as apresentadas pelas Figuras 4.10 ¢ 4.11,
exceto por ter sido utilizado um valor NPI = 5. Pela magnitude dos erros observados no esbogo grafico,
verifica-se a superioridade dos resultados proporcionados pela conjungdio, para valores de Np menores que
160.
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FIG. 4.10 Erro percentual nas estimativas do elemento ¢, para diversos valores de Np, 10 %
RMS de ruido e NPI= 1
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FIG. 4.11 Emo percentual nas estimativas do elemento ¢, para diversos valores de Np, 10 %
'RMS de ruido e NPI=1
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FIG. 4.12 Emo percentual nas estimativas do elemento ¢, para diversos valores de Np, 10 %
RMS de nido e NPI= 5
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FIG. 4.13 Eirro percentual nas estimativas do elemento ¢, para diversos valores de Np, 10 %
"RMS de ruido e NPI = 5.
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Por outro lado, observando-se cuidadosamente as tabelas do Anexo T, constata-se que, para
faixas de frequéncias decrescentes ( NPI aumentando ), o erro nas estimativas cresce paulatinamente
quando utiliza-s¢ 0 Método das Varaveis Instrumentais ¢ sua conjungiio com o Filtro de Kalman. Esta
tendéncia atenuou-se bastante com o aumento da taxa de amostragem ( obtido quando aumenta-se o valor

de Np ), ou s¢ja, com a diminuigio do valor do intervalo de tempo de discretizagio.

As Figuras 4.14, 4.15, 4.16 ¢ 4.17 mostram este efeito de forma mais clara. O comportamento
do erro nas estimativas de ¢,, € ¢, € mostrado para Np = 260 ¢ Np = 92, quando promove-sc uma
varredura sobre os valores de NPI de um a dez . Neste caso, pode-se verificar que a conjungio de
Vartiveis Instrumentais com Filtro de Katman, utilizando-se taxas de amostragem relativamente elevadas (
Np = 260 ), mostradas nas Figuras 4.14 ¢ 4.15, niio proporciona resultados methores por Varidveis
Instrumentais unicamente. Enfretanto, a magnitude do erro para ambos os métodos € muito pequena,

recaindo a justificativa sobre os supostos problemas de ordem numérica mencionados anferiormente.

Observando-se as figuras 4.16 ¢ 4.17, verifica-se que para taxas de amostragem relafivamente
menores ( Np = 92 ), os resultados proporcionados pela conjungdo dos estimadores apresentam-se
significativamente methores, com o efro mostrando-se sempre inferior a 10 %, para todas as faixas de
frequéncia adotadas. A partir dos resultados mostrados até o presente momento, constatou-se a ocorréncia

de um bom desempenho da conjungiio do M¢étodo das Varidveis Instrumentais com o Fittro de Kalman.

A técnica de estimagio de parimetros estudada mostrou-se eficiente em todas as faixas de
frequéneia adotadas, em detrimento do Método das Varidveis Instrumentais e dos Minimos Quadrados,
que apresenfaram meThores  resultados para altas e baixas frequéncias do sinal de excitaglo,

respectivamente.

4.31




FIG. 4.14 Erro percentual nas estimativas do elemento ¢, para diversos valores de NPL 10 %
RMS de ruido € Np =260
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FIG. 4.15 Erro percentual nas estimativas do elemento ¢,, para diversos valores de NPI, 10 %
RMS de ruido e Np = 260.
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Outro aspecto relacionado com o comportamento dos métodos de estimagio utilizados neste
trabatho, diz respeito aos resultados das estimativas mediante a adogio de niveis crescentes de ruido nos

sinais de saida.

Através das Figuras 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21, sdo mostrados resultados de estimagio obtidos a
partir da adogio de diferentes niveis de ruido, considerando-se os valores NPL= 1 ¢ Np = 260, Figuras 4.18
e 4.19, ¢ NPI = 5 ¢ Np = 92, Figuras 420 e 4.21. O que observa -se afravés destas figuras, quando
utiliza-se NPI = 1 ¢ Np = 260, ¢ a alta sensibilidade ao efeito do ruido exibida pelo Método dos Minimos
Quadrados quando aplicado nestas condigdes. Isto se verifica para ambos os elementos ¢, ¢ ¢,, a0
passo que, utitizando-se o Método das Variaveis Instrumentais ou sua conjungio com o Filtro de Kalman,
os resultados s3o proximos e bastante satisfatorios.

Por outro lado, para valores de NPI = § e Np = 92 pode-se observar, através das Figuras 4.20

€ 4.21 , que a conjungdo das Variaveis Instrumentais com o Filiro de Kalman proporciona um nivel de erro
nas estimativas do elemento ¢, aproximadamente constante. Com relagdo a0 elemento ¢, , 0 erro nas

estimativas cresce com o aumento do nivel de mido sobreposto aos sinais, indicando uma maior

sensibilidade ao ruido deste elemento neste caso.
Destaca-se ainda, com relago is Figuras 4.20 e 4.21, methores resultados das estimativas via

conjun¢do, comparados com aqueles obtidos via Varaveis Instrumentais. Acredita-se que isto esteja ligado
a propriedade do filtro de ajustar o cileulo do ganho ao niveis de ruido do processo.
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FIG. 4.18 Eiro percentual nas estimativas do elemento ¢,, para diversos niveis de ruido, NPI = 1
¢ Np = 260.
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Onfra questio que merece enfoque diz respeito ao que ocorre com a eficiéneia da técnica de
estimagdo de parimetros em estudo, quando se varia o indice de amortecimento do sistema. Entretanto,
cabe ressaltar, que uma anilisc conclusiva sob este aspecto, envolveria todo o processo de busca
desencadeado até agora. Neste caso, necessitaria utilizar-se diversos valores do  coeficiente de
amortecimento, mantendo-se inalterado o coeficiente de rigidez. Isto tomaria o trabatho muito longo; neste
caso, abordou-se o problema de forma resumida, consequentemente incompleta. Deste modo, prefere-se

remeter o estudo detathado deste problema a trabalhos posteriores, a nivel de periGdicos.

De acordo com o que foi estabelecido no pardgrafo anterior, procurou-se demostrar alguns
resultados, considerando-se diversos valores para o coeficiente de amortecimento, de modo a obter-se uma
varredura que vai de um sistema fracamente amortecido (C=5N.¢/m) a umn sistema criticamente amortecido
(C=180N.¢/m). Para isto tomou-se valores NPI = 5 ¢ Np = 92, cujos resultados s3o mostrados nas Figuras
4.22¢4.23.

O cfeito observado neste caso aponta uma tendéncia crescente do erro nas estimativas dos dois
elementos ¢, ¢ ¢,, . Isto permite constatar que a conjungiio de Variveis Instrumentais com Filtro de

Kalman revela wma acentuada sensibilidade a este efeito, na determinagdo do clemento ¢,,, para valores

de C maiores que 50. Entretanto, isto nfio ocorre nas estimativas do elemento ¢,, , que apresentou

resultados methores que os resultados proporcionados pelo Método das Variiveis Instrumentais,
Para mehhor compreensdo do que realmente ocorre, em face do fendmeno mostrado na

Figura 4.23, necessita-se de um processo de busca que proporcione informagdes mais detathadas sobre
discretizagdo e faixas de frequéncia de excitagdio. Esta tarefa também foi excluida do rabalho.
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Qutro aspecto importante a ser discutido diz respeito a natureza estatistica do ruido, sobreposto
ao vetor de medigio do Filtro de Kalman. Apresentou-se no item 2.6.3, consideragdes de natureza tedrica,
envolvendo propricdades estatisticas do nuido, € sua influéncia na obtengio do conjunfo de equagdes que
compdem o Filtro de Kalman. Tais propriedades sio caracteristicas de ruido gaussiano branco ( média zero
¢ vanincia constante ), e coniribuem bastante para a simplificagio do equacionamento matematico do
filtro.

Buscando-se analisar methor esta questdo, procurou-se modelar o Filtro de Kalman com
parimetros obtidos via Minimos Quadrados. Neste caso, ¢ vetor de medigo do fitro & obtido diretamente
a partir do vetor de estado, sobreposto ao ruido. A diferenga basica encontra-se na origem dos elementos
que compdem o vetor de medicio do filtro, uma vez que ao utiizar-se o Método das Variiveis
Instrumentais, estes elementos constituem mstrumentos resultantes da (ltima iteragiio efetuada pelo Método
das Varidveis Instrumentais.

Acredita-se que restrigbes impostas pelo Filiro de Kalman as caracteristicas estatisticas do
ruido, possam ter influéncia sobre os resultados obtidos, uma vez que o ruido contido nos instrumentos €
oriundo de um processamento via filtro linear ( modelo awxiliar ) . Neste caso, procurou-se apresentar
conjuntamente, resultados obtidos utilizando-se ambos os métodos. As Figuras 4.24 ¢ 4.25 mostram
resultados € estimagdo dos elementos ¢,, € ¢,, , considerando-se a utilizagdo de Minimos Quadrados e
Varaveis Instrumentais para modelagem do Filro de Kalman, e posterior estimagdo dos clementos da
matriz de pardmetros.

As estimativas do elemento ¢, mostrados na Figura 4.24 apresenta margem de erro
rclativamente elevada, quando modela-se o filiro via Minimos Quadrados (exceto para valores de Np
proximos de 64). O que pretende-se mostrar € que quando modela-se o filtro via Minimos Quadrados, as
caracteristicas do ruido sobreposto ao vetor de medigio estiio mais proximos das caracteristicas de ruido
branco. Contudo, nio foram obtidos resultados significativamente melhores. Acredita-se que o erro nas
estimativas, neste caso, relacionam-se com a modelagem inadequada do filtro , proporcionada pelo Mctodo
dos Minimos Quadrados, quando utilizado em faixas de frequéncia relativamente altas. Portanto, o filiro
aparenta ser mais sensivel a erros de modelagem que propriamente ds caracteristicas do ruido.
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FIG. 4.24 Emo percentual nas estimativas do elemento ¢,, para diversos valores de Np, 10 %
RMS de ruido e NPI = 1.

FIG. 4.25 Erro percentual nas estimativas do elemento ¢,, para diversos valores de Np, 10 %
RMS de ruido e NPI= 1.
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Outros resultados sfo apresentados através das Figuras 4.26 ¢ 4.27 para uma faixa de
frequéncia mais baixa ( NPI = 5 ). Observa-se através destas figuras, que resultados para Np relativamente
pequenos mostra-se methores quando utiliza-se 0 M¢étodo dos Minimos Quadrados para modelagem do
filtro. Pelo que pode-se observar, 0 Método dos Minimos Quadrados proporciona melhores resultados em
faixas de frequéncia relativamente baixas e para valores de Np relativamente pequenos. Acreditase que
isto, eventualmente, proporcione uma modelagem mais adequado para o Filtro de Kalman.

aff)u%

FIG. 4.26 Enro percentual nas estimativas do elemento ¢, para diversos valores de Np, 10 %
RMS d= ruido € NPI=5.
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FIG. 4.27 Emo percentual nas estimativas do elemento ¢, para diversos valores de Np, 10 %
RMS de ruido e NPI =5,

Finalmente, com o intuito de imvestigar a influéncia das caracteristicas estatisticas do ruido nas
estimativas, quando submete-se a resposta do sisterna a diferentes niveis de nuido, promoveu-se uma
varredura em porcentagem RMS de ruido para aplicagdo das técnicas em conjungdo. Os resultados obtidos
para as conjungdes entre o Filro de Kalman e Variveis Instrumentais, ¢ entre o Filtro de Kalman ¢ o
Estimador dos Minimos Quadrados, sio mostrados nas Figuras 4.28, 4.29, 4.30, € 4.31.

As Figuras 4.28 ¢ 4.29 mostram resultados de estimagiio obtidos para NPI = 1 ¢ Np = 260.
Estes valores indicam a utilizagio de faixas de frequéncias relafivamente altas ( NPI) e alta taxa de
amostragem { Np ). Nesta situagio, o Método dos Minimos Quadrados nio tem apresentado béns
resultados de estimagfo, e isto pode ser comprovado através dos resultados mostrados nas tabelas ¢ grificos
contidos neste capitulo € nos anexos. Este comportamento mostra-se mais acentuado na obtengio do

elemento ¢, , muito embora ambos os elementos, ¢, ¢ ¢ , influem diretamente na modelagem da

4.42




equagiio do Filtro de Kalman, onde acredita-se que seja um dos principais fatores responsaveis pelo erro no

processo de estimagfo, em detrimento de se ter ruido branco ou colorido.

Observando-se as Figuras 4.30 e 431, constata-se a oconéneia de um bom desempenho da
conjungdo entre o Filtro de Kalman ¢ o Estimador da Vaniveis Instrumentais, mesmo em niveis elevados
de ruido, por motivos ja mencionados anteriommente. Supde-se que o ruido sobrepostos aos instrumentos,
quando nlo se tem estimativas exatas, apresenta um nivel de correlagdo bem mais elevado que a sequéncia
de ruidos obtida pelo gerador de ruidos aleatérios. Esta sequéncia de ruido passa a ser sobreposta ao vetor
de medigio do filtro quando a conjungdo € feita com Minimos Quadrados.

Do ponto de vista dos resultados obtidos através da conjungio do Filtro de Kalman com o
Meétodo dos Minimos Quadrados, verifica-se a superioridade destes resultados, se comparados com os
resultados mostrados nas Figuras 4.28 ¢ 4.29. Entretanto, os resultados desta conjungio supcraram aqueles
obtidos via Variaveis Instrumentais, apenas em baixos niveis de ruido onde, em geral, nesta faixa de
frequéncia e neste intervalo de tempo de discretizagio, obteve-se melhor modelagem  do Filtro de Kalman,
proporcionada pelos resultados de estimagio via Minimos Quadrados.
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FIG. 4.31 Erro percentual nas estimativas do elemento ¢, para diversos niveis de ruido, NPI =5
¢ Np=92.
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4.6 Conclusio

Apresentou-se neste capitulo, resultados do problema de estimagfio de parimetros de sisternas
mecinicos no dominio do tempo. Os resultados apresentados foram obtidos utilizando-se 0 Método dos
Minimos Quadrados, o Método das Varidveis Instrumentais, e a conjungio destes métodos com o Filtro de
Kalman, onde procurou-se avaliar a eficiéncia das conjungdes. Procurou-se medir a eficiéncia do método
em conjungdo, comparando-se seus resultados com resultados obtidos utilizando-se Minimos Quadrados e
Variavess Instrumentais separadamente.

Para este fim, simulou-se o sistema massa-mola-amortecedor viscoso com um grau de
liberdade, excitado por um sinal rico em componentes de frequéncia ( Schroeder ). O wetor de estado do
sisterna { resposta a excitagdo ) foi obtido através de integragio numérica, utilizando-se o Método Runge

Kutta de quarta ordern.

Vale regsaltar a importincia da obteng3o da resposta de regime permanente para 0 processo de
estimagio de paramefros. Neste sentido, procurcu-se viabifizar a obtengio da resposta de regime
permanente utiizando-se comandos especificos no programa computacional Deve-se observar ( Figura
4.9 ) a existéncia de residuo entre as respostas de regime permanente para dois compiladores diferentes. E
importante destacar a repeticio dos valores residuais de mesma grandeza, nos cinco periodos de resposta
mostrados na Figura 4.3. |

Estes e outros aspectos tém grande influéncia no problema de estimagio de pardmetros.
Entretanto, neste estudo, procurou-se avaliar a eficiéneia da conjungiio do Estimador das Variiveis

Instrumentais com o Filtro de Kalman, a partir dos resultados de simulag3o.

No entanto pode-se concluir, com base nos resultados apresentados, que a técnica de

estimagio de parfimetros em estudo proporcionou a obtengdo de resultados bastante safisfatorios.
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Entretanto deve-se reconhecer a necessidade da realizagdo de pesquisas mais aprofundadas sobre o assunto,
incluindo-se a extensdo da sua aplicagdo a sistemas de ordem mais elevada.

A principal vantagem proporcionada por esta forma de estimagdo € a obtengiio de bons
resultados em altas € em baixas faixas de frequéneia do sinal de excitagio. O mesmo nio ocorre quando
utiliza-se o Estimador dos Minimos Quadrados e das Varidveis Instrumentais, separadamente. Isto pode ser
observado através dos resultados obtidos, uma vez que, trabalhando-se em baixas faixas de frequéncia e
com intervalos de discretizagio relativamente elevados, o Método dos Minimos Quadrados apresenta
melhores resultados, enquanto que, na situagdo oposta prevalece o Método das Varidveis Instrumentais.
Acrescenta-se ainda que a utilizagio do Filtro de Kalman demonstra proporcionar bons resultados em
situagdes onde se tem elevados niveis de ruido. Acredita-se que isto deve-se & propriedade apresentada
pelo Filiro de Kalman, de ajustar os valores do ganho de acordo com o nivel de ruido de estado ¢ de

medigio

4.47



CAPITULO 5

5. CONCLUSAQO GERAL

~ Desenvolveu-se neste trabalho o estudo de uma técnica de estimagiio de parimetros de
sisternas mecdnicos no dominio do tempo, onde investigou-se o efeito resultante da utiizagio do Filtro
de Kalman em conjung3o com o Estimador das Vanawveis Instrumentais.

Para a verificagio da técnica de estimacio de parimetros em questio, utilizou-se um
sisterna massa-mola-amortecedor viscoso de um grau  de liberdade (modelo de Kelvin), cujo
comportamento dinimico € descrifo por uma equagio diferencial linear de segunda-ordem com

coeficientes constantes.

Inicialmente de posse do modelo matemético, wtilizado como weiculo no processo de
investigacio, reduziu-se este modelo 3 sua forma de estado, adequada para sirmdagfio no tempo onde
utitizou-se o método explicito Runge-Kutta de quarta-ordem com coeficientes de Runge. Oultros meétodos
de intcgraqz'ior numérica foram citados, vantagens e desvantagens de cada método foram anahsadas e

discutidas,

Buscando-se avaliar a eficiéncia da técnica de estimag3o em estudo, procurou-se contaminar o
vetor de estado ( conjunto de dados ou medigtes) com uma sequéneia de ruidos simulados com
caracteristicas proximas de ruido branco. Neste caso, obteve-se o vetor de estado, uma vez assegurada a
condigiio de regime permanente do sistema, o scja, completa eliminagfio de transitérios que se sobrepde 4

resposta do sistemna.
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Uma exposi¢io tedrica sobre os estimadores de parimetros de estado utilizados na sintese da
técnica de estimagio, foi realizada. Com isso buscou-se destacar propriedades estatisticas dos estimadores,

como também, eventuais restrigdes impostas ao modelo matematico e ao ruido.

Como forma de viabilizar a utitzagio de computador digital para processamento  da  técnica
de estimagio utilizou-se a técnica de discretizagdo de sistemas via Série de Taylor ( aproximagio de

primeira ordem ).

Testou-se a eficiéncia da téenica de estimagdo para virios intervalos de tempo de discretizagio,
considerando-se determinadas faixas de frequéncias de excitagdo, e para varios niveis de ruido sobrepostos
aos sinais de saida do sistema . Para isto utilizou-s¢ 0 modelo matematico na forma discreta ¢ montou-se

um algortmo para obtengdo de resultados .

Formulou-se o problema de estimagio de parimetros reduzindo-se o modelo matematico 3
forma matricial compacta onde utilizou-se, a partir desta formulagdio, o Método das Varidveis Instrumentais
para obtengio dos coeficientes de rigidez € amortecimento. Com os parimetros assim obtidos, modelou-
s¢ o Filtro de Kalman com objetivo de gerar novos instrumentos, e posterionmente recalcular os coeficientes

de rigidez ¢ amortecimento.

Adicionalmente, procurou-se avaliar a eficiéncia da técnica de estimagio sem a participagio do |
Estimador das Varidveis Instrumentais no processo. Neste caso, utilizaram-se os coeficientes estimados via
Minimos Quadrados na modelzgem do Filtro de Kalman, e utilizou-se o wvetor de estado sobreposto ao
ruido, como vetor de medigio do filtro. A questio que se coloca € que o vetor de medigSes do Filtro de
Kahmn,'obtido desta forma, contém ruido sobreposto com caracteristicas proximas de ruido branco, ao

passo que, quando obtido a partir de instrumentos, acredita-se que isto nfio ocorra.
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Uma exposigio tedrica sobre os estimadores de parimetros de estado utilizados na sintese da
técnica de estimagdo, foi realizada. Comn isso buscou-se destacar propriedades estatisticas dos estimadorcs,

como tamb<m, eventuais restrigdes impostas a0 modelo matematico e ao ruido.

Como forma de viabilizar a utilizagio de computador digital para processamento da  técnica
de estimagio utilizou-se a técnica de discretizagdo de sistemas via Scrie de Taylor ( aproximagio de

primeira ordem ).

Testou-se a eficiéncia da téonica de estimagio para varios intervalos de tempo de discretizagio,
considerando-se determinadas faixas de frequéncias de excitagio, € para vérios niveis de nuido sobrepostos
aos sinais de saida do sistema . Para isto utilizou-se 0 modelo matematico na forma discreta e montou-se

um algoritmo para obtengio de resultados .

Formulou-s¢ o problema de estimagio de pardmetros reduzindo-se o modelo matematico a
forma matricial compacta onde ufilizou-se, a partir desta formulagio, o Método das Varifveis Instrumentais
para obtengio dos coeficientes de rigidez ¢ amortecimento. Com os parfimetros assim obtidos, modelou-
se o Filtro de Kalman com objetivo de gerar novos instrumentos, e posteriormente recalcular os coeficientes

de rigidez ¢ amortecimento.

Adicionalmente, procurou-se avaliar a eficiéncia da téenica de estimagio sem‘a participacdo do
Estimador das Variiveis Instrumentais no processo. Neste caso, utilizaram-se os coeficientes estimados via
Minimos Quadrados na modelagem do Filtro de Kalman, ¢ utilizou-se o vetor de estado sobreposto ao
ruido, como vetor de medigio do filtro. A questio que se coloca € que o vetor de medigbes do Filtro de
Kalmzm,‘obﬁdo desta forma, contém ruido sobreposto com caracteristicas proximas de ruido branco, ao

passo que, quando obtido a partir de instrumentos, acredita-se que isto nio ocorra.
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APENDICES

APENDICE A

INTEGRACAO NUMERICA.

1. Introdugio

A operagio de integragio numeérica geralmente surge em mvestigagbes num largo
espectro de disciplinas, onde cada operador toma uma fungio continua no dominio do tempo e a partir de
determinados procedimentos, gera uma outra fungfio continua no tempo denominada integral. No curso
de calculo as finghes a serem infegradas apresentam formas convenientes para integragio analitica,
porém, em situagdes no ambito pratico, existe uma tendéncia consistente  dessas fungdes de nio se

adequaremn a integragiio analiica, viabilizando o processo de integragio por meios numericos.

O adwvento dos computadores analogicos e digitais pds fim auma barreira que impedia o
aprofundamento  de  determinadas mvestigagdes sobre fendmenos governados por fungbes, por assim
dizer, "mal comportadas”,

Supde-se que se tenha uma fungio confinua no tempo p( t) a‘ set integrada usando-se técnicas
numéricas. Precisa-se, no entanto, converté-la numa fungio consoante com o cilculo numérico. Uma
forma bisica € dividi-la em intervalos de tempo iguais e considerar a fungfio constante naquele intervalo
(Amostragem Uniforme); a funglo assim, ¢ dita, digitalizada ou discretizada e a cada infervalo de
tempo gera-s¢ uma sequéncia de niimeros

p(O), (1), W(2T)..
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O objetivo € obter um sisterna discreto no tempo, onde p(t =kT)é usada como entrada e
a resposta constitui uma boa aproximagiio da integral de p(t=kT), denotada por y(kT), ou simplesmente
Y(k). Entdo,

_i b kT ’
6, =-tg l[a—“}y(k) ~ jo p(t)dt (INTEGRADOR NUMERICO)
n

Um modelo conceitual deste procedimento € ;

pt) _/5 wk) _ [PROCESsADOR y(k)
T NUMERICO

FIG. 1A Integrador numérnico. Modelo conceitual

Construindo-se um grafico com elementos espagados de um valor T como abcissa e y(K)
como ordenada, tem-se uma versdo aproximada e discretizada da ntegral de u( t ). Em geral a exatidio
da verso discretizada aumenta quando se usa valores de T cada vez menores, entretanto, a escolha de T

ndo ¢ simples e deve situar-se no ponto de equilibrio entre dois fatores conflitantes:
© T deve ser bastante pequeno para que s¢ tenha maxima aproximagao.

= T deve ser o maior possivel, de forma que se fenha a integragio completa com um nitmero reduado
de iteragSes. Com isto evita-se a propagacio de erros de tnmncamento, round-off etc,, gerados pelo

comptimento finito de palavra dos processadores numéricos.

Em muitas ocasifes, a caracterizagio do comportamento dindmico de  sisternas € feita
com o uso de equagbes diferenciais. Numerosos exemplos sio encontrados nos campos da

Engenharia, Economia, Administrago, Fisica, Fisiologia etc.. Em cada caso, cumpre resolver a equagio
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diferencial; porém, em situagbes priticas, essas solugbes sio, em geral, dificeis de se obter via
meétodos analiticos. Dai entdo, a necessidade do uso de computadores digitais para este propdsito,

Para sc obter a solugiio aproximada de wma equagio  diferencial, através do uso de
computador  digital, passa-se a equagio a sua versdo discreizada, comveniente ao  procedimento

numeérico.

A seguir descreve-se, a titulo de flustragio, um procedimento para infegragio numérica de

equagdes diferenciais ordindnias (E.ID.O) de segunda-ordem.

2. Integragio Numérica de uma E.D.O de Segunda-Ordem

Seja o caso de uma ED.O de segunda-ordem que relate a  trajetdria y( t ) de uma
determinada massa , sobre um plano fixo. Esta massa encontra-se presa a uma mola € a um amortecedor
Miscoso, € portanto, restrifa a um movimento oscillatorio em tomo de um ponto  de equilibrio. Ao ser

desequilibrada  por uma perturbagdo qualquer p( t ), ela movimenta-se de forma permanente ou

transitéria,

Este sistema fisico pode ter seu comportamento regido por uma equagio diferencial linear
ordiniria de segunda-ordem:

2
ddbt’gt) " C/M——ud):l(tt) + K/ My(t) = F/ Mp(t) (21.4)

ond= M, C, K e F s3o constantes arbitrarins.
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Supde-se, meste caso, que haja necessidade de procedimento numérico. A intervalos
discretos t = KT obtém-se:

2
d (kT) + =3

K F
az? My K0+ L Y(KT) = = u(kT) 22.4)

Do cdlculo elementar, tem-s¢ a seguinte aproximagZo:

4 < YD - yKT-T)
= y(kT) = T (2.3.A)

Consequentemente, a partir de um procedimento andlogo, obtém-se para a segunda derivada :

.

d
42 dfd ¥IET) - —y(KT-T)
d—t-z-y(kT) = EY(EY(RT)) O 1‘3‘ (2.4.A)

que melhora em precisio quando T toma-se muito pequeno. Substituindo-se a relagio (2.3.A) em

(2.4.A) obtém-se:
, y(kT) - y(kT-T)  y(kT-T) - y(kT-2T)
d T T
kT ~ =
P y(KT) T

2.5.A)
_ y(kT) - 2y(kT-T) + y(kT-2T)
T

Inserindo-se¢ as aproximagles (2.3.A) € (2.5.A) na expressio (2.2.A), obtém-se, apds
algumas manipulagGes, o seguinte resultado:
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C

2+—T 1
y(kT) = Y(KT-T) - y(kKT-2T) +
C K. 2 (o K
1+ —T+—T ety sl
M M 1+MT+MT
(2.6.A)
2
* CT FK n(kT)
Pty Pl o
M M
A expressio (2.6.A) pode ainda ser escrita na forma:
Ya ) = bou(k) - ayy, (k-1) - agy, k-2)  para k=1,2,3, - @7.8)
2
onde : by = C T FK (2.8.A)
1 —=T%—T*
M M
%T—2
a = (2.9.A)
1+ S K2
M M
a - (2.10.A)
2 10.
1+ S Kp2
M M

Dessa forma, podese usar a relagio iterativa (2.7.A) para se encontrar uma solugio

aproximada para a ED.O. de segunda-ordem.

A5



Da teoria das equagdes diferenciais, obtém-se uma das curvas, de uma familia de curvas,

cgluc compde a solugio geral de uma E.D.O., fomecendo-se duas condigdes iniciais em =0, isto ¢, y(0) ¢
Y(0)

d

Uma vez iniciada a iteragio em K=1, toma-sc incoveniente pré-especificar a condigio

mictal Y, (-1), o que pode ser contomado faciimente fazendo-se:

dy(0) _Y¥a(O)-ya(-1) | Y1) = y(©)-1 YO

dt T - dt

Em suma, as condigbes iniciais para a obtengio da solugio numérica aproximada da

expressio (2.7.A) sdo:
Y(0) =3(0)
7a(-0=yO-TED  emk=1

Estes conceitos , de maneira similar, podem ser extendidos aos casos de E.D.O.'s de ordem
mais elevada. E importante notar que uma E.D.O. de primeira ou segunda-ordem, gerauma equagio a
diferengas, também de primera ou de segunda-ordem, respectivamente, €, por razfes Gbvias, esta
propriedade extende-se a E.D.O.'s de ordem mais elevada, |

_ Deve-se notar que utilizou-se como #ustragio para o processo de inteeragio numérica, e
obtencdo da equagdo a diferengas padrio usando-se 0 método da primeira diferenga, adequada pora a
descrigiio de sistemas na forma entrada-saida. Adotou-se esta forma, uma vez que, do ponto de vista

analitico, fica mais evidente o que realmente ocorre no processo de aproximagio, Nio obstante, acrescenta-
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se que utilizou-se neste trabalho, a descrigdo matemitica a partir do conceito de estado. Fsta forma de
descrigio € adequada para a implementagio de métodos de integrago indireta do tipo Runge-Kutta,
3. Métodos de Integragio Numérica usando as Formulas de RUNGE-KUTTA com

Coelicientes de RUNGE

Em meio a um vasto nimero de métodos numéricos disponiveis para se resobver problemas
de valor inicial, 0 método de RUNGE-KUTTA € provavelmente um dos mais frequentemente usados em
computadores. Um desenvolvimento detalhado da formula de RUNGE-KUTTA com  coeficientes de
RUNGE, com coeficientes de KUTTA, ou com coeficientes de GIL1., pode ser faciimente encontrado

na hteratura.

Suple-s¢ uma equagio diferencial de primeira-ordem, por simplicidade, Y' = ft,Y). As
condi¢des iniciais sio dadas como (t;,Yy ) O problema ¢ encontrar Y; correspondente ao novo
tempot=1*, + At (FIG. 2A).

Y,

FIG. 2A Solugdo passo-a-passo de y' = f{L.y).
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Uma vez encontrando-s¢ y; , um valor subseqiiente de y, no caso, Y2 , que corresponde a

um novo valor do tempo t+2At , passa a ser calculado. Desta mancira, passo-a-passo, a relagio y -

t procurada pode ser obtida e tabulada.
No método RUNGE-KUTTA, a férmula bésica, com coeficientes de RUNGE é:

Ynr1 = Ynt AYn
Ondc A Ayo = %(k0+2k1+k3)
5] kO = f(tnsyn)

At k
k, = f(tn b oYy ?"At)

At

k
kzzf(tn+—2— ; yn+?lﬂ.t)

ky = f(t, + At , y, + k,At)

(3.1.A)

(3.2.A)

(3.3.A)

(3.4.A)

(3.5.A)

(3.6.A)

A interpretagfio geométrica dos valores K até K3 € mostrada na FIG. 3A. Os quatros

valores de K| representam as inclinagdes da curva em vérios pontos.
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¥4

Y—A‘(ko+2k1+2k2 +ig)
yn+1
y,tkAt
yn+klAt/2.
yn+k0At/2.
b
th  t AL trAt t

FIG. 3A. Quatro avaliagSes da fung3o antes de avangar um passo.

¥4
. Ay =k0At
b1 o B Rt SR e LR
: A
Ayn
¥ b . RIS, TR,
U ineky
t t,+At t

FIG. 4A. Uma avaliagio da fungZo por passo pelo método de EULER.
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E inferessante comparar o método RUNGE-KUTTA com o método de EULER, que ¢
usualmente discutido nos cursos basicos de célculo numérico. No método de EULER a formula bisica

¢ simplesmente

Yn+1 = ¥u + KoAt (3.7.A)

onde ko = ypu = £ (ty,Y,).

Pessa forma, no método de EULER, a solugdo aproximada y,,; (FIG. 44), depende
unicamente de y, e da inclinaglio k no ponto (t, .y, ), enquanto que no métodoc RUNGE-KUTTA, ¢la
depende, niio somente de y,, ¢ K, como também de trés inclinagdes meédias ponderadas, sendo que a
inclinagio no centro do intervalo € ponderada duas vezes. Neste contexto, toma-se clara a superoridade do
método RUNGE- KUTTA no que se refere a precisiio numérica da operagido da aproximagio. Este
método apresenta um erro local proporcional a At> e um emo global proporcional a At*, ao passo que
usando-se o método de EULER, obtém-se um ewo local proporcional a A2 e um erro global

proporcional a At.
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APENDICE B
ANALISE ESPECTRAL

1. Série de Fourier

Seja f{ t ) um sinal periddico no tempo, com periodo Tp. Admite-se que f{ t ) satisfaga as

seguintes condigdes:

1 Possui valor médio finito no intervalo [ O, Tp }.
2 E continua no intervalo {0, Tp ], ou, se apresentar descontinuidades, que s¢jam finitas € em ndmero
finito.

3 Possui nimero finito de maximos ¢ minimos no intervalo{ O, Tp ).

Se f{t) atende as condigdes acima, ditas condigdes de Dirirchlet, entio pode ser
decomposta em uma série de Fourier ou série trigonométrica de sinais senoidais € cossenoidais, com
frequéncia fundamental w, = 27t/Tp.

A série trigonométrica de Fourier apresenta-se da scguinte forma :

N
ag + 2 [a,cos(nwgt) + by sen(nwot)]
n=1

onde, quando N — oo, converge para f{t). Assim, em tais circunstincias,

N
f(t) = a; + D [a, cosnwyt + by sennwyt] (1.1B)

n=]
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cujos termos ag, a,, € b, sio dados por :

1 pt+Tp
ag = TJ'[D f(t)dt (1.2B)
2 ¢t,+Tp
a, = —L f(t)cos(nw,yt)dt (1.3.B)
T,
2 et +Tp
b, = ;fj[ f(t)sen (nw,t)dt (14B)

O termo a;, € o valor médio ou nivel d.c. do sinal f{t) no intervalo [t, , t, + Tp].

Outras representagdes sdo admitidas, como:

L Forma Trigonométrica Compacta

N
f(t) = a9 + D C, cos(nwgt + 6,) (1.5.B)
n=1
1
onde, C,= [a?1 + b,zl]/2 (1.6.B)
b
0, = - tg"[-—ﬂ] (17B)
an
.. Forma Exponencial
f(t)= D F,el"™! (1.8B)
n=—m
_ 1 t‘+Tp -ll'l.(.q-'l
onde F=c jo f(t)e dt (1.9B)
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A obtengdo da forma exponencial & possivel fazendo-se uma substituigio na expressio
(1.1.B), das expresses equivalentes de EULER,

ejnml,t _ c—jnmut

2j

sen no ot =

e Jnoxt + e inogt
2

Cos nw,t =

Apbs algumas manipulagSes, as formas (1.8B) e (1.9.B) sdo obtidas e os coeficientes
a9, Fy, ay, by, € F,  sdo dados por

b, = -’(Fn - F—n)
1
F= E an - an)

O termo F; representa o cOmputo das frequéncia angulares negaﬁvas; Uma
interpretagfio geométrica para as frequéncias angulares negativas pode ser dada pela Figura (1B):
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FIG. 1B. Interpretagdo geométrica para as frequéncias angulares negativas.

F(t) = zl;fwf(m) eIt g

No plano imaginério, as componentes imaginarias de F,, ¢ F_, se anulam para um dado valor
real de f{ t ), como mostra a figura (1B).

2. Transformada de Fourier

Como ji mencionada, a séric trigonométrica de Fourier ¢ a expansio de uma fungfo
periddica como uma soma de senos € cossenos, cujas amplitudes sdo finitas € suas frequéncias sfo
maltiplos da frequéncia fundamental

Contudo, esta técnica de anilise pode ser aplicada a sinais nfo periddicos, mediante o uso das

integrais de Fourier. Deste modo, para todo sinal ndo periédico de energia finita, sua transformada
pode ser calculada por meio de transformagdes lineares da forma,
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1 (o :

f(t)y = — Jot

®=: I_mF(co)c do (2.1B)

F(t) = ij’“ f(w) eI dt (2.2B)
5 2.

Usando-se a equagdo (2.1.B), podemos escrever uma fungdo nio-periodica f{t), em
termos de fungdes exponenciais, em todo intervalo [<o , 0 . Uma componente qualquer de |
frequéncia o) terd amplitude igual a F( o ).

As equagdes (2.1.B) e (2.2.B) sdo conhecidas como pares de transformadas de Fourier
permitindo a transferéncia de uma fungdo do dominio do tempo para o dominio da frequéncia, ¢
vice-versa; procedimento bastante usual em andlise de fungbes. Assim:

F(®) = Transformada de Fourier = F[f{ t )]
f{ t ) = Transformada inversa de Fourier = F-[F(®)]

No estudo das séries de Fourier, as frequéncias angulares sio discretas e multiplas da
frequéncia fundamental ©p , ou seja, ®, = nwy com n inteiro, onde wy, = 2n/Tp ¢ Tp € o perodo

do sinal. Assim

2nn
CDn = -T—p“

Considera-se agora, o caso de ® nfio ser mais discreta e sim continua em  [-0,c0]: no

primeiro caso a discretizagio implica em Aw = 27 /Tp ,porém, no segundo caso, com Tp—>co, temos

que ® —> 0, dai a justificativa para o uso da integral ao invés de somatdrio.
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E importante assegurar neste estudo, condigbes matematicas para a  existéncia da
transformada de Fourier. Observando-s¢ a expressio (2.2.B), a magnitude de e3¢ 1. Portanto uma

condigio para a existéncia da transformada de Fourier é que:

aQ
| IElat (23B)
seja limitada.
Esta condigfio € necessaria mas nio € suficiente. Sabe-se no entanto, que tanto a série de
Fourier como a transformada de Fourer sdo definigdes essencialmente mateméticas. Do ponto de vista

pratico, nio podemos integrar um sinal durante um intervalo de tempo infinito. Portanto, o procedimento
usual € se fazer uma estimagdo da transformada de Fourier, definida na forma,

f(w,t) = Tipj'rp ()l do (2.4.B)

tanto para sinais periédicos como para sinais transitorios.
3. Anilise Espectral

3.1 Interpretagdo direta
E dado um sinal f{t) e busca-se decompor este sinal em sinais senoidais. O interesse

nesta decomposigio, provém do fato de ser possivel estudar a transmiss3o de um  sinal por um sistema

linear ¢ decompor este sinal em elementos simples como sendides, por exemplo. A agdo de um
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sistena lincar sobre um sinal senoidal também pode ser comodamente representada pela sua fimglio ds
transferéncia. Esta operagio pode ser cfctuada pela transformada de  Fourier de f{ t ), definida

anteriormente pela integral

Flo) = fw f(t)e I gt (3.1B)

onde, para o caso de fungdes habiualmente encontradas na pratica industrial e cientifica, esta intcgral
sempre converge. Com  efeito, estes sinais [f{ t )] descrevem fendmenos lmitados no tempo € no

espago, € nio sio diferentes de zero por mais que um dominio finito.

Como exemplo, pode-se facilmente verificar que a transformada de Fourier de
f(t) = e ™ senpt x(t), com [x(t) =0, t{0
x(1) =1, t>0]
admite por expressio

§(t—nT) —F > ¢7IonT

£ (1) —> A3 f(nT) o-jonT _ F'(0)

Fo+o")=TY f(nT) ¢ 10T e-ionT
~ |

—i . )
eJe"T =1, pois @ = £

= F ()

Flw) =

(jm+oc)2+[32
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O significado da fungdo F(w) pode, muito simplesmente, ser compreendido da seguinte

maneira: decompde-se a exponencial e7®t |

eI = coswt — jsenowt (3.2B)

onde substituindo-se (3.2.B) em (3.1.B) se tem,

F(o) = [ f(t)cosotdt - j [Tty senoott (33B)

Considera-se agora um valor particular de @. Se f{t) admite uma componente semelhante a
cos ®t, ou seja, uma componente que muda de sinal no mesmo tempo em que coswt, entdo a integral

Re[F(0)] = f:f(t)coswt dt (34.B)

¢ diferente de zero, como € observado em f;(t) = A coswt el Do confrario, para
f,(t) = senot ou f3(t) = cos®t com ® # ® nio hi sincronismo com coset nas mudangas de sinal,
logo, a integral anterior se anula. Desta forma, a primeira integral da expressio (3.3.B) assume um

valor real que entra na composigdo de F(w).

Constata-se assim, que a operagio matematica (3.4.B) provoca, de tal sorte, uma

extragfio da comy onente de f{ t ) semelhante a cos wt.
Seja o caso de um sinal contaminado com algum tipo de ruido:

S(t)=Acoswt+r
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onde interessa-nos as integrais no periodo Tp =21/ w,

t +E
j° o S()m(t)dt

ty
u( t)€uma fungiio moduladora semethante a cos @t. Esta operagiio permite uma boa eliminagio do
ruido "r" em S(t), pois em geral, o mido apresenta diversas componentes que nfio se assemelham ao
sinal Gtll, € em particular, as componentes em quadratura, como sen nwt, sendo por isso totalmente
eliminadas.

Da mesma forma, verifica-se que se f{ t) admite uma componente semclhante a senwt, a
segunda integral de (3.3.B) vai introduzir um termo imaginario na composigio de F(w). Portanto, a
existéncia de uma parte real ou imaginana em F(w), traduz a existéncia de componentes semethantes a cos

ot ¢ sen ot no sinal respectivamente, sem depender da frequéncia angular,

3.2 Anilise Espectral de uma Fungiio Discreta

Seja uma sequéncia de nimeros fiT) com (i = 1,2...n), onde deseja-se obter a andlise
espectral do sinal f{ t ), cuja amostragem, pode conduzir a fiT). Uma forma habitual de obtengdo
consiste em associar um impulso de Dirac a cada valor £{(iT), admitindo-sec que a fungdo espectral
procurada ¢ a transformada de Fourier da fungfio £#( t ), resultante da sequéncia de impulsdes na forma:

o f(iT) 8 (1-iT), o = CONSTANTE

Um modelo matemitico da fungdo £* (t) que possui transformada de Fourder pode ser dado

£7(t) = o« 3 f(T) 8(t—iT) (3.5.B)

1

B.9




onde, tomando-se o = T, € possivel obter a relagio

7w~ [Trma

A transformada de Fourier de um impulso de Dirac € bem conhecida e vale

§(t-nT) —— g7@nT
(3.6B)
£7(t) — > ALY £(nT) ¢ 1T = F'(0)
E possivel provar a periodicidade de F*(co):
F(o+0") = TY f(nT) e 301 0T — F(q) (3.7.B)
n

onde o fator e 7 "T = 1, pois ©” = 5

Pode-se mostrar (item 4 ) que fungdes senoidais com frequéncias angulares diferentes de

um multiplo da frequéncia de amostragem, apresentam a mesma fungfio espectral, ou seja:

F‘(co) = nin(m + nco*) | (3.3.B)

N=—w0
3.3 Transformada de Fourier Discreta

Para se traduzir numericamente as relagdes (2.1.B) e (2.2.B), existentes entre uma
fungio e sua transformada de Fourier, € necessario definir-se uma relagio enfre uma sequéncia de

niimeros reais € uma sequéncia de nimeros complexos.
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Sejam as sequéncias:
AI(AO,AI,... A l) complexa

.y n—

Xy (Xo» Xy5 weeer X g) real

define-se uma relagdo da seguinte forma:

k=n-1 2nr .

A= > Xge n° (3.9B)
k=0

A sequéncia A, ¢ dita transformada de Fourier discreta (TFD) de X , cuja relagio também pode ser

representada por,
TFD

Xy — A,

2n .

Fazendo-se @ =¢ N . arelagio (3.9.B) pode ser colocada sob a forma:

n-1
A=Y X 0 (3.10B)
k=0

E possivel, de maneira inversa, calcula-se X} a partir de A, fazendo-se:
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n-1 n-1{ n-1
YA 0TE =Y [zkafk]m-rs -

=0 =0 \ k=0

n-1 n-1

=3 TX 0" -

r=0 k=0 (3.11.B)

n-1 n-1
— [Xk [ ) I(k—g))
k=0] =0

Dado que o termo entre parénteses €

N, sck=g, e
0, sckzgcomk>0eN>g
ento,
ll'lr—l
X, == A0 '8 (3.12.B)
n

=0

Portanto, a expressio (3.12.B) € chamada de transformada de Fourier discreta inversa da seqﬁéncia .

cuja relagdo pode ser expressa por :

O uso da TFD passou a ser amplamente utillizado a partir de 1965, gragas a exploragdo

sistemitica de um método de céleulo astucioso denominado Transformada Rapida de Fourier (Fast
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Fourier Transform - FFT). A forma deste algoritmo, permite sua implementagio com eficiéncia em

computadores digitais, € de cuja rapidez nos clculos, viabiliza a anilise espectral em tempo real,

4. Aspectos sobre Discretizagiio, Teorema da Amostragem ¢ Teorema de Shannon

Para um sinal f{ t ) continuo, assumindo valores no intervalo de tempo de discretizagio

constante T, pode-s¢ obter umn sinal discreto £ (t)naforma:

(1) = f(t=nT), n=0,1,..,01 (4.1B)

A transformada de Fourier continua do sinal discreto (4.1.B), pode ser dada por

Flo)= Y.f (e jondt (4.2B)
n=- '
Pode-se mostrar que a transformada de Fourier do sinal discreto £ (t)em(4.1.B)¢é
periddica,
F*(o+re*)=F"(»), r=INTERO | '(43.B)

sendo @ a frequéncia de amostragem dada por

o =2m/T (4.4.B)

Consegue-se uma melhor compreensio da ongern da relagio expressa em (4.3.B),

fazendo-se o seguinte estudo tedrico:é dada uma sequéncia de niimeros fn At) (n = 1,2,.....,i). Precisa-se
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obter a anilise espectral do sinal f{ t ), cuja amostragem pode conduzir aos £, (At). O método
habitualmente seguido consiste em associar um impulso de Dirac  F-f{n At) &(t-n At), onde "F" é uma
constante, € para cada um dos valores f(nAt), deve-se admitir que a fungdo espectral procurada é a
transformada de Fourier da fungio f*( t ), resultante desta sequéncia de impulsdes. Assim pode-se

€sCrever

£7(t) = FY_f(nAt)8(t— nAt) (4.5.B)

n

Bem entendido, a escolha de f*(t) apresenta um carater arbitrario. Em particular, o valor
escolhido para o fator F difere segundo alguns autores podendo-se citar F =1 e F = At.

Prefere-se o valor F = At que permite respeitar a relagio
[T was [Ty (4.6B)
—® — o
Utilizando-se o conceito de transformada de Fourier, pode-se facilmente mostrar que:
8(t— nAt) — g ineAl

donde

£°(t) — > At Y f(nAt)e "4 = F(0) (4.7.B)
Assim, pode-se facilmente verificar a periodicidade de F * (@) prevista no item anterior, onde a partir de

(4.7.B) se tem
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Fl+m) = At> f(nAt)e InwA g-inest _ ¥y (4.3.B)
n

considerando-se que a segunda exponencial em (4.8B) é iguala um, umavez que o produto w*At
€ igual a 2. Dessa forma, atransformada em (4.2.B) é peribdica e de periodo o*.

Apés algumas manipulagdes e considerando-se a relagio (4.4.B) podese mostrar que a
transformada inversa de (4.2.B) € dada por:

_ 1 @ /2 jonT '
f(t) ;)—,,-j'_m. L F(@)ei™™ gt (49B)

onde a equagio (4.9.B) pode ser interpretada como sendo os coeficientes d¢ EULER-FOURIER da
expansio em série da relagio (4.2.B).

Para s¢ estabelecer o teorema da  amostragem, pode-se considerar que f*(t) ¢ a
transformada inversa de F(o) na forma,

£') = | F)e™ Tt (4.10.B)

onde, apds algumas manipulagfes, pode-se chegar a:

£7(1) = fm/;[ S F(o+ rm‘)}ej"’““ dt (4.11.B)

[=—®
com r & n assurnindo valores inteiros.

Comparando-se (4.9.B) com (4.11.B), chega-se a:
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F(o) =0 Y F(o+re’) (4.12.B)

==

que ¢ a equagio conhecida como teorema da discretizagio ou da amostragem.

Para que ndo haja distorgio do sinal apds a discretizagdo (4.12.B), € necessario que a

frequéneia de amostragem seja maior ou igual a duas vezes a maior frequéncia contida no sinal,

No caso em que 0 sinal contiver componente em fiequéncia maior que a metade da
frequéncia de amostragem, ocorrera uma distorglio no smal.  Esta distorgfio pode ser vista como um
rebatimento do espectio devido a discretizagfio (ALIASING). Neste caso, faz- se necessario utilizar

um filtro passa-baixa ou um filtro anti- aliasing, para se contornar este efeito.

No caso em que a firequéncia maxima do sinal for menor ouigual a metade da frequéncia
de amostragem (frequéncia de Nyquist), f{ t ) pode ser escrita adequadamente na forma:

1 r’/2 io
f(t) = j_ '/ZF (0)e’ dw (4.13.B)

Substituindo-se (4.2B) em (4.12B), podesec chegar 3 expansio conhecida como
interpolago de " Shannon ",

£(ty = Z f*(t) sennw (t-nT)

4.14B
o nm*(t— nT) ( )

Deste modo, a expressio (4.14.B) permite reconstituir um sinal continuo ou analégico, a
partir do mesmo sinal discretizado, desde que a frequéncia de amostragem seja maior ou igual a0 dobro

da maior componente de frequéncia contida no sinal.
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Resumindo, o "Teorema da Amoshagem de Shannon” estabelece: para que um sistema
amostrado tenha as mesmas condigbes de saida de um sistema funcionando de forma continua, a
frequéncia de amostragem deve ser maior ou igual a duas vezes a muador frequéncia possivel de ser
transmitida pelo sistema continuo. Entretanto, para um sistema causal e real, isto ¢ muito arbitrario; na
frequéncin limite do sistema, o valor da fungio espectral € nulo, uma vez que em sistemas reais esta
frequéncia deve tender parao infinito. Por isso, ¢ convenicnte arbitrar o valor limite da frequéncia de
- sistemas reais como aquela, cujo valor da fungdo espectral estd enfre 0.01 e 0.001 do seu valor miximo,

procedimento este que pode servir como parte do critério para amostragem de sinais.
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APENDICE C
RUIDO BRANCO.

1. Nogiio de Ruido Branco

O ruido branco ¢ um tipo de sinal que nio descreve exatamente algum fendmeno fisico e por

isso, nio cbstante, € freqilenterente questionado.

Chama-se ruido branco um sinal de valor médio nulo, cuja densidade espectral de poténcia

m¢dia € urna constante positiva.

O conceito de densidade espectral de poténcia € usado em andlise espectral de sinais
aleatdrios, através da transformada de Fourier da fungio autocorrelagio do sinal, visto que, um sinal
desta natureza ¢ caracterizado pelas suas propriedades estatisticas. Para dar maior clareza a este concgito,

supe-se um sinal aleatdrio, estacionirio ¢ continuo f{(t), cujo valor médio é nulo. Introduzindo-se a

transformada de Fourier S(w) da funglio autocorrelagio @ (&) de f{ t), obtém-se:

s@)=[" @ ()e%dz = 2 " pp (E)cosat dz 1C)

As fungBes S(@) e @ (&) sdo pares, portanto, limitam-se este conceito ac caso particular

de integyais limitadas. A transformada inversa resulta:

N 1 o ik 1e _ 1 riw
cpf(é)—ﬂj_wsw)e’ dq—ﬂjo S(w)coswt d& (1.2.C)

onde fazendo-se & =0em (1.2.C), obtém-se
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@

1 ¢ 1 p+o
9 (0= | L S(@)do = jo S(E)df . f=—~ (1.3.0)

Entretanto, por definigio de @ (£), ¢ (0)=E[f(1)]> = ;% , que por sua vez é a varidncia de f(t
)- Esta grandeza ¢ igual & poténcia média debitada por uma tensio elétrica de f{ t ) volis numa
resisténcia de 1 QQ (ohm). Esta ¢ a origem do abuso de linguagem habitual, que consiste em denominar-se
q>f2 de poténciamédia de f(t), ¢ entio se considerar S(») como a densidade espectral de poténcia
média.

Para os sinais discretizados, a densidade espectral de poténcia média vale

S (@) = iS(mm*) L@ =— (1.4.0)

k-_“— o

O conceito de ruido branco representa, contudo, um interesse; ele permite representar de uma
maneira simples, a aplicagfio de umruido a um sistema fisico, cuja banda em frequéncia, ¢ bastante
larga em relagfio 4 banda passante do sistema. Este fato € entio motivado pelo valor constante da densidade
espectral de poténcia média S(w) admitida para o ruido. Vide figura (1 C e 2C).

Banda Limitada
3, W) S W)
\ 4
f, (1) fs (1)
Sg % —— > | Sistema Fisico| —— Sg b .
entrada saida : :
/ % w << w 5

w w W w

FIG. 1C Densidade espectral - Ruido de banda limitada
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Banda Larga

S, (w S,)
Sep £ (t) Modelo ﬁ,
////////// o]

W
w W.

FIG. 2C Densidade espectral - Ruido de banda larga

Uma pergunta que se faz diante deste quadro €: qual seria a autocorrelagio de um ruido
branco? Para responder esta questio, basta supor um ruido 1, (t), com densidade espectral S(w) e

fungio autocorrelagio ¢, (&). Considere que:
S(w) = S = CONSTANTE para |o]<w,
S(@)=0 para |o|)og
fazendo-se w, tender para o infinito ¢ aplicando-se (1.2.C), obtem-se:

1 o, ; S
= — [T sei®dgn = 2
Pr (g) 27 '[mo © @ Zﬂ[

cjor ™ _ g Senook
35 ng

donde,
@ S ¢ senwyf
' dé = — —22de =S
[Tor@az = = L
Quando @, —> , conslala-se que @ () —» o, para todo valor € # 0, respeitando a
condi¢lio
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|” 9:(6)dz = S = CONSTANTE

Isto nos leva a admitir que, no limite, a autocorrelagio de um ruido branco, de densidade
espectral S ¢ uma impulsdo de Dirac de amplitude S. Isto significa que, para um ruido branco, dois
valores proximos f{t) e f{t + At) nio estdo comrelacionados, por menor que seja At, constituindo-se
assim uma abstragdo matematica, uma vez que em casos reais, admite-se alguma correlagio, até mesmo

pela extrema aproximagdo entre instantes vizinhos.
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APENDICED

DEMOSTRACAO DA FORMULA DE KALMAN

O Filro de Kalmmn prohz  estmativas 5(,‘ de  probzbilidade mixima
(p( X, afZ'1 ,Z;....Z'k) maxima ), uma vez que o nufdo e o vetor de estado inicial sfo considerados
varidveis aleatérias de distribuigfo gamsiana. A busca por um valor X, que maximiza a probabilidade a
posteriori p( X, /Z; ,Z;....Z'k ), a parfir do estabelecimento de leis da Teona da Probabilidade ,

constituem fimdamentos bésicos para a demonstraggo da Teoria de Kalman

Os tdpicos que seguem postulam a Teona de Kalman :

1. Uma vez que disp8e-se das infonmages (Z'I ,Z;....Z;H }, X, admite uma lei de probabilidade de
valor médio ik!k—l e de matriz de covanfneia Py (k/k-1 denota estimafivaemk com base no

valor obtido emk-1). Se alei é goussiana, a expressfio da densidade de probabilidade ¢ a seguinte:

1 o _
_E(Xl_xiﬂ—l)’ p*}k_l(xi 'Xt-x)

P(X, /Z,. 2y ) = = (11D)

12 11
@)™ det (P, ;)

onde n ¢ o mimero de varidveis de estado e det( P, | ) & o determinante formado pelos elementos

da matriz de covarifncia, cujo valor ¢ sempre positivo, uma vez que os valores préprios desta matriz sio

todos positivos.

2. Apartir das informagBes (Z'l ,le , Z; ,....Z'k_l) deve-se atribuir a Z'k uma lei de probabilidade de valor
médio
Bz, |=Zunr = BXiiy (21D)

e wnamatriz de covarifncia
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. ' U 1 1 T ‘
obtida fazendo-se E{(zk—zk,k_,)(zk —Zk,k_l) ] Se esta lei de probzbilidade é gaussiana, a

expressdo da sua densidade de probabilidade é a segninte :

~HAz-7,.) P25, )

P(Zy (7 By Y= (23D)

(27) ™7 det(PZ, )"

onde m é o nfimero de medig¥es.

3. Interessa agora, a densidade de probabilidade do vetor de medigfio ZL uma vez que X, ¢ supostamente

conhecido. Considere arelagfio:
Z, =H X +V, (3.1D)

onde a parte aleatéria de Z, limita-se 20 mufdo de medigfio V, . A lei de probabilidade de Z, admite
H X, como valormédioe Ry = E[Vk + V: ] como malriz de covarifncia do ruido de medigfio. Se

esta lei & gaussiana, sua densidade de probabilidade é:

";'(Vi‘sixvx)
P(Z,/X,)=P(V,)=

(2n) ™2 det (s, )'"? )

umavez que X, ¢ supostamente conhecido, o fafo de se ter conhecimento sobre Z;....ZL_l nfo muda

a densidade de probabilidade de Z'k . Assim, tem-se como consequéncia Z'k =HX, +V, ,onde
considera-se 0 ruido V) independente de Z;: , © a lei de probabilidade condicional resultaem,
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P{Z, I )Y=P2 %, 2, .2, ) (3.3.D)

De posse das expressdes (1.1D), (23.D) e (3.2D), pode-se determinar a densidade de
probabilidade a posteriori de X, , levando-se em conta os resultados das medigdes Z; ,Z;....ZL Com

efeito, pela aplicagfio do axioma das probabilidades totais, obtém-ses
P(Xy 2 12, 2, V= PR VZ . 2, VP2 1%, 27, )=

=P(2,/Z,..2, )P(X,/Z,...2,_Z,)

donde, a partir de (3.3.D)

PO, T2y VO, 1K)

P(X, /Z,... 2, Z})= T o
( k 1 k-1 k) P(Zk,zizk—l)

(34D)

Substituindo-se as expressGes para cada umadestas probabilidades condicionais, a parfir
de (1.1.D), (2.3.D) e (3.2D), obtém-se:

l[(xt -il :1:-1)I P;}} -1 (Xrim -l)+ V: R;va -

filp(X, ) = 'xc{-2
(35D)

- Bi-Bin) PEE T

onde XC=CONSTANTE.

A maximizagfio desta grandeza implica namilidade do gradiente de seu expoente escalar, pora
o qual, por decorréncia da dlgebramatricial, obtém-se :



Z(Xk - ikf’k-—l)T Pk_f]k—l B 2(2;: - 2;;!1:-1)1- (Hkpkfk-lHl'lc. + Sk)—lgra.d(Z;() =0
(3.6D)

onde, para ZL =H, X, +V ,tem-sequegrad(ZL) =H,.

De posse da expressiio (3.6D), chega-se facilmente 2 formmulagfio para o Estimador de
Kalman, isolando-se o termo X, .

T T Sl A
Xi = X1 P Pipe-Hy (Hk P Hy +Sk) (Zk - zklk—l) (3.7D)

Pelo que fica demonstrado, obtém-se a forma linear de corregfio através do ganho do Filtro de Kalman para
ikm_l apartir de Z;‘ - i;dk~l e da expressfio para o ganho de estado permanente dada por

— T T _1
Ky = PepHy (Hk Py Hy +Sk) (3.8D)

D4



ANEXOI

Programas Utizados para VaificagSo da Técrdca de Estimagdo Investigada

L

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

Programa Principal - Este programa utiliza o FILTRO DE KAIMAN com parfmetros obtidos via
VARIAVEIS INSTRUMENTAIS para geragiio de novos instrumentos.

METODO DE ESTIMACAO DE PARAMETROS NO DOMINIO DO TEMPO
UTILIZANDO -SE VARIAVEIS INSTRUMENTAIS EM CONJUNCAO COM
O FILTRO DE KALMAN

Descricao

np=mmero de componentes do SINAL DE SCHROEDER.

npi =muda a farea de frequencia de excitacao

10 = amplifude maama das harmonicas que compoem o ‘SINAL DE SCHROEDER
irtd = mida o irfervalo de terrpo de discretizacao. ‘ '

nie, ¢x, kx = parametros do si:.-temapam sirmitacao

sx=desvio padrao para oruido sobreposto ao sinal de deslocamento

sv=desvio padrao par o ruido sobreposto 2o sinal de velocidade
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%

% Adaptado por JALJumior Data: 27.01.1994

%

%  Advertencia! "Este programa utiliza a aproximacao de TAYLOR de primeira ordem
% coma descricao do sisternana forma ESPACO DE ESTADOS ;"

%

% dv/dt=Ax+Bu
% y=Cx+Du
%

clear

np=64; npi=1;f0=10; int=1; int4 = 1; nux = 10; cx = 30 ;kx=800;
A=[0 1l kvmx -cx/med;

[Wn,Fdamp] = damp(A),

disp(Frequencianahral ="), Wn

disp(Fator de amortecimento =), Fdamp
disp(TECLE <ENTER>);

pause;

TOL=1.e-3;

ok=1;

KC(1,2) =zeros;

[stat, U, Ti] = natv(les,cx o np,npi, 0, int, intd,0k KC);
%

% X=W*PHI+RUIDO - Forma Compacta
%

phi=[1 keTinegTi 1-cx*Ti/mec0 Ti/m];
sx=04.e4,; sv =53.e-3;

[porvRMSx RMSV] = noise(sx,sv,stat);
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for 1=11p,
W(i,1)=stat(1,i) +r(1,i);
W(1,2) = stat(2,1) + rv(1L,i);,
W03)=UG,1),

end;

for i =2:pH,
X(-1LY)=stat(1,i) +rx(1,i),
X(i-1,2) = stat(2,i) +rv(1,i),

%fU,S.V] = svd([W*W]leye{ W*Wy*W'), % Decomposicao em Valores Singulares

Yophiest=UrSA VX % Metodo dos Minimos Quadrados

phiest = [W*WJeye(WFW )y W*X; % Metodo dos Minimos Quadrados

disp(Matriz PHiteorica. ¢ PHIestimadd),

PHItcor = phi . ‘ |

PHlest =phiest 7

disp(TECLE <ENTER>'),

pause; |

disp(MINIMOS QUADRADOS'Y;

disp(Erro Relativo para PHIest(1,2) e PHIest(2,2) em %),
Ephil 2=sbs{phi(1,2)-phiest(1,2))*100/zbs(phi(1,2))
Ephi22=abs(phi(2,2) phicst(2,2))*100/abs(phi(2,2))
disp(TECLE <ENTER>;

pase;
tiphiest(2,1)k~{(-1)*phiest(1,2)*mwo'Tio~(1-phiest(2,2) oo Ti;
EST(1,1)=k EST(2,1)=c; EST3,1)=t; % EST=Matriz de Estimativas
ERKmqabs (ko) 100k

ERCmg=abs(c-cx)*100/cx
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W(1,2) = stat(2,i);

W(i,3)=U(LL);
end,
Yo U3, V] = svd[Wv*W]eye(Wv*W)*Wv);
%ophiest=U*S*V*X; % Metodo das Variaveis Instrumentais

phiest=[Wv*WJeye(Wv*W)*Wv*X; % Metodo das Variaveis Instrumentais
tiv=phiest(2, 1);kv=(-1)*phiest(1,2)*mo/Ti;cv=(1-phiest(2,2)) mx/Ti;
EST(1,n) =kv; EST(2,n) = cv; EST(3,n) =tiv;
i=n
EST1=(abs(EST(1,n)-EST(1,0-1))); EST2=abs(EST(2,n)-EST(2,n-1));
EST3=ebs(EST(3,n)-EST(3,n-1));
if (EST1) <TOL & EST2 & EST3, break,
else
kv=EST(1,n), cv=EST(2n), tiv=EST(3,n);
end;
end,
end,
disp(VARIAVEIS INSTRUMENTAIS');
disp(Matriz PHiteorica. e PHIestimada);
PHIteor =phi
PHIest = phiest
disp(TECLE <ENTER>,
pause;
disp(Erro Relativo para PHIest(1,2) e PHIest(2,2) em%);
Ephil2=zbs(phi(1,2)-phiest(1,2))*100/zbs(phi(1,2))
Ephi22=abs(phi(2,2)-phiest(2,2))*100/zbs(phi(2,2))
disp(TECLE <ENTER>";
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Ephi22=abs(phi(2,2)-phiest(2,2))*100/zbs(phi(2,2))

disp(TECLE <ENTER>),

pause;

tik=phiest(2,1);kk~(-1)*phiest(1,2) "moo/Ti;ck=(1-phiest(2,2))*mod/Tk,

 EST(LjjH)=Kg EST(2,+1) = ck ESTG,i+) =tk

ERKk=abs(kk-kx)*100/kx
ERCk=abs(ck-cx}*100/cx
ERTk=zbs(tik-Ti)*100/Ti
disp(TECLE <ENTER>;
pase;
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2 Subprograma - Este subprograma utiliza o Gerador de Niimeros Aleatérios " RAND” para o processode
cortaminagio do vetor de estado, informando o nivel RMS da ruldo a ser adicionado.

fimetion [ norv, RMSx RMSv | =noise(sx,sv,y);

Yo

% [RoRv,RMSx,RMSv] =NOISE(Sx,Sv,Y)

% :

%  GERADOR DE SEQUENCIAS DERUIDO COM CARACTERISTICAS PROXIMAS
% DEUM RU9IDO BRANCO

%

%RUIDO :Esta fincao gera uma sequencia ranlomicade comprnimerto (lengh(Y),1)

% sobre Rx e Ry, e fomece o valor %RMS do desvio a ser adicionado
% no vetor de estado ou matriz de medicao.
%

% Descricao:

% Sx, Sv=Desvio Padrao

% Y =Mairiz de medicao [dimensao (op,2)]

%

% Adaptado por J AL Juntor Datn:04.02.1994
%

% U.F.Ib - Professor do Departamento de Engenharia Mecenica
% C. Grande

%

rand{’normal’)

mnd('seed’,b)

y=y(1,) yv=y2.)
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3. Subprograma - Este subprograma chama o Integrador RUNGE-KUTTA de quarta-ordem, repetidas vezes,
até a obtengdo da resposta de estado permznerte.

finction [stat,U,Ti] = natv(loc,cx,mucnp,npi,f0,int int4,0k KC)
%
%NATV: SIMULACAO DE ESTADO PERMANENTE utilizando RK4R - Metodo Rimge-Kuita
%  de quarta-ordem com coeficientes de Runge para obtencao de vetore de estado livre de transitorios.
%
%
%  Adsptado por JALJunior Data: 25.01.1994
%
% Descricao
%
% Amortecimento{cx), Massa (mx) e Rigidez (kx)
% Frequencia Nehmal=wn e Fator de Amortecimento =Fdamp
%
%  stat=malriz(np,2)
% U= Sinal de Schroeder
% Ti=Intervalo de tempo de discretizacao
%
%
wn = sqrt(kedmx), Fdamp = cx/(2*mecwn);
ifok=1,
A0 1;-ovmx -cx/mx];
else '

A0 1;-KC(1,1)mx -KC(1,2)/med;
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3. Subprograma - Este subprograma chama o Integrador RUNGE-KUTTA de quarta-ordem, repetidas vezes,

até a obtengfo daresposta de estado permanente,

fimetion [stat, U, Ti] = nztv(lor,oxroenp ypi, 0, it intd,,ok K.C)

%

%NATV: SIMULACAO DE ESTADO PERMANENTE utilizando RK4R - Metodo Rimge-Kutta

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
Yo
%
%
%
%

de quarta-ordem com coeficientes de Rimge para obtencao de vetore de estado tivie de transitorios.

Adsptado por JALJmior Data: 25.01.1994

Descricao

Amortecimento(cx), Massa (i) e Rigidez (kx)
Frequencia Natwal=wn e Fator de Amortecimento = Fdamp

stat = mztnz{rp,2)
U=Sinal de Schroeder
Ti=Intervalo de terpo de discretizacao

wn = sqrifkvnx), Fdamp = c/(2*mcwn);
ifek—1,
A0 1;ovm o/

else

A={0 L;-KC(1,1ymme -KC(1,2)m];
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end;
B0 Umd;C=sy=(AYD{0 0;
int3 = 2(int4-1);
maxstp =np*int*int3; ni=np*int3;
wO=wn/npi; T=2*pVnp/w0, Ti=T/nt3;
0=0, tf=np*T, tk=(t40), Tk=(tF0)macstp;
tol = 1.e-§;
yni(2,1) = zeros, ynoy(2mastp) = zeros; stat{2,mastp) = zeros;
idm=2; cont=1;
c=ok
disp(TECLE <ENTER>);
pause;
ifok=1,
[U;TU] = sphs(ni, Ti,w0,f0,int);
save UU
save TUTU
else
loadU
load TU
end,
h=Tk hl=h*nf*int3;
for m=1:200,
y=rdr{mastp,idnh {0 {EA B TUnt)
T=hl;
dime = 0; vime=0;
fori = 1maxstp*+,
yoey(L,1) = y(1,1);
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4. Subprograma - Esle subprograma implementa 0 Metodo RUNGE-KUTTA de quarta-ordem, com
coeficientes de Runge, a passos constantes. A equagfio diferencial com sohigfio a ser

integrada, deve ser recizida aum sistema de equagbes diferenciais de primeira ordem.

finction y = rkdr(maxstp,idm h 10,t£A,B, TU yrt)

%

%RKA4R : SOLUCAO NUMERICA PELO METODO RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM
% com COEFICIENTES DE RUNGE para EQUACOES DIFERENCIALS
Y% ORDINARIAS NO ESPACO DEESTADOS
o _

% Descricao:

%

% A=Mairiz Dinamica do Sistena

% B=Matriz de Distnibuicao

% ynt=Condicoes Iniciais

%  t0=Tempo Inicial

%  tf=Tempo Final

%  idm=Ordem do Sistema

%

% maxstp,h, TU Vide NATV e SPHS..

5 :

%

%  Adaptado por JA LJunior Data:25.01.19%4

%

ysv(2,1)= z:efos, ss(2,1) = zeros; kk(4,2) = zeros; y(2,maxstp)=zeros;
eps=1l.e-§;
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ysv(1,1) =y(1,mn) + Ki(r,1)*.5;
kk(r,2) =h"ss(2,1);
ysv(2,1) =y(2,m) +Kk(r,2)*.5;
else
end,
if r=4,
k=k+1;
ss=A*ysv+B*TU(Kk 1);
Ki(r,1) =h"ss(1,1);
kk(r,2) =h"ss(Z,1);
else
end;
end;
k=k-1,
np=m+1;
fori=1:icm,
y(inp)=y (L) H K(L, 2 Kk(2,) + Kk(3,1)) +Kk(4,1))/6.0;
end,
on = np;
fori= L:idm,
ysv(i,1) =y(inp);
end,
end,
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ysv(L,1) =y(1,m) +Kr,1)*5;
Ki(r,2) =h"ss(2,1);
ysv(2,1)=y(2,m) +Kk(r,2)*.5;
else
end,
if r==4,
k=k+1;
= Atysv+B*TUK 1);
Ki(r,1) =h*ss(L,1);
ki(r,2) =h*ss(2,1);
else
end,
end,
k=k-1,
np=m+1;
fori=1:idm,
y(Lop)y(inn) H Rk +H27(Ke(2,i) + Ki(3,1) + Kk(4,))/6.0;
end,
on=np;
fori=1:idm,
ysv(1,1) =y(inp);
end,
end;
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5. Subprograma - Este subprograma gera valores da fonte de excitacao, utlizando o algoritmo de
Schroeder incluindo valores intermediarios entre dois pontos. Um sinal gerado desta

forma apresenta espectro plano para a faixa de frequéncia adotada.

function [U, TU] = sphs(ni, Ti, w0, f0,int,int3)

%

%SPHS: SINAL DE SCHROEDER COM PONTOS INTERMEDIARIOS.
%

%  Descricao:

%

% ni=Comprimento da Sequencia de Schroeder

%  Ti= Intervalo do Tempo de Discretizacao

%

% w0, f0, int, int3 sao definidos no Programa Principal

%

% U= Sinal de Schroeder ou Sequencia Fasada de Schroeder (SPHS)
% TU = Sequencia Intermediaria

%  Adaptado por J.AL.Junior Data:25.01.1994

for n = Lni+],
sphs(n) =0.;
fori=1:(ni/2)-1, % Metade dos pontos menos um
AG=1"2./ni;
while AG>=2., AG=AG-2,;end;
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if(AG<1.), AG=0,;end,
f(AG>=1),AG=1, end;2
ph=(l. - 2*AG)*0; %  (i*w0)=Faixade Frequencia
sphs(n) = sphs(n) + ph*cos(i*w0*(n-1)*T1), %  [(n-1)*Ti] = Periodo do Sinal
end,
U(n,1) = sphs(n);
end;
R=L
m=0,
int2 = int*2;
TU(1,1)=1U(1,1),
for j = 2:(ni+1)*int2,
m=m+1;
fm>1,
TUG,1)=(U(12,1)-U(M,1) ym/2.0 +U(L1),
end,
fm=1,
n=1
R=12+1;
TUG,1)=(U(2,1) - U[IL1) y'm/2.0 +U(I1,1);

n=0

2=1;

TU(,1)=(U(12,1) - U(L,1) Y'm/2.0 +U(11,1);
end, '
ifm=2,
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m=0,
else
end,
end;

TUG,1) = U02,1);
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6. Progrema Principal - Este programa tiliza o FILTRO DE KALMAN com parimetros

obtidos via MINIMOS QUADRADOS para geragio de dados filrados e

posterior aplicacao do Método dos Minimos Quadrados.

%
%
%
%

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

METODO DE ESTIMACAO DE PARAMETROS NO DOMINIO DO TEMPO
UTILIZANDO -SE MINIMOS QUADRADOS FM CONJUNCAO COM
O FILTRO DE KALMAN

Informacao

Este programa ufiliza o FILTRO DE KALMAN com parametros obtidos via Minimos
Quadrados nio-recursivo para aobtencao de dados filirados. Neste caso, obtém-seum
tempo de processamento bastante recuzdo, se comparado ao que utiliza 0 Método das
Venidveis Instrumentais.

Descricao:

np=mmero de componentes do SINAL DE SCHROEDER

npi =nmda a fatm de frequencia de excitacao

£ = amplitude mexdma das harmonicas que compoemo SINAL DE SCHROEDER
int4 = mmda o intervalo de tempo de discretizacao.

m, ¢, ko= parametros do sisterna para sinmlacao

ax = desvio padrao para o ruido sobreposto 2o sinal de deslocamento

sv=desvio padrao para o ruido sobreposto ao sinal de velocidade
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%

%

%

% Adaptado por JALJunior Data:27.01.19%4

%

%  Advertencia! "Este programa utiliza a aproximacao de TAYLOR de primeira ordem
%  comadescricao do sistemana forma ESPACO DE ESTADOS : "

%

% dv/dt=Ax+Bu
% y=Cx+Du
%

clear

np = 260; npi = 10; f0=10; int = 1; int4 = 1; mx = 10; cx = 30; kec= 800;
ok=1;

KC(1,2) =zeros;
[stet, U, Ti] = natv(focxmonp,npi,f0,int,intd,0k K C),
%

% X=W*PHI+RUIDO - Forma Compacta
%
phi=[1 ket TvmcTi 1-cc*Tvmc0 Timx];
sx=64.e4; sv="53.e-3;
[morv, RMSx RMSv] = noise(sxsv,stat),
fori=1:np,

W(i,1)=stat(1,)) +x(1,1);

W(i,2) = stat(2,) +rv(L,i);

W(1,3)=U(1,1);

stat(1,1) = stat(1,1) + ox(1,1);
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stal(2,1) =stat(2,1) + rv(1,i);
end;
fori=l:mp,

X(i,1) = stat(1,1+1);

X(i,2) = stat(2,r+1);
end,
Yo[U,3,V] = svd([W*Wheye(W*W)*W'), %  Decomposicao em Valores Singulares
Yephiest=U*S*V*X; % Metodo dos Minimos Quadrados
phiest = fW*W]leye(W*WY*W*X; % Metodo dos Minimos Quadrados
disp(MINIMOS QUADRADOS';
disp(Matriz PHIteorica. e PHIestimada),
PHlteor = phi

PHIest = phiest

disp(TECLE <ENTER>),

pause;

disp("Eiro Relativo para PHlest(1,2) e PHIest(2,2) em %),

Ephi12 = abs(phi(1,2)-phiest(1,2))*100/sbs(phi(1,2))

Ephi22 = abs(phi(2,2)-phiest(2,2))*100/abs(phi(2,2))

disp(TECLE <ENTER>); |

pause;

tphiest(2,1); k=(-1)*phiest{1,2)*nov'TT; ¢ = (1-phiest(2,2)y /T,
EST(1,1)=k EST(2,1)=¢; EST(3,1)=4;; % EST=Mahriz de Estimativas
ERKmag=abs(k-kx)*100/kx

ERCmigabs(c-cx)*100/cx

ERTmq=abs(ti-Ti)*100/Ti

pause;

a=[1 Ti-kTvmx 1-c*TVinx], g=eye(a), q=eye(a);
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c=eye(a), h=eye(a), b=[0 Timx];, r=[=x2 0;0 sv'2}; .
[KP]=dge(ageqr), % Ganho Otimo e Matriz de Covariancias
fori= Lap,
k-, Ty=a*stat(:, iy b UG, K *(stat(:, -1 )-htastat(-i)-h*b™U(1,1));
. end; % Filtragem
fori=1ap,
W(i,1) =xkf{1,i);
Wv(i,2) = xk(2,i);
Wi(i3)=UG 1)
en;
phicst = [Wv*W]eye(Wv* WP Wv*X: % Metodo dos Minimos Quadrados
% Eliminacao Gassiana
disp(FILTRO DE KALIMAN - MINIMOS QUADRADOS '),
disp(Matriz PHlteorica ¢ PHIestimada’),
PHlteor = phi
PHlest = phiest
disp(TECLE <ENTER>Y),
pause;
disp(Fro Relativo para PHest(1,2) e PHIest(2,2) em %,
Eph12 = abs(phi(1,2)-phiest(1,2)Y*10¢/abs(phi(1,2))
Ephi22 = abs(phi(2,2)-phiest{2,2)/*100/2bs(phi(2,2))
disp(TECLE <ENTER>),
pause;
tik=phiest(2,1); ki = (-1)*phiest(1,2)*moo/Ti; ck=(1-phiest(2,2))m/T;
EST(1,1) =kg EST(2,1) = ¢l EST(3,1) =tik;
k=K c=ck
ERKflareabs(kk-log)*100/k
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ERCflar=zbs(ck-cx)*100/cx
ERTknr=abs(tik-T1)*100/Ti

disp(TECLE <ENTER>;

pause;
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ANEXOIi

Tehela 01: Nestatabela spresenta-se o ervo percentual cometido na estimativa dos parimetros, ngidez ( K ) e
amortecimento { C ), wtilizando-se Minimos Quadrados ( MQ ), Varidveis Instrumentais (Vl)ea
Conjungiio de Varigveis Instnmentais com o Filtro de Kalman { FKV ). Neste caso utilizou-se
wm valor fixo NPI=1 (vide ftem 4.3 ) e promoveu-se uma variagfio no nimero de portos de
discretizagfio Np , para um nivel RMS de ruido de sproximadamerte 10 %. Deve-se observar
que sio apresentados o erro cometido na estimativa dos parfmetros do modelo discreto ( £¢*) e
do modelo contirwo ( £ { )%).

Dados adicionais : Valores tedricos dos parfimetros : K=800N/meC=30Ns/m
Desvio padrio utilizado na geragfio de ruido ( Rznd-MATLAB ) :
S, =28.104
S,=27.10-3
Semente (SEED) — 0
Np T sKyo% | Ky % | eRpey% | 6Cyo% | sCy % | eCpqy%
@by | €D | @ ©9*) =" | €Y
64 0.0110 13.9820 27538 37859 14.3990 444617 59.0602
13.9820 27538 3.7859 04503 1.5139 201190
92 0.0076 21.2092 3.1983 4.7053 58.5543 10.9528 21.5718
21.2092 3.1933 4.7053 1.3727 0.2568 0.5057
123 0.0055 22.8740 28920 3.7165 48.5487 8.8208 278791
228740 2.8920 3nes | 08127 0.1477 01129
160 0.0044 31.0927 1.9433 2.5600 06.8223 14.5672 84566
31.0927 1.9433 2.5500 1.2923 0.1944 0.1129
200 0.0035 41.1662 2.1938 2.7626 97.5082 17.7336 34.4627
41,1662 2.1958 2.7626 1.0427 .
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Tabela 02 : Nestatabela epresenta-se o erro percentual cometido na estimativa dos parametros, ngidez (K ) e

amortecimerto ( C ), utilizando-se Minimos Quadrados (MQ ), Vari4veis Instrumentais (VI)ea

Conjungfio de Varidveis Instrumentais com o Filtro de Kalmen ( FKV )- Neste caso utilizou-se

um valor fixo NPI=2 ( vide item 4.3 ) e promoveu-se uma variagfo no mimero de pontos de

discretizagdio Np , para um nivel RMS de ruido de aproximadamerte 10 %. Deve-se observar

que sdo apresentados o erro cometido na estimativa dos parfmetros do modelo discreto ( £4*) e
do modelo contimo (& ( ) %).

Dados adicionais : Valores teéricos dos parfimetros : K=800N/me C=30Ns/m
Desvio padréio utilizado na geragéio de ruido ( Rand-MATLAB ) :
Se=31.104
S,=29.10-3
Semente (SEED) — 0
Np T Kyo% | Ky % | 8Ky % | sCpo% | 6Cy % | sCpey%
&%) (E9) €6™) ©9*) E9*) %)
64 0.0220 3.3818 0.2134 21726 0.7242 10.3514 494188
3.3818 0.2124 21726 0.0511 0.7928 34841
92 0.0153 95819 1.7203 4.1656 43.9721 25.7330 28.6386
9.5819 1.7203 4.1656 2.1091 1.2355 1.3750
128 0.0110 9.1851 1.8564 33715 26.9541 7.7759 31.9866
9.1851 1.8564 3.3715 0.9178 0.2646 1.0891
169 0.0088 15.1446 2.2798 3.6875 50.3302 17.4310 22.9980
15.1446 2.2798 3.6875 1.3617 04716 0.6222
200 0.0070 20.1865 2.3550 3.5144 484293 29817 37.7633
: 20.1865 2.3550 3.5144 1.0426 0.0642 0.8130
260 0.0034 23.2986 1.8841 2.8477 72.8368 134143 23.6691
23.2986 1.8841 2.8477 1.2002 0.2210 0.3200
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[2hela 03 : Nestatabela apresenta-se o erro percentual cometido na estimativa dos parémetros, rigidez (K ) e

amortecimerto ( C ), utilizando-se Minimos Quadrados ( MQ ), Variéveis Instrumentais (VI)ea

Conjungfio de Varidveis Instrumentais com o Filtro de Kalman ( FKV ). Neste caso ufilizou-se

um valor fixo NPI=3 ( vide ftem 4.3 ) e promoveu-se uma variagfio no mimero de portos de

discretizagéio Np , para um nivel RMS de ruido de aproximadamente 10 %. Deve-se observar

que sfio apresentados o erro cometido na estimativa dos parfmetros do modelo discreto ( £9*) e

do modelo contimio ( & ( ) %).

Dados adicionais : Valores teéricos dos parfmetros : K=800N/me C=30N.s/m
Desvio padréio utilizado na geragéio de ruido ( Rend-MATLAB ) :
S,=36.104
S,=33.103
Semente (SEED) — 0
Np T SKMQ% ef{w% sIA(FKV% aéMQ% aéw% séFKv%
9%) €0") (9%) E0*) (€0™) ()
64 0.0329 5.3488 6.9123 4.9693 22.0796 19.0146 434280
5.3488 6.9123 4.9693 24203 2.0843 4.7604
92 0.0229 3.0737 1.4805 1.3053 429016 31.9785 33.3496
3.0737 1.4805 1.3053 3.1658 2.3598 24609
123 0.0165 4.5825 0.6919 26745 29.2396 19.6729 32.5809
4.5825 0.6919 26745 1.5193 1.0222 1.6929
160 0.0132 8.2641 0.6284 22279 44,7290 243136 26.3022
82641 0.6284 22279 1.8402 1.0003 1.0821
260 0.0105 11.9869 0.8903 21391 37.1264 4.4012 40.1891
11.9869 0.8903 21391 1.2119 0.1437 1.3119
260 0.0081 15.7704 1.8768 3.1523 54.5147 16.7251 20.0792
15.7704 1.8768 3.1523 1.3587 04168 0.7247

IL3



Tohela 04 : Nestatabela apresenta-se o erro percentual cometido na estimativa dos parémetros, ngidez (K ) e
amortecimento ( C ), utilizando-se Minimos Quadrados (MQ ), Vari4veis Instrumentais (VI)ea
Conjungdo de Variéveis Instrumentais com o Filtro de Kalman ( FKV ). Neste caso utilizou-se
um valor fixo NPI=4 (vide item 4.3 ) e promoveu-se uma variagio no nimero de portos de
discretizagfio Np , para um nfvel RMS de miido de aproximadamente 10 %. Deve-se observar

que sdo apresentados o erro cometido na estimativa dos parfmetros do modelo discreto ( £*) e
do modelo contimuo (s ( ) %).

Dados adicionais : Valores teéricos dos parfmetros : K=800N/me C=30N.s/m
Desvio padrio utilizado na geragfio de ruido ( Rand-MATLAB) :

S, =42.10
S,=37.103
Semente (SEED) — 0

Np T sI'&MQ% Ky % | eKppy % si‘:MQ% eCy % | £Cppy %
%) (=9™) (€9*) €$%) &9*) E6%)
61 0.0439 96964 | 112269 | 89828 | 47.0463 | 435075 | 37.6943
96964 | 112269 | 89828 7.1367 6.5999 5.7181
92 0.0305 22844 5.1554 22634 | 491491 | 41.7400 | 32.5989
22844 5.1554 2.2634 4.9577 42103 3.2883
123 0.0220 0.1000 1.9348 0.1430 | 298379 | 243447 | 34.2559
0.1000 1.9348 0.1430 2.1036 1.7163 24151
160 0.0176 52375 0.2041 16744 | 397980 | 256184 | 29.1083
52375 0.2041 1.6744 22134 14248 1.6189
200 0.0140 7.8396 0.1893 11833 | 348309 | 11.0636 | 39.1328
7.8396 0.1893 1.1833 1.5327 0.4868 1.7220
260 00108 | 103593 | 0.5601 18545 | 457458 | 183892 | 31.6314
103593 | 0.5601 1.8545 1.5329 0.6162 1.0599

IL4



Tahela 05 : Nestatabela gpresenta-se o emro percentual cometido na estimativa dos parfmetros, rigidez (K ) ¢

amortecimerito ( C ), utilizando-se Minimos Quadrados (MQ ), Vari4veis Instrumentais (VI ) e a
Conjung@o de Varidveis Instrumentais com o Filtro de Kalman ( FKV ). Neste caso ufilizou-se

um valor fixo NPI=5 (vide item 4.3 ) e promoveu-se uma variag#o no mimero de portos de

discretizagfo Np , para um nivel RMS de ruido de aproximadamente 10 %. Deve-se observar

que sdo apresentados o erro cometido na estimativa dos parfmetros do modelo discreto ( £d*) e

do modelo cortimio (& ( ) %).

Dados adicionais : Valores teéricos dos parfmetros : K=800N/me C=30N.s/m
Desvio padréo utilizado na geragfio de ruido ( Rand-MATLAB) :
S, =46.10%
S,=41.103
Semente (SEED) — 0
Np T sﬁMQ % sf(w % af(FKv% aéMQ% aéw % S&Fm%
M) ) (Ga) (€9*) =$*)
64 0.0549 12.0169 13.0282 10.3560 56.7013 37.2136

12.0169

13.0282

11.1755 :

30.3188

123 0.0274 2.1499 .
3.2519 4.3229 21499 2.7647 2.9893
160 0.0220 14672 21667 0.2391 27.8857 30.0213
14672 2.1667 0.2391 1.9660 2.1165
200 0.0176 5.2830 0.8223 0.7607 13.3953 39.2140
: 5.2830 0.8223 0.7607 . 0.7450 2.1809
250 0.0135 7.1363 0.1345 1.2757 422009 20.6638 31.9356
7.1363 0.1345 1.2757 1.7864 0.8728 1.3490

IL5



Tabela$6 : Nesta tabela apresenta-se o erro percentiual cometido na estimativa dos parfmetros, ngidez(K)e
amortecimento { C ), utilizando-se Minimos Quadrados { MQ ), Varidveis Instrumertzis (V)ea
Conjingo de Varidveis Instnanentais com o Filtro de Kalmean ( FKV ). Neste caso whilizou-se
um valor fixo NPI=6 (vide item 4.3 ) e promoveu-se uma variagfo no mimero de portos de
discretizagio Np , para um nfvel RMS de ruido de aproximadamente 10 %. Deve-se observar
que sdo apresentados o erro cometido na etimativa dos parfimetros do modelo discreto  £0%) e
do modelo contimio ( £ ( ) %).

Dados adicionais : Valores teGricos dos parfmetros : K=800N/meC=30Ns/m
Desvio padréio utilizado na geragio de ruido ( Rand-MATLAB ) :
S,=51.10%
S5,=45.103
Semente (SEED) — 0
Np T SIEIMQ% slzlw% GI:CFKV% séMQ% aéw% séﬂw%
=90™) (e9™) =9%) %) E9") (£6*)
64 0.0659 15.6577 15.8069 13.1776 67.7235 68.8921 40.6035
15.6577 15.8069 13.1776 16.6748 16.9626 9.8186
92 00458 7.0371 8.6884 5.0307 69.5505 63.3262 27.5955
7.0371 8.6834 5.0307 11.0823 10.1379 44250
128 0.0329 6.0490 64188 41286 40.5441 38.9069 31.30%0
6.0450 6.4188 4.1286 44412 42348 34319
160 0.0263 1.1886 3.9006 19044 39.8994 31.5191 29.6115
1.1886 3.9006 1.5044 34238 2.7047 2.5410
200 0.0211 22845 24622 0.8674 31.2773 16.0106 38.8332
2.2845 24622 0.8674 -2.1109 1.0806 2.6209
260 0.0162 54057 04724 1.1242 39.22%0 21.5608 324992
54057 04724 1.1242 2.0054 1.0591 1.6613
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Tabela 07 : Nestatabela apresenta-se o erro percentual cometido na estimativa dos parametros, rigidez (K ) e
amortecimento { C ), utilizando-se Minimos Quadrados ( MQ ), Variaveis Tnstrumentais (VI)ea
Conjungfio de Vari4veis Instrumerdais com o Filtro de Kalman ( FKV ). Neste caso utilizou-se
um valor fixo NPI=8 ( vide item 4.3 ) e promoveu-se uma variagdio o mimero de pontos de
diseretizagfio Np , para um nivel RMS de ruldo de aproximadamente 10 %, Deve-se observar
que sfo apresentados o erro cometido na estimativa dos parimetros do modelo discreto ( £6%) e
do modelo contimo ( & ( ) %).

Dados adicionais : Valores te6ricos dos parfmetros : K=800N/meC=30Ns/m
Desvio padriio utilizado na geragdo de ruido ( Rand-MATLAB ) :

S, =58.10
S,=50.103
Semerte (SEED) - 0
Np T sﬁMQ% sf(w% eIZFKV% séMQ% séw% séFm%
€9*) (€9*) ($*) &9*) (£0*) (€0™)
64 0.0878 22.1449 21.1463 199811 84.4267 90.5752 53.1288
22,1449 21.1463 199311 30.1948 323938 19.0012
92 0.0611 109122 | 111794 6.8624 749775 | 72454% 30,0143
10.9122 11.1794 6.8624 16.8185 16.2568 6.7344
128 0.0439 8.9702 8.7182 5.8690 554779 54,6990 28.0603
89702 87182 5.8690 84158 82976 4.2566
169 0.0351 51216 7.0131 4 8703 46.6152 42.0276 272159
5.7216 7.0131 48703 54905 4.9501 3.2060
200 0.0281 2.1157 51276 34329 33.9396 23.9160 36.2337
2.1157 51276 34329 31244 22044 3.3356
260 0.0216 1.2444 23340 0.5681 344224 23.0211 33.6711
: 1.2444 2.3340 0.5681 2.3869 1.5963 23348
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Tahela 03 : Nestatabela apresenta-se o emro percentual cometido na estimativa dos paranetros, rigidez (K ) e
amortecimento ( C ), wilizzndo-se Minimos Quadrados { MQ ), Varigveis Instnanertais (VI)ea
Conjungdo de Veridveis Instrumentais com o Filtro de Kalman ( FKV )- Neste caso utilizou-se
um valer fixo NPI= 10 (vide item 4.3 } ¢ promoveu-se uma vanagio no mimero de pontes de
discretizagio Np , para um nivel RMS de rufdo de zproximadamente 10 %, Deve-se observar

que sdo apresentados o erro cometido na estimativa dos parfmetros do modelo discreto ( £*) e
do modelo cortimo (£ ( ) %).

Dados adicionais Valores teéricos dos parfimetros : K=800N/me C=30Ns/m
Desvio padréo utilizado na geragdo de rufdo ( Rand-MATLAB) :
S, =64.104
S,=53.10°3
Semente (SEED) — 0
Np T SKMQ% slzlw% sﬁFm% séMQ% aéw% SéFKV%
9%) (9% (€6™) 9%) 9% E$*)
64 0.1098 28.2518 26.5130 29.6261 103.6094 | 106.3846 71.5933
28.2518 265130 29.6261 50.8674 52.2299 38.0947
92 0.0764 14.5016 14.9277 10.9409 79.7640 78.3082 34.5030
14.5016 14.9277 10.9409 23.7007 23.2681 10.2520
128 0.0549 10.7999 104795 7.0828 58.5444 62.3785 29,7490
10.7999 10.4795 7.0828 11.5388 12.2945 5.8334
160 0.0439 8.2788 9.0371 6.6210 55.8464 52.6704 25.5991
8.2788 9.0371 6.6210 84717 7.9899 3.8833
200 0.0351 54773 73810 5.5458 40.7058 33.7795 33.0174
54773 73810 5.5458 4.7945 3.9787 3.8889
260 0.0270 1.9124 4.2481 23527 34.4610 27.0983 33.2081
1.9124 4.2481 2.3527 3.0396 2.3502 2.9291
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ANEXO I

Tahea01: Nestatabela apresenta-se o erro percentual cometido na estimativa dos paramelros, rigidez (K ) e
amortecimerto ( C), utilizando-se Minimos Quackados ( MQ ), Varidveis nstrumentais (Vl)ea
Conjungfio de Vandveis Instnumentais com o Filtro de Kalman ( FKV ). Neste caso,
selecionaram-se os valores NPI= 1, N, = 260 e promove-se una varedima no nivl RMS de
ruido. Deve-se observar que sfio apresentados o erro cometido na estimativa dos parimetros
do modelo discreto (£¢*) e do modelo cortirmo ( £ ( ) %).

Dados adicionais : Valores te6ricos dos parfimetros : K=800N/me C=30N.s/m
Desvio padrfio ufilizado na geragfio de ruido ( Rand-MATLAB ): S, e S,
Semente (SEED) — 0
Intervalo de Tempo de Discretizgdo : T=0.0027 s.
% RMS S EKMQ% sﬁv]% sIZZFKV% séMQ% aéw% EETFKV%

S €N | @ | e | een | oehty | e

APROX. 1.E-8 13.8810 2.2652 29143 23.2424 27.8589 45.5287
0% 1E-7 13.8810 2.2652 29143 0.1899 0.2277 0.3721

2 56.E-5 5.1769 2.1449 27462 11.7594 20.5838 38.9059
ME4 5.1769 21449 2.7462 0.0961 0.1682 03179

4 108.E-5 9.6012 1.9987 25557 7.2071 14.3444 33.0819
100.E-4 9.6012 1.9987 25557 0.0589 0.1172 0.2703

6 158 E-5 17.0443 1.8131 23217 35.8769 17584 26.7973

| 148E4 17.0443 1.8131 23217 0.2932 0.0634 0.2150

8 216.E-5 28.8662 1.5663 20196 76.7733 0.5473 19.7592
200.E4 28.8662 1.5663 20196 0.6274 0.0045 0.1615
10 28 E4 48.0799 1.1787 1.5567 147.6741 9.3764 9.8272
27.E-3 48.0799 1.1787 1.5567 1.2068 0.0766 0.0803

20 53 E4 153.7571 0.7147 0.5529 482701 43.8060 26.5679
50.E-3 153.7571 0.7147 0.5529 3.9900 0.3580 02171

50 134 E4 675.0732 94120 89619 209540 196.8760 | 208.2703
124E-3 | 675.0732 94120 8.9619 17.1230 1.6038 1.7019

mi



Tabeda 02: Nesta tabela apresenta-se o erro percertual cometido na estimativa dos parimetros, ngid=z (K ) e

amortecimerto ( C ), utilizzndo-se Minimos Quadrados (MQ ), Varidveis Instnumerttais (VI)ea
Conjungfio de Varidveis Instrumentais com o Filro de Kalman ( FKV ). Neste caso,
selecionaram-se os valores NPI = 5, Np = 92 e promove-se uma varredura no nivl RMS de
ruido. Deve-se observar que sfo zpresentados o erro cometido na estimativa dos parfmetros
do modelo discreto (£9*) e do modelo contimio (& ( ) %%).

Dados adicionais : Valores tedricos dos parfimetros : K=800N/me C=30Ns/m
Desvio padréio utilizado na gerago de ruido (Rand-MATLAB ): S, e S,
Semente (SEED) — 0
Intervalo de Tempo de Discretizagfio : T=0.0382 g,
% RMS Sy EKMQ % sI:(VI % BKFKV % aéMQ % aew % | &C iy Y0
S €% | @ | @ | @n | @D | e@hH
APROX. 1E-8 5.9854 5.5915 2.5040 43.1716 43.6767 320779
0% LE-8 59854 5.5915 2.5040 5.5843 5.6496 4.1402
2 9.4 6.1931 59985 2.9043 45.5045 456004 31.5828
8.E-3 6.1931 5.9985 29043 5.8860 5.8984 40852
4 17.E4 6.3412 6.3628 3.2438 483140 47.5443 31.1670
16 E-3 6.3412 6.3628 3.2438 6.2494 6.1499 4.0315
6 26.E4 63721 6.7555 3.6217 51.5827 49.5095 30.7246
24 E-3 6.3721 6.7555 3.6217 6.7722 6.4041 39742
b J4E4 6.2981 7.0978 3.9496 54.7979 51.2456 30.3285
31E3 6.2981 7.0978 3.9496 7.0881 6.6826 3.9230
10 46.E4 6.0404 7.5976 44312 59.9077 577511 29.7409
41 E-3 6.0104 7.5976 44312 7.7491 6.9527 13.8470
20 87.E4 39125 02454 5.9306 83.0074 63.0456 27.5259
T1E-3 39125 02434 59306 10.7370 8.1550 3.5605
50 214 E-4 6.6064 13.8082 94196 180.6402 95.6355 18.6389
192 E-3 6.6064 13.8082 94196 23.3658 12.3705 241714

m2




chela03: Nesta tubela apresenta-se o erro percentual cometido na estirnativa dos pardmnetros, rigidez (K) e

amortecimento (C), wtilizando-se Minimos Quadrados (MQ), Varidveis Instrumentais (V)ea
Conpunglio de Varidveis Instumentais com o Filtro de Kalman (FKV). Neste caso,
selecionaram-se os valores NPI = 5, Np = 92 e promove-se uma varecira 1o £ior de
amortecimento do sistema, dado pela expressgio: {=C/2Mw, , onde ©,;78.9443 rd/s. Deve-se
observar que sfo apresentados o erro cometido na estimativa dos parfmetros do modelo discreto
(e¢*) e do modelo contimio (s ( )%).

Dados adicionais : Valores teéricos dos parfmetros : K=800N/me C=30Ns/m
Desvio padrio ulizado na geragfo de ruido (Rand-MATLAB ): S, e S,
Semente (SEED) -0 e 10% RMS de rufdo
Intervalo de Tempo de Discretizagio : T=0.0382 s.
C Sy sﬁMQ% sf(w% af&m% aéMQ% séw% séFm%
S (€9%) (=¢%) (€9*) €9%) (£9%) %)
5 164 E4 23778 4.5559 41189 320.5200 | 3423561 | 241.8139
146 E-3 23778 45559 41189 6.2375 6.6625 4.7059
10 88.E+4 3.0247 5.0440 3.9312 164.2392 | 171.8907 76.3885
8LE-3 3.0247 5.0440 3.9312 6.5193 6.8230 3.0321
20 S5EA4 46313 6.2770 40041 88.2857 84.4203 3.4335
SO.E-3 4.6313 6.2770 40041 7.2985 6.9789 0.2838
30 46 E4 6.0404 7.5976 44312 59.2077 57.7511 29.7409
41.E-3 6.0404 7.5976 44312 7.7491 6.9527 3.8470
60 30.E4 0.7237 11.0791 5.6495 23.3054 18.5204 62.4062
28E-3 9.7237 11.0791 5.6495 6.9248 5.5031 18.5430
120 21E4 16.0590 17,6194 9.3737 3.7399 6.4867 95.2208
18E-3 16.0990 17.6194 9.3737 3.1621 5484 80.5087
130 20E4 17.0693 18.6195 10.1007 6.5907 9.1405 99.6289
17E-3 17.0693 18.6195 10.1007 6.4943 9.0069 98.1725
180 17E4 21.5479 23.3744 141773 39.2412 4335170 263.5546
14E-3 21.5479 23.3744 14.1773 17.8610 198072 { 119.9593

m3



ANEXO1V

Tabela01: Nestatabela apresenta-se o erro percentual cometido na estimativa dos parfmetros, rigidez (K ) e
amortecimento ( C ), utilizando-se Minimos Quadrados ( MQ ) e a Conjungfio de Minimos
Quadrados com o Filtro de Kalman ( FKM ). Neste caso utilizou-se um valor fixo NPI=1 (
vide item 4.3 ) e promoveu-se uma variagfio no niimero de pontos de discretizagfio Np , paraum
nfvel RMS de rufdo de aproximadamente 10 %. Deve - se observar que sfo apresentados
o erro cometido na estimativa dos parfimetros do modelo discreto (£$*) e do modelo
contimio ( & ( ) %).

Dados adicionais : Valores teéricos dos parmefros : K=800N/me C=30N.s/m
Desvio padréo utilizado na geragfio de ruido ( Rand-MATLAB ) :

S,=28.10%
S, =27.103
Semente (SEED) — 0
Np T eK 1o % €K pyy % sCyo% Cou %
(8¢* 9™ &H¥%) €0*)
64 0.0110 14.3703 1.9862 16.6042 100.8391
14.3703 1.9862 0.5654 3.4336
92 0.0076 19.8362 11.5838 63.4860 67.8350
19.8362 11.5838- 14844 1.5903
128 0.0055 24.0550 18.7389 40.6401 117.3115
24.0550 18.7389 0.6803 1.9638
160 0.0044 81.7998 26.7686 91.1443 113.2317
81.7998 26.7686 1.2165 1.5113
200 0.0035 41.6999 34.2313 94.2278 162.2443
41.6999 34.2313 1.0035 1.7278
TATO0TT BRI TF 1494038 -:-:153_31953-:-:-:-
el RS Rty o 00,8 & W Speet SR e 4 R :
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Tabeda02: Nestatubela apresenta-se o ermro percertual cometido na estimativa dos parfmetros, rigidez (K ) e

amortecimerto { C ), utilizando-se Minimos Quadrados { MQ ) ¢ a Conjungfio de Minimos
Quadrados com o Filiro de Kalman { FKM ). Neste caso uilizou-se um valor fixo NPI= 5 (
vide itern 4.3 ) e promoveu-se uma variagfo no mimero de portos de discretizagfio N, para um
nivel RMS de ruido de aproxdmadamente 10 %. Deve-se observar que sfio apresentados o
emo cometido na estimativa dos parfmetros do modelo discreto ( 24*) e do modelo

contimio (& ( ) %).

Dados adicionais Valores tedricos dos parimetros : K=800N/meC=30N.s/m
Desvio padrio utilizado na geragéio de niido ( Rand-MATLARB) :
S,=46.104
3, =41.103
Semente (SEED) — 0
Np T sf:MQ % SéFKM Y
9% =9*)
64 0.0549 12.0763 21.3779

12.0763

2.8608 43047

160 0.0220 14272 47561 374489 464188
14272 4.7561 2.6402 3.2726

200 0.0176 5.2805 4.8307 30.8367 61.2463
5.2805 4.8307 1.7150 3.4063

260 0.0135 7.1596 6.6123 427209 56.4507
7.1596 6.6123 1.8045 2.3845

V2




ANFXO V

Tzhela 01 : Nesta tabela apresenta-se o erro percentual cometido na estimativa dos parfmetros, rigidez (K ) e
amortecimento ( C ), ufilizndo-se Minimos Quadrados ( MQ ) e a Conjungfio de Minimos
Quadrados com o Filtro de Kalman { FKM ). Neste caso, selecionaram-se os valores NPI =1,
Np = 260 ¢ promove-se uma vamedura no nivi RMS de rufdo. Deve-se observar que sio
apresentados o erro cometido na estimativa dos parimetros do modelo discreto ( €9*) e do
modelo continuoe ( £ ( ) %). '

Dados adicionais : Valores tedricos dos parfmetros : K=800N/meC=30N.s/m
Desvio padréio utilizado na geragéo de ruido (Rand-MATLAB ): S, e S,
Semente (SEED) — 0
Tntervalo de Tempo de Discretizagfio : T=0.0027 s.
% RMS Sy sﬁMQ% sI?:FKM% stMQ% a&FKM%
S €9%) ($%) €9*) (Ed%)

APROX. 1E-8 3.8810 40356 23.2423 47.2192
0% 1LE-7 3.8810 4.0356 0.1899 0.3859
2 S6.E-5 5.1511 1.8068 114417 44.9313
S.E-4 51511 1.8068 0.06935 0.3672
4 108.E-5 9.5578 34201 7.8075 527274
160.E4 9.5578 34201 0.0638 04309
[ 158E-5 16.9860 11.7394 36.7832 703325
1484 16.9860 11.7394 0.3006 0.5747

8 216E-5 28.7964 24.6852 78.0231 100.3170
200.EA4 28.7964 24.6852 0.6376 0.8198

10 28E4 479977 45.7118 149.4038 158.3093
27E-3 479977 457118 1.2209 1.2938

20 S3E4 153.6784 166.9895 491.6837 490.2960
S0.E-3 153.6784 166.9895 4.0179 4.0099

50 134E4 675.0583 1042.7000 2104.4000 2960.2000
124 E-3 675.0583 1042.7000 17.1963 24.1900




Tahda 02 : Nestatabela apreserta-se o ermo percenhual cometido na estimativa dos parfmetros, rigidez (K ) o

amortecimerdo { C ), utilizando-se Minimos Quadrados ( MQ ) e a Conjungdio de Minimos

Quadrados com o Filiro de Kalman ( FKM ). Neste caso, selecionaram-se os valores NPI = 5,

Np = 92 ¢ promove-se uma varredura no nivi RMS de ruido. Deve-se observar que sfio

apresentados o erro cometide na estimativa dos parfmetros do modelo discreto ( £9*) e do

modelo contirmo (& ( )%).

Dados adicionais : Valores tedricos dos parfmetros : K=800N/me C=30N.s/m
Deswvio padréo utilizado na geragfo de ruido { Rend-MATLAB ): S, e S,
Semente (SEED) — 0
Intervalo de Tempo de Discretizagfio : T=0.0382s

% RMS S sf(MQ % sK py %0 séMQ% eCrpy %

Sv €9%) 9™ (ed*) €9*)

APROX. 1E-8 5.8954 1.9615 43.1716 14.1910

0% 1.E-7 5.8954 1.9619 5.5843 1.8356

2 9E4 6.1760 2.4969 458479 13.5428

8E-3 6.1760 24969 5.9304 1.7518

4 17E4 6.3159 3.0977 489719 13.9896

16.E-3 6.3159 3.0977 6.3345 1.8097

6 26.E4 6.3489 3.8882 52.5256 15.5282

24 E-3 6.3489 3.8882 6.7042 20080

3 34EA4 6.2849 4.6968 55.9659 17.7925

31E-3 6.2849 4.6968 7.2392 23023

10 464 6.0555 6.0973 61.3580 22,5523

41 E-3 6.0555 6.0973 79367 29191

20 87E4 - 4.1364 12.3949 85.1088 54.3863
T1E-3 41364 12.3949 11.0088 7.0556
SO 214 E4 5.0721 455838 182.2069 301.2007
192.E-3 5.0721 45.9838 23.5685 41.2439
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