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Resumo

Este trabalho investiga a gravidade de Horndeski como uma alternativa ao modelo cos-

mológico padrão (Λ-CDM), com ênfase na mitigação da tensão de Hubble. Inicialmente,

abordamos os aspectos conceituais que serviram de base para a formulação da gravidade

de Einstein, além de tratarmos tópicos essenciais para a Cosmologia. Posteriormente,

apresentamos a gravidade de Horndeski, destacando sua formulação matemática, proprie-

dades teóricas e condições de estabilidade. A parte metodológica inclui a implementação

numérica das equações cosmológicas e o ajuste de parâmetros para reproduzir observações

recentes. Os resultados mostram que o modelo específico de acoplamento derivativo

não-mínimo de Horndeski pode aliviar a tensão de Hubble por meio do ajuste do potencial

escalar, mantendo consistência com dados observacionais. A análise da evolução das

densidades de energia e do parâmetro de Hubble, juntamente ao estudo das perturbações

cosmológicas, reforça a estabilidade e viabilidade do modelo estudado. Portanto, esta

dissertação contribui para o estudo da cosmologia teórica, sugerindo novas possibilidades

para a exploração de outros setores dessa gravidade modificada em contextos cosmológicos.

Palavras-chave: Cosmologia. Gravidade de Horndeski. Tensão de Hubble.



Abstract

This work investigates Horndeski gravity as an alternative to the standard cosmological

model (Λ-CDM), with an emphasis on alleviating the Hubble tension. Initially, we address

the conceptual aspects that formed the basis for the formulation of Einstein’s gravity,

along with essential topics in Cosmology. Subsequently, Horndeski gravity is presented,

highlighting its mathematical formulation, theoretical properties, and stability conditions.

The methodological approach includes the numerical implementation of cosmological

equations and parameter fitting to reproduce recent observational data. The results show

that the specific non-minimal derivative coupling model within Horndeski gravity can

mitigate the Hubble tension by adjusting the scalar potential while maintaining consistency

with observational constraints. The analysis of the evolution of energy densities and the

Hubble parameter, along with the study of cosmological perturbations, reinforces the

stability and feasibility of the proposed model. Therefore, this dissertation contributes to

the study of theoretical cosmology, suggesting new possibilities for exploring other sectors

of this modified gravity theory in cosmological and astrophysical contexts.

Keywords: Cosmology. Horndeski Gravity. Hubble Tension.
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1 Introdução

Observações recentes indicam que o Universo encontra-se em uma fase de expansão

acelerada. Tais observações sugerem a existência de uma nova componente cósmica,

denominada energia escura, que exerceria uma pressão negativa, capaz de impulsionar

essa expansão acelerada. A descoberta dessa aceleração foi inicialmente realizada através

de observações de Supernovas tipo Ia (SnIa) [1, 2]. Posteriormente, essa conclusão foi

apoiada por outros observáveis cosmológicos, como a Radiação Cósmica de Fundo (CMB)

[3], além das Oscilações Acústicas de Bárions (BAOs) [4]. A natureza exata da energia

escura permanece como um dos grandes mistérios da física moderna. Contudo, um dos

principais candidatos a desempenhar esse papel é a constante cosmológica Λ, introduzida

por Einstein1. Ao considerar este termo cosmológico em conjunto com a Matéria Escura

Fria (CDM)2 como os principais componentes que dominam o Universo, chega-se ao

modelo Λ-CDM, que é atualmente considerado o modelo cosmológico mais completo, sendo

amplamente aceito pela comunidade científica.

Nos últimos anos, têm surgido inúmeros estudos sobre teorias de gravidade mo-

dificada. Entre as várias alternativas à Relatividade Geral, que mantêm seus princípios

fundamentais, mas alteram a ação do campo, duas classes de teorias têm se destacado

como as mais investigadas. A primeira, conhecida na literatura como f(R) [5, 6], assume

a forma de uma generalização da ação de Einstein-Hilbert, onde a função f(R) é uma

função arbitrária do escalar de Ricci R, em vez de apenas R linear, como na Relatividade

Geral. A segunda classe de teorias é conhecida como teorias escalar-tensoriais, destacando

as teorias de Brans-Dicke [7] como uma das principais alternativas à teoria da Relatividade

Geral de Einstein, onde se introduz um campo escalar não minimamente acoplado ao

tensor de curvatura. Essa classe de teorias pode ser generalizada pela chamada Gravidade

de Horndeski [8], que é a mais geral teoria escalar-tensorial em quatro dimensões, com

equações de campo de segunda ordem. Porém, uma questão interessante a se considerar, é

a razão pela qual se torna necessário modificar a Relatividade Geral, uma vez que essa

teoria tem se mostrado bastante consistente, sendo confirmada por vários experimentos e

observações. Um exemplo mais recente e um dos mais importantes, é a detecção das ondas

gravitacionais, que foram previstas por Einstein em 1916 e finalmente observadas direta-

mente em 2015 pela Colaboração Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory

(LIGO) e VIRGO [9, 10].
1 Quando Einstein inseriu essa constante em suas equações, seu objetivo inicial era contrabalancear a

gravidade, pois suas equações previam um Universo dinâmico. No entanto, acreditava-se na época
que o Universo era estático, e devido a isso, Einstein adicionou o termo Λ, que agiria como uma força
repulsiva, equilibrando a atração gravitacional e permitindo assim um Universo estático.

2 Do inlês: Cold Dark Matter. É classificada como um tipo específico de matéria escura que se move a
baixas velocidades (em comparação à velocidade da luz).
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Um dos temas mais discutidos no contexto da física contemporânea que tem

promovido fortes motivações para estudos além da Relatividade Geral, é a compreensão

do chamado setor escuro do Universo, que engloba as chamadas energia escura e a matéria

escura, que são as responsáveis, respectivamente, pela atual expansão acelerada do Universo

e pelos fenômenos observados nas velocidades de rotação das galáxias [11]. Além disso,

existem outras questões em aberto na cosmologia, que são tidas como pendências do

modelo Λ-CDM, como o problema da constante cosmológica, associado a um discrepância

significativa3 entre seu valor observacional e o valor teórico previsto pela teoria quântica

[12]. E também, uma outra questão mais recente, o problema da tensão de Hubble, que

consiste em uma discordância observada entre os valores da constante de Hubble H0

obtidos por diferentes medições, como as locais, que utilizam SnIa e Cefeidas [1, 13],

e as medições globais, que são baseadas em observações da CMB e das BAOs. Sendo

assim, modificar ou estender a Relatividade Geral pode abrir novas possibilidades para

a cosmologia, permitindo explorar e compreender fenômenos que o modelo atual não

consegue explicar completamente.

Sendo assim, motivada pelos problemas apresentados, a exploração de modelos

alternativos vem se tornando cada vez mais frequente e considerável, principalmente

modelos envolvendo campos escalares dinâmicos como um grau de liberdade extra (teorias

escalar-tensoriais). Onde esse campo escalar pode ser introduzido como uma nova compo-

nente, assim como os modelos de quintessência [14, 15] e k-essência [16, 17], ou como uma

generalização desses modelos, a Teoria de Horndeski, que carrega consigo o princípio de

evitar equações de movimento de ordem superior, o que previne instabilidades. O foco da

proposta deste trabalho é explorar um dos setores dessa gravidade de Horndeski, nomeado

setor John (também conhecido na literatura como modelo de acoplamento derivativo não

mínimo do campo escalar com o tensor de Einstein), com investigações voltadas para a

cosmologia. Nessa primeira parte do estudo, fazemos uma descrição da matéria escura por

meio do campo escalar, assim como realizado em [18], e para isso obtemos a solução das

equações de campo dessa gravidade via métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW) para

uma curvatura plana, no contexto de um universo homogêneo e isotrópico. Solucionamos

as equações resultantes numericamente, e a partir disso, direcionamos nossas análises aos

observáveis cosmológicos.

Este trabalho está estruturado da seguinte forma: no capítulo 2 apresentamos uma

revisão sobre a Gravidade de Einstein, abordando os princípios aos quais ela se baseia,

além disso, expomos o formalismo no qual ela é construída, destacando seus principais

elementos. No capítulo 3 tratamos sobre a Cosmologia, enunciando os pilares do modelo

cosmológico padrão, após isso solucionamos as equações de Einstein em uma métrica

estabelecida, obtendo as principais equações, além disso abordamos sobre os parâmetros
3 A contribuição da energia de vácuo esperada para Λ no contexto da física de partículas é 10121 ordens

de magnitude maior do que a observada [12], caracterizando um problema de ajuste fino.
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cosmológicos, juntamente às suas discussões para com a cosmologia observacional. No

capítulo 4 adentramos aos tópicos referentes à teoria de Horndeski, partindo de uma

revisão teórica, mostramos as formas das novas equações de campo do modelo considerado,

bem como suas soluções na perspectiva da cosmologia, especificamente no universo FRW

plano, exibindo os principais parâmetros inerentes a essa abordagem. No Capítulo 5,

apresentamos os resultados obtidos a partir da implementação do modelo de gravidade

de Horndeski, explorando como ajustes nos parâmetros livres podem mitigar a tensão de

Hubble. Analisamos numericamente a evolução do parâmetro de Hubble, o comportamento

das densidades de energia associadas aos componentes do Universo, além das condições de

estabilidade cosmológica.
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2 Gravidade de Einstein

A Gravidade de Einstein, amplamente conhecida na literatura como Teoria da

Relatividade Geral (TRG), é uma teoria que relaciona o campo gravitacional à curvatura

do espaço-tempo em torno de uma região onde haja a presença de matéria e energia. Essa

conexão é formalizada através das equações de campo de Einstein, que derivam, em parte,

do chamado princípio da equivalência [19]. Esse princípio estabelece que, localmente,

os efeitos de um campo gravitacional são indistinguíveis dos efeitos de uma aceleração

uniforme, o que implica que a gravidade pode ser vista como a curvatura do espaço-tempo.

A importância e as implicações do princípio da equivalência serão melhor exploradas no

decorrer deste capítulo.

A TRG descreve os fenômenos gravitacionais utilizando uma sofisticada ferramenta

matemática, a geometria diferencial. De acordo com este formalismo, a gravidade não

é tratada como uma força convencional como na física newtoniana, mas sim como uma

manifestação da curvatura do espaço-tempo. Essa curvatura, por sua vez, é determinada

pela distribuição de matéria e energia no espaço-tempo. Essa teoria expande os princípios

da Teoria da Relatividade Restrita (TRR) para incluir a dinâmica em espaços-tempo curvos,

permitindo que sua aplicação se estenda a quaisquer referenciais, sejam eles inerciais ou não.

Ao incorporar o conceito de que o campo gravitacional pode ser interpretado localmente

como um referencial não-inercial, a TRG se estabelece como uma teoria abrangente da

gravitação, aplicável a vários cenários que vão além das limitações da TRR.

Neste capítulo será desenvolvido um estudo mais detalhado acerca da TRG, onde

serão apresentados os principais aspectos que servem como base para o desenvolvimento

teórico e compreensão desta teoria, objetivando assim, introduzir o ferramental matemático

explorado em partes do texto, além de nos familiarizarmos com conceitos utilizados em

seções subsequentes deste trabalho.

2.1 Princípios da Relatividade Geral

Para falarmos sobre a TRG, primeiramente é necessário abordar sobre alguns dos

princípios aos quais essa teoria se baseia, principalmente ao citado anteriormente, princípio

de equivalência, pois suas consequências formam a base conceitual para compreender a

estrutura do espaço-tempo curvo juntamente à sua intrínseca relação com as fontes de

campo gravitacional [20].
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2.1.1 Princípio da Equivalência Newtoniano

O princípio de equivalência foi um dos principais tópicos que serviram como base

para a teoria da gravitacional de Einstein. A equivalência entre a massa inercial e a massa

gravitacional segundo a formulação newtoniana, nos mostra experimentalmente que, no

vácuo, a trajetória seguida pelos corpos em queda livre não depende da estrutura nem da

composição química dos corpos sendo os mesmos suficientemente pequenos para evitar os

efeitos da não uniformidade do campo gravitacional [21].

2.1.2 Princípio da Equivalência de Einstein

Em 1908, ao tentar aplicar os princípios de sua recém-formulada teoria da Relativi-

dade Restrita, Einstein percebeu que a mecânica newtoniana não oferecia uma explicação

satisfatória para a igualdade entre massa inercial e massa gravitacional, como discutido

anteriormente. Durante suas reflexões e investigações sobre a gravitação newtoniana, ele

realizou um experimento mental que resultou em uma das mais profundas percepções de

sua vida. Esse experimento mental, que ele considerou “o mais feliz de sua vida”, envolvia

a ideia de que um corpo em queda livre não sente seu próprio peso.

A partir dessa reflexão, Einstein relatou: “Esta lei... da igualdade da massa

inercial e massa gravitacional foi então percebida por mim com todo o seu significado.

Fiquei abismado com sua existência e conjecturei que ela deveria conter a chave para a

compreensão da gravitação” [22, 23]. A partir disso, Einstein formalizou um resultado com

os seguintes postulados, descritos por [24]:

Princípio fraco: Em todos os pontos do espaço-tempo em um campo gravitacional

arbitrário, é possível escolher um sistema de coordenadas local, chamado de referencial

inercial local, tal que, em uma região suficientemente pequena ao redor do ponto em questão,

as leis do movimento tomam a mesma forma que em um sistema inercial cartesiano não

acelerado na ausência de qualquer campo gravitacional.

Este primeiro postulado, conhecido como o princípio da equivalência Fraco, foi

posteriormente estendido para incluir não apenas experimentos não gravitacionais, mas

também todos os fenômenos físicos, inclusive aqueles que envolvem gravitação. Esse novo

princípio ampliado é nomeado princípio da equivalência forte, e pode ser enunciado da

seguinte forma:

Princípio forte: Em todos os pontos do espaço-tempo, mesmo na presença de

um campo gravitacional arbitrário, é possível escolher um sistema de coordenadas local,

chamado referencial inercial local, tal que, em uma região suficientemente pequena em

torno do ponto em questão, todas as leis da natureza, incluindo as leis gravitacionais,

tomam a mesma forma que em um sistema cartesiano não acelerado na ausência de

qualquer campo gravitacional.
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O princípio da equivalência forte é o mais geral dos princípios de equivalência,

assumindo que os dois princípios anteriores (o princípio da equivalência newtoniano e

o princípio da equivalência fraco) são válidos. Além disso, ele afirma que todas as leis

da física são as mesmas para qualquer observador, em qualquer ponto do espaço-tempo

[25]. De forma mais abrangente, o princípio forte difere do princípio fraco ao incluir

experiências gravitacionais no referencial do observador. Isso significa que as leis da física

permanecem inalteradas, mesmo quando o corpo de teste produz um campo gravitacional

não desprezível.

2.1.3 Princípio da Covariância Geral

De acordo com o princípio anterior, não existe uma forma de distinguir localmente

entre um referencial em queda livre em um campo gravitacional uniforme e um referencial

inercial e também não há como distinguir entre localmente, estar acelerado e estar em

repouso sob ação de um campo gravitacional.

Se um referencial acelerado pode ser descrito como um referencial em repouso sob

a ação de um campo gravitacional e se as leis da natureza não se alteram na presença de

um campo gravitacional, as equações que regem essa teoria devem ser escritas de uma

só forma para todos os observadores, e para isso se torna necessário o uso do formalismo

tensorial, que permite expressar as leis físicas de maneira covariante, ou seja, invariantes

sob transformações de coordenadas.

Sendo assim, não há motivo para que haja distinção entre referenciais não-inerciais

e referenciais inerciais no que diz respeito à descrição da natureza. A partir disso, Einstein

generalizou o princípio da relatividade restrita, e ofereceu o princípio da covariância geral

como o princípio físico fundamental da TRG e como o responsável por estender o princípio

da relatividade restrita ao movimento acelerado [26]. Tal princípio pode ser enunciado da

seguinte forma:

Princípio da covariância geral: As leis da física devem ser expressas de maneira

que tenham a mesma forma matemática em qualquer sistema de coordenadas, independen-

temente do movimento do observador ou do referencial escolhido.

Dessa forma, se uma equação é válida na TRR, ela deve permanecer válida na

TRG, isso significa que as equações válidas no espaço plano de Minkowski (que é o cenário

da relatividade restrita) devem ser generalizadas para se aplicarem ao espaço-tempo curvo

da relatividade geral, com isso, devem ser escritas fazendo-se as devidas transformações:

• Substitui-se a métrica de Minkowski por uma métrica geral:

¸µν → gµν .
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• Substitui-se as derivadas parciais por derivadas covariantes:

∂µ → ∇µ.

Na próxima seção, trataremos sobre a matemática envolvida nos conceitos apresentados até

aqui, definindo e obtendo alguns tensores que são utilizados para obtenção das equações

de campo de Einstein.

2.2 Aspectos da Curvatura

Nesta seção obteremos a representação matemática para a curva geodésica, onde

será visto que esta pode ser obtida a partir do movimento de uma partícula em queda

livre imersa em um campo gravitacional, onde veremos também que, a curva geodésica

depende de uma elemento chamado conexão afim, que é representado exclusivamente por

termos geométricos [27]. E além disso, conheceremos melhor alguns tensores que são

indispensáveis para a compressão da TRG e obtenção de suas equações.

2.2.1 Dinâmica da Partícula na Relatividade Geral

Considerando uma partícula movendo-se em queda livre em um sistema de co-

ordenadas Àα que a acompanha. Sendo assim, esse sistema é localmente inercial e de

acordo com o princípio da equivalência, num referencial em queda livre não há aceleração

(localmente) [24]. Com isso, a equação de movimento da partícula fica expressa por:

d2Àα

dÄ 2
= 0, (2.1)

onde dÄ =
ds2

c2
é o tempo próprio, ou seja, aquele medido no referencial da partícula,

sendo descrito por:

dÄ 2 = −¸αψdÀαdÀψ, (2.2)

com ¸αψ sendo o tensor métrico de Minkowski.

Considerando um sistema de coordenadas arbitrário xµ em repouso, submetido a

um campo gravitacional, podemos utilizar a regra da cadeia para determinar a dinâmica

da partícula vista a partir do referencial xµ [25], ou seja,

d

dÄ

(

dÀα

dÄ

)

=
d

dÄ

(

∂Àα

∂xµ
∂xµ

∂Ä

)

, (2.3)

então,
d

dÄ

(

∂Àα

∂xµ
∂xµ

∂Ä

)

= 0. (2.4)
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Desenvolvendo a derivada no tempo, de acordo com a regra do produto de derivadas,

teremos:
∂Àα

∂xµ
d2xµ

dÄ 2
+

∂2Àα

∂xµ∂xν
dxµ

dÄ

dxν

dÄ
= 0. (2.5)

Multiplicando a equação (2.5) em ambos os lados por ∂xλ

∂ξα , teremos:

d2xµ

dÄ 2

∂Àα

∂xµ
∂xλ

∂Àα
+

∂2Àα

∂xµ∂xν
∂xλ

∂Àα
dxµ

dÄ

dxν

dÄ
= 0, (2.6)

e utilizando o tensor de Kronecker, dado por

¶λµ =
∂Àα

∂Àµ
∂Àλ

∂Àα
,

obtemos a equação simplificada

d2xµ

dÄ 2
¶λµ +

∂2Àα

∂xµ∂xν
∂xλ

∂Àα
dxµ

dÄ

dxν

dÄ
= 0, (2.7)

e aqui, podemos identificar um conceito importante chamado de conexão afim. Esse

elemento matemático é crucial porque nos ajuda a determinar as trajetórias naturais, ou

curvas geodésicas, em um espaço que foi curvado pela presença de um campo gravitacional.

Em outras palavras, a conexão afim é como uma ferramenta que nos mostra como os

objetos se movem nesse espaço curvo, e ela é definida da seguinte maneira,

Γλµν ≡
∂2Àα

∂xµ∂xν
∂xλ

∂Àα
. (2.8)

Que por sua vez, estabelece uma conexão entre vetores de espaços tangentes definidos

em pontos vizinhos e pode ser interpretado como uma correção das equações devido a

curvatura do espaço-tempo [28]. Dessa forma, a equação do movimento que buscamos,

será dada por
d2xλ

dÄ 2
+ Γλµν

dxµ

dÄ

dxν

dÄ
= 0. (2.9)

A Equação (2.9) obtida acima é denominada Equação da Geodésica, e descreve o menor

caminho que uma partícula livre percorre em um espaço curvo. Uma vez que as derivadas

de primeira ordem comutam, da Equação (2.8), temos que a conexão afim é simétrica com

relação aos índices inferiores, ou seja,

Γλµν = Γλνµ. (2.10)

Percebemos ainda, que na equação de movimento (2.9) existe um termo adicional quando

é comparada com a equação de movimento escrita a partir do sistema localmente inercial,

em (2.1). Isso indica justamente a presença de um campo gravitacional, reafirmando então,

que de acordo com a TRG, o campo gravitacional é descrito a partir da curvatura do

espaço-tempo.
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Agora podemos representar a conexão afim usando a métrica, que é uma maneira

de descrever o campo gravitacional. Quando estudamos o movimento de uma partícula

livre, como vimos antes, o que determina como a gravidade influencia essa partícula é a

conexão Γλµν . Além disso, o tempo próprio, ou seja, o tempo que a partícula vivencia em

seu movimento, é determinado pelo tensor métrico gµν [24], e pode ser expresso em termos

do sistema de coordenadas xµ,ou seja, por meio de (2.2), temos

dÄ 2 = −¸αψ
∂Àα

∂xµ
dxµ

∂Àψ

∂xν
dxν = −gµνdxµdxν , (2.11)

onde o tensor métrico é definido como

gµν = −¸αψ
∂Àα

∂xµ
∂Àψ

∂xν
. (2.12)

Esse tensor é essencial na TRG, pois ele quantifica as distâncias entre pontos e os ângulos

entre vetores em um espaço-tempo curvado. Suas componentes estabelecem a geometria

do espaço-tempo, descrevendo assim a dinâmica em um campo gravitacional [29]. E ainda

nesta seção, trataremos com mais detalhes sua definição e suas propriedades.

Podemos ainda obter uma relação entre o tensor métrico e a conexão afim, sendo

na partícula se movendo em queda livre, o campo responsável pela determinação da força

é Γλµν , enquanto que o tempo próprio é determinado por gµν [24]. Com isso, derivamos

(2.12) com relação a xλ, isso nos dá

∂gµν
∂xλ

=
∂2Àα

∂xλ∂xµ
∂Àψ

∂xν
¸αψ +

∂Àα

∂xµ
∂2Àψ

∂xλ∂xν
¸αψ, (2.13)

onde as seguintes relações são válidas [24],

∂2Àα

∂xλ∂xµ
= Γρλµ

∂Àα

∂xρ
e

∂2Àψ

∂xλ∂xν
= Γρλν

∂Àψ

∂xρ
. (2.14)

Utilizando as relações acima e (2.12), obtemos

∂gµν
∂xλ

= Γρλµgρν + Γρλνgρµ (2.15)

Agora podemos permutar µ´ ¼, e após algumas manipulações, obtemos a expressão,

∂gµν
∂xλ

+
∂gλν
∂xµ

+
∂gµλ
∂xν

= 2Γρλµgρν . (2.16)

Multiplicando toda a equação acima por gνσ, obtemos

Γσλµ =
1

2
gνσ

(

∂gµν
∂xλ

+
∂gλν
∂xµ

− ∂gµλ
∂xν

)

. (2.17)

Que expressa a conexão afim em termos do tensor métrico, e nessa forma, é representada

pelos Símbolos de Christoffel. Esses símbolos caracterizam a conexão que estamos utilizando

como a conexão de Levi-Civita, que é uma conexão métrica e livre de torção.
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Sendo assim, podemos observar que o princípio da equivalência, discutido neste

capítulo, conduz a uma dinâmica em que o movimento das partículas é determinado pela

geometria do espaço-tempo. Em outras palavras, o conceito de força pode ser substituído

pela ideia de que a matéria e a energia dobram e moldam o espaço-tempo ao seu redor, e

essa curvatura determina as geodésicas que as partículas de teste devem seguir [21, 24, 30].

Portanto, uma vez definida a métrica, as funções gµν são determinadas pela solução

de um conjunto de equações diferenciais conhecidas como as Equações de Campo de

Einstein. Essas equações, que discutiremos mais adiante neste capítulo, mostram como a

geometria do espaço-tempo está ligada à quantidade de matéria e energia presentes, que

são as fontes do campo gravitacional [21, 30].

2.2.2 Tensor de Riemann

Como visto anteriormente no decorrer deste capítulo, na TRG o campo gravitacional

é descrito pela curvatura do espaço-tempo, e a quantidade geométrica que determina essa

curvatura é o tensor de Riemann, que também é usualmente chamado na literatura de

tensor de curvatura, sendo o mesmo definido da seguinte forma,

Rα
γλβ =

∂Γαλγ
∂xβ

− ∂Γαβγ
∂xλ

+ ΓαβτΓ
τ
λγ − ΓαλτΓ

τ
βγ. (2.18)

Um fato bastante intuitivo a se considerar sobre este tensor de curvatura é que sua nulidade

é uma condição necessária e suficiente para que uma métrica seja plana, ou seja, que o

espaço-tempo não esteja curvado, matematicamente expressamos como Rα
γλβ = 0.

Podemos ainda transformar esse tensor misto, representado pela Equação (2.18),

em um tensor totalmente covariante. Para isso, basta multiplicá-lo pela métrica covariante,

resultando na seguinte expressão,

Rσγλβ = gσαRα
γλβ. (2.19)

Com isso, expressamos o tensor de Riemann abertamente na forma:

Rσγλβ =
1

2

(

∂2gγλ
∂xσ∂xβ

− ∂2gσλ
∂xβ∂xγ

+
∂2gσβ

∂xγ∂xλ
− ∂2gγβ

∂xσ∂xλ

)

+ gµν
(

ΓµβσΓνγλ − ΓµλσΓνγβ
)

. (2.20)

Esse tensor tem um total de 256 componentes, já que estamos considerando um espaço-

tempo de 4 dimensões. No entanto, devido a certas propriedades, o número de componentes

independentes é bastante reduzido. Esse número é dado por 1
12

n2(n2 − 1), o que, para

n = 4 dimensões, resulta em 20 componentes independentes. Essa redução ocorre devido

às várias condições de simetrias que o tensor de Riemann satisfaz, conforme as seguintes

propriedades listadas a seguir [31]:

i) O tensor Rσγλβ é anti-simétrico com relação à troca de índices do primeiro par:

Rσγλβ = −Rγσλβ. (2.21)
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ii) O tensor Rσγλβ é anti-simétrico com relação à troca de índices do segundo par:

Rσγλβ = −Rσγβλ. (2.22)

iii) O tensor Rβσλω é invariante com relação à troca do primeiro par de índices com o

segundo:

Rσγλβ = Rλβσγ. (2.23)

Destacando ainda, o fato de a conexão ser simétrica, leva à seguinte identidade:

Rσγλβ + Rσβγλ + Rσλβγ = 0, (2.24)

chamada de propriedade da ciclicidade do tensor de Riemann, ou como também é conhecida,

primeira identidade de Bianchi.

A seguir, trataremos outros termos que são indispensáveis dentro da TRG, e assim

concluiremos essa etapa de definições dos elementos que compõem as equações de campo

de Einstein.

2.2.3 Tensor de Ricci e Escalar de Ricci

O tensor de Riemann possibilita definir duas outras quantidades relacionadas à

curvatura de uma variedade [31]. Uma delas é um tensor de grande importância na

formulação da teoria da gravitação de Einstein, conhecido como tensor de Ricci, que é

obtido fazendo uma contração do tensor de Riemann com a métrica, sendo expresso da

seguinte forma:

Rσω = Rλ
σλω = gµλRµσλω, (2.25)

que é um tensor simétrico1, ou seja, Rµν = Rνµ.

Realizando uma segunda contração com a métrica, obtemos o escalar de Ricci,

também conhecido como escalar de curvatura, que é expresso da seguinte forma:

R = Rσ
σ = gσωRσω = gσωgµλRµσλω. (2.26)

2.2.4 Tensor Métrico

Um espaço é dito métrico quando é possível definir a distância infinitesimal ds

entre dois pontos em função de um tensor covariante simétrico gµν , denominado tensor

métrico, que é uma função das coordenadas [32],

ds2 = gµνdxµdxν ,

1 O tensor de Ricci possui uma importante propriedade de ser o único tensor simétrico que depende
de derivadas de primeira e segunda ordem da métrica, sendo linear nos termos de derivadas segunda.
Consequentemente o escalar de Ricci é o único escalar que compartilha dessa mesma propriedade [31].
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assim como visto na Equação (2.12), onde dxµ e dxν são os diferenciais das coordenadas

espaciais e temporais.

O tensor métrico é um tensor de segunda ordem, simétrico, ou seja gµν = gνµ,

isso significa que em um espaço-tempo com 4 dimensões ele possui 10 componentes

independentes, em vez de 16 que um tensor genérico de segunda ordem teria, e devido a

essa simetria2, um conjunto de equações envolvendo tal tensor se reduz, o que ameniza

a complexidade dos cálculos em suas soluções, bem como veremos no próximo capítulo

quando estivermos resolvendo as equações de Einstein.

Também utiliza-se bastante o tensor métrico na definição de vetores e tensores

covariantes e contravariantes, permitindo uma operação muito frequente no cálculo tensorial,

de “elevar” e “abaixar” índices, tais operações são fundamentais nas transformações de

vetores e tensores entre suas formas, assim como destacado pelas relações abaixo,

gµνU
ν = Uµ, gµνUν = Uµ, gµνV

νλ = V λ
µ e gµνVνλ = V µ

λ .

Pode-se ainda definir um tensor contravariante gµν , denominado tensor métrico inverso,

dado pela relação,

gµνg
µλ = ¶λν , (2.27)

sendo ¶λν chamado de delta de Kronecker, definida por

¶λν =







1, se ¼ = ¿

0, se ¼ ̸= ¿.
(2.28)

2.2.5 Identidades de Bianchi e o Tensor de Einstein

Ainda discutindo sobre o tensor de curvatura, mostraremos que este obedece as

chamadas identidades de Bianchi. Essa quantidade se mostrará extremamente importante

nas seções seguintes, quando tratarmos sobre as famosas equações de Einstein [20]. Ini-

ciando, temos que a derivada covariante do tensor de curvatura, expresso na forma da

equação (2.20), tomada em um ponto onde possamos adotar um referencial inercial tal

que as conexões, porém não suas derivadas, sejam nulas, ficará na seguinte forma:

∇τRσγλβ =
1

2

∂

∂xτ

(

∂2gγλ
∂xσ∂xβ

− ∂2gσλ
∂xβ∂xγ

+
∂2gσβ

∂xγ∂xλ
− ∂2gγβ

∂xσ∂xλ

)

. (2.29)

As identidades são obtidas permutando-se o índice da derivada com os dois últimos índices

do tensor de curvatura, com isso chegamos à identidade de Bianchi, dada na forma:

∇ρRβσλω +∇λRβσωρ +∇ωRβσρλ = 0. (2.30)

Realizando uma contração com gσλ, igualmente foi feita para a obtenção do tensor de

Ricci anteriormente. No segundo termo, aplica-se a propriedade de anti-simetria em seus
2 Essa simetria pode ser melhor observada quando escrevemos gµν em sua forma matricial, onde teremos

que os elementos acima e abaixo da diagonal principal serão iguais.
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terceiro e quarto índices, e então contrai-se. Enquanto que no terceiro termo, lembramos

que a derivada covariante da métrica é nula devido à compatibilidade métrica na conexão

de Levi-Civita.

∇τRγβ −∇βRγτ +∇λR
λ
γβτ = 0, (2.31)

Contraindo novamente, agora com repeito à gγβ, ficamos com

∇τR−∇βRβ
τ −∇λR

λ
τ = 0

∇µRµ
τ −

1

2
∇τR = 0

∇µ

(

Rµ
τ −

1

2
R¶µτ

)

= 0.

Multiplicando os termos por gτν , obtemos por fim,

∇µ

(

Rµν − 1

2
Rgµν

)

= 0. (2.32)

A quantidade dentro dos parênteses é denominada tensor de Einstein, expresso por,

Gµν = Rµν − 1

2
Rgµν , (2.33)

ou seja, a partir do tensor de Ricci, do escalar de Ricci e do tensor métrico, ambos em suas

formas contravariantes, podemos então montar um tensor simétrico de segunda ordem

com derivada covariante nula, ou seja,

∇µGµν = 0. (2.34)

Ainda neste capítulo, veremos de que forma este tensor se relaciona com o tensor energia-

momento, que será visto na seção seguinte, onde veremos que esta relação está intrinseca-

mente ligada com a ideia de Einstein de que a deformação geométrica do espaço-tempo é

originada pelas fontes de matéria e energia, o que contribuirá para obtenção das equações

dinâmicas do campo gravitacional.

2.3 Tensor energia-momento

Nesta seção, serão apresentados alguns aspectos fundamentais de um elemento

central no estudo da TRG, o chamado tensor energia-momento. Neste trabalho nos

atentaremos principalmente para sua aplicação na Cosmologia, onde este tensor de segunda

ordem descreve as quantidades físicas associadas a um fluido perfeito3, que será melhor

explorado no próximo capítulo.
3 Um fluido perfeito na TRG é definido como um fluido que não possui viscosidade e nem fluxo de calor

[33].
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Em um sistema composto por várias partículas, a distribuição de matéria, energia e

momento é praticamente contínua. Sendo assim, pode ser descrita por meio de quantidades

médias, como densidade de energia, pressão e outras grandezas físicas, que são determinadas

pelo tensor energia-momento, denotado por Tµν . Isso significa que toda a informação

relevante sobre o fluxo de quadrimomento das partículas está contida no tensor energia-

momento [21, 30, 33].

Esse objeto possui um total de 16 componentes, e assim como o tensor métrico,

devido à simetria em relação a troca de índices (Tµν = Tνµ), esse número se reduz a 10

componentes independentes, onde cada componente representa uma quantidade física. A

definição de T µν pode ser resumida da seguinte forma:

i) T 00 - Componente temporal: densidade de energia;

ii) T 0i = T i0 - Componentes espaço-temporais: densidade de momento = densidade de

fluxo de energia;

iii) T ii - Componentes espaciais (índices de mesmo valor): fluxo da i-ésima componente

de momento através da superfície cuja direção normal está na direção i, corresponde

a pressão;

iv) T ij - Componentes espaciais (índices de valores diferentes): densidade de fluxo de

i-momento em j-direção.

Além da simetria, o tensor energia-momento de um sistema completo também

satisfaz a lei de conservação [24], expressa como,

∂µT µν = 0. (2.35)

No contexto da interação gravitacional, a lei de conservação do tensor energia-momento é

satisfeita sob a condição de que a derivada covariante de T µν seja nula,

∇µT µν = 0, (2.36)

onde a quantidade conservada inclui todas as fontes do campo gravitacional considerado.

Como mencionado anteriormente, em cosmologia, o conteúdo de matéria e energia

do Universo é considerado um fluido perfeito, conforme veremos a diante. Neste caso, o

tensor energia-momento é dado da seguinte forma [21],

T µν = (Ä +
p

c2
)UµU ν − gµνp. (2.37)

Onde p e Ä representam a pressão e a densidade de energia respectivamente, enquanto que

Uµ representa a quadri-velocidade do fluido.
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2.4 Equações de Campo

Com base no princípio da equivalência, já discutido anteriormente neste capítulo,

Einstein concluiu que a gravidade está diretamente relacionada à aceleração dos corpos.

Diferentemente da visão de Newton, que a descrevia como uma força, Einstein propôs

que a gravidade é uma manifestação da estrutura do espaço-tempo, que é curvado por

corpos massivos, determinando sua geometria. E de acordo com a Relatividade Geral, essa

geometria de dada região no espaço-tempo determina as geodésicas, que são as trajetórias

naturais seguidas pelos corpos. Assim, o movimento dos corpos massivos nessa região é

governado pela curvatura do espaço-tempo. Como foi dito de maneira simples em uma

curta frase por John Wheeler (1911-2008): “O espaço-tempo diz à matéria como se mover;

a matéria diz ao espaço-tempo como se curvar.”

Para expressar essa relação matematicamente, Einstein se inspirou na equação de

Poisson da mecânica newtoniana, que é utilizada para descrever o potencial gravitacional

φ(r⃗) gerado por uma distribuição de massa Ä(r⃗), essa equação é dada por,

∇2φ(r⃗) = 4ÃGÄ(r⃗). (2.38)

A equação de Poisson é uma equação diferencial de segunda ordem para o potencial

gravitacional, que determina as equações de campo na mecânica newtoniana. De maneira

análoga, na TRG, o papel do potencial gravitacional é desempenhado pelo tensor métrico

gµν . Assim, para formular as equações de campo da TRG, é necessário encontrar uma

equação tensorial que relacione as derivadas parciais de segunda ordem do tensor métrico

com um termo que envolva a densidade de matéria e energia.

Com base no tensor de Ricci, no escalar de Ricci e no tensor métrico, Einstein

formulou o chamado tensor de Einstein. Esse tensor é fundamental na TRG e, assim como

o tensor energia-momento, possui divergência nula, como visto anteriormente. A partir

disso, Einstein postulou a seguinte equação, que relaciona a geometria do espaço-tempo

com a distribuição de matéria e energia,

Gµν =
8ÃG

c4
Tµν . (2.39)

onde Gµν é o tensor de Einstein, Tµν é o tensor energia-momento e G é a constante

gravitacional de Newton. Na subseção que se segue abaixo, obteremos esta mesma equação

por meio de um formalismo mais sofisticado.

2.4.1 Ação de Einstein-Hilbert

Para a obtenção das equações de campo de Einstein, dentre as alternativas de

dedução, será descrita a abordagem que utiliza o princípio da mínima ação [34]. De acordo

com este princípio, a ação S de um sistema é estacionária em relação a pequenas variações
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dos elementos dinâmicos do sistema. Isso significa que:

¶S = 0. (2.40)

Iniciando então de uma ação total, que é dada pela soma da ação do campo gravitacional

SG com a ação do campo de matéria SM , ou seja:

ST = SG + SM . (2.41)

Sendo a ação relacionada à gravidade SG, em muitas bibliografias, chamada de ação de

Einstein-Hilbert, e denotada por SEH [24]. As ações anteriores são definidas da seguinte

forma:

SG = − 1

2»

∫ √−gRd4x (2.42)

e

SM =
∫ √−gLMd4x, (2.43)

onde g representa o determinante do tensor métrico covariante, R é o escalar de Ricci,

enquanto que L é a densidade lagrangiana. O tensor gµν , desempenha o papel de campo

dinâmico nas equações de Einstein, por isso, as equações que resultam dessa formulação

são chamadas de equações de campo de Einstein [35].

Reescrevendo a equação (2.41), temos

ST = − 1

2»

∫ √−gRd4x +
∫ √−gLMd4x, (2.44)

e aplicando o princípio de mínima ação de (2.40), obtemos

¶ST =
∫ [

− 1

2»

(

¶(
√−gR)− 2»¶

(√−gLM
))

]

d4x = 0. (2.45)

Desenvolvendo as variações e agrupando alguns termos, chegamos em

¶ST =
∫ [

− 1

2»
(¶
√−g (R− 2»LM) +

√−g (¶R− 2»¶LM))
]

d4x = 0. (2.46)

Sendo fácil verificar os resultados (esses resultados são obtidos no Apêndice A),

¶
√−g = −1

2

√−ggµν¶gµν , (2.47)

e

¶LM =
∂LM
∂gµν

¶gµν . (2.48)

Assim, a equação (2.46) fica

¶ST =
1

2»

∫

[

1

2

√−ggµν¶gµν(2»LM −R)−√−g(¶R− 2»
∂LM
∂gµν

¶gµν)

]

d4x = 0, (2.49)

lembrando ainda que

R = gµνRµν ,
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logo,

¶R = ¶ (gµνRµν) = Rµν¶gµν + gµν¶Rµν .

Isso quer dizer que precisamos da variação do tensor de Ricci, o que não será necessário,

já que ¶Rµν não contribuirá para (2.49), pois se torna uma integral de superfície, que se

anula em todo o espaço [30].

Com isso, a equação (2.49) se torna

¶ST =
∫ 1

2»

[

(

1

2
gµνR−Rµν

)

− »

(

gµνLM − 2
∂LM
∂gµν

)]√−g ¶gµνd4x = 0. (2.50)

Para variações arbitrárias de ¶gµν , o integrando deve ser nulo, e assim obtemos,

Rµν −
1

2
gµνR = »

(

2
∂LM
∂gµν

− gµνLM
)

. (2.51)

Sendo o tensor energia-momento definido em termos da densidade lagrangiana e da variação

da ação em relação ao tensor métrico, expresso na forma,

Tµν = 2
∂LM
∂gµν

− gµνLM = − 2√−g

¶SM
¶gµν

. (2.52)

E dessa forma, obtemos

Rµν −
1

2
gµνR = »Tµν , (2.53)

onde » =
8ÃG

c4
. Assim ficamos finalmente com,

Rµν −
1

2
gµνR =

8ÃG

c4
Tµν . (2.54)

Essas são as famosas equações de campo da Relatividade Geral. Essa expressão tensorial

representa um conjunto de 16 equações parciais, no entanto, devido às simetrias presentes

no tensor de Einstein e no tensor energia-momento, esse número se reduz a um total de 10

equações independentes. Essas equações (2.54), estabelecem uma relação fundamental entre

a geometria (lado esquerdo) e o conteúdo de matéria e energia presente no espaço-tempo

(lado direito).
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3 Tópicos da Cosmologia

A ideia da Cosmologia Padrão é de que o Universo evoluiu de um estado de alta

temperatura e densidade que teve início com um evento chamado de Big-Bang. O Modelo

Cosmológico Padrão (MCP) nos diz que há aproximadamente 13,8 bilhões de anos, toda a

forma de matéria existente estava concentrada em um único lugar do espaço com uma

densidade infinita [36]. Tal modelo possui princípios de sustentação, destacando as três

principais, temos:

• Teoria Geral da Relatividade de Einstein: descreve a gravidade como sendo

uma curvatura do espaço-tempo devido à presença de matéria e energia.

• Princípio Cosmológico: de forma resumida, trata-se da homogeneidade e isotropia

do Universo em largas escalas, que será melhor tratado na Seção seguinte.

• Postulado de Weyl: diz sobre as fontes de gravitação poderem ser descritas como

um fluido perfeito, que será melhor abordado ao longo deste capítulo.

O primeiro ponto destacado acima foi revisado no capítulo anterior, já os outros dois

serão abordados com mais detalhes no decorrer deste capítulo. Também solucionaremos

as equações de Einstein usando a métrica Friedmann-Robertson- Walker (FRW), obtendo

assim as famosas equações de Friedmann, que são essenciais para o estudo da Cosmologia.

Além disso, listaremos os chamados parâmetros cosmológicos, evidenciando sua importância

dentro da cosmologia observacional.

3.1 O Princípio Cosmológico e a Métrica

Um dos pilares do MCP, como mencionado anteriormente, é o chamado Princípio

Cosmológico, o qual afirma que o universo em largas escalas é homogêneo e isotrópico.

E quando nos referimos a largas escalas, estamos tratando de grandes distâncias, que

estão acima de 100 Megaparsec (Mpc)1. Este princípio nos diz que não existe uma região

privilegiada no Universo, pois ele apresenta as mesmas propriedades físicas em todos os

pontos (homogeneidade) e em todas as direções (isotropia), e assim para todos os pontos

em que olharmos teremos a mesma impressão, de qualquer referencial. Ou de acordo com

[21], em cada período, o Universo apresenta o mesmo aspecto em todos os pontos, com

exceção das irregularidades locais.
1 Um parsec (pc) é definido como sendo o cateto adjacente de um segundo de arco quando o cateto

oposto vale uma unidade astronômica; mais especificamente 1pc ∼ 3261 anos-luz (distância que a luz
viaja em um ano) logo 1 Mpc corresponde a 30, 9.106 trilhões de quilômetros.
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Considerando agora um espaço tridimensional homogêneo e isotrópico, podendo

se expandir ou se contrair, e assumindo que o componente espacial da métrica pode ser

dependente do tempo, temos então que a métrica mais geral que pode ser construída é a

métrica FRW, que assume a seguinte forma2,

ds2 = gµνdxµdxν = c2dt2 − a2(t)

[

dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

]

, (3.1)

sendo dΩ2 = d¹2 + sen2 ¹dϕ2 o ângulo sólido, gµν o tensor métrico e por questão de

simplificação das equações futuras, adotaremos c = 1. Assim, a métrica FRW expressa em

coordenadas esféricas é dada por

ds2 = gµνdxµdxν = dt2 − a(t)2

[

dr2

1− kr2
+ r2

(

d¹2 + sin2 ¹dϕ2
)

]

, (3.2)

onde a(t) representa o chamado fator de escala, que é o responsável pela dinâmica do

universo, t é o tempo cósmico, (r, ¹, ϕ) são as coordenadas espaciais comoveis, enquanto

que k está representando a denominada constante de curvatura, que define a curvatura

espacial do Universo, podendo assumir os valores de 0, 1 ou −1, onde veremos a seguir

cada um desses respectivos casos.

• Caso k = −1 (Geometria Hiperbólica): caracteriza um Universo aberto;

• Caso k = 1 ( Geometria Esférica): descreve um Universo fechado;

• Caso k = 0 ( Geometria Plana): nessa geometria o Universo é denominado

plano. Veremos adiante que existem fortes indicações de que essa seja a que mais se

aproxima da geometria do nosso Universo atual.

Figura 1 – Representação das três possibilidades de curvaturas para o Universo, listados
acima para diferentes valores de k.

Fonte: [37, p. 4]

3.2 Solução das Equações de Einstein na Métrica FRW

Agora, utilizando a métrica FRW apresentada anteriormente e considerando uma

geometria plana (k = 0), é possível encontrar uma solução para as equações de Einstein.
2 Aqui utilizamos a assinatura (+,−,−,−).
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Para obter tal solução, partiremos da determinação das componentes do tensor métrico

gµν , que pode ser escrito na forma matricial, dada por

gµν =



















1 0 0 0

0 − a2

1− kr2
0 0

0 0 −a2r2 0

0 0 0 −a2r2 sen2 ¹



















. (3.3)

Sendo gµν = 0 ∀ µ ̸= ¿ e gµν ≠ 0 ∀ µ = ¿. Assim, destacando os elementos da diagonal

principal de gµν , que são os coeficientes não nulos, temos

g00 = 1

g11 = − a2(t)

(1− kr2)

g22 = −a2(t)r2

g33 = −a2(t)r2 sen2 ¹.

(3.4)

Precisamos determinar também as componentes do tensor de Ricci, que vem diretamente

do tensor de Riemann definido pela Equação (2.18), representado por

Rµν =
∂Γλµν
∂xλ

− ∂Γλλµ
∂xν

+ ΓτµνΓ
λ
τλ − ΓτµλΓ

λ
ντ , (3.5)

onde os Símbolos de Christoffel, também já definidos, são destacados abaixo,

Γλµν =
1

2
gρλ

(

∂gµρ
∂xµ

+
∂gνρ
∂xν

− ∂gµν
∂xρ

)

.

Calculamos então seus termos não nulos3, dados por

Γ0
11 =

aȧ

1− kr2
; Γ0

22 = aȧr2; Γ0
33 = aȧr2 sin2 ¹;

Γ1
11 =

kr

1− kr2
; Γ1

22 = −r2 (1− kr2) ; Γ1
33 = −r2 sin2 ¹ (1− kr2) ;

Γ2
12 = Γ3

13 =
1

r2
; Γ2

33 = − sin ¹ cos ¹; Γ3
23 =

cos ¹

sin ¹
;

Γ1
01 = Γ2

02 = Γ3
03 =

ȧ

a
.

3 Para um acompanhamento detalhado de todas as demonstrações, consulte o trabalho [38]. Ou ainda,
com cálculos obtendo cada termo dos Símbolos de Christoffel diretamente da equação da geodésica,
podem ser encontrados em [39].
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Notamos então que apenas os termos da diagonal principal do tensor de Ricci serão

diferentes de zero, e calculando-os, teremos como o resultado os seguintes termos,

R00 = −3
ä

a
;

R11 =
aä + 2ȧ2 + 2k

1− kr2
;

R22 = r2 (aä + 2ȧ2 + 2k) ;

R33 = r2 sin2 ¹ (aä + 2ȧ2 + 2k) .

(3.6)

E consequentemente, obtemos o escalar de Ricci, visto na equação (2.26), dado por

R = gµνRµν ,

ou seja,

R = g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33. (3.7)

Que assumirá a seguinte forma,

R = − 6

a2

(

aä + ȧ2 + k
)

. (3.8)

Um outro termo presente nas equações de Einstein que precisamos calcular as

componentes na métrica FRW é o tensor energia-momento, que está relacionado ao

conteúdo material do Universo, que pode ser considerado um fluido perfeito, já que

estamos considerando escalas acima de 100 Mpc. E como discutido anteriormente na seção

(2.3), este tensor terá densidade de energia Ä e pressão p, assumindo a forma

Tµν = (Ä + p)UµUν − gµνp, (3.9)

sendo Uµ a quadri-velocidade para um referencial comovel ao fluido, ou seja, um referencial

no qual a distância entre dois pontos não muda com a expansão do Universo. Podemos

ainda escrever a matriz do tensor energia-momento, dada na forma [24],

Tµν =

















Ä 0 0 0

0 −p 0 0

0 0 −p 0

0 0 0 −p

















, (3.10)

e tomando o traço de Tµν , obtemos

T = gµνTµν = T µ
µ = Ä− 3p (3.11)
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Para a métrica de FRW, utilizando os resultados de gµν , podemos determinar as compo-

nentes4 não nulas do tensor energia-momento, listadas a seguir,

T00 = Ä;

T11 =
pa2

(1− kr2)
;

T22 = pr2a2;

T33 = pr2 sin2 ¹a2,

(3.12)

sendo T00 = Äg00, T11 = −pg11, T22 = −pg22 e T33 = −pg33.

Na subseção a seguir, serão utilizados todos os resultados aqui obtidos para então

“montarmos” as chamadas Equações de Friedmann, que consiste na primeira solução das

equações de Einstein considerando o Universo em expansão.

3.2.1 Equações de Friedmann

De modo a facilitar a solução das equações de campo, reescreveremos a equação

(2.53) de uma forma mais conveniente, tomando primeiramente o traço em ambos lados e

após simplificações, obtemos

gµν
(

Rµν −
1

2
gµνR

)

= »gµνTµν

R− 1

2
R¶µµ = »T

−R = »T,

(3.13)

que ao substituirmos o último resultado da equação (3.13) em (2.53), ficaremos com uma

equação equivalente, escrita na forma,

Rµν = »
(

Tµν −
1

2
gµνT

)

(3.14)

sendo importante destacar que ambas as equações (2.53) e (3.14) possuem o mesmo

significado físico, estando apenas escritas de maneiras diferentes.

Como todos os tensores envolvidos nessa solução são diagonais, teremos um total

de quatro equações. Contudo, as três equações para as componentes espaciais (µ¿ = ii,

i = 1, 2, 3) são equivalentes, refletindo o caráter de homogeneidade e isotropia da métrica,

sendo assim, teremos apenas duas equações independentes, uma temporal (µ¿ = 00) e

outra espacial (µ¿ = 11 = 22 = 33).
4 Um maior detalhamento na obtenção dos resultados destacados para o tensor energia-momento, pode

ser encontrado no trabalho [40].



Capítulo 3. Tópicos da Cosmologia 33

Para a parte temporal µ¿ = 00, temos que a equação (3.14) fica dada por

R00 = »
(

T00 −
1

2
g00T

)

(3.15)

logo, substituindo em (3.15) os devidos resultados obtidos, dados pelas equações (3.4),

(3.6) e (3.8), obtemos a primeira equação de Friedmann, escrita na forma,

ä

a
= −»

6
(Ä + 3p). (3.16)

Para a parte espacial, tomando5 µ¿ = 22, temos que a Equação (3.14) se tornará

R22 = »
(

T22 −
1

2
g22T

)

, (3.17)

fazendo as devidas substituições, como realizadas para a parte temporal, chegamos em

ä

a
+ 2

ȧ2

a2
+ 2

k

a2
=

»

2
(Ä− p), (3.18)

podemos agora substituir (3.16) em (3.18), e assim obter a segunda Equação de Friedmann,

(

ȧ

a

)2

=
»

3
Ä− k

a2
. (3.19)

As equações (3.16) e (3.19) são frequentemente chamadas6 na literatura, respectivamente,

equação da aceleração7 e equação de Friedmann. Essas são duas das equações mais

importantes dentro Cosmologia, pois descrevem a evolução do fator de escala e a dinâmica

de um Universo homogêneo e isotrópico, que resultam das equações de Einstein na métrica

FRW para o tensor energia momento de um fluido perfeito em um Universo em expansão.

3.2.2 Equação da Continuidade

Derivando a equação de Friedmann (3.19) em relação ao tempo, e substituindo a

equação da aceleração (3.16) no resultado da derivação, obtemos o seguinte resultado,

Ä̇ + 3
ȧ

a
(Ä + p) = 0, (3.20)

que é a chamada equação de continuidade para o fluido cosmológico. Esta equação também

pode ser obtida por meio da conservação do tensor energia momento, ou seja,

∇µT µ
ν = ∂µT µ

ν + ΓµµαTα
ν − ΓαµνT

µ
α = 0, (3.21)

5 Usaremos convenientemente os valores de µν = 22, a fim de facilitar a manipulação algébrica, sendo
evidente que chegaríamos ao mesmo resultado caso usássemos as configurações µν = 11 ou µν = 33.

6 Quando nos referirmos ao conjunto dessas duas equações encontradas, usaremos a expressão: equações
de Friedmann.

7 Podemos observar na equação da aceleração que, se ρ e p são positivos, então a expansão do Universo
é desacelerada (ä < 0) e quando p < −ρ

3
a expansão é acelerada (ä > 0) [41].
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onde para o caso ¿ = 0 resulta exatamente na equação de continuidade expressa em (3.20),

enquanto que para o caso ¿ = i (i = 1, 2, 3), obtemos ∇p = 0, garantindo assim, que a

pressão não dependa da posição. De acordo com essa equação, a mudança no volume

espacial e o trabalho realizado pela pressão com a expansão, contribuem com a variação

da densidade de energia.

Precisamos agora de uma outra equação para fechar o conjunto mínimo de equações

necessárias para descrevermos a evolução do Universo. Para isso, utilizamos uma equação

de estado, que relaciona a pressão e a densidade dos constituintes do Universo, pois com a

ideia de sua composição por um fluido perfeito, assume-se que a pressão p é uma função

da densidade de energia Ä, e assim define-se a equação de estado da seguinte forma,

p = ÉÄ, (3.22)

sendo É um parâmetro constante que pode assumir diferentes valores para fluidos conforme

suas características, que por sua vez, determinam as fases do Universo.

Substituindo este resultado na equação de continuidade, obtemos

Ä̇

Ä
= −3(1 + É)

ȧ

a
, (3.23)

integrando a equação acima com relação ao tempo, obtemos uma solução genérica que

representa a relação entre a densidade de energia e o fator de escala, dada na forma,

Ä(t) = Ä0

(

a0

a

)3(1+ω)

. (3.24)

Esta é a equação do fluido, que nos permite compreender como se comporta a densidade

de alguns fluidos de interesse em Cosmologia.

3.2.3 Componentes dominantes do Universo

Com relação ao parâmetro É, o mesmo assumirá diferentes valores dependendo de

qual seja o componente dominante do Universo, onde temos três exemplos mais comuns de

fluidos cosmológicos, são eles: radiação, matéria, e a energia de vácuo. Veremos a seguir

cada um desses respectivos casos.

1. Universo dominado por Radiação: Se tivermos o caso onde a densidade de

energia do Universo é dominada por matéria relativística e radiação, o parâmetro

da equação de estado assume o valor É = 1
3
. Sendo um gás isotrópico de partículas

relativísticas um fluido perfeito, existe um tensor energia momento dado pela equação

(3.9), sabemos também que o tensor para o eletromagnetismo pode ser expresso em

termos da intensidade de campo, ou seja,

T µν = F µλF ν
λ −

1

4
gµνF λσFλσ. (3.25)
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tomando o traço deste tensor, teremos

T µ
µ = F µλFµλ −

1

4
F λσFλσ = 0, (3.26)

e como já visto antes,

T = T µ
µ = 3pr − Är,

então a equação de estado de um gás de fótons para a radiação será,

3pr − Är = 0

que nos dá, portanto,

pr =
1

3
Är. (3.27)

Comparando com a equação de estado definida anteriormente, p = ÉÄ, concluímos

que para a fase de radiação, teremos o seguinte valor para a constante

É =
1

3
.

Assim, pela equação (3.24), teremos para este caso,

Är(t) = Är,0

(

a0

a

)3(1+ 1

3
)

= Är,0

(

a0

a

)4

,

e portanto,

Är(t) ∝ a−4. (3.28)

E assim como no caso da matéria, temos também a equação da continuidade para

este constituinte, que fica na forma,

Ä̇r + 4
ȧ

a
Är = 0. (3.29)

Essa equação será bastante útil no capítulo deste trabalho, onde fará parte do

conjunto de equações cosmológicas que serão resolvidas.

2. Universo dominado por Matéria: Considerando a fase dominada por matéria,

temos que nesta etapa da expansão, a pressão é nula, logo o parâmetro da equação

de estado assume o valor de É = 0. Assim, a densidade de energia da matéria, de

(3.24), possui a forma,

Äm(t) = Äm,0

(

a0

a

)3(1+0)

= Äm,0

(

a0

a

)3

,

portanto,

Äm(t) ∝ a−3. (3.30)

E a equação da continuidade para a o constituinte de matéria, fica na forma,

Ä̇m + 3
ȧ

a
Äm = 0. (3.31)

E claro, essa equação também será utilizada no Capítulo
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3. Universo dominado pela Energia de Vácuo: Considerando agora um Universo

dominado pela energia de vácuo, teremos que o parâmetro da equação de estado

será É = −1, e assim, a densidade de energia para este caso ficará,

ÄΛ(t) = Ä0

(

a0

a

)3(1−1)

,

logo,

ÄΛ(t) = constante. (3.32)

Com isso, vimos que há três períodos para a evolução do Universo, o primeiro dominado

pela radiação, o segundo dominado pela matéria e por último, o período dominado pela

constante cosmológica [21].

3.3 Parâmetros Cosmológicos

O desenvolvimento de experimentos relacionados à cosmologia é bastante limitado,

restringindo-se às áreas correlacionadas como a física de partículas e a relatividade geral,

por exemplo [20]. Nesta seção, estaremos interessados em tratar sobre alguns parâmetros

que são essenciais no estudo da Cosmologia.

3.3.1 Parâmetro de Hubble

O parâmetro de Hubble, responsável por medir a taxa de expansão do Universo, é

definido da seguinte forma,

H(t) =
ȧ

a
. (3.33)

De modo em que H(0) = H0 seja seu valor atual, chamado nessas condições, de constante

de Hubble, que na literatura é comumente expresso em termo do parâmetro adimensional

h, ou seja,

H0 = h · 100 km · s−1 ·Mpc−1. (3.34)

Valor Observacional

A determinação do valor exato de H0 é fundamental para a elaboração de modelos

cosmológicos mais precisos e completos, pois essa constante possui conexão direta com

diversas outras grandezas cosmológicas indispensáveis, onde podemos destacar algumas

quantidades como: distâncias físicas entre objetos astronômicos, além da densidade de

energia, idade e aceleração de expansão do Universo. E de acordo com as observações

recentes do satélite Planck, o valor atual de H0 é estimado para o Universo tardio em

H0 = (67, 40± 0, 50) km · s−1 ·Mpc−1, com h = 0, 674 ± 0, 5 [3]. Esse valor foi obtido

utilizando medições baseadas no Fundo Cósmico de Micro-ondas (CMB), e podemos

observar na Fig. 2 seu comportamento de acordo como o modelo Λ-CDM.
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Modelo Λ-CDM
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Figura 2 – Evolução do parâmetro de Hubble normalizado H(z)/(1 + z) para do modelo
Λ-CDM em função do redshift z.

Quando necessário, ao longo deste trabalho, usarmos o valor de H0 dentro do

Modelo Cosmológico Padrão, utilizaremos esse valor descrito acima, mesmo ele não sendo

absoluto, pois assim como discutiremos posteriormente, diferentes métodos de investigações

sobre o valor dessa constante por meio de observações do Universo primordial e tardio,

estão resultando em valores discrepantes para H0, essa recente questão é considerada um

problema na Cosmologia, sendo conhecida na literatura como a tensão de Hubble.

3.3.2 Parâmetro de Densidade de Energia

Podemos agora escrever as equações de Friedmann em termos do já definido

parâmetro de Hubble, e como essas equações estão relacionadas aos componentes do

Universo, podemos reescrevê-las na forma,

H2 =
»

3

n
∑

i=1

Äi −
k

a2
(3.35)

e
ä

a
= −»

6

n
∑

i=1

(Äi + 3pi). (3.36)

com i representando cada componente.

De acordo com observações atuais o Universo é aproximadamente plano [3], e para

essa geometria, como explicado antes, a constante de curvatura assume o valor nulo k = 0,

assim a densidade de energia será crítica, ou seja,

Äcrit =
3

»
H2, (3.37)

que representará a densidade total de energia associada a um Universo plano.
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Agora, podemos então definir um parâmetro de grande relevância na cosmologia, o

chamado parâmetro de densidade de energia, que é dado pela razão entre a densidade de

energia Ä e a densidade de energia crítica Äcrit, o que fornece,

Ωi =
Äi

Äcrit
, (3.38)

e assim obtemos

Ωi =
k

a2H2
+ 1, (3.39)

podemos ainda escrever o parâmetro de densidade total da seguinte forma,

Ωtotal = Ωr + Ωm + ΩΛ, (3.40)

ou

Ωtotal =
Är

Äcrit
+

Äm
Äcrit

+
ÄΛ

Äcrit
, (3.41)

onde

Är =
Är,0
a4

, Är =
Äm,0
a3

e ÄΛ = ÄΛ,0, (3.42)

com isso, temos

Ωr =
Är

Äcrit
=

1

Äcrit

Är,0
a4

=
Ωr,0

a4
,

Ωm =
Äm
Äcrit

=
1

Äcrit

Äm,0
a3

=
Ωm,0

a3
,

ΩΛ =
ÄΛ

Äcrit
=

1

Äcrit
ÄΛ,0 = ΩΛ,0,

(3.43)

ou seja,

Ωtotal =
Ωr,0

a4
+

Ωm,0

a3
+ ΩΛ,0. (3.44)

Agora, podemos escrever a equação de Friedmann como,

H2 =
»

3
Ätotal −

k

a2
= H2

0 Ωtotal −
k

a2
= H2

0

(

Ωr,0

a4
+

Ωm,0

a3
+ ΩΛ,0

)

− k

a2
, (3.45)

ou

H2 = H2
0

(

Ωr,0

a4
+

Ωm,0

a3
+ ΩΛ,0 −

k

a2H2
0

)

, (3.46)

sendo

Ωk = − k

a2H2
0

,

o parâmetro de densidade de energia associado à curvatura. Sendo assim, chega-se

finalmente na equação de Friedmann,

H2 = H2
0

(

Ωr,0

a4
+

Ωm,0

a3
+ ΩΛ,0 + Ωk

)

. (3.47)

De modo que, da equação (3.39), teremos

Ωtotal + Ωk = 1. (3.48)
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Dessa forma, vimos que o parâmetro de densidade de energia relaciona de maneira

simples, a constante de curvatura k do espaço-tempo com a distribuição de densidade

de energia total do Universo. Logo, analisando (3.48), estabelecemos as seguintes pos-

sibilidades para a geometria do Universo, em termos do parâmetro de densidade de

energia.

• Ωk = 0 =⇒ Ωtotal = 1←→ k = 0 : (Universo plano);

• Ωk > 0 =⇒ Ωtotal < 1←→ k < 0 : (Universo aberto);

• Ωk < 0 =⇒ Ωtotal > 1←→ k > 0 : ( Universo fechado).

Portanto, o parâmetro Ω é considerado uma importante medida indireta da geometria

do Universo. E para finalizar, plotamos na Fig. 3 a evolução deste parâmetro de cada

constituinte de acordo com o modelo Λ-CDM, com Ωr, Ωb, Ωd, ΩΛ e Ωb+Ωd correspondendo

às quantidades de densidade de energia da radiação, matéria bariônica, matéria escura,

energia escura e a soma de ambas as matérias, respectivamente. Nota-se que a evolução

está em termos do tempo de dobramento N = ln(a), isso devido podermos fazer melhores

análises em tempos primordiais, onde a radiação dominava quase que completamente.
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Figura 3 – Evolução dos parâmetros de densidade de energia Ω associados a cada consti-
tuinte, em função de N para o modelo Λ-CDM.

Nos gráficos da Fig. 3, podemos visualizar claramente as fases de transição entre

as eras de domínio de cada uma das quantidades, como discutido anteriormente, iniciando

pelo domínio da radiação, passando pelo domínio da matéria, e finalmente para o Universo

recente, a energia escura se destaca como a principal dominante.
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3.3.3 Parâmetro de Desaceleração

Analisando a equação da aceleração, observamos que ela permite calcular a variação

da taxa de expansão do Universo. Se tivermos Ä + 3p g 0, teremos a chamada condição

de energia forte. Considerando a possibilidade de igualdade, ou seja, Ä + 3p = 0, isso

resultará em uma evolução cosmológica estacionária, representada por ä = 0. No caso

em que Ä + 3p > 0, temos uma evolução cosmológica desacelerada, ou seja, ä < 0. Por

outro lado, violando a condição de energia forte, teremos Ä + 3p < 0, o que implica ä > 0,

representando uma expansão acelerada do Universo.

Sobre a aceleração ou desaceleração mencionada, assim como na mecânica, onde

a variação da velocidade em relação ao tempo nos dá a aceleração, na cosmologia, a

variação do parâmetro de Hubble em relação ao tempo nos fornece o chamado parâmetro

de desaceleração q. Embora ä seja uma boa estimativa da aceleração do Universo, o

parâmetro de desaceleração q é mais comum na literatura. Para obter sua representação

matemática, devemos expandir o fator de escala a(t) em uma série de Taylor em torno do

tempo atual t0, de forma que obtemos

a(t) = a0 + (t− t0) ȧ (t0) +
1

2
(t− t0)

2 ä (t0) + . . . ,

que pode ser reescrita como,

a(t)

a (t0)
= 1 + H0 (t− t0)−

q0

2
H2

0 (t− t0)
2 + . . . ,

e assim, o parâmetro de desaceleração fica definido por

q = − ä

H2a
= −aä

ȧ2
. (3.49)

Sendo este, um parâmetro sem dimensões físicas que nos permite classificar a evolução

do Universo em três casos, que são: desacelerada (q > 0), estática (q = 0) ou acelerada

(q < 0). Podemos ainda representar q em termos do já definido anteriormente, parâmetro

de Hubble, para isso tomamos a derivada temporal de H, o que fornece

Ḣ =
d

dt

(

ȧ

a

)

=
ä

a
−H2,

e dividindo toda a equação por (−H2), teremos

q = −
(

1 +
Ḣ

H2

)

. (3.50)

Podemos também representar q em termo do já definido, parâmetro de densidade de

energia, para isso, partiremos da equação da aceleração,

ä

a
= −»

6
(Ä + 3p),
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e dividindo a mesma por (−H2), obtemos

− ä

aH2
=

1

2

[

1

3H2

]

(Ä + 3p) ,

onde o termo entre colchetes é justamente o inverso da densidade crítica Äcrit, enquanto

que o lado esquerdo representa a desaceleração q, e além disso, podemos novamente usar a

equação de estado p = ÉÄ, para assim obtermos

q =
1

2

[

1

Äcrit

]

(Ä + 3ÉÄ) ,

e usando o resultado já obtido para a densidade de energia dado pela equação (3.38),

obtemos finalmente

q =
1

2
Ω(1 + 3É). (3.51)

Que nos permite portanto, associar a aceleração cósmica do Universo a sua densidade de

energia e ao seu componente dominante. E como relação ao valor atual desse parâmetro,

estima-se em q0 ≈ −0.53 [3], indicando de fato a expansão acelerada do Universo, e a

evolução desse parâmetro pode ser visualizada no gráfico da Fig. 2.

Modelo Λ-CDM

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

z

q
(z
)

Figura 4 – Evolução do parâmetro de desaceleração para do modelo Λ-CDM em função
do redshift z.
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4 Gravidade de Horndeski na Cosmologia

Neste capítulo abordaremos sobre a teoria gravitacional de Horndeski, que foi

introduzida na literatura em 1974 por Gregory Horndeski [8]. Nos últimos anos, essa

teoria tem sido amplamente aplicada em diversos estudos que envolvem gravidade modi-

ficada, principalmente em tópicos inseridos na cosmologia. Essa teoria foi redescoberta

recentemente no contexto de generalizações de modelos Galileons e corresponde a ação

mais geral para uma teoria escalar-tensorial em um espaço-tempo com quatro dimensões,

com equações de campo de segunda ordem1.

Essas características estão de acordo com as teorias de Lovelock [42], que estabele-

cem que, para modificarmos a gravidade de Einstein mantendo as equações de movimento

de segunda ordem em um espaço-tempo de quatro dimensões, é necessário adicionar graus

extras de liberdade. O caso mais simples dessa modificação é a adição de um campo

escalar não minimamente acoplado aos tensores da curvatura do espaço-tempo, o que leva

às teorias de Horndeski [8, 43, 44].

4.1 A Lagrangeana

A teoria de Horndeski é caracterizada pela ação,

SH [gµν , ϕ] =
∫

d4x
√−gLH [gµν , ϕ], (4.1)

onde g é o determinante da métrica gµν e LH é a lagrangeana de Horndeski [8], dada na

forma,

LH =
5
∑

i=2

Li, (4.2)

com

L2 = G2(ϕ, X), (4.3)

L3 = −G3(ϕ, X)□ϕ, (4.4)

L4 = G4(ϕ, X)R + G4,X [(□ϕ)2 − (∇µ∇νϕ)(∇µ∇νϕ))], (4.5)

L5 = G5(ϕ, X)Gµν(∇µ∇ν)ϕ− 1

6
G5,X [(□ϕ)3 − 3(□ϕ)(∇µ∇νϕ)(∇µ∇νϕ)

+ 2(∇µ∇αϕ)(∇α∇βϕ)(∇β∇µϕ)].
(4.6)

Aqui, Gi (i = 2, 3, 4, 5) são funções arbitrárias do campo escalar ϕ e do seu termo ciné-

tico canônico X ≡ −1
2
∇µϕ∇µϕ, com □ϕ = ∇µ∇µϕ e derivadas parciais Gj,X(ϕ, X) =

1 Garante a ausência de instabilidades dinâmicas.
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∂Gj(ϕ, X)/∂X com j = 4, 5, R é o escalar de Ricci e Gµν é o tensor de Einstein. Dessa

forma, a ação completa da teoria de Horndeski é escrita como,

S[gµν , ϕ] =
∫

d4x
√−g(LH + LM), (4.7)

com LM representando o conteúdo de matéria (e radiação) do Universo, que corresponde

a um fluido perfeito com densidade de energia ÄM e pressão pM .

4.2 Casos Particulares

A ação de Horndeski apresentada acima (4.7), pode ser escrita para uma grande

variedade de modelos de gravidade, a seguir destacamos alguns dos casos mais investigados,

sendo M2
Pl

= (8ÃG)−1.

i) Recupera-se o modelo mais usual da cosmologia, o cenário ΛCDM, definindo as

funções Gi da seguinte forma,

G2 = −M2
Pl

Λ, G3 = 0, G4 =
M2

Pl

2
e G5 = 0, (4.8)

o que nos dá a ação,

S =
M2

Pl

2

∫

d4x
√−g (R− 2Λ) + SM . (4.9)

ii) O modelo de quintessência pode ser obtido de maneira similar, ajustando somente a

função G2 no caso acima, ou seja,

G2 = X − V (ϕ), G3 = 0, G4 =
M2

Pl

2
e G5 = 0, (4.10)

que nos entrega a ação

S =
M2

Pl

2

∫

d4x
√−gR +

∫

d4x
√−g

[

−1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]

+ SM . (4.11)

Já para o modelo »-essência, que generaliza o modelo anterior, define-se

G2 = P (ϕ, X), G3 = 0, G4 =
M2

Pl

2
e G5 = 0, (4.12)

onde P (ϕ, X) é uma função arbitrária de ϕ e do termo cinético X, e a ação fica

S =
M2

Pl

2

∫

d4x
√−gR +

∫

d4x
√−g P (X, ϕ) + SM. (4.13)

iii) Para a teoria Brans-Dicke, a lagrangeana pode ser obtida da seguinte forma,

G2 =
ÉBDX

2ϕ
− V (ϕ), G3 = 0, G4 =

ϕ

2
e G5 = 0, (4.14)

o que nos entrega a ação

S =
∫

d4x
√−g

[

ϕR

2
− ÉBD

2ϕ
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]

+ SM , (4.15)

onde ÉBD é o parâmetro de Brans-Dicke.
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iv) Para o caso das teorias f(R), que é caracterizada pela ação

S =
M2

Pl

2

∫

d4x
√−g f(R) + SM , (4.16)

em que f(R) é uma função arbitrária do escalar de curvatura R. Nesse caso, temos

as seguintes definições para as funções Gi,

G2 = −M2
Pl

2
(Rf ′ − f), G3 = 0, G4 =

1

2
M2

Pl
f ′ e G5 = 0, (4.17)

com f ′ = ∂f/∂R.

4.3 Equações de Movimento do Background

O próximo passo é considerar um universo em expansão descrito pela geometria

Friedmann-Robertson-Walker (FRW) plana, homogênea e isotrópica com o seguinte sistema

métrico,

ds2 = −dt + a2(t)¶ijdxidxj, (4.18)

com isso, as equações de Friedmann assumem a forma [45],

2XG2,X −G2 + 6Xϕ̇HG3,X − 2XG3,φ − 6H2G4

+ 24H2X (G4,X + XG4,XX)− 12HXϕ̇G4,φX

− 6Hϕ̇G4,φ + 2H3Xϕ̇ (5G5,X + 2XG5,XX)

− 6H2X (3G5,φ + 2XG5,φX) = −(ÄA + ÄB),

(4.19)

e
G2−2X

(

G3,φ + ϕ̈G3,X

)

+ 2
(

3H2 + 2Ḣ
)

G4

− 12H2XG4,X − 4HẊG4,X − 8ḢXG4,X

− 8HXẊG4,XX + 2(ϕ̈ + 2Hϕ̇)G4,φ + 4XG4,φφ

+ 4X(ϕ̈− 2Hϕ̇)G4,φX − 2X
(

2H3ϕ̇ + 2HḢϕ̇

+3H2ϕ̈
)

G5,X − 4H2X2ϕ̈G5,XX

+ 4HX(Ẋ −HX)G5,φX + 2
[

2(ḢX + HẊ)

+3H2X
]

G5,φ + 4HXϕ̇G5,φφ = −(pA + pB).

(4.20)

Os subíndices A e B nas densidades e pressões representam dois fluidos perfeitos [45],

que em geral são atribuídos às quantidades de matéria e radiação, sendo que ambas as

equações (4.19) e (4.20) podem ser escritas em suas formas usuais, da seguinte maneira

H2 =
8ÃG

3
(ÄM + ÄR + Äφ), (4.21)

e

2Ḣ + 3H2 = −8ÃG(pM + pR + pφ), (4.22)
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onde,
Äφ =2XG2,X −G2 + 6Xϕ̇HG3,X − 2XG3,φ − 6H2G4

+ 24H2X
(

G4,X + XG4,XX − 12HXϕ̇G4,φX

− 6Hϕ̇G4,φ + 2H3Xϕ̇ (5G5,X + 2XG5,XX)

− 6H2X (3G5,φ + 2XG5,φX) +
3H2

»2

(4.23)

e
pφ =G2 − 2X

(

G3,φ + ϕ̈G3,X

)

+ 2
(

3H2 + 2Ḣ
)

G4

− 12H2XG4,X − 4HẊG4,X − 8ḢXG4,X

− 8HXẊG4,XX + 2(ϕ̈ + 2Hϕ̇)G4,φ + 4XG4,φφ

+ 4X(ϕ̈− 2Hϕ̇)G4,φX − 2X
(

2H3ϕ̇ + 2HḢϕ̇

+3H2ϕ̈
)

G5,X − 4H2X2ϕ̈G5,XX

+ 4HX(Ẋ −HX)G5,φX + 2[2(ḢX + HẊ)

+3H2X
]

G5,φ + 4HXϕ̇G5,φφ −
1

»2

(

3H2 + 2Ḣ
)

(4.24)

Variando a ação (4.7) com respeito a ϕ, obtemos a evolução do campo escalar dada na

forma [45],
1

a3

d

dt
(a3J) = Pφ (4.25)

onde
J =ϕ̇G2,X + 6HXG3,X − 2ϕ̇G3,φ

+ 6H2ϕ̇ (G4,X + 2XG4,XX)− 12HXG4,φX

+ 2H3X (3G5,X + 2XG5,XX)

− 6H2ϕ̇ (G5,φ + XG5,φX)

(4.26)

e
Pφ =G2,φ − 2X

(

G3,φφ + ϕ̈G3,φX

)

+ 6
(

2H2 +Ḣ
)

G4,φ + 6H(Ẋ + 2HX)G4,φX

− 6H2XG5,φφ + 2H3Xϕ̇G5,φX .

(4.27)

Com J e Pφ sendo a corrente e a fonte escalar, respectivamente. Nas equações apresentadas

acima, os dois fluidos perfeitos satisfazem as seguintes equações de continuidade [45], para

a matéria e radiação, respectivamente,

Ä̇M + 3HÄM(1 + ÉM) = 0, (4.28)

e

Ä̇R + 3HÄR(1 + ÉR) = 0. (4.29)

E por meio disso, com o conjunto de soluções fornecidos por estas equações listadas até

agora, é possível obter a evolução de fundo completa do Universo.
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4.4 Perturbações, Instabilidades e Restrições Observacionais

Com as equações do fundo cosmológico apresentadas, a ideia seguinte consiste em

abordar sobre perturbações [45, 46]. Para nossos propósitos, o interesse está voltado para

as perturbações escalares e tensoriais, pois o foco está em tratar as condições de ausência

de instabilidades fantasmas e laplacianas, que se forem satisfeitas, garantirá a viabilidade

cosmológica do modelo a ser proposto. Particularmente, para que a teoria de Horndeski

seja livre das instabilidades laplacianas associadas à velocidade de propagação do campo

escalar, devemos ter o seguinte [45],

c2
S ≡

3 (2w2
1w2H − w2

2w4 + 4w1w2ẇ1 − 2w2
1ẇ2)− 6w2

1[(1 + ÉA)ÄA + (1 + ÉB)ÄB]

w1 (4w1w3 + 9w2
2)

g 0.

(4.30)

Enquanto que para a ausência de instabilidades fantasmas associadas à energia cinética

das perturbações escalares, devemos ter [45],

QS ≡
w1 (4w1w3 + 9w2

2)

3w2
2

> 0. (4.31)

Já para o caso das perturbações tensoriais (ondas gravitacionais), para que não haja

instabilidades laplacianas sobre a velocidade de propagação das perturbações tensoriais,

deve-se satisfazer

c2
T ≡

w4

w1

g 0. (4.32)

Similarmente, para a ausência de instabilidades fantasmas associadas à energia cinética

das perturbações tensoriais, deve-se ter

QT ≡
w1

4
> 0. (4.33)

No formalismo da gravidade de Horndeski aplicado a um fundo cosmológico FRW, esses

coeficientes wi (i = 1, 2, 3, 4) são obtidos a partir do Lagrangiano perturbado, sua expressão

geral pode ser encontrada em [45], e são dados na seguinte forma

w1 ≡ 2(G4 − 2XG4,X)− 2X(G5,X ϕ̇H −G5,φ), (4.34)

w2 ≡ − 2G3,XXϕ̇ + 4G4H − 16X2G4,XXH

+ 4
(

ϕ̇G4,φX − 4HG4,X

)

X + 2G4,φϕ̇

+ 8X2HG5,φX + 2HX
(

6G5,φ − 5G5,X ϕ̇H
)

− 4G5,XX ϕ̇X2H2,

(4.35)
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w3 ≡ 3X (G2,X + 2XG2,XX)

+ 6X
(

3Xϕ̇HG3,XX −G3,φXX −G3,φ + 6Hϕ̇G3,X

)

+ 18H
(

4HX3G4,XXX − 5Xϕ̇G4,φX + 7HG4,XX

−HG4 −G4,φϕ̇ + 16HX2G4,XX − 2X2ϕ̇G4,φXX

)

+ 6H2X
(

2Hϕ̇G5,XXXX2 − 6X2G5,φXX − 18G5,φ

+13XHϕ̇G5,XX − 27G5,φXX + 15Hϕ̇G5,X

)

,

(4.36)

e

w4 ≡ 2G4 − 2XG5,φ − 2XG5,X ϕ̈. (4.37)

Um ponto importante sobre a Eq. (4.32) é que a mesma impõe sérias restrições sobre

a gravidade de Horndeski, particularmente sobre as funções G4(X, ϕ) e G5(X, ϕ), isso com

respeito à velocidade das ondas gravitacionais (cT ), que de acordo com a observação recente

da onda gravitacional GW170817 da colaboração LIGO/Virgo [10] e suas contrapartes

eletromagnéticas GRB 170817A [47, 48, 49], colocam um limite muito rigoroso em cT , onde

mostraram que a velocidade das ondas gravitacionais no Universo recente, deve satisfazer

|c2
T − 1| ≲ 10−15. (4.38)

Este limite significa que a velocidade das ondas gravitacionais deve ser praticamente

idêntica a de uma onda eletromagnética, ou seja,

cT = c.

E o interessante disso, é que a arbitrariedade das funções Gi se reduz drasticamente,

em particular os termos G4(X, ϕ) e G5(X, ϕ), que em muitos modelos de Horndeski, o

G5(X, ϕ) é simplesmente desconsiderado para a atual expansão acelerada do Universo,

bem como os termos proporcionais a G4,X , G5,X e G5,φ [50]. Isso se torna necessário para

que tenhamos c2
T = 1 na Eq. (4.32), no entanto, há limites estabelecidos onde podemos

considerar tanto G4,X ̸= 0, quanto G5,φ ≠ 0, e mesmo assim não violar as restrições de cT ,

como é mostrado em [51], que também considera um modelo onde há um acoplamento

derivativo não mínimo entre o campo escalar e o tensor de Einstein.

4.5 Equações de Campo do Modelo

A ação do modelo estudado neste trabalho é uma subclasse da teoria acima,

conhecida como o setor Jhon [52, 53] na linguagem da teoria Fab Four (F4) [54, 55, 56]

da gravidade de Horndeski, que introduz um acoplamento direto entre a derivada de ϕ e o

tensor de Einstein. E inserindo um potencial escalar V (ϕ), ficamos com uma ação escrita

na forma [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64],

S[gµν , ϕ] =
∫

d4x
√

−g
[

»(R − 2Λ) − 1

2
(³gµν − ¸Gµν)∇µϕ∇νϕ − V (ϕ)

]

+ SM [gµν ]. (4.39)
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Com » = (16ÃG)−1, ³ e ¸ são parâmetros que controlam a intensidade dos acoplamentos,

onde ³ é adimensional e ¸ tem dimensão de (massa)−2, enquanto que Gµν é o tensor de

Einstein. Λ corresponde à constante cosmológica observada, enquanto que SM é assumida

para descrever um fluido perfeito. Observa-se que, ao considerarmos ³ = 1 e ¸ = 0 na

ação acima, recuperamos a teoria usual de Einstein de campos escalares, com a gravidade

minimamente acoplada ao campo escalar ϕ com potencial V (ϕ). A ação (4.39) desse

modelo pode ser encontrada definindo as funções Gi da seguinte forma,

G2(ϕ, X) = −2»Λ + ³X − V (ϕ),

G3(ϕ, X) = 0,

G4(ϕ, X) = »,

G5(ϕ, X) = −1

2
¸ϕ.

(4.40)

Após isso, aplicamos essas definições na ação total (4.7). Com isso, as equações de campo

para essa gravitação podem ser obtidas variando a ação (4.39) em relação à métrica e ao

campo escalar, da seguinte forma,

Eµν ≡ − 1√−g

¶S[gµν , ϕ]

¶gµν
, (4.41)

e

Eφ ≡ − 1√−g

¶S[gµν , ϕ]

¶ϕ
. (4.42)

Ambas as equações acima fornecem,

Eµν = Gµν + Λgµν − 1

2»
gµνV (ϕ) +

1√−g

¶Sm
¶gµν

− ³

2»

(

∇µϕ∇νϕ − 1

2
gµν∇λϕ∇λϕ

)

− ¸

2»

(

1

2
∇µϕ∇νϕR − 2∇λϕ∇(µϕRλ

ν) − ∇λϕ∇ρϕRµλνρ

)

− ¸

2»

(

−(∇µ∇λϕ)(∇ν∇λϕ) + (∇µ∇νϕ)□ϕ +
1

2
Gµν(∇ϕ)2

)

− ¸

2»

(

1

2
gµν(∇λ∇ρϕ)(∇λ∇ρϕ) − 1

2
gµν(□ϕ)2 + gµν(∇λϕ∇ρϕ)Rλρ

)

,

(4.43)

Eφ = ∇µ[(³gµν − ¸Gµν)∇νϕ] − Vφ. (4.44)

Onde ∇(µϕRλ
ν) = 1

2
(∇µϕRλ

ν + ∇νϕRλ
µ). Dessa maneira, as equações de campo modificadas,

ou equações de Einstein-Horndeski, são lidas para Eµν = 0 como,

Gµν + Λgµν +
1

2»
Hµν =

1

2»
T (fluido)
µν . (4.45)

Aqui, Hµν pode ser tido como o tensor de Horndeski, podendo assumir a seguinte forma.

Hµν = ³H(1)
µν + ¸H(2)

µν − gµνV (ϕ), (4.46)

que foi escrito dessa forma a fim de facilitar sua visualização, principalmente quando

for calculada sua variação. Percebemos que, diferentemente da teoria usual de campos
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escalares, aqui o potencial está embutido em Hµν ao invés de Tµν , mas como realizado em

[57, 59], vimos que Hµν pode ser interpretado como um tensor energia-momento, em que

H(1)
µν e H(2)

µν são escritos como,

H(1)
µν = ∇µϕ∇νϕ − 1

2
gµν∇λϕ∇λϕ (4.47)

H(2)
µν =

1

2
∇µϕ∇νϕR − 2∇λϕ∇(µϕRλ

ν) − ∇λϕ∇ρϕRµλνρ

− (∇µ∇λϕ)(∇ν∇λϕ) + (∇µ∇νϕ)□ϕ +
1

2
Gµν(∇ϕ)2

− gµν

(

−1

2
(∇λ∇ρϕ)(∇λ∇ρϕ) +

1

2
(□ϕ)2 − (∇λϕ∇ρϕ)Rλρ

)

.

(4.48)

Nesse modelo da Teoria de Horndeski, estamos interessados principalmente no acoplamento

não mínimo entre o termo derivativo do campo escalar e o tensor de Einstein Gµν [65, 66],

que se resume na expressão de H(2)
µν , enquanto que o acoplamento com a métrica gµν fica

representado pela expressão de H(1)
µν , indicada pela Equação (4.47). No Apêndice B deste

trabalho, calculamos detalhadamente cada um desses termos.

Para a equação do campo escalar Eφ = 0, temos

∇µ[(³gµν − ¸Gµν)∇νϕ] = Vφ. (4.49)

E destacamos também, como parte das equações de movimento da ação (4.39),

∇µT (fluido)µν = 0, (4.50)

com

T (fluido)
µν = (Ä + p)UµUν − gµνp,

sendo U a quadri-velocidade de um fluido perfeito com pressão p e densidade Ä.

4.6 Dinâmica Cosmológica do Modelo

Seja a métrica plana padrão FRW, dada na forma2

ds2 = −dt + a2(t)¶ijdxidxj, (4.51)

e como discutido anteriormente, as equações cosmológicas na teoria de Horndeski, satis-

fazem suas formas usuais expressas em (4.21) e (4.22). Sendo assim, uma opção seria

solucionar as equações de Einstein-Horndeski (4.45) e (4.49) via métrica (4.51) desenvol-

vendo suas componentes temporal e espaciais, porém uma forma mais fácil de obter as

equações de Friedmann no contexto de Horndeski, seria simplesmente aplicar as funções
2 Por questão de conformidade com as bibliografias que tratam as solução FRW no contexto da gravidade

de Horndeski, consideramos aqui a assinatura (−, +, +, +).



Capítulo 4. Gravidade de Horndeski na Cosmologia 50

Gi definidas em (4.40), diretamente nas equações de fundo (4.19) e (4.20), e com isso,

após um desenvolvimento algébrico, obtemos

12»H2 − 9¸H2ϕ̇2 − 2ÄR − 2ÄM − 4»Λ − ³ϕ̇2 − 2V (ϕ) = 0, (4.52)

isso nos entrega a primeira equação de Friedmann na gravidade de Horndeski, dada por

H2 =
2ÄM + 2ÄR + 4»Λ + ³ϕ̇2 + 2V (ϕ)

3(4» − 3¸ϕ̇2)
. (4.53)

Enquanto que para a segunda equação, temos

4»(2Ḣ + 3H2) = 4»Λ − ³ϕ̇2 + 2V (ϕ) + 2¸Ḣϕ̇2 + 4¸Hϕ̇ϕ̈ + 3¸H2ϕ̇2 − 2(pM + pR), (4.54)

e desse resultado, após algumas manipulações algébricas, é possível obter a segunda

equação de Friedmann em Horndeski, escrita como

2Ḣ + 3H2 =
4¸Hϕ̇ϕ̈ − ³ϕ̇2 + 2(pM + pR) − 4»Λ + 2V (ϕ)

4» − ¸ϕ̇2
. (4.55)

Partindo da primeira equação de Friedmann (4.53), chega-se facilmente em

6»H2 =
9

2
H2¸ϕ̇2 +

1

2
³ϕ̇2 + 2Λ» + ÄR + ÄM + V (ϕ),

onde podemos identificar a seguinte equação de densidade de energia para o campo escalar,

Äφ =
9

2
H2¸ϕ̇2 +

1

2
³ϕ̇2 + V (ϕ). (4.56)

Essa equação pode ser obtida diretamente de (4.46) fazendo µ¿ = 00, ou de forma mais

geral, substituindo as definições de Gi expressas em (4.40) diretamente em (4.23). Como

» = (16ÃG)−1, escrevemos finalmente

H2 =
8ÃG

3
(ÄM + ÄR + ÄΛ + Äφ) , (4.57)

que se equipara exatamente à forma padrão, sendo possível perceber que nessa equação, a

modificação de Horndeski está toda inserida na densidade de energia Äφ, o que era de se

esperar, assim como na teoria comum de campos escalares (ϕ-CDM).

Com isso, fazemos a mesma verificação para a segunda equação de Friedmann

(4.55), que após um desenvolvendo algébrico, pode ser escrita como

2Ḣ + 3H2 = − 1

2»

[

³ϕ̇2

2
− ¸ϕ̇2

2
(2Ḣ + 3H2) − 2¸Hϕ̇ϕ̈ − V (ϕ) + pR − 2»Λ

]

,

e assim, identificamos a equação da pressão do campo escalar, escrita

pφ =
³ϕ̇2

2
− ¸ϕ̇2

2
(2Ḣ + 3H2) − 2¸Hϕ̇ϕ̈ − V (ϕ), (4.58)
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com » = (16ÃG)−1, escrevemos

2Ḣ + 3H2 = −8ÃG(pM + pR + pΛ + pφ). (4.59)

Essas equações serão úteis ao longo deste trabalho, uma vez que, precisamos resolver

equações diferenciais envolvendo essas quantidades cosmológicas. Devido a isso, antes

de prosseguirmos, tomamos a derivada temporal de Äφ, obtendo assim sua equação de

continuidade, escrita na forma

Ä̇φ − ϕϕ̈(³ + 9¸H2) − 9¸ϕ̇2HḢ − ϕ̇Vφ(ϕ) = 0. (4.60)

Enquanto que as equações diferenciais para as outras componentes, como a matéria e a

radiação, que por sua vez satisfazem suas formas usuais, pois a modificação está contida

apenas nas componentes do campo escalar, são escritas respectivamente,

Ä̇M + 3HÄM = 0 (4.61)

e

Ä̇R + 4HÄR = 0. (4.62)

Além disso, uma outra importante solução cosmológica, é a equação de movimento para

ϕ, obtida diretamente da segunda equação de campo de Einstein-Horndeski (4.49), ou

também, por meio da substituição das definições de Gi em (4.25), sendo expressa da

seguinte forma

ϕ̈ + 3Hϕ̇ +
6¸ϕ̇HḢ

³ + 3¸H2
+

Vφ(ϕ)

³ + 3¸H2
= 0, (4.63)

onde observamos que para Vφ = 0, obtemos exatamente a forma encontrada em [18].

Podemos então escrever as equações para os parâmetros de densidades de energia

para cada um dos componentes, que satisfazem

ΩM + ΩR + ΩΛ + Ωφ = 1, (4.64)

onde,

ΩM =
ÄM

6»H2
, ΩR =

ÄR
6»H2

, ΩΛ =
ÄΛ

6»H2
=

Λ

3H2
, Ωφ =

Äφ
6»H2

, (4.65)

essas equações representam as quantidades associadas às densidades relativas de energia

da matéria, radiação, energia do vácuo e do campo escalar, respectivamente.

Escrevemos também o parâmetro da equação de estado para o campo escalar Éφ,

dado na seguinte forma

Éφ =
pφ
Äφ

e como já calculamos a pressão e a densidade de energia para ϕ, ficamos com

Éφ =
ϕ̇2
[

³ − ¸(2Ḣ + 3H2)
]

− 4¸Hϕ̇ϕ̈ − 2V (ϕ)

ϕ̇2 (³ + 9¸H2) + 2V (ϕ)
(4.66)
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E para completar nosso conjunto de equações cosmológicas, expressamos também outra

importante quantidade, o parâmetro de desaceleração, que indica como a expansão do

Universo está acelerando, sendo escrito em termos do próprio parâmetro Éφ, definido

anteriormente, dado por

q = −1 +
3

2
(1 + Éφ), (4.67)

que após algumas manipulações algébricas, obtemos sua forma mais completa para este

modelo, escrita

q =
ϕ̇2
(

2³ − 3¸Ḣ
)

+ 6¸Hϕ̇ϕ̈ − 2V (ϕ)

ϕ̇2(³ + 9¸H2) + 2V (ϕ)
. (4.68)

Introduzimos agora o tempo de dobramento N = ln a, que está relacionado ao

redshift z pela relação N = − ln(1 + z), onde 1 + z = a(t0)/a(t), com t0 sendo o tempo

atual, e a(t0) = 1. Isso torna necessário escrever as equações diferenciais em termos da

nova variável N , e para isso tomamos sua derivada

dN

dt
= − d

dt
(ln(1 + z)),

que dá
dN

dt
= − 1

(1 + z)

dz

dt
.

Partindo de 1 + z = 1/a(t), e usando H ≡ ȧ/a, é fácil mostrar que

dz

dt
= −(1 + z)H(z),

com isso, temos que
dN

dt
= H(N),

pela da regra da cadeia, podemos reescrever

d

dt
=

dN

dt

d

dN
,

e portanto, chegamos finalmente em

d

dt
= H(N)

d

dN
. (4.69)

Da mesma forma em que vínhamos usando a notação df(t)/dt = ḟ para derivadas em

t, passamos a usar também uma notação mais simples para derivadas em N , na forma

df(N)/dN = f ′. Com isso, rescrevemos todas as equações diferenciais em função de N ,

começando pela Eq. (4.53), que ao aplicarmos a relação (4.69), se torna,

3H2(3¸Hϕ′2 − 4») + 2ÄM + 2ÄR + 4»Λ + ³Hϕ′2 + 2V (ϕ) = 0. (4.70)

Aplicando (4.69) às Eqs. (4.61) e (4.62), obtemos respectivamente,

Ä′

M + 3ÄM = 0 (4.71)
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e

Ä′

R + 4ÄR = 0. (4.72)

Destacando as transformações

Ḣ = HH ′, ϕ̇ = Hϕ′ e ϕ̈ = H(H ′ϕ′ + Hϕ′′),

escrevemos as Eqs. (4.60) e (4.63) na notação prime, que se tornam, respectivamente,

Ä′

φ − ϕ′H(H ′ϕ′ + Hϕ′′)(³ − 9¸H2) − 9¸H2H ′ϕ′2 + ϕ′V (ϕ) = 0, (4.73)

e

H(H ′ϕ′ + Hϕ′′) + 3H2ϕ′ +
6¸ϕ′H3H ′

³ + 3¸H2
+

Vφ(ϕ)

³ + 3¸H2
= 0. (4.74)

Podemos ainda relacionar as Eqs. (4.73) e (4.74), assim econtramos uma equação com

derivada de primeira ordem em ϕ, expressa por

(³ + 3¸H2)Ä′

φ + 3ϕ′2H2
[

(³ + 3¸H2)(³ + 9¸H2) − ¸HH ′(³ − 9¸H2)
]

+ 6¸H2ϕ′Vφ(ϕ) = 0.

(4.75)

Um ponto interessante sobre essa expressão (4.75), é que ao reduzirmos a ordem das

equações diferenciais em ϕ, consequentemente reduzimos a quantidade de condições

iniciais, o que é uma vantagem para sua solução numérica e para o próprio modelo, que

agora possui uma única condição inicial para o campo escalar.



54

5 Resultados e Discussões

Neste capítulo, apresentamos e analisamos os resultados obtidos a partir da im-

plementação do modelo estudado de gravidade de Horndeski. Inicialmente, descrevemos

os parâmetros e condições iniciais adotados nas análises, justificando suas escolhas com

base em trabalhos recentes da literatura e em restrições observacionais. Em seguida,

avaliamos como o modelo proposto pode contribuir para o alívio da tensão de Hubble,

explorando o ajuste dos parâmetros livres, como ³ e ¸, em diferentes cenários de potenciais

V0. Além disso, discutimos a viabilidade teórica do modelo, analisando as condições de

estabilidade cosmológica por meio da evolução dos modos escalares e tensoriais, obser-

vando seus comportamentos ao longo do tempo e garantindo a ausência de instabilidades

fantasmas e laplacianas. Também investigamos observáveis cosmológicos fundamentais,

como o parâmetro de densidade de energia associado a cada componente do Universo, com

ênfase nas fases de transição entre os regimes dominados por radiação, matéria e energia

escura, além dos parâmetros de desaceleração e o parâmetro da equação de estado.

5.1 Análises Numérica e Estatística

Nesta seção apresentamos as considerações e os procedimentos realizados para as

análises numérica e estatística do fundo cosmológico do modelo dado pelas Eqs. (4.40). As

equações resultantes desse modelo são resolvidas numericamente, e assim obtemos algumas

quantidades relevantes, como o parâmetro de Hubble H(z), parâmetro de densidade de

energia Ω. Para a parte numérica, usamos o método de Runge Kutta para solucionar-

mos as equações diferenciais envolvidas. Para a parte estatística, utilizamos a função

NonlinearModelFit do Wolfram Mathematica para buscarmos estimar o melhor ajuste de

valores para os parâmetros livres do modelo, confrontando a função de Hubble com dados

obtidos por meio de vários métodos de medidas de H(z), como Cronômetro Cósmico -

CC, Supernovas do tipo Ia - SNIa e Oscilações Acústicas Bariônicas - BAO. Todos os 57

pontos de H(z) utilizados neste trabalho, foram compilados da Tabela 1 de [67].

Estabelecemos a condição inicial para o campo escalar ϕ0 = ϕ(z = 0) = 0.15 M2
Pl e

resolvemos numericamente o conjunto de equações diferenciais dadas pelas Eqs. (4.70),

(4.71), (4.72) e (4.75). Enquanto que as condições iniciais relacionadas aos valores atuais

dos parâmetros de densidade de energia da matéria (bariônica), radiação e energia escura,

são definidas para valores das quantidades Ωi no momento atual z = 0, sendo dadas

respectivamente por: ΩM(0) = 0.049, ΩR(0) = 9.24 × 10−5 e ΩΛ(0) = 0.684 [3]. Em

que, consideramos aqui o campo escalar ϕ atuando como matéria escura [18], ou seja,

Ωφ(0) = 0.265. Para nossas análises, utilizamos um potencial escalar do tipo exponencial,
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que foi adotado nesta forma devido sua flexibilidade e uso frequente na literatura de

energia escura dinâmica, expresso na forma

V (ϕ) = V0e
−λφ. (5.1)

Em nosso estudo, com ϕ0 fixo, adotamos alguns valores para o parâmetro V0,

enquanto que ¼ é inserido como um dos parâmetros livres do modelo, juntamente a ³, ¸ e

Λ. Por meio disso, é possível estimar também a constante H0, obtendo diferentes valores

para diferentes casos de potenciais V0. Em relação aos valores adotados para o potencial V0,

foram considerados quatro casos, sendo eles V0 = 3.97×10−124 M4
Pl, V0 = 4.15×10−124 M4

Pl,

V0 = 4.25 × 10−124 M4
Pl e V0 = 4.30 × 10−124 M4

Pl, como destacados na Tabela 1, onde

especificamos os resultados obtidos para cada um dos casos analisados, apresentando

os valores estimados dos parâmetros livres do modelo com suas respectivas dimensões e

escalas recuperadas, mostrando seus valores dentro dos níveis de confiança de 1Ã, 2Ã e

3Ã. Notamos ainda, que não há uma uma relação direta ou inversamente proporcional

entre os valores adotados para V0 com os suas respectivas quantidades obtidas para H0 ou

para qualquer um dos outros parâmetros, ou seja, o fato de aumentarmos o valor de V0,

não significa necessariamente que obtemos um valor maior para a taxa de expansão do

universo H0 ou para os parâmetros ³, ¸, ¼, além da constante cosmológica Λ.

Potential Parameter 1σ 2σ 3σ

V0 = 3.97 × 10−124 M4
Pl

λ −0.095 ± 0.113 −0.095 ± 0.229 −0.095 ± 0.352
α 0.922 ± 0.044 0.922 ± 0.090 0.922 ± 0.138

η [ 10124 M−2

Pl
] 1.062 ± 0.099 1.062 ± 0.202 1.062 ± 0.310

Λ [ 10−122 M2
Pl ] 3.337 ± 0.088 3.337 ± 0.178 3.337 ± 0.275

H0 [ km/s/Mpc ] 72.784+0.484
−0.481 72.784+0.987

−0.974 72.784+1.523
−1.491

V0 = 4.15 × 10−124 M4
Pl

λ 0.293 ± 0.059 0.293 ± 0.121 0.293 ± 0.186
α 0.616 ± 0.071 0.616 ± 0.145 0.616 ± 0.223

η [ 10123 M−2

Pl
] 8.148 ± 0.049 8.148 ± 0.100 8.148 ± 0.154

Λ [ 10−122 M2
Pl ] 3.278 ± 0.036 3.278 ± 0.073 3.278 ± 0.112

H0 [ km/s/Mpc ] 72.134+0.399
−0.397 72.134+0.813

−0.804 72.134+1.253
−1.232

V0 = 4.25 × 10−124 M4
Pl

λ 1.003 ± 0.036 1.003 ± 0.068 1.003+0.104
−0.104

α 0.333 ± 0.059 0.333 ± 0.121 0.333 ± 0.186
η [ 10124 M−2

Pl
] 2.361 ± 0.179 2.361 ± 0.365 2.361 ± 0.561

Λ [ 10−122 M2
Pl ] 3.098 ± 0.030 3.098 ± 0.062 3.098 ± 0.097

H0 [ km/s/Mpc ] 70.122+0.353
−0.351 70.122+0.718

−0.711 70.122+1.107
−1.109

V0 = 4.30 × 10−124 M4
Pl

λ 0.341 ± 0.075 0.341+0.153
−0.153 0.341 ± 0.235

α 1.927 ± 0.138 1.927 ± 0.281 1.927 ± 0.432
η [ 10124 M−2

Pl
] 2.677 ± 0.122 2.677 ± 0.248 2.677 ± 0.381

Λ [ 10−122 M2
Pl ] 3.308 ± 0.036 3.30 ± 0.074 (3.308 ± 0.114

H0 [ km/s/Mpc ] 72.465+0.403
−0.400 72.465+0.820

−0.810 72.465+1.264
−1.242

Tabela 1 – Tabela dos valores estimados dos parâmetros livres do modelo para diferentes
casos de V0.
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5.2 Tensão de Hubble

Uma das principais tensões relacionadas ao ΛCDM diz respeito ao valor atual do

parâmetro de Hubble, H0. Segundo as medições globais mais recentes da colaboração Planck

em 2020, estimou-se H0 = (67.40±0.50) km · s−1 ·Mpc−1 com nível de confiança de 68% [3].

Em contraste, as últimas medições locais realizadas pela colaboração SH0ES em 2021, com

base nas Supernovas calibradas por cefeidas, forneceram um valor significativamente maior,

estimado em H0 = (73.04 ± 1.04) km · s−1 · Mpc−1 com nível de confiança de 68% [68],

representando uma discrepância de cerca de 5.0Ã entre ambos valores de H0 [69]. Embora

extensas discussões tenham buscado determinar se essa tensão pode ser atribuída a erros

sistemáticos não identificados, várias observações com outros métodos alternativos também

indicaram uma tensão em H0 inferido de Λ-CDM [70, 71, 72, 73, 74]. Dessa maneira,

cresce a evidência de que a discrepância nos valores de H0 pode, de fato, ser um indício de

física nova além do modelo padrão. Com isso, recentemente tem surgido diversos estudos

que de alguma forma tentam solucionar essa questão, utilizando diferentes métodos, onde

podemos encontrar um resumo das principais abordagens em [69, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81].

Além disso, como a tensão em H0 sugere uma expansão mais rápida do universo do que o

previsto por ΛCDM, uma abordagem promissora para mitigar essa discrepância envolve

o uso de uma teoria de gravidade modificada. Tal teoria deve, qualitativamente, induzir

uma redução na intensidade gravitacional durante as épocas intermediárias e tardias da

expansão cósmica [82, 83, 84].

Recentemente, vários estudos têm explorado subclasses específicas das teorias

de Horndeski com o objetivo de abordar a tensão de Hubble, investigando como essas

modificações na gravidade podem ajudar a conciliar medições discrepantes de H0 [82, 83,

84, 85]. Neste trabalho, investigamos a aplicação da gravidade de Horndeski [8], com

ênfase em uma subclasse específica nomeada setor John, com uma abordagem que visa

aliviar a tensão em H0. Nessa estrutura, consideramos a matéria escura sendo descrita

por um campo escalar, conforme discutido em [18]. Essa teoria permite a inclusão de um

campo escalar que interage diretamente com a gravidade, oferecendo uma flexibilidade

que pode ajustar a dinâmica de expansão do universo em diferentes épocas cosmológicas.

5.2.1 Mitigando a Tensão de Hubble com o Modelo

Nesta seção, introduzimos a análise dos resultados numéricos obtidos para o

parâmetro de Hubble, comparando as curvas geradas pelo modelo de Horndeski com o

modelo Λ-CDM, como apresentado nos gráficos 5, 6 e 7. A partir dos diferentes valores

do potencial V0 adotados, avaliamos como o os melhores ajustes dos parâmetros livres

influenciam a taxa de expansão em diferentes redshifts, principalmente em valores de z

próximos de zero.
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Na Fig. 5, apresentamos a normalização H(z)/(z + 1)3/2 em função do redshift,

analisamos os ajustes dos parâmetros do modelo para diferentes valores de V0 e os com-

paramos com o cenário ΛCDM. Essa normalização é particularmente interessante, pois

seu comportamento assintótico permite avaliar com maior clareza os valores de H(z) em

redshifts elevados, confirmando que o modelo proposto é consistente com observações

do universo primordial. Observamos que ambos os modelos tendem a valores muito

próximos em redshifts altos (z ≳ 10). Em particular, os casos V0 = 3.97 × 10−124 M4
Pl

(curva vermelha) e V0 = 4.30 × 10−124 M4
Pl (curva azul) coincidem com o modelo ΛCDM

(curva preta) em z ≈ 10, e deve manter esse comportamento para z >> 1. Por outro

lado, para redshifts baixos (z ≲ 0.2), o modelo apresenta variações significativas em H(z)

para os diferentes valores de V0 considerados, indicando que o campo escalar contribui

dinamicamente para a expansão acelerada do Universo.
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Figura 5 – Evolução da normalização H(z)/(1 + z)3/2 para cada um dos casos de V0. E
para comparação, plotamos também a curva do modelo ΛCDM (curva preta).

Além disso, sobre as variações que essas curvas exibem em relação ao modelo

padrão no valor de H(z = 0), alcançamos H0 = (72.78 ± 0.48) km · s−1 · Mpc−1 com

nível de confiança de 68% para o primeiro caso de V0. Esse valor, assim com o os outros

resultados obtidos para a constante de Hubble de cada potencial adotado, fornece um

alívio para a tensão em H0, enquanto mantém uma consistência com medições globais em

redshifts altos. Isso está de acordo com nossos objetivos, pois o interesse principal está em

obter variações relevantes de H(z) em redshifts baixos, e juntamente a isso, obter menores

variações em redshifts altos e intermediários.

Nos gráficos das Figs. 6 e 7, apresentamos as evoluções de H(z) e sua normalização

H(z)/(z + 1) como função do redshift para o modelo considerado, e avaliamos os quatro

casos de V0 apresentados da Tabela 1 anteriormente.
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Figura 6 – Evolução do parâmetro de Hubble H(z) em função do redshift z, confrontada
com dados observacionais de H(z) provenientes de SNIa, BAO e CC. As
curvas foram obtidas para os diferentes valores adotados de V0, e a curva preta
representa o modelo ΛCDM para comparação.
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Figura 7 – Evoluções da normalização H(z)/(1+z) correspondentes a cada um dos valores
de V0 adotados. Para comparação, também apresentamos a curva do modelo
Λ-CDM (curva preta), juntamente com os dados observacionais de H(z) obtidos
pela Colaboração SH0ES e pelas medições de BAO da Colaboração SDSS.

Um ponto interessante ao utilizar essa normalização é a possibilidade de visualizar

com maior clareza o comportamento de H(z), extraindo informações importantes sobre

alguns de seus valores em redshifts específicos. Por exemplo, essa normalização facilita

a identificação dos pontos da transição entre as fases de desaceleração e aceleração do
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Universo, que é representada pelo ponto mínimo de cada curva evoluída no gráfico ilustrado

na Fig. 7.
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Figura 8 – Evolução do parâmetro de Hubble H(z) em função do redshift z, confrontada
com dados observacionais de H(z) provenientes de SNIa, BAO e CC. A curva
vermelha representa o caso V0 = 4.25 × 10−124 M4

Pl, juntamente às suas respec-
tivas faixas de confiança. A curva preta representa o modelo Λ-CDM para
comparação.
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Figura 9 – Evolução da normalização H(z)/(1 + z) correspondente ao caso V0 = 4.25 ×
10−124 M4

Pl,juntamente às suas respectivas faixas de confiança. Para comparação,
também apresentamos a curva do modelo Λ-CDM (curva preta), juntamente
com os dados observacionais de H(z) obtidos pela Colaboração SH0ES e pelas
medições de BAO da Colaboração SDSS.
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Analisando os resultados da Tabela 1, observamos que de forma geral, o caso

V0 = 4.25 × 10−124 M4
Pl possui os ajustes com margens de erro mais estreitas se comparado

aos demais casos de V0, refletindo em uma maior precisão estatística, e esse comportamento

se traduz em faixas de confiança mais restritas e melhor acentuadas. Com isso, ilustramos

este caso de V0 nas Figs. 8 e 9. Em ambos os gráficos, mostramos as faixas de confianças

de 1Ã, 2Ã e 3Ã, com a curva vermelha correspondendo ao caso de V0 avaliado, juntamente

aos seus respectivos valores dos parâmetros livres estimados, sendo ³ = 0.333, ¼ = 1.003 e

¸ = 2.361 × 10124M−2
Pl .

Comparado com outras abordagens baseadas na gravidade de Horndeski [82, 84, 85],

nosso modelo apresenta uma flexibilidade ao ajustar os parâmetros dinâmicos, como V0 e

¸, permitindo acomodar melhor as discrepâncias entre medições locais e globais de H0.

Dessa maneira, os resultados numéricos e estatísticos obtidos indicam que este modelo

específico baseado na gravidade de Horndeski, possui um potencial promissor para mitigar

a tensão H0, conciliando os diferentes regimes observacionais de expansão cósmica.

5.3 Perturbações e Condições de Estabilidade do Modelo

Aplicamos as definições expressas em (4.40) às equações (4.34), (4.35), (4.36) e

(4.37), com isso obtemos as equações de wi para o modelo. Para a equação de w1, ficamos

com a expressão

w1 =
4» − ¸ϕ̇2

2
=

4» − ¸ϕ′2H2

2
, (5.2)

e sua derivada (na notação prime) se torna

ẇ1 = Hw′

1 = −¸ϕ′H2(ϕ′H ′ + ϕ′′H). (5.3)

Da mesma forma, obtemos para o termo de w2,

w2 = 4»H − 3¸ϕ̇2H = 4»H − 3¸ϕ′2H3, (5.4)

com sua derivada

ẇ2 = Hw′

2 = 4»HH ′ − 3¸ϕ′H3(3ϕ′H ′ + 2ϕ′′H). (5.5)

Enquanto que os termos w3 e w4, ficam escritos para o modelo, respectivamente na forma,

w3 =
3

4
³ϕ̇2 − 18»H2 + 27¸ϕ̇2H2 =

3

4
³ϕ′2H2 − 18»H2 + 27¸ϕ′2H4, (5.6)

e

w4 =
4» + ¸ϕ̇2

2
=

4» + ¸ϕ′2H2

2
. (5.7)

Podemos agora examinar a estabilidade das soluções obtidas, investigando o quadrado

das velocidades das perturbações escalares c2
S e tensoriais c2

T , além da energia cinética
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associada às perturbações escalares QS e tensoriais QT . E como mencionado anteriormente,

para uma dinâmica consistente, livre de instabilidades laplacianas e fantasmas para os

modos escalar e tensor, deve-se satisfazer as seguintes condições:

c2
S g 0, QS > 0, c2

T g 0 e QT > 0. (5.8)

E com base nisso, analisamos as evoluções de (4.30), (4.31), (4.32) e (4.33) como função do

redshift para a solução de fundo dada pelo modelo (4.40) para o caso V0 = 3.97×10−124 M4
Pl.

Como pode ser observado em ambos os gráficos apresentados nas Figs. 10 e 11

abaixo, as condições de estabilidade são satisfeitas em todo o intervalo avaliado, ou seja,

as soluções obtidas para o modelo em questão são livres de instabilidades laplacianas e

fantasmas para os modos escalares. Como discutido anteriormente, é de costume dentro

das teorias de Horndeski desconsiderar as contribuições de G5(ϕ, X), isso devido a não

obtermos em geral, uma solução onde c2
S seja identicamente 1. No entanto, para o modelo

específico que estamos trabalhando, por meio do ajuste dos parâmetros livres e escolhas

das condições iniciais, é possível levar c2
S a próximo de 0.6 para z ≈ 0, além de se manter

positiva em todo o intervalo de evolução avaliado, como pode ser observado no gráfico da

Fig. 10. Com relação à quantidade QS, percebe-se que ela também se mantém positiva

em todo o intervalo da evolução, com seu menor valor sendo obtido em QS(z = 0) ≈ 0.14,

como apresentado no gráfico da Fig. 11, mantendo a consistência com as condições de

estabilidade.
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Figura 10 – Evolução do quadrado da velocidade de propagação das perturbações escalares
c2
S, em função do redshift z.
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Figura 11 – Evolução do parâmetro de energia cinética associado às perturbações escalares
QS, em função do redshift z.

Evoluímos também a Eq. (4.32) e avaliamos seu comportamento perante a tais

condições, tanto em aspectos da estabilidades quanto da consistência com resultados

observacionais das ondas gravitacionais de [10, 48, 49].
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Figura 12 – Evolução do quadrado da velocidade de propagação das perturbações tensoriais
c2
T , em função do redshift z.

Uma questão muito discutida no âmbito das teorias de Horndeski, é que a velocidade

das ondas gravitacionais pode evoluir no tempo para modelos que contêm G4(ϕ, X) e



Capítulo 5. Resultados e Discussões 63

G5(ϕ, X). Em nosso caso, temos G5(ϕ, X) = −¸ϕ/2, o que não garante de imediato uma

consistência com a restrição de que a velocidade das ondas gravitacionais seja luminal

(c2
T = 1), e como foi comentado antes, da mesma forma para c2

S, conseguimos também

tornar c2
T ≈ 1 em z ≈ 0, além de sempre se manter positiva em todo o intervalo de evolução

avaliado, como pode ser observado no gráfico da Fig. 12.
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Figura 13 – Evolução do parâmetro de energia cinética associado às perturbações tensoriais
QT , em função do redshift z.

E finalmente, evoluímos a quantidade QT expressa por (4.33) e observamos que

também se mantém positiva em todo o intervalo de z avaliado, como podemos visualizar

no gráfico da Fig. 13 acima. Sendo assim, concluímos que o modelo em questão, também

está livre de instabilidades fantasmas e laplacianas associadas aos modos tensoriais, e

portanto, satisfaz todas as condições de estabilidade expressas em (5.8).

5.4 Outros Parâmetros Cosmológicos

Nesta seção, apresentamos uma análise de alguns parâmetros cosmológicos, como

os parâmetros de densidade de energia, desaceleração e da equação de estado no contexto

da gravidade de Horndeski. Utilizando as soluções numéricas das equações diferenciais que

descrevem o modelo, construímos os gráficos correspondentes a cada quantidade analisando

o comportamento de cada uma das curvas.
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Parâmetro de Densidade de Energia para o Modelo

Para a densidade de energia das componentes consideradas, conforme definidos na

equação (4.65), temos na Fig. 14, a comparação da evolução das densidades de energia

relativas de cada componente do Universo para um casos de potenciais considerados no

modelo, aqui utilizamos o valor V0 = 3.97 × 10−124 M4
Pl, juntamente aos seus respectivos

valores estimados para os outros parâmetros livres, onde todas as densidades envolvidas

estão evoluindo no tempo de dobramento N = ln(a) = − ln(z + 1). Sendo assim, temos

o comportamento para a densidade de energia da radiação (curva vermelha), matéria

bariônica (curva verde), matéria escura (curva azul) e constante cosmológica (curva roxa),

enquanto que a linha tracejada preta representa a soma da matéria escura com a bariônica.
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Figura 14 – Evolução dos parâmetros de densidade de energia Ω associados a cada consti-
tuinte, em função de N .

Os gráficos das quantidades mostram de forma clara as transições entre as eras de

radiação, matéria e energia escura. Observa-se que a radiação domina para altos redshifts

(N ≲ −7.5), seguida pela matéria em redshifts intermediários (−7.5 ≲ N ≲ −0.5), com

a matéria bariônica sendo sempre subdominante em relação ao componente da matéria

escura, e finalmente a energia escura assume o domínio em redshifts baixos.

Parâmetro de Desaceleração para o Modelo

Completando o estudo desenvolvido até aqui, plotamos um outro observável impor-

tante na cosmologia, o parâmetro de desaceleração q. Fazemos as mesmas considerações

estabelecidas para os parâmetros livres realizadas para as análises dos Ωi. Assim como

vimos no Capítulo 3, o parâmetro de desaceleração é uma importante quantidade associada

à atual expansão acelerada do Universo. Com isso, é interessante analisar o comportamento

de sua evolução. Na figura abaixo abaixo, plotamos o gráfico de q em função de N para o

modelo estudado (linha vermelha). Em relação à sua evolução, observamos que possui
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Figura 15 – Evolução do parâmetro de desaceleração q em função de N .

um comportamento de acordo com o esperado, particularmente em pontos específicos,

como seu valor atual em N = 0, que equivale a q0 = q(N = 0) ≈ −0.76, indicando de

fato a expansão acelerada. Além disso, em q(N) = 0 =⇒ N ≈ −0.5 (transição entre as

fases de desaceleração para aceleração), enquanto que em N ≈ 0.4 (transição do domínio

da matéria para energia) temos q < 0, indicando que a expansão do Universo já está

acelerada, mantendo-se praticamente constante na época de domínio pela matéria.

Parâmetro da Equação de Estado para o Modelo

Aqui, plotamos abaixo, o parâmetro da equação de estado É em função de N =

− ln(1 + z), fazendo as mesmas considerações para os parâmetros livres realizadas para as

análises de Ω e q anteriormente.
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Figura 16 – Evolução do parâmetro de da equação de estado É em função de N .
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Em relação à evolução de É, observamos que também possui um comportamento

de acordo com o esperado, particularmente em pontos e eras específicas, como seu valor

atual em N = 0, que equivale a É0 = É(N = 0) ≈ −0.84, indicando um valor próximo a

−1 (valor de É para o domínio da energia escura). Além disso, em épocas mais remota, É

se mantém de acordo com as fases de domínio tanto da radiação quanto da matéria.
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6 Conclusão

Neste estudo, apresentamos uma investigação voltada para a cosmologia, tratada

na perspectiva da gravidade de Horndeski como uma alternativa ao modelo Λ-CDM.

No Capítulo 2, foi explorada a gravidade de Einstein, incluindo os fundamentos da

Relatividade Geral, obtendo suas equações de campo e destacando seu papel na cosmologia,

evidenciando as limitações frente aos desafios observacionais atuais. O Capítulo 3 abordou

tópicos essenciais de cosmologia, como a dinâmica de fluidos cosmológicos, o modelo

FRW, obtendo as famosas equações de Friedmann do modelo padrão, fornecendo um

detalhamento necessário para o estudo de modelos alternativos de gravidade.

No Capítulo 4, introduzimos a gravidade de Horndeski, detalhando sua formulação

matemática, suas equações de movimento e as principais vantagens teóricas em relação a

outras teorias gravitacionais, mostrando que algumas das principais teorias de gravidade

modificada podem ser obtidas diretamente da lagrangeana de Horndeski. Exploramos

também as motivações teóricas para o uso dessa gravidade em específico. Além disso,

realizamos uma detalhada revisão das instabilidades e perturbações das soluções cosmoló-

gicas na teoria de Horndeski, destacando a importância dessa análise na construção de

modelos baseados nessa teoria, no que diz respeito à consistência física de modelos frente

às observações atuais, como as ondas gravitacionais. Ainda neste capítulo, definimos o

modelo tratado, obtendo suas as equações de campo correspondentes, bem como suas

soluções cosmológicas.

No Capítulo 5 exploramos as soluções cosmológicas do modelo, apresentando

as condições de estabilidade para a teoria de Horndeski e verificando a ausência de

fantasmas e instabilidades do modelo. Essa abordagem analítica foi essencial para reforçar a

viabilidade teórica do modelo, visto que o mesmo satisfez as condições impostas, mantendo-

se consistente em relação às restrições observacionais, como as medições da velocidade

de ondas gravitacionais. Nesse capítulo da dissertação, focamos também na investigação

da aplicação da gravidade de Horndeski como uma alternativa viável para o alívio da

tensão de Hubble, que é um dos desafios mais relevantes na cosmologia contemporânea.

A comparação com o modelo Λ-CDM ressaltou o potencial do modelo de Horndeski em

reconciliar as discrepâncias observacionais nos valores de H0. Além disso, construímos

gráficos que ilustraram a evolução das densidades de radiação, matéria e energia escura,

destacando as transições entre os regimes dominantes ao longo do tempo cósmico.

Sendo assim, os resultados obtidos apontam que o setor John da gravidade de

Horndeski, pode oferecer uma possível solução para a tensão de Hubble, além de abrir

possibilidades para investigações mais profundas sobre gravidade modificada no âmbito da
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cosmologia e astrofísica, e sua compatibilidade com observações cada vez mais precisas.

Portanto, podemos concluir que o modelo baseado na gravidade de Horndeski estudado

aqui, apresenta grande potencial como uma alternativa ao paradigma Λ-CDM, o que

incentiva pesquisas adicionais que explorem diversos outros setores da gravidade de

Horndeski, considerando que a arbitrariedade das funções Gi oferece uma ampla variedade

de possibilidades para a construção de modelos.
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APÊNDICE A – Cálculo de algumas

Variações importantes

A.1 Variação de gµ¿

Da definição de ortogonalidade da métrica, temos a relação

gνλgµν = ¶λµ, (A.1)

aplicando a esta expressão o princípio da mínima ação, obtemos

¶
(

gνλgµν
)

= 0. (A.2)

Pela regra do produto,

¶gνλgµν + gνλ¶gµν = 0, (A.3)

contraindo com gλβ, ficamos com

¶gνλgλσgµν + gνλgλσ¶gµν = 0. (A.4)

Da Equação (A.1), podemos fazer

gνλgλβ = ¶νβ,

assim,

¶νβ¶gµν = −¶gνλgλβgµν , (A.5)

ou seja,

¶gµβ = −¶gνλgλβgµν . (A.6)

O resultado expresso pela Equação (A.6) será utilizado no cálculo da variação seguinte.

A.2 Variação de
√−g

Desenvolvendo a variação de de
√−g, temos

¶(
√

−g) =
1

2
(−g)−

1

2 ¶(−g) (A.7)

que se torna,

¶(
√

−g) = −1

2

1√−g
¶g. (A.8)
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Precisamos então calcular ¶g, onde o determinante de uma matriz pode ser obtido da

expansão de Laplace, assim

g = M (µ)νg(µ)ν , (A.9)

em que g(µ)¿ são os elementos de uma fila qualquer e A(µ)ν são os respectivos cofatores, o

índice (µ) indica que não há soma. O cofator é definido da seguinte forma,

Mµν = ggµν , (A.10)

logo,

g = ggµνgµν ,

ou seja,

¶g = ggµν¶gµν . (A.11)

Sendo assim, podemos agora calcular de fato a variação de
√−g com relação a gµν ,

¶
√

−g = −1

2

1√−g
¶g

= −1

2

1√−g
ggµν¶gµν

=
1

2

√
−ggµν¶gµν .

Assim, de acordo com a Equação (A.6), teremos portanto,

¶
√

−g = −1

2

√
−ggµν¶gµν (A.12)

A.3 Variação de SM

A ação para o campo de matéria é dada por,

SM =
∫ √

−gLM , (A.13)

aplicando o princípio variacional, obtemos

¶SM =
∫

(

¶
√

−gLM +
√

−g¶LM

)

d4x. (A.14)

Variando em relação à métrica gµν , de acordo com o resultado obtido anteriormente em

(A.12), temos que

¶
√

−g = −1

2

√
−ggµν¶gµν .

Enquanto que a variação da densidade lagrangiana será simplesmente,

¶LM =
∂LM

∂gµν
¶gµν . (A.15)
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Substituindo as Equações (A.12) e (A.15) na Equação (A.14), obtemos

¶SM =
∫
(

−1

2

√
−ggµν¶gµνLM +

√
−g

∂LM

∂gµν
¶gµν

)

d4x, (A.16)

que reescrevendo, se torna

¶SM =
∫
[

−1

2

√
−g¶gµν

(

gµνLM + 2
∂LM

∂gµν

)]

d4x, (A.17)

ou seja,
−2√−g

¶SM
¶gµν

=
∫
(

gµνLM − 2
∂LM

∂gµνν

)

d4x, (A.18)

logo, chegamos finalmente em

2√−g

¶SM
¶gµν

= 2
∂LM

∂gµν
− gµνLM . (A.19)

Que é o resultado utilizado na Seção 2.4.1.
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APÊNDICE B – Cálculo do tensor Hµ¿

B.1 Variação do termo de acoplamento não mínimo com o tensor

métrico

Variando com respeito à métrica (não carregaremos as constantes), temos

¶(
√

−ggµν∇µϕ∇νϕ) = ¶(
√

−ggµν∇µϕ∇νϕ)

= (¶
√

−g)gµν∇µϕ∇νϕ +
√

−g¶gµν∇µϕ∇νϕ

=
1

2

√
−ggαβ¶gαβgµν∇µϕ∇νϕ +

√
−g¶gµν∇µϕ∇νϕ

= −1

2

√
−ggµν¶gµνgαβ∇µϕ∇νϕ +

√
−g¶gµν∇µϕ∇νϕ

=
√

−g
[

∇µϕ∇νϕ − 1

2
gµν∇µϕ∇νϕ

]

¶gµν

(B.1)

B.2 Variação do termo de acoplamento não mínimo com o tensor

de Einstein

Variando com respeito à métrica (não carregaremos as constantes), temos

¶(
√

−gGµν∇µϕ∇νϕ) = ¶(
√

−ggµκgλνGκλ∇µϕ∇νϕ)

= (¶
√

−g)gµκgλνGκλ∇µϕ∇νϕ
︸ ︷︷ ︸

δ1

+
√

−g¶gµκgλνGκλ∇µϕ∇νϕ
︸ ︷︷ ︸

δ2

+
√

−ggµκ¶gλνGκλ∇µϕ∇νϕ
︸ ︷︷ ︸

δ3

+
√

−ggµκgλν¶Gκλ∇µϕ∇νϕ
︸ ︷︷ ︸

δ4

.

(B.2)

O primeiro termo é

(¶
√

−g)gµκgλνGκλ∇µϕ∇νϕ
︸ ︷︷ ︸

δ1

= −1

2
gµν

√
−gGαβ∇αϕ∇βϕ¶gµν

O segundo termo é

√
−g¶gµκgλνGκλ∇µϕ∇νϕ

︸ ︷︷ ︸

δ2

=
√

−g¶gλνGµ
λ∇µϕ∇νϕ

=
√

−gGλ
ν∇µϕ∇λϕ¶gµν
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O terceiro termo é idêntico ao segundo

√
−ggµκ¶gλνGκλ∇µϕ∇νϕ

︸ ︷︷ ︸

δ3

=
√

−g¶gµκGν
κ∇µϕ∇νϕ

=
√

−gGλ
µ∇νϕ∇λϕ¶gµν ,

logo

√
−g(¶gµκgλνGκλ + gµκ¶gλνGκλ)

︸ ︷︷ ︸

δ2+δ3

=
√

−g(Gλ
ν∇µϕ∇λϕ + Gλ

µ∇νϕ∇λϕ)¶gµν

= 2
√

−gGλ
(µ∇ν)ϕ∇λϕ¶gµν ,

(B.3)

em que

Gλ
(µ∇ν)ϕ =

1

2

(

Gλ
µ∇νϕ + Gλ

ν∇µϕ
)

.

No último termo temos que variar o tensor de Einstein, que é escrito na forma

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR.

Logo √
−g ¶Gµν∇µϕ∇νϕ =

√
−g ¶Rµν∇µϕ∇νϕ

︸ ︷︷ ︸

δ41

−1

2

√
−g ¶gµνg

αβRαβ∇µϕ∇νϕ
︸ ︷︷ ︸

δ42

−1

2

√
−g gµν¶gαβRαβ∇µϕ∇νϕ

︸ ︷︷ ︸

δ43

−1

2

√
−g gµνg

αβ¶Rαβ∇µϕ∇νϕ
︸ ︷︷ ︸

δ44

.

(B.4)
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O próximo passo é calcular cada um desses termos, iniciando pela variação do tensor de

Ricci, obtemos

√
−g ¶Rµν∇µϕ∇νϕ

︸ ︷︷ ︸

δ41

=
√

−g[∇λ¶Γλµν − ∇ν¶Γλµλ]∇µϕ∇νϕ

=
√

−g∇λ¶Γλµν∇µϕ∇νϕ −
√

−g∇ν¶Γλµλ∇µϕ∇νϕ

= −
√

−g¶Γλµν∇λ(∇µϕ∇νϕ) +
√

−g¶Γλµλ∇ν(∇µϕ∇νϕ)

= −
√−g

2
gλσ(∇µ¶gσν + ∇ν¶gσµ − ∇σ¶gµν)∇λ(∇µϕ∇νϕ)

+

√−g

2
gλσ(∇µ¶gσλ + ∇λ¶gσµ − ∇σ¶gλµ)∇ν(∇µϕ∇νϕ)

= −
√

−ggλσ∇µ¶gσν∇λ(∇µϕ∇νϕ) +

√−g

2
∇λ¶gµν∇λ(∇µϕ∇νϕ)

+

√−g

2
gλσ∇µ¶gσλ∇ν(∇µϕ∇νϕ)

=
√

−ggλσ¶gσν∇µ∇λ(∇µϕ∇νϕ) −
√−g

2
¶gµν□(∇µϕ∇νϕ)

−
√−g

2
gλσ¶gσλ∇µ∇ν(∇µϕ∇νϕ)

=
√

−g[−¶gσν∇µ∇σ(∇µϕ∇νϕ) +
1

2
¶gµν□(∇µϕ∇νϕ)

+
1

2
gµν¶gµν∇σ∇λ(∇σϕ∇λϕ)]

=
√

−g[−∇σ∇(µ∇σϕ∇ν)ϕ +
1

2
□(∇µϕ∇νϕ)

+
1

2
gµν∇σ∇λ(∇σϕ∇λϕ)]¶gµν .

(B.5)

As variações da métrica resultam

−1

2

√
−g(¶gµνg

αβRαβ + gµν¶gαβRαβ)∇µϕ∇νϕ
︸ ︷︷ ︸

δ42+δ43

=
1

2

√
−g(R∇µϕ∇νϕ − Rµν∇αϕ∇αϕ)¶gµν .

(B.6)
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Variando Rµν novamente

−1

2

√
−ggµνg

αβ¶Rαβ∇µϕ∇νϕ
︸ ︷︷ ︸

δ44

= −1

2

√
−ggµν¶Rµν∇αϕ∇αϕ

= −
√−g

2
gµν [∇λ¶Γλµν − ∇ν¶Γλµλ]∇αϕ∇αϕ

=

√−g

2
gµν¶Γλµν∇λ∇αϕ∇αϕ −

√−g

2
gµν¶Γλµν∇ν∇αϕ∇αϕ

=

√−g

2
gµν

gλσ

2
(∇µ¶gσν + ∇ν¶gσµ − ∇σ¶gµν)∇λ∇αϕ∇αϕ

−
√−g

2
gµν

gλσ

2
(∇µ¶gσλ + ∇ν¶gσµ − ∇σ¶gλµ)∇ν∇αϕ∇αϕ

=

√−g

2
gµν∇µ¶gσν∇σ∇αϕ∇αϕ −

√−g

2
gµν∇σ¶gµν∇σ∇αϕ∇αϕ

= −
√−g

2
gµν¶gσν∇µ∇σ∇αϕ∇αϕ +

√−g

2
gµν¶gµν□(∇αϕ∇αϕ)

= +

√−g

2
¶gσν∇ν∇σ∇αϕ∇αϕ −

√−g

2
gµν¶gµν□(∇αϕ∇αϕ)

=
√

−g
[
1

2
∇(µ∇ν)(∇αϕ∇αϕ) − 1

2
gµν□(∇αϕ∇αϕ)

]

¶gµν .

(B.7)

Juntando todos os termos, obtemos

¶(
√

−gGµν∇µϕ∇νϕ) =
√

−g








1

2
gµνG

αβ∇αϕ∇βϕ
︸ ︷︷ ︸

∝δ1

+ 2Gλ
(µ∇ν)ϕ∇λϕ

︸ ︷︷ ︸

∝(δ2+δ3)

+

−∇σ∇(µ∇σϕ∇ν)ϕ
︸ ︷︷ ︸

∝δ41

+
1

2
□(∇µϕ∇νϕ)

︸ ︷︷ ︸

∝δ41

+
1

2
gµν∇σ∇λ(∇σϕ∇λϕ)

︸ ︷︷ ︸

∝δ41

+

+
1

2
R∇µϕ∇νϕ

︸ ︷︷ ︸

∝(δ42+δ43)

− 1

2
Rµν∇αϕ∇αϕ

︸ ︷︷ ︸

∝(δ42+δ43)

+

+
1

2
∇(µ∇ν)(∇αϕ∇αϕ)

︸ ︷︷ ︸

∝δ44

− 1

2
gµν□(∇αϕ∇αϕ)

︸ ︷︷ ︸

∝δ44








¶gµν .

(B.8)

Vamos tomar os termos de derivadas de ordem superior. A partir do terceiro termos de

¶41 e do segundo termo de ¶44

1

2
gµν∇σ∇λ(∇σϕ∇λϕ) − 1

2
gµν□(∇αϕ∇αϕ). (B.9)

Enquanto que do primeiro e do segundo termo de ¶41, juntamente ao primeiro termo de

¶44, temos

−∇σ∇(µ∇σϕ∇ν)ϕ +
1

2
□(∇µϕ∇νϕ) +

1

2
∇(µ∇ν)(∇αϕ∇αϕ). (B.10)



APÊNDICE B. Cálculo do tensor Hµν 77

Abrindo as derivadas de (B.9), obtemos

1

2
gµν∇α∇β(∇αϕ∇βϕ) − 1

2
gµν□(∇αϕ∇αϕ)

=
1

2
gµν [∇α∇β(∇αϕ∇βϕ) − ∇β∇β(∇αϕ∇αϕ)]

=
1

2
gµν [∇α∇β∇αϕ∇βϕ + ∇β∇αϕ∇α∇βϕ + □ϕ□ϕ + ∇αϕ∇α□ϕ

− □∇αϕ∇αϕ − ∇β∇αϕ∇β∇αϕ − ∇β∇αϕ∇β∇αϕ − ∇αϕ□∇αϕ]

=
1

2
gµν

[

(□ϕ)2 − ∇α∇βϕ∇α∇βϕ + ∇αϕ(∇α∇β − ∇β∇α)∇βϕ
]

=
1

2
gµν

[

(□ϕ)2 − ∇α∇βϕ∇α∇βϕ − Rαβ∇αϕ∇βϕ
]

,

(B.11)

onde usamos

∇α∇β∇βϕ − ∇β∇α∇βϕ = −Rαβ∇βϕ . (B.12)

Abrindo as derivadas de (B.10), obtemos

−∇σ∇(µ∇σϕ∇ν)ϕ +
1

2
[∇(µϕ∇ν)ϕ] +

1

2
∇(µ∇ν)(∇αϕ∇αϕ)

= −1

2
∇α∇µ(∇αϕ∇νϕ) − 1

2
∇α∇ν(∇αϕ∇µϕ) +

1

2
∇α∇α(∇µϕ∇νϕ)

+
1

4
∇µ∇ν(∇αϕ∇αϕ) +

1

4
∇ν∇µ(∇αϕ∇αϕ)

= ∇µ∇αϕ∇ν∇αϕ − [∇µ∇νϕ] +
1

2
∇µ∇ν∇αϕ∇αϕ +

1

2
∇ν∇µ∇αϕ∇αϕ

− 1

2
∇αϕ∇α∇µ∇νϕ − 1

2
∇αϕ∇α∇ν∇µϕ

= ∇µ∇αϕ∇ν∇αϕ − [∇µ∇νϕ] +
1

2
∇αϕ(∇µ∇ν − ∇α∇µ)∇νϕ

+
1

2
∇αϕ(∇ν∇α − ∇α∇ν)∇µϕ

= ∇µ∇αϕ∇ν∇αϕ − [∇µ∇νϕ] +
1

2
Rναµβ∇αϕ∇βϕ +

1

2
Rµανβ∇αϕ∇βϕ

= ∇µ∇αϕ∇ν∇αϕ − [∇µ∇νϕ] + Rµανβ∇αϕ∇βϕ.

(B.13)
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Substituindo as Eqs. (B.11) e (B.13)na Eq. (B.8), finalmente obtemos

−∇σ∇(µ∇σϕ∇ν)ϕ +
1

2
[∇(µϕ∇ν)ϕ] +

1

2
∇(µ∇ν)(∇αϕ∇αϕ)

= −1

2
∇α∇µ(∇αϕ∇νϕ) − 1

2
∇α∇ν(∇αϕ∇µϕ) +

1

2
∇α∇α(∇µϕ∇νϕ)

+
1

4
∇µ∇ν(∇αϕ∇αϕ) +

1

4
∇ν∇µ(∇αϕ∇αϕ)

= ∇µ∇αϕ∇ν∇αϕ − [∇µ∇νϕ] +
1

2
∇µ∇ν∇αϕ∇αϕ +

1

2
∇ν∇µ∇αϕ∇αϕ

− 1

2
∇αϕ∇α∇µ∇νϕ − 1

2
∇αϕ∇α∇ν∇µϕ

= ∇µ∇αϕ∇ν∇αϕ − [∇µ∇νϕ] +
1

2
∇αϕ(∇µ∇ν − ∇α∇µ)∇νϕ

+
1

2
∇αϕ(∇ν∇α − ∇α∇ν)∇µϕ

= ∇µ∇αϕ∇ν∇αϕ − [∇µ∇νϕ] +
1

2
Rναµβ∇αϕ∇βϕ +

1

2
Rµανβ∇αϕ∇βϕ

= ∇µ∇αϕ∇ν∇αϕ − [∇µ∇νϕ] + Rµανβ∇αϕ∇βϕ.

(B.14)

Podemos reagrupar os termos

− 1

2
gµνGαβ∇αϕ∇βϕ − 1

2
gµνRαβ∇αϕ∇βϕ − 1

2
Rµν∇αϕ∇αϕ = −gµνRαβ∇αϕ∇βϕ + XGµν ,

(B.15)

e finalmente obter a variação do termo de acoplamento não mínimo

¶(
√

−gGµν∇µϕ∇νϕ) =
√

−g
[
1

2
∇µϕ∇νϕR + 2∇αϕ∇(µϕGα

ν) + ∇αϕ∇βϕRµανβ

−1

2
∇µϕ∇µϕGµν + ∇µ∇aϕ∇ν∇aϕ− ∇µ∇νϕ(□ϕ)

+gµν

(

−1

2
∇α∇βϕ∇α∇βϕ +

1

2
(□ϕ)2 − ∇αϕ∇βϕRαβ

)]

¶gµν

(B.16)
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