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Resumo

Este trabalho investiga a gravidade de Horndeski como uma alternativa ao modelo cos-
moldgico padrao (A-CDM), com énfase na mitigacao da tensao de Hubble. Inicialmente,
abordamos os aspectos conceituais que serviram de base para a formulagao da gravidade
de Einstein, além de tratarmos tépicos essenciais para a Cosmologia. Posteriormente,
apresentamos a gravidade de Horndeski, destacando sua formulacao matematica, proprie-
dades tedricas e condi¢oes de estabilidade. A parte metodolégica inclui a implementagao
numérica das equacoes cosmoldgicas e o ajuste de parametros para reproduzir observagoes
recentes. Os resultados mostram que o modelo especifico de acoplamento derivativo
nao-minimo de Horndeski pode aliviar a tensao de Hubble por meio do ajuste do potencial
escalar, mantendo consisténcia com dados observacionais. A analise da evolucao das
densidades de energia e do parametro de Hubble, juntamente ao estudo das perturbacoes
cosmologicas, reforca a estabilidade e viabilidade do modelo estudado. Portanto, esta
dissertacao contribui para o estudo da cosmologia tedrica, sugerindo novas possibilidades

para a exploracao de outros setores dessa gravidade modificada em contextos cosmologicos.

Palavras-chave: Cosmologia. Gravidade de Horndeski. Tensao de Hubble.



Abstract

This work investigates Horndeski gravity as an alternative to the standard cosmological
model (A-CDM), with an emphasis on alleviating the Hubble tension. Initially, we address
the conceptual aspects that formed the basis for the formulation of Einstein’s gravity,
along with essential topics in Cosmology. Subsequently, Horndeski gravity is presented,
highlighting its mathematical formulation, theoretical properties, and stability conditions.
The methodological approach includes the numerical implementation of cosmological
equations and parameter fitting to reproduce recent observational data. The results show
that the specific non-minimal derivative coupling model within Horndeski gravity can
mitigate the Hubble tension by adjusting the scalar potential while maintaining consistency
with observational constraints. The analysis of the evolution of energy densities and the
Hubble parameter, along with the study of cosmological perturbations, reinforces the
stability and feasibility of the proposed model. Therefore, this dissertation contributes to
the study of theoretical cosmology, suggesting new possibilities for exploring other sectors

of this modified gravity theory in cosmological and astrophysical contexts.

Keywords: Cosmology. Horndeski Gravity. Hubble Tension.
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1 Introducao

Observagoes recentes indicam que o Universo encontra-se em uma fase de expansao
acelerada. Tais observacoes sugerem a existéncia de uma nova componente cdsmica,
denominada energia escura, que exerceria uma pressao negativa, capaz de impulsionar
essa expansao acelerada. A descoberta dessa aceleracao foi inicialmente realizada através
de observagoes de Supernovas tipo Ia (Snla) [1, 2]. Posteriormente, essa conclusao foi
apoiada por outros observaveis cosmoldgicos, como a Radiacdo Césmica de Fundo (CMB)
[3], além das Oscilagoes Actsticas de Béarions (BAOs) [4]. A natureza exata da energia
escura permanece como um dos grandes mistérios da fisica moderna. Contudo, um dos
principais candidatos a desempenhar esse papel é a constante cosmoldgica A, introduzida
por Einstein!. Ao considerar este termo cosmoldgico em conjunto com a Matéria Escura,
Fria (CDM)? como os principais componentes que dominam o Universo, chega-se ao
modelo A-CDM, que é atualmente considerado o modelo cosmoldgico mais completo, sendo

amplamente aceito pela comunidade cientifica.

Nos tltimos anos, tém surgido intimeros estudos sobre teorias de gravidade mo-
dificada. Entre as vérias alternativas a Relatividade Geral, que mantém seus principios
fundamentais, mas alteram a ac¢ao do campo, duas classes de teorias tém se destacado
como as mais investigadas. A primeira, conhecida na literatura como f(R) [5, 6], assume
a forma de uma generalizacdo da acdo de Einstein-Hilbert, onde a fungdo f(R) é uma
funcao arbitraria do escalar de Ricci R, em vez de apenas R linear, como na Relatividade
Geral. A segunda classe de teorias é conhecida como teorias escalar-tensoriais, destacando
as teorias de Brans-Dicke [7] como uma das principais alternativas a teoria da Relatividade
Geral de Einstein, onde se introduz um campo escalar ndao minimamente acoplado ao
tensor de curvatura. Essa classe de teorias pode ser generalizada pela chamada Gravidade
de Horndeski [8], que é a mais geral teoria escalar-tensorial em quatro dimensoes, com
equagoes de campo de segunda ordem. Porém, uma questao interessante a se considerar, é
a razao pela qual se torna necessario modificar a Relatividade Geral, uma vez que essa
teoria tem se mostrado bastante consistente, sendo confirmada por varios experimentos e
observacoes. Um exemplo mais recente e um dos mais importantes, é a deteccao das ondas
gravitacionais, que foram previstas por Einstein em 1916 e finalmente observadas direta-
mente em 2015 pela Colaboracao Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory
(LIGO) e VIRGO |9, 10].

1

Quando Einstein inseriu essa constante em suas equacoes, seu objetivo inicial era contrabalancear a
gravidade, pois suas equacoes previam um Universo dindmico. No entanto, acreditava-se na época
que o Universo era estatico, e devido a isso, Einstein adicionou o termo A, que agiria como uma forca
repulsiva, equilibrando a atracdo gravitacional e permitindo assim um Universo estéatico.

Do inlés: Cold Dark Matter. E classificada como um tipo especifico de matéria escura que se move a
baixas velocidades (em comparagio a velocidade da luz).
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Um dos temas mais discutidos no contexto da fisica contemporanea que tem
promovido fortes motivacoes para estudos além da Relatividade Geral, é a compreensao
do chamado setor escuro do Universo, que engloba as chamadas energia escura e a matéria
escura, que sao as responsaveis, respectivamente, pela atual expansao acelerada do Universo
e pelos fen6menos observados nas velocidades de rotagao das galdxias [11]. Além disso,
existem outras questoes em aberto na cosmologia, que sao tidas como pendéncias do
modelo A-CDM, como o problema da constante cosmolégica, associado a um discrepancia
significativa® entre seu valor observacional e o valor tedrico previsto pela teoria quantica,
[12]. E também, uma outra questdao mais recente, o problema da tensao de Hubble, que
consiste em uma discordancia observada entre os valores da constante de Hubble H
obtidos por diferentes medigoes, como as locais, que utilizam Snla e Cefeidas [1, 13],
e as medig¢oes globais, que sdo baseadas em observagoes da CMB e das BAOs. Sendo
assim, modificar ou estender a Relatividade Geral pode abrir novas possibilidades para
a cosmologia, permitindo explorar e compreender fendomenos que o modelo atual nao

consegue explicar completamente.

Sendo assim, motivada pelos problemas apresentados, a exploragdo de modelos
alternativos vem se tornando cada vez mais frequente e consideravel, principalmente
modelos envolvendo campos escalares dindmicos como um grau de liberdade extra (teorias
escalar-tensoriais). Onde esse campo escalar pode ser introduzido como uma nova compo-
nente, assim como os modelos de quintesséncia [14, 15] e k-esséncia [16, 17], ou como uma
generalizacao desses modelos, a Teoria de Horndeski, que carrega consigo o principio de
evitar equagoes de movimento de ordem superior, o que previne instabilidades. O foco da
proposta deste trabalho é explorar um dos setores dessa gravidade de Horndeski, nomeado
setor John (também conhecido na literatura como modelo de acoplamento derivativo nao
minimo do campo escalar com o tensor de Einstein), com investigagoes voltadas para a
cosmologia. Nessa primeira parte do estudo, fazemos uma descri¢do da matéria escura por
meio do campo escalar, assim como realizado em [18], e para isso obtemos a solugao das
equagoes de campo dessa gravidade via métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW) para
uma curvatura plana, no contexto de um universo homogéneo e isotropico. Solucionamos
as equacoes resultantes numericamente, e a partir disso, direcionamos nossas analises aos

observaveis cosmologicos.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos uma
revisao sobre a Gravidade de Einstein, abordando os principios aos quais ela se baseia,
além disso, expomos o formalismo no qual ela é construida, destacando seus principais
elementos. No capitulo 3 tratamos sobre a Cosmologia, enunciando os pilares do modelo
cosmologico padrao, apds isso solucionamos as equagoes de Einstein em uma métrica

estabelecida, obtendo as principais equagoes, além disso abordamos sobre os parametros

3 0121

A contribuic¢do da energia de vdcuo esperada para A no contexto da fisica de particulas é 1 ordens

de magnitude maior do que a observada [12], caracterizando um problema de ajuste fino.
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cosmologicos, juntamente as suas discussoes para com a cosmologia observacional. No
capitulo 4 adentramos aos topicos referentes a teoria de Horndeski, partindo de uma
revisao tedrica, mostramos as formas das novas equagoes de campo do modelo considerado,
bem como suas solugoes na perspectiva da cosmologia, especificamente no universo FRW
plano, exibindo os principais parametros inerentes a essa abordagem. No Capitulo 5,
apresentamos os resultados obtidos a partir da implementacao do modelo de gravidade
de Horndeski, explorando como ajustes nos parametros livres podem mitigar a tensao de
Hubble. Analisamos numericamente a evolugao do parametro de Hubble, o comportamento
das densidades de energia associadas aos componentes do Universo, além das condigoes de

estabilidade cosmoldégica.
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2 Gravidade de Einstein

A Gravidade de Einstein, amplamente conhecida na literatura como Teoria da
Relatividade Geral (TRG), é uma teoria que relaciona o campo gravitacional a curvatura,
do espago-tempo em torno de uma regiao onde haja a presenca de matéria e energia. Essa
conexao ¢é formalizada através das equacoes de campo de Einstein, que derivam, em parte,
do chamado principio da equivaléncia [19]. Esse principio estabelece que, localmente,
os efeitos de um campo gravitacional sao indistinguiveis dos efeitos de uma aceleragao
uniforme, o que implica que a gravidade pode ser vista como a curvatura do espago-tempo.
A importancia e as implica¢oes do principio da equivaléncia serao melhor exploradas no

decorrer deste capitulo.

A TRG descreve os fendmenos gravitacionais utilizando uma sofisticada ferramenta
matematica, a geometria diferencial. De acordo com este formalismo, a gravidade nao
¢é tratada como uma forca convencional como na fisica newtoniana, mas sim como uma
manifestacdo da curvatura do espago-tempo. Essa curvatura, por sua vez, é determinada
pela distribuicdo de matéria e energia no espago-tempo. Essa teoria expande os principios
da Teoria da Relatividade Restrita (TRR) para incluir a dindmica em espagos-tempo curvos,
permitindo que sua aplicacao se estenda a quaisquer referenciais, sejam eles inerciais ou nao.
Ao incorporar o conceito de que o campo gravitacional pode ser interpretado localmente
como um referencial nao-inercial, a TRG se estabelece como uma teoria abrangente da

gravitacao, aplicavel a varios cendrios que vao além das limitagoes da TRR.

Neste capitulo sera desenvolvido um estudo mais detalhado acerca da TRG, onde
serao apresentados os principais aspectos que servem como base para o desenvolvimento
tedrico e compreensao desta teoria, objetivando assim, introduzir o ferramental mateméatico
explorado em partes do texto, além de nos familiarizarmos com conceitos utilizados em

secoes subsequentes deste trabalho.

2.1 Principios da Relatividade Geral

Para falarmos sobre a TRG, primeiramente é necessario abordar sobre alguns dos
principios aos quais essa teoria se baseia, principalmente ao citado anteriormente, principio
de equivaléncia, pois suas consequéncias formam a base conceitual para compreender a
estrutura do espaco-tempo curvo juntamente a sua intrinseca relacado com as fontes de

campo gravitacional [20].
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2.1.1 Principio da Equivaléncia Newtoniano

O principio de equivaléncia foi um dos principais tépicos que serviram como base
para a teoria da gravitacional de Einstein. A equivaléncia entre a massa inercial e a massa
gravitacional segundo a formulagao newtoniana, nos mostra experimentalmente que, no
vacuo, a trajetéria seguida pelos corpos em queda livre ndo depende da estrutura nem da
composicao quimica dos corpos sendo os mesmos suficientemente pequenos para evitar os

efeitos da nao uniformidade do campo gravitacional [21].

2.1.2 Principio da Equivaléncia de Einstein

Em 1908, ao tentar aplicar os principios de sua recém-formulada teoria da Relativi-
dade Restrita, Einstein percebeu que a mecanica newtoniana nao oferecia uma explicagao
satisfatoria para a igualdade entre massa inercial e massa gravitacional, como discutido
anteriormente. Durante suas reflexoes e investigagoes sobre a gravitagdo newtoniana, ele
realizou um experimento mental que resultou em uma das mais profundas percepgoes de
sua vida. Esse experimento mental, que ele considerou “o mais feliz de sua vida”, envolvia

a ideia de que um corpo em queda livre nao sente seu proprio peso.

A partir dessa reflexdo, Einstein relatou: “FEsta lei... da igualdade da massa
inercial e massa gravitacional foi entdo percebida por mim com todo o seu significado.
Fiquei abismado com sua existéncia e conjecturei que ela deveria conter a chave para a
compreensao da gravitagio” [22, 23]. A partir disso, Einstein formalizou um resultado com

os seguintes postulados, descritos por [24]:

Principio fraco: Em todos os pontos do espago-tempo em um campo gravitacional
arbitrdario, € possivel escolher um sistema de coordenadas local, chamado de referencial
inercial local, tal que, em uma regiao suficientemente pequena ao redor do ponto em questao,
as leis do movimento tomam a mesma forma que em um sistema inercial cartesiano nao

acelerado na auséncia de qualquer campo gravitacional.

Este primeiro postulado, conhecido como o principio da equivaléncia Fraco, foi
posteriormente estendido para incluir nao apenas experimentos nao gravitacionais, mas
também todos os fendmenos fisicos, inclusive aqueles que envolvem gravitacao. Esse novo
principio ampliado é nomeado principio da equivaléncia forte, e pode ser enunciado da

seguinte forma:

Principio forte: Em todos os pontos do espaco-tempo, mesmo na presenca de
um campo gravitacional arbitrdrio, é possivel escolher um sistema de coordenadas local,
chamado referencial inercial local, tal que, em uma regido suficientemente pequena em
torno do ponto em questao, todas as leis da natureza, incluindo as leis gravitacionais,
tomam a mesma forma que em um sistema cartesiano nao acelerado na auséncia de

qualquer campo gravitacional.
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O principio da equivaléncia forte é o mais geral dos principios de equivaléncia,
assumindo que os dois principios anteriores (o principio da equivaléncia newtoniano e
o principio da equivaléncia fraco) sao validos. Além disso, ele afirma que todas as leis
da fisica sdo as mesmas para qualquer observador, em qualquer ponto do espago-tempo
[25]. De forma mais abrangente, o principio forte difere do principio fraco ao incluir
experiéncias gravitacionais no referencial do observador. Isso significa que as leis da fisica
permanecem inalteradas, mesmo quando o corpo de teste produz um campo gravitacional

nao desprezivel.

2.1.3  Principio da Covariancia Geral

De acordo com o principio anterior, nao existe uma forma de distinguir localmente
entre um referencial em queda livre em um campo gravitacional uniforme e um referencial
inercial e também nao hé como distinguir entre localmente, estar acelerado e estar em

repouso sob agao de um campo gravitacional.

Se um referencial acelerado pode ser descrito como um referencial em repouso sob
a acao de um campo gravitacional e se as leis da natureza nao se alteram na presenca de
um campo gravitacional, as equagoes que regem essa teoria devem ser escritas de uma
so forma para todos os observadores, e para isso se torna necessario o uso do formalismo
tensorial, que permite expressar as leis fisicas de maneira covariante, ou seja, invariantes

sob transformagoes de coordenadas.

Sendo assim, ndo ha motivo para que haja distin¢ao entre referenciais nao-inerciais
e referenciais inerciais no que diz respeito a descri¢do da natureza. A partir disso, Einstein
generalizou o principio da relatividade restrita, e ofereceu o principio da covariancia geral
como o principio fisico fundamental da TRG e como o responsavel por estender o principio
da relatividade restrita ao movimento acelerado [26]. Tal principio pode ser enunciado da

seguinte forma:

Principio da covariancia geral: As leis da fisica devem ser expressas de maneira
que tenham a mesma forma matemdtica em qualquer sistema de coordenadas, independen-

temente do movimento do observador ou do referencial escolhido.

Dessa forma, se uma equacao ¢ valida na TRR, ela deve permanecer valida na
TRG, isso significa que as equagoes validas no espaco plano de Minkowski (que é o cenério
da relatividade restrita) devem ser generalizadas para se aplicarem ao espago-tempo curvo

da relatividade geral, com isso, devem ser escritas fazendo-se as devidas transformagoes:

o Substitui-se a métrica de Minkowski por uma métrica geral:

Nuv — Guv-
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o Substitui-se as derivadas parciais por derivadas covariantes:

Oy — V.

Na proxima secao, trataremos sobre a matematica envolvida nos conceitos apresentados até
aqui, definindo e obtendo alguns tensores que sao utilizados para obtencao das equacgoes

de campo de Einstein.

2.2 Aspectos da Curvatura

Nesta secao obteremos a representacao matematica para a curva geodésica, onde
sera visto que esta pode ser obtida a partir do movimento de uma particula em queda
livre imersa em um campo gravitacional, onde veremos também que, a curva geodésica
depende de uma elemento chamado conexao afim, que é representado exclusivamente por
termos geométricos [27]. E além disso, conheceremos melhor alguns tensores que sdo

indispensaveis para a compressao da TRG e obtencao de suas equacoes.

2.2.1 Dinamica da Particula na Relatividade Geral

Considerando uma particula movendo-se em queda livre em um sistema de co-
ordenadas &% que a acompanha. Sendo assim, esse sistema é localmente inercial e de
acordo com o principio da equivaléncia, num referencial em queda livre nao hé aceleracao

(localmente) [24]. Com isso, a equacao de movimento da particula fica expressa por:

d2¢e
pa 0, (2.1)
2
onde dr = =3 ¢ o tempo proprio, ou seja, aquele medido no referencial da particula,
sendo descrito por:
dr? = —NaydE*de?, (2.2)

com 1),y sendo o tensor métrico de Minkowski.

Considerando um sistema de coordenadas arbitrario * em repouso, submetido a
um campo gravitacional, podemos utilizar a regra da cadeia para determinar a dindmica

da particula vista a partir do referencial z* [25], ou seja,
d [de d [0~ Ozt
- =z 2.
dT(dT) dr <8a:“ 87’)’ (2:3)

d (08~ 0zt
ar (axa) =0 (24)

entao,
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Desenvolvendo a derivada no tempo, de acordo com a regra do produto de derivadas,

teremos:

0> d%a# N 9% datdax”
ozt dr? oxrdz” dr dr

ki
aga )

0. (2.5)

Multiplicando a equagao (2.5) em ambos os lados por teremos:

Azt O O o7& Oxtdat dx” 0 (2.6)
dr? Ozt O  Qxrdxv 06 dr dr '

e utilizando o tensor de Kronecker, dado por

5 = %878
H agu agoﬂ

obtemos a equacao simplificada

Azt
dr?

026> 92> dat da”
A

pr— 2.
Ot e o dr dr (27)

e aqui, podemos identificar um conceito importante chamado de conexdo afim. Esse
elemento matematico é crucial porque nos ajuda a determinar as trajetérias naturais, ou
curvas geodésicas, em um espaco que foi curvado pela presenca de um campo gravitacional.
Em outras palavras, a conexao afim é como uma ferramenta que nos mostra como os
objetos se movem nesse espago curvo, e ela é definida da seguinte maneira,
62 ga 617/\

Fov = ganoz o

A
o (2.8)
Que por sua vez, estabelece uma conexao entre vetores de espagos tangentes definidos
em pontos vizinhos e pode ser interpretado como uma correcao das equacoes devido a
curvatura do espago-tempo [28]. Dessa forma, a equagdo do movimento que buscamos,

sera dada por

2.\ g

R 29

A Equagao (2.9) obtida acima é denominada Fqua¢do da Geodésica, e descreve o menor
caminho que uma particula livre percorre em um espago curvo. Uma vez que as derivadas
de primeira ordem comutam, da Equacao (2.8), temos que a conexao afim é simétrica com

relacdo aos indices inferiores, ou seja,
A A
m,=r. (2.10)

Percebemos ainda, que na equacao de movimento (2.9) existe um termo adicional quando
é comparada com a equacao de movimento escrita a partir do sistema localmente inercial,
em (2.1). Isso indica justamente a presenga de um campo gravitacional, reafirmando entéo,
que de acordo com a TRG, o campo gravitacional é descrito a partir da curvatura do

espaco-tempo.
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Agora podemos representar a conexao afim usando a métrica, que é uma maneira
de descrever o campo gravitacional. Quando estudamos o movimento de uma particula
livre, como vimos antes, o que determina como a gravidade influencia essa particula é a
conexao F;\W. Além disso, o tempo préprio, ou seja, o tempo que a particula vivencia em
seu movimento, é determinado pelo tensor métrico g,, [24], e pode ser expresso em termos

do sistema de coordenadas x*,0u seja, por meio de (2.2), temos

o0&~ ocY y y
dr? = ~Nay D da” e dz” = —g,datd”, (2.11)
onde o tensor métrico é definido como
0L OEY

Guv = _naw@ Oxv (212)

Esse tensor é essencial na TRG, pois ele quantifica as distancias entre pontos e os angulos
entre vetores em um espago-tempo curvado. Suas componentes estabelecem a geometria
do espago-tempo, descrevendo assim a dindmica em um campo gravitacional [29]. E ainda

nesta secdo, trataremos com mais detalhes sua definicdo e suas propriedades.

Podemos ainda obter uma relagao entre o tensor métrico e a conexao afim, sendo
na particula se movendo em queda livre, o campo responsavel pela determinacao da forca

é Ff‘w, enquanto que o tempo proprio é determinado por g,, [24]. Com isso, derivamos

(2.12) com relacdo a z*, isso nos da
09, D*er LY oE> 9*¢Y
i (2.13)
dzr  Jz Ozt Oxv Ozt QxrOx?
onde as seguintes relagoes sao validas [24],
%€ /38 a3 oY
Ot e O 0T 080 (2.14)
Oz Dz HOxr dx oV oxr
Utilizando as relagoes acima e (2.12), obtemos
G
a;/\ - Fiugpl’ + Fiugl’# (215)

Agora podemos permutar i <> A, e apds algumas manipulagoes, obtemos a expressao,

aguu 09/\1/ + 09,1M _
ox? oxH oxV

2% G- (2.16)

Multiplicando toda a equacao acima por g”?, obtemos

1 ag v 69}\V ag A
FU — _qvo M _ H ) 1
=5 (83:’\ * oxH ox? > (2.17)

Que expressa a conexao afim em termos do tensor métrico, e nessa forma, é representada
pelos Simbolos de Christoffel. Esses simbolos caracterizam a conexao que estamos utilizando

como a conexao de Levi-Civita, que é uma conexao métrica e livre de torgao.
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Sendo assim, podemos observar que o principio da equivaléncia, discutido neste
capitulo, conduz a uma dindmica em que o movimento das particulas é determinado pela
geometria do espaco-tempo. Em outras palavras, o conceito de for¢a pode ser substituido
pela ideia de que a matéria e a energia dobram e moldam o espago-tempo ao seu redor, e

essa curvatura determina as geodésicas que as particulas de teste devem seguir [21, 24, 30].

Portanto, uma vez definida a métrica, as fungoes g, sao determinadas pela solucao
de um conjunto de equagoes diferenciais conhecidas como as Fquacoes de Campo de
FEinstein. Essas equagoes, que discutiremos mais adiante neste capitulo, mostram como a
geometria do espaco-tempo estd ligada a quantidade de matéria e energia presentes, que

sao as fontes do campo gravitacional [21, 30].

2.2.2 Tensor de Riemann

Como visto anteriormente no decorrer deste capitulo, na TRG o campo gravitacional
¢é descrito pela curvatura do espago-tempo, e a quantidade geométrica que determina essa
curvatura é o tensor de Riemann, que também é usualmente chamado na literatura de

tensor de curvatura, sendo o mesmo definido da seguinte forma,

org,  org,

o E—

A8 T T8 oz

Um fato bastante intuitivo a se considerar sobre este tensor de curvatura é que sua nulidade

+Pa7' ;7_ g’r E'y‘ (218)

é uma condicio necessaria e suficiente para que uma métrica seja plana, ou seja, que o

espago-tempo nao esteja curvado, matematicamente expressamos como R5,\5 = 0.

Podemos ainda transformar esse tensor misto, representado pela Equagao (2.18),
em um tensor totalmente covariante. Para isso, basta multiplicd-lo pela métrica covariante,

resultando na seguinte expressao,

Roops = Goa R s- (2.19)

Com isso, expressamos o tensor de Riemann abertamente na forma:

1( o 0%g, 0%g, i
Rong = < el Jox | O 9ob b >+gW (P, T2y = T4, TY,) - (2:20)

2\ 027028 02P0x7 T 91791 Do 0z
Esse tensor tem um total de 256 componentes, ja que estamos considerando um espago-

tempo de 4 dimensoes. No entanto, devido a certas propriedades, o niimero de componentes

%nz (n?

n = 4 dimensoes, resulta em 20 componentes independentes. Essa reducao ocorre devido

independentes é bastante reduzido. Esse niimero é dado por — 1), o que, para

as varias condigoes de simetrias que o tensor de Riemann satisfaz, conforme as seguintes

propriedades listadas a seguir [31]:

i) O tensor R,,\3 é anti-simétrico com relacao a troca de indices do primeiro par:

Roypg = —Roons. (2.21)



Capitulo 2. Gravidade de Einstein 21

ii) O tensor R,,»s ¢ anti-simétrico com relagao a troca de indices do segundo par:

RUW\B = —Rg,yg)\. (2.22)

iii) O tensor Rgy». ¢ invariante com relagdo a troca do primeiro par de indices com o

segundo:
Rsns = Rygoy- (2.23)

Destacando ainda, o fato de a conexao ser simétrica, leva a seguinte identidade:

Rog + Ropyy + Roxgy = 0, (2.24)

chamada de propriedade da ciclicidade do tensor de Riemann, ou como também ¢ conhecida,

primeira identidade de Bianchi.

A seguir, trataremos outros termos que sao indispensaveis dentro da TRG, e assim
concluiremos essa etapa de definicdes dos elementos que compdem as equagodes de campo

de Einstein.

2.2.3 Tensor de Ricci e Escalar de Ricci

O tensor de Riemann possibilita definir duas outras quantidades relacionadas a
curvatura de uma variedade [31]. Uma delas é um tensor de grande importancia na
formulacao da teoria da gravitagao de Einstein, conhecido como tensor de Ricci, que é
obtido fazendo uma contracao do tensor de Riemann com a métrica, sendo expresso da
seguinte forma:

Ry = R\, = 9" Ryorw, (2.25)

TAw
que é um tensor simétrico’, ou seja, R, = R,

Realizando uma segunda contracao com a métrica, obtemos o escalar de Ricci,

também conhecido como escalar de curvatura, que é expresso da seguinte forma:

R =R} = ¢°“Row = 9" 9" Ryore- (2.26)

2.2.4 Tensor Métrico

Um espaco é dito métrico quando é possivel definir a distancia infinitesimal ds
entre dois pontos em funcao de um tensor covariante simétrico g,,,, denominado tensor

métrico, que é uma funcao das coordenadas [32],

ds® = g, dxtdx”,

L O tensor de Ricci possui uma importante propriedade de ser o tinico tensor simétrico que depende

de derivadas de primeira e segunda ordem da métrica, sendo linear nos termos de derivadas segunda.
Consequentemente o escalar de Ricci é o tinico escalar que compartilha dessa mesma propriedade [31].
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assim como visto na Equacao (2.12), onde dz* e dx” sao os diferenciais das coordenadas

espaciais e temporais.

O tensor métrico ¢ um tensor de segunda ordem, simétrico, ou seja g, = Gupu,
isso significa que em um espago-tempo com 4 dimensoes ele possui 10 componentes
independentes, em vez de 16 que um tensor genérico de segunda ordem teria, e devido a
essa simetria?, um conjunto de equacdes envolvendo tal tensor se reduz, o que ameniza
a complexidade dos calculos em suas solugoes, bem como veremos no proximo capitulo

quando estivermos resolvendo as equagoes de Einstein.

Também utiliza-se bastante o tensor métrico na definicdo de vetores e tensores
covariantes e contravariantes, permitindo uma operagao muito frequente no calculo tensorial,
de “elevar” e “abaixar” indices, tais operacoes sao fundamentais nas transformagoes de

vetores e tensores entre suas formas, assim como destacado pelas relagdes abaixo,
v o__ v _ v A v _ 1
g;wU - U/u gﬂ Ul/ - U“, g,uuv - VM € g“ Vu)\ - V)\ .

Pode-se ainda definir um tensor contravariante g*”, denominado tensor métrico inverso,

dado pela relacao,
Guwg" = 0, (2.27)

sendo 6 chamado de delta de Kronecker, definida por

5 — l,se A=v (2.28)
v 0,se \#w. '

2.2.5 lIdentidades de Bianchi e o Tensor de Einstein

Ainda discutindo sobre o tensor de curvatura, mostraremos que este obedece as
chamadas identidades de Bianchi. Essa quantidade se mostrara extremamente importante
nas segoes seguintes, quando tratarmos sobre as famosas equagoes de Einstein [20]. Ini-
ciando, temos que a derivada covariante do tensor de curvatura, expresso na forma da
equagao (2.20), tomada em um ponto onde possamos adotar um referencial inercial tal
que as conexoes, porém nao suas derivadas, sejam nulas, ficara na seguinte forma:
1 9, 8297)\ 8290)\ 82906 . 82976
20x7 '

V. Royrs = (2.29)

0x°0z8  0xPOxY + ox"0x>  Ox°0x?

As identidades sao obtidas permutando-se o indice da derivada com os dois ultimos indices

do tensor de curvatura, com isso chegamos a identidade de Bianchi, dada na forma:
vaBUAw + V)\Rﬁawp + vaﬁap)\ = 0. (230)

Realizando uma contracdo com ¢, igualmente foi feita para a obtencdo do tensor de

Ricci anteriormente. No segundo termo, aplica-se a propriedade de anti-simetria em seus

2 Essa simetria pode ser melhor observada quando escrevemos g em sua forma matricial, onde teremos

que os elementos acima e abaixo da diagonal principal serao iguais.
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terceiro e quarto indices, e entdo contrai-se. Enquanto que no terceiro termo, lembramos
que a derivada covariante da métrica é nula devido a compatibilidade métrica na conexao
de Levi-Chvita.

VR, —VsR,, + VAR); =0, (2.31)

VBT

Contraindo novamente, agora com repeito a ¢7?, ficamos com

V,.R— V3R —V, R} =0
1
V”Rg - iv‘,-R == 0

1
v, (R‘T‘ - 235/;) — 0.

Multiplicando os termos por ¢"”, obtemos por fim,
17 1 174
v, (R“ - SRg" ) —0. (2.32)
A quantidade dentro dos parénteses é denominada tensor de Finstein, expresso por,
17 17 1 17
GM = R" — iRg“ , (2.33)

ou seja, a partir do tensor de Ricci, do escalar de Ricci e do tensor métrico, ambos em suas
formas contravariantes, podemos entao montar um tensor simétrico de segunda ordem

com derivada covariante nula, ou seja,
V,.G" = 0. (2.34)

Ainda neste capitulo, veremos de que forma este tensor se relaciona com o tensor energia-
momento, que sera visto na se¢ao seguinte, onde veremos que esta relagdo esta intrinseca-
mente ligada com a ideia de Einstein de que a deformacao geométrica do espaco-tempo ¢é
originada pelas fontes de matéria e energia, o que contribuird para obtencao das equagoes

dindmicas do campo gravitacional.

2.3 Tensor energia-momento

Nesta secao, serao apresentados alguns aspectos fundamentais de um elemento
central no estudo da TRG, o chamado tensor energia-momento. Neste trabalho nos
atentaremos principalmente para sua aplicagdo na Cosmologia, onde este tensor de segunda
ordem descreve as quantidades fisicas associadas a um fluido perfeito®, que serd melhor

explorado no préoximo capitulo.

3 Um fluido perfeito na TRG é definido como um fluido que ndo possui viscosidade e nem fluxo de calor

[33].
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Em um sistema composto por varias particulas, a distribuicao de matéria, energia e
momento é praticamente continua. Sendo assim, pode ser descrita por meio de quantidades
médias, como densidade de energia, pressao e outras grandezas fisicas, que sao determinadas
pelo tensor energia-momento, denotado por 7}, . Isso significa que toda a informagao
relevante sobre o fluxo de quadrimomento das particulas esta contida no tensor energia-
momento [21, 30, 33].

Esse objeto possui um total de 16 componentes, e assim como o tensor métrico,
devido a simetria em relagdo a troca de indices (7}, = T,,), esse nimero se reduz a 10
componentes independentes, onde cada componente representa uma quantidade fisica. A

definicao de T"” pode ser resumida da seguinte forma:

i) T% - Componente temporal: densidade de energia;

ii) 7% = T - Componentes espago-temporais: densidade de momento = densidade de

fluxo de energia;

iii) 7% - Componentes espaciais (indices de mesmo valor): fluxo da i-ésima componente
de momento através da superficie cuja dire¢do normal esta na direcao ¢, corresponde

a pressao;

iv) T% - Componentes espaciais (indices de valores diferentes): densidade de fluxo de

i-momento em j-direcao.

Além da simetria, o tensor energia-momento de um sistema completo também

satisfaz a lei de conservagao [24], expressa como,
0,T" = 0. (2.35)

No contexto da interagao gravitacional, a lei de conservagao do tensor energia-momento ¢é

satisfeita sob a condigdo de que a derivada covariante de T"” seja nula,
VvV, ™ =0, (2.36)

onde a quantidade conservada inclui todas as fontes do campo gravitacional considerado.

Como mencionado anteriormente, em cosmologia, o conteido de matéria e energia
do Universo é considerado um fluido perfeito, conforme veremos a diante. Neste caso, o
tensor energia-momento é dado da seguinte forma [21],
T = (p+ DyUrur — g (2.37)
- p 62 g p .
Onde p e p representam a pressao e a densidade de energia respectivamente, enquanto que

U*" representa a quadri-velocidade do fluido.



Capitulo 2. Gravidade de Einstein 25

2.4 Equacoes de Campo

Com base no principio da equivaléncia, ja discutido anteriormente neste capitulo,
Einstein concluiu que a gravidade esta diretamente relacionada a aceleragao dos corpos.
Diferentemente da visao de Newton, que a descrevia como uma forca, Einstein propos
que a gravidade é uma manifestacao da estrutura do espago-tempo, que é curvado por
corpos massivos, determinando sua geometria. E de acordo com a Relatividade Geral, essa
geometria de dada regiao no espago-tempo determina as geodésicas, que sao as trajetorias
naturais seguidas pelos corpos. Assim, o movimento dos corpos massivos nessa regiao é
governado pela curvatura do espaco-tempo. Como foi dito de maneira simples em uma
curta frase por John Wheeler (1911-2008): “O espago-tempo diz a matéria como se mover;

a matéria diz ao espaco-tempo como se curvar.”

Para expressar essa relacao matematicamente, Einstein se inspirou na equagao de
Poisson da mecanica newtoniana, que é utilizada para descrever o potencial gravitacional

(7)) gerado por uma distribuigdo de massa p(7), essa equagao é dada por,

V2p(7) = 4nGp(7). (2.38)

A equacao de Poisson é uma equacao diferencial de segunda ordem para o potencial
gravitacional, que determina as equagoes de campo na mecanica newtoniana. De maneira
analoga, na TRG, o papel do potencial gravitacional é desempenhado pelo tensor métrico
Guv- Assim, para formular as equagoes de campo da TRG, é necessario encontrar uma
equacao tensorial que relacione as derivadas parciais de segunda ordem do tensor métrico

com um termo que envolva a densidade de matéria e energia.

Com base no tensor de Ricci, no escalar de Ricci e no tensor métrico, Einstein
formulou o chamado tensor de Finstein. Esse tensor é fundamental na TRG e, assim como
o tensor energia-momento, possui divergéncia nula, como visto anteriormente. A partir
disso, Einstein postulou a seguinte equacao, que relaciona a geometria do espaco-tempo

com a distribuicao de matéria e energia,

G

G[,LV = A Tw/- (239)

onde G, é o tensor de Einstein, T, ¢ o tensor energia-momento e G é a constante
gravitacional de Newton. Na subsecao que se segue abaixo, obteremos esta mesma equagao

por meio de um formalismo mais sofisticado.

2.4.1 Acao de Einstein-Hilbert

Para a obtencao das equacoes de campo de Einstein, dentre as alternativas de
deducao, serd descrita a abordagem que utiliza o principio da minima agao [34]. De acordo

com este principio, a acdo S de um sistema é estacionaria em relagdo a pequenas variagoes
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dos elementos dindmicos do sistema. Isso significa que:
08 =0. (2.40)

Iniciando entao de uma agao total, que é dada pela soma da acao do campo gravitacional

Sg com a acdo do campo de matéria Sy, ou seja:
St = Sqg + Sy (2.41)

Sendo a acao relacionada a gravidade S, em muitas bibliografias, chamada de acao de
Einstein-Hilbert, e denotada por Sgy [24]. As acoes anteriores sdo definidas da seguinte

forma:

_ L =ona
Sa = 2;1/\/ gRd*z (2.42)

Sar = / V—gLud'z, (2.43)
onde g representa o determinante do tensor métrico covariante, R ¢ o escalar de Ricci,
enquanto que £ ¢ a densidade lagrangiana. O tensor g,,, desempenha o papel de campo
dindmico nas equacoes de Einstein, por isso, as equagoes que resultam dessa formulacao

sao chamadas de equagoes de campo de Einstein [35].

Reescrevendo a equagdo (2.41), temos

_ Y —pn —
Sy = 2/<;/‘/ gRd x+/\/ gLud'z, (2.44)

e aplicando o principio de minima acao de (2.40), obtemos

55r = [ [—21% (5(v/=gR) — 2xs (\/—_ch))} d'z = 0. (2.45)

Desenvolvendo as variagoes e agrupando alguns termos, chegamos em

§Sp = / [—21/1(5\/—_9 (R —2kLy) + =g (6R — 2/«5EM))} d*r = 0. (2.46)

Sendo facil verificar os resultados (esses resultados sao obtidos no Apéndice A),

1
0/—qg = _5\/_9%1/59/“/7 (2.47)

0L
5 = =¥ SgMv. 2.4
Las Dghv g (2.48)

Assim, a equagao (2.46) fica

1 1 0Ly 1
- Y v _ _ = 9 IEM e _
55y = 2,{/ lg /—99,,09"" (26Ly — R) — /—g(6R — 2k g g )| d*z =0, (2.49)

lembrando ainda que
R= g/W R/Wv
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logo,
dR=6(g""Ru) = R,,6¢g" + g""0R,,.

Isso quer dizer que precisamos da variacao do tensor de Ricci, o que nao sera necessario,
ja que 0R,,, nao contribuird para (2.49), pois se torna uma integral de superficie, que se

anula em todo o espago [30].

Com isso, a equacao (2.49) se torna

11 0Ly v,
0ST = /% l<2gw,R - RW) — K (gu,,EM — Qagwﬂ V/—gdg"d*xz = 0. (2.50)

Para variacoes arbitrarias de d¢g"”, o integrando deve ser nulo, e assim obtemos,

1

0Ly
Rl“’ — §gl“/R =K (289:‘“’ — gwjﬁj\/[) . (251)

Sendo o tensor energia-momento definido em termos da densidade lagrangiana e da variacao

da acdo em relagdo ao tensor métrico, expresso na forma,

0Ly 2 0Sy

Tw=2— —guly=——— : 2.52
® agﬂl/ G ~M \/__g 69#1/ ( )
E dessa forma, obtemos
1
R, — §QWR = KT, (2.53)
onde k = — —. Assim ficamos finalmente com,
c
1 8rG
ij — EQMVR = 7TNV' (254)

Essas sao as famosas equagoes de campo da Relatividade Geral. Essa expressao tensorial
representa um conjunto de 16 equacoes parciais, no entanto, devido as simetrias presentes
no tensor de Einstein e no tensor energia-momento, esse nimero se reduz a um total de 10
equagoes independentes. Essas equagoes (2.54), estabelecem uma relagao fundamental entre
a geometria (lado esquerdo) e o conteiido de matéria e energia presente no espago-tempo
(lado direito).
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3 Topicos da Cosmologia

A ideia da Cosmologia Padrao é de que o Universo evoluiu de um estado de alta
temperatura e densidade que teve inicio com um evento chamado de Big-Bang. O Modelo
Cosmolégico Padrao (MCP) nos diz que ha aproximadamente 13,8 bilhdes de anos, toda a
forma de matéria existente estava concentrada em um tnico lugar do espago com uma
densidade infinita [36]. Tal modelo possui principios de sustentacao, destacando as trés

principais, temos:

o Teoria Geral da Relatividade de Einstein: descreve a gravidade como sendo

uma curvatura do espacgo-tempo devido a presenca de matéria e energia.

e Principio Cosmoldgico: de forma resumida, trata-se da homogeneidade e isotropia

do Universo em largas escalas, que serd melhor tratado na Secao seguinte.

o Postulado de Weyl: diz sobre as fontes de gravitagdo poderem ser descritas como

um fluido perfeito, que serd melhor abordado ao longo deste capitulo.

O primeiro ponto destacado acima foi revisado no capitulo anterior, ja os outros dois
serao abordados com mais detalhes no decorrer deste capitulo. Também solucionaremos
as equagoes de Einstein usando a métrica Friedmann-Robertson- Walker (FRW), obtendo
assim as famosas equagoes de Friedmann, que sdo essenciais para o estudo da Cosmologia.
Além disso, listaremos os chamados parametros cosmologicos, evidenciando sua importancia

dentro da cosmologia observacional.

3.1 O Principio Cosmoldgico e a Métrica

Um dos pilares do MCP, como mencionado anteriormente, é o chamado Principio
Cosmolégico, o qual afirma que o universo em largas escalas é homogéneo e isotropico.
E quando nos referimos a largas escalas, estamos tratando de grandes distancias, que
estdo acima de 100 Megaparsec (Mpc)'. Este principio nos diz que nio existe uma regiao
privilegiada no Universo, pois ele apresenta as mesmas propriedades fisicas em todos os
pontos (homogeneidade) e em todas as diregoes (isotropia), e assim para todos os pontos
em que olharmos teremos a mesma impressao, de qualquer referencial. Ou de acordo com
[21], em cada periodo, o Universo apresenta o mesmo aspecto em todos os pontos, com

excecao das irregularidades locais.

L' Um parsec (pc) é definido como sendo o cateto adjacente de um segundo de arco quando o cateto

oposto vale uma unidade astrondmica; mais especificamente 1pc ~ 3261 anos-luz (distdncia que a luz
viaja em um ano) logo 1 Mpc corresponde a 30,9.10° trilhdes de quildmetros.
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Considerando agora um espaco tridimensional homogéneo e isotrépico, podendo
se expandir ou se contrair, e assumindo que o componente espacial da métrica pode ser
dependente do tempo, temos entao que a métrica mais geral que pode ser construida ¢ a
métrica FRW, que assume a seguinte forma?,

dr?

ds® = g datde” = Adt* — a®(t) T2

+r2dQ?| (3.1)

sendo d2* = df? + sen? 0dp* o angulo solido, g, o tensor métrico e por questdao de
simplificacao das equagdes futuras, adotaremos ¢ = 1. Assim, a métrica FRW expressa em
coordenadas esféricas é dada por

dr?

2 __ v 342 2
ds® = g datda” = dt* — a(t) T2

+12 (d6? + sin® 0de?) |, (3.2)

onde a(t) representa o chamado fator de escala, que é o responsavel pela dindmica do
universo, t é o tempo coésmico, (r, 6, ¢) sdao as coordenadas espaciais comoveis, enquanto
que k esta representando a denominada constante de curvatura, que define a curvatura
espacial do Universo, podendo assumir os valores de 0, 1 ou —1, onde veremos a seguir

cada um desses respectivos casos.

« Caso k = —1 (Geometria Hiperbélica): caracteriza um Universo aberto;
o Caso k =1 ( Geometria Esférica): descreve um Universo fechado;

e Caso k = 0 ( Geometria Plana): nessa geometria o Universo é denominado
plano. Veremos adiante que existem fortes indicagoes de que essa seja a que mais se

aproxima da geometria do nosso Universo atual.

Figura 1 — Representacao das trés possibilidades de curvaturas para o Universo, listados
acima para diferentes valores de k.

Fonte: [37, p. 4]

3.2 Solucao das Equacoes de Einstein na Métrica FRW

Agora, utilizando a métrica FRW apresentada anteriormente e considerando uma

geometria plana (k = 0), é possivel encontrar uma solugao para as equagdes de Einstein.

2 Aqui utilizamos a assinatura (+, —, —, —).
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Para obter tal solucao, partiremos da determinacao das componentes do tensor métrico

9w, que pode ser escrito na forma matricial, dada por

1 0 0 0
2
a
0 ——— 0 0
Guv = 1 — kr? . (33)
0 0 —a?r? 0
0 0 0 —a?r?sen? 0

Sendo g, =0V p#v e g, #0 V p=v. Assim, destacando os elementos da diagonal

principal de g,,,, que s@o os coeficientes nao nulos, temos

goo =1

g = —
(1= kr%) (3.4)

L 2(4),2
Ga2 = —a*(t)r
gs3 = —a?(t)r*sen’ 0.
Precisamos determinar também as componentes do tensor de Ricci, que vem diretamente

do tensor de Riemann definido pela Equagao (2.18), representado por

A A
_ ar,, B ary,
oz oY

R, + 17,00, =T, (3.5)

vT?

onde os Simbolos de Christoffel, também ja definidos, sdo destacados abaixo,

M — lgp)\ (agup 1 G . aguV)
iz :

2 oz ox” oxP

Calculamos entao seus termos nao nulos®, dados por

aa

Y, = 152 19 = aar?; T95 = aar’®sin®0;
— kr
1 kr 1 2 2 1 2 2 2
Fllzm; F22:—T (1—k7“), F33:—7“ Sin 9(1—/£T),
F2 _FS _ . F2 _ : 9 9' F3 _COSG.
1o =173 = T—Z’ 33 = — S U COSU, 23—M7

a
1 12 13 _
F01—F02—F03—5-

3 Para um acompanhamento detalhado de todas as demonstragdes, consulte o trabalho [38]. Ou ainda,

com célculos obtendo cada termo dos Simbolos de Christoffel diretamente da equagao da geodésica,
podem ser encontrados em [39].
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Notamos entao que apenas os termos da diagonal principal do tensor de Ricci serao

diferentes de zero, e calculando-os, teremos como o resultado os seguintes termos,

Roo = —39;
a
ad + 2a* + 2k
= 1—fr2
(3.6)
R22 = 7”2 (CLCL + 2&2 + 2]{3) )
R33 = r?sin? 0 (ad + 2a* + 2k).
E consequentemente, obtemos o escalar de Ricci, visto na equacao (2.26), dado por
R = g/'“/Rl“j’
ou seja,
R = g"Roo+ g"' Ri1 + g% Rz + g%’ Rss. (3.7)
Que assumira a seguinte forma,
6 /. .
R:_ﬁ (aa~|—a +k:). (3.8)

Um outro termo presente nas equacoes de Einstein que precisamos calcular as
componentes na métrica FRW ¢é o tensor energia-momento, que esta relacionado ao
conteido material do Universo, que pode ser considerado um fluido perfeito, ja que
estamos considerando escalas acima de 100 Mpc. E como discutido anteriormente na se¢ao

(2.3), este tensor tera densidade de energia p e pressao p, assumindo a forma

T/u/ = (P + p>Uusz — GuvP, (39)

sendo U, a quadri-velocidade para um referencial comovel ao fluido, ou seja, um referencial
no qual a distancia entre dois pontos nao muda com a expansao do Universo. Podemos

ainda escrever a matriz do tensor energia-momento, dada na forma [24],

p 0 0 0
0 —p 0 0

T, = P , (3.10)
0 0 —p 0
00 0 —p

e tomando o trago de 7},,, obtemos

T=g"T, =T =p—3p (3.11)
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Para a métrica de FRW, utilizando os resultados de g,,,, podemos determinar as compo-

nentes? ndo nulas do tensor energia-momento, listadas a seguir,

Too = p;
pa?

T, = .
11 (1 _ k?’I"Q)’

(3.12)

— 2,2,
Ty = praas;

— 2 in2 02
T33 = presin® fa”,

sendo Too = pgoo, 111 = —pgi1, Tee = —pgaa € Ts3 = —pgss.

Na subsecao a seguir, serao utilizados todos os resultados aqui obtidos para entao
“montarmos” as chamadas Equacoes de Friedmann, que consiste na primeira solugao das

equagoes de Einstein considerando o Universo em expansao.

3.2.1 Equacoes de Friedmann

De modo a facilitar a solucao das equagoes de campo, reescreveremos a equacao
(2.53) de uma forma mais conveniente, tomando primeiramente o trago em ambos lados e

apo6s simplificagdes, obtemos
pv 1 pv
g R/Ll/ - EguuR = KRg Yj,u,u
1
_ 3.13
R — SRij; = kT (3.13)
—R = KT,

que ao substituirmos o tltimo resultado da equagao (3.13) em (2.53), ficaremos com uma

equacao equivalente, escrita na forma,

1
R =r (TW _ 2gWT> (3.14)

sendo importante destacar que ambas as equagoes (2.53) e (3.14) possuem o mesmo

significado fisico, estando apenas escritas de maneiras diferentes.

Como todos os tensores envolvidos nessa solugao sao diagonais, teremos um total
de quatro equagdes. Contudo, as trés equagdes para as componentes espaciais (uv = i,
i =1,2,3) sdo equivalentes, refletindo o cardter de homogeneidade e isotropia da métrica,
sendo assim, teremos apenas duas equagoes independentes, uma temporal (ur = 00) e

outra espacial (uv = 11 = 22 = 33).

4 Um maior detalhamento na obtencao dos resultados destacados para o tensor energia-momento, pode

ser encontrado no trabalho [40].
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Para a parte temporal puv = 00, temos que a equacao (3.14) fica dada por

1
Ry =k (Too - 2900T> (3-15)

logo, substituindo em (3.15) os devidos resultados obtidos, dados pelas equagoes (3.4),

(3.6) e (3.8), obtemos a primeira equagao de Friedmann, escrita na forma,

R

6

(p+ 3p). (3.16)

Para a parte espacial, tomando® uv = 22, temos que a Equacao (3.14) se tornard

1
Ryy =K (T22 - 2922T> ) (3-17)

fazendo as devidas substitui¢oes, como realizadas para a parte temporal, chegamos em

a a? E ok

S 42— 42— =Z(p— 3.18
Ct25t25 5 (P =D), (3.18)

podemos agora substituir (3.16) em (3.18), e assim obter a segunda Equagao de Friedmann,
a\? K k

) =2, & 3.19

(a> 3 a? (3.19)

As equagoes (3.16) e (3.19) sao frequentemente chamadas® na literatura, respectivamente,
equacao da aceleracao’ e equacao de Friedmann. Essas sdo duas das equacoes mais
importantes dentro Cosmologia, pois descrevem a evolugao do fator de escala e a dinamica
de um Universo homogéneo e isotrépico, que resultam das equagoes de Einstein na métrica

FRW para o tensor energia momento de um fluido perfeito em um Universo em expansao.

3.2.2 Equacado da Continuidade

Derivando a equagao de Friedmann (3.19) em relagao ao tempo, e substituindo a

equacgao da aceleracao (3.16) no resultado da derivagdo, obtemos o seguinte resultado,

p+3g(p+p) =0, (3.20)

que ¢ a chamada equacao de continuidade para o fluido cosmologico. Esta equagao também

pode ser obtida por meio da conservagao do tensor energia momento, ou seja,

VTV = 0,T" +TF T — T2, TH =0, (3.21)

pot v pr o

Usaremos convenientemente os valores de puv = 22, a fim de facilitar a manipulagdo algébrica, sendo
evidente que chegarfamos ao mesmo resultado caso usdssemos as configuragoes uv = 11 ou pr = 33.
Quando nos referirmos ao conjunto dessas duas equagdes encontradas, usaremos a expressao: equagoes
de Friedmann.

Podemos observar na equacao da aceleragdo que, se p e p sdo positivos, entdo a expansao do Universo

é desacelerada (¢ < 0) e quando p < fg a expansio ¢ acelerada (@ > 0) [41].
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onde para o caso v = 0 resulta exatamente na equagao de continuidade expressa em (3.20),
enquanto que para o caso v =i (i = 1,2,3), obtemos Vp = 0, garantindo assim, que a
pressao nao dependa da posi¢ao. De acordo com essa equacao, a mudanca no volume
espacial e o trabalho realizado pela pressao com a expansao, contribuem com a variacao

da densidade de energia.

Precisamos agora de uma outra equagao para fechar o conjunto minimo de equacgoes
necessarias para descrevermos a evolu¢do do Universo. Para isso, utilizamos uma equagao
de estado, que relaciona a pressao e a densidade dos constituintes do Universo, pois com a
ideia de sua composicao por um fluido perfeito, assume-se que a pressao p é uma funcao

da densidade de energia p, e assim define-se a equagdo de estado da seguinte forma,
p=wp, (3.22)

sendo w um parametro constante que pode assumir diferentes valores para fluidos conforme

suas caracteristicas, que por sua vez, determinam as fases do Universo.
Substituindo este resultado na equacao de continuidade, obtemos

F; a
- =-3(1 — 3.23
S =31t w), (323)

integrando a equacao acima com relacao ao tempo, obtemos uma solugao genérica que

representa a relacao entre a densidade de energia e o fator de escala, dada na forma,

ap 3(14w)
o) = ()

; (3.24)

Esta é a equagao do fluido, que nos permite compreender como se comporta a densidade

de alguns fluidos de interesse em Cosmologia.

3.2.3 Componentes dominantes do Universo

Com relagao ao parametro w, o mesmo assumird diferentes valores dependendo de
qual seja o componente dominante do Universo, onde temos trés exemplos mais comuns de
fluidos cosmoldgicos, sao eles: radiagao, matéria, e a energia de vacuo. Veremos a seguir

cada um desses respectivos casos.

1. Universo dominado por Radiagao: Se tivermos o caso onde a densidade de
energia do Universo ¢ dominada por matéria relativistica e radiagao, o parametro
da equacao de estado assume o valor w = % Sendo um gas isotrépico de particulas
relativisticas um fluido perfeito, existe um tensor energia momento dado pela equacao
(3.9), sabemos também que o tensor para o eletromagnetismo pode ser expresso em

termos da intensidade de campo, ou seja,

1
T = FPPAFY — Zgf“fF*JRU. (3.25)
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tomando o traco deste tensor, teremos
1
Th = F*F\ — ZFMFM =0, (3.26)

e como ja visto antes,
T:T[j:gpr_pra

entao a equacao de estado de um gas de fotons para a radiacao sera,

3pr —pr =0
que nos d&, portanto,
1

Comparando com a equacao de estado definida anteriormente, p = wp, concluimos

que para a fase de radiacao, teremos o seguinte valor para a constante

1
w=—.

3

Assim, pela equagao (3.24), teremos para este caso,

ao 3(1+%) ao 4
pr(t) = Pro () = Pro () )
a a
e portanto,

pr(t) oca™™. (3.28)

E assim como no caso da matéria, temos também a equacao da continuidade para

este constituinte, que fica na forma,
) a
pr +4=p, = 0. (3.29)
a

Essa equagao sera bastante ttil no capitulo deste trabalho, onde fara parte do

conjunto de equagoes cosmoldgicas que serao resolvidas.

2. Universo dominado por Matéria: Considerando a fase dominada por matéria,
temos que nesta etapa da expansao, a pressao é nula, logo o pardmetro da equacao
de estado assume o valor de w = 0. Assim, a densidade de energia da matéria, de

(3.24), possui a forma,

3(140) 3

) Qo

pm(t) = Pm,0 <) = Pm,0 () s
a a

portanto,
pm(t) oca™™. (3.30)

E a equacao da continuidade para a o constituinte de matéria, fica na forma,
. a
fm + 3= pm = 0. (3.31)
a

E claro, essa equacao também sera utilizada no Capitulo
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3. Universo dominado pela Energia de Vacuo: Considerando agora um Universo

dominado pela energia de vacuo, teremos que o parametro da equagao de estado

serd w = —1, e assim, a densidade de energia para este caso ficard,
3(1-1)
Qo
pa(t) = po (a) 7

logo,
pa(t) = constante. (3.32)

Com isso, vimos que hé trés periodos para a evolu¢ao do Universo, o primeiro dominado
pela radiacao, o segundo dominado pela matéria e por tultimo, o periodo dominado pela

constante cosmoldgica [21].

3.3 Parametros Cosmologicos

O desenvolvimento de experimentos relacionados a cosmologia ¢ bastante limitado,
restringindo-se as areas correlacionadas como a fisica de particulas e a relatividade geral,
por exemplo [20]. Nesta se¢ao, estaremos interessados em tratar sobre alguns pardmetros

que sao essenciais no estudo da Cosmologia.

3.3.1 Parametro de Hubble

O parametro de Hubble, responsavel por medir a taxa de expansao do Universo, é
definido da seguinte forma, '
a

H(t)=-. (3.33)
a

De modo em que H(0) = Hj seja seu valor atual, chamado nessas condigoes, de constante
de Hubble, que na literatura é comumente expresso em termo do parametro adimensional
h, ou seja,

Hy=h-100 km-s~'- Mpc ™. (3.34)

Valor Observacional

A determinacgao do valor exato de Hy é fundamental para a elaboracao de modelos
cosmologicos mais precisos e completos, pois essa constante possui conexao direta com
diversas outras grandezas cosmologicas indispensaveis, onde podemos destacar algumas
quantidades como: distancias fisicas entre objetos astrondémicos, além da densidade de
energia, idade e aceleracao de expansao do Universo. E de acordo com as observagoes
recentes do satélite Planck, o valor atual de Hj ¢é estimado para o Universo tardio em
Hy = (67,40 £0,50) km -s~' - Mpc™', com h = 0,674 & 0,5 [3]. Esse valor foi obtido
utilizando medigoes baseadas no Fundo Césmico de Micro-ondas (CMB), e podemos

observar na Fig. 2 seu comportamento de acordo como o modelo A-CDM.
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Figura 2 — Evolugao do pardmetro de Hubble normalizado H(z)/(1 + z) para do modelo
A-CDM em fungao do redshift z.

Quando necessario, ao longo deste trabalho, usarmos o valor de H, dentro do
Modelo Cosmologico Padrao, utilizaremos esse valor descrito acima, mesmo ele nao sendo
absoluto, pois assim como discutiremos posteriormente, diferentes métodos de investigagoes
sobre o valor dessa constante por meio de observagoes do Universo primordial e tardio,
estao resultando em valores discrepantes para Hj, essa recente questao é considerada um

problema na Cosmologia, sendo conhecida na literatura como a tensao de Hubble.

3.3.2 Parametro de Densidade de Energia

Podemos agora escrever as equacoes de Friedmann em termos do ja definido
parametro de Hubble, e como essas equagoes estao relacionadas aos componentes do

Universo, podemos reescrevé-las na forma,

K & k
A 3.35

x

@

com % representando cada componente.

De acordo com observagoes atuais o Universo é aproximadamente plano [3], e para
essa geometria, como explicado antes, a constante de curvatura assume o valor nulo k£ = 0,

assim a densidade de energia serd critica, ou seja,

3
perit = —H?, (3.37)
K

que representara a densidade total de energia associada a um Universo plano.
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Agora, podemos entao definir um parametro de grande relevancia na cosmologia, o
chamado pardmetro de densidade de energia, que é dado pela razao entre a densidade de

energia p e a densidade de energia critica p..;, 0 que fornece,

Pi
Q, = , 3.38
Perit ( )
e assim obtemos L

podemos ainda escrever o parametro de densidade total da seguinte forma,

Qiotat = Qr + Qi + 4, (3.40)
ou
Qpogat = 2 4 L 2L (3.41)
Perit Perit Perit
onde
pr,O o pm,O o
p’r‘ = a4 3 r — a3 € pA - pA,O; (342)
com isso, temos
T 1 T Qr
Perit Perit A a
0. — Pm _ 1 Pm,0 _ Qm,O
" Perit Perit a’ a? ’ (343)
1
QA = A == ,OA,O - QA,07
Perit Perit
ou seja,
QT,O Qm,O
Qiotar = 7 + 3 + Qa0- (3.44)
Agora, podemos escrever a equacao de Friedmann como,
K k k Qr,o Qm70 k
H? = gProtal = 5 = HiQuotar — 2 H§ <a4 + e + QA,O) T2 (3.45)
o Q Q k
2 2 7,0 m,0
H* = H; ( i + o + Qpo — a2H§> (3.46)
sendo "
Q= ———=
k a2H02 Y

o parametro de densidade de energia associado a curvatura. Sendo assim, chega-se

finalmente na equacao de Friedmann,

QT’,O Qm

+
at a3

H? = H? ( 04 Quo+ Qk> . (3.47)

De modo que, da equagao (3.39), teremos

Qtotal + Qk - 1 (348)
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Dessa forma, vimos que o parametro de densidade de energia relaciona de maneira
simples, a constante de curvatura k do espago-tempo com a distribuicao de densidade
de energia total do Universo. Logo, analisando (3.48), estabelecemos as seguintes pos-
sibilidades para a geometria do Universo, em termos do parametro de densidade de

energia.

e =0 = Qo =1+—k=0: (Universo plano);
e >0 = Qo <1— k< 0: (Universo aberto);

e Ut <0 = Qyotar > 14—k >0: ( Universo fechado).

Portanto, o parametro €2 é considerado uma importante medida indireta da geometria
do Universo. E para finalizar, plotamos na Fig. 3 a evolucao deste parametro de cada
constituinte de acordo com o modelo A-CDM, com €2,., 2, Qg4, Qa e Q4+ correspondendo
as quantidades de densidade de energia da radiacao, matéria barionica, matéria escura,
energia escura e a soma de ambas as matérias, respectivamente. Nota-se que a evolucao
estd em termos do tempo de dobramento N = In(a), isso devido podermos fazer melhores

analises em tempos primordiais, onde a radiacao dominava quase que completamente.
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Figura 3 — Evolugdo dos parametros de densidade de energia () associados a cada consti-
tuinte, em funcao de N para o modelo A-CDM.

Nos graficos da Fig. 3, podemos visualizar claramente as fases de transi¢cdo entre
as eras de dominio de cada uma das quantidades, como discutido anteriormente, iniciando
pelo dominio da radiagao, passando pelo dominio da matéria, e finalmente para o Universo

recente, a energia escura se destaca como a principal dominante.
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3.3.3 Parametro de Desaceleracao

Analisando a equacao da aceleragao, observamos que ela permite calcular a variacao
da taxa de expansao do Universo. Se tivermos p + 3p > 0, teremos a chamada condicao
de energia forte. Considerando a possibilidade de igualdade, ou seja, p + 3p = 0, isso
resultard em uma evolugdo cosmologica estacionaria, representada por é = 0. No caso
em que p + 3p > 0, temos uma evolugao cosmoldgica desacelerada, ou seja, @ < 0. Por
outro lado, violando a condicao de energia forte, teremos p + 3p < 0, o que implica d > 0,

representando uma expansao acelerada do Universo.

Sobre a aceleragao ou desaceleracao mencionada, assim como na mecanica, onde
a variacao da velocidade em relagao ao tempo nos dé a aceleracao, na cosmologia, a
variacao do parametro de Hubble em relagdo ao tempo nos fornece o chamado parametro
de desaceleragdo ¢q. Embora d seja uma boa estimativa da aceleracao do Universo, o
parametro de desaceleragao ¢ ¢ mais comum na literatura. Para obter sua representacao
matemaética, devemos expandir o fator de escala a(t) em uma série de Taylor em torno do

tempo atual £y, de forma que obtemos
) 1 2.
a(t):a0+(t—t0)a(t0)+§(t—to) a(t0)+...,

que pode ser reescrita como,

a(t)

a(to)

e assim, o parametro de desaceleracao fica definido por

:1+Ho(t—t0)—%Hg(t—t0)2+...,

q= S ——. (3.49)

Sendo este, um parametro sem dimensoes fisicas que nos permite classificar a evolugao
do Universo em trés casos, que sao: desacelerada (¢ > 0), estatica (¢ = 0) ou acelerada
(¢ < 0). Podemos ainda representar ¢ em termos do ja definido anteriormente, pardmetro

de Hubble, para isso tomamos a derivada temporal de H, o que fornece

H:(i((i):d_[_ﬁ7
dt \a a

e dividindo toda a equagdo por (—H?), teremos

q=- (1 + ;) . (3.50)

Podemos também representar ¢ em termo do ja definido, parametro de densidade de

energia, para isso, partiremos da equacao da aceleracao,

K

;
— 3
" 6(p+ D),
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e dividindo a mesma por (—H?), obtemos

a 1{1
aH?2 2

3H2} (p+3p),

onde o termo entre colchetes é justamente o inverso da densidade critica p..;;, enquanto
que o lado esquerdo representa a desaceleracao ¢, e além disso, podemos novamente usar a

equacao de estado p = wp, para assim obtermos

1[ ! ]( + 3up)
= — w s
1 2pcrit P p

e usando o resultado ja obtido para a densidade de energia dado pela equagao (3.38),

obtemos finalmente )
q= 59(1 + 3w). (3.51)

Que nos permite portanto, associar a aceleracao césmica do Universo a sua densidade de
energia e ao seu componente dominante. E como relagao ao valor atual desse parametro,
estima-se em ¢y ~ —0.53 [3], indicando de fato a expansao acelerada do Universo, e a

evolugao desse parametro pode ser visualizada no grafico da Fig. 2.
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Figura 4 — Evolugao do parametro de desaceleragao para do modelo A-CDM em funcgao
do redshift z.
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4 Gravidade de Horndeski na Cosmologia

Neste capitulo abordaremos sobre a teoria gravitacional de Horndeski, que foi
introduzida na literatura em 1974 por Gregory Horndeski [8]. Nos tltimos anos, essa
teoria tem sido amplamente aplicada em diversos estudos que envolvem gravidade modi-
ficada, principalmente em topicos inseridos na cosmologia. Essa teoria foi redescoberta
recentemente no contexto de generalizagoes de modelos Galileons e corresponde a agao
mais geral para uma teoria escalar-tensorial em um espago-tempo com quatro dimensoes,

com equacoes de campo de segunda ordem'.

Essas caracteristicas estdo de acordo com as teorias de Lovelock [42], que estabele-
cem que, para modificarmos a gravidade de Einstein mantendo as equacoes de movimento
de segunda ordem em um espaco-tempo de quatro dimensoes, é necessario adicionar graus
extras de liberdade. O caso mais simples dessa modificacao é a adicdo de um campo
escalar nao minimamente acoplado aos tensores da curvatura do espaco-tempo, o que leva
as teorias de Horndeski [8, 43, 44].

4.1 A Lagrangeana

A teoria de Horndeski é caracterizada pela acao,

Sitlgus 6] = [ d'ev/=5Lulgu. 9, (4.1)
onde g é o determinante da métrica g,, e Ly ¢ a lagrangeana de Horndeski [8], dada na
forma,

5
Ly=> L, (4.2)
=2
com
Ly = G2(¢a X)a (43)
*CS = _G3(¢7X)|:|¢7 (44)
Ly =Gy(¢, X)R+ Gux[(00)* — (VuV,0)(VIV )], (4.5)

1 .
L5 = G5(6, X) G (VIV")6 — =G5 x[(00)° = 3(00) (V. V.0) (VI V' 9)
+ 2(VIV ,0)(V*V50) (VY ,0)].
Aqui, G; (1 = 2,3,4,5) sao fungbes arbitrarias do campo escalar ¢ e do seu termo ciné-

tico canonico X = —1V+¢V,¢, com O¢p = V,V*¢ e derivadas parciais G x (¢, X) =

L Garante a auséncia de instabilidades dindmicas.
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0G;(¢,X)/0X com j =4,5, R é o escalar de Ricci e G, é o tensor de Einstein. Dessa

forma, a agao completa da teoria de Horndeski é escrita como,

g 0] = /d4$\/—_9(£H + L), (4.7)

com L), representando o contetido de matéria (e radiacao) do Universo, que corresponde

a um fluido perfeito com densidade de energia p,; e pressao pyy.

4.2 Casos Particulares

A agdo de Horndeski apresentada acima (4.7), pode ser escrita para uma grande
variedade de modelos de gravidade, a seguir destacamos alguns dos casos mais investigados,
sendo M3, = (87G)~!

i) Recupera-se o modelo mais usual da cosmologia, o cenario ACDM, definindo as

funcoes G; da seguinte forma,

M2
GQ = _MlglAa G3 = 0, G4 = TPI € G5 = O, (48)
0 que nos da a agao,
M2
5= / d*2y/—g (R — 2A) + Sar. (4.9)

ii) O modelo de quintesséncia pode ser obtido de maneira similar, ajustando somente a

funcao G5 no caso acima, ou seja,
GQIX—V(¢), G3:0, G4:7 (S G5:O, (410)
que nos entrega a acao
Mlgl 4 4 1 v
5= [diey=gR+ [dzy=g [—29“ 0,00,6 — V()| + Sur.  (4.11)

J& para o modelo k-esséncia, que generaliza o modelo anterior, define-se

=P(p,X), G3=0, G,= ]\gpl e G5=0, (4.12)

onde P(¢, X ) é uma fungao arbitraria de ¢ e do termo cinético X, e a agao fica

Mpl/d4x\/_R—|—/d4x\/_P X, 6) + Su. (4.13)

iii) Para a teoria Brans-Dicke, a lagrangeana pode ser obtida da seguinte forma,

¢

(UBDX

G2 = 2¢ - V(¢), Gg = O, G4 = 5 (§ G5 = 0, (414)
0 que nos entrega a acao
5= [atev=g Vz 9" 00,6 = V(6)| + S, (4.15)

onde wgp € o parametro de Brans-Dicke.
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iv) Para o caso das teorias f(R), que é caracterizada pela acao
M2
S = 7”/(14:5\/—9 F(R) + Su, (4.16)

em que f(R) é uma fungao arbitraria do escalar de curvatura R. Nesse caso, temos

as seguintes defini¢des para as fungoes Gj,

MP2’1 / 1 2 g/
GQZ_T(Rf_f)a G =0, G4:§ pf e Gs=0, (4.17)

com ' =0f/0R.

4.3 Equacoes de Movimento do Background

O préximo passo é considerar um universo em expansao descrito pela geometria
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) plana, homogénea e isotropica com o seguinte sistema,
métrico,

ds® = —dt + a*(t)d;;dz"da’, (4.18)

com isso, as equagoes de Friedmann assumem a forma [45],

2XGox — Gy +6XOHGs x — 2X G4 — 6H?Gy
+24H2X (Gyx + XGyxx) — 12HX Gy sx

— 6H¢Gyy +2H? X (5G5 x + 2X G5, xx)

— 6H*X (3Gs5,4 +2XGs4x) = —(pa + pB),

(4.19)

Go—2X (Gsg+ ¢Gsx) +2 (3H? + 2H) G,
—12H’XGyx —4HXGyx — SHX Gy x
~8HXXGyxx +2(0+2H)Gyy +4X Gy
+4X($ — 2HP)Gapx — 2X (2H*) + 2HH (4.20)
+3H?$) G5 x — 4AH?X?$G5 xx
+4HX (X — HX)Gs4x + 2 [2(HX + HX)
+3H?X| G5 g+ AHX ¢G5 99 = —(pa + ).

Os subindices A e B nas densidades e pressoes representam dois fluidos perfeitos [45],
que em geral sao atribuidos as quantidades de matéria e radiagao, sendo que ambas as

equagoes (4.19) e (4.20) podem ser escritas em suas formas usuais, da seguinte maneira

G

H* = T(pM + PR+ Ps), (4.21)

2H + 3H? = —87G(pyr + pr + Ds), (4.22)
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onde,
po =2XGox — Gy +6XOHGs x — 2X Gy — 6H?G,
+24H?X (Gax + XGuxx — 12HX$Gapx
— 6HOGyy + 20X (5Gsx + 2XCs xx) (4.23)
— 6H*X (3G54 +2XG54x) + 3—}5
K
€

po =Ga —2X (Gag + ¢Gsx ) +2 (3H* + 2H) G,
—12H’X Gy x —4HXGyx — SHXGy x
—8HXXGyxx +2(0+2Hd)Gag+4X Gy
+4X(§ — 2H)Gapx — 2X (2H*¢+ 2HH (4.24)
+3H0) Gs.x — 4H*X ¢G5 xx
+4HX(X — HX)Gs4x +22(HX + HX)
+3H?X| G g+ AHX 9G54y — ; (3H* +2H)
Variando a agdo (4.7) com respeito a ¢, obtemos a evolugao do campo escalar dada na
forma [45],
jt(a?’J) =P, (4.25)
onde ) .
J =¢pGyx + 6HX G5 x — 2¢G3 4
+6H% (Gax +2XGaxx) — 12HXGyyx
+2H?X (3G5x + 2X G5 xx)
— 6H%¢ (G54 + XGs4x)

(4.26)

Py =G5 — 2X (Gagp + G x)
+6(2H? +H) Gg + 6H(X + 2HX)Gapx (4.27)
— 6H*X G5 49 + 2H* X ¢G5 5% .

Com J e P4 sendo a corrente e a fonte escalar, respectivamente. Nas equacoes apresentadas
acima, os dois fluidos perfeitos satisfazem as seguintes equagoes de continuidade [45], para

a matéria e radiacao, respectivamente,

pr+ 3Hpr(1 + wg) = 0. (4.29)

E por meio disso, com o conjunto de solugoes fornecidos por estas equagoes listadas até

agora, é possivel obter a evolugdo de fundo completa do Universo.
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4.4 Perturbacoes, Instabilidades e Restricoes Observacionais

Com as equacoes do fundo cosmoldgico apresentadas, a ideia seguinte consiste em
abordar sobre perturbagoes [45, 46]. Para nossos propdésitos, o interesse esté voltado para
as perturbacoes escalares e tensoriais, pois o foco esta em tratar as condi¢oes de auséncia
de instabilidades fantasmas e laplacianas, que se forem satisfeitas, garantira a viabilidade
cosmolégica do modelo a ser proposto. Particularmente, para que a teoria de Horndeski
seja livre das instabilidades laplacianas associadas a velocidade de propagagao do campo

escalar, devemos ter o seguinte [45],

3 2uwiwyH — wiwy + dwiwethy — 2whing) — 6wi[(1 + wa)pa + (1 + ws)ps]
wy (dwiws + 9w3)

2
Cs

> 0.
(4.30)

Enquanto que para a auséncia de instabilidades fantasmas associadas a energia cinética

das perturbagoes escalares, devemos ter [45],

4 Ow?
Qs = il wits ¥ W) g, (4.31)
3ws

J& para o caso das perturbagdes tensoriais (ondas gravitacionais), para que nao haja
instabilidades laplacianas sobre a velocidade de propagacao das perturbagoes tensoriais,

deve-se satisfazer
) (4.32)
w1y

2
Cr

Similarmente, para a auséncia de instabilidades fantasmas associadas a energia cinética

das perturbacoes tensoriais, deve-se ter

Or = % > 0. (4.33)

No formalismo da gravidade de Horndeski aplicado a um fundo cosmolégico FRW, esses
coeficientes w; (i = 1,2, 3, 4) sao obtidos a partir do Lagrangiano perturbado, sua expressao

geral pode ser encontrada em [45], e sdo dados na seguinte forma

w = 2(G4 - 2XG47)() - 2X(G57x¢H - G5,¢), (434)

wy = — 2G5 x X+ 4G, H — 16X*Gy xx H
+4(¢Gaox — 4HGux) X +2G140
+8X2HGs4x + 2HX (6Gs,4 — 5G5 x¢H )
— 4G5 xx0X*H?,

(4.35)
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w3 =3X (Go,x +2XGaxx)
+6X (3XQHG xx — Gapx X — Ga g+ 6HGGs x )
+18H (AHX Gy xxx — 5X¢Gagx + THGyx X

. ) - (4.36)
~HGy — Gis+ 16HX Gy xx — 2X*0Ggxx)
+6HX (2H ¢G5 xxx X2 — 6X7Gs gxx — 18G5 4
HIBX HGs xx — 275, ox X + 15H$Gs x ),
€
wy =2Gy — 2X G54 — 2X G5 x¢. (4.37)

Um ponto importante sobre a Eq. (4.32) é que a mesma impoe sérias restrigoes sobre
a gravidade de Horndeski, particularmente sobre as fungoes G4(X, ¢) e G5(X, ¢), isso com
respeito a velocidade das ondas gravitacionais (cr), que de acordo com a observagao recente
da onda gravitacional GW170817 da colaboragao LIGO/Virgo [10] e suas contrapartes
eletromagnéticas GRB 170817A [47, 48, 49], colocam um limite muito rigoroso em ¢, onde

mostraram que a velocidade das ondas gravitacionais no Universo recente, deve satisfazer
2 ~15
ler — 1] S 107, (4.38)

Este limite significa que a velocidade das ondas gravitacionais deve ser praticamente

idéntica a de uma onda eletromagnética, ou seja,
CT = C.

E o interessante disso, é que a arbitrariedade das fungoes G; se reduz drasticamente,
em particular os termos G4(X, ¢) e G5(X, ¢), que em muitos modelos de Horndeski, o
G5(X, ¢) é simplesmente desconsiderado para a atual expansao acelerada do Universo,
bem como os termos proporcionais a G4 x, G5 x € Gs4 [50]. Isso se torna necessario para
que tenhamos c% = 1 na Eq. (4.32), no entanto, ha limites estabelecidos onde podemos
considerar tanto Gy x # 0, quanto G5 4 # 0, e mesmo assim nao violar as restri¢oes de cr,
como é mostrado em [51], que também considera um modelo onde ha um acoplamento

derivativo nao minimo entre o campo escalar e o tensor de Einstein.

4.5 Equacoes de Campo do Modelo

A acao do modelo estudado neste trabalho é uma subclasse da teoria acima,
conhecida como o setor Jhon [52, 53] na linguagem da teoria Fab Four (F4) [54, 55, 56]
da gravidade de Horndeski, que introduz um acoplamento direto entre a derivada de ¢ e o
tensor de Einstein. E inserindo um potencial escalar V' (¢), ficamos com uma agao escrita
na forma [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64],

Slgws 0] = [ dtoy/=g (R~ 20) = 5(agy — 1G,u)V*OV"0 — V(0)] + Sulg). (439
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Com k = (167G) ™!, o e 1 sdo pardmetros que controlam a intensidade dos acoplamentos,

onde « é adimensional e 7 tem dimensao de (massa) 2

, enquanto que G, ¢ o tensor de
Einstein. A corresponde a constante cosmolégica observada, enquanto que Sy, é assumida
para descrever um fluido perfeito. Observa-se que, ao considerarmos &« =1 e = 0 na
acao acima, recuperamos a teoria usual de Einstein de campos escalares, com a gravidade
minimamente acoplada ao campo escalar ¢ com potencial V(¢). A acdo (4.39) desse

modelo pode ser encontrada definindo as fungoes G; da seguinte forma,

Go(d, X) = —2kA + aX — V(9),

G3(¢7 X) - 07

Ca(6, X) = r, (4.40)
G5(¢7X) = _;W

Apés isso, aplicamos essas definigoes na acao total (4.7). Com isso, as equagoes de campo
para essa gravitacdo podem ser obtidas variando a agao (4.39) em relagdo & métrica e ao

campo escalar, da seguinte forma,

— 1 6S[glﬂ/7 ¢]
EMV — \/_—g (Sgl‘”/ ) (44]‘)
‘ 1 65[gu, d)
— g,ulla
E,=— . 4.42
T V=g 6 (4.42)
Ambas as equacoes acima fornecem,
1 1 6S, « 1 R
E,ul/ - Guy + Ag;u/ - %gyyv(gb) + ﬁ(SgW - % (vugbvl/gb - §g,u,l/v)\¢v ¢>
1
_n (qubvl,qu A V%V%RMVP)
2k \2 1 (4.43)
— o <V OV.V0) + (VuV00) 06 + 3G V6P
1 1
B % <29W(V)‘Vp¢) (VAVpgb) - igﬁw(ng)Q + guV(vx\ﬁbvpﬁb)R)\p) ’
Ey =V, (a9 — nGu)V,¢] — V. (4.44)

Onde V(,0R), = 5(V,0R) + V,¢R;). Dessa maneira, as equagoes de campo modificadas,

ou equagoes de Einstein-Horndeski, sao lidas para FE,, = 0 como,

1 1 .
G+ Mgy + 5 Hy = ET!EZ’“W’X (4.45)

Aqui, H,, pode ser tido como o tensor de Horndeski, podendo assumir a seguinte forma.
H;w = CVHI(}V) + anL% - guuv(gb)a (446)

que foi escrito dessa forma a fim de facilitar sua visualizagao, principalmente quando

for calculada sua variacao. Percebemos que, diferentemente da teoria usual de campos
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escalares, aqui o potencial estd embutido em H,, ao invés de 7T}, mas como realizado em
[57, 59], vimos que H,, pode ser interpretado como um tensor energia-momento, em que

1 (2) oz :
H ;(w) e H W) sao escritos como,

HY) = V09,6 — 50, V5076 (1.47)
H?) = ;vuqﬁvyd)R — 2V¢V (uORy) — VOV R,
1
— (VuV0)(VuV0) + (Vi V)06 + 5 G (V) (4.48)

— g (—5(TTPO)(VaT,0) + (O — (Vao,6) R ).

Nesse modelo da Teoria de Horndeski, estamos interessados principalmente no acoplamento
nao minimo entre o termo derivativo do campo escalar e o tensor de Einstein G, [65, 66],

que se resume na expressao de H IS?,), enquanto que o acoplamento com a métrica g, fica

representado pela expressao de H fj}, indicada pela Equacao (4.47). No Apéndice B deste

trabalho, calculamos detalhadamente cada um desses termos.

Para a equagao do campo escalar £, = 0, temos
Vul(aguw = nGuw)V.uo] = V. (4.49)
E destacamos também, como parte das equagoes de movimento da acao (4.39),
v, Ttido)m — (4.50)

com

sendo U a quadri-velocidade de um fluido perfeito com pressao p e densidade p.

4.6 Dinamica Cosmoldgica do Modelo
Seja a métrica plana padrao FRW, dada na forma?
ds® = —dt + a*(t)d;;dx"da?, (4.51)

e como discutido anteriormente, as equagoes cosmologicas na teoria de Horndeski, satis-
fazem suas formas usuais expressas em (4.21) e (4.22). Sendo assim, uma opgao seria
solucionar as equagoes de Einstein-Horndeski (4.45) e (4.49) via métrica (4.51) desenvol-
vendo suas componentes temporal e espaciais, porém uma forma mais facil de obter as

equacoes de Friedmann no contexto de Horndeski, seria simplesmente aplicar as fungoes

2 Por questdo de conformidade com as bibliografias que tratam as solucio FRW no contexto da gravidade

de Horndeski, consideramos aqui a assinatura (—, +, +, +).
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G; definidas em (4.40), diretamente nas equagoes de fundo (4.19) e (4.20), e com isso,

ap6s um desenvolvimento algébrico, obtemos
126H? — OnH?$* — 2pp — 2ppr — 46A — ag? — 2V () = 0, (4.52)

isso nos entrega a primeira equagao de Friedmann na gravidade de Horndeski, dada por

~ 2pyp +2pp + 4N + ag? + 2V (¢)

H? :
3(4K — 3n¢?)

(4.53)

Enquanto que para a segunda equagao, temos
4k(2H 4 3H?) = 4k — ad® + 2V (¢) + 20HP* + AnHdd + 3nH?$* — 2(pys + pr), (4.54)

e desse resultado, apods algumas manipulagoes algébricas, ¢ possivel obter a segunda

equagao de Friedmann em Horndeski, escrita como

AnH oo — ad? + 2(py + pr) — 4k + 2V (9)

2H + 3H? = .
4k — ne?

(4.55)

Partindo da primeira equagao de Friedmann (4.53), chega-se facilmente em

9 . 1 .
6kH” = JHnd + Sad® + 20k + p+ ps + V(9),

onde podemos identificar a seguinte equacao de densidade de energia para o campo escalar,

9 . .
po = H 0" + ;oxbz +V(9). (4.56)

Essa equagao pode ser obtida diretamente de (4.46) fazendo pv = 00, ou de forma mais
geral, substituindo as defini¢bes de G; expressas em (4.40) diretamente em (4.23). Como

k = (16mG) ™!, escrevemos finalmente

87G

H? = == (o + pr+ pa+ o), (4.57)

que se equipara exatamente a forma padrao, sendo possivel perceber que nessa equacao, a
modificagao de Horndeski estd toda inserida na densidade de energia py, 0 que era de se

esperar, assim como na teoria comum de campos escalares (¢-CDM).

Com isso, fazemos a mesma verificagdo para a segunda equacao de Friedmann

(4.55), que apds um desenvolvendo algébrico, pode ser escrita como

. 1 H2 2o
2H +3H* = —5- O‘Z) - 77‘5(21{ +3H?) — 2nHop — V(¢) + pr — 2KA |,

e assim, identificamos a equagao da pressao do campo escalar, escrita

.2 .2 . . e
po =5~ (2 1 3I) — 2HEH  V(0), (4.58)
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com k = (167G)~!, escrevemos

2H + 3H? = —87G(par + pr + Pa + Do) (4.59)

Essas equacgoes serao uteis ao longo deste trabalho, uma vez que, precisamos resolver
equacoes diferenciais envolvendo essas quantidades cosmologicas. Devido a isso, antes
de prosseguirmos, tomamos a derivada temporal de pg, obtendo assim sua equagao de

continuidade, escrita na forma
po — d0(a + InH?) — G’ HH — 6Vy(¢) = 0. (4.60)

Enquanto que as equagoes diferenciais para as outras componentes, como a matéria e a
radiacdo, que por sua vez satisfazem suas formas usuais, pois a modificacao esta contida

apenas nas componentes do campo escalar, sao escritas respectivamente,

p'M + 3HPM =0 (461)

pr+4Hpp = 0. (4.62)

Além disso, uma outra importante solucdo cosmologica, é a equagao de movimento para
¢, obtida diretamente da segunda equacao de campo de Einstein-Horndeski (4.49), ou
também, por meio da substituicdo das defini¢oes de G; em (4.25), sendo expressa da

seguinte forma

; L, GnoHH V(o)
3H =0 4.63
o+ ¢+a+3nH2+a+3nH2 ’ (4.63)

onde observamos que para V,, = 0, obtemos exatamente a forma encontrada em [18].

Podemos entao escrever as equagoes para os parametros de densidades de energia

para cada um dos componentes, que satisfazem

Qu+Qr+ Q4+ Q4 =1, (4.64)
onde,
PM PR PA A P
Oy = Qp = = = —— Qy = 4.65
M 6kH? B 6kH?’ AT 6kH2 T 3HY = Gurrz (469

essas equagoes representam as quantidades associadas as densidades relativas de energia

da matéria, radiacao, energia do vacuo e do campo escalar, respectivamente.

Escrevemos também o parametro da equacao de estado para o campo escalar wg,

dado na seguinte forma
_ P

Pe
e como ja calculamos a pressao e a densidade de energia para ¢, ficamos com
6 [a = n(2H + 3H?)| — 4nHod — 2V (¢)
B ¢2 (o + 9nH?) + 2V (9)

We

(4.66)

We
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E para completar nosso conjunto de equacoes cosmologicas, expressamos também outra
importante quantidade, o parametro de desaceleragao, que indica como a expansao do
Universo estd acelerando, sendo escrito em termos do préprio parametro wy, definido
anteriormente, dado por

3
=1+ 5(1+w), (4.67)

que apdés algumas manipulagoes algébricas, obtemos sua forma mais completa para este
modelo, escrita
¢? (20— 3nH) + 6nHoo — 2V (¢)

(o 4+ InH?) + 2V () (4.68)

q:

Introduzimos agora o tempo de dobramento N = Ina, que esta relacionado ao
redshift z pela relacdo N = —In(1 + z), onde 1 + z = a(ty)/a(t), com ty sendo o tempo
atual, e a(tg) = 1. Isso torna necessério escrever as equagoes diferenciais em termos da

nova variavel N, e para isso tomamos sua derivada

dN d
— = ——(In(1
que da
N _ 1
dt — (1+2)dt
Partindo de 14 z = 1/a(t), e usando H = a/a, é facil mostrar que
d
= —(1+2)H(2),
com isso, temos que
dN
— =H(N
= H(N),
pela da regra da cadeia, podemos reescrever
d dN d
dt  dt dN’
e portanto, chegamos finalmente em
d d
— =H(N)—. 4.69
dt ( )dN (4.69)

Da mesma forma em que vinhamos usando a notacéo df(t)/dt = f para derivadas em
t, passamos a usar também uma notagao mais simples para derivadas em N, na forma
df(N)/dN = f'. Com isso, rescrevemos todas as equagdes diferenciais em fungao de N,

comecando pela Eq. (4.53), que ao aplicarmos a relagao (4.69), se torna,
SH?(3nH ¢ — 4k) + 2par + 2pr + 4k + aH@? + 2V (4) = 0. (4.70)
Aplicando (4.69) as Eqs. (4.61) e (4.62), obtemos respectivamente,

P+ 3o =0 (4.71)
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Pl +4pr = 0. (4.72)
Destacando as transformagoes
H=HH, ¢=H¢ e ¢=HHF+H),
escrevemos as Eqs. (4.60) e (4.63) na notagao prime, que se tornam, respectivamente,

Py — SH(H'¢' + HY")(a — InH?) — IH*H'¢" + ¢'V(9) = 0, (4.73)

6n¢'H*H' N V()

HH/I H// 3H2/ —
(H'¢"+ H") + ¢jLOz—l—?nﬂ-[Z a+ 3nH?

(4.74)

Podemos ainda relacionar as Eqs. (4.73) e (4.74), assim econtramos uma equagao com

derivada de primeira ordem em ¢, expressa por

(a+ 3nH?)pl, + 3¢ H [(a +3nH?) (o + IH?) —nHH' (o — 9nH2)] +6nH?¢'Vy(¢) = 0.

(4.75)
Um ponto interessante sobre essa expressao (4.75), é que ao reduzirmos a ordem das
equagoes diferenciais em ¢, consequentemente reduzimos a quantidade de condigoes
iniciais, o que ¢ uma vantagem para sua solu¢ao numérica e para o proprio modelo, que

agora possui uma unica condi¢ao inicial para o campo escalar.
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5 Resultados e Discussoes

Neste capitulo, apresentamos e analisamos os resultados obtidos a partir da im-
plementacao do modelo estudado de gravidade de Horndeski. Inicialmente, descrevemos
os parametros e condigoes iniciais adotados nas analises, justificando suas escolhas com
base em trabalhos recentes da literatura e em restrigoes observacionais. Em seguida,
avaliamos como o modelo proposto pode contribuir para o alivio da tensao de Hubble,
explorando o ajuste dos parametros livres, como « e 1, em diferentes cenarios de potenciais
Vo. Além disso, discutimos a viabilidade tedrica do modelo, analisando as condi¢oes de
estabilidade cosmolégica por meio da evolugao dos modos escalares e tensoriais, obser-
vando seus comportamentos ao longo do tempo e garantindo a auséncia de instabilidades
fantasmas e laplacianas. Também investigamos observaveis cosmologicos fundamentais,
como o parametro de densidade de energia associado a cada componente do Universo, com
énfase nas fases de transicao entre os regimes dominados por radiacao, matéria e energia

escura, além dos parametros de desaceleragao e o parametro da equacao de estado.

5.1 Analises Numérica e Estatistica

Nesta secao apresentamos as consideragoes e os procedimentos realizados para as
analises numérica e estatistica do fundo cosmolégico do modelo dado pelas Eqgs. (4.40). As
equagoes resultantes desse modelo sao resolvidas numericamente, e assim obtemos algumas
quantidades relevantes, como o pardmetro de Hubble H(z), pardmetro de densidade de
energia (). Para a parte numérica, usamos o método de Runge Kutta para solucionar-
mos as equagoes diferenciais envolvidas. Para a parte estatistica, utilizamos a funcao
NonlinearModelFit do Wolfram Mathematica para buscarmos estimar o melhor ajuste de
valores para os parametros livres do modelo, confrontando a func¢ao de Hubble com dados
obtidos por meio de varios métodos de medidas de H(z), como Cronémetro Césmico -
CC, Supernovas do tipo Ia - SNIa e Oscilagoes Actsticas Barionicas - BAO. Todos os 57
pontos de H(z) utilizados neste trabalho, foram compilados da Tabela 1 de [67].

Estabelecemos a condigao inicial para o campo escalar ¢g = ¢(z = 0) = 0.15 M3, e
resolvemos numericamente o conjunto de equagoes diferenciais dadas pelas Eqgs. (4.70),
(4.71), (4.72) e (4.75). Enquanto que as condigoes iniciais relacionadas aos valores atuais
dos pardmetros de densidade de energia da matéria (bariénica), radiagdo e energia escura,
sdo definidas para valores das quantidades €2; no momento atual z = 0, sendo dadas
respectivamente por: Qp(0) = 0.049, Qx(0) = 9.24 x 107° e Q4 (0) = 0.684 [3]. Em
que, consideramos aqui o campo escalar ¢ atuando como matéria escura [18], ou seja,

4(0) = 0.265. Para nossas andlises, utilizamos um potencial escalar do tipo exponencial,
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que foi adotado nesta forma devido sua flexibilidade e uso frequente na literatura de

energia escura dinamica, expresso na forma

V(p) = Voe . (5.1)

Em nosso estudo, com ¢, fixo, adotamos alguns valores para o parametro Vj,
enquanto que A ¢ inserido como um dos parametros livres do modelo, juntamente a o, 1 e
A. Por meio disso, é possivel estimar também a constante H,, obtendo diferentes valores
para diferentes casos de potenciais V. Em relacao aos valores adotados para o potencial Vj,
foram considerados quatro casos, sendo eles Vo = 3.97 x 107124 M3, Vi = 4.15 x 10724 M,
Vo = 4.25 x 107 M e Vy = 4.30 x 10712* M, como destacados na Tabela 1, onde
especificamos os resultados obtidos para cada um dos casos analisados, apresentando
os valores estimados dos parametros livres do modelo com suas respectivas dimensoes e
escalas recuperadas, mostrando seus valores dentro dos niveis de confianga de 1o, 20 e
30. Notamos ainda, que nao ha uma uma relacao direta ou inversamente proporcional
entre os valores adotados para V[, com os suas respectivas quantidades obtidas para H, ou
para qualquer um dos outros parametros, ou seja, o fato de aumentarmos o valor de Vg,
nao significa necessariamente que obtemos um valor maior para a taxa de expansao do

universo Hy ou para os parametros «, 7, A, além da constante cosmoldgica A.

Hy [ km/s/Mpc ]

72.4657075%

72.46570 570

] Potential I Parameter \ lo \ 20 \ 30 \
A —0.095 + 0.113 [ —0.095 + 0.229 | —0.095 £ 0.352

o 0.922 4 0.044 | 0.92240.090 | 0.922+0.138
Vo = 3.97 x 107124 M, n [1024 M5%] | 1.062+0.099 | 1.06240.202 | 1.062 4 0.310
A (10722 M2] | 3.3374+0.088 | 3.33740.178 | 3.337+0.275

Hy [ km/s/Mpc | | 72.784704%4 72.78410-987 72.784+1:523
) 0.293+0.059 | 0.293+0.121 | 0.293 £0.186
a 0.616 + 0.071 | 0.616+0.145 | 0.616 +0.223
Vo = 4.15 x 107124 M3, n [10123 M2 ] 8.148 +£0.049 | 8.148£0.100 | 8.148 +0.154
A 107122 M2 | 3.278+0.036 | 3.278+0.073 | 3.278 £0.112

Hy [ km/s/Mpc ] | 72.134+0-39 72.13410818 72.134+1253

A 1.003 £0.036 | 1.003 =+ 0.068 1.00370103
o 0.333+£0.059 | 0.333+0.121 | 0.333+0.186
Vo = 4.25 x 107124 M4, n [1024 M52] | 236140179 | 2.361+0.365 | 2.361 4 0.561
A[107122 03] | 3.098+0.030 | 3.09840.062 | 3.098+ 0.097

Hp [ km/s/Mpc | | 70.12270-333 70.12215- 738 70.122%1 107
A 0.341 £ 0.075 0.34175 123 0.341 +£0.235
o 1.927+£0.138 | 1.927+0.281 | 1.927 + 0.432
Vo = 4.30 x 107124 M, n (1024 M%) | 2.677+0.122 | 2.677+0.248 | 2.67740.381
A 107122 M2] | 3.308+0.036 | 3.304+0.074 | (3.308=+0.114

72.4657 125

casos de V4.

Tabela 1 — Tabela dos valores estimados dos parametros livres do modelo para diferentes
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5.2 Tensao de Hubble

Uma das principais tensoes relacionadas ao ACDM diz respeito ao valor atual do
parametro de Hubble, Hy. Segundo as medigdes globais mais recentes da colaboragao Planck
em 2020, estimou-se Hy = (67.40+0.50) km-s~'-Mpc ™' com nivel de confianca de 68% [3].
Em contraste, as tltimas medigoes locais realizadas pela colaboracdo SHOES em 2021, com
base nas Supernovas calibradas por cefeidas, forneceram um valor significativamente maior,
estimado em Hy = (73.04 +1.04) km - s - Mpc™' com nivel de confianca de 68% [68],
representando uma discrepancia de cerca de 5.00 entre ambos valores de Hy [69]. Embora
extensas discussoes tenham buscado determinar se essa tensao pode ser atribuida a erros
sistematicos nao identificados, varias observagoes com outros métodos alternativos também
indicaram uma tensao em Hj inferido de A-CDM [70, 71, 72, 73, 74]. Dessa maneira,
cresce a evidéncia de que a discrepancia nos valores de Hy pode, de fato, ser um indicio de
fisica nova além do modelo padrao. Com isso, recentemente tem surgido diversos estudos
que de alguma forma tentam solucionar essa questao, utilizando diferentes métodos, onde
podemos encontrar um resumo das principais abordagens em [69, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81].
Além disso, como a tensao em Hj sugere uma expansao mais rapida do universo do que o
previsto por ACDM, uma abordagem promissora para mitigar essa discrepancia envolve
o uso de uma teoria de gravidade modificada. Tal teoria deve, qualitativamente, induzir
uma reducao na intensidade gravitacional durante as épocas intermedidrias e tardias da

expansao cosmica [82, 83, 84].

Recentemente, varios estudos tém explorado subclasses especificas das teorias
de Horndeski com o objetivo de abordar a tensao de Hubble, investigando como essas
modificagoes na gravidade podem ajudar a conciliar medigoes discrepantes de Hy [82, 83,
84, 85]. Neste trabalho, investigamos a aplicacao da gravidade de Horndeski [8], com
énfase em uma subclasse especifica nomeada setor John, com uma abordagem que visa
aliviar a tensao em H,. Nessa estrutura, consideramos a matéria escura sendo descrita
por um campo escalar, conforme discutido em [18]. Essa teoria permite a inclusdo de um
campo escalar que interage diretamente com a gravidade, oferecendo uma flexibilidade

que pode ajustar a dindmica de expansao do universo em diferentes épocas cosmologicas.

5.2.1 Mitigando a Tens3o de Hubble com o Modelo

Nesta secao, introduzimos a andlise dos resultados numéricos obtidos para o
parametro de Hubble, comparando as curvas geradas pelo modelo de Horndeski com o
modelo A-CDM, como apresentado nos graficos 5, 6 e 7. A partir dos diferentes valores
do potencial Vj adotados, avaliamos como o os melhores ajustes dos parametros livres
influenciam a taxa de expansao em diferentes redshifts, principalmente em valores de z

proximos de zero.
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Na Fig. 5, apresentamos a normalizacao H(z)/(z + 1)*? em funcio do redshift,
analisamos os ajustes dos parametros do modelo para diferentes valores de 1} e os com-
paramos com o cenario ACDM. Essa normalizacao é particularmente interessante, pois
seu comportamento assintético permite avaliar com maior clareza os valores de H(z) em
redshifts elevados, confirmando que o modelo proposto é consistente com observagoes
do universo primordial. Observamos que ambos os modelos tendem a valores muito
préximos em redshifts altos (2 2 10). Em particular, os casos Vy = 3.97 x 107121 M},
(curva vermelha) e Vy = 4.30 x 107124 M3, (curva azul) coincidem com o modelo ACDM
(curva preta) em z ~ 10, e deve manter esse comportamento para z >> 1. Por outro
lado, para redshifts baixos (z < 0.2), o modelo apresenta variagoes significativas em H(z)
para os diferentes valores de Vj considerados, indicando que o campo escalar contribui

dinamicamente para a expansao acelerada do Universo.
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Figura 5 — Evolugdo da normalizacio H(z)/(1 + 2)? para cada um dos casos de V;. E
para comparagao, plotamos também a curva do modelo ACDM (curva preta).

Além disso, sobre as variacOes que essas curvas exibem em relacdo ao modelo
padrdo no valor de H(z = 0), alcancamos Hy = (72.78 £ 0.48) km - s~ - Mpc™' com
nivel de confianca de 68% para o primeiro caso de Vj. Esse valor, assim com o os outros
resultados obtidos para a constante de Hubble de cada potencial adotado, fornece um
alivio para a tensao em Hj, enquanto mantém uma consisténcia com medicoes globais em
redshifts altos. Isso esta de acordo com nossos objetivos, pois o interesse principal estd em
obter variagoes relevantes de H(z) em redshifts baixos, e juntamente a isso, obter menores

variagoes em redshifts altos e intermediarios.

Nos gréficos das Figs. 6 e 7, apresentamos as evolucoes de H(z) e sua normalizacao
H(z)/(z+ 1) como fungdo do redshift para o modelo considerado, e avaliamos os quatro

casos de V[ apresentados da Tabela 1 anteriormente.
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Figura 6 — Evolugdo do pardmetro de Hubble H(z) em fungao do redshift z, confrontada
com dados observacionais de H(z) provenientes de SNIa, BAO e CC. As
curvas foram obtidas para os diferentes valores adotados de V4, e a curva preta
representa o modelo ACDM para comparacao.
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Figura 7 — Evolugoes da normalizagao H(z)/(1+ z) correspondentes a cada um dos valores
de V) adotados. Para comparagao, também apresentamos a curva do modelo
A-CDM (curva preta), juntamente com os dados observacionais de H(z) obtidos
pela Colaboracao SHOES e pelas medi¢oes de BAO da Colaboragao SDSS.

Um ponto interessante ao utilizar essa normalizacao é a possibilidade de visualizar
com maior clareza o comportamento de H(z), extraindo informacgoes importantes sobre
alguns de seus valores em redshifts especificos. Por exemplo, essa normalizagao facilita

a identificacao dos pontos da transicao entre as fases de desaceleragao e aceleragao do
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Universo, que é representada pelo ponto minimo de cada curva evoluida no grafico ilustrado
na Fig. 7.
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Figura 8 — Evolucao do pardmetro de Hubble H(z) em funcao do redshift z, confrontada
com dados observacionais de H(z) provenientes de SNIa, BAO e CC. A curva
vermelha representa o caso Vy = 4.25 x 107124 M3, juntamente as suas respec-

tivas faixas de confianca. A curva preta representa o modelo A-CDM para
comparagcao.
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Figura 9 — Evolucao da normalizacao H(z)/(1 + z) correspondente ao caso Vp = 4.25 x
107124 M3, juntamente As suas respectivas faixas de confianca. Para comparacio,
também apresentamos a curva do modelo A-CDM (curva preta), juntamente
com os dados observacionais de H(z) obtidos pela Colaboragdo SHOES e pelas
medicoes de BAO da Colaboragao SDSS.
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Analisando os resultados da Tabela 1, observamos que de forma geral, o caso
Vo = 4.25 x 107124 M}, possui os ajustes com margens de erro mais estreitas se comparado
aos demais casos de Vj, refletindo em uma maior precisao estatistica, e esse comportamento
se traduz em faixas de confianca mais restritas e melhor acentuadas. Com isso, ilustramos
este caso de Vj nas Figs. 8 e 9. Em ambos os graficos, mostramos as faixas de confiancas
de 1o, 20 e 30, com a curva vermelha correspondendo ao caso de Vj avaliado, juntamente
aos seus respectivos valores dos parametros livres estimados, sendo a = 0.333, A = 1.003 e
n=2.361 x 10" Mp2.

Comparado com outras abordagens baseadas na gravidade de Horndeski [82, 84, 85],
nosso modelo apresenta uma flexibilidade ao ajustar os parametros dinamicos, como V; e
1, permitindo acomodar melhor as discrepancias entre medicoes locais e globais de Hy.
Dessa maneira, os resultados numéricos e estatisticos obtidos indicam que este modelo
especifico baseado na gravidade de Horndeski, possui um potencial promissor para mitigar

a tensao Hy, conciliando os diferentes regimes observacionais de expansao cosmica.

5.3 Perturbacoes e Condices de Estabilidade do Modelo

Aplicamos as definigdes expressas em (4.40) as equagoes (4.34), (4.35), (4.36) e
(4.37), com isso obtemos as equagoes de w; para o modelo. Para a equagao de wy, ficamos

com a expressao '
Ak —n¢* 4k —n¢?H?

w =2 W (5.2
e sua derivada (na notagao prime) se torna
i, = Hw) = —n¢' H*(¢'H' + ¢"H). (5.3)
Da mesma forma, obtemos para o termo de ws,
wy = 4xH — 3n¢*H = 4xH — 3n¢"*H?, (5.4)
com sua derivada
Wy = Hwy = dkHH' — 3n¢' H*(3¢' H' + 2¢" H). (5.5)

Enquanto que os termos w3 e wy, ficam escritos para o modelo, respectivamente na forma,

3 . . 3
ws = J0¢® — 186H” +2Te H? = Za¢” H* — 185 H” + 2Tn¢"H', (5.6)

dk+n¢? Ak + ¢ H?
2 2 '
Podemos agora examinar a estabilidade das solug¢oes obtidas, investigando o quadrado

(5.7)

Wy

das velocidades das perturbagdes escalares ¢ e tensoriais ¢, além da energia cinética
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associada as perturbagoes escalares Qs e tensoriais (). E como mencionado anteriormente,
para uma dindmica consistente, livre de instabilidades laplacianas e fantasmas para os

modos escalar e tensor, deve-se satisfazer as seguintes condigoes:
2>0, Qs>0, >0 e Qr>0. (5.8)

E com base nisso, analisamos as evolugoes de (4.30), (4.31), (4.32) e (4.33) como fungao do

redshift para a solugdo de fundo dada pelo modelo (4.40) para o caso Vy = 3.97 x 1072* M3,.

Como pode ser observado em ambos os graficos apresentados nas Figs. 10 e 11
abaixo, as condigoes de estabilidade sao satisfeitas em todo o intervalo avaliado, ou seja,
as solugoes obtidas para o modelo em questao sao livres de instabilidades laplacianas e
fantasmas para os modos escalares. Como discutido anteriormente, é de costume dentro
das teorias de Horndeski desconsiderar as contribuigoes de Gi5(¢, X), isso devido a nao
obtermos em geral, uma solugio onde ¢% seja identicamente 1. No entanto, para o modelo
especifico que estamos trabalhando, por meio do ajuste dos parametros livres e escolhas
das condigoes iniciais, ¢ possivel levar ¢% a proximo de 0.6 para z ~ 0, além de se manter
positiva em todo o intervalo de evolucao avaliado, como pode ser observado no grafico da
Fig. 10. Com relacao a quantidade (g, percebe-se que ela também se mantém positiva
em todo o intervalo da evolugao, com seu menor valor sendo obtido em Qg(z = 0) ~ 0.14,
como apresentado no grafico da Fig. 11, mantendo a consisténcia com as condigoes de
estabilidade.
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Figura 10 — Evolugao do quadrado da velocidade de propagacao das perturbagoes escalares
c%, em funcio do redshift z.
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Figura 11 — Evolucao do parametro de energia cinética associado as perturbacoes escalares
Q@s, em funcao do redshift z.

Evoluimos também a Eq. (4.32) e avaliamos seu comportamento perante a tais
condigoes, tanto em aspectos da estabilidades quanto da consisténcia com resultados

observacionais das ondas gravitacionais de [10, 48, 49].
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Figura 12 — Evolucao do quadrado da velocidade de propagacao das perturbacoes tensoriais
c%, em fungao do redshift z.

Uma questao muito discutida no ambito das teorias de Horndeski, ¢ que a velocidade

das ondas gravitacionais pode evoluir no tempo para modelos que contém G4(¢, X) e
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G5(¢, X ). Em nosso caso, temos G5(¢, X) = —n¢/2, o que ndo garante de imediato uma
consisténcia com a restricdo de que a velocidade das ondas gravitacionais seja luminal
(% = 1), e como foi comentado antes, da mesma forma para c%, conseguimos também
tornar ¢z &~ 1 em z & 0, além de sempre se manter positiva em todo o intervalo de evolugio

avaliado, como pode ser observado no grafico da Fig. 12.
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Figura 13 — Evolucao do pardametro de energia cinética associado as perturbagoes tensoriais
@7, em funcao do redshift z.

E finalmente, evoluimos a quantidade Q1 expressa por (4.33) e observamos que
também se mantém positiva em todo o intervalo de z avaliado, como podemos visualizar
no grafico da Fig. 13 acima. Sendo assim, concluimos que o modelo em questdao, também
esta livre de instabilidades fantasmas e laplacianas associadas aos modos tensoriais, e

portanto, satisfaz todas as condigoes de estabilidade expressas em (5.8).

5.4 Qutros Parametros Cosmolégicos

Nesta secao, apresentamos uma analise de alguns parametros cosmologicos, como
os parametros de densidade de energia, desaceleracao e da equacao de estado no contexto
da gravidade de Horndeski. Utilizando as solugoes numéricas das equagoes diferenciais que
descrevem o modelo, construimos os graficos correspondentes a cada quantidade analisando

o comportamento de cada uma das curvas.
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Parametro de Densidade de Energia para o Modelo

Para a densidade de energia das componentes consideradas, conforme definidos na
equagao (4.65), temos na Fig. 14, a comparagao da evolugdo das densidades de energia
relativas de cada componente do Universo para um casos de potenciais considerados no
modelo, aqui utilizamos o valor Vy = 3.97 x 1072 My, juntamente aos seus respectivos
valores estimados para os outros parametros livres, onde todas as densidades envolvidas
estao evoluindo no tempo de dobramento N = In(a) = —In(z + 1). Sendo assim, temos
o comportamento para a densidade de energia da radiacdo (curva vermelha), matéria
bari6nica (curva verde), matéria escura (curva azul) e constante cosmolégica (curva roxa),

enquanto que a linha tracejada preta representa a soma da matéria escura com a barionica.
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Figura 14 — Evolucao dos parametros de densidade de energia €2 associados a cada consti-
tuinte, em fungao de N.

Os gréficos das quantidades mostram de forma clara as transicoes entre as eras de
radiacao, matéria e energia escura. Observa-se que a radiacao domina para altos redshifts
(N < —7.5), seguida pela matéria em redshifts intermediarios (=7.5 < N < —0.5), com
a matéria baridonica sendo sempre subdominante em relagao ao componente da matéria

escura, e finalmente a energia escura assume o dominio em redshifts baixos.

Parametro de Desaceleracao para o Modelo

Completando o estudo desenvolvido até aqui, plotamos um outro observavel impor-
tante na cosmologia, o parametro de desaceleracao ¢. Fazemos as mesmas consideragoes
estabelecidas para os parametros livres realizadas para as andlises dos €2;. Assim como
vimos no Capitulo 3, o parametro de desaceleracao é uma importante quantidade associada
a atual expansao acelerada do Universo. Com isso, ¢ interessante analisar o comportamento
de sua evolucao. Na figura abaixo abaixo, plotamos o grafico de ¢ em fungao de N para o

modelo estudado (linha vermelha). Em relagao a sua evolugao, observamos que possui
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Figura 15 — Evolucao do parametro de desaceleracao ¢ em fungao de N.

um comportamento de acordo com o esperado, particularmente em pontos especificos,
como seu valor atual em N = 0, que equivale a ¢y = ¢(IN = 0) &~ —0.76, indicando de
fato a expansao acelerada. Além disso, em ¢(N) =0 = N ~ —0.5 (transigao entre as
fases de desaceleragao para aceleragao), enquanto que em N = 0.4 (transi¢do do dominio
da matéria para energia) temos ¢ < 0, indicando que a expansdao do Universo ja estéd

acelerada, mantendo-se praticamente constante na época de dominio pela matéria.

Parametro da Equacao de Estado para o Modelo

Aqui, plotamos abaixo, o parametro da equacao de estado w em funcdo de N =
—In(1 + z), fazendo as mesmas consideragoes para os paradmetros livres realizadas para as

analises de (2 e ¢ anteriormente.
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Figura 16 — Evolucao do parametro de da equacao de estado w em fungao de N.
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Em relagao a evolucao de w, observamos que também possui um comportamento
de acordo com o esperado, particularmente em pontos e eras especificas, como seu valor
atual em N = 0, que equivale a wy = w(N = 0) = —0.84, indicando um valor préximo a
—1 (valor de w para o dominio da energia escura). Além disso, em épocas mais remota, w

se mantém de acordo com as fases de dominio tanto da radiacdo quanto da matéria.
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6 Conclusao

Neste estudo, apresentamos uma investigacao voltada para a cosmologia, tratada
na perspectiva da gravidade de Horndeski como uma alternativa ao modelo A-CDM.
No Capitulo 2, foi explorada a gravidade de Einstein, incluindo os fundamentos da
Relatividade Geral, obtendo suas equagoes de campo e destacando seu papel na cosmologia,
evidenciando as limitagoes frente aos desafios observacionais atuais. O Capitulo 3 abordou
topicos essenciais de cosmologia, como a dindmica de fluidos cosmologicos, o modelo
FRW, obtendo as famosas equagoes de Friedmann do modelo padrao, fornecendo um

detalhamento necessario para o estudo de modelos alternativos de gravidade.

No Capitulo 4, introduzimos a gravidade de Horndeski, detalhando sua formulagao
matematica, suas equagoes de movimento e as principais vantagens teéricas em relacao a
outras teorias gravitacionais, mostrando que algumas das principais teorias de gravidade
modificada podem ser obtidas diretamente da lagrangeana de Horndeski. Exploramos
também as motivagoes tedricas para o uso dessa gravidade em especifico. Além disso,
realizamos uma detalhada revisao das instabilidades e perturbagoes das solugdes cosmolo-
gicas na teoria de Horndeski, destacando a importancia dessa andlise na construcao de
modelos baseados nessa teoria, no que diz respeito a consisténcia fisica de modelos frente
as observagoes atuais, como as ondas gravitacionais. Ainda neste capitulo, definimos o
modelo tratado, obtendo suas as equagoes de campo correspondentes, bem como suas

solugodes cosmologicas.

No Capitulo 5 exploramos as solugdes cosmoldgicas do modelo, apresentando
as condicoes de estabilidade para a teoria de Horndeski e verificando a auséncia de
fantasmas e instabilidades do modelo. Essa abordagem analitica foi essencial para reforcar a
viabilidade tedrica do modelo, visto que o mesmo satisfez as condi¢bes impostas, mantendo-
se consistente em relagao as restrigoes observacionais, como as medig¢oes da velocidade
de ondas gravitacionais. Nesse capitulo da dissertacao, focamos também na investigagao
da aplicagao da gravidade de Horndeski como uma alternativa viavel para o alivio da
tensao de Hubble, que é um dos desafios mais relevantes na cosmologia contemporanea.
A comparacao com o modelo A-CDM ressaltou o potencial do modelo de Horndeski em
reconciliar as discrepancias observacionais nos valores de Hy. Além disso, construimos
graficos que ilustraram a evolucdo das densidades de radiagao, matéria e energia escura,

destacando as transi¢oes entre os regimes dominantes ao longo do tempo césmico.

Sendo assim, os resultados obtidos apontam que o setor John da gravidade de
Horndeski, pode oferecer uma possivel solucao para a tensao de Hubble, além de abrir

possibilidades para investiga¢oes mais profundas sobre gravidade modificada no ambito da
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cosmologia e astrofisica, e sua compatibilidade com observacoes cada vez mais precisas.
Portanto, podemos concluir que o modelo baseado na gravidade de Horndeski estudado
aqui, apresenta grande potencial como uma alternativa ao paradigma A-CDM, o que
incentiva pesquisas adicionais que explorem diversos outros setores da gravidade de
Horndeski, considerando que a arbitrariedade das fungoes G; oferece uma ampla variedade

de possibilidades para a construcao de modelos.
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APENDICE A - Calculo de algumas

Variacoes importantes

A.1 Variagcao de g,
Da definicdo de ortogonalidade da métrica, temos a relagao
g"’\g,w = 5;‘, (A.1)

aplicando a esta expressao o principio da minima agao, obtemos

0 (gy)\g;w> = 0. (AZ)
Pela regra do produto,
5g”)‘gu,, + g”’\églw =0, (A.3)
contraindo com gy, ficamos com
5gy)\g)\o—gluy + gy)\g)\o'(sgy,l/ = 0 (A4)
Da Equacao (A.1), podemos fazer
gVAgAB = 5;)
assim,
52591111 - _591/)\9)\,39/4117 (A5)
ou seja,
0gus = —5g”AgA/BgW. (A.6)

O resultado expresso pela Equacao (A.6) sera utilizado no calculo da variagao seguinte.

A.2 Variacao de \/—g

Desenvolvendo a variagao de de /—g, temos

que se torna,
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Precisamos entao calcular dg, onde o determinante de uma matriz pode ser obtido da
expansao de Laplace, assim

g = M(“)Vg(u)yy (Ag)

em que g(p)v sao os elementos de uma fila qualquer e A, sdo os respectivos cofatores, o

indice (p) indica que nao ha soma. O cofator é definido da seguinte forma,

M" = gg", (A.10)
logo,
9= 99" 9,
ou seja,
09 = 99" 0g,um- (A.11)

Sendo assim, podemos agora calcular de fato a variagao de \/—g com relagao a g"”,

0/—g=—=—=0g
1 1
e — l'“/(s
2 =577 %
1 v
= 51/—99“ 59}“’

Assim, de acordo com a Equagao (A.6), teremos portanto,

1
5\/ —g= _5 \Y _gg/w(sglw (A12)

A.3 Variacdo de Sy,

A acdo para o campo de matéria é dada por,

Sur = / V=9l (A.13)

aplicando o principio variacional, obtemos

58y = / (5v/=9Lns +V—goLrr) d'z. (A.14)

Variando em relagao a métrica g"”, de acordo com o resultado obtido anteriormente em

(A.12), temos que
/ 1 / yi274
5 _g - _72 _g,g}lllég .

Enquanto que a variacao da densidade lagrangiana sera simplesmente,

0Ly
gt

Ly = M ggmw. (A.15)
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Substituindo as Equagbes (A.12) e (A.15) na Equagao (A.14), obtemos
oSy = / (—\/ 99, 09" Lar ++/— 8 T (5g’“’> d*z, (A.16)
que reescrevendo, se torna
1 oL
0Sn :/ —=v/—gdg"” Iuv )| Z, (A.17)
2 g
ou seja,
—2 5SM 8»CM 4
— = v — 2 d x, Al
/_g 69[“’ / <g'u‘ LM ag,u,m/> x ( 8)
logo, chegamos finalmente em
2 48 oL
M M (A.19)

Vgag  Zage ~ I

Que ¢ o resultado utilizado na Secao 2.4.1.
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APENDICE B - Calculo do tensor Hyy

B.1 Variacao do termo de acoplamento ndao minimo com o tensor
métrico
Variando com respeito & métrica (ndo carregaremos as constantes), temos

5(\/__gg;wvu¢vu¢) = 5(\/__gglwvu¢vu¢)
= (0v/=9)9""V 10V ¢ + /= g0g"'V .6V L,

1
= V990039 V W0V + V=gbg" V40V 0 (B.1)

1
= —5V=99w09" 4"V iV + V=909V 16V 0

1
=Vv—g vu¢vu¢ - ig/wv,uqbvugb 6.9””

B.2 Variacao do termo de acoplamento ndao minimo com o tensor

de Einstein

Variando com respeito a métrica (ndo carregaremos as constantes), temos

S(V=9G"'N 1V ,0) = 5(v/=99"" 9" GV 16V, 0)
= (5\/__9)9HH9AVGHAVH¢VV¢

o1

+V=909"" " G AV .6V,
5 (B.2)

+V=99" 6" G AV .6V,

3

+V=99"" g 6G\V .6V, .

04

O primeiro termo é

1
(6v/=9)9"" 9N GaV 1OV ¢ = —= G/ —gG**V 0V 505 g
2

01

O segundo termo ¢é

V=90g" g GaV .6V b = /=g g™ G4V .oV ¢

02

=V —gGingf)v)\gf)(;glw
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O terceiro termo ¢ idéntico ao segundo

V=99"" 69" G\V .0V, ¢ = /—gdg"" GV , ¢V ,

03
= V=9GV, oV rdd g™,
logo
V=900g" " Gx + ¢"69™ Grr) = V=9(GoV 10V G + GV, 0V 2h)dgH”
do+03 (B3)
= 2v/=9G{, V)¢V r0dg",
em que

1
GV = 5 (GAVuo + GV,0).

No tltimo termo temos que variar o tensor de Einstein, que é escrito na forma

1
GNV = RMV — igHVR'

Logo
V—=90G,, V"oV = \/—gR,, V"oV @

041
1
_5 V=g 5g,uugaﬁRan'u¢vy¢
042
1
_5 VvV —4g guuégaﬁRaﬁvugbvygb
043

1
_5 V=g g;wgaﬁ(SRaﬁv'u¢vy¢ .

044
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O préximo passo é calcular cada um desses termos, iniciando pela variacao do tensor de

Ricci, obtemos

V=g 0R,NV"$V ¢ = /=g[V 0T}, — V, 00,V 6V

041

R VATA YY) WA v/ v SRRV ) o v v

— — V=g, VA(VFOV"$) + /—goT 2V, (V V" 0)
V2 9 07 (V 48000 + Vu0gon — Vobgu ) Va(VESV" )
+ Jgkg(vuégok + v)\égo,u — va(sgku>vu(vu¢vy¢)

2

= =90V 00y VA (VT ) + 7\’2_9VA69WV,\(V“¢V”¢)
+ —Vzg”’v 5gor Vo, (VFoV" ¢)

v~
2

= V=99"695,V ,VA(V'$V" ) — 69, D(V V" 9)

- “;_ggkaégﬂvm(v%vw

= VIV VROV ,0) + L0 D6V 6)
b 009", s

= VIV VY 0V00 + SO(V,6V.0)
+ ;QWVJVA(V”W%)]@“

As variagoes da métrica resultam

1 1
_5 V _g<5g,ul/ga5Ra5 + gul/(sgaﬁRaﬂ)vugvaQb = 5 V _g(Rvu¢vu¢ - R,uuva(bva(b)égu

042+043

(B.6)
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Variando IR, novamente

1 1
_5 \% _gguugaﬁaRaﬂvu¢vV¢ = _5 \% _gglwdR;wvaqbvaqb

044

—7\/2_99“” (VAT — V,0T0, V6V 6

- L;" wSTA, VAV GV 0p — ngwm V, VeV

= 9 ggwjg (V 5901/ +V 590u vo(sguu)v)\vaﬁbvaﬁb

LG g0+ bt — Vb IV TGV

= ¥ 99,000, Y V6V a6 - —ﬁngadngav%vaas

_V2 9" 090,V VIV GV oo + Y2 5 dew (VVo0)

=+-— (59‘”’V VoVoV o — = ;ggwjég“"D(V“¢VQ¢)

:¢_—g 5 V,)(VOpV ) — 19uu (V%Va(b)] 09"
(B.7)

Juntando todos os termos, obtemos

1
O(V=9Gu Y 6V 0) = V=g | 50 GV ad Vs + 26, V, )0V a0+

—_—
&1 O((52+53)

1 1
=~V ViV V)b + S0(V,6V,06) + §ngavA<V"¢vA¢> +

xd41

o041 o041

1 1
5 RV,0Vu0 = SRV Vo +

o<(042+643) x(0a2+043)

V) (V0Va0) — 0OV 6) | dg*

844 P

(B.8)
Vamos tomar os termos de derivadas de ordem superior. A partir do terceiro termos de

041 € do segundo termo de d4y

1 1
§guuvav>\(va¢v>\¢) - iguum(va¢va¢)' (BQ)

Enquanto que do primeiro e do segundo termo de d41, juntamente ao primeiro termo de

044, temos

1 1
_vav(uvg¢vu)¢ + §D<vu¢vu¢) + iv(uvu)(va¢va¢)' (B10>
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Abrindo as derivadas de (B.9), obtemos

;gyuvavﬂ(va¢vﬁ¢) - ;gyum(va¢va¢)

_ ;guy[vavﬁ(vaw%) — VsV (VVa0))

1 )
— §guy[vavﬁva¢v% + Vs V2V, V7 4+ O¢0e + V4V
— OV*V 4o — VIV OV V0 — VsV VPV 00 — VGOV o)

_ ;gw, (06)? — VaVsdV V26 + VU6(Vo Vs — V5Vo) V79|

1

= 59w |(06)° = VaVadV V70 — Rag VsV 9]

(B.11)

onde usamos
VaVsVP0 — VsV, VP = —R,sV7p . (B.12)
Abrindo as derivadas de (B.10), obtemos
VLTG0 + 5[V + 5V (T 6Va0)
= —;VQVM(V‘%V,,@ — ;VQV,,(V‘%V,@) + ;vava(vuwy@
FIVTUTOV0) + (VLT 6Va0)
=V, V%V, V.0 — [V, V,0] + ;VMV,,V‘%Vagb + ;VVVMV%SVQQS
— ;vagbvavuw& - ;V%Vavyvuqb
= VTGVt — [VaVod] + 5V°0(T,V, = Va¥,) 900
+ ;Vagb(vyva — VoV,)V,.0
= V0V, Va ~ [VuVod] + 5 R V0070 + 1 Rus V607

=V, VOV, Vot — [VuVyo] + RuarsVedV7 0.
(B.13)
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Substituindo as Egs. (B.11) e (B.13)na Eq. (B.8), finalmente obtemos

SV VT V6 4 V0] + 5 V0V (V6V0)

= —;Vavu(va(]ﬁquﬁ) - ;Vav,,(vagzﬁvlﬁb) + ;Vava(vu(bv,,qﬁ)
+ ivuvy(V%Vagb) + ivyvu(vo‘qﬁva@

=V, V%V, V.t — [V, V,0] + ;VMV,,VO‘¢VQ¢ + ;VVV,N%VW
- ;Vo‘qbvavuvygb - ;V%VQV,,VM

=V, V%V, V.6 — [V, V,0] + ;Vagb(vuvy —VoV,)V,0
VTV~ VY)Y,

=V, VOV Ve~ [V V8] + L Ruas V0970 + 1 Rus V69

= V. VeV, Voo — [VuVod] + Ruars VSV 0.
(B.14)

Podemos reagrupar os termos

1 « 1 « 1 « «
- ig;wGaﬁv ¢Vﬁ¢ - Qg;wRaBV ¢v6¢ - 511:3,11,1/v ¢va¢ = _guuRaﬂv gbvﬁgb + XG,UJ/7
(B.15)

e finalmente obter a variacao do termo de acoplamento ndo minimo
1
S(V=GC VOV S) = V=3 {QVMQSVVQSR + 2V0 0V (G + VOV SR s
1
—§V”¢VM¢GW +V, V%V, V,0— V,V,0(0e)

g (5 VTPV 50+ (O — VaoVaoRe?)| g
(B.16)
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