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Resumo

A Teoria das Identidades Funcionais (FI), introduzida na tese de doutorado de Matej BreSar,
é relativamente nova. Desde entao, essa teoria tem sido desenvolvida através de uma série de ar-
tigos que estudaram algumas identidades funcionais bésicas, em particular aquelas relacionadas
as chamadas aplica¢gdes comutantes. Nesta dissertacdo, dividida em quatro capitulos, estudamos
aplicagdes aditivas G: M, (K) — M, (K) que satisfazem a propriedade comutante sobre algum
subconjunto A de M,(K), isto é, G(x)x = xG(x), para todo x € A. Tais aplica¢des serdo chama-
das de “Aplicagdes Comutantes” sobre A. Nosso trabalho € baseado em resultados de Franga em
[8, 9] e de Xu e Zhu em [23]. Primeiramente, apresentamos uma descri¢do de aplicacdes comu-
tantes sobre matrizes invertiveis ou singulares. Como uma generaliza¢do, obtemos a descri¢ao
de aplicagdes m-aditivas G: M, (K)" — M, (K) cujo traco T'(x) = G(x,...,x) é comutante so-
bre os mesmos conjuntos citados anteriormente. Por fim, exibimos um resultado interessante
que diz quando uma aplicagdo multiaditiva que possui traco nulo em matrizes invertiveis € nula
em M,(K) e, como aplicagd@o deste resultado, fornecemos uma variagio da demonstragao dada
para tracos comutantes de multiaditivas no subconjunto de matrizes invertiveis.

Palavras chaves: Aplicacdes Comutantes; Matrizes Invertiveis; Matrizes Singulares.
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Abstract

The theory of Functional Identities (FI), introduced in Matej BreSar’s Ph.D. thesis, is rela-
tively new. Since then, this theory has been developed through a series of papers in which he
studied some basic Fls, particularly those concerning the so-called commuting maps. This work
is divided into four chapters, where we study additive maps G: M, (K) — M, (K) that satisfy
the commuting property over some subset A of M, (K), i.e., G(x)x = xG(x) for all x € A. Such
mappings will be called “commuting mappings over A”. Our master’s thesis is based on results
from Franga in [8, 9] and from Xu and Zhu in [23]. Firstly, we present a description of commu-
ting maps over invertible or singular matrices. As a generalization, we obtain the description of
m-additive maps G: M, (K)" — M, (K) whose trace T'(x) = G(x,...,x) is commuting over the
same sets mentioned earlier. Finally, we exhibit an interesting result that states that if 7' (x) =0
for all invertible matrices x, then 7' (M, (K)) = 0 if one of the following holds: (1) char K = 0;
(2) char K > m; (3) char K = m and |K| # m; (4) |K| > 2m. As a consequence of this last
result, We provide an alternative proof for commuting traces of multiadditives on the subset of
invertible matrices.

Key Words: Commuting Maps; Invertible Matrices; Singular Matrices.
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Introducao

A Teoria das Identidades Funcionais, ou Fl-teoria (do inglés Functional ldentities), ¢ uma
parte importante da Teoria de Anéis. A Fl-teoria € relativamente nova e foi introduzida na tese
de doutorado de M. BreSar em 1990. Desde entdo, essa teoria tem sido desenvolvida através
de uma série de artigos que estudaram algumas identidades funcionais bdsicas, em particular
aquelas que sdo chamadas de “Aplicagdes Comutantes”.

Segundo Bresar et al. [5], uma identidade funcional, de maneira informal, ¢ uma relagao
de identidade envolvendo elementos arbitrarios em um anel e fun¢des, na qual aparecem somas
de produtos entre elementos do anel por valores de funcdes desconhecidas. A Fl-teoria tem
como objetivo determinar a forma dessas fun¢des ou, quando isso ndo for possivel, determinar
a estrutura do anel que admite a FI em questdo. Além disso, entre os conceitos classicos estu-
dados na grande 4rea de Algebra, o de Algebras com Identidades Polinomiais (PI-dlgebras), de
forma superficial, é o que mais se aproxima do conceito de FI-teoria. Pode-se imaginar uma
identidade polinomial como sendo um exemplo especial de FI, em que as funcdes sdo polind-
mios. Entretanto, o estudo de Identidades Polinomiais tem objetivos diferentes da Fl-teoria.
Bresar et al. [5] afirmam que, especialmente do ponto de vista das aplicacdes, as duas teorias
tornam-se complementares entre si. Sob algumas condig¢des, a teoria de PI-dlgebras trabalha
com anéis mais proximos a dlgebras de dimensoes finitas, enquanto que a Fl-teoria consegue
obter respostas mais agucadas em dlgebras de dimensdes suficientemente grandes ou infinitas.

E conhecido que existem conexdes entre a Fl-teoria e a drea de pesquisa conhecida como
“Problemas de Preservadores (ou preservantes) Lineares” (do inglés Linear Preserver Pro-
blems). Entende-se preservadores lineares como sendo aplicacdes lineares entre dlgebras que,
a grosso modo, preservam certas propriedades de alguns elementos da dlgebra. O objetivo é
descrever a forma dessas aplicagdes lineares que preservam certas propriedades. A maioria dos
resultados em preservacgdo linear preocupam-se com élgebras de matrizes. Por outro lado, va-

rios problemas de preservagdo linear também foram considerados em dlgebras de operadores



Introdugao 2

lineares limitados, bem como em algumas outras dlgebras que aparecem na Anélise Funcional.
Usando FIs, podemos obter generalizagcdes na teoria dos anéis de alguns desses resultados.

A lista de publicacdes sobre preservadores lineares € volumosa, e por isso nos referimos
apenas a alguns artigos de pesquisa relevantes [3, 5, 19, 20, 21], bem como suas referéncias. Os
artigos citados tratam de diversos aspectos dos preservadores lineares e sdo fundamentais para a
compreensao e o desenvolvimento continuo da teoria dos preservadores lineares, estabelecendo
uma base sélida para futuras pesquisas e aplicagdes.

Nesta dissertacdo, estamos interessados em um dos problemas de preservadores lineares
mais conhecidos: os preservadores de comutatividade. Tal problema se concentra em encontrar
a forma de uma aplicagdo linear o de uma dlgebra B para uma édlgebra A com a propriedade de
que os elementos o(x) e 0,(y) em A comutam sempre que x e y em B comutam. E claro que
todo homomorfismo de Lie satisfaz esta condi¢do e, de fato, a mesma ideia que funciona para
os homomorfismos de Lie € aplicavel neste problema mais geral. Pode-se ainda considerar este
problema de uma forma mais geral, assumindo, por exemplo, que apenas a comutatividade de
elementos simétricos em dlgebras com involucdo é preservada.

Desta forma, a Fl-teoria oferece uma ferramenta robusta e flexivel para abordar e resolver
problemas complexos de preservagdo linear em diversas estruturas algébricas. Assim, estamos
particularmente interessados em aplicagdes aditivas e multiaditivas que possuem a propriedade
Commuting, a qual traduziremos livremente por Comutante. Tal propriedade € estabelecida no
seguinte sentido: sendo X um subconjunto ndo vazio de um anel A, diremos que uma aplicacao
f:X — A é uma aplicagdo comutante em X se satisfaz f(x)x = xf(x) para todo x € X. Essa
ideia € estendida para aplicacdoes multiaditivas por meio da aplicacdo trago (vide a Defini¢dao
3.7).

Em resumo, esta dissertacdo se concentra em entender e caracterizar aplicacoes aditivas e
multiaditivas com a propriedade comutante sobre subconjuntos da dlgebra de matrizes. Através
do uso de identidades funcionais, buscamos descrever tais aplicacdes e explorar suas implica-
coes em problemas de preservacdo linear. O primeiro resultado importante sobre aplica¢des
comutantes é o Teorema de Posner [22] de 1957. Este teorema afirma que a existéncia de uma
derivacdo comutante diferente de zero em um anel primo A implica que o anel é comutativo.
Tal teorema tem sido extremamente influente e, pelo menos indiretamente, deu inicio a muitas
questdes discutidas neste artigo.

Em nossa pesquisa, focamos em aplicacdes aditivas e multiaditivas que satisfazem a propri-
edade comutante em subconjuntos especificos da dlgebra de matrizes. Com base nos resultados
pioneiros de BreSar e no impacto do Teorema de Posner, buscamos aprofundar o entendimento
dessas aplica¢des, explorando suas propriedades e implicacdes tedricas.

O objetivo principal no desenvolvimento desta dissertacdo € o estudo das técnicas desenvol-
vidas por Franca em [&, 9] e por Xu e Zhu em [23]. Estes trés artigos formaram a base desse
trabalho de dissertacdo. No estudo, a ideia geral é trabalhar com aplicacdes aditivas e multia-

ditivas que enviam matrizes quadradas (ou m-uplas de matrizes) em matrizes quadradas, sob a
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hipétese de preservarem uma determinada propriedade em subconjuntos de matrizes. A meta
€ obter uma descri¢cdo completa dessas aplicacdes em tais subconjuntos. Conforme mencio-
nado anteriormente, este € um tipico problema dentro do estudo de Problemas de Preservadores
Lineares.

A dissertacdo consiste em quatro capitulos e a seguir descreveremos como ela estd organi-
zada.

Prezando por oferecer suporte ao texto que vamos apresentar, decidimos dedicar o Capitulo
1 a apresentacdo de alguns conceitos basicos que julgamos importantes recordar. Advertimos
ao leitor que muitos conceitos basicos de Algebra Abstrata, os quais utilizaremos no texto, se-
rdo apenas citados sem os pormenores. Dedicaremos as duas primeiras se¢des para abordar, de
forma resumida, a Teoria de Anéis e Algebras, pois, em boa parte do que trabalhamos, con-
sideramos nossos resultados sobre tais estruturas algébricas. Também faremos, neste capitulo,
uma descri¢do sobre o Anel de Fracdes de Martindale, do qual obtemos conceitos que sdo base
para importantes resultados que utilizamos em nosso trabalho. Adiantamos ao leitor que de-
sejar consultar sobre os objetos matemadticos trabalhados de Algebra Linear, Teoria de Anéis,
Algebras e Mddulos, que estes podem ser encontrados nas referéncias [5, 11, 13, 14, 17].

Conforme Franga [8], os resultados de Identidades Funcionais, até onde se tem conheci-
mento, foram obtidos para subconjuntos que sdo fechados sob a adi¢do. Franca destaca ainda
em [8], que muitos resultados importantes na area de Problemas de Preservadores Lineares va-
lem para subconjuntos de matrizes que nao sao fechados sob a adicdo. No Capitulo 2, veremos
uma forma de estender alguns resultados de FI para subconjuntos de matrizes que ndo sdo fe-
chados sob a adi¢do. O objetivo deste capitulo € descrever a forma de uma aplicacdo aditiva
e comutante no subconjunto das matrizes singulares ou invertiveis. Neste segundo, o procedi-
mento € similar ao anterior, no entanto, hd uma maior dificuldade nas argumentacdes, sendo
necessario provar que G aplicada a elementos do centro € um elemento central. Esta hipotese é
fundamental para prosseguir com as argumentacgdes, além de ser necessario que o corpo base te-
nha pelo menos trés elementos. Veremos que, nos passos da demonstracao, conseguimos obter
uma FI e descrevé-la, o que apresenta uma forma de estender resultados de FI para subconjuntos
que nao sao fechados sob a adi¢do.

No Capitulo 3 apresentamos uma generalizacdo da nocao estudada no capitulo anterior. A
ideia de descrever a forma de uma aplicagcdo aditiva comutante em subconjuntos de matrizes €
agora ampliada para aplicacdes multiaditivas, com o auxilio da aplicacao traco. Este capitulo
contém dois resultados principais. No primeiro, o Teorema 3.14, obtemos a descri¢ao da forma
de uma aplica¢do multiaditiva G, cuja respectiva aplicacdo trago satisfaz a propriedade comu-
tante no subconjunto das matrizes invertiveis. Neste resultado, assumimos que char K = 0 ou
char K > m+1 e que |K| > m? +2m+ 3, onde K denota o corpo base. A ideia da demons-
tracdo se assemelha um pouco com a utilizada nos resultados do Capitulo 2, mas com suas
dificuldades naturais. Aqui, também realizamos uma extensdo da propriedade comutante no

subconjunto das matrizes invertiveis para todo o espaco das matrizes. No segundo, o Teorema
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3.15, obtemos a descricdo da forma de uma aplicacdo multiaditiva, cuja respectiva aplicacao
traco satisfaz a propriedade comutante no subconjunto das matrizes singulares. Neste resul-
tado, ndao hd necessidade de supor uma quantidade minima de elementos no corpo, como € feito
no primeiro resultado. A ideia é, novamente, estender tal propriedade para todo o espaco das
matrizes. Com o auxilio do Teorema 3.10!, provamos que a aplicacio G, nos dois resultados,

satisfaz a expressao:
G(x, .. ,x) = pox™ 4y ()X - A 1 ()% 4 i (%), Vx € M, (K),

onde up € Z e y; : M, (K) — Z, em que Z denota o centro de M,(K), é o traco de uma aplica-
¢do i-aditiva para i € {1,...,m}. Assim, com esses dois resultados em maos, juntamente com
a nocao da aplicacdo traco comutante, conseguimos descrever a forma das aplicacdes multia-
ditivas que sdo comutantes em matrizes invertiveis ou em matrizes singulares, proporcionando
mais uma forma de estender resultados de Identidades Funcionais para conjuntos que nao sao
fechados sob a adi¢ao.

Por fim, como resultado de nossa busca por desenvolver o tema proposto, encontramos um
resultado interessante dado por Xu e Zhu [23]. Este resultado oferece uma nova perspectiva para
abordar o problema de descrever uma aplicacdo multiaditiva comutante sobre matrizes inverti-
veis. Assim, o ultimo capitulo € dedicado a demonstrar que se o trago de uma aplicacao multia-
ditiva se anula no subconjunto das matrizes quadradas invertiveis GL, (K), entdo essa aplicagdo
deve ser nula em M,(K), sob algumas condi¢des especificas: 1) char K = 0; 2) char K > m;
3) char K =m e |K| # m; 4) |K| # 2™. Este resultado pode ser adaptado para fornecer uma
aplicacao de como obter a forma completa de uma aplicagao multiaditiva cuja aplicagdo trago
satisfaz a propriedade comutante no subconjunto das matrizes invertiveis. Como consequéncia
direta deste resultado, obtemos uma demonstragdo alternativa da prova apresentada no Teorema
3.14, que j4 tinha sido provado no capitulo anterior.

Além dos capitulos, o trabalho conta com um apéndice. Reservamos ao apéndice algumas
contas bdsicas, obtidas de forma indutiva, de algumas identidades que aparecem nos resulta-
dos do Capitulo 3, cuja disposi¢do no texto julgamos ndo ser a melhor forma de torna-lo claro.
Também apresentaremos, como extra, um breve estudo sobre o determinante de uma matriz
quadrada e introduziremos conceitos e resultados de forma sucinta sobre o tema. Realizare-
mos algumas demonstracdes que consideramos interessantes, enquanto para os resultados nao
demonstrados, indicaremos onde o leitor pode encontri-los.

Por dltimo, esperamos que a estrutura do texto possa auxiliar o leitor, especialmente alunos
de mestrado, a compreender o estudo de Problemas de Preservadores Lineares aplicado a alge-
bra de matrizes M,,(K), proporcionando um caminho claro para desenvolver a compreensao dos
conceitos e resultados apresentados na dissertagdao. Além disso, esperamos estimular o interesse

pelo estudo nesta drea.

A demonstracdo encontra-se em [ 18, Theorem 3.1].



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, abordaremos conceitos importantes para o desenvolvimento do estudo que
apresentaremos neste trabalho. Nas duas primeiras se¢des nos dedicaremos a fazer uma des-
cricdo, sem muitos detalhes, sobre anéis e dlgebras. Na Secdo 1.3 traremos as definicdes de
aplicacdes aditivas e comutantes em anéis, que servirdo de base para o que serd retratado nos
Capitulos 2, 3 e 4. A Secdo 1.4 é destinada a definir derivacdes e biderivacdes e trazer alguns
resultados e suas demonstracdes sobre tais conceitos matematicos, que sdo de suma importan-
cia e serdo utilizados como suporte nas demonstracdes dos resultados principais presentes no
Capitulo 2.

Na Secdo 1.5, traremos resumidamente uma descri¢do de conceitos importantes sobre PI-
algebras que sao utilizados em nosso texto, € sentimos que serdo importantes para o conhe-
cimento do leitor. A saber, falaremos sobre a definicdo de PI-dlgebra, sobre as identidades
Standard, sobre o Teorema de Amitsur-Levitzki, que nos diz sobre a Identidade Standard de
matrizes, € complementaremos com uma apresentacao sobre o processo de linearizacgao.

Por dltimo, na Secdo 1.6, objetivamos apresentar a construcdo do Martindale Rings of Quo-
tients, que traduzimos por Anéis de Fracdes de Martindale, juntamente com algumas nogdes
basicas e resultados sobre a teoria, sem muita preocupagdo em trazer demonstragdes vinculadas
a essa construgao.

Para um leitor interessado em um estudo mais detalhado desses conceitos e resultados, in-
dicamos as referéncias [4, 5,7, 12, 16, 17].

Lembramos ao leitor que em nosso texto K sempre denotard um corpo. Quando necessério,
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especificaremos sob quais condi¢des devemos considerar o corpo K. Ademais, no decorrer
deste capitulo almejamos, além da apresentacdo dos conceitos e resultados que utilizaremos,
abordar sobre o conjunto de matrizes sobre um corpo K no contexto de anéis e de dlgebras.
Especialmente, nesta se¢do fixaremos algumas notacdes a respeito de matrizes quadradas de

ordem n, as quais utilizaremos ao longo de toda a redacao.

1.1 Anéis

Em nosso trabalho, os conhecimentos basicos acerca de anéis serdo influentes na linguagem
basica e por esta razdo resolvemos trazer um pouco sobre tais estruturas algébricas aqui nesta
secdo. O que serd tratado aqui serd proveitoso para a breve apresentacdo sobre dlgebras na
proxima secao.

«“ »

Definicao 1.1. Seja A um conjunto ndo vazio e “+” e operacoes em A. Diremos que a

terna (A,+,-) é um anel se valem as seguintes condigoes:
(a) (a+b)+c=a+ (b+c), para quaisquer a,b,c € A;

(b) a+b=b+a, para quaisquer a,b € A;

(c) existe 0 € A tal que 0+ a = a, para todo a € A;

(d) para cada a € A existe —a € A tal que a+ (—a) =0;
(e) (a-b)-c=a-(b-c), para quaisquer a,b,c € A;

(f) a-(b+c)=(a-b)+(a-c)e(a+b)-c=(a-c)+ (b-c), para quaisquer a,b,c € A (distri-

butividade de “-” em relacdo a “+”).

Chamaremos a operacdo “+” de adi¢cdo e a operagdo “-” de multiplicacdo. Por simplicidade,
denotaremos o anel (A, +, ) por A, e, para quaisquer a,b € A, o resultado dado por a- b é o pro-
duto entre a e b, nesta ordem. Novamente, com a finalidade de deixar a notacdo o mais simples
possivel, caso ndo haja divida sobre a multiplicacdo utilizada, podemos omitir o simbolo “”, e
dessa forma a - b serd substituido por ab.

Dizemos que A € comutativo se ab = ba, para quaisquer a,b € A. Além disso, dizemos que
A possui unidade se existe 1 € A tal que la =a =al, paratodo a € A. O elemento neutro aditivo
de um anel A é chamado de zero e denotado por 04 (ou, simplesmente por 0). Dizemos que um
anel A € ndo nulo se existe a € A tal que a # 0. Se A tem unidade, entdo 1 # 0 e, entdo A € ndo
nulo. Quando necessdrio, utilizaremos a nota¢@o |A| (pronunciaremos “ordem de A”) para nos
referirmos ao nimero de elementos do anel A. Se A tem uma quantidade infinita de elementos,

diremos que |A| ¢ infinita; se for finita, diremos que |A| é finita.

Exemplo 1.2. As estruturas algébricas (Z,+,-), (Q,4+,-), (R,+,-), (C,+,-), em que “+” e

&« »

sdo as operacoes de adicdo e multiplicacdo usuais, sdo exemplos de anéis.
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Exemplo 1.3. Sejam A um anel e n € N. Denotamos por M,(A) o conjunto das matrizes qua-

dradas de ordem n X n com entradas em A. Para X € M, (A) denotamos

ou ainda, X = (X;j)nxn, com xjj €A, para i, j € {1,2,...,n}. Dadas as matrizes X = (Xij)nxn,

Y = (yij)nxn € Mn(A), definimos as operagoes de adigdo e multiplicagdo, respectivamente, por
X+Y = (Cij)nxn e X Y= (dij)nxny

em que c;j = x;j+yij €A edij =Y _XuYrj € A. Munido destas operagoes, M,(A) é um anel,
chamado de anel das matrizes de ordem n x n sobre A ou, simplesmente, anel das matrizes
quadradas de ordem n sobre A. A matriz nula, isto é, a matriz (a;j)nxn em que a;j = 0y, € 0 zero
do anel M,,(A), o qual denotaremos por 0,. Além do mais, dadas A = (a;j)nxn € B = (bij)nxn

diremos que A = B quando a;j = b;j, para todo i, j € {1,...,n}.

Continuando a desenvolver o exemplo anterior, ndo € dificil ver que, se A possui unidade,
entdo a matriz (a;;)nxn, cOm a;; = l4 e, para j #1i, a;j =04, com i, j € {1,2,...,n}, é a unidade
de M, (A). Denotaremos tal unidade de M, (A) por I, ou, quando conveniente, simplesmente
por I e denominaremos de matriz identidade. Ademais, sob a hipdtese de A ter unidade, fixados
i,j €{1,...,n}, a matriz quadrada de ordem n com 14 na entrada (i, j) e zero nas demais é

chamada de matriz elementar e é denotada por e;;(14) ou, simplesmente, ¢;;. Em simbolos:

0 -0 - 0 -0
0 0 -+ 1q4 -+ O]«
€ij = e
0 0 - 0 0
0O -0 -~ 0 ---°0
T
J

De forma similar define-se a matriz elementar e¢;;(a), que tem a € A na entrada da linha i e
coluna j e zero nas demais. Para uma melhor utilidade nas contas, definiremos e; j(a) = ae;j,
para todo a € A. Nao ¢ dificil ver que, se j = [, entdo ¢;;(a)e(b) = ejx(ab) e se j # I, entdo
ejj(a)ey(b) =0,. Em outras palavras, temos (ae;;)(bejx) = (ab)ej, se j =1, e (ae;;)(bejx) = On,

se j # . Mais a frente, utilizaremos essa identificacéo.

Observacao 1.4. Sendo A um anel com unidade, ndo é dificil ver que M,,(A) é comutativo se, e
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somente se, A é comutativo e n = 1.
Definicao 1.5. Seja A um anel com unidade e considere a € A. Diremos que:

(a) a é inversivel a direita em A se existe b € A tal que ab = 1. Diz-se que b é um inverso a

direita de a em A.

(b) a é inversivel a esquerda em A se existe ¢ € A tal que ca = 1. Diz-se que c é um inverso a

esquerda de a em A.

(c) a éinversivel em A se existe b € A tal que ab = ba = 1. Diz-se que b é um inverso de a em
A.

Sob a hipétese de associatividade segue que se a € A possui inverso multiplicativo bilateral,

entdo este deve ser unico. Ademais, se A possui unidade, observe que o conjunto
U(A)={acA|aéinversivel em A}

¢ ndo vazio e multiplicativamente fechado. Munido da multiplicacdo de A tem-se que U(A) é

um grupo, chamado de grupo multiplicativo de A.

Observacido 1.6. Denotaremos o grupo multiplicativo do anel M,(A) por GL,(A), o qual é

conhecido como grupo geral linear de grau n sobre A.

Definicao 1.7. Dizemos que um anel A ndo nulo e com unidade é um anel com divisdo se

U(A) =A~{04}. Além disso, o anel A é um corpo se é um anel com divisdo comutativo.

Exemplo 1.8. Os anéis Q, R e C, cujas operacdes sdo a adicdo e multiplicacdo usuais sdo

exemplos de corpos. Jd o anel 7., com as operagdes usuais, ndo é um corpo.

Exemplo 1.9. Considere K =R e os simbolos 1,i, j e k tais que —1 =i> = j> =k? ij= —ji=k,
tk=—ki=je jk=—kj=1ielx=xl=x ondex € {i, j,k}. Temos que:

Hr = {a= 0ol +oji+ 0 j+ 0sk | ag, o, 00,03 € R},

munido da adigdo termo a termo e da multiplicacdo estendida por linearidade para 1,i, j,k, é
um anel com divisdo ndo comutativo, logo ndo é um corpo. Este anel é chamado de anel dos

quatérnios reais.

Considere A um anel com unidade e ej1,e;p € M>(A). E ficil verificar que e%l =eq €
2

que e%z = 0,. De maneira geral, para e;;,e;; € M,(A) vale que ej; = ¢;; € el-zj =0,comi#je

i,j€{1,...,n}. Isto nos motiva a fazer a seguinte defini¢do.
Definicao 1.10. Sejam A um anel e a € A. Dizemos que:

(a) a é idempotente, se a’ =a.
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(b) a é nilpotente, se existe n € N tal que a" = 0.

(c) a é um divisor de zero, se a # 0 e existe b € A~ {0} tal que ab =0 ou ba = 0.

Sendo a € A nilpotente, dizemos que o menor n € N tal que a" = 0 é chamado de indice de

nilpoténcia de a. Neste caso, dizemos que a € nilpotente de indice n.
Observacao 1.11. Todo elemento nilpotente ndo nulo é um divisor de zero.

Exemplo 1.12. Seja A um anel ndo nulo e n > 2. O anel das matrizes My, (A) possui divisores
de zero. De fato, tomando a,b € A~ {04} tem-se e;j(a),ey(b) € M,(A) matrizes nio nulas.
Dai, tomando j # 1, segue que e;j(a) e e (b) sdo ambas ndo nulas e e;j(a) - ei(b) = 0,. Além
disso, se A possui unidade, vemos que e;; é idempotente e e;j, sempre que i # j, € nilpotente de

indice 2.

Definicao 1.13. Seja A um anel ndo nulo com unidade. Dizemos que A é um dominio se ndo tem

divisores de zero. Dizemos que A é um dominio de integridade se A é um dominio comutativo.

Exemplo 1.14. Veja que se x € U(A), entdo x ndo é um divisor de zero. Dai, todo anel com divi-
sdo é um dominio, particularmente todo corpo K é um dominio de integridade. Agora, observe
que nem todo dominio de integridade é um corpo. Para exemplificar essa ultima afirmagdo,

temos que 7. é um dominio de integridade que ndo é um corpo.

Seja A um anel. Para x,y € A, arbitrarios, denominaremos de comutador de x por y, denotado
por [x,y], o elemento xy — yx em A. Ao longo do texto utilizaremos essa notagdo sempre que
necessdrio. Ademais, [x,y] = 0 se, e somente se, xy = yx. E facil ver que [x,y] = —[y,x].

Agora, definimos o centralizador de a € A em A como sendo o conjunto
Cqla) ={x €A [x,a] = 0}.

Note que podemos estender a defini¢do anterior para um conjunto S C A, ndo vazio, da seguinte

forma: o centralizador de S em A é o conjunto
Ca(S) ={xe€A]||x,s] =0,Vs € S}.
Por fim, o centro de um anel A € definido como sendo o conjunto
Z(A)={x€A|[x,a] =0,Vac A}.

Observa-se que Z(A) = C4(A). Note, ainda, que nenhum dos conjuntos € vazio, pois o zero de
A cumpre as condi¢des dadas nas definicdes dos conjuntos acima. Na verdade, € possivel ver
que eles sdo subanéis de A conforme a Defini¢do 1.17.

E importante salientar que trabalharemos com o anel de matrizes sobre um corpo K nos
capitulos subsequentes. Por isso, para acostumarmos o leitor com essa informagdo, vamos

trabalhar a partir de agora com observagdes e fatos que podem ser vistos para M, (K).
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Exemplo 1.15. Ndo é dificil ver que
Z(M,(K)) ={a-I|oeK}.

Observacdo 1.16. Em todo o texto, por simplicidade denotaremos o centro Z(M,(K)) de
M, (K) por Z. Por tal motivo, para uma maior facilidade nas demonstragées, denotaremos

a-1 e Z, coma €K, apenas por Q.

Definicao 1.17. Sejam A um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. Dizemos que B é um

subanel de A se valem:

(a) x—y € B, para quaisquer x,y € B;

(b) xy € B, para quaisquer x,y € B.

Definicao 1.18. Sejam A um anel e I um subgrupo aditivo de A. Dizemos que I é:
(a) um ideal a direita se xa € I para quaisquer x €l e a € A;

(b) um ideal a esquerda se ax € I para quaisquer x €l e a € A;

(c) um ideal se xa,ax € I para quaisquer x €l e a € A.

Exemplo 1.19. Fixado n € Z, tem-se que nZ = {nx | x € Z} é um ideal do anel Z. Nao é dificil

provar que todos os ideais de 7. sdo dessa forma.

Agora, dado A um anel e / e J ideais de A definimos
IJ=({xy|xel,yecJ}).

De maneira similar, temos que A% denota o ideal gerado por {ab | a,b € A}.
Definiciio 1.20. Um anel A é dito simples se A> # {04} e A e {04} sdo seus tinicos ideais.

Exemplo 1.21. Todo corpo K é um anel simples. Por este motivo, os anéis Q, R e C sdo

simples. Também o anel dos quatérnios reais Hig é um anel simples.

Exemplo 1.22. O anel M,,(K) é um anel simples. Na verdade, M,,(D) é um anel simples, em que
D é um anel com divisdo. De fato, tome I um ideal ndo nulo de M, (D). Escolha X = (aij)nxn el

diferente da matriz nula. Selecione j e k de modo que a i # 0. Notavelmente,
eijXex = ajeir,

para todo 1 < i, j,k,l <n. Dessa forma, vemos que ajxe; € I, para todo i,l € {1,...,n}, e
portanto também
((da;kl)eii) -(ajiei) =dey €1, para todo d € D.
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Consequentemente, I = M, (D) e, portanto, M,,(D) é um anel simples. Com a abordagem utili-
zada na demonstragdo, é possivel chegar a uma correspondéncia biunivoca entre ideais de um
anel com unidade A e ideais de M,(A). Entretanto, é necessdrio aprofundar-se na teoria de

anéis e ideais, o que estd fora do escopo imediato.

Definicao 1.23. Um ideal proprio I de A é dito ser um ideal primo se para Ji e J, ideais de A
tais que J1Jo» C I tem-se J1 C 1 ou J, C I

Quando o anel tem unidade e é comutativo diremos que / é um ideal primo de A se para

quaisquer a,b € A taisque ab € [ tem-sea € loub € I.

Definicao 1.24. Um ideal proprio I de A é dito ser um ideal maximal se ndo existe nenhum

ideal proprio J de A tal que I C J C A, ou seja, se I CJ C A implica em J = A.
Observacao 1.25. Todo anel A com unidade possui pelo menos um ideal maximal.

Exemplo 1.26. Veja que os ideais pZ, em que p € 7 é um niimero primo, sdo ideais primos de

Z.. Na verdade, prova-se que sdo também ideais maximais de 7.

Sejam A um anel e / um ideal de A. Considere a relagdo de congruéncia modulo I em A,

denotada por “(mod I)”, dada por
a=b(modl)sea—bel

para a,b € A. Nao € dificil ver que esta relagdo € uma relagdo de equivaléncia. Denotaremos a
classe de equivaléncia de a € A pora+1 = {a+x | x € I} ou, simplesmente, @. Denotaremos o

conjunto das classes por A/I. Temos
A/l ={a|acA}.
Considerando as operagdes de adicao “@®” e multiplicagdo “®” definidas por

@S AJIxA/] — A/l . O A/TXA/L = Al
(@,b) +— ad®b=a+b (@a,b) +— ao®b=ab

temos que estas operacgdes estdo bem definidas e que (A/I,®,®) é um anel, chamado de anel
quociente de A por I. Veja que se A tem unidade, entdo 14 é a unidade do anel A/I e, além
disso, 04 é o elemento neutro aditivo de A /1. Temos que a@ = b se, e somente se, a — b € I. Dai,
a =04 se, e somente se, a € 1.

Um resultado bem interessante da teoria de anéis quocientes cléssica € o seguinte:
Teorema 1.27. Sejam A um anel comutativo com unidade e I um ideal proprio de A. Entdo:

i. 1¢éumideal primo de A se, e somente se, A/l é um dominio de integridade.
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ii. 1éum ideal maximal de A se, e somente se, A/l é um corpo.

Diante deste resultado, quando p é um nimero primo, temos que o anel quociente Z/pZ é
um corpo e denotamos por Z,. Neste caso, |Z,| = p, isto ¢, Z, é um corpo de p elementos.
Pela construcdo de anéis quocientes, temos que 77 = 0 se, e somente se, m € pZ. Se m € Z,
entdo m = {m+ pn | n € Z}. Pelo Algoritmo da Divisdo, m = pg+r,com0<r<p—leg€cZ.
Dai, m =7 e segue que
zZ,={0.12,...p—1}.

Exemplo 1.28. Sendo p um niimero primo, temos que Z, é um anel simples, pois é corpo.

Definicao 1.29. Um anel A é dito ser um anel primo se para quaisquer I e J ideais de A tais
que IJ = {04} tem-se I = {04} ou J = {04}

Equivalentemente, tem-se que A é um anel primo quando para I # {04} e J # {04} ideais
de A tem-se IJ # {04 }.

Exemplo 1.30. Todo anel simples é um anel primo. Em particular, o anel M,(K) é um anel

primo.

Exemplo 1.31. O anel 7 é um anel primo, porém ndo é simples. Basta ver que 27, é um ideal

bilateral ndo nulo de 7 e, obviamente, é um ideal proprio.
Agora, vamos falar de homomorfismos de anéis.

Definicao 1.32. Sejam A e B anéis. Dizemos que uma aplica¢do ¢ : A — B é um homomorfismo
de anéis se O(x+y) = @(x) + 0(y) e 9(xy) = ¢(x)Q(y) para quaisquer x,y € A. Ademais,
dizemos que o homomorfismo Q é um isomorfismo de anéis se é bijetivo.

Neste ultimo caso, dizemos que A e B sdo anéis isomorfos ou que A € isomorfo a B, e
denotamos por A ~ B.

Observe que o Exemplo 1.15 implica que Z(M,(K)) ~ K. Além disso, a defini¢do do centro
obtida nesse exemplo € vélida para M,(A), no sentido de que Z(M,(A)) ~ Z(A), onde A é um

anel com unidade.

Definicao 1.33. Dizemos que uma aplicacdo ¢ : A — B é um anti-isomorfismo de anéis, se é

bijetora, @(x+y) = @(x) +@(y) e ¢(xy) = ¢(y) ().

1.2 Algebras

Boa parte dos conceitos trabalhados na secdo destinada para anéis podem ser estendidos

para algebras.

“,»

Definicao 1.34. Uma K-dlgebra é um par (A,x), onde A é um K-espaco vetorial e “x” é uma

operacdo em A que é bilinear, ou seja, x : A X A — A satisfaz:
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(a) ax(b+c)=axb+axc
(b) (a+b)sc=axctbxc
(c) (Ma)*b=ax(Ab) =A(axD)
para quaisquer a,b,c € A e\ € K.

Por simplicidade de notacdo, uma K-édlgebra (A, *) serd denotada por A. Denominaremos
“x” como multiplicacdo da K-dlgebra A. Diremos que A é uma élgebra associativa, comutativa
ou que possui elemento neutro, quando “x” for uma operacao associativa, comutativa ou tiver

elemento neutro em A, respectivamente. Também, por simplicidade a * b serd denotado por ab.

Observacao 1.35. Notemos que uma K-dlgebra associativa é um anel. Em nosso trabalho,

salvo mengdo em contrdrio, estaremos considerando dlgebras associativas.

Exemplo 1.36. Considere o K-espaco M,(K), das matrizes quadradas de ordem n. Com a
multiplicagcdo usual de matrizes, temos que M, (K) é uma K-dlgebra associativa e com unidade,
porém é ndo comutativa se n > 2. Além disso, se A é uma K-dlgebra, podemos tomar M, (A)
de forma andloga ao que fizemos para anéis. Neste caso, M, (A) possui estrutura de K-espago

vetorial, a qual, munida do produto usual, é uma K-dlgebra.

Exemplo 1.37. Se L é uma extensdo de um corpo K, entdo L tem uma estrutura natural de
K-espago vetorial. Ainda mais, L é um anel associativo, comutativo e com unidade. Dito isso,
L é uma K-dlgebra associativa, comutativa e com unidade cuja a multiplicacdo é a mesma do

corpo L.

Exemplo 1.38. Considerando K[x|, o K-espaco vetorial dos polindomios na varidvel x com o
produto usual de polindmios, temos que Klx] é uma K-dlgebra associativa, comutativa e com

unidade.

Exemplo 1.39. Sejam V um K-espago vetorial e L(V') o espaco vetorial dos operadores linea-
res de V. Temos que L(V), munido da operacdo de composicdo, é uma K-dlgebra associativa e
com unidade. E fato bastante conhecido que se dimg V = n, entdo L(V) ~ M,(K) como anéis.

Também sdo isomorfos como dlgebras.

Exemplo 1.40. (Algebra de Grassmann) Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2, e
V o espago vetorial sobre K com base {ey,ez,e3,...}. Definimos a dlgebra de Grassmann (ou
dlgebra exterior) de V, denotada por E = E(V'), como sendo a dlgebra associativa e unitdria
com base

{1,e,~lel~2-~-e,~k ’ hH<ip<...<igk> 1},

através do produto induzido pela relacdo ejej = —eje;, para quaisquer i, j € N. Também,

el-2 =0, para todo i € N. Destacamos em E os subespacos:
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Eo = spang{lg,eiei, - e, |mépar iy <ir <...<in}
e

E\ = spang{eiei,---e;, | méimpar, iy <ip < ...<ip}.

Claramente, E = Eog ® E1. Uma vez que ejej = —eje;, temos

(eiyeiy--ei,)(ejiej,-ej,) = (=1)"(ejej, e, ) (e e ei,),

para quaisquer m,n € N. Assim, podemos concluir que ax = xa, para quaisquer a € Ey e x € E,
e que xy = —yx para quaisquer x,y € E1. Note que, se char K = 2, entdo E é uma dlgebra

comutativa.
Definicao 1.41. Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que:

(a) um subespaco vetorial B de A é uma subdlgebra de A se B é multiplicativamente fechado,

isto é, b1by € B para quaisquer by,by € B;
(b) um subespaco vetorial I de A é um ideal de A se xa,ax € I para quaisquer x € I e a € A.

De maneira andloga ao que foi definido para anéis, temos as seguintes definicdes para alge-
bras: ideal primo, dlgebras quocientes, dlgebras com divisdo, dlgebras simples, dlgebras prima
e homomorfismo de dlgebras. Para estas defini¢des, € necessario considerar a estrutura de K-
espaco vetorial de cada estrutura algébrica, garantindo que as operagdes de adi¢dao e multiplica-
cdo por escalares sejam compativeis com a estrutura de dlgebra. No caso de um homomorfismo
de dlgebras, além de preservar a adi¢do e a multiplicagdo, devemos exigir a preservacao da

multiplicacdo por escalar, ou seja, 0 homomorfismo deve ser uma transformacao linear.

1.3 Aplicacoes Comutantes

O principal objetivo deste trabalho de dissertagdo é estudar aplicacdes aditivas arbitrarias
que possuem a propriedade de serem comutantes. Assim, nesta se¢do, apresentamos alguns
conceitos e resultados sobre a teoria de aplicacdes comutantes, os quais servirdo como base

para a demonstragdo de alguns resultados nos proximos capitulos.

Definicao 1.42. Sejam X e Y conjuntos ndo vazios, munidos de uma operacdo de adi¢cdo. Dire-

mos que f:X —Y éuma aplicacdo aditiva, se f(u+v) = f(u)+ f(v), para quaisquer u,v € X.

Exemplo 1.43. Homomorfismos de anéis e transformagoes lineares sao exemplos de aplicagoes
aditivas. No entanto, nem toda aplicacdo aditiva é um homomorfismo. Para ilustrar isso,
considere a aplicagcdo B: M,(K) — M, (K) dada por B(x) = xy, para alguma matriz y em
M, (K) fixa, diferente da matriz nula e da matriz identidade.
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Com efeito, considere n =2 e y = e31. Se P fosse um homomorfismo, deveriamos ter
B(x1x2) = B(x1)B(x2) para quaisquer x;,x; € M>(K). No entanto, tomando x; = I, (Identidade

de ordem 2) e x; = e}, temos que B(xx2) # B(x1)B(x2) (Veja que ejnen) # eriernerr).

Exemplo 1.44. Considere A um anel. Para cada a € A, defina a aplicacdo f, : A — A dada
por fq(x) = [a,x]. Temos que f, é uma aplicacdo aditiva. De maneira andloga, verifica-se que

gp 1 A — A dada por gp(x) = [x,b] é uma aplicag¢do aditiva.

Exemplo 1.45. Agora sejam p e q matrizes de ordem n invertiveis em M, (K). Defina a aplica-

¢do @, 4: My(K) — M,(K) dada por ¢, 4(x) = pxq. Temos que ¢, 4 é uma aplicagdo aditiva.

Definicao 1.46. Dizemos que duas matrizes a,b € M,(K) sdo semelhantes se existe p € GL,(K)
tal que a = p~'bp.

Vamos agora definir o que sdo matrizes equivalentes e relaciond-las com o problema de

preservacao linear.

Definicio 1.47. Dizemos que duas matrizes quadradas a,b € M,,(K) sdo equivalentes se exis-

tem p,q € GL,(K) tais que a = pbq.

Da Algebra Linear basica, podemos relacionar matrizes quadradas a operadores lineares de
um determinado espago vetorial de dimensdo finita. Assim, sendo V um espacgo vetorial de
dimensao n, podemos traduzir a defini¢do acima para operadores lineares de V. Diremos que
T,S € L(V) sdo operadores lineares equivalentes se existem operadores P,Q € GL(V) tais que
PSQ =T. Observe que matrizes semelhantes sdo matrizes equivalentes. Ademais, temos a

seguinte caracterizacao para essa defini¢ao:

Proposicao 1.48. Duas matrizes a,b € M, (K) sdo equivalentes se, e somente se, a tem o mesmo

posto que b.

Demonstracdo. SejaV um K-espago vetorial de dimensao finita n. Considere a identificagao de
aebporT e S, operadores lineares de V, respectivamente. Sabe-se que o posto de um operador
¢ a dimensao da imagem. Neste caso, dim T(V') e dim S(V) sdo finitas.

Desse modo, suponhamos que 7,5 € L(V) sejam operadores equivalentes, isto é, existem
P,Q € GL(V) tais que PSQ = T. Mostraremos que, nestas condigdes, S e T devem ter o0 mesmo
posto. Inicialmente, vejamos que SQ tem o mesmo posto de S. De fato, como V = Q(V) temos
S(V)=S(Q(V)), ou seja, S e SQ devem ter o mesmo posto.

Agora, veja que PSQ tem o mesmo posto de S. Suponha que dim SQ(V) =r=dim S(V) e
considere § = {vy,...,v,} uma base de SQ(V). Dessa forma, sendo P um isomorfismo, segue
que {P(vi),...,P(v;)} é um conjunto gerador e LI de P(SQ(V)). Dai,

{P(v1),...,P(vy)}
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¢ uma base de PSQ(V') com r elementos. Logo, dim PSQ(V) = dim SQ(V) = dim S(V). Por
fim, como PSQ(V) = T(V), devemos ter dim S(V) = dim PSQ(V) =dim T(V), isto é, Se T
possuem 0 mesmo posto.

Reciprocamente, suponha que dim T'(V) =m =dim S(V). Seja Q: V — V um isomorfismo.
Dai, Q(V) =V donde obtemos S(Q(V)) = S(V). Tomando B; = {S(v),...,S(vs)} uma base
paraS(V),emquev; € V =Q(V), existem uy, ..., u, € V elementos linearmente independentes

tais que v; = Q(u;), para 1 <i < m. Assim,

Br = {85(Q(u1)), ..., S(Qum))}.

Agora, considere B = {T(w1),...,T(wy)} uma base de T (V). Considere, entdo, uma base
de V dada por
B={TwW1),....T(Wm),Zm+1s--+2n}

obtida completando-se a base ;. Completando a base ; e reordenando se necessario, pelo
Teorema Fundamental da Algebra Linear, existe um tnico isomorfismo P: V — V tal que
P (T (w;i)) = S(Q(u;)) para 1 <i < m. Nestas condi¢des, temos que P;(T(V)) = SQ(V). To-
mando, P = (P;)~! segue que T = PSQ. [

O préximo exemplo € um tipico caso da drea de pesquisa de Problemas de Preservadores

Lineares.

Exemplo 1.49. Considere o anel M, (K). Suponha p,q € GL,(K) satisfazendo det(pq) = 1.
Considere ¢ : M,,(K) — M,(K) dada por ¢(x) = pxq. Jd vimos que ¢ é aditiva e é ficil ver que
também é linear. Ademais, temos que det(¢(x)) = det(x), para todo x € M, (K).

Neste caso, @ ¢ um operador linear que denominaremos de preservador linear da fungdo
determinante ou, de forma simplificada, de preservador de determinante. Na mesma linha de
raciocinio, sendo y : M, (K) — M, (K) dada por y(x) = px’q, em que x’ denota a transposta da
matriz x e p,q € GL,(K) com det(pg) = 1, temos que y também é um preservador linear da
fungdo determinante, uma vez que det(x) = det(x").

Um resultado interessante provado por Frobenius [ 10, apud Pierce e Li [21]] diz que todo
preservador de determinante tem a forma pxq ou px'q, para p,q € GL,(K) com det(pg) = 1.

Vamos agora adicionar mais um adjetivo para aplicacOes aditivas.

Definicao 1.50. Sejam A um anel e X um subconjunto de A. Uma aplicacdo f : X — A é dita

ser aplicagd@o comutante em X se
f)x=xf(x), Vx € X,

ou, equivalentemente, se [f(x),x] =0, para todo x € X.

Diremos que f € uma aplicagdo aditiva comutante em X se € aditiva e comutante em X.
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Exemplo 1.51. Seja A um anel. Observe que a aplicagdo Ids : A — A dada por Ids(x) = x
(identidade de A) é uma aplicagdo aditiva comutante em A. De maneira similar, a aplica¢do

nula de A em A é uma aplicacdo aditiva comutante em A.

Exemplo 1.52. Seja f: M, (K) — M,(K) dada por f(x) = ax+tr(x)I, para algum a € Z, em
que I denota a matriz identidade de M, (K). Temos que f é uma aplicacdo aditiva comutante
em M,(K).

Antes de prosseguir, mencionaremos uma identidade que ser4 util neste trabalho. Seja A um

anel, é facil verificar que
l[ab,c] = alb,c] + |a,c]b, paraa, b, c € A. (1.1)

Fazendo inducdo sobre n, podemos mostrar que
n
[araz---an,c] =Y ay---ai-1lai,clair1 -+ ap, (1.2)
i=1

para todos a;,c € A.

Vamos agora retornar a alguns exemplos.

Exemplo 1.53. Seja A um anel. Para cada b € A, definimos Ej: A — A dada por Ep(a) = ba.
Temos que Ep, é uma aplicagdo aditiva. Agora, supondo que b € Z(A), ndo ¢ dificil ver que
[Ep(a),a] =0, para todo a € A, isto é, Ej, é uma aplicacdo aditiva comutante. De maneira
andloga, temos as mesmas observagdes sobre a aplicagcdo Dy, de A em A dada por Dy(a) = ab.

Para se convencer dessas duas ultimas afirmagoes, basta aplicar a Eq. (1.1). Porém, isso
deixa de ser verdadeiro se b ndo for central. Para ver isso, considere A = M, (K) e tome a
aplicagdo E,,;: A — A dada por E,;(a) = e;ja, para i e j fixos em {1,2,...,n}. Notemos que
E,

tilltimo exemplo nos mostra que nem toda aplicacdo aditiva é comutante.

i (eji)eji = eijejieji =0, mas ejiE,, (eji) = ejie;jeji = eji sempre que i e j sdo distintos. Esse
Exemplo 1.54. Seja A um anel. Toda aplicacdo aditiva f: A — A é comutante em Z(A). Na
verdade, a aplicacdo ndo precisa ser aditiva para satisfazer a propriedade de ser comutante.
Para se convencer dessa ultima afirmacdo, considere A =R e tome f(x) = x%. Claramente,

qualquer elemento de R é central, porém f definida dessa maneira ndo é aditiva.

Exemplo 1.55. Seja f: M,(K) — M,(K) dada por f(x) = ax+ det(x)I, para algum a € Z,
em que I denota a matriz identidade de M,(K). Temos que f é uma aplicacdo comutante em

M, (K), no entanto ndo é aditiva.

Finalizaremos esta secdo com um resultado simples, mas que serd uma ferramenta funda-

mental para nossos resultados.

Proposicao 1.56. Sejam A um anel e f : A — A uma aplicacdo aditiva comutante em A. Entdo,

[f(x),¥] = [x, f()], para quaisquer x,y € A.
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Demonstragdo. De fato, pela aditividade de f e a defini¢do de aplicacdo comutante, dada acima,

tem-se

fa+y)x+y) = (x+y)fx+y) = (f(x)+ ) x+y) = x+y)(f(x)+ £())
= fy+f)x=xf(y
= f()y—yf(x) =xf(y
= [f(x),5] =[x, f )],

para quaisquer x,y € A. |

1.4 Derivacoes e Biderivacoes

Nesta secdo, traremos as defini¢des sobre aplicagdes chamadas de derivacdes e biderivagdes,
além de apresentarmos alguns resultados inerentes ao seu estudo. Chamamos a aten¢do do
leitor que esta secdo € de suma importancia em nosso trabalho, pois confere um suporte para
os resultados que serdo apresentados no Capitulo 2, os quais foram obtidos por Franca em [&].
Iniciemos definindo tais aplicagdes e fornecendo alguns exemplos.

Na texto redigido abaixo, quando ndo especificado, considere A um anel.

Definicao 1.57. Uma aplicagdo aditiva & : A — A é chamada de derivacdo se
8(xy) = 8(x)y +x8(y), Vx,y € A.

Claramente, a derivada de func¢des proveniente do cdlculo diferencial é um exemplo de

derivacdo. Vamos ver outro exemplo.

Exemplo 1.58. No Exemplo 1.44 temos aplicacoes aditivas que sdo derivacoes. Com efeito,
considere A um anel e a € A, arbitrdrio e fixado. Sendo f,: A — A dada por f,(x) = [a,x], para

X € A, segue que

Ja(xy) = [a,xy] = axy — xya = axy — xay + xay — xya
= (ax —xa)y +x(ay —ya)
= [a,x]y +x[a,y]
= fa(x)y +xfa(y).

De maneira andloga, tem-se que gy, (dada no Exemplo 1.44) é uma derivagdo.

Vamos agora introduzir uma pequena generalizacdo de aplicacdes aditivas.
Uma aplicacdo biaditiva refere-se a uma aplicacdo que ¢ aditiva em relag@o a cada uma das

suas varidveis independentes, em um contexto algébrico. Formalmente, sejam X e Y conjuntos
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ndo vazios, munidos de uma operacao de adi¢cdo. Uma funcdo f: X x X — Y é chamada de

biaditiva se satisfaz as seguintes condi¢des para quaisquer x,y,z € X:
@ flx+y,2) = flx2)+f(n2);
®) f(zx+y) = [(z%) + /().

Essencialmente, isso significa que f preserva a adicdo separadamente em cada argumento de
X xX.

Definiciio 1.59. Uma aplicacdo biaditiva A : A> — A é dita ser uma biderivacdo em A se é
uma derivagcdo em cada argumento, isto é, se para todo 'y € A fixado, tem-se que x — A(x,y) e

x +— A(y,x) sdo derivagoes.

Exemplo 1.60. Ndo é dificil ver que h: A> — A dada por h(x,y) = [x,y], para quaisquer x,y € A,

é uma biderivagdo.

Veja que, para todo A € Z(A), a aplicacdo f : A> — A dada por f(x,y) = Alx,y] é uma
biderivagdo. Denominaremos tais aplicacdes de biderivagoes internas.
Se A for um anel ndo comutativo onde todas as bideriva¢cdes sdo internas, entdo toda aplica-

cdo aditiva comutante f é da forma

fx) =Mt p(x),

comA€Z(A)eu:A— Z(A) sendo uma aplicagdo aditiva.
Com efeito, observe que 8(x,y) = [f(x),y], com x,y € A é uma bideriva¢do. Nio ¢ dificil
ver que § € biaditiva, pois o comutador € biaditivo e f € aditiva por hipétese. Ademais, fixe

Yo € A, arbitrario. Dados x1,x; € A temos

d(x1x2,y0) = [f(x1x2),¥0]-

Da Proposi¢do 1.56 e propriedade (1.1) temos

[f (x1x2),v0] = [x1x2, f (0)]
= x1[x2, f(vo)] + [x1, f (vo) |2
= x1[f(x2),y0] + [ (x1),y0]x2

= x10(x2,y0) + 6(x1,y0)x2.

Fixado xo € A, arbitrario, néo ¢ dificil ver que 8(xo,y) = [f(x0),y] é uma derivagio.

Sendo assim, existe A € Z(A) tal que d(x,y) = [f(x),y]
Dai, segue que [f(x) —Ax,y|] = 0, para todo y € A, isto é, f(x) —Ax € Z(A), para todo x € A.
Assim, fica bem definida u: A — Z(A) dada por u(x) = f(x) — Ax.

= A[x,y|, para quaisquer x,y € A.
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Portanto, para mostrarmos que uma aplicacdo f aditiva comutante em um anel A tenha
a forma f(x) = Ax+pu(x), com A € Z(A) e u: A — Z(A) € suficiente mostrarmos que toda

biderivacdo em A € interna.

Lema 1.61. Seja A uma biderivacdo em um anel A. Entdo, para quaisquer x,y,Z,u,v € A tem-se
A(x,y)z[u,v] = [x, y]zA(u,v).

Demonstragdo. Seja A uma biderivacao, isto €, uma aplicacdo que € uma derivagdo em cada ar-
gumento. Considere A(xu,yv) para x,y,u,v € A arbitrarios. Aplicando a defini¢do de derivagio

no primeiro argumento para A(xu,yv), obtemos
A(xu,yv) = A(x,yv)u + xA(u,yv).

Similarmente, aplicando a defini¢do de deriva¢do no segundo argumento para cada parcela

da soma, segue que
A, yV)u+ XA (1, y) = AGr, )y -+ YA(x, )i+ XA (1, y)v -+ xyA(u,v).

Logo,
A(xu,yv) = A(x,y)vu+ yA(x,v)u+ xA(u,y)v + xyA(u, v). (1.3)

Agora, aplicando primeiramente a defini¢do de derivag@o no segundo argumento em A(xu, yv),

obtem-se
A(xu,yv) = Alxu,y)v+ yA(xu,v).
Dai, aplicando a defini¢do de derivag¢ao no primeiro argumento de cada parcela da soma, tem-se
A(xu,yv) = A(x,y)uv + xA(u,y)v + yA(x,v)u + yxA(u,v).
Por conseguinte, de (1.3) e a igualdade citada imediatamente acima, segue que
A(x,y)uv + yxA(u,v) = A(x,y)vu + xyA(u,v),

ou seja,
A(x, y)[u,v] = [x,y]A(u,v), (1.4)

para quaisquer x,y,u,v € A.

Por fim, substituindo v por zv em [u,v] e A(u,v), para z € A arbitrario, tem-se

[u,2v] = [u,zlv+z[u,v] e Au,zv) = A(u,z)v+zA(u,v).
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Deste modo, em (1.4), obtemos
A(x, ) [u,zlv + A(x,y)zu, v] = [x, )] A(u, 2)v + [x, y]zA(u, v).

Lembre que A(x,y)[u,z]v = [x,y]A(u,z)v, uma vez que, por (1.4) vale A(x, y)[u,z] = [x,y]A(u,z).
Portanto,

A(x,y)zlu, v] = [x, ylzA(u, ),
para quaisquer x,y,z,u,v € A. [ |
Vamos agora aplicar nossa afirmacao anterior em um caso concreto.

Teorema 1.62. Seja A um anel com unidade tal que o ideal gerado por todos os comutadores em
A seja igual a A. Entdo, toda biderivacdo em A é interna. Consequentemente, toda aplicacdo

aditiva comutante f em A é da forma

f(x) =M p(x), (1.5)

comh€Z(A)eu:A— Z(A) sendo uma aplicagdo aditiva.

Demonstracdo. Seja A : A> — A uma biderivacdo. Por hipétese, sendo A um anel com uni-
dade gerado pelos comutadores como ideal, devem existir z;,u;,v;,w; € A, com i € [ tais que

Y i zi[ui, vilw; = 1. Deste modo, pelo Lema 1.61, observe que
Ax,y) = A(x,y) Y zilui vilwi = Y Alx, y)zi[ui, vilwi
i i
=Y [, y]ziA (ui, vi)wi

= [x,)] ZZiA(ui,Vi)Wi~

Como z;,u;,vi,w; € A sio fixos, tem-se que A(x,y) = [x,y]A, para quaisquer x,y € A, em que
A= ZiziA(ui, Vl')Wl' €A.
Afirmacdo: A € Z(A).

De fato, por um lado tem-se
A(x,yz) = [x,yz]A = [x,y]zh +y[x, 2]
e, por outro lado, tem-se
A(x,yz) = A(x,y)z+yA(x,z) = [x, yJAz+y[x, Z]A.
Considerando as duas dltimas igualdades, obtemos que [x,y|zA = [x, y]Az. Dai,

[X,y]Z?u— [xvyp\'z = 07
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ou seja,
[x,y][z,A] =0, (1.6)

para quaisquer x,y,z € A.

Agora, substituindo z por zw, com w € A arbitrario, em [z,A] tem-se
[zw, Al = [z, ]w+z[w, A]. (1.7)
Sendo assim, utilizando (1.7) em (1.6), segue-se que

X, ¥l[zw, A} = 0 = [x,¥] ([z, A]w +z[w, A])
= [xay] [Z77‘]W+ [X,y]z[w, M =0.

Ora, por (1.6) tem-se [x,y][z,A] = 0, para quaisquer x,y,z € A, donde obtém-se
[x, ylz[w, A] =0,

para quaisquer x,y,z,w € A. Portanto, [A,A]A[A,A] = 0. Agora, para todo x € A, observe que

[x,A] = (ZZi[Miyvi]Wz) [x,A] = Z:Zi[ui,vi]wi[x7 Al

Sendo [A,A]A[A,A] = 0, segue-se que [u;, vi]wi[x,A] = 0, donde obtemos [x,A] = 0, para todo
x €A, isto é, [A,A] =0, concluindo que A € Z(A).
Portanto, dadas as condi¢des do enunciado, toda biderivagdo A em A € interna. Por conse-

guinte, toda aplicacdo aditiva comutante f é da forma (1.5). |

Corolario 1.63. Seja A um anel simples com unidade. Entdo, toda aplicacdo aditiva comutante

f em A tem a forma dada em (1.5).

Demonstracdo. Se A é um anel comutativo, entdo Z(A) = A. Nestas condi¢des, tomando A = 0
e u = f, para qualquer aplicacdo f aditiva e comutante em A, segue o resultado.

Agora, se A é um anel ndo comutativo, entdo [A,A] # {0}. Como, por hipétese, A é um
anel simples, tem-se que os Unicos ideais bilaterais de A s@o os triviais. Dai, resta-nos que A
e o ideal gerado por todos os comutadores em A coincidem. O resultado segue aplicando o
Teorema 1.62. |

Nos resultados acima, ndo podemos retirar a hipétese da unidade. Com efeito, tomando A
um anel simples sem unidade com Z(A) = {04}, perceba que a aplicacdo identidade de A em
A é certamente comutante, no entanto nao pode ser expressa por Ax + u(x), com A € Z(A) e
u:A — Z(A), haja vista que o Z(A) é nulo.
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1.5 PI-algebras

Conforme ja foi mencionado na Introdugdo, PI-dlgebras e a Fl-teoria estdo relacionadas.
Nesta ordem, os conceitos de PI sdo cruciais para os resultados apresentados no nosso trabalho,
especialmente em relacdo as propriedades das matrizes e suas aplicagdes. Assim, dedicamos
esta secdo a descri¢do de alguns conceitos sobre dlgebras com identidades polinomiais (PI-
algebras), pois ha conceitos que aparecem em alguns resultados que utilizaremos como suporte.
Por exemplo, no Capitulo 3, mais especificamente no Teorema 3.11, temos o polindmio stan-
dard St4, o qual, pelos resultados relacionados ao Teorema de Amitsur-Levitzki!, sabemos que
a dlgebra das matrizes M, (K), para n = 3, ndo satisfaz. Este dltimo é um exemplo importante
que utilizamos para demonstrar certas propriedades das aplicagdes comutantes. Além disso, o
processo de linearizagdo € uma técnica recorrente nas provas dos principais teoremas apresen-
tados.

Diante disso, resolvemos trazer nesta se¢do, de forma breve e objetiva, uma nocao bdsica
sobre PI-dlgebras. Com essa breve introdu¢do, esperamos fornecer o embasamento necessario
para a compreensdo dos conceitos de PI que serdo utilizados ao longo do nosso trabalho. Aqui

nos baseamos nas referéncias [7, 12].

Observacao 1.64. Salvo mengdo em contrdrio, consideraremos no texto abaixo A uma dlgebra

associativa.

Seja X um conjunto enumerdvel e nao vazio. Os elementos x; de X, com i € I (I denota
um conjunto enumeravel de indices), sdo chamados de varidveis. Uma palavra em X € uma
sequéncia formada pela justaposi¢do de varidveis de X. Por exemplo, dado n € Ny = NU{0}, o
elemento x;, x;, - - - x;,, com x;; € X, € uma palavra de tamanho n. Quando n = 0, chamaremos tal
palavra de “palavra vazia” e denotaremos por 1. Além disso, tais palavras sdo nao comutativas.
Denote por S(X) o conjunto das palavras em X.

Seja K um corpo. Desse modo, para qualquer conjunto X, nio vazio, podemos definir a
K-élgebra K(X) com base S(X) e multiplicagdo estabelecida pela concatenacgio de palavras em
X dada por

(X Xy = X4, ) (X1 X+ 2 X, ) = Xy Xiy =+ Xy Xy Xy -2 X

Jn*
Dessa forma, dizemos que K(X) é a dlgebra associativa livre unitdria, livremente gerada por

X.
Agora, dado f € K(X), tem-se

f: Z 7\'mm7

meS(X)

onde A,, € K e o conjunto {A,, | A,y # 0,m € S(X)} é finito. Denominaremos os elementos de

K(X) de polindmios em varidveis ndo comutativas.

ide [7, p. 37]
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Devemos considerar também a dlgebra associativa livre ndo unitdria, a qual denotaremos
por Ko (X), que consiste dos polindmios de K(X) gerados por S(X)\ {1}.
Seja A uma dlgebra com unidade. Defina ¢ : K(X) — A tal que

(p<1> - IA € (p(xilxiZ o 'xim) - ailai2 o 'aim'

Nao € dificil ver que ¢ € um homomorfismo de dlgebras.

Dado um polindmio f = f(x1,x2,...,x,) € K(X), denotaremos por f(aj,az,...,a,) a ima-
gem de f por @. Observe que f(aj,as,...,a,) é o elemento de A obtido substituindo-se x; por
ajem f.

Definicao 1.65. Sejam A uma dlgebra e f = f(x1,x2,...,x,) € Ko(X), comn € N. Diremos que

f € uma identidade polinomial de A, se f(ay,ay,...,a,) =0, para quaisquer ay,ay,...,a, € A.

Podemos dizer que o polindmio nulo € uma identidade polinomial trivial. Agora, se A € uma
algebra que satisfaz alguma identidade polinomial ndo trivial f € Ko (X), dizemos que A é uma
Pl-dlgebra.

Exemplo 1.66. Algebras comutativas sdo exemplos de Pl-dlgebras, jd que tais dlgebras satis-

fazem f(x1,x2) = [x1,x2] = x1x2 — xpx1 como uma identidade polinomial.

Observacao 1.67. Seja A uma dlgebra nilpotente. Definiremos como indice de nilpoténcia de

A o menorn € N tal que aya, - - - a, =0, para quaisquer ay,ay, ... ,a, € A.

Exemplo 1.68. Algebras nilpotentes de indice n também sdo exemplos de Pl-dlgebras. Tais
dlgebras satisfazem a identidade polinomial f(xy,...,x,) = x1---x,. Isso ocorre porque, em
uma dlgebra nilpotente de indice n, qualquer produto de n ou mais elementos é igual a zero.
Um exemplo concreto é a dlgebra das matrizes triangulares superiores de ordem n com di-
agonal nula, denotada por NT,(K). Em NT,(K), todos os elementos sdo matrizes triangulares
superiores com zeros na diagonal, e o produto de quaisquer n — 1 matrizes desse tipo resulta na
matriz nula. Portanto, NT,(K) é nilpotente de indice n— 1 e satisfaz a identidade polinomial

f(x1,...,%,) =x1 - xp—1, confirmando que é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.69. Seja E a dlgebra de Grassmann. O polinomio f(xy,x2,x3) = [[x1,x2],x3] € de
fato uma identidade polinomial de E. Para entender isso, basta aplicar f nos elementos da

base de E, visto no Exemplo 1.40, e estender por linearidade.

Definigdo 1.70. Considere o polinomio f(x1,...,%m) = Lmesx) Amm € K(X). Diremos que f
€ um polinomio homogéneo em x; se o niimero de ocorréncias da varidvel x; em todas as suas
palavras, com N, # 0, for igual. Quando f é homogéneo em todas as suas varidveis, diremos
que f é multi-homogéneo e, denotando por Q; o niimero de ocorréncias de x; em f, para cada

ie{l,2,...,m}, am-upla (04,...,0) é chamada de multigrau de f.
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Exemplo 1.71. Considere my = x?x2x3x2x§, my = x%xyci e m3 = x1xpx3x4x5 palavras em K(X).

Defina o polinomio f = Aymy + homy + A3m3 € K(X), com A, 2,3 € K, ndo todos nulos.

Temos que [ é homogéneo em x3, mas ndo multi-homogéneo.

Exemplo 1.72. O polinémio comutador [x1,x3] = x1x —xpx1 € K(X) é um polinémio multi-

homogéneo.

E importante mencionar que nem todo polindmio em K(X) é multi-homogéneo. No en-
tanto, qualquer polindmio em K(X) pode ser escrito como uma soma de polindmios multi-
homogéneos, agrupando todas as palavras em f de mesmo multigrau cujo escalar € ndo nulo.
Tais parcelas serdo chamadas de componentes multi-homogéneas de f. Dessa forma, f é multi-
homogéneo se, e somente se, f possui uma tGnica componente multi-homogénea. Por fim, caso
f seja multi-homogéneo de multigrau (1,..., 1), diremos que f é um polinémio multilinear.

Um fato interessante, cuja demonstracio € simples e pode ser encontrada no livro de Gi-
ambruno e Zaicev [12, pag. 19], diz o seguinte: seja A uma K-dlgebra gerada como espaco
vetorial por um conjunto B sobre K. Se um polindmio multilinear f se anula em B, entdo f é
uma identidade polinomial de A. Assim, para polindmios multilineares, temos uma restri¢do de
verificacdo de elementos da dlgebra, o que nos permite identificar se um dado polindmio é ou

ndo uma identidade para a dlgebra.

Exemplo 1.73. Uma dlgebra associativa A de dimensdo finita, digamos dimA < n, satisfaz a

identidade standard de grau n:

Sta(x1,. . x0) = Y, (=1)%xg(1) - - - Xo(n) € K(X),

ceSy,

onde S, € o grupo simétrico das permutagoes de {1,2,....n} e (—1)° é o sinal da permutagdo
C € S,. Para entender isso, basta considerar que o polinémio dado é multilinear e aplicar o co-
mentdrio anterior utilizando como conjunto gerador uma base qualquer para A (para detalhes
vide [ 12, pdg. 12]).

Portanto, toda dlgebra de dimensdo finita é uma PI-dlgebra. Em particular, M,,(K) é uma
Pl-dlgebra.

Exemplo 1.74. (Teorema de Amistsur e Levitzki) A dlgebra M, (K) das matrizes de ordem n
satisfaz a identidade standard de grau 2n. Para mais detalhes veja [ ]2, Teorema 1.7.2, pdg.
16]. Ainda mais, em [7, Lemma 3.1.1., pdg. 37] é provado que a dlgebra das matrizes M, (K)
ndo satisfaz uma identidade polinomial de grau menor do que 2n. Por exemplo, M3(K) ndo

satisfaz o polindomio standard St4, que é uma das hipoteses presentes no Teorema 3.11.

Para concluir esta se¢do, abordaremos o processo de linearizagdo de um polindmio. Se-
gundo Bresar [4, pdg. 147], esse conceito € aplicidvel em diversas situacdes na Matematica.
Aqui, o utilizaremos para mostrar que ele pode ser empregado na transformacao de uma identi-

dade polinomial arbitraria em uma identidade multilinear.
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Dado um polinémio f(x,x2,...,x,) € K(X) multi-homogéneo, podemos obter um po-
lindbmio linear em uma varidvel x; por meio do processo de linearizacdo. Suponhamos que

degx1 f > 1. Consideremos y; e y, como varidveis distintas de x,x2, . ..,x,. Definimos

h(y17y27x23"'7xn) :f()’l +y23~x27"'7xn) _f(ylerv---:xn) _f(y27x23"-7xn)-

Neste caso, como & € ndo nulo, temos deg, f > deg, h,deg, h. Podemos realizar esse pro-
cedimento para cada varidvel x; até obtermos um polindmio de multigrau (1,1,...,1), ou seja,
um polindmio multilinear. Neste caso, se f € uma identidade polinomial, entdo /4 também é.
Esse comentario nos leva ao fato de que toda PI-algebra satisfaz uma identidade polinomial
multilinear.

O préximo exemplo servird para ilustrar o processo de multilinearizacdo, mas também ha

muitos exercicios contidos nas referéncias utilizadas.

Exemplo 1.75. Consideremos o polinomio f(x,y,z) = x*yz +yzx?. Vejamos como linearizar o

polinémio f. Considere hy(x1,x2,y,2) = f(x1 +x2,,2) — f(x1,%,2) — f(x2,¥,2). Temos

hy(x1,%2,,2) = (x1 +%2) 22+ y2(x1 +32)2 — (Fyz+y2x3) — (Byz +y23)
= x%yz —l—yzx% —l—x%yz —l—yzx% + (x1x2)yz + yz(x1x2) + (221 )yz + yz(x2x71)
— (x{yz+yaxt +x5yz+ yze3)

= X1X2YyZ + YZX1X2 + X0X1yZ + YZX2X]

é um polinomio multilinear.

Agora, para dar uma nog¢do do que serd trabalhado do processo de linearizacao em aplicacdes

multiaditivas em nossa redagdo a frente, temos os seguintes exemplos.

Exemplo 1.76. Considere A um anel e G : A> — A uma aplicacdo biaditiva. Agora, considere
T : A — A dada por T (x) = G(x,x) (maiores detalhes serdo vistos no Capitulo 3). Esta apli-
cagdo é o que denominaremos de traco de G. Quando T (x) for nula podemos linearizar T
obtendo a identidade G(x1,x3) + G(x2,x1) = 0. Com efeito, se T (x) = 0 para todo x € A, entdo
G(x1 +x2,x1 +x2),G(x1,x1) e G(x2,x2) sdo todos nulos, para quaisquer x1,x, € A. Dai, sendo

G uma aplicagdo biaditiva, segue que

0=G(x1+x2,x1 +x2) — G(x1,x1) — G(x2,X2)
= G(x1,x1 +x2) + G(x2,x1 +x2) — G(x1,x1) — G(x2,X2)
= [G(x1,x1) + G(x1,x2) + G(x2,x1) + G(x2,x2)] — G(x1,x1) — G(x2,x2)

= G(x1,x2) + G(xp,x1).

(
(

Exemplo 1.77. Similarmente, sejam A um anel e G : A> — A uma aplicacdo triaditiva (aditiva
em cada entrada). Considere T : A — A dada por T (x) = G(x,x,x). Quando T (x) for nula
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obtemos a identidade

Y G(xs(1):%5(2):%5(3)) = 0.
Com efeito, dados x1,xy € A temos
G(x1 +x2,x1 +x2,x1 +x2) = 0.
Agora, utilizando a aditividade de G em cada entrada, segue que

0= G(Xl +x2,x1 +x2,X1 +x2)
= G(xl,xl,xz) + G(xl,)Q,XI) + G(XQ,xl,xl) + G(xl,X2,X2) + G(XQ,XI,XQ) + G()Q,Xz,xl).

Usando o fato que G(x1,x1,x1) = G(x2,x2,x2) = 0 e substituindo x, por x» + x3, para x3 € A

arbitrdrio, temos

0=G(x1,x1,x2+x3) + G(x1,x2 +x3,x1) + G(x2 +x3,%x1,X1)
+ G(x1,x2 +x3,%2 +x3) + G(x2 +x3,x1,%2 + x3) + G(x2 + X3, X2 + x3,7)
= [G(x1,x1,%2) + G(x1,x1,x3)] + [G(x1,x2,x1) + G(x1,x3,x1)] + [G(x2,x1,x1) + G(x3,x1,X1)]
+[G(x1,x2,x0 +x3) + G(x1,x3,x2 +x3)] + [G(x2, X1, %2 + x3) + G(x3, X1, X2 + x3)]
+[G(x2,x2 +x3,%1) + G(x3,%2 +x3,%1)]
= [G(x1,x1,x2) + G(x1,x1,Xx3)] + [G(x1,x2,x1) + G(x1,x3,%1)] + [G(x2,x1,X1) + G(x3,X1,x1)]
+[G(x1,x2,%2) + G(x1,%2,x3) + G(x1,x3,X2) + G(x1,x3,x3)]

) )
+[G(x2,x1,%2) + G(x2,x1,x3) + G(x3,x1,x2) + G(x3,x1,X3)]
) )+

G(
+ [ (XZ,XQ,Xl +G(x2,X3,x1 <X3,X2,X1) +G(X3,X3,X1)]

Desse modo, realizando algumas contas segue que

0=G(x; +x2+x3,x1 +x2 +x3,x1 +x2 +x3) — G(x1,%1,%1) — G(x2,%2,%2) — G(x3,x3,x3)
— ([G(x1,x1,x%2) + G(x1,x1,x3)] + [G(x1,x2,x1) + G(x1,x3,x1)] + [G(x2,x1,x1) + G(x3,%x1,x1)])
—[G(x1,x2,x2) + G(x1,x2,x3) + G(x1,x3,x2) + G(x1,x3,x3)]
—[G(x2,x1,x2) + G(x2,x1,x3) + G(x3,x1,x2) + G(x3,x1,X3)]
—[G(x2,x2,x1) + G(x2,x3,x1) + G(x3,x2,x1 ) + G(x3,x3, X1 )]

= Z G x6(1)7x6(2)7x6(3))‘

cESs
E a afirmacdo segue.

Esse procedimento pode ser aplicado indutivamente para G : A” — A sendo uma aplicagdo

m-aditiva. Nos resultados do Capitulo 3 usaremos esse procedimento de linearizacao.
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1.6 Anéis de Fracoes de Martindale

Nesta ultima sec¢do do capitulo de preliminares, nosso objetivo € estabelecer algumas no-
coOes bésicas e apresentar resultados sobre Martindale Rings of Quotients, que traduziremos por
Anéis de Fracdes de Martindale, sem nos aprofundarmos em demonstragdes especificas dessa
constru¢do. Segundo BreSar em [4], a teoria de anéis de fracOes para anéis ndo comutativos
generaliza o estudo da dlgebra comutativa sobre anéis de fracdes. Na construcao de anéis de
fracdes, a propriedade de comutatividade € crucial e ndo pode ser desprezada.

No contexto de um anel ndo comutativo A, a construcao do anel de fracdes de Martindale
de A envolve consideragdes essenciais sobre os elementos do centro Z(A), que desempenham
o papel de “denominadores”. Nao nos aprofundaremos na construcao detalhada desse processo
aqui, pois nosso objetivo € oferecer uma introducdo sucinta a constru¢do do Anel de Fragdes de
Martindale, com o propoésito de familiarizar o leitor com os conceitos que serdo utilizados ao
longo deste trabalho.

E importante observar que todos os conceitos e resultados referentes a construgio para anéis
nao comutativos, assim como outros detalhes desta secdo, sdo abordados por BreSar em [4]. Por
esse motivo, optamos por omitir demonstracdes e alguns pormenores da construgao.

Dos conceitos a serem tratados temos como objetivo definir o Extended Centroid (Centroide
Estendido), o qual aparece em alguns resultados que foram utilizados para demonstrar os teore-
mas principais dos Capitulos 3 e 4, e dizer qual o centroide estendido de M, (K). Veremos que
os conceitos estudados aqui podem ser vistos como uma generalizacdao dos conceitos no estudo
de Algebras Centrais Simples. Sem mais, partimos para a construcio.

Seja A um anel primo ndo nulo. Considere X o conjunto de todos os ideais nao nulos de A.
Desta forma, X é ndo vazio, pois A # {04}, isto é, A € ¥. Ademais, X é um conjunto fechado
ao produto de ideais e, por conseguinte, a interse¢do finita de ideais. Com efeito, sendo A um
anel primo segue que IJ = {04} se I = {04} ou J = {04}, consequentemente, IJ # {04} para
I# {04} eJ#{04}. Como IJ CINJ, tem-se que INJ # {04} quando I # {04} e J # {04 }.

Antes de seguirmos adiante, é importante mencionar que um A-mdédulo M € uma estrutura
algébrica que generaliza a estrutura de espaco vetorial para anéis, ndo necessariamente comu-
tativos, permitindo que um anel aja sobre um conjunto de forma semelhante a multiplicagao
por escalar em um espago vetorial. J4 um A-homomorfismo f € uma aplicacdo entre dois A-
modulos que preserva a a¢do do anel A, ou seja, mantém a compatibilidade com as operacdes
de modulo. Observando um anel A como um A-mddulo (a direta ou a esquerda), temos que um
ideal de A é um A-mddulo (2 direta ou a esquerda respectivamente). Um A-homomorfismo €
uma generalizacdo da ideia de transformacao linear. Indicamos ao leitor as referéncias [4, 15]
para uma conversa mais detalhada sobre médulos.

Dando continuidade, considere I € X e f : [ — A um homomorfismo de A-mddulos a direita.
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Desse modo, considere o conjunto

X=A{(f,1) ] f:1— A éumhomomorfismo de A-médulos a direita,/ € L}.

(3 2

Defina a relacdo “~” em X dada por

(f,1) ~ (g,J) se f e g coincidem em algum K € X tal que K CINJ.

13 2

Nao € dificil ver que “~” é uma rela¢do de equivaléncia. Com efeito, (f,1) ~ (f,I) (refle-
xividade) é imediato e que se (f,I) ~ (g,J), entdo (g,J) ~ (f,I) (simetria). Agora, mostremos
a transitividade. Suponha que (f,1) ~ (g,J) e (g,J) ~ (h,K). Entdo, existem H;,H, € X, com
H, CINJeHy, CJNK, tais que f(x) = g(x) para todo x € Hy e g(y) = h(y) para todo y € H,.
Como H{,Hy € X, tem-se H3 = Hi NHy, € X, com H3 C H C Il e H3 C H, C K. Note que se
z € H3, temos z € Hy e z € H», donde f(z) = g(z) = h(z). Dai, f(z) = h(z), para todo z € H3.
Como H3z CINK, temos que (f,I) ~ (h,K).

Denotaremos por [f,I] a classe de equivaléncia determinada por (f,I) e por Q,(A) o con-
junto das classes de equivaléncia. Defina em Q,(A) as operagdes + : Q,(A) x O-(A) — Q,(A),
dada por

i1+ g J]=[f +&1INnJ]

e :0r(A)x0(A) = O,(A), dada por

[fvl] ’ [gv‘]] = [fogv‘ll]'

(13RS

Nestas condicdes, temos que “+ e sdo, respectivamente, as operacdes de adicdo e
multiplicagdo de Q,(A). Vejamos que ambas estdo bem definidas. Com efeito, considere
[f1,]+[f2, 2] € Or(A). Observe que fj o f; estd definida em I,I; C A. Ora, dado xy, comx € I
ey € I, desde que f> é um homomorfismo de A-médulo a direita, temos f>(xy) = f2(x)y € I;.
Como f; é uma aplicagdo aditiva, tem-se f>(I21}) C I.

Sendo assim, tome (f1,11) ~ (g1,J1) e (f2,12) ~ (g2,J2). Dai, existem K, K, € X tais que
KiChnh, K ChnJy, fi=g1emKj e f, =g em K. Observe que K1 MK, € X. Assim,
¢ imediato que f1+ f>» = g1 + g2 em K; N K3, ou seja (f] + f2,K ﬂKz) ~ (gl + 22,K] ﬂKz),
donde

0]+ 2, b] = [fi+ f2, KiNKa] = [g1 + 82, K1 N K| = [g1,J1] + (g2, 2]

Ademais, sendo Ki,K> € ¥, tem-se que K>K;| € X, pois KK € ndo nulo. Agora, sendo

H=gremKje f> e go homomorfismos de A-mddulo a direita, temos que
f(K2) = g2(K2) = fr(K2)K1 = g2(K2)K1 C K1 = fo(KaK1) = g2(K2K1) C K.

Como f; = g1 em K| e f»(K2K|) = g2(KxKy) =Y C K temos que f1(Y) = g1(Y), isto é,
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f1(f2(K2K1)) = g1(g2(K2K7)), ou seja, (f1 0 f2)(K2K1) = (g1 082)(K2K7), donde concluimos
que fiofr = g10g2em K>K, ou seja, (f1 o fo,hl) ~ (g10g2,J2J1). Dai,

L1, 0] f2, 2] = [fi0 fa, D] = [g1 0 g2,J2J1] = [g1,J1][82, /2]

Nio ¢ dificil de verificar que, sendo 0 0 homomorfismo nulo de A em A, tem-se que [0,A]
é o neutro aditivo (zero) de Q,(A) e que, sendo Id4s o homomorfismo identidade de A em A,
[Id4,A] é aunidade de Q,(A).

Com essas operagdes temos que Q,(A) é um anel com unidade.
Definicao 1.78. O anel Q,(A) é chamado de Anel de Fracoes de Martindale a Direita de A.

De forma andloga pode-se construir o Anel de Fracoes de Martindale a Esquerda de A, o
qual denotamos por Q;(A). Em geral, tem-se que Q,(A) 2 Q;(A).

Doravante, todos os resultados desta secao tém suas respectivas demonstragdes em [4, Chap-
ter 7, pag. 171].

Teorema 1.79. Seja A # {04} um anel primo e X o conjunto de todos os ideais néo nulos de A.

Entdo, Q,(A) tem as seguintes propriedades:
i. Qr(A) éum anel unitdrio contendo A como “subanel”;
ii. Paratodo q € Q,(A), existe I € ¥ tal que gl C A;

iii. Paratodo q€ Q,(A) el €%, gl =0 implica q=0;

iv. Sel€Xeef:1— Aéumhomomorfismo A-médulos a direita, entdo existe q € Q,(A) tal
que f(x) = gx para todo x € 1.

Além disso, se Q é um anel com as propriedades (a)-(d), entdo Q ~ Q,(A).
Proposicao 1.80. Se A é um anel simples com unidade, entdo A ~ Q,(A).

Demonstracdo. Suponhamos que A é um anel simples com unidade. Vejamos que A satisfaz as
propriedades (a)-(d) do Teorema 1.79, donde concluiremos que A ~ Q,(A).

Com efeito, é imediato que A satisfaz a propriedade (a). Como A € um anel simples tem-se
que £ = {A}. Dai, dado g € A é imediato que gA C A, donde obtemos a propriedade (b). Agora,
veja que para todo g € A tal que gA = {04}, segue do fato de A ter unidade que g € gA = {04},
ou seja, g = 04 e obtemos a propriedade (c).

Por fim, considere f : A — A um homomorfismo de A como A-mddulo a direita. Tem-se
que f(x) = f(14x) = f(14)x para todo x € A. Tomando ¢ = f(14) obtemos a propriedade (d).
Concluimos pelo Teorema 1.79 que A ~ Q,(A). [

Corolario 1.81. Seja M, (K) o anel das matrizes quadradas de ordem n sobre um corpo K.
Entdo, M, (K) ~ Q,(M,(K)).
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1.6.1 Centroide Estendido

Aqui ainda estamos considerando A um anel primo nao nulo e continuaremos denotando
por X o conjunto dos ideais ndo nulos de A. Também, quando necessdrio, evocaremos as pro-

priedades do Teorema 1.79.
Definicio 1.82. O centro do anel Q,(A) é o que chamaremos de centroide estendido de A.

Denotaremos o centroide estendido de A por C. Voltando para matrizes, temos que C = Z,
onde Z denota o centro de M,,(K). Mais geralmente, é possivel demonstrar que o centroide

estendido de um anel primo € um corpo, o que nos motiva a fazer as seguintes defini¢des.
Definicao 1.83. Seja A um anel primo ndo nulo. Entdo:

(a) Definimos o fecho central de A como sendo a C-subdlgebra de Q,(A) gerada por A, e o

denotaremos por Ay
(b) Dizemos que A é centralmente fechado se A = A.

Por fim, entenderemos por dlgebra prima centralmente fechada um anel primo centralmente
fechado visto como C-dlgebra, e assim dizemos que uma K-dlgebra prima A é uma algebra

prima centralmente fechada sobre K se é unitdria e C =Z(A) = K- 14.

Entendemos que existem vdrias vertentes e resultados que podemos abordar nesta teoria.
Entretanto, mencionaremos um tultimo resultado, lembrando que esses e muitos outros resulta-

dos podem ser encontrados na referéncia [4].

Proposicao 1.84. A K-dlgebra das matrizes quadradas de ordem n é uma dlgebra prima cen-

tralmente fechada.

Este tltimo resultado informa-nos que uma 4lgebra prima centralmente fechada pode, assim,

ser considerada uma generalizacdo da noc¢ao de dlgebra central simples.



CAPITULO 2

Aplicacbes Comutantes Sobre Matrizes

Sejam A e B anéis, e J um subconjunto ndo vazio de A. Uma aplicag¢do o.: J — B é chamada
preservadora da comutatividade se, para quaisquer x,y € J, [x,y] = 0 implica [o(x),o(y)] = 0.
Observe que os homomorfismos de Lie sdo exemplos de aplicagdes que preservam a comutati-
vidade. No problema que estudaremos agora, buscaremos descrever aplicagdes que possuem a
propriedade comutante, o que €, em principio, mais dificil do que descrever os homomorfismos
de Lie. Mas, € claro, nos limitaremos a algumas situacdes menos gerais do que no caso dos
homomorfismos de Lie.

A partir de agora, concentraremos nossos estudos a cerca de aplicagdes aditivas definidas
sobre a algebra de matrizes M, (K) em si mesma, com a propriedade de serem comutantes,
a qual denominaremos de aplicacées comutantes, em subconjuntos de matrizes que nao sao
fechados sob a adi¢do. A saber, temos como propdsito descrever tais aplicacdes comutantes no
subconjunto das matrizes singulares e também no subconjunto das matrizes invertiveis. Neste
capitulo, apresentaremos os resultados que foram obtidos por Fran¢ca em [8]. Ademais, o leitor
pode recordar sobre aplicagdes aditivas e comutantes na Se¢do 1.3.

Franca destaca em [8] que os resultados da teoria de identidades funcionais apresentada
por Bresar, et al. em [5] foram obtidos apenas para conjuntos que sdo fechados sob a adi¢do.
Desta forma, o que vamos apresentar neste capitulo tem como objeto de estudo uma extensao
de resultados da teoria de Identidades Funcionais! para subconjuntos da 4lgebra de matrizes

M, (K) que ndo sdo fechados sob a adi¢do.

'Para o estudo de Functional identities indicamos ao leitor a referéncia [5]

32
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2.1 Aplicacoes Comutantes em Matrizes Singulares

O teorema a seguir é o primeiro resultado que apresentaremos e diz respeito a aplicagcdes
comutantes sobre o conjunto das matrizes singulares, as quais podemos descrever sua forma.

Lembramos que, no que se segue, 2 denota o centro da algebra M, (K).

Teorema 2.1. Seja G : M, (K) — M,(K) uma aplicacdo aditiva tal que
G(x)x =xG(x), Vx € M,(K), singular.
Entdo, existe um elemento A € Z e uma aplicacdo aditiva u : M,(K) — Z tal que
G(x) = A+ pu(x), Vx € My(K).

Demonstracdo. Suponhamos que G(x)x = xG(x) para toda matriz singular x de ordem n. Con-
sidere z,w € Z arbitrdrios. Note que (z/) - ¢;; = ze;j, com z € K, é uma matriz singular, para
quaisquer i, j € {1,...,n}. Ademais, observe que ze;; + wey; é sempre uma matriz singular para

n>3ei,jkle{l,...,n}. Logo, paran > 3, tem-se
G(zeij+wey)(zeij +wey) = (zeij +wei)G(zeij +weg).
Usando a distributividade na dltima igualdade, obtemos
G(zeij +wep)zeij + G(zeij + wep ) wey = ze;jG(zeij + wep) +we G(zeij + wex).
Utilizando a aditividade de G, por um lado da igualdade supracitada obtemos
G(zeij)zeij+ G(zeij)wew + G(wey)zeij + G(wek ) wey
e, por outro lado, obtemos
ze;jG(ze;j) +wepG(ze;j) +zeijG(wey) + weg G(wey;).

Comparando as expressdes obtidas e usando a hipdtese sobre matrizes singulares, ou seja, o

fato que G(ze;j)zeij = zeijG(zeij) € G(wey )wey = weg G(wey;) tem-se a seguinte igualdade
G(zeij)wew + G(wey)zeij = zejjG(wey) +we G(zeij). 2.1

Provaremos que tal igualdade obtida ainda € vdlida quando n = 2. De fato, ndo € dificil ver
que ze;; +we;p, € zej; +wep,; sdo singulares quando p # i. Logo, aplicando a hipdtese, tem-se

G(zeii +weip)(zeii +weip) = (zeii +weip)G(zei; +wejp). Observe que vale (2.1) para este caso,
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ou seja,

G(zeii)weip + G(weip)zeii = zeiiG(weip) + weipG(zeii),

quando p # i. Procedemos de maneira inteiramente andloga para ze;; + we;.
Agora, para qualquer y € Z tem-se yej; € uma matriz singular. Logo, devemos ter que

G(yell)yen = yenG(yeH). Daf, COmo €11 - e22 = 0= €72 - e1] Segue que

0= G(yer1)yer1ex = ye11G(yer1)ea.

Como

enG(yer1)yer1 = exnye1G(yeir) =0,

tem-se exoye] = y(ex - eq1), uma vez que y € Z.
Ademais, usando o fato de y ser invertivel, segue que exnG(yer;)er; = e11G(ver1)ex =0,
donde

G(yei1) =DbG(yei1)h = (e11 +e22)G(yer1)(e11 +e2)
=e11G(yer1)er1 +e11G(yer1)en +enG(yerr)err +enG(yeri)exn
=e11G(yer1)e11 +enG(yer)ern.

Repetindo de forma anédloga a argumentacdo anterior, tem-se
G(yen) = e11G(yex)e11 +enG(yexn)ern,

para qualquer y € Z.
Assim, veja que G(yej;) comuta com xep; e G(yey;) comuta com xejj, para quaisquer

x,y € 2. Ora, lembrando que (e;;)* = e;;, segue que

G(yei1)xexn = (e11G(yer1)er1 +enG(yer1)ex)xexn
= (e22G(ye11)ex)xexn
= Xeé) G yen)(egz)

(
= xenG(yer1)exn
= x(e22)*G(yer1)en
= xexn(e2nG(yer1)en)

=xexn(e11G(yerr)err +enG(yverr)exn) = xenG(veit).

A conta é inteiramente andloga para ver que [G(yeyz),xe11] = 0. Sendo assim, usando que

[G(ye11),xexn] = [G(yex),xe11] = 0 e a hipdtese de que [G(xexn),xexn| = [G(xerr),xe11] =0,
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para quaisquer x,y € 2, segue que

G(ze11 +wen)(ze11 +wexn) = G(ze11 +wexz)ze1 + G(ze11 +wex)wean
= G(ze11)ze11 + G(ze11)weny + G(wexn)zer1 + G(wexn ) wen
=ze11G(ze11) +wenG(zer1) +ze11G(we) +wexnG(wern)
=ze11G(ze11 +wenn) +wenG(ze +wea)

= (ze11 +wen)G(ze11 +wenn).
Por conseguinte, nds obtemos que
G(ze11)wexr + G(wenn)zer) = ze11G(wean) +wenG(zeqt).

Agora, considere a matriz B = ze11 +we2 +ze21 +wepn, com z,w € Z arbitrdrios. E notdrio

que B é singular. Logo, vale que G(B)B = BG(B), isto é,

G(ze11 +weia +zea1 +wenn)(zer1 +wern +zex1 +wenn) =

(ze11 +weyn +zea1 +wen)G(zer1 +wein +zea1 +wenn).
Por um lado, o primeiro membro da igualdade anterior tem a forma

G(Ze11)(ze11 +weqr +zex1 + Wezz) -+ G(welz)(zen +weqn +zep1 + Wezz)+

G(Z€21 ) (ze11 +werr +zex1 + Wezz) -+ G(Wezz)(zeu +weqr +zea1 + Wezz).
Ja o outro membro tem a forma

(Zen +wei2 + ze2 +W622)G(Z€11) -+ (Z€11 +werr +2ze21 +W€22)G(W€12)+

(ze11 +weir +zea1 +wenn)G(zear) + (zer1 +wein +zez1 +wexn)G(wen).
Pelo que j4 foi argumentado para n = 2, sabe-se que

G(zeij)weip + G(weip)zeii = zeiiG(we;p) +weipG(zeii), quando p #1i,

G(ze11)wexs + G(wenn)ze11 = ze11G(wenn) +weanG(zer)

e, também das hipéteses, que [G(ye;;),ye;;] = 0 para quaisquer z,w,y € Z. Mediante ao que
foi obtido, fazendo a distributividade dos dois lados da igualdade, ver-se que alguns termos se

cancelam e ndo € dificil ver que
G(wein)zez1 + G(zea) )werr = we12G(zea1) + ze21G(wey?).

Deste modo, (2.1) vale para n = 2 e, consequentemente, para todo n € N. Agora, conside-
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rando uma matriz x € M, (K) dada por x = } x;je;j, temos que

G(x)x =G (Yxijeij) (Y xijeis) = (G (xijeij)) (L xijei)
Neste ponto, utilizaremos as igualdades

G(zeij)zeij = zeijG(zeij);
G(zeij)wew + G(wep)zeij = zeijG(wey) +we G(zeij),
para se obter G(x)x = xG(x), para toda x € M,,(K).

Portanto, sendo G uma aplicacéo aditiva comutante em M, (K), que é um anel simples com

unidade, o resultado segue pelo Corolério 1.63. |

2.2 Aplicacoes Comutantes em Matrizes Invertiveis

Agora, temos como objetivo estudar aplicacdes comutantes sobre o conjunto das matrizes

invertiveis. Para inicio de conversa, vamos a um resultado auxiliar.

Proposicao 2.2. Seja K um corpo com mais de dois elementos, ou seja, |K| > 2. Considere

G : M, (K) — M,(K) uma aplica¢do aditiva tal que
G(x)x = xG(x), Vx € GL,(K).

Entdo, G(z) € Z, para todo z € Z.

Demonstragdo. Considere e;j, com i # Jj, isto €, uma matriz unitdria ndo diagonal e, desde
que K # {0} considere z € Z um elemento nao nulo. Observe que a matriz I 4 ¢;; é uma
matriz invertivel. Ora, sendo |K| > 2 segue-se que existe A € K~ {0} tal que u =A(I+¢;;) e
v =z+u=z+ A +e¢;;) sdo matrizes invertiveis. Perceba que no caso em que |K| = 3, ou seja,
K ~ Z3, bastaria tomar Al = z # 0 e terfamos Al 4z # 0.

Desta forma, por hipétese, tem-se [G(u),u] = 0 = [G(z),z] = [G(v),V]. Logo, substituindo
v = z+u, da hipotese de G ser aditiva e do fato de z € Z, segue que

G(z+u)(z+u) = (z4+u)G(z+u),
donde temos [G(z) + G(u)](z+u) = (z+u)[G(z) + G(u)]. Dai, resulta que
G(2u+Gu)z =uG(z) +zG(u),

isto é, G(z)u = uG(z).
Substituindo u = A(I+e¢;;) = M +Ae;j, com i # j, temos G(z) (M +Ae;j) = (M +Xe;j)G(z).
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Logo,
G(Z))\J—f— G(z)?ue,-j = A.IG(Z) + XeijG(Z),

isto é, G(z)Ae;; = Ae;jG(z). Dai,
G(2)eij = €;jG(2)

pois M € Z e A € K sdo invertiveis. Em outras palavras, [G(z),e;j] = 0.

Agora, veja que
[G(2), eii] = [G(2), eijeji] = [G(2), eijleji +eij[G(2), €]

onde j # i, ou seja, [G(z),e;j] = [G(z),e;;] = 0. Portanto, [G(z),e;] = 0. As duas dltimas
afirmagdes nos levam a conclusdo de que G(z) comuta com qualquer matriz elementar e, por

conseguinte, [G(z),A] = 0 para qualquer A € M,,(K), o que conclui o resultado desejado. W

Caso o corpo base K contenha elementos suficientes, ou seja, mais elementos que a ordem
das matrizes, a descri¢do das aplicacdes comutantes sobre o conjunto das matrizes invertiveis
pode ser obtida quase que imediatamente. Destacamos isso separadamente, pois a técnica utili-

zada traz uma prova rapida e simples para o resultado que apresentamos.

Proposicao 2.3. Sejam n € N e K um corpo de cardinalidade |K| > n > 2. Considere uma
aplicagdo aditiva G : M,(K) — M, (K) satisfazendo

G(x)x = xG(x), Vx € GL,(K).
Entdo, existe um elemento \ € Z e uma aplicagdo aditiva u : M, (K) — Z tal que
G(x) = A+ u(x), Vx € M, (K).

Demonstrag¢do. Considere x € M,(K) arbitrdria. Se x for uma matriz invertivel, é imediato
da hipétese que G(x)x = xG(x). Agora, sendo |K| > n > 2 e supondo que x seja uma matriz
singular, tem-se que existe z € Z tal que z+x é uma matriz invertivel. Com efeito, considerando

px(t) o polindmio caracteristico da matriz x, tem-se que
px(t) = det(x —1¢I).

Como py(t) tem grau n, podem existir, no maximo, n raizes distintas (no caso em que py(t)
tiver todas as raizes com multiplicidade 1 em K) de p,(¢) em K, isto é, Aj, ..., A, € K tais que
px(Aj) =det(x—A;l) =0, com 1 < j < n. Dai, como |[K| > n segue que existe A € K tal que

det(x — AI) # 0. Logo, tomando z = —Al, tem-se que x + z é uma matriz invertivel.
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Deste modo, aplicando a hipétese, veja que

G(z+x)(z+x) = (z+x)G(z+x)
= G(2)z+ G(2)x+ G(x)z+ G(x)x = zG(2) + xG(z) + 2G(x) + xG(x).

Da Proposicido 2.2 tem-se G(z) € Z, e usando que z € Z, obtemos que
G(x)x = xG(x),

quando x € singular. Portanto, o resultado segue pelo Teorema 2.1. |

Veja que, sob as hipdteses dadas na proposicao acima, na argumentagao utilizada nao preci-
samos nos preocupar com o fato de x ser uma matriz invertivel ou ndo invertivel, pois o fato de
que px(t) tem grau n, para qualquer matriz x € M, (K), e |K| > n, garante a existéncia de A € K
tal que x + Al é uma matriz invertivel.

Provaremos agora um resultado mais geral, assumindo apenas que |K| > 2.

Observacao 2.4. Antes de prosseguirmos, observemos que, sob a hipotese de p ser um niimero
primo, se K = 7Z,, entdo uma aplicagao aditiva G : My,(Zp) — My(Zp,) é também linear. Com

efeito, dado n € Z, temos que

G(nx) =G(x+---+x) =nG(x),Yx e My(K), n € Z).

(n—vezes)

Teorema 2.5. Sejam K um corpo de cardinalidade |K| > 2 e n > 1 um niimero natural. Consi-
dere G : M,,(K) — M, (K) uma aplicagdo aditiva tal que

G(x)x =xG(x), Vx € GL,(K).
Entdo, existe um elemento A € Z e uma aplicagdo aditiva u : M, (K) — Z tal que
G(x) = A+ pu(x), Vx € My(K).

Demonstracdo. Considere z € Z, arbitrdrio fixo. Como |K| > 2, é possivel obter a = a(z) € K,
ndo nulo, tal que ze;; +al é uma matriz invertivel. Na condi¢do em que i # j € facil observar
tal afirmacdo. Na condi¢do em que |K| > 3 ndo é dificil observar tal afirmac¢do, mesmo para
i = Jj, pois K possui uma boa quantidade de elementos. Agora, se |K| =3 e i = j, entdo tem-se
K ~ Zj3 e daf, dado z € {0, 1,2}, ndo € dificil obter a € {1,2} de tal sorte que a+z # 0, o que
nos permite observar que ze;; +al é uma matriz invertivel, com i € {1,...,n}.

Como al € Z tem-se, da Proposi¢do 2.2, que G(al) € Z. Com isso, lancando mao da
hipétese e da aditividade de G, temos que G(ze;j + al)(ze;j + al) = (ze;j + al)G(ze;j + al)
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resulta em:
G(zeij)zeij+ G(zeij)al + G(al)ze;j + G(al)al = ze;;G(zeij) +alG(ze;j) +ze;jG(al) + al G(al).

Assim, G(ze;j)zeij = zeijG(ze;j) para quaisquer i, j € {1,...,n} e z € Z, arbitrdrio fixo.

Agora, considere i,j € {1,...,n} e z,w € Z arbitrarios. Achamos interessante excluir de
nossa andlise o caso n = 2 por dois motivos: primeiro, ele € obtido de forma alternativa na
proposicao anterior, e o outro motivo é que pode acontecer alguns problemas na utiliza¢ao dessa
técnica, como veremos no paragrafo posterior. Assim, tomando n > 2 e supondo, inicialmente,
que i # j, desde que |K| > 2, existe a = a(z,w) € K~ {0} tal que (ze;j + wey) +al é uma
matriz invertivel, com &,/ € {1,...,n}. Pode-se fazer uma andlise semelhante & anterior para a
matriz wey; + al e observar que esta é uma matriz invertivel, para k,/ € {1,...,n}.

Vamos dedicar um tempo a explicar o motivo da retirada de nossa andlise do caso em que

n = 2. Para este caso, tome K ~ Z3 e observe que a matriz (ze;; + wey;) + al possui uma das

A=W ) w2 (V).
0 a zZ a

O caso das demais possibilidades de matrizes quadradas de ordem 2 envolvendo z,w,a € Z3,

seguintes formas:

com a # 0, resume-se a analisar os casos anteriores. Recorde que a € {1,2}. Assim, a®> = 1.
Observe que a escolha de w = —a implica que a matriz A ndo € invertivel, o que nos da um
problema para seguir com a demonstracdo. No caso da matriz B se z ou w for nulo, entao
detB =a> =1+ 0 e B é invertivel. Logo, suponha w e z ndo nulos. Deste modo, temos algum
problema nos casos z=w = 1 ouz = w = 2. Note que zw = 1 e daf detB = a*> — 7> = 0.

Entdo, quando n = 2, temos que |K| > n =2 e o resultado segue pela Proposicdo 2.3.
Portanto, devemos apenas considerar n > 3 e, consequentemente, a matriz (ze; i+ wey) + al
¢ invertivel.

Devido aos comentdrios anteriores, segue por hipdtese que
G((zeij+wex) +al)((zeij+wew) +al) = ((zeij +wex) +al)G((zeij +we) +al).
Da aditividade de G, por um lado da igualdade, obtemos
G(zejj+wek)(zeij+wer) + G(zeij +wey)al + G(al) (zeij +weyy) + G(al )al.
Por outro lado,

(zeij+wei)G(zeij+wey) +alG(zeij +wey) + (zeij +wew)G(al ) +al G(al ).
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Agora, do fato de que [G(ze;j),zeij] =0, al € Z e da Proposi¢do 2.2, resulta
G(wey)zeij + G(zeij)wer = we G(zeij) +zeijG(wep ), 2.2)

para quaisquer k,/ € {1,...,n} e quaisquer z,w € Z.

Mostraremos que a Equacido (2.2) vale quando i = j. Sendo i = j, quando k # / ndo hd nada
0 que provar, basta observar o que foi feito anteriormente. LLogo, suponha que i = j e k = [.
A principio, sem perda de generalidade, considere k # i. Veja que, quando |K| > 4, tomando
z,w € Z, existe a(z,w) € K ndo nulo tal que ze;; + weyy + al é uma matriz invertivel. A dltima
observacao segue facilmente escolhendo um elemento nao nulo a diferente dos opostos aditivos
de z e w. Desta forma, seguindo passo a passo o que foi feito no caso em que i # j, tem-se que
vale a Equagdo (2.2) quando i = j, k=1,i # ke |K| > 4.

Sendo assim, vejamos o caso em que |K| = 3, ou seja, K ~ Z3. Inicialmente, observe que

eii + exx + 1 € uma matriz invertivel. Desta forma, segue que
G(eii+ew +1)(eii +ew +1) = (eii + e +1)Gleii + e +1).
Da aditividade de G tem-se

Gleii + ek ) (eii +exx) + Gleii +exx ) I+ G(I) (eii +exr) + G(I)I =
(eii + exk)G(eii +exx) +1G(eii + exx) + (eii + exx) G(I) +1G(I).

Da Proposigdo 2.2, concluimos que G(e;; + exx ) (€ii + exr) = (eii + exx) G(eii + exx ). Por conse-
guinte,
Gleii)ew + Gek)eii = €iiG(exr) + exGleir).

Sabendo que z € Z ~ K ~ Z3 segue que G(zx) = zG(x), para quaisquer x € M, (K) e z € Z.

Sendo assim, multiplicando ambos os lados da equagdo acima por zw, com z,w € Z, segue que

zw[G(e,—,-)ekk + G(ekk)eii] = ZW[eiiG(ekk) + ekkG(e,-i)]
= wG(eii)ew +2wG (e ) eii = zweiiG (e ) + zwer G eii)
= ZG(eii)wekk + wG(ekk)Zei,' = Zeiin(ekk) + WekaG(e,-i)

= G(zei))wew + G(weg )zeii = zeiiG(wer) +wer G(zeii) -

Assim,

G(wekl)ze,-j + G(zeij)wekl = wele(zeij) +Z€ijG(W€k1)

é vélida para quaisquer i, j,k,/ € {1,...,n}. Portanto, da aditividade de G e do fato de M,,(K)
ser aditivamente gerada como espago vetorial pelas matrizes elementares ¢;;, concluimos que
G(x)x = xG(x), para todo x € M, (K). Portanto, do Coroldrio 1.63, tem-se o resultado. |
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O préximo exemplo mostra a importancia da exigéncia, no Teorema 2.5 e na Proposicao

2.2, do corpo K ter pelo menos trés elementos. Vejamos:

Exemplo 2.6. Seja K =7, e considere M»>(K). Desta forma, o conjunto de matrizes invertiveis

de M»(K) é composto pelos seguintes elementos:

P roy AN toy (o1}, AN (O
= y A2 = ) A3 = , A4 = y A5 = , € Ag = .
o) o) i) o) 1o =11 1

Nio é dificil ver que {A},A,A3,As} é uma base para o K-espaco vetorial M,(KK). Deste
modo, pelo Teorema Fundamental da Algebra Linear, existe uma tnica transformacio linear
G : M (K) — M, (K) dada por G(A) = G(As) = As e G(A,) = G(A3) = 0,. Nestas condigdes,

G € uma aplicagdo aditiva e tem-se que
G(A4) = G(A2 —|—A3) = G(Az) —l—G(Ag) =0ye G(A6) = G(A1 —l—As) = G(Al) + G(As) = 0,.

Nao é dificil ver que [G(A1),A1], [G(A2),A2], [G(A3),A3], [G(A4),A4], [G(As),As] e [G(Ag),Aq]
sdo todos nulos, isto é, G é uma aplicacdo comutante nos invertiveis de M (K). Entretanto,
G(A}) ndo é um elemento do centro Z de M,(K) e, por maior razdo, G ndo assume a forma
G(x) = Ax+ u(x) para todo x € M (K).

Concluamos este capitulo com um corolério facil, apenas para ilustrar como o Teorema 2.5

pode ser aplicado a algumas questdes de Algebra Linear.

Corolario 2.7. Seja K um corpo de cardinalidade |K| > 2 e n > 1. Considere uma aplicacdo
aditiva G : M,(K) — M,(K) tal que para todo automorfismo interno @ : M,,(K) — M,,(K) as
aplicagcoes G e © comutam, isto é, G(9(x)) = 9(G(x)) para todo x € M, (K). Entdo, existe um
elemento N € Z e uma aplicagdo aditiva p : M,(K) — Z tal que

G(x) = A+ u(x), Vx € M, (K).

Demonstrag¢do. Dado ¢ : M, (K) — M, (K) um automorfismo interno, existe y € GL,(K), tal
que ¢(x) =y~ 'xy, para todo x € M,(K). Denotemos ¢ por ¢, com y € M,(K). Desta forma,
para todo y € GL,(K), segue por hipdtese que

Gy~ ') = G(y(x)) = ¢,(G(x)) =y~ G(x)y

para todo x € M,,(K). Logo, considerando x = y segue que G(y) = G(y~'yy) = y"'G(y)y e dai
yG(y) = G(y)y, para todo y € M,,(K) invertivel.
O resultado segue do Teorema 2.5, uma vez que G € uma aplicacdo aditiva comutante sobre

o conjunto de matrizes invertiveis de M, (K). [



CAPITULO 3

Tragcos Comutantes de Aplicagdes m-aditivas em
Matrizes Especiais

O capitulo anterior descreve a obtencao completa de aplica¢des aditivas comutantes sobre
a dlgebra de matrizes M, (KK), considerando apenas seus elementos invertiveis ou singulares.
Um resultado geral relacionado pode ser encontrado nos trabalhos de BreSar [1]. Seguindo
essa linha de raciocinio, podemos também considerar aplicacdes multiaditivas. Em particular,
destacamos as aplicagdes tracos, que consistem em uma aplicacdo sobre algum anel A definida
por ¢: A — A tal que g(x) = B(x,x), parax € A, onde B: A x A — A é uma aplicagfo bilinear.
A descric@o completa dessa ultima aplicacdo foi obtida por BreSar em [2].

Naturalmente, um questionamento factivel € o de como obter o dltimo resultado citado
de BreSar nas condicdes do capitulo anterior, ou seja, considerando aplica¢des tragos sobre
matrizes invertiveis ou singulares. Também, seguindo a ideia anterior, podemos generalizar
a nocdo de traco para aplicagdes multiaditivas. Neste capitulo, apresentaremos os resultados

obtidos por Franca em [Y].

3.1 Aplicacoes Multiaditivas

Nesta secdo, consideraremos algumas nocdes iniciais e resultados preliminares que serdo
importantes para o desenvolvimento deste capitulo. Faremos uma generalizacao dos conceitos

de aplicacdes aditivas e aplicacdes comutantes vistos na Secdo 1.3 para aplicagdes multiaditivas,

42
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as quais trabalharemos sob a condicao de serem também comutantes.
Inicialmente, sejam A um anel e B um subgrupo aditivo de A. Recordemos que uma aplica-
¢do f de A em B é chamada de comutante em B se [f(x),x] = 0, para todo x € B. Aqui, [x, Y]

denota o comutador xy — yx, para todo x,y € B.

Definicao 3.1. Sejam A um anel e m um inteiro positivo. Uma aplicagdo G : A — A é dita
m-aditiva se G é uma aplicacdo aditiva em cada uma de suas componentes, ou seja, se para

Aly. ey Qiy XiyYisQit 1y -0y € A, vale
Glay,...,xi+Yi,--,am) =G(ay,....Xiy....am) +G(ay,....,yi,---,am),

paral <i<m.

Exemplo 3.2. Sendo A um anel, considere g : A™ — A dada por g(ay,...,an) = ajay---ap.

Nao é dificil ver que g é uma aplicagdo m-aditiva.

Exemplo 3.3. Seja A um anel. Considere a aplicagdo f : A> — A dada por f(a,b) = [a,b),

para a,b € A. Temos que f é uma aplicagdo biaditiva. De fato, veja que
fx+y,b) = [x+y,b] = (x+y)b—b(x+y) = xb—bx+yb—Dby = [x,b]+[y,b] = f (x,b) + f(y, ).

De forma andloga, tem-se f(a,x+y) = f(a,x)+ f(a,y).

Exemplo 3.4. Considere a aplicagdo biaditiva f dada no exemplo anterior. Defina G A3 A
dada por G¢(a,b,c) = [f(a,b),c], com a,b,c € A. Temos que Gy é uma aplicagdo triaditiva.

Com efeito, observe que

Gr(x+yb,c) = [f(x+yb),c] = [f(x,b) + f(y,b),c]
[f<x7b)7c] + [f(yvb)7c] = Gf<x7bvc) +Gf(y7b7c>7

para quaisquer x,y,b,c € A. De maneira andloga, ver-se que
Gyla,x+y,c) =Gyrla,x,c)+Gpla,y,c) e Gyla,b,x+y)=Gys(a,b,x)+Gr(a,b,y).

Observacao 3.5. Esta ideia pode ser utilizada para qualquer aplicacdo f biaditiva e, ainda
mais, ela pode ser generalizada para aplicacoes multiaditivas. Por exemplo, podemos conside-
rar Gg : A" 5 A dada por Ge(at,...,am,b) = [aiaz- - - am,b). Temos que G4 é uma aplicagdo
(m—+1)-aditiva. Desse modo, dada f uma aplicacdo m-aditiva podemos associar a ela a apli-

cagdo Gy (m+1)-aditiva dada por Gy(ai,. .. ,am,am+1) = [f(ai,...,am),ams1]-

Exemplo 3.6. Seja a € M,(K). Tome f: M,(K)> — M,(K) dada por f(x,y) = ax+tr(y)l,
onde I denota a matriz identidade. Temos que f é uma aplicacdo aditiva quando consideremos

X =Y, porém ela ndo é biaditiva.
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Um caso particular a ser considerado € quando todas as entradas de uma aplicagdo m-aditiva

G sdo iguais. Isso nos motiva a fazer a seguinte defini¢@o.

Definicao 3.7. Seja G : A — A uma aplicacdo m-aditiva. A aplicagdo T : A — A definida por
T(x) = G(x,...,x) é chamada de trago de G.

Observacao 3.8. Voltando ao Exemplo 3.4, no caso considerado ld temos que a aplicacdo traco
de Gy, dada por T (x) = Gf(x,x,x), € nula, haja visto que f(x,x) = [x,x] = 0. No entanto, a
depender da aplicagdo f adotada, podemos ter que o trago seja ndo nulo. Com efeito, considere
a € M, (K) uma matriz ndo central e considere f dada por f(x) = ax+tr(x)I. Observe que o
trago de G é dado por G¢(x,x) = [f(x),x] = [ax+tr(x)],x] e isso € suficiente para observar

que ndo ¢ nulo (Veja a conta abaixo).

Adicionando a defini¢do de tragco com a hipétese de que ele seja uma aplicacdo comutante

em um subgrupo aditivo B de A, temos

para cada x € B. Em outras palavras, T € comutante em um subgrupo aditivo B de A se
[T (x),x] =0, para todo x € B. Em particular, considerando m =1 ¢ B = A, temos T = G.
Notemos que nem toda aplicacdo trago é comutante. Para se convencer dessa tltima afirma-
¢do, considere a func¢do f dada por f(x) = ax+tr(x)I nas condi¢des da Observagio 3.8. Neste
exemplo, f € aditivae T é igual a f. Dai,

Gr(x,x) = [T (x),x] = [ax+tr(x)],x] = ax® — xax,

o qual ndo € uma aplicacio nula, uma vez que
0 1 11
a = c X =
-1 0 1 0

Agora, falaremos de aplicagdes simétricas, que sdo aplica¢des que satisfazem certas condi-

tem-se ax’ # xax.

¢oes de simetria. Por exemplo, uma aplicac¢@o biaditiva B satisfazendo B(xj,x;) = B(xz,x1) é

dita simétrica. Imediatamente, podemos considerar uma definicdo mais geral.

Definicao 3.9. Seja G : A — A uma aplicacdo m-aditiva. Dizemos que G é uma aplicagdo
simétrica se vale

G()Cl, “e ,xm) = G<X6(1)7 ce ,Xc(m)),
para toda permutagdo cE<Sn.

Um exemplo simples de aplicagdo multiaditiva comutante e simétrica € o seguinte: sendo S

um subgrupo aditivo de um anel A cujos elementos sdo comutativos, a aplicacdo G: §"" — A,
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dada por

G(S1,-. y8m) =81 Sm

¢ um exemplo de tal aplicac@o. Trabalharemos com aplica¢des aditivas e simétricas na redagcdo
subsequente.

Os dois teoremas abaixo sdo importantes para o desenvolvimento do estudo que serd feito
neste capitulo, sendo utilizados nas demonstracdes dos resultados que serdo abordados. Entre-
tanto, advertimos o leitor que ndo traremos as demonstragdes destes dois teoremas, pois fogem

ao nosso principal objetivo.

Teorema 3.10. Seja A um anel primo. Considere G : A™ — A uma aplicacdo m-aditiva comu-
tante em A e assuma que char A = 0 ou que char A > m, e que A ndo é algébrico de grau menor
do que ou igual a m sobre seu centroide estendido C. Entdo, existe uyp € C e uj A — C, com

i €{l,...,m}, onde y; é o traco de uma aplicagdo i-aditiva e
G(a...,a) = uod" +pi(@)a" ' + -+ 1 (a)a + p(a),

para todo a € A.
Demonstracdo. Vide [18, Theorem 3.1]. [ |

Teorema 3.11. Sejam A e B dlgebras primas centralmente fechadas sobre um corpo K, com
char K # 2,3, e suponha que nenhuma delas satisfaz Sty (polinémio Standard). Seja® : A — B
uma aplicacdo linear e bijetora satisfazendo [0(x?),0(x)] = 0 para todo x € A. Entdo, temos
0(x) = Ao (x) +u(x)1p, em que A € K é ndo nulo, p é um funcional linear e ¢, ou é um isomor-

fismo é um anti-isomorfismo de A em B.

Demonstracdo. Vide [2, pag. 534] |

3.2 Aplicacao Traco Comutante em Matrizes Invertiveis

Seja G uma aplicagcdo m-aditiva sobre um anel A. Observamos que a aplicacdo definida por

G (x1,...,%m) = Z G(Xs(1)s -+ -+ XG(m))

GESH

é simétrica sobre A. Além disso, notavelmente temos

G (x,...,x) = Z G(x,...,x) =m!G(x,...,x),

cES),

para todo x € A. Assuma que A seja uma algebra sobre um corpo K, com char K = 0 ou

char K > m+ 1. Assim, segue que [G'(x,...,x),x] = 0 é equivalente a [G(x,...,x),x] = 0. Isso
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nos diz que sob certas condi¢cdes no corpo base podemos considerar, sem perda de generalidade,
que G € uma aplicacdo simétrica.

No que segue, tomaremos A = M, (K) e podemos assumir sem perda de generalidade que
G ¢ simétrica. Além disso, ndo € dificil ver que G é também m-linear (linear em cada entrada)
sobre o corpo Q, quando char K = 0 ou, sobre Z,, quando char K = p > 0. Este fato sera uti-
lizado na demonstracdo dos resultados principais deste capitulo. Inicialmente, vamos verificar
o resultado que envolve tracos comutantes de aplicacdes m-aditivas em conjuntos de matrizes

invertiveis. Antes, precisamos de um resultado auxiliar. Sendo assim, vamos ao resultado.

Proposicao 3.12. Sejam K um corpo e n > m > 1 naturais fixados. Seja G : M,,(K)" — M,,(K)

uma aplicagdo m-aditiva simétrica tal que
[G(x,x,...,x),x] =0, Vx € GL,(K).

Considere char K = 0 ou char K > m+1, e que |K| > m+ 3. Entdo, G(z,...,z) € Z, para todo
7 € Z. Aqui Z denota o centro K- I, de M,,(K), onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

Demonstragdo. Seja s o menor nimero par tal que s > m, isto é, ou s = m, se m € par, ou
s =m+1, se m é impar. Agora, fixemos z € Z e uma matriz elementar ¢;;, com i # j. Considere
u = k(I, + ¢;j), com k € Z. Defina, para cada a € {il,...,i%}, o elemento y, = az + u.
Observe que y, € invertivel se, e somente se, az+k # 0,, ou seja, se —az # k. Como |K| > m+3,
podemos encontrar um k € Z\ {0,} tal que y, ¢ invertivel para cada a € {+£1,...,£5}. Com
efeito, observe que

Ya = az+u=az+k(l, +e;j) = (az+kl,) + ke;;.

Observemos que para cada z € Z, ndo nulo, tem-se que o conjunto { —az | a € {i I }}
tem cardinalidade igual a s. Notemos que |K \ {0}| > m+2, o que nos rende que (az+kl,) é
uma matriz diagonal cujo produto de seus elementos diagonais é ndo nulo, ou seja, (az + kl,)
¢ invertivel para alguma escolha de k. Da tltima informacéo, se |K| > m+ 2, entdo existe um
k € Z tal que y, é invertivel para cadaa € {£1,...,43}.

Ademais, sabe-se que z € 2\ {0, } é invertivel. Considerando k € 2, ndo nulo, nas condigdes
acima, obtemos que u é também invertivel e, consequentemente, a matriz y, € invertivel, para
todo a € {il, ey j:%} Por G ser comutante sobre o grupo das matrizes invertiveis GL,(K),
segue que

0=[G(u,u,...,u),ul =[G(z,2,...,2),2 = [GOVasYas---,Ya)sYal-

Sendo y, =az+ueze€ 2, tem-se que 0 = [G(Ya,Ya,---+Ya)sYa) = [G(VayYays---,Ya),u). Em
=0.

particular, tomando a € {1,..., 3}, tem-se que [G(Ya,Ya,- -+ Ya) + G(V—asY—as-- -, Y—a) U



3.2. Aplicacdo Trago Comutante em Matrizes Invertiveis

47

Agora, por G ser uma aplicagdo m-aditiva simétrica e y, = az + u, tem-se

G(Yay--yYa) = y amg(m>G Loy Zyllyo o Ul
(Yas--->Ya) f;g c ( : )

© Q C m 1
Gy—g,---,Y—q) = —1)" 5™ G(z,...,2,Uy...,U),
(V-a Y-a) 3—0,( ) (C) ( : )
paracadaa € {1,..., %} Expandindo as igualdades anteriores, obtém-se

G(Yay---1Ya) = Zam_§(m>G(z,...,z,u,...,u)
IR

L Lt
= 1)mam('g>G(z, ,z)+(—1)m1aml<T)G(z, zou) +

Dessa forma, o somatorio

G(ya,ya, ce. 7ya) + G(y*aay*m i 7yfa) =%

resume-se €m

s—2
2

x =2 1 m2€am2C<m)G ZyeruyZolly. o U
Xy ) -

! Ao leitor interessado, verificamos ambas as igualdades nas Proposi¢des A.1 e A.2 do Apéndice A.
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quando m € par, e
H
: m—(28+1) m—(28+1) ( m )G( )
>|<:2 —1’ a Z,...,Z,u,...,l/l I
;()( ) 20+1 ——
20+1
quando m é impar.
Recorde que, sendo [G(u,...,u),u] = 0, independente de m ser par ou impar, vale
m m
2 G(u,... =2 G(u,... =0
226t =2(7) (6wl =0,
e daf
m
G =0
(1) Gt =0,
pois char K > 2. Deste modo, para m par, segue que s = m € obtemos
%
0=1[G GOy y-a)u] =2 | Y a" %[ ") [GG,. .z,
[ ()’a»)’aa 7)’a)+ (y aay as 7)’ a)a”] ;Cl <2C [ (Z7 ,Z,M, 7”)7”] )
ou seja,
%
Z amZC(m) G(z,...,z,u,...,u),u] =0.
{=0 2C_, ——
20
Para m impar, segue que s = m+ 1 e obtemos que
0=[G(Ya:Yas---+Ya) + G(y-a:Y-as---,Y-a) U]
%
=2 am_(z‘:H)( " )Gz,...,z,u,...,u,u ,
- 20+1
ou seja,
%
Z g~ (25 ( " ) G(z,...,z,uy...,u),u] = 0. (3.1)
o 2

C+1 S——

20+1

Observe que para este tltimo caso, quando m € impar, pode-se utilizar as identidades

[G(Ya,Yas---sYa),u] =0 e [G(u,...,u),u]=0
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para se obter

0= [G(ym)’m .. 7ya)7u]
(=0

s—4
=z
= Czoam(ZCH) (chj_ 1) [G(z,...,2,u,...,u),u]
a 20+1
%
m
+Zam*2(: (G(z,...,2,u,...,u),u]
C:O 22; 2C
A igualdade (3.1) implica
%
ZamZC(m)[G(z,...,z,u,...,u),u]:0. (3.2)
- 2C_, ——
£=0 2
Por conseguinte, para cada a € {1,...,5}, obtemos uma equacdo da forma (3.2). Essa
informag@o independe se m € par ou fmpar. Desta forma, temos um sistema de equagdes com 5

equagdes e 5 incognitas. Explicitamente

u),

(Z;) [G(z,. .. Sl
%

,%} Entdo, para

onde u aparece exatamente 2{ nas componentes de G, com { € {0, 1,2
cadaa € {1, ceey %} podemos reescrever o sistema de equagdes na forma matricial:
1 1 1 1 (0)[G(z,..,2),u] 0
om om—2 om—4 2m—(s—2) .
g g2 gmed 30D (GGG )] | = [0
. m m—2 m—4 m—(s—2) m .
(2)" ()" () (2) (")) [G(z,us-..u),ul 0
Agora, observe que
1 1 1 e 1
om ym—2 ym—4 ym—(s=2)
det 3m 3m*2 3m74 3m7(s72)
' m .m—2 .m—4 m.—(s—2)
)" )" G (2)
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¢ igual a
1 1 1 1
1 2—2 1 2—2)2 (2—2)%
5 s=2
[Trrdae|t G @3 - (337 |xo
i=1 : : : .. .
-2\ [ 5-2)2 -2\ 7
L) (07 - (©7)°
pois
%
l—m#o
i=1

uma vez que char K =0 ou char K > m—+ 1, e a matriz a direita ¢ uma matriz de Vandermonde,
cujo determinante € ndo nulo?. Assim, concluimos que o sistema tem solugdo trivial, isto €, o

sistema que se encontra em (3.2) resultard em

para qualquer { € {0,1,2,..., %} Em particular, [G(z,...,z),u] =0, para { =0.
Sendo u = k(I +e¢;;), com k € K um elemento nao nulo do corpo, vejamos que

0=[G(z,...,2),u] =[G(z,...,2),k(I+e;;)] =k[G(z,...,2),] +e;j]
=k([G(z,...,2),I] +[G(z,...,2),e€ij]).

Como [G(z,...,z),1] =0, segue-se que [G(z,...,2),e;;] =0 parai # j.
Por fim, observe que

[G(z,...,z),eii] = [G(z,...,z),eijeji] = [G(z,...,z),e,-j]eﬁ—i—eij[G(z,...,z),eji] = O,
com i # j.

Deste modo, [G(z, . ,z),eij] = 0, para quaisquer i, € {1,...,n}. Desta forma, tomando

arbitrariamente x € M, (K), temos x = Y x;e;;, com x;; € K. Assim,

G(z,...,2),x] = |G(z,...,2), Z xijeij| = Z (G(z,...,2),xijeij]

1<i,j<n 1<i,j<n
= Z Xij [G(Z, N ,z),e,-j] =0.
1<i,j<n
Portanto, pela arbitrariedade de z € Z, segue que G(z,...,z) € Z para todo z € Z. [ |

2Vide a Secdo A.3 do Apéndice.
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Observacao 3.13. As hipoteses sobre o corpo no resultado anterior ndo podem ser relaxadas.

FPara verificar isso, basta relembrar o Exemplo 2.6.

Agora estamos preparados para enunciar e provar o primeiro resultado principal deste ca-
pitulo, que descrevera as aplicagdes traco de aplicacdes m-aditivas sobre matrizes de ordem n,

sob certas condi¢des no corpo base.

Teorema 3.14. Sejam K um corpo e n e m inteiros satisfazendo n > m > 1. Tome uma aplica¢do
m-aditiva G : M,(K)" — M, (K) tal que

[G(x,x,...,x),x] =0, Vx € GL,(K).

Além disso, assuma que char K =0 ou char K > m+ 1, e que |K| > m? +2m+ 3. Entdo,
existem uy € Z e y; : M, (K) — Z tais que cada p; é o trago de uma aplicagdo i-aditiva para
ie{l,....m}e

G, -, ) = o 11 (X)X ot (2)X 1 (2), Vo € My (K).

Demonstragcdo. Considere, mais uma vez, s 0 menor ndmero par tal que s > m. Logo, s = m se
m é par, ou s =m+ 1 se m é impar. Paracadar € {1,...,m+ 1}, tome z, € Ke ¢; j € M,(K),
com ir, jy € {1,...,n}, e defina a matriz b = Y™ ! z,¢; ; .

Para aprimorar a apresentacdo dos resultados, decidimos dividi-los em algumas afirmagdes.
Afirmaciio 1. Existe k € K\ {0} tal que y, = akl +b = akl + Y™ z,¢; j, é invertivel, para
todoa € {£1,£2,...,£5}.

Com efeito, seja A4 (b) o conjunto de todos os autovalores ndo nulos da matriz b. Suponha,
por contradi¢do, que para cada k € K\ {0} exista ax € {£1,%2,...,435} tal que —ark € A(D).

Defina a seguinte aplicacao:

¢: {—ak | k€ K\{0}} x {:l:l,:l:2,...,:|:%} — K\ {0}
(x,y)»—>y_1x.

Inicialmente, veja que podemos tomar y~!, pois char K = 0 ou char K > m+ 1. Além disso,
ndo € dificil ver que @ € sobrejetora, pois tomando —ay = yp, teriamos y, Ix= Yo ! (—axk) =k,
para todo k € K\ {0}. Sendo assim,

KA{0}] < {—axk | k e K\ {0}) x {1, 42, 22 |

implica que
K\ {0} < [{—ark | k € K\{0}}] s,

e dai, w < |{—ark | k € K\ {0}}|. Agora note que |{—ayk | k € K\ {0}}| <|A4(b)|, pois o

conjunto da esquerda é um conjunto de autovalores ndo nulos de b e, consequentemente, estara



3.2. Aplicacdo Trago Comutante em Matrizes Invertiveis 52

contido em A4(b). Desta forma, tem-se

m?+2m—+2
m—+1 - K

< BAMON ok ke 0 {01 < ).

Por outro lado, por b ser uma soma de m + 1 matrizes, tem-se |4 (b)| < rank(b)+1 <m+2

(em que rank(b) denota o posto da matriz b), isto é, | 4(b)| < m+ 1. Entretanto, teriamos que
m? £ 2m+2 < (m+1)>

o que é uma contradi¢do. Logo, segue a Afirmacao 1.
Afirmacao 2. Para cada A C {1,...,m+ 1}, vale a identidade

G (Z Zr€Ciyjpye s Z Zreirjr) , Z Zreirjr] =0.

reA reA reA

De fato, da afirmag@o anterior podemos encontrar k € K\ {0} tal que y, = akl + b é invertivel
para todo a € {jzl ,E2,..., j:%} Por hipétese [G(y4,---,Va),Ya] = 0. Dessa forma, como
akl € Z observamos que [G(yq,...,Ya),akl] =0, donde

0= [G(yaw-w)’a)aya] = [G(ya,,,.,ya),akl—l—b]
= [G(yav"'aya)vakl] + [G(ya7' "7ya)7b]7

isto é, [G(yay---,Ya),b] =0, paratodo a € {il,iZ, ey i%} Em particular, observa-se que

[G(yay---sYa) +G(y—a;--.,Y—a),b] =0, (3.3)

para todo a € {1,2,...,%}.
Deste modo, sendo G uma aplicagdo simétrica, m-aditiva, m-linear sobre 0 menor corpo
contido em K (se char K = 0, G é m-linear sobre Q; se, char K = p, G é m-linear sobre Z,) e

Ya = akl + b segue que

GOV ayo s Va) = Z(—l)’a’(m)G(kI,...,kl,b,...,b),3

para cada a € {172,...,%}.
A principio, considere m = 2. Lang¢ando mido do fato que G(kI,...,kI) € Z (Proposi¢do

3 Ao leitor interessado, verificamos ambas as igualdades nas Proposi¢cdes A.3 e A.4 do apéndice A.
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3.12) e da Igualdade (3.3) tem-se
[G(VasYa) + G(-asY-a):b] = 0= [(a*G(kI,kI) +2aG(kI,b) + G(b,b))

+ (a*G(kl,kI) —2aG(kI,b) + G(b,b)) ,b] =0
= [2a*G(kI,kI) +2G(b,b),b] =0
= [2a*G(kl,kI),b] + [2G(b,b),b] = 0
= 2a* [G(kl,kI),b] +2[G(b,b),b] = 0
= [G(b,b),b] =0,

visto que G(kI,kI) € Z, ou seja, [G(kI,kI),b] = 0.

Agora, para m > 3 e tomando as igualdades acima para G(y4,...,Vq) € G(Y—qy---,Y—a), &

soma G(Ya, - --,Ya) + G(Y—a;

* Quando m € par

G(yaa v 7yﬂl) +G(y*a7 e

* Quando m € impar

G(yq,. .-

Da Proposicdo 3.12 temos G(akl, ... ,akl) € Z, e sendo [G(ya, .-, Ya) +G(y—as- - -

7)7a) +G()’—a7 s

...,Y—q) resulta em:

’y_“):Z(K)G(br”’b)+2a2(r;)G(kI,kl,b,...,b)—l—"'—|-
+2a’"—3< " )G(k[,...,k],b,b,b)+
m—3
+2am1( " >G(kl,...,kl,b)
m—1
s—2
_> azr<m>G(k1,...,k1,b, b).
,g() 27‘ T
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com m par, obtemos

2
= |2 Za2’<m>G(kl,...,kI,b, b) | ,b +{2am(m>G(kI,. ,kI),b}
=0 2r \——-3/———/ m
2 /
2)i (" V\G(kt,... kL,b,....b),b| +2a" (") [G(kL,... kI),b]
= a a
r:O 2}" 727 Vi ) ) m ) ) )
r _
=2
2 m
;»22512’( ) G(kl,...,kl,b,...,b),b| =0
=IAN
s—2
y 2(’") G(kI,...,kI,b,...,b),b| =0
=YYa .....kI.b,....b),b| =0.
r_zb L e e
-

Por conseguinte, para m > 3 segue-se que

s=2 s—2
> m = m

2a%" I,....kLb,... = 2r I,....kI.b,... =
r;) a (Zr) G(kI,...,kI,b,...,b),b o;»rgoa <2r) G(kI,...,kI,b,...,b),b| =0,

—— ——
2r 2r
para cada a € {1,2, ceey %} Nestas condigdes, obtemos novamente um sistema de 5 equagdes

em 5 incégnitas. De maneira similar ao que foi feito na demonstragdo da Proposi¢do 3.12

tem-se um sistema na sua forma matricial

111 1 0

1 22 2t 2(5-2) m 0
G(KI,....kI.b,...,b),b

13 3 3(-2) ()16 \«/—/m_y) | _lo

L@ )| (DGR, b0l o0
m—(s—2)

Assim, como o determinante da matriz de Vandermonde formada pelos coeficientes nao é

zero, concluimos que o sistema tem solugdo trivial, isto é,

(m) (G(K,....kLb,....b),b] = 0= [G(KI,...,kIb,...,b),b =0,
2r —— ——

m—2r m—2r

para qualquer r € {0,1,2,..., %} Em particular, para r = 0 segue-se que [G(b,...,b),b] = 0.
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Logo,

m+1 m+1 m+-1
G Z Zreirjr7 R Z Zrel.r].r ) Z Zreirjr = 07
r=1 r=1 r=1

param > 2, uma vez que b = Z’r";ll 2r€i, j,

Finalmente, observe que o resultado anterior pode ser obtido de maneira andloga substi-
tuindo b = Z’r"jll Zr€i,j, POr CA =Y ;en 2r€i j,,onde A C {1,...,m+1} ez, ir € j- s30 0s mesmos.
Enfim,

= [G(ca,...,ca),cal =0

G ereirjra"'7ZZreirjr 72Zreirjr
recA reA reA

e isso nos rende a Afirmagdo 2.
Nestas condigdes, utilizando a identidade [G(ca,...,ca),ca] =0, para A C {1,...,m+ 1},
podemos linearizar a identidade [G(b, ...,b),b] = 0. Dai, por meio do processo de linearizagio,

sendo G uma aplicagdo m-aditiva, obtemos que

Z |:G <Z6(1)6i0<1)j0(1> g 7Z0(m)ei(5(m)j0(m)> ’ZG(m+l)eiG(m+l)j0(m+1) =0. (3.4)
OESmt1

Afirmacao 3. [G(x,...,x),x] = 0 para todo x € M, (K).

Considere {1,...,n2Y"1 = {1,... 0%} x --- x {1,...,n?} ((m+ 1)-vezes) e considere o
elemento (i1,...,im11) € {1,...,n2}" . Defina a relagdo “~” na qual
(i17"'7im+1) ~ (j17---7jm+1)7
s€ (j1y-- - Jmt+1) = (ig(1),- - > lg(m+1))>» €OM © € Sp11. Nao € dificil verificar que esta é uma

relagdo de equivaléncia. Denote por A um conjunto de (m+ 1)-uplas representantes das distintas
classes de equivaléncia.

Dado x € M,,(K), tem-se que podemos escrevé-lo da forma

n2
=¥
i=1

onde x; = zje,s;, paraalgum z; € Ke ry,s; € {1,...,n}.

Aqui, B = {ej1,...,en} denota a base candnica de M, (K). Desse modo,

i=1

n? n? n?
G (ZX,‘, ey ZX,‘) s in]
i=1 i=1

n2

— Z |:G<xi17"'7'xim)7xim+1j|

i17i27"'3im+1:1

= Z ( Z [G <xi6(l)""’xi6(m)>7'xi0'(m+l):|)'

(11582, simt1)EA \OESm1
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Sendo assim, da relagdo obtida em (3.4) acima, concluimos que [G(x, ..., x),x] = 0. O resultado

desejado segue do Teorema 3.10. |

3.3 Aplicacao Traco Comutante em Matrizes Singulares

O objetivo desta secdo € realizar uma andlise semelhante a secdo anterior, porém conside-
rando matrizes singulares. Mais especificamente, estudaremos aplicagdes traco de aplicacoes
m-aditivas comutantes no conjunto de matrizes singulares, que sob certas hipdteses podem ser

escritas da seguinte forma:
G(x,. %) = pox™ +pn (X" 4 1 (0)x+ (%), Vx € My(K).

Nessa expressdo, ug € Z e u; : My(K) — Z sdo tais que cada y; é o trago de uma aplicagdo
i-aditiva parai € {1,...,m}.

Conforme mencionado em situagdes anteriores, nesta secdo reservamos o simbolo Z para
denotar o centro K- I, de M, (K), onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

A ideia da prova do préximo resultado € semelhante a prova do Teorema 3.14. Em resumo,
mostraremos que G(x,...,x) é comutante em M, (K) e concluiremos usando o Teorema 3.10.

Enfim, podemos enunciar e provar o segundo resultado principal.

Teorema 3.15. Sejam K um corpo e n e m inteiros positivos satisfazendon >m+1 e m > 1.

Seja G : M,(K)"™ — M, (K) uma aplica¢do m-aditiva simétrica tal que

para toda matriz singular x € M, (K). Assuma char K = 0 ou char K > m+ 1. Entdo, exis-
tem py € Z e y; - My(K) — Z, tal que cada p; € o trago de uma aplicacdo i-aditiva para
ie{l,....m}e

G, .., x) = pox™ 41y (X)X 4 1 (X)X (%), Vx € M, (K).

Demonstracdo. Para cada r € {1,...,m+ 1} considere z, € Z e i, j, € {1,...,n}. Sabendo
que as matrizes t€m ordem n > m + 1, é facil perceber que, para cada A C {1,...,m+ 1},
CA = Y,eAZrei,j, € uma matriz singular. Deste modo, aplicando a hipdtese sobre G para cy,

segue que [G(ca,...,ca),ca] =0, paracada A C {1,...,m+ 1}. Logo, tem-se

G( Z Zr€ijys e Z Zr€i i), Z zrei j, | =0, (3.5)

reA reA rcA
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paratodo A C {1,...,m+ 1}. Particularmente, quando A = {1,...,m+ 1} tem-se

m+1 m+1 m+1
0

G( Z Z"eirjr’ ] Z Zreirjr)7 Z Zreir./'r
r=1 r=1 r=I

Conforme foi feito antes de (3.4), podemos utilizar a m-aditividade da aplicacdo G quando
A={1,...,m+ 1}, juntamente com a identidade obtida em (3.5) e a lineariza¢do da identidade

[G(ca,...,ca),cal =0, para se obter

Y G (200) iy 200 €1t o) 2011 iy )| =0
GESm+1
Portanto, seguindo os passos da Afirmagdo 3 do teorema anterior mais uma vez, segue
que [G(x,x,...,x),x] =0, para todo x € M,(K). Novamente, pelo Teorema 3.10, obtemos o

resultado desejado. [

3.4 Aplicacoes

Dedicamos essa se¢do para uma aplicacdo interessante do Teorema 3.14. Fazendo uso do
resultado citado e da técnica desenvolvida por BreSar em [3] obtemos, de forma simples, um re-
sultado creditado a Cao e Zhang em [6]. Mais precisamente, aplicaremos a teoria desenvolvida

na Se¢do 3.2 no préximo resultado.

Teorema 3.16. Sejam K um corpo com char K # 2,3, cuja cardinalidade satisfaz |K| > 11.
Seja 0 : M,,(K) — M, (K) uma aplicagdo linear tal que 0 : GL,(K) — GL,(K) é uma bijecao,
para algum niimero natural n > 2. Considere ainda que 9 satisfaz a condig¢do [8(x?),0(x)] = 0,
para todo x € GL,(K). Entdo, 6(x) = Ap(x), onde A € K\ {0} e ¢ ou é um isomorfismo ou um
anti-isomorfismo de M, (K).

Demonstragdo. Para resolver tal problema utilizando o Teorema 3.14, € suficiente que en-
contremos uma aplicagio G : M, (K)?> — M, (K) bilinear tal que [G(x,x),x] = 0, para todo
x € GL,(K). Para este fim, defina G(x,y) = 6(8~!(x)0~!(y)), para x,y € M,,(K). Primeira-
mente, observe que G é uma forma bilinear bem definida, uma vez que 6 é uma aplica¢do linear
bijetora em M, (K). Com efeito, tome uma matriz elementar e;; em M,(K). Caso i # j, tem-se
que I, + ¢;; € uma matriz invertivel, onde 1, € a matriz identidade de ordem n. E o caso i = j
segue de modo andlogo, uma vez que char K # 2. Por 0 ser linear e bijetora sobre GL,(K),

existem matrizes invertiveis A e B em M,(K) tais que
eij = (eij+1,) — I, =0(A) —6(B) = 8(A — B).

Isso implicard que 6 é sobrejetiva sobre M,(K). Agora, a injetividade segue pelo cldssico

Teorema do Niucleo e da Imagem da Algebra Linear. Desse modo, segue a boa definicio da
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aplicacdo G.
O fato de G(x,y) ser uma aplicagdo bilinear deve ser verificado. Sendo 6 uma aplica¢ao

linear de M,(K) em si préprio, segue que

G(x+y2)=0(0""(x+y)0'(z)) =

Q
v
<
SN~—

I

D

—~

b
—~
£

b
—
~
N—

SN——
|

[«n)

—~
>
=

—~
=

N~—

a
—
=
N~—

~—

De forma andloga mostra-se que G(x,Ay) = AG(x,y).
Agora, considere x € GL,(K) fixado. Por hipdtese, existe um tnico u € GL,(K) de modo

que 0(u) = x. Sendo assim, note que

G(x,x)x = 0(u*)0(u) = 0(1)0(u?) = xG(x,x),

isto é, [G(x,x),x] = 0, para todo x € GL, (K). Deste modo, segue pelo Teorema 3.14 que existem
o € K, py, 10 : M, (K) — Z, onde u; é uma aplicagdo aditiva e up é uma aplicagdo biaditiva tais
que

Glx,2) =0 (67 (x))") = uo® + g1 (¥)x + g, ),

para todo x € M,(K).
Deste modo, substituindo 8! (x) =y, com y € M, (K), segue que x = 6(y) e

0(y?) =108 (y)* +u1 (8(»)0(y) +12(8(»),8(y)).

E notdvel que [6(y?),0(y)] = 0, uma vez que ug € K e uy,u : M,,(K) — Z. Desde que 8 é uma

bijecio, tem-se que 8! também &, e assim vale que [0(y?),0(y)] = 0, para todo y € M, (K).
Devido ao Teorema 3.11, 6(x) = Ad(x) + u(x)I, onde A € K~ {0}, u é um funcional linear

de M,(K) em K e ¢ ou é um isomorfismo ou é um anti-isomorfismo. Dessa forma, para con-

cluirmos nosso resultado, basta provarmos que u € o funcional nulo. Notemos que € suficiente
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provar que u(e;;) =0, para todo i, j € {1,...,n}, uma vez que u ¢ linear e o conjunto formado
pelas matrizes elementares e;; ¢ uma base para M,(K).

Vamos primeiramente considerar a € M,(K) ndo nula e nilpotente de indice dois. Deste
modo, a®> = 0. Sendo ¢ isomorfismo ou antisomorfismo, tem-se que ¢(a)? = ¢ (az) = (0. Como
d(a) # 0, pois a é ndo nula, segue-se que ¢(a) é também uma matriz nilpotente de indice dois.
Por a ser nilpotente, tem-se que a € também uma matriz singular. Dali, utilizando o fato de
0 : GL,(K) — GL,(K) ser uma bije¢do segue que 8(a) é uma matriz singular, do contririo

terfamos que a seria invertivel, o que nao € o caso. Sendo assim,
det(Ad(a) +u(a)ly) = det(6(a)) = 0,

donde concluimos que —u(a) é um autovalor para a matriz Ad(a), que é nilpotente. Consequen-
temente, y(a) = 0. Em particular, u(e;;) =0, parai # j,comi,j € {1,...,n}.

Agora, considere a € M,,(K) uma matriz idempotente singular, isto é, a*> = a e a # I,,. Nestas
condigdes, o fato de ¢ ou ser um isomorfismo ou um anti-isomorfismo, implica que ¢(a) € uma
matriz idempotente. Novamente, atentando-se ao fato de que 6 é uma bijecio de GL,(K) nele
mesmo, obtemos que 8(a) é uma matriz singular, do contrario a seria invertivel, o que nio é o

caso. Por conseguinte, a equagio
det(Ao(a) +u(a)l,) = det(8(a)) =0,

nos permite dizer que —u(a) é um autovalor da matriz Ad(a).
Afirmacao: u(a) oué —A ou 0.

De fato, basta notar que l_lﬁ(a) ainda € uma matriz singular. Ademais,

6(a) = Mb(a) + ()l = 110(a) = 0(a) + A~ (@),
= 0p(a) = 0(a) — Aoly,

em que A = — (A 'u(a)) e 89(a) = A~ 16(a). Nestas condigdes, tem-se
det(0(a) — Aol,) = det(6p(a)) =0,

donde concluimos que A € um autovalor associado a matriz idempotente ¢(a). Assim, tomando
E o operador associado a matriz ¢(a), tem-se que E é um operador idempotente (E 2=F)eque

Ao € um autovalor de E. Desta forma, tomando v um autovetor associado a A, tem-se que
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E(v) = Aov. Agora, observe que

E(v) =y = E2(v) =EAv) = ME(v) = 7»3\/
= E(v) =My
= Agv = Adv
= (Ao — K(Z))v =0.

Sendo v um autovetor, segue que Ag(1 —Xg) =0, isto é, ou Ag =0 ou Ag = 1. Sendo assim, temos
— (A" 'u(a)) =0 0u — (A7 'u(a)) = 1, de onde obtemos que u(a) ou é —A ou 0, e concluimos
a nossa afirmacao.

Em particular, sendo ¢; uma matriz idempotente para i € {1,...,n}, tem-se que u(e;;) é

—A ou 0. Agora, para mostrar que u é um funcional nulo basta provarmos que u(e;;) = 0,

para todo i € {I,...,n}. Com efeito, suponhamos por contradi¢cdo que exista k € {1,...,n}
tal que p(ew) = —A. Veja que a; = ey + e;; € uma matriz singular e idempotente para todo
je{l,...,n} ~{k}, visto que n > 2. Nestas condigdes, u(e;;) = 0, caso contrdrio terfamos

u(aj) = ulew +ejj) = ulew) +ulejj) = —2A # 0, pois char K # 2, o que contradiria o fato
de que u(a;) ou é 0 ou é —A. Agora, sendo ¢ um isomorfismo ou anti-isomorfismo, segue que
&(I,) = I,,. Entretanto, veja que

n n

0(1,) =M (I) + Y uei)ly =My + Y u(eii)l,

i=1 i=1
=, + ( Y ﬂ(eii)1n> + p(exk ) In
ic{1,n)~{k}

— M+ (—A)I,
= Om

onde 0, denota a matriz nula em M, (K), contradizendo a hipétese de que 6(I,) é invertivel.
Assim, u(e;;) =0, paratodo i € {1,...,n}. Portanto, u(e;;) = O paratodo i, j € {1,...,n}, o que

conclui a prova do corolério. |



CAPITULO 4

Tracos de Aplicacdes Multiaditivas Comutantes em
Matrizes Invertiveis: uma nova perspectiva

Em meio ao estudo e a pesquisa para o nosso trabalho nos deparamos com um resultado
interessante dado por Xu e Zhu [23], o qual fornece uma nova prova para o Teorema 3.14. Por
conseguinte, decidimos dedicar este capitulo ao estudo de tal resultado e, como aplicacdo, obter

uma prova alternativa para o Teorema 3.14.

4.1 Conceitos e Resultados Introdutorios

Antes de irmos para a demonstracdo do resultado principal deste capitulo (Teorema 4.6),
introduziremos um conceito relacionado a aplicacdes m-aditivas, o qual nos possibilitard uma
melhor compreensdo da prova dada. Ademais, também devemos abordar alguns lemas que nos
auxiliardo na demonstragdo do resultado principal e, posteriormente, obter uma demonstracao
alternativa do Teorema 3.14 como uma aplicagdo. Doravante, no decorrer do texto, sempre
que abordarmos o termo “uma aplicacdo m-aditiva G”, estaremos fazendo referéncia a uma

aplicagdo G : M,(K)™ — M,,(K) que preserva soma em suas m entradas, com m > 1.

Definicio 4.1. Considere a aplicacdo 8 : M, (K) — M,,(K), dada por 81 (x1) = G(x1,x1,...,x1),

em que G : M,(K)" — M, (K) é uma aplicagdo m-aditiva. Assim, para k > 2, denominaremos

61
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de k-mapa de G a aplicagdo & : M,,(K)* — M,,(K) dada por

k—1
S (x1, X, yxp) =S (x1 +x2 4 +x) — ) Y i (X1, X1y 5 -5 X1,).
i=1 1<li<h<--<li<k

Observe que a aplicagdo 1-map 8; de G é exatamente a aplicagio trago de G, que se encontra

na Definicdo 3.7. Para k = 2 temos

=G(x1+x2,...,x1+x2) —G(x1,...,x1) — G(x2,...,x2).

Para k = 3 temos

83(x1,x2,x3) = 81 (x1 +x2+x3) — Y ) &; (X1, Xty -+ -, X1;)

i=11<li<bh<-<;<3

=81 +x+x3)— Y dilx)— ) 8alu,x,)

1<1,<3 1<lj<h<3
= 81 (x1 +x2 +x3) — 01 (x1) — 81 (x2) — 81 (x3) — S2(x1,x2) — 62(x1,%x3) — B2 (x2,x3)
=Gx1+x2+x3,...,x1 +x2+x3) — G(xp,...,x1) — G(x2,...,x) — G(x3,...,X3)
—(G(x1 +x2,...,x1 +x2) — G(x1,...,x1) — G(x2,...,x2))
—(G(x1 +x3,...,x1 +x3) — G(x1,...,x1) — G(x3,...,X3))
— (G +x3,...,x0+x3) — G(x2,...,x2) — G(x3,...,x3)).

2

Além disso, a k-mapa & de G é uma aplicagdo simétrica, pois

k—1
Sk(xc(l),xc(z),...,xc(k)):51(x1—|—xz—|-"-—|-xk)— Z Z Si(xll,xlz,...,xli),
=1 1<li<hh<-<li<k

para qualquer G € Sj. Deste modo, podemos caracterizar & da seguinte forma:

Lema 4.2. Sejam Ty = {x1,x2,...,Xx} o conjunto formado pelas k-varidveis de 8, G uma
aplicacdo m-aditiva e
TkS:TkXTkX"' XT]E'

~\~
N

Entdo,

Ok (X1, X2, ., Xk) = Y G(y1,¥25- -+ Ym)
()’1 ay27"'aym)€Tkm

e {}’17)’27--~;ym} = Tk-
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Demonstrag¢do. Provaremos o resultado por indugio em k. Para k = 1, temos 71 = {x;} e
O1(x1) = G(x1,x1,...,x1),
onde tem-se (x1,X1,...,x1) € T{" e {x1} =T1. Parak =2, tem-se T> = {x1,x2} €

O (x1,x2) =81 (x1 +x2) — 81 (x1) — 81 (x2)
= G(x1 +Xx2,X1 +X2,...,X] +X2) — G(xl,xl,... ,X1) — G(XQ,XQ, - ,)Cz)

= Z G(ylayZa"'vym)a
(y17y27"'7ym)€T2m

onde {y1,y2,...,ym} = Tr = {x1,x2}. A dltima igualdade segue do fato de G ser uma aplicagio
m-aditiva.
Agora suponhamos que, para algum k > 2, tenhamos 01,02, ..,0;_; satisfazendo a identi-

dade enunciada no lema. Por definicdo veja que

Sk(xl,xz,...,xk):8|(x1+x2+---+xk)—z Z i (X1, X1y, -+ -, Xy)
i=1 1<i<h<--<li<k

:51(X1—|—XQ+"'+X]< 61 xll Z 62(x117x12)+"'
1<ll<k 1<ll712§k
+ Z 8]{,1 (xllaxlza"'axlkfl)
1<h<h<---<l_1<k

Fazendo uso da hipétese de indugdo, da defini¢do de & nas parcelas do lado direito da soma,

e considerando que G € uma aplicacdo m-aditiva, obtemos que

k& k
5k(X1,X2,---,xk)=G<in,zxi,---,zxi> -1 Y Y G (V11,5125 -+ Y1m)
i=1 i1

i=l I<h=k(yy yig,yim)e{x, }"
+ ) Y mG(Y217)’22,---,Y2m)+-“
I<h<b=k(yy1,y22,....yam)e{x, 41, }
+ Y Y G (Y1) 1Y (k=125 - Y (k—1)m)

m

1<h<--<lp1<k
=1 k=1= (Y(k—l)l7Y(k—1)27~~7)7(k—1)m)€{xllw-vxlk_l}

onde
s {(vitsyiz,eo s yimp =T ={x; },com 1 <[j <k;

* {m1,y22, .yt =T ={x,x,}, com 1 <) <l <k;

* e Yo—1y25 - Yoyt = Tem1 = {2, %0, - xg Jo 1< <b <. <l <k
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Por outro lado, observe que

k

k k
G <ZX,’, Z)Ci, ceey in
i=1 i=1

> = G(Vk1,Yk25 -+ -+ Ykm)
i=1 (k1 5Yk2 50 Yiom ) E4XT o 0

em que {Yk1,Yk2,---,Vkm} C {X1,...,x%} = T. Dessa forma, observe que, quando o conjunto
{Yk1,Yk25 - -, Yim } € um subconjunto préprio de T, as parcelas correspondentes se anulam com
aquelas que aparecem com sinal negativo. Assim, as Unicas parcelas restantes sdo indexadas

pelo conjunto 7%, concluindo a prova do resultado. |

Agora, observe que, sendo k > m, ndo existe G(y1,y2,...,yn) satisfazendo ambas as condi-

¢es (y1,¥2,---,ym) €T e {y1,¥2,-..,Ym} = Tr, haja visto que [{y1,y2,...,ym}| <m <k =|T;|.
Dai, para k > m, temos que 0y = 0. Desse modo, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 4.3.

S1(x1+xa+ - +xmy1) =Y, ) i (X1, X1y 5 -5 X1,).
i=11<lj<<li<m+1
Os préximos dois lemas, bem como o corolério anterior, serdo utilizados na demonstracao

do Teorema 4.6.

Lema 4.4. Considere k € {1,2,...,m} fixado. Assuma que A},A;,...,Ar € M,(K) sdo tais
que A +Ap +---+Ay, € GLy(K), para cada i € {1,2,...,k} e qualquer sequéncia dada por
1<h<bh<--<Ilj<k Sedi(A) =0paratodo A € GL,(K), entdo 6;(A1,A,...,A;) =0.

Demonstragcdo. Vamos provar aplicando indugdo sobre k. O caso kK = 1 é imediato, uma vez
que A; € GL,(K) e por conseguinte 81 (A1) = 0. Agora, para k = 2 segue que Aj,A; € M,,(K)
sdlo tais que Aj,A»,A| + Ay € GL,(K) implicando, da Definicéo 4.1,

01(A1+A2) =081(A1) =081(A2) =0,,

e dai 8,(A1,Az) = 0,,. Por fim, suponhamos que 81,9, ...,0;_| satisfazem a tese do lema, para

as condi¢des dadas. Dai, aplicando a defini¢ao de J, segue que

k1
Sk(Ar, . AR) = 81 (A1 4+ +A) = ) Y 0i(Ary,Ap, .- Ay)

i=1 1<l < <li<m+1

desde que, por hipdtese de inducdo tem-se Si(All Al ,Ali) =0,paral <i<k-—1,esendo
A1,As,...  Ax € My(K) matrizes tais que A; + --- + Ay € GL,(K), segue por hipétese que
O1(A1 +---+Ag) =0, donde concluimos que §; = 0, para todo k € N. |

Lema 4.5. Se alguma das seguintes condicoes vale:
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i. char K=0;

ii. char K > m;
iii. charK=me |K|>m;
. |K|>2",

entdo, para uma matriz singular A € M, (K), existem matrizes Ay, Ay, ..., Ayt em M, (K) tais
que A, +Ap +---+A;, € GL,(K), para cada i € {1,2,...,m} e qualquer sequéncia dada por
1<h<b<..<l[<m+1, eA:Zlm:ﬁlAi.

Demonstracdo. Seja A € M, (K) uma matriz de posto s < n. Desse modo, pela Proposicéo 1.48,
existem P,Q em GL,(K) tais que P~'AQ~! = ):;:1 ej(j+1)- Notavelmente, se s = 0, a matriz
Y_1€j(j+1) serd a matriz nula Oj,.

Inicialmente, suponhamos que char K =0 ou char K > m. Sendo P, Q € GL,(K), temos que
PQ € GL,(K). Agora, considere Aj =Ay =...=A,, =PQe Ayt = P(—mli, +X ej(j+1))0-
E imediato que A;, para 1 <i < m, € uma matriz invertivel. Além disso, veja que A+ € uma
matriz invertivel, pois —ml, + Z§:1 €j(j+1) € uma matriz invertivel, haja visto as hipoteses que
estamos assumindo sobre a caracteristica do corpo.

Neste momento, observe que A;, +A;, +---+A;, € GL,(K), para cada i € {1,2,...,m},
com 1 <[} <l <..<l;<m+1. De fato, se [y # m+ 1 para todo k € {1,2,...,i}, entdo
Al +AL+ - +A; =iPQ € GL,(K) segue da hipétese sobre a caracteristica do corpo, pois
i <m. Caso [y =m+ 1 para algum j € {1,2,...,i}, tem-se

N
Ay +Ap+-+A=(I—1)PO+P <_m1"+ Z e/(/-“)) Q
j=1

=P((i—1)l,)Q+P (—m1n+ )3 ej(j+1)> 0

Jj=1

J=1

=P <(i— (m+ 1)+ ) ej(jﬂ)) Q € GL,(K),

uma vez que —m <i—(m+1) < —1.
Ademais, sendo A +---+A,, = mPQ ¢ Ay = —mPQ -+ P (Zj-:l ej(j+1)> 0 = —mPQ+A,
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segue que

(Aj +---+Ap) +Au = mPQ —mPQ+ P (Z"lej(m)) 0
]:

=P <2€j(j+1)> 0
p=

=A.

Agora, suponha que char K = m e |K| > m. Defina as matrizes que queremos da seguinte
forma: A; = Ay = ... = Ap_1 = PQ, Ap = tPQ € Apy = P ((1 — O+ X5 ej(jH)) 0, onde
t € KNA{0,1,...,m—1}. Devemos analisar a interse¢do {m,m+ 1}N{ly,L5,,...,l;} e observar
que A;, +A;, +---+A;, € GL,(K), para qualquer sequéncia 1 <) <l <...<[; <m+1.

E imediato que se {m,m+1}N{l},l,,...,1;} for vazio, tem-se
All —|—A12 + - +Ali = iPQ € GLn<K),

poischarK=meie{l,...,m—1}.
No caso [{m,m+1}N{l,la,,...,li}| =1, segue que

Ay +AL+ A +A=(—1)PQ+tPQ=(t+i—1)PQ

ou

)
Ay +AL+ o +A HApp = ((—1)POQ+P ((1 ~0h+ ) ej(j+1)> Q
j=1

=P((i—1)I,)Q+P <(1 — 1)+ ZS‘, ej(j+1)> Q
=P ((i— DIy + (1 =1)l + i "j(j+1)> Q
j=1

s

=P ((i—t)1n+ Z,lej(jﬂ)) 0,

j=
onde i € {I,...,m}. Comore K~ {0,1,....m—1}, tem-se 1 —¢ ¢ {0,1,...,m—1}. Com
efeito, se 1 —7 € {0,1,...,m— 1}, como ¢ # 0,1, entdo existiria k € {2,...,m — 1} de modo
que (1 —1)1 +kl = ml =0, acarretando que t = 1 +k € {0,1,...,m — 1}, o que seria uma
contradi¢do. Logo, segue que t+i—1#m, e (1 —t)+ (i — 1) # m, donde concluimos, respecti-
vamente, que (¢ +i—1)PQ € GL,(K) e (i —1)l, + ¥’_; ¢j(j+1) € GL.(K), em outras palavras,
que as matrizes A;, + A, +---+A;, | +Ane Ay +AL + - +A;, | +Apg estdo em GL,(K),
parai€ {1,2,....m}.
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Por fim, caso {m,m+ 1} C {l,L,,...,l;},comi € {2,3,...,m}, temos
N
Ap+Ap+ F AL, FAn+Ani1 = (i—2)PQ+1PQ+P | (1=1)l,+ Y ejjt1) | O

=P ((i— DI+ Y ej(jﬂ)) 0,

J=1

com i € {1,2,...,m}. Sendo i— 1 # m, segue que P((i— I)In+Z§:1ej(j+1)> 0 € GL,(K).

Além disso, ndo € dificil ver que
m+1

A=) A
i=1

Por tltimo, suponha que |K| > 2. Provaremos, por indu¢do em m, que existem elementos
X1, X2, ..., %y em K* tais que x;, +x;, +- - - +x;, € K*, paracadak € {1,2,...,m} e para qualquer
sequéncia da forma 1 </} < ... <[ <m. Ora, param =2 tome x; = 1 e x, € K~ {0,—1}.
Veja que existe um tal elemento x», pois |K| > 22 = 4. Nestas condigdes, x1,x2,x1 +xp € K*.

Sendo assim, a hip6tese de indug@o nos permite afirmar que, para todo corpo cuja ordem ¢é
maior ou igual a 2=l existem elementos ndo nulos xj, xo, ..., X,_] Neste mesmo corpo base
de modo que x;, +x;, + - - - +x;, seja ndo nulo, para cada k € {1,2,...,m — 1} e para qualquer
sequénciada formal </; <... <[ <m— 1. Em particular, tal afirmacdo € valida para o corpo

K que estamos supondo, uma vez que |K| > 2™ > 2”1, Agora, considere
S:{—(xll+xlz+~~-+xlk) |[1<k<m—1,1<1 <...<lk§m—1}U{0}.

Observe que S contém no maximo 2"~ ! elementos. Dessa forma, existe x,, € K\ S tal que
xn € K*e
Xy +xp, X X, £ 0,

ou seja, x;, +x;, + -+ +x;, +x,, € K* para cada k € {1,2...,m — 1} e qualquer sequéncia
da forma 1 <[} < ... <[y <m—1. Em outras palavras, x; +x;, +---+x;, € K* para cada
ke {1,2...,m} e qualquer sequéncia da forma 1 </} < --- < [; < m, concluindo o processo
indutivo.

Por fim, defina A; = x;PQ, parai € {1,2,...,m}, e

Apy1=P (_(xl +x2+"'+xm)ln+ Z ej(j-i—l)) 0.

Nao ¢ dificil observar nestas condi¢des que

m+1

A=Y A
i=1
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o que finaliza a demonstracgao. |

De posse de todos os resultados mencionados até aqui, temos todas as pecas necessdrias
para provar o resultado principal deste capitulo. Além do que ja foi dito, também dedicaremos

a proxima secao a fazer comentdrios adicionais.

4.2 Resultado Principal e Comentarios Adicionais

Abriremos a se¢do com o enunciado e a prova do resultado principal deste capitulo.

Teorema 4.6. Sejam m e n niimeros naturais > 1. Considere G : M,,(K)" — M,(K) uma
aplicacdo m-aditiva tal que G(x,x, ...,x) =0, para todo x € GL,(K). Entdo, G(x,x,...,x) =0,

para todo x € M, (K), se vale alguma das condigées:
i. charK=0;
ii. char K >m;
iii. charK=me |K|>m;
. K| >2"

Demonstragdo. Para obtermos o resultado desejado € suficiente provarmos que 8;(A) = 0, para
qualquer matriz singular A € M, (K). Com efeito, o Lema 4.5 implica que dada A uma matriz
singular em M, (K), existem A1, Az, ..., Apt1 € M, (K) tais que A;, + Ay, +--- +A;, € GL,(K),
paracadai € {1,2,...,m} e qualquer sequéncia 1 <[} <L <---<L<m+1,e A= Z?:EIAi.
Deste modo, segue do Lema 4.4 que 8;(A;, +A;, +---+A;) =0, paracadai € {1,2,...,m} e
qualquer sequéncia 1 <1} <l < --- <l; <m+ 1. Pela definicdo de §; e pelo Corolario 4.3,

tem-se que
m+1 m
di(A)=8| Y A | =Y, Y 8i(A1, AL, .. A;) =0.
i=1 i=11<i < <;<m+1
Com isso, concluimos que G(e;j,...,e;;) = 0, para quaisquer i, j € {1,...,n}. Por conse-
guinte, obtemos que G(A,...,A) = 0 para toda matriz A € M, (K). [

Observe que a hipétese de que char K # 0 livre das restricdes a m e a quantidade de ele-

mentos de K ndo vale em geral. Vejamos os exemplos abaixo.

Exemplo 4.7. Considere p um niimero primo e o corpo de p elementos Z,. Considere também
My(Z,) e G : My(Z,)*'P~Y) — My(Z,,) dada por

p—1
G(x1,.. ., Xp- 1,015, Yp-1) = | [ (er1xiern +iernxiear) (er1yienr +iernyiert).
i=1
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Vamos provar neste exemplo que G é uma aplicag¢do multiaditiva tal que G(x,x,...,x) =0, para
todo x € GLy(Z,), mas G(xo,xo, . ..,x0) # 0 para xo = e11 +e12.

De fato, ndo é dificil ver que G é multiaditiva. Agora, considere

x= (Z’ Z) € My(Z,).

Outra forma de visualizar a matriz x é escrevé-la na forma x = aey| + bej; + cep1 +ders.

Observe que

p—1
G(x,...,x) = | | (e11xe11 +iernxerr)(er1xen; +iernxery),

I
—_

e como

e11(aer) +bein +cery +dex)er) = aeyy;

o iejp(aer) +bejn+cer +dex)er =ideyy;

e11(aer1 +beiy + cex) +dexr)ery = beyy;

ie1a(aer) +bejr +cexy +dex)er = iceyy,

obtemos

i
L

G(x,...,x): (a611+id611)(b€11+i6611)

N~
Tl
LINUR

| (a+id)(b+ic)ery.

1

Se x € GLy(Z,), entdo ad # 0 ou bc # 0. Sem perda de generalidade podemos supor que
ad # 0, donde segue que a e d sdo ndo nulos. Dessa forma, existe um i € {1,2,...,p—1} tal
que a+id = 0, haja visto que qualquer x € Z,, ndo nulo, é gerador do grupo aditivo Z,, isto
é, Lp={nx|ne{0,1,2,...,p—1}}. Em particular, dados elementos a e d em 7, existe um
tal i (também em Z,,) satisfazendo id = —a. Deste modo, segue que G(x,...,x) =0 para toda
x € GLy(Zp). No entanto, G(x,...,x) = 0 ndo vale para toda matriz de M2(Z,), basta ver que
G(x9,x0,...,X0) = €11, para xo = e1] + e}

Exemplo 4.8. Neste segundo exemplo, considere a aplicacio G: My(K)? — M>(K) dada por

G(x1,x2) = (e11x1e11)(e1nxze21) — (er1x1€21)(€12x2e11).

Notemos que G é uma aplicacdo 2-aditiva. Além disso, observamos que dada uma matriz

x=uaej| +bejy+cer +dey, temos:

G(x,x) = (er1xer)(e1axezr) — (e11xear)(eraxern)
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em que
o epxer) = ejq(aer) +bery +cexy +dex)er) = aeyy;
* epxer; = ep(aey) +bey +cex +dex)er) =deyy;
* erixey; = eqy(aer +bery +cep +dexy)ers = beyy;
s eppxey) = ez(aerr +beiy +cex +dex)err = ceyy,
isto é,
G(x,x) = (aeyy)(der1) — (beyy)(cerr) = (ad)ey) — (be)er) = (ad — be)ey = det(x)e,

onde det(x) denota o determinante da matriz x.
Nestas condigoes, segue que G(x,x) = 0 para qualquer matriz singular x € M, (K). Entre-
tanto, G(x,x) # 0, para qualquer matriz x € GLy(K), uma vez que det(x) # 0 e ey1 é uma matriz

ndo nula.

Em resumo, os exemplos anteriores mostram que, se nenhuma das condi¢des descritas no
Teorema 4.7 ocorrer, entdo o resultado € falso. Isso demonstra como o resultado possui uma
caracterizacao completa sobre a descri¢cdo de matrizes invertiveis. Em outras palavras, o Exem-
plo 4.7 é um contraexemplo para o Teorema 4.6 quando char K < m ou |K| < 2. Escolhendo
p =2, o Exemplo 4.7 torna-se um contraexemplo para o Teorema 4.6 quando char K =m e
|K| = m. Ja o Exemplo 4.8 nos mostra que o trago de uma aplicacdo multiaditiva que se anula
no conjunto de matrizes singulares nem sempre € uma aplicagdo nula.

Para concluir esta se¢do, apresentaremos uma demonstragao alternativa do resultado exposto
no Teorema 3.14, utilizando o Teorema 4.6 como base. Para deixar o texto o mais completo

possivel, enunciaremos o resultado novamente e, em seguida, procederemos com a nova prova.

Teorema 4.9 (Enunciado do Teorema 3.14). Sejam K um corpo e n e m inteiros satisfazendo
n>m > 1. Tome uma aplicagdo m-aditiva G : M,(K)" — M,(K) tal que

[G(x,x,...,x),x] =0, Vx € GL,(K).

Além disso, assuma que char K =0 ou char K > m+ 1, e que |K| > m? +2m+ 3. Entdo,
existem uy € Z e i : My, (K) — Z, tais que cada y; é o traco de uma aplicagdo i-aditiva para
ie{l,....m}e

Gx,..,x) = pox" + 1 (X" o1 (X + (), Y € M (K).

Aqui Z denota o centro K- I, de M,,(K), onde I,, é a matriz identidade de ordem n.
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Demonstragdo. Defina M(x1,...,%u,Xm+1) = [G(X1,...,Xm),Xm+1]. Dado o bom comporta-
mento do comutador com relagdo a adicdo da dlgebra de matrizes M, (K), segue que M é uma
aplicagdo (m+ 1)-aditiva. Desde que, por hipétese do Teorema 3.14, temos [G(x, ..., x),x] =0,
para toda x € GL,(K), segue-se da definicdo de M que M(x,x,...,x) = 0, para toda matriz

x € GL,(K). Além disso, temos também nas hipdteses que vale uma das seguintes condigdes
e char K=0ou char K >m+1;
e charK=m+1e |K|>m+1.

O dltimo item pode ser vilido, jd que |K| > (m+1)?> 42 > (m+1). Aplicando o Teorema 4.6,
M(x,x,...,x) =0 para toda matriz x € M,(K), ou seja, G é uma aplicagio comutante. Como
M, (K) ndo é algébrica de grau menor do que ou igual m, pois n > m > 1, segue do Teorema
3.10 o resultado desejado. |



APENDICE ﬂ

Apéndice

A.1 Provas de Resultados via Inducao

Nesta sec@o, achamos por bem realizar algumas demonstragdes para identidades que envol-
vem aplicacdes G : M,,(K)™ — M,(K) que sdo m-aditivas e simétricas, por meio do processo

de indugdo finita. Vamos a elas:

Proposicao A.1. Sejam n > m > 1 naturais e K um corpo, com char K =0 ou char K > m+1.
Considere s o menor niimero par tal que s > m, isto é, ou s =m, se m é par, ou s = m+ 1,
se m é impar. Seja G : M, (K)" — M,(K) uma aplicacdo m-aditiva e simétrica. Para cada
ac{l,..., 5} definay, = az+u € M,(K), com z,u € M,(K). Entdo, vale:

G(as ., Ya) = g a"t (Z’)G(z,...,z,u,...,u).

0 ¢ ¢

Demonstragdo. Provaremos por indu¢do em m que a igualdade € vélida. De fato, param = 1

tem-se

G(yq) = G(az+u) = G(az) + G(u) = aG(z) + G(u)

72
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Para m = 2 tem-se:

G(ya,ya) = Glaz+u,az+u) = Glaz,az+u) + G(u,az+ u)
= G(az,az) + G(az,u) + G(u,az) + G(u,u)
= a*G(z,2) + aG(z,u) +aG(u,z) + G(u,u).

Sendo G simétrica, vale G(z,u) = G(u,z), donde

G(YarYa) = a*G(z,2) +2aG(z,u) + G(u,u)
—(Netear s (2ot +2(2) o

Entdo, suponhamos que tal igualdade seja vélida para aplicagdes (m — 1)-aditivas, isto é,

G(yareorye) = ¥ a c( : )G(Z,...,z,u,...,u).
w1 0 mit ¢

Provaremos que a igualdade vale para G(yq,...,y,), uma aplicacdo m-aditiva. De fato, note
——

m

que para y € M,(K) fixo, a m-aditiva G : M,,(K)" — M,(K) induz uma aplicacdo (m — 1)-
aditiva G : M,,(K)"~! — M, (K) dada por G(x1,...,Xn_1) = G(3,X1,...,Xn_1). Desta forma,
considerando as (m — 1)-aditivas

Gi(x1,...,xm—1) =G(az,x1,...,xm—1) € Ga(x1,....xm—1) = GU,Xx1,...,Xm—1)

observe que

G(ya> et ,}’a) - G(GZ»}’ay . 7)’a) + G(u7y07 et 7)’a)
—— —_—— ——

m m—1 m—1

- Gl (yﬁlv e 7ya) + GZ(ya, e 7ya)
—— ——

m—1 m—1

m—1 m—1
- Z a(m—l)—é( )G(az,z,...,z),u,...,u
(=0 ¢ N —

m—1 _
+ Za(m—l)—C(m 1)G(u,z7---vz7”v""”)
(=0 ¢ f :
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uma vez que G| e G, sdo m — 1-aditivas e podemos utilizar a hip6tese de indugdo. Dai,

—1
G(Yay---,Va) = a" ! (m

m—1

-1
—|—am2(m )G(u,z,...,z,u)+~-—|—a2<m
m

1
p(m—1 0
+a G(u,z,u,...,u)+a

m—2

0 )G(az,z,...,z) —I—am_z( 1

m—1 m
—i—am_3( )G(GZ,Z,...,Z,M,M)+"'+a(
2 m

-1
—l—ao(m )G(az,u,...,u)+am1(

m—1

)G(az,z,...,z,u)

—1
_2)G(az,z,u, JU)
—1
mO >G(u,z,...,z)
—1
)G(u,z,z,u, N7y
-3
—1
1)G(u,u,...,u).

Agora, reordenando a soma de maneira conveniente, tem-se

m—1

G(yas--- 1Y) =a™ ! ( 0 )G(az,z,...,z)

2

—1
+a0(m )G(u,u,...,u).

m—1

[ —1 —1
+ am_z(ml )G(az,z,...,z,u)+am_l(m0 )G(u,z,...,z)]

- m—1 m—1
+ am—3( )G(QZ7Z,...,Z,M,M)+am_2( )G(M7Z7;Z7u>:|+

1

2V y

+ _G(Z_Z)G(aZ7Z7u7-.-7”)+a2<2_3)G(u7Z,Z,u,...,I/[):|
- I -

+ _aO(Z_l)G(az,u,...,u)-l-al (Z_z)G(u,z,u,...,u)}

Sendo assim, utilizando o fato de G ser simétrica e m-aditiva, obtemos

Gas---va) = (@™ 1 a)G(z,2,...,2)

+ o+

{(m—l)(m—m

et [(m—l)(a-a)G(Z,Z,U,--wu)_"

+ [aG(z,u,...

(m—1)(m—2)

[(m— 1)(@" % a)G(z,z,...,2,1) +am_lG(z,...,z,u)}

(@ -a)G(z,2,. .,z u,u) + (m—1)a" Gz, .. ’Z’u’u)}

aZG(z, U, ... ,u)}

)+ (m—1)aG(z,u,...,.u)]+G(u,u,. .. u)
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ou seja,

G(ya,---,va) =d"G(z,2,...,2) + [(m— l)am_lG(z,z,...,z,u) —|—am_lG(z, . ,z,u)}
N {(m— 1) (m—2)

7 am_zG(Z,Z, ceoyZyuyu) + (m— l)am_zG(z, ... ,z,u,u)] + -

(m—1)(m—2)
2

+ {(m — l)aZG(z,z,u, coou)+ azG(z,z, u,u,. .. ,u)}

+m-aG(z,u,...,u)+G(u,u,...,u)

m(m—1)
2

-a*G(z,z,u,u, ... u) +m-aG(z,u, ..., u) +Gu,u,. .. u)

=d"G(2,2,...,2) +md" ' G(z,z,...,z,u) + -amsz(z,z, ey Zyolu)+
m(m—1)

2
=a" (2) G(z,2,..,2) +a" ! (T) G(z,2,...,2,u)

m m
+am_2< )G(z,z,...,z,u,u)+---+a2<

) m_z)G(z,z,u,u,...,u)

como queriamos demonstrar. [

A préxima proposicdo pode ser obtida como consequéncia da Proposicdo A.l tomando
y_q = —az+u = a(—z) + u, mas por cortesia, faremos a demonstracdo similar ao que foi feito

anteriormente.

Proposicao A.2. Sejam n > m > 1 naturais e K um corpo, com char K =0 ou char K > m+1.
Considere s o menor niimero par tal que s > m, isto é, ou s =m, se m é par, ou s = m+ 1,
se m é impar. Seja G : M, (K)" — M,(K) uma aplicacdo m-aditiva e simétrica. Para cada
ac{l,.... S} definay , = —az+u e M,(K), com z,u € M,(K). Entdo, vale:

G(y_a,. -, V-a)= 3 —1 mcamg(m>G Zyenny Tyl ylh).
(v Y-a) gb( ) c ( S )

Demonstragdo. Para verificar que a igualdade € vdlida aplicaremos inducdo em m. De fato,

param = 1 tem-se

G(y_a) =G(—az+u) = G(—az) + G(u) = —aG(z) + G(u)
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Para m = 2 temos

G(y_¢,y-a) = G(—az+u,—az+u) = G(—az,—az+u) + G(u,—az+u)
= G(—az,—az) + G(—az,u) + G(u,—az) + G(u,u)
= (-a)*G(z,2) + —aG(z,u) + —aG(u,z) + G(u,u).

Sendo G simétrica, vale G(z,u) = G(u,z), donde

G(y—a,y—a) = a*°G(z,2) +2(—a)G(z,u) + G(u, u)
= (=1)270%>70 (g) G(z,2) + (1) 1a?! (?) G(zu)+ (—1)*2a*2 (2) G(u,u).

Suponhamos que tal igualdade seja valida para aplicacdes (m — 1)-aditivas, isto €,

m—1 -1
GOy = (1) D <m—1>—C(’“ )G ).
(v ly ) CZ‘Z)( ) a ‘ (Zlgucu)

Provaremos que a igualdade vale para G(y_g4,...,y—4), uma aplicacdo m-aditiva. De fato,
—_——

m
note que para y € M,(K) fixo, a m-aditiva G : M,,(K)"™ — M, (K) induz uma aplica¢io G :
M, (K)"! — M,(K) que é (m— 1)-aditiva dada por G(x1,...,Xn_1) = G(y,X1,...,Xn_1). Desta
forma, considerando as (m — 1)-aditivas
Gi(x1y..sxm—1) = G(—az,x1,...,xu—1) € Go(x1,...,%m—1) = G(U,X1,...,Xm—1)

observe que

G(y-a,---sY-a) =G(—az,y—a,....y-a) +G(U,y—q;-..,Y—a)
—_—— —_—— —_——

m m—1 m—1
=Gi(y-a;---,Y-a) + G2(y-a,---,Y-a)
m—1 m—1

m—1 m—1

— Z (_1)(m1)§a(m1)C( )G(—az,z,...,z,u,...,u)
(=0 C ——

m—1-( g

m—1 -1

P (m—l)—Ca(M—l)—C<m )G Y
g;)( ) c ( S )

uma vez que G| e Gy sdo (m — 1)-aditivas, as quais podemos utilizar a hipétese de indugdo.
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Logo,
GOary—a) = (—1)" 1! (’"6 1)G(—az,z,. ,2)
—l—(—l)m_zam_z(ml_1)G(—az,z,. ,ZyU)
+(—=1)"3gm3 (m2—1 G(—az,z,...,z,u,u)
n —i—(—l)a(Z:; G(—az,z,u,...,u)
+(=1)%° (Z_ i)G(—az,u,. )+ (=) gl <m(; 1>G(u,z,... 2)
+( l)m_zam_z(ml_1)G(u,z,...,z,u)
+ +(—1)2a2(m:;)(;(u,z,z,u,...,u)
+(=1)'d! (nml:;) G(u,z,u, ... u)+(—1)%° (nm1: i)G(u,u, JU)
Agora, reordenando a soma de maneira conveniente, tem-se
G0-aesp-a) = (" (" ) Gz )
+ {(—l)m_zam_2 (ml— 1)G(—az,z, ey ZyU)
—{—(—l)m_lam_l <m(; l)G(u,z,...,z)}
+ [(—l)m_3am_3 (m; 1)G(—az,z, ey ZyU 1)
+(—1)m*2am*2 (ml_ 1>G(u,z,...,z,u)]
4t [(—1)a<Z:;>G(—az,z,u,...,u)
+(—1)%d? <Z:;> G(u,z,z,u,...,u)]
+ [(—1)0ao (Z: DG(_aZ,u,...,uH(_l)lal <Z:;> G(u,z,u,...,u)]
+(—1)0a0(2:1)G(u,u,...,u).
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Deste modo, utilizando o fato de G ser simétrica e m-aditiva, obtemos

G(y—g,--,y—a) = (—1)™"(d")G(z,z2,...,2)
+ [(m —D(=1)"ta"1G(z,...,z,u) + (—l)mam_lG(z,...,z,u)}
+ (m _1>2( 2>(—1)m_2am_2G(z, ey Zy Uy 1)
Hm=1)(=1)"2d"*G(z,...,z,u,u)]
+ [(m—1)(— 1)?a*G(z,z,u, ... ,u)
+(m 1) (m )(—1)2a2G(z,z,u,u,...,u)

2
+---+[(=1)aG(z,u,...,u)+ (m—1)(—1)aG(z,u,...,u)| + G(u,u,...,u)

ou seja,

Gy ar-ry-a) = (=1D)"d"G(z,z,...,2) +m(=1)""1a""'G(z,z,...,z,u)

m(m—1
—|—%(—1)m_2am_2G(z,z,...,z,u,u) + .-

m(m—1)
2
= (=1)"d"G(z,2,...,2) +m(—1)" 1d" 'G(z,z,...,2,u)

(=1)2a*G(z, z,u,u, ..., u) +m-(=1)aG(z,u,...,u) +Glu,u,...,u)

+

m(m—1
—I—% (=124 2G(z,z2,. ..z uu) 4 -

m(m—1)
2

=(=1)"a" (’g) G(z,2,...,2) + (=1 1gm! <nf> G(2,2,.-.,2,1)

m
+(_1)m—2am—2< )G(Z,Z,---,Z,M,M)"‘f_"'

(=1)2a*G(z, z,u,u, ... u) +m-(=1)aG(zu,...,u) +Glu,u,. .. u)

2

como queriamos demonstrar. [

As proposi¢des seguintes sdo consequéncias imediatas da Proposicao A.1.

Proposicao A.3. Sejam n > m > 1 naturais e K um corpo, com char K =0 ou char K > m+ 1.
Considere s o menor niimero par tal que s > m, isto é, ou s = m, se m é par, ou s = m+ 1,

se m € impar. Seja G : M, (K)" — M, (K) uma aplicacdo m-aditiva e simétrica. Para cada
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ac{l,...,5} definay, = akl +b € M, (K), com kI,b € M,(K) e k € K\ {0}. Entdo, vale:
L m
G(ya’._,’ya):Zar< )G(k],,k],b,,b)

Proposicao A.4. Sejam n > m > 1 naturais e K um corpo, com char K =0 ou char K > m+ 1.
Considere s o menor niimero par tal que s > m, isto é, ou s =m, se m é par, ou s = m+ 1,
se m € impar. Seja G : M,,(K)" — M, (K) uma aplicagdo m-aditiva e simétrica. Para cada
ac{l,...,5} definay o= —akl+b € M,(K), comkI,b € M,(K) e k € K~ {0}. Entdo, vale:

r

1 m
G(y—ay---sY—a) = (—l)rar< )G(kl,...,kl,b,...,b).

r

A.2 O Determinante de uma Matriz

A teoria de determinantes € bastante conhecida na Matematica e pode ser desenvolvida por
meio de algumas formas distintas que nos levam ao mesmo objeto matemadtico de interesse.
Pode-se encontrar em bons livros que tratam de Algebra Linear com riquissimos detalhes. Aqui
traremos apenas como um extra para nortearmos nosso trabalho no uso das propriedades envol-
vendo o determinante de uma matriz. Os detalhes podem ser encontrados no livro Topicos de
Algebra', que é uma traducio brasileira de Topics in Algebra escrito por LN. Hernstein.

A seguir, definiremos o determinante de uma matriz e apresentaremos alguns resultados so-
bre determinantes que fornecem um suporte a linguagem matemadtica basica em nosso trabalho.

Por exemplo, podemos definir matrizes inversiveis e singulares a partir do determinante.
Definicdo A.5. Seja X = (x;j), € M,,(K). Definimos o determinante de X, denotando por detX,

como sendo o elemento de K dado por:

Z Sigl’l(G) (XIG(I)XZG(Z) .- 'xnc(n))

S\
onde sign(c) denota o sinal da permutagcdo G € Sy,.

Sendo assim, temos sign(c) = 1, se ¢ for par, ou sign(c) = —1, se ¢ for impar. Em resumo,

sign(c) € {1,—1}. Nestas condig¢des, seja X € M,(K) uma matriz da forma

X11 X12
X = .
X21  X22

No grupo de permutacdes S>, temos as permutacOes identidade, a qual denotaremos por /d, € a

permutacdo (1 2). Sendo Id par, temos sign(Id) =1, e (1 2) impar, temos sign(1 2) = —1. Dai,

Veja [ 13, pag. 337]
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temos

detX = x11x22 — X12X21.

Agora, considere X € M3(KK) uma matriz da forma

X1 X12 X13
X=|x1 x2 x23

X31  X32 X33

No grupo de permutagdes S3, temos as seguintes permutacoes
{1d,(12),(13),(23),(123),(132)}.
Dai,

detX = x11x22X33 — X12X21X33 — X13X22X31

— X11X23X32 + X12X23X31 + X13X21X32,

pois 1 = sign(Id) = sign(1 2 3) = sign(1 3 2) e —1 = sign(1 2) = sign(1 3) = sign(2 3).
Reordenando o segundo membro da igualdade, temos

detX = [(x11x22x33) — (x11223%32)] + [(x12%23%31) — (X12021%33) ] + [(¥13X%21%32) — (X13%20%31)]

isto €, detX = [xn (X22X33 —x23X32)] + [Xlz(xZ3X31 — XQ1X33)] + [x13(x21x32 — x22x31)], donde ob-

X22 X23 X21 X23 X21 X22
x11 det xlz(—l)det x13det .
X32 X33 X31 X33 X31 X32

Veja que o determinante da matriz X, de ordem 3, foi obtido a partir de subdeterminantes

temos

detX = + +

de matrizes de ordem 2 definidas a partir da escolha de um elemento da linha 1. Fazendo uma
reordenacdo de forma conveniente, podemos realizar o mesmo procedimento escolhendo uma
outra linha da matriz, ou mesmo uma coluna. Nestas condi¢des, perceba que o determinante

ndo se altera. Convencionando

X2 X3\ [ain an X1 X3\ (b1 bi2 X1 Xn) (e ocn
— : — ’ —
X32 X33 ay axn X31 X33 by by X31 X32 1 C»

e denotando

b b
Aj1 = det @ dn , Ajp = det i 12 , A13 = det i
ax; axn by by 21 2



A.2. O Determinante de uma Matriz 81

temos
detX =xy1 (= 1) A +x (1) PAR +x3(—1) A,

Essa ideia se repete por meio de uma recorréncia para o célculo do determinante de matrizes
de ordem n e é chamada de Desenvolvimento de Laplace. De maneira geral, temos para uma

matriz X = (Xjj)nxn, com 1 < i, j <n, que vale

n
detX =) xi;(— 1) Ay, (A1)
j=1
paraip € {1,...,n} fixado e A; j sendo o determinante da matriz de ordem n — 1, obtida excluindo-

se a linha iy e a coluna j da matriz X = (x; J-)nX n. A mesma ideia segue fazendo a escolha de

Jjo€{1,...,n} fixo e fazendo i variar em {1,...,n}.

Lema A.6. O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos de sua diagonal

principal.

Teorema A.7. Sejam X,Y € M, (K). Entdo, det(XY) = (detX)(detY).
Corolario A.8. Se X € GL,(K), entdo detX # 0 e detX ! = (detX) .
Lema A.9. Seja A’ a matriz transposta de A. Entdo, detA’ = detA.

Definicao A.10. Dizemos que uma matriz X € M, (K) é invertivel se existe Y € M, (K) tal que

XY =YX =1,, onde I, denota a matriz identidade de ordem n. Neste caso, denotamos Y =X -1

Defini¢do A.11. Diremos que uma matriz X € M,(K) é uma matriz singular se ndo for inverti-

vel.

Pelas propriedades para determinantes, temos a seguinte caracteriza¢do para matrizes inver-

tiveis:
Teorema A.12. Uma matriz A € inversivel se, e somente se, detA # 0.

Dessa forma, dizer que X € uma matriz singular € equivalente a dizer que detX = 0. Das
conversas de Algebra Linear bdsica, temos a seguinte definicdo de nulidade e posto de uma

aplicacao linear.

Definicao A.13. Sendo T : V — W uma transformacdo linear, definimos:
(a) a nulidade de T como sendo dim kerT.

(b) o posto de T como sendo dim Im T.

Essa defini¢do pode ser entendida para matrizes. Diremos que o posto de uma matriz A em
M, (K) é o nimero de linhas ndo nulas da matriz na forma escada que ¢ linha equivalente a

matriz A.
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A.3 O Determinante de uma Matriz de Vandermonde

Utilizamos as nog¢des de determinante para uma matriz de Vandermonde no Capitulo 3 na
Proposicao 3.12 e no Teorema 3.14. Por isso, achamos interessante trazer o estudo sobre o

determinante de uma matriz de Vandermonde.

Definicao A.14. Dizemos que uma matriz quadrada X, de ordem n, é uma matriz de Vander-

monde se tem a forma

1 x x% )c'll_2 xrl’_l
1 x x% ngz ngl
X = : : :
2 -2 -1
L TR S G A
1 x, x2 - x2 ol

Teorema A.15. Se X é uma matriz de Vandermonde, entdo

detX = H (xj—xl-).

1<i<j<n

Demonstracdo. Faremos a demonstra¢io por indug¢do em n, a ordem da matriz X. Ora, ndo ha

o que fazer se n = 1. Veja que se n = 2, tem-se

1 X1
X = ,
1 x

donde det(X) = x, — x;. Suponhamos que, para toda matriz de Vandermonde X, de ordem n— 1,

tenha-se

detX = H ()Cj —x,~).
1<i<j<n—1

Nestas condi¢des, tome X uma matriz de Vandermonde de ordem » dada por

1 x x% x’ll*1
2 n—1
1 x X5 Xy
X = : :
2 n—1
X x Fn—1
2 n—1
I x, X, ot Xy

Aplicando as no¢des de operagdes elementares com linhas e o desenvolvimento de Laplace,
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veja que
1 x x% x’l’_1
1 x x% x;’_l
det(X) = det : :
2 n—1
L dn1 x5, Fn—1
1 x, x xt
1 X1 Xy x’f_l
0 x2—x1 x%—x% xg_l —x’f_l
= det
2 2 n—1 n—1
0 xp1—x1 X, —x7 -+ X,_|—X
0 x,—x1  x2—x} PUL A
X2 — X1 x%—x% xg_l—x’f_l
a—x G- e ot
= det
Xy — X1 X2—x3 .o bl

Sendo assim, das propriedades de determinantes da secdo A.2 e utilizando produtos notaveis

temos:
n—2 i
xo—x1 (o—x)(o+x) o (o—x)| YT
i=0
n—2 _y
x3—x1 (x3—x1)(x3+x1) - (x3—x1) P2y
det(X) = det ( l:Zo N2ty
n—2 _y
Xpn — X1 (Xn—X1)()Cn+xl) (xn_xl) sz_ _lxll
i=0
_ / _
L —2—i i
I (etx) Y
X2 — X1 0 ce. 0 r’ig
0 X3—X1 - 0 1 (x3 _I_xl) ng_z_ix’i
= det . . . . Pard ’
0 0 e (X —x1) . -
1 (xn +x1) Z xz_z—lxll
) i=0 |
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ou seja,
n—2 o
L (tx) - Y
i=0
n—2 i
n I (x3+x) - ng’_ X
det( ): H(xj—xl) det i=0
=2
n—2 o
I (xp+x1) - sz_z_’xll
i=0
(/1 x x% x’;_z 1 x x% )c’ll_2
n 1 x3 x% xg'*Z 01 x; -- xﬁ’%
= |[TGj—x)|det || . 7 . . . .
j=2 :
\1 x X 2/ \0 0 0 1
1 x x% xg_z
n 1 X3 x% e xgliz
= | [1Gj—x)|det| = .
=2 oo :
1 x, x2 X2
Pela hipétese de indugdo, segue que
1 x x% xg_z
1 x3 x% xg‘_z
det .. . . = H (xj_xi>7
oo : 2<i<j<n
1 x, x2 X2

donde obtemos que

det(X) = fl(Xj—Xl)][ H (X] Xz)]
j=2 2<i<j<n
= (o —xi),
1<i<j<n

como queriamos demonstrar.
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