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Resumo

de minimos quadrado rapidos constitui um importante proge

f recente introdugio dos algoritmos

mento rdpido e preciso com uma complexidade reduzida.

na area de filtro adaptat ivos, permitindo  um proc

@m Como 0

algoritmos apare

problemas de instabilidade numérica caracteristicos dest

Por outro lado, os

principal obstdculo & sua utiliza¢io priatica.

ste trabalho tem como objeto rever alguns conceitos bdsicos de Filtragem adaptativa, para
ste Jd

apresentar de maneira concisa os principios e as operacies dos algoritmo rapidos. 0 problema de estabilidade

¢ também brevemente discutido.
[ 2
MNeste trabalbo, s abordar principal-

mente os  algoritmos d auadrados  rapidos

inica  “Fast Recursive

I. Introducdo (MaR, em  literatura angl

ast-Sauare Algorithms” & FRLSY aplicados a fil-

em

brutura  transver

oc mento

dee Alguns  conceitos

Digital de Sinais caracteri

J. 0

pela flexibil idade basicos em £iTte

@l at iva revistos

nen da téc-

envolvimento simalts

de alta

pY prime i ranente .

nica Cintrodugio e Proce dor

dade,«ae) & da teoria {concepgao de nov

II. Filtragem Adaptativa Por Critério de Minimos

mentas & algoritmos,...) torna possivel um pro

Quadrados

nento cada  vex mais  sofi

s

dar, AHEIm COmo HILER

O esquema  basico de  um iltro adaptativo

EHECUERO em tempo ¥

estd representado na Ffigura 1. Dado gue Hn)

Dentre as  opera re efetuadas  em proc

um - Filtro transy

FEp

k¢

el e s ; . wua  Ffungi @
mento digital, a Filtragem 1inear talver a mais 1 - =i FRnean q(

instant sve-ae sob a

TR, num O

n.

wsual e importante, tendo tornado um instrumento

um polindmio

forma d

3 na  are de

i

fundamental em virtude do progre

processadores digitais. Um filttro  «igits ¢ dito N
H(Z) = > h,¢n) =21, (1)

1=0

adaptat ivo guando seus cametros que

zonst ituem sua  Ffungio d wiw, evoluem no

onde N & a ordem do filtro.

tempo @
[ZRE:

cgundo um oritér o rad .

i nova entrada xdn), o algoritmo de

&

primeiras apli ghes de filtros adap

adaptacio fornece  um novo  conjunto de coeficientes

tivos remontam & década &8 w respeito 3 - e :
hyln), de forma.a wminimizssr am critério sobre o

arincipalmente aos de agio  em

sinal de srroX

transmissio de dad de Fore

nheo i

e{n) = yin) — H®(n) X{n) (2

L. atualmen

» =

inter

B &M nLmeEr

[STNE pli

a identif

controle Pro

H®¢(n) = LChai{n), haln),..., huindl = Vetor dos

radar & sonar, engenharia biom coeficientes

tamologi

um filtro di~ Xt (n)

It

[x{n), %{n—41),.ucu.-y, ®¥(n—NYJ = Vetor de
dados

gital =ad conjunta
Segundo o s gquadrados ,

tirés
a conjunto  dtimo d

trutura do Filtro aquele que

minimiza a fungio

O sinal a

T o]

n
J(n) = 2: R -
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onde os dacdos de entrada s aupostos nulos para «

instante p < @. A constante w & um fator de ponde-

Wwio para que o algoritmo

ridas no

pos

@nt rad

o em obter o vetor

Jnd)s  on

% | &

O problema cd

Ficiente otimos H(N) que minimiza

e o

s#eJa, que forne LLRE poténcia minima para o sinal

tempo 1 & p¢ n. Como
‘H(n), el

de erro e(p) no intervalo de

Jend & uma Fun @il tica do wvetor #

possul um  sd ponto  de minimo  que pode ser obtido

pela anuls do gradiente, ou seja, das derivadas
PAFCIATS R

&J<n)

= 0 1= Bk, cueyil 4D
sh, (n)

Dando prosseguln ROG lcultos, chega-

sz a seguinte solugio para o vetor H{n):

H(n) = (Ru)~*(n) ru=ind (35)

on a obtido

Runin)

st ?

seguintes médias ponderadas

n
> wrhm X(p) XE(p) (6.3)
p-1

east ima

Rwmin) =

entando wuma ao da matr de ordem N de

repre
éutocorrelacﬁu do sinal de entrada, e
n
Fus(n) = > w"™" y(p) X(p) (6.b)
p=1
vetor de intercor-—

representando uma estimagio do

relagiio entre a entrada € o sinal de referéncia.

O vetor H(n) representa o conjunta de cc

3

ficientes que otimiza o critério J para os n valores
recebidos dos sinais de entrada e de referéncia. Num
processamento em tempo real, € necessario recalould-

utili=

instante de tempo € a Ao das

los a cada

torna-se impraticavel. V@ 3

equagies (5 e (6)

entf8o a necessidade de um processamento adaptativo

onde os coeficientes sio obtidos por uma relagio de

recorréncia, isto &, dado ques

(7.a)
(7.0

H{n) = (Rn)~*(n) rusxin)
H{n+1) = (Ru)™* (n+1) rus(n+i)

o objetivo é exprimir H(n+i) em fun¢Ho de Hn).

Define-se entio o vetor ganho de adapta-

¢do, dado pors:

G(n) = (Rp)~*(n) X(n) (8)

A partir desta definigdo e utilizando o

lema de inversio de matrizes [il, chega-se enfim ao

procedimento iterativo de minimos  quadrados, que

dos coeficientes. O algoritmo M@

fornece a adaptagio

seguintes

é constituido pels

# Calculo do ganho de adaptagHo:

Ginti) =
W+ A (L) (Ra!7(n) X(n#i)

(Bu=%(n) X(n+i) (49
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* Calculo de matriz inversa de autocorrelacdo:

<
(Rui™*(n+1) = { [(Ra)"0) - Bln+d) Xt (n+1) (Ra)~*in)] (10
W
* Calculo dos coeficientes do filtro adaptativo:
Hin+i) = Hin) + Gln+i} Culn+i) - Xe(ne4) H(MI (ii)

dioum ndmero de multi-

te algoritmo, pog

plicagtes quadrado  da  ordem do

filtro N2,

proporcional Ao

devido as operagies matriciais envolvi=-

€ demasiado elevada

@
das. Esta complesxidac para

algumas aplica¢ies em tempo real, dal a necessidade

de D roalgoritmo mais simples.

Uma aproximacio para reduzir os cdlculos e

gimplificar a implementagdo de filtros adaptativos

consiste em supor gque x(n) & um ruido branco. Desta

forma, a matriz de autocorrrelagio € diagonal e o

ganho de adaptacio é dado pors

6= uTa=Xin) (12)

oeficientes sdo diretamente calculados

Hinti) = H(n) + g X(n) Dyln+i) = X¢(n4f) H(n)3 13)

onde u ¢ uma constante de adaptagio escolhida em
x{n) & da precisio e rapidex

(13), com

fungio da poténcia de

adas. 2] operagcao

de convergéncia de
2N adigies, constitui o
filtroe

apenas 2N multiplicagtes e

algoritmo do gradiente estocdstico para um

adaptat ivo de estrutura transversal, visto aqui como
uma simplificagio da téenica de minimos quadrados.

Varias modificagies podem ser acrescen—

tadas ao algoritmo do gradiente para melhorar seu

desenpenho, como @ introduciio de um fator de

ponderagiio ou = utilizagHo de um parfmetro de

adaptagio udn) variavel.

@além de sua simplicidade, o algoritmo do

gradiente possui varias vantagens tais como sua

robustez em relagio ao contexto de utilizagHo,

aplica-se aos diversos tipos de estrutura de filtro

@ apresenta boas propriedades no que diz respeito &

estabilidade. Entretanto, existem algumas limitagdes

no desempenho  desta classe de algoritmos que n&o

podem ser toleradas em diversas aplicagfes. Seus

citos o convergéncia  lenta, em

principais de

relagfiio & técnica de M&, e um desempenho dependente

das propriedades estatisticas do sinal de entrada.

De fato, guanto mais correlacionado for este sinal,

pior serda o desempenho do gradiente, o que €
coerente pois neste caso a hipotese assumida em (42)

|

a longe de ser verificada.

O principio dos algoritmos MOR  estd  en

realizar o critério de minimos guadrados, apresen-—

tando um  complexidade de operacies proporcional = N
a N2, Fst

de Bn+i) em (9) sem cdlculos

& n#o

algoritmos possibilitam o cdlculo

matriciais. Entdo,

eles apresentam o mesmo  desempenho € rapidez de



CONVEFgENC ia, no ntido de numero de iteracies

e 5, GLLE MQ, m #o rapidos
no sentido de aue necessibta  umn
guant idade menor de calcoul «

il s g

L E G 6 N

Os algoritmos  MAR

retrograda. Assim,

de predigio  linear pr

alguns ponto

antes de apresent los, vamd rever

basicos sobre o funcionamento de preditore

III.

Predig3o Linear

filtros de lTingar constibuem

uma ©la part icular de ig, cara

seus coeficientes & pelas

das . 1]

rizada pelo cdlculo de

adot s predigao

estruturas de implementacao

Fundamental de andli-

o

Tinear retudo uma téonicn

e

se de inal com aplicagd nos mais var iados canpos
de processamento de sinais e da analise pectral
{0

Um preditor Tinear adaptativo pode s
encarado como uma particularizagio do esguema da
figura 4, onde o sinal de referénc a prépria

entrada. Assim, o0 coeficientes a, i€ NY do
preditor sfo agueles que minim a éncia do
N
€aln) = x(n) -  a, X{n-i) (14)
=1
Em outras palavras, trata-se de ob Lm
vetor ot imo Aa dado por:
A* = [a1, Amr==w, and CLE)

linear valores passados
£ N,

Desta

cuja combinagio com 0%
wxin=i); & |& J

entrada.

forneca uma est imacio £(n) do

Forma, tima-se a infor-

sinal de

magio recebida com a entrada de um novo valor x{(n)

do sinal de dados.

Por outro lado, em se tratando de um fFil-

al de ordem N, uama nova entrada implica

tro transver

sempre na  perda de uam dado mais  antigo ®x{n—-N). O

informagio pode também ser estimado

abandono desta

por um outro filtro dito preditor retrégrado gque

minimiza o erros

N
en(n) = x(n-N) - > b, x(n-N+i) (i8)
=]

Bis LK i,

isto e, =a

onde B & o vetor de coeficiente 6t imos

que satisfazem o critério estabecido,

minimizagio da poténcia do sinal de erro es(n)

Os coeficientes de predi¢io podem também

ser obtidos de maneira adaptativa, a  partir dos

erros obtidos a cada instante de tempo pelas

EHPressies s

ealn) = x<{n) - AS(n-1i) X(n-1) (i7.a)

eni{n) = x(n—-N) - B®(pn-1) X(n) (L7.b)

Recalocula~se entido os coeficientes de pre-

digio, utilizando o ganho de adaptacio definido como

o produto entre a matriz de autocorrelaclo inversa &

o vetor de dados X(nd.
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(iB.a)
(i8.h)

Aln-1) + G(n—-1) e,(n)

1]

Aln)

B(n) B(n-1) + G(n) ex(n)

Enfim, se introduzirmos os coeficientes Jja

recalculados A(n) & Bn) nas expressies (27) obtemos

erros de predigio dit “a posteriori”, dados.
cealn) = x(n) - A%(n) X(n-1) Ci9.a)
suim) =  Rln-NI—= B=(n) Xin) kA9 b

Os coeficients de predigio progressiva e

retréigrada & 0% erros  “a priori” & “a posteriori”,

apresentados brevemente nesta constituem os

SErRo

parametros basicos dos algoritmos R, Qe

apresentados em seguida.

IV. 0s Algoritmos de Minimos Quadrados Rapidos (MQR)

Formalmente,os algoritmos rdpidos baseiam—

no  fato de que o wvetor de dados X(p) possui a

isto €, o novo vetor

X{(p)

propri e de deslocamento,

X(p+i) & obtido a -partir de pelo simples

deslocamento de seus elementos e introducio do novo

valor X{p+1), tal como mostram as expre des abaixo.
Xe(p) = [x(p), 3(P-1),uue, x(p—NI]
(20)
Xe(p+i) = [xn(p+i), x(p), x(p—1),un. >(p-N)1

Levando-se em conta esta importante pro-

calcular o ganho de adapta¢Ho,
{i4),

priedade, € possivel

tal que definido em com  uma  gquant idade de

cdlculos reduzida, proporcional a N. A primeira

versio dos algoritmos rdpidos foi assim deduzida na

5 ta propriedade ¢ caracteristica de

referéncia

filtros de estrutura transversal, cuja  busca dos

coeficientes ot imos nos  leva a um sistema de
equacies lineares. De uma maneira mais intuitiva,

pode- também justificar a redugiio de complexidade

rpelo fato de gue toda a informagfo contida na matriz

inversa de autocorrelac8o, que intervem no calculo
do ganho de adaptacio, pode ser obtida através do

conjunto de erros e de coeficientes de predigio

linear. Ent&o, num contexto adaptativo, é mais

simples calcular iterativamente estes coeficientes e

a partir deles obter o ganho de adaptacfo, do que

calecular a matriz inversa de autocorrelacio

(16 .

pela

equagio 0s algoritmos rapidos se dividem em

dois grupos, o% que baseiam os cdlculos sobre os

erros de predigio a priori @ 0% que utilizam os

posteriori. Iremos ,mostrar em seguida os

algoritmos MQR-1,
FK | ¢“Fast

erros a
tipo, também chamado
cia Lé6l1) e MOR-2, do

("Fast a

do primeiro
referén
FAEST posteriori
hnique”™, LZ1..
do FAEST, € o algoritmo

Kalman,
dito

gundo  tipo,

est imation quential i referéncia

Uma outra wversdio, prdxima

TF

b obtransver referéncia L81) .



TABELA - 1
ALGORITMO DE MiINIMOS QUADRADOS RAPIDO - MGR 1

quant idade disponiveis no instante n

. vetor de coeficientes de filtro adaptativo : Hn)
. vetor de coeficientes de predigao progressivad Aln)
. vetor de coeficientes de predigdo retrdgrada : B(n)
. vetor de dados t X(n)
. vetor de ganho de adaptagdo : Gin)
. erro de predigio acumulado tEalm)
novos dados no instante (n+i)
. Dado recebido : x(nt+i)
. Sinal de referéncia @ y(n+l)
cdlculo de novo ganho de adaptacio

. erro de predigdo progressiva : e.(n+i) = x(n+i) - A%(n) X(n)
. calculos dos coeficientes de predigdo progressiva @ Alnti)=A(n) + G(n} eu(n+i)
. erro de predigdo progressiva a posteriorisgu(nti) = x(n+i) - At(n+i) X(n)

. erro de predigao progressiva acumulado: Eg{n+i) = wEa(n) + ea(nti) €alnti)

. ganho de adaptagdo intermediaria:

U] €a(nti} i
Geintf) = e s =
G(n) Eqn(nti) -Aln)

. erro de predigdo retrograda @ ey(nti) = x(n+ti-N) - Bt(n) X(n+i)

Hin+l)

minti)

. ganho de adaptagdo @ i
Gintt) =
{-nin+i) ey(n+)

THinH) + mln+d) B(m)]

. coeficientes de predigdo retragrada: B(a+i) = B(n) + Gln+i) ey(n+i)

operagcoes do filtro adastativo
. tdlculo do sinal de erro: eln+i) = yln+i) - H(n) Xin+i)

. calculo dos novos coeficientes: Hinti) = H(n) + G(n+l) e(n+f)

N de multiplicagies: 10N + 4

Ne de divisies :2

V. DESEMPENHO E ESTABILIDADE

0 desempenho da figura-2 mostra a superio-

ridade dos algoritmos MAR em relagBo ao gradiente

para umza aplica¢io interessante de preditores

adaptativos, a localizagio de frequéncias.

caso, o sinal de entrada é:

x(n) = sen(2r.0,1in) + sin(27.9,4i5n) + b(n) (24)

onde bin) & um ruido branco de poténcia 41@-e, g

figura 2 mostra a evolugBo dos coeficientes de

predi¢io, no caso um Filtro de guarta ordem, & dos

respect ivos =

2-f) o

0 do preditor. Temos primeiro (fig.

algoritmo do gradiente &, no segundo caso, a

aplicagio do algoritmo MGR-4i .

P

ra eate

tipo de sinal, pode-se mostrar

que ot coeficientes otimos devem ser tais que o8

zeros do preditor situem sobre o circulo unitdrio

do plano =z, na posi¢lo relativa &s frequéncias de

Nesse
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TABELA 2
ALGORITMOS DE MiNIMOS QUADRADOS RAPIDO M@R-2

aquant idade dispopfvel no instante n

vetor de coeficientes do filtro adaptativo t Him)

. vetor de coeficientes de predigdo progressiva ¢ A(n)
. vetor de coeficientes de predig3c retrograda : Bin)
. vetor de dados 1 X(n)

. vetor de ganho de adaptagdo : 6(n)

. erros de predigao acumulados t Euln) e Euln)
. fator de proporcionalidade entre os erros de predigdo & e(n)

™

novos dados no instante (n+i)

dado recebido @ x{n+i) .sinal de referéncia @ yin+i)

calculo do novo ganho de adaptagdo
. erro de predicao progressiva i eu{ntl) = x(N+1) - A%(n) X(n)
. erro de predigio prog. a posteriori : €.(n+i) = wea(nti) / ein)
. coeficientes de predigdo progressiva @ Alnti) = Aln) + G(n) &(n+i) w™*

. erro de predigac acumulado @ Eq{nti) = wEa(n) + ea(n+i) alntf)

. ganho de adaptacdo intermediario:

] eai{nti) 1 M'(n+l)
6 y(n+f) = Fo——— =
G'tn) Ea(m) -A(n) n'(nti)

@
. erro de predigao retrégrada : eu(ntf) = m(n+{) Enin)

. ganho de adaptagdo : G(nti) = H'(n+) + m'(n+1) Bln)

. fator de prororcionalidade intermediario: a,(n+i) = a(n) + (ea)2(n+i)
Ea(n)

. fator de prop. entre erros de predicdo ien+i) = ay(nti) - m'(n+) eyintf)

erro de predig3o retrograda a posteriori: €(n+i) = wey(n+i)/aln+i)

. erro de pred. retrigrada acumulado: E,(n+i)= wEn(n) + esinti)€in+i)

. Coeficientes de predigdo retrograda: B(n+i)= B(n) + w16 (n+{)8& (n+i)

operagcoes do filtro adaptativo
. calculo do sinal do erro ¢ elnti) = y(n+i) - H%(n) X(n#i)
. calculo do erro a posteriori @ €(n+i) = eln+i)/waln+i)

. calculo dos novos coeficientes & Hinti) = H(n) + G'(n) w™e(n+f)

Ne de multiplicagies ¢ 7N + 1

Ne de divisies 12

entrada [91; estas posicdes estfo indicadas pelos
pontos A, A',B & B’.

Verifica-se entdo que, apds 1900 itera-
¢Bes, o algoritmo com p = 9,91 nio converge para os

bons valores, mas indica a suposta presenga de uma

dnica frequéncia de valor inte

mediario. De fato as
;

simtlagies efetuadas mostram que, nestas condigles,

o algoritmo do gradiente "necessita cerca de 10w

iteragies para atingir os valores dtimos.

Paor outro lado o algoritmo ME@R-i- converge
com cerca  de 700 iteragfes, utilizando-se um fator
de ponderagio w = 1 - g4 = 0.99, de maneira a que 0%
dols algoritmos tenham

condigdes semelhantes de

Funcionamento D471,

e fato, O proce amento de sinais senoi-

dais torna

delicado para algoritmos do tipo gra-

diente devido ao fato de ser um sinal gue possui

uma elevada correlacio.



O probler criticao dos

algoritmos MAR, que

itui @ ncipal dificuldade para sua apli GAO

pratica, & =@ wido A

preci Fimita

€m P

dores

algoritmos MAR

e

trés ciclg onde o cdlculo do ganho

efetua a 1

cdlculos dos coeficientes

de predicio

P ogre

& retrigrada. A

Cimagao

desses dltimos & muito neivel a0s @ de
arredondamnent o, inewvii eis  no o pr dos

vloul

s GHX

ham por provoco uma divergéncia no

algoritmo [L4i01.
e fato,

AB<n) é

e i @rFra c anry

dondament o somado ao vetor de coesficientes

retriégrados B(n),

teremos aprodimadamente no ing-—
tante (n+d) b
AB(n+) = {Iy [1 + min+) eoln+i)] - Gln+i) Xt(n+1))
AB(n) -AB(n) ABt(n) min+1) Xin+i) (22
Entio, AB(n) uma varidvel aleatdria

de media "D, COME € 8. ¢

operagics de
AB&H-.’L) nio serd nula,
AB*(n)

iteracfes, este

[} néas

média de
AB(n)

arredondamento, @

devido ao  termo de media noéitiva.

Apis diversas efeito provoca uama

divergéncia no cdlculo de B(n) &, em consequéncia,

do algoritmo.

Encontra~se na literatura varias publi-

cagtes sobre métodos de estabilizacfo destes algo-

ritmos. Alauns sRo baseados em reinicializagies

periodic ou na utilizagio de varidve de controle

Eilldsd

nétodos

« Outros de maior inter P co, propiéem

Para Fager  funcionar o algoritmo sem

interrupgies; pode-se citar por exemplo as recente

referéncias [431, [141 e [i51.

Existe outro problema capaz de provocar a

instabilidade dos algoritmos MAR e que € bem menos

citado na literatura. A varidvel. Ealn), que exprime

o erro de predicio acumulado ¢ dada por?

Ea(n+i) = wWwEa(n) + eal(n+i) €.(n+i) (23

Logo, s& o0s erros de predigio  tornam-—s

Pequenos o nulos, o Ge & 0 caso por exemplo para

sinais senoidais. Egq(n) tenderd também a zera, para

w { 1. Como esta varizsvel & usada como divisor no
calculo do ganho, ela nfo pode ser nula € no caso de
implementa¢io em microprocessadores onde a dinfimica
das variaveis € limitada, ela deve ser superior a um

limite determinado.

eficaz em varios

dita de

ClUma solugio simples mas

casos € a introdugio de uma  constante,

estabilizagio, na (23), de forma gque ela

e tornad

Ea(n+i) = wEa(n) + ealn+i) €a(n+i) + C

e 0 erro acumulado mantém-—

acima de um limites

Ea(n+i) ) [
i-w (28)
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& introdugio desta constante provoca evi-

temente uma  perturh an no algoritmo € sew valor

deve olhido, para da caso  particulay, de

MEne i ms que o algoritme ng pErca suas propriedades

de optimalidade.

Enfim, pode-se dizer gque o teste final pa-
ra todas suas técnicas de estabilizag8o jd propostas
¢ a experiéncia pratica € em tempo real. Encontra-se
trabalhos sobre a implementaglio dos

na literatura

algor itmos MR em aritmética inteira L1610 e & refe-

E8Zd —de

réncia creve ma sHpEriencia onde este

algoritme € aplicado em  tempo I't“no cReo - de

de  sinails

predi snoidais em omeio ruidoso, neste

trabalho utiliza-s rante de tabilizagio

A cons
descrita acima € um fator de ponderaciio na adapta¢io
de evitar a divergéncia

dos cosficientes como meio

devida acs erros de arredondamento.

VI. CONCLUSZEO

Apresentanos neste  artigo um breve estudo

sobre os  algoritmos de minimos gquadrados rdapidos. O

enfogue dado foi de natureza  intuitiva, com a

intengio de colocar alguns conceitos bd 5, tais

k-

como filtragem dtima & predigio linear, e de apre-

sentar o conjunto de operagies para dois tipos

desses algoritmos. Para um tratamento matemdtico

mais detalhado do assunto, o leitor pode consultar

varias das referéncias citadas abaixo. O problema de
estabilidade destes algoritmos, gue vem sendo objeto
publicagies também o

de diversas recentes,

cintamente discutido.

Aopossibilidade dispor de algoritmos de

alto desempenho, com uma complexidade proporcional &

ardem do  filtro, abre perspectivas interessantes em

VArias areas do processamento digital. 0s recentes

eatudos  sobre o probplema da estabilidade e o

iltados em tempo real

AP Ay imento dos prineiros re:

levam a crer gue, tanto no campo da pesquisa como da

indistria, evera ser importante o dmpacto desta

nova geracac de algoritmos adaptativos.
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