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RESUMO

Um método & descrito para a geragao de polindmios
irredutiveis em um campo finito, a partir de um
polindmio irredutivel dado. Mostra-se que em cam
pos finitos de caracteristica 2, i.e., GF(2™), o

ninero maximo de polindmios irredutiveis que podem

ser gerados desta forma & 6. Em geral, em campos
de caracteristica p # 2, um nimero de polindmios
irredutiveis maior que 6 & obtido. A caracteris-

tica principal deste método & ndo necessitar co -
nhecer os elementos do campo explicitamente,au se
ja, nao requerer uma tabela contendo os elementos
do campo. Esta teoria encontra aplicagdes no pro-

jeto de sistemas codificados e em sistemas cripto

graficos.

INTRODUCAO

Um método & descrito para a geragao de polindmios irre
dutiveis em um campo finito, a partir de um polindmio
irredutivel dado. Mostra-se que em campos finitos de
caracteristica 2, i.e., GF(2™), o nimero maximo de po-
lindmios irredutiveis que podem ser gerados desta for-
ma & 6. Em geral, em campos de caracteristica p # 2 ,
um nimero de polindmios irredutiveis maior que 6 & ob-
tido. A caracteristica principal deste método & nao
necessitar conhecer os elementos do campo explicitamen
te, ou seja, nao requerer uma tabela contendo os ele -
mentos do campo. Esta teoria encontra aplicagoes no pro
jeto de sistemas codificados e em sistemas criptografi
cos.

Conforme é explicado abaixo, existem pelo menos trés

A : n
procedimentos conhecidos para fatorar x -

1 sobre um
campo finito. O procedimento padrao para fatorar -1
encontra-se descrito nos textos de cédigos corretores
de erros, nos capitulos de revisao de algebra [1] [2].
Encontra-se também na literatura [3],[4] um algoritmo
para fatorar polindmios em campos finitos de autoria de
E. Berlekamp. O terceiro procedimento & devido a John
Gordon [S] e, apesar de extremamente simples, necessi-
ta de uma tabela com os elementos do campo.

O método de Gordon, na sua forma original, & aplicavel
finitos de caracteristica 2.

apenas a campos A-exten -

sdo para um campo de Galois GF(p"), p # 2, & imediata
e é apresentada neste trabalho. Como os dois primeiros
procedimentos de fatoracao sao bastante divulgados, no

[s]

novo

que segue sera descrito apenas o método de Gordon
em versdo generalizada, antes da apresentacao do
método.

m

METODO DE GORDON

Uma descrigao alternativa para o método de Gordon foi

obtida pelo autor, a qual permite visualizar com sim -
plicidade o funcionamento do referido método, assim co
mo também generalizid-lo para campos de Galois de carac
teristica p # 2.

Seja o uma raiz do polindmio p(x), primitivo em GF(p"),
portanto do grau m. Deseja-se determinar ¢ polindmio mi
nimo mB(x), sobre GF(p), de um elemento arbitrario B ,
nao nulo, de GF(pm). Este polindmio & de grau igual ou

tendo como raizes :

inferior ao de p(x) [1], ¢
Z-

g, BE, gP gP =
onde s & o menor inteiro tal que 3P =g e pode ser re

presentado como :
s-1

2
Ml = tx g ix - PR S B s e s fF -

Sabe-se da dlgebra [1] que o algoritmo da divis3od po

lindmios permite escrever :

mB(x) =qg(zp - rix)- o rd i a et e D)

onde g(x) na verdade & igual a zero ou 1, respectiva -
mente, quando o grau de mB(x) &€ menor ou igual ao grau
de p(x)

e r(x) & de grau menor que m.

(2),

j;(a) + ri{a) = r(o), para mB(x)

me(m) =

Substituindo x por « em obtém-se :
de grau m .

e e di (D)

r(a) 5 para m,(x) de grau menor que m.

B
Utilizando a representacao para mB(x) dada em (1) , o
valor de r(a) da expressao (3) pode ser obtido da se -

guinte forma:



. 2 s
(= 58) b~ AR Y =B L = B ) S EE) e (0)

Como r(x) & necessariamente de grau menor que O de

pix)-, representagao polinomial & obtida de (4)

bastando para isso apenas mudar a por X. Assim sendo ,

a sua

mB(x) é finalmente obtido do seguinte modo :
pix). + . .r(xl;I'pata ms(x) de grau m.

mg(x) = sebins et e G5

f(x) , para mB(x) de grau menor que m.
EXEMPLO 1
Considerar o polindmio binario p(x) = x4 + %+ pri-
mitivo em GF(16). Seja a uma raiz de p(x), i.e. ,
pl(a) = 0.
a) Determinar o polindmio minimo de B = u3 sobre GF (2).

Solugao :

mB(X) = (x - ad)(x - a®)(x - o (x - o’
mB(a) = (a - a3)(a - a6)(u - ulz)(u - ag) = r(a)

Com a ajuda da tabela I do APENDICE, obtém-se :
9.all.al3.u3 = 016 = DL3 Ol2

mB(a) =r(a) =« +
Portanto,
r(x) = x3 + %2
Finalmente,
mB(X) = p(x) + r(x) = 2 Fm R v L
b) Determinar o polindmio minimo de B8 = o> sobre GF(2)
Solugao :
Procedendo de maneira analoga a descrita acima, re-
sulta :
mB(x) = (x -_us)(x - 010)
me(u) = r(a) = (o - as)(a - alo) = az.ds = u%o
r(a) = &10 = u2 +a +.1
Portanto,
(%) = x2 X 4+ 1
Finalmente,
me(x) =Bl e S
EXEMPLO 2
Considerar o polindmio p(x) = %% EAX + 2, primitivo em
GF(25). Seja a uma raiz de p(x), i.e., pl(a) = 0.
Calcular o polindmio minimo de R = a3 sobre GF(5) .
Solugao :
Seguindo passos analogos aos do EXEMPLO 1, resulta:
m(x) = (x - o) (x - o'?)
me(a) =r(a) = (a - u3)(u - uls)

Com a ajuda da Tabela II do APENDICE, obtém-se:

4.u18 £ u22 ko 1

(o) = o
Portanto,

LK) =x 4+ 1
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Finalmente,

2

m,(x) = +4x 4+ 2 +'x + 1 =x"+ 3

8 p{x) + r(x) = %2

NOVO METODO
obter polindmios irredutiveis a par

Este método permite

tir de um polindmio irredutivel f(x) dado, por meio de

transformagSes de variaveis que preservam o grau de
f(x). Essencialmente, apenas duas transformagaes basi-

cas sao empregadas :

S R U R I SE IRt SIS ()

£(xX) —= £(1 ¥ x)

(%) xM£(1/x), onde m & o grau de £(X) .......(7)

—

A transformagao indicada em (7) gera a transformada de
raizes reciprocas [1] do polindmio £ (x), a gual obvia-
mente da origem a um polindmio do mesmo grau que f(x).
Nao & obvio porém que a transformagao indicada em (6)
preserva o grau do polindmio usado.

O lema a seguir demonstra este fato.
LEMA 1

Dado o polindmio f(x), de grau m, irredutivel em GF (p),
tal que £(B) = 0, B fgGF(p™), entdo £(1 + x) & também

irredutivel em GF(p).

PROVA.
Como 8 & raiz de f(x), entao decorre que :
2 m-1
B, B, B, s, B
sao as raizes de f(x) [1]. Aplicando a transformagao
(6) em f(x) resulta f(x + 1) qgue tem como raizes :

2 m-1
g-1, sP-1, gP°L1, ......., 8P
i j
se gP -1 = gP -1,
i ] J_
entio P = gP,

il

portanto pJ . pi =B

o que & uma contradigao. Portanto, f(x +'1) tem o mes-

mo nimero de raizes que f(x), todas distintas, sendo as
sim irredutivel em GF(p). CQD.
O polindmio f(x + 1) & na verdade o polindmio minimo

[l] de B - 1. No caso binario, i.e., p = 2 as transfor
macoes indicadas em (6) e (7) sao aplicadas sucessiva-
mente e repetidamente, parando quando o resultado obti
do ~for £(x)’,

ral, para p # 2, aplica-se (6)

conforme & mostrado no EXEMPLO 3. Em ge -
p - 1 vezes seguido de

uma aplicacao de (7), depois (6) por mais p - 1 vezes,

depois (7), etc., e assim sucessivamente até repetir
f(x), conforme & mostrado no EXEMPLO 4.

EXEMPLO 3

Considerar o polindmio f(x) = X2 e 1, irredutivel

em GF(2). A aplicagaoc das transformagoes (6) e (7) for

nece a seguinte sequéncia de polindmios irredutiveis :

x5+x2+l x5+x3+x2+x+l l/i x5+x4+x3+x2+l
{
¥ o(x+1) f (xe1) l(x+l)
1/x
x5+x4+x2+x+l —_— x5+x4+x3+x+l x5+x3+l



EXEMPLO 4

Considerar o polindmio f(x) = XA A 2, irredutivel
em GF(5). A aplicacao das transformagdes (6) e (7) for

nece a seguinte sequéncia de polindmios irredutiveis :

+1 + + +1
Pt s B et %3 B %000 2L i

l 1/x
2 Xtli ey x*1 xELE 5 2
X“+2 «— X"+3%x4+3 «— X"4x+le— xX"+4x+l " x +2x+3

A determinagao do comprimento de um ciclo de transfor-
magoes, ou seja, do numero de polindmios irredutiveis

gerados, pode ser feita conforme & indicado a seguir .
a) Caso binario

A sequéncia de polindmios irredutiveis & obtida as-

sim
/%
(1) £(x) (4) (1430 (1417 (14x) —>  x™(141/%) ™ (14—
(5) 1+1/x
x+1
X+1 X+1
{2) £1+x)
e S m 1. 1
(3) x £(1+1/x) (6) (l+x) (l+—) f(l+———I—)
1/x - 1+x 1+—
1+x
e 2 ®
O proximo termo seria
K (141/50) ™ (14—t ) P (14— ) = £(x)
1+1/x 1+
. 1+1/x

Visto que
LAl " = 1
1+1/x

31
e
1+ 1

1+1/x

£(1+ = £(x)

Portanto, no caso bindrio, sao gerados no maximo 6 po

lindmios irredutiveis.

b) Caso nao binario

A sequéncia de polindmios irredutiveis & obtida as

sim :
g m m 1 )
£(x) (x+q-1"F (q-1+ —=—) —»x™(1/x+q-1) "f (q-1+—7—7~
. g-1+1/x
g-1l+: 1Ak
ll+x T 1+x

£{1x)

ll+x T

m 1
f(2+x) (x+2) f(q—}+§:§)

| B

B e (g-1n)
1+x

ll+x T 1+x

1/%
f(q—l+x)—)xmf(q—l*l/x)

onde q & um nimero primo.

i

E assim sucessivamente até a obtengao do termo cujo ar

gumento de f( ) & o seguinte :

otk Bk TR S Y el )

ST

O periodo da sequéncia de transformagdes pode ser obti
do de (8), somando os valores do primeiro membro a par

tir do 4ltimo termo, i.e.,

fa-=3) +.0/% = [llg - Wx ¥ 1] / x.

Uma expressao de recorréncia pode ser deduzida paracal

cular a referida soma, tendo o seguinte termo genéri -

cO:i-2
(g-1)a; . (x) + a, . (x) a, (x)
A, (x)= ol b =2 Sliece o are e s
&gt By =)
onde as condigbes iniciais sdo a;(x) = x e ag(x) =1,
6=
A (x) = [(@-Dx + 1]/x
2 2
T LR R R (g-1) _ xC(g-1)° + 17 + (g -1)
% (g=l)x + 1 (g=1l)x + 1
e assim sucessivamente, parando no termo An(x) = X.

A expressao (9) serve para implementar o seguinte algo

ritmo, para calculo do numero de termos :

: 4 ai(x) ai_l(x) Ai(X)

1 X 1 3%

2 (g-1)x + 1 % [(g-1)x-+ 1] / x
3 [(g-1) + 1]x + (g-1) (@-1)x + 1 az(x) / ay(x)

n ax a X

onde a e€GF(p) .
EXEMPLO 5

Determinagao do comprimento maximo do ciclo de transfor-

magoes quando p = 5.

i a, (x) a;_; (x) A; (x)

i 3 X i b

2 4% + 1 i (4x+1) /x

3 2x + 4 7 e e f (2x+4) /(4x+1)
4 2% + 2 2x + 4 (2x+2) /(2x+4)
5 2 2x + 2 2/(2x+2)

6 2x 2 X

Assim, no maximo 25 polindmios irredutiveis em GF(5)

sao gerados.

COMENTARIOS

0 grupo de transformagoes indicadas por (6) e (7)tem

ordem 6 no caso bindrio e foi utilizado [6] para a fa-



toracdo de trindmios em GF(2).
Como consequéncia do lema 1, mostra-se facilmente que
(6) aplicada a um polindmio composto de dois ou mais

fatores irredutiveis, da como resultado um wvolindmio
composto de dois ou mais fatores irredutiveis.

0 método introduzido & caracterizado pela simplicida-
de. Pode ser automatizado para uso com computador di-
gital ou’ ¢ircuito digital.

Sobre os polindmios gerados pode-se dizer apenas gue
sao irredutiveis, nada se sabendo quanto ao fato de
serem primitivos. O comprimento maximo do ciclo de
transformagoes nao foi determinado exatamente e obser
va-se que depende da sequéncia em aque sao aplicadas as
transformagoes (6) e (7). Quanto a possiveis aplica -
coes em criptografia, chaves para "stream ciphers"aue
fazem uso de polindmios irredutiveis, podem vir a ex-
plorar as relacoes de dependéncia que existem entre
os polindmios de um mesmo ciclo.

Para finalizar, o método agui apresentado reduz bas -
tante a tarefa de encontrar polindmios irredutiveis ,
cuando comparado com outros métodos, e pode ser usado

com vantagem em combinagao com eles.
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APENDICE

TABELA I. Elementos nao-nulos de GF(16),

mdédulo p(x) = x4 + x + 1
0 a3 a7=a3+a+l ull:a3+a2+u
 h a4=a+1 as:a2+l a12=a3+a2+u+ 1
a a5=a2+a u9=a3+a ul3=m3+a2+l
0t2 u6=a3+a2 a10=a2+u+1 al4=a3+l
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TABELA II. Elementos nao-nulos de GF(25),

modulo p(x) = %2 TR s
0 o3 =a0+1  oll=3a42  olT=0+s  a?3=20+3
1 o8 =2 at?=4 al8=3
o a7 =2a al3=4a a19=3a
a?=a+3  of 22041  ol%=s0+2  o20=30+4
a3=4a+3 ug =30+l a15=a+2 a21=2a+4
o =20+2 a10=4a+4 a16=3a+3 q22=u+1



