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R E S U M O

A decodificação algébrica de uma classe de códigos multiníveis 
pseudocíclicos é apresentada. A transformada de Fourier de cam 
po finito é a ferramenta empregada, em conjunto com uma permu­
tação afim. A permutação afim empregada não preserva o código 
original porém mapeia-o em um código equivalente, cíclico em um 
campo de extensão.

INTRODUÇÃO

Em 1984 Rocha £l] introduziu uma classe de códigos mui 
tiníveis pseudocíclicos e de distância máxima separá - 
veis (MDS). O interesse em códigos MDS advém do fato 
de possuirem o maior valor possível de distância míni- 
*ma, para valores fixados de comprimento e número de dí 
gitos de informação. Para códigos lineares, estes pa - 
râmetros são relacionados pela cota de Singleton [ 2 ] 
d £ n - k + 1, onde d é a distância mínima, n o compri 
mento e k o número de dígitos de informação do código. 
Códigos MDS satisfazem a cota de Singleton com igualda 
de. Códigos MDS pseudocíclicos tem a vantagem adicio - 
nal de possuirem algumas das propriedades de códigos 
cíclicos, úteis para a codificação e a decodificação 
£3]. Posteriormente este trabalho foi extendido fã] e 
generalizado para códigos multiníveis pseudocíclicos , 
nao necessariamente do tipo MDS. A decodificação algé­
brica desta família de códigos é o objeto do presente 
texto.

CÕDIGOS MULTINÍVEIS PSEUDOCÍCLICOS

Nesta seção é apresentado um resumo da teoria dos códi 
gos multiníveis pseudocíclicos. Maiores detalhes podem 
ser obtidos nas referências [l], |̂ 3j, ^4J e £5 ].

Os códigos considerados tem os seguintes parâmetros: 

Comprimento do bloco : n = (qm - 1)/r, onde q = pS ,

p um número primo e 
r, s e m sao inteiros.

Número de dígitos de informação : k 

Distância mínima : d < n - k + 1

O polinómio gerador g(x) destes códigos é um fator de 
xn - b, onde a ordem de b divide r, b ^ 0, b e GF(q) . 
O polinómio xn - b é caracterizado por suas raízes,per 
tencentes a um campo de Galois GF(qm), cujos expoentes 
são assim representados:

ene + ir, onde 0 ^ i j . n - í > a = b, 0 ^ e _ r - 1 
0 ponto a ser enfatizado é que, a fim de garantir uma 
distância mínima d para o código, g(x) deve ser o mini 
mo múltiplo comum dos polinómios mínimos de d-1 raízes 
cujos expoentes formam uma progressão aritmética.
O termo "raízes consecutiva^' será usado com o significa 
do de que entre duas delas, e + ir e e + (i + l)r , 
por exemplo, não haverá nenhuma outra raiz de xn - b.

DECODIFICAÇÃO ALGÉBRICA

O desenvolvimento apresentado a seguir explora com van 
tagem a estrutura matemática dos códigos pseudocícli - 
cos.
Para poder empregar corretamente a transformada de Fou 
rier de campo finito (TFCF) £ôj, faz-se necessária a 
utilização de um núcleo que tenha ordem n. Como as raí 
zes de g(x), em princípio, não contêm nenhum elemento 
de ordem n, com exceção do caso em que b = 1, o cálculo 
da síndrome não corresponderia a uma transformada com 
inversa. Daí foi necessário utilizar uma permutação a 
fim ^3J para resolver esta dificuldade.
O lema a seguir estabelece as condições que devem ser 
satisfeitas pela transformação afim.

LEMA 1.

Sendo a^e+^r  ̂ , a < i ^ a + d - 2 ,  0 < a < n - 1, as
raízes consecutivas do polinómio gerador g(x), a permu 
tação afim x = a^e+u^ y ,  0 < u < d - 2, transforma o 
código pseudocíclico em um código cíclico equivalente, 
sendo a primitivo em GF(qm ).

PROVA.

A substituição de x = a^e+ur^y em xn - b dá como re 
sultado:

n(e+ur) n , .......(1 )a y - b - a y - b . .

visto que a . = 1 e como nea = b [5], então (1 )
ser escrito como :

byn - b = b(yn - d  ... ...... (2 )
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r/(p-l)
Obviamente yn - 1 dã origem a códigos estritamente cl 
clicos, porem sobre GF(qm ) e não sobre GF(q). As raí­
zes de yn - 1 tem ordens que dividem n £3 ]], sendo fa­
cilmente obtidas a partir das raízes de xn - b e da 
transformação afim empregada, tendo como expoentes 
(i - u)r, onde u é um parâmetro 0 < _ u < ^ d - 2 ,  e i é 
variável, a j < i < ^ a  + d - 2 .
Obviamente, o código cíclico obtido por meio da transfor 
mação afim ê equivalente ao código pseudocíclico ori­
ginal, ambos tem portanto os mesmos parâmetros e tam­
bém a mesma distância mínima d. C.Q.D.
Um valor conveniente para u é aquele que mapeia os ex 
poentes das raízes de g(x) em 0, r, 2r, ...,(d - 2)r. 
Observar que tal escolha ê sempre possível, por serem 
consecutivas d-1 raízes de g(x) e devido à estrutura 
pseudo cíclica.
Após a aplicação da permutação afim, a decodificação 
algébrica se processa de forma exatamente idêntica â 
que ê usada para códigos BCH £7 ]]. A seguir é apresen­
tada uma descrição dos passos que constituem o algo - 
r í tmo.

então resulta e. = Z E.a 1 j=0 3

5. Aplicar a transformação afim inversa para obter 
e (x) .

6. Efetuar a correção dos erros subtraindo e(x)de f(x)

v (x) = f (x) - e (x)

EXEMPLO

Considere o código pseudocíclico (6,2,5), com 5 n í ­
veis, i.e., p = 5, s = 1, obtido a partir da fatoração 
de x^ - 2. As raízes de x - 2 estão contidas emGF(25) 
e tem expoentes 1 + 4i, 0 < L i < 5 .  Estas raízes podem 
ser agrupadas em pares conjugados, que correspondem a 
polinómios do segundo grau, do seguinte modo:

RAlZES POLINÓMIO MÍNIMO

(a ,ct ) ........ 2 + 4x + 2

(a9 ,a21) ........ 2 + 2

(a13 ,a17> ........ 2 + x + 2

ALgorítmo de Decodificação

Seja f(x) o polinómio que representa a soma do polinô 
mio mensagem v(x) e do polinómio erro e(x). Aplica-se 
a transformação afim em f(x), gerando assim

f (y) = v (y) + e (y)

1. Cálculo do polinómio síndrome S(z) 
d-2S(z) = Z S .z1 
i=0 1

onde = f (alr) , 0 _< i ^ d - 2

como f(y) = v(y) + e(y), então resulta :

Si = via'*'1') .+ e(a^r) = e(a^r) , visto que v(a*r ) = 0 

Lembrar que S . = E^, 0 _ j _ d - 2

onde E = (Eq , E^, E 2 , . .., E^, ..., En_^) represen

ta a TFCF do vetor erro.

2. Cálculo do polinómio localizador de erros L(z)

Aplicar o algoritmo de Euclides ao par de polinô - 
21mios z e S(z). Lembrar que S(z) e do grau 

d - 2 = 2 t + l - 2 = 2 t - l  
Parar quando o grau do polinómio resto for .menor 
que t |_7j. As localizações dos erros, na palavra 
recebida, são indicadas pelos expoentes dos valo - 
res recíprocos das raízes de L(z).

3. Determinar o vetor E associado ao polinómio E(z) , 
que representa a TFCF do vetor erro e, associado ao 
polinómio e(x), por extensão recursiva a partir de 
L(z) e S (z) [7 ].

4. Calcular a TFCF inversa de E(z) a fim de determi -
nar e(y).

e = (e0, ex, e 2,
1 n~* 1 2 3 4 *e. = -------- I

1 n(mod p) j=0 E . a 
3

n-1
-rij porém n(mod p)=(p-l)/r.

Neste exemplo será empregado o polinómio gerador g(x),
mostrado abaixo, com quatro raízes consecutivas a 1 ,

5 9 , , ca, a , a , portanto com d = 5.

(x^ + 4x + 2) (x^ + 2) = x4 + 4x~* + 4x^ + 3x + 4 = g(x)

A obtenção de cada polinómio mínimo, a partir de suas 
respectivas raízes, foi feita com o auxílio de uma ta­
bela com os elementos de GF(25), a qual é apresentada 
no APÊNDICE.
Seja f(x) = 3x^ + x o polinómio recebido.
A transformação afim, a ser utilizada, é dada por 

21x = a y. As raízes de g(y) tem portanto os expoentes
0, 4, 8 e 12. Daí resulta :

., , , , 21 , 5 ^ 21 3 5 21f (y) = 3(a y) + a  y = a y  + a y

1. Cálculo do polinómio síndrome S(z)

SQ = f (1) = 4a

Sn = f(a4) = a
8.S~ = f (a ) = a

_ . 12,S3 = t la ) = (
... 3 3S (z) - a z + (

Cálculo do pol
( consultar a :

3

16

15

3
1

8 2 15

L (z) r± (z) <31 (z)

0 4z -

1 33, 8 2  16_, 15 a z +a z +a z+a -
/ 21 14, - (a z + a ) 1 2 2  12_. 17 a z +a z+a a21z + 14a

21 14 15 4 1+(a xz+aJ" ) (a z+a^) 20 , 16 a z + a a15z + 4a

L(z) = 1 + (a21z + a14] 15 4 2 i(a'LDz + a )  = 4 z  + z + 4
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3. Calculo do vetor E. APÊNDICE
2
Z E . 

i= 0 3
. L .-1 í 0 , i . e . , E j-2 L 2 +Ej-lLl+EjL 0

0 Transformação Afim

Como os E . , 0 < i < d - 2, iá são conhecidos do cãl í —  —  -
culo da síndrome, resta apenas calcular E^ e E 5 .

4E4 + E 3 + 4E 2 = 0/ ou seja E4 = E 3 + 4E2 = 4a

4E5 + E4 + 4E3 = 0, ou seja E 5 “ E4 + 4E 3 = 2 0a

Portanto,, E = (a15, 16 8 a , a , a3,. a4 . 2 0 , -a ) e a TFCE
do vetor erro associado a e(y).

4. A transformada inversa de E é dada por

1  n _ 1  -iie. = --------  Z E.a J
1  n(mod p) j= 0 3

onde a é um elemento de ordem n. Será usado a 
como núcleo da transformação, lembrando que 6 

módulo 5.

4a
1

= Z E .a 
j= 0 D

-4ij

Resulta

e = (0 , a21, 0 , 0 , 0 , a3), í m  ■ ,
, . 3 5  21 3 , 3 , 5  2 1 , 3 ,e(y) = a y + a y = a (a x) + a (a x)

2 1 3Aplicando a transformaçao inversa y = x/a = a x , 
òbtém-se :

e(x) = 3x^ + x

Finalmente,

v (x) = r (x) - e (x) = 0

COMENTÁRIOS

Este trabalho demonstrou que códigos pseudocíclicos mui 
tiníveis podem ser decodificados por um procedimento 
algébrico. O passo fundamental, que permitiu o uso da 
decodificação algébrica, foi o emprego de uma transfor 
maçao afim aplicada ao código’pseudocíclico. Como re - 
sultado da aplicação da transformação afim, foi obtido 
um código cíclico sobre GF(qm) . Uma vez obtido um códi 
go estritamente cíclico, o método clássico de decodifi 
cação algébrica é de aplicação imediata. Este procedi­
mento oferece uma alternativa interessante para decodi 
ficar os códigos negacíclicos £8 ]̂ introduzidos por 
Berlekamp.
Embora outros procedimentos de decodificação existam co 
mo, por exemplo, busca exaustiva, conjuntos de informa 
ção, armadilha para erros, etc. f3j, E9 J' as téc­
nicas algébricas para decodificar códigos de bloco des 
pontam como talvez as mais eficientes, quando códigos 
com t _> 2 são usados.
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Uma transformação afim, com' parâmetros a e b, a ^ 0 ,
a e b sendo elementos de GF(qm ), ê uma permutação que 
muda um símbolo da posição x para a posição z = ax+b. 
A permutação afim usada neste trabalho ê do tipo z = ax. 
isto é , com b = 0 .

4Tabela de elementos de GF(25), módulo p(x)=x +4x+2

0 a^=4a+l 11 , , 0 a =3a+2 17a =a + 4

1 a6 = 2 a12 = 4 18 0a =3

a a^ = 2a a13=4a a19=3a
2a =a+3

g
a =2a+l a =4a+2 a20=3a+4

a^=4a+3 9a =3a+l a15=a+2 a21=2a+4

a^=2a+2 1 0  „ ,a =4a+4 16 ^a =3a+3 a =a+l
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