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A decodificagao algébrica de uma classe de cddigos multiniveis

pseudociclicos é apresentada. A transformada de Fourier de cam

po finito é a ferramenta empregada, em conjunto com uma permu-

tagao afim. A permutacao afim empregada nao preserva o

codigo

original porém mapeia-o em um codigo equivalente, ciclico em um

campo de extensao.

INTRODUGAO

Em 1984 Rocha [l] introduziu uma classe de cédigos mul
tiniveis pseudociclicos e de distancia maxima separa -
veis (MDS). O interesse em cddigos MDS advém do fato
de possuirem o maior valor possivel de distancia mini-
fma, para valores fixados de comprimento e nimero de di
gitos de informagao. Para cddigos lineares, estes pa -
rametros sao relacionados pela cota de Singleton [ 2 ]
d <n-k+ 1, onde d & a distancia minima, n o compri
mento e k o nimero de digitos de informagcao do cddigo.
Cédigos MDS satisfazem a cota de Singleton com igualda
de. Cédigos MDS pseudociclicos tem a vantagem adicio -
nal de possuirem algumas das propriedades de codigos
ciclicos, fiteis para a codificagao e a decodificagao

[3]. pPosteriormente este trabalho foi extendido [5] e
generalizado para cédigos multiniveis pseudociclicos ,
ndo necessariamente do tipo MDS. A decodificagdo algé-
brica desta familia de codigos & o objeto do presente

texto.

CODIGOS MULTINIVEIS PSEUDOCICLICOS

Nesta secao & apresentadc um resumo da teoria dos c&di
gos multiniveis pseudociclicos. Maiores detalhes podem
ser obtidos nas referéncias [1], [3], [4] e [5].

Os cédigos considerados tem os seguintes parametros:

S

Comprimento do bloco : n = (qm = 1) /¥, onde g =p

p um nimero primo e
r, S e m sao inteiros.
NGmero de digitos de informagao : k

Distdncia minima : d < n - k + 1

O polindmio gerador g(x)

n
o R

destes cddigos & um fator de
b #0, be GF(q) .

SEoRs n - ; 2
O polinomio x - b & caracterizado por suas raizes,per

onde a ordem de b divide r,

tencentes a um campo de Galois GF(qm), cujos expoentes

sdo assim representados:
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O ponto a ser enfatizado & que, a fim de garantir uma
distancia minima d para o cddigo, g(x) deve ser o mini
mo miltiplo comum dos polindmios minimos de d-1 raizes
cujos expoentes formam uma progressao aritmética.

O termo '"raizes consecutivad' sera usado com o significa
e-F fr=rer e

do de que entre duas delas, fie

n

por exemplo, nao havera nenhuma outra raiz de x - b.

DECODIFICACAO ALGEBRICA

O desenvolvimento apresentado a seguir explora com van
tagem a estrutura matematica dos codigos pseudocicli -
cos.

Para poder empregar corretamente a transformada de Fou
rier de campo finito (TFCF) [6], faz-se necessaria a
utilizagao de um nicleo que tenha ordem n. Como as rai
zes de g(x), em principio, nao contém nenhum elemento
de ordem n, com excegéo do caso em que b = 1, o calculo
da sindrome nao corresponderia a uma transformada com
inversa. Dai foi necessario utilizar uma permutagao a
fim [3] para resolver esta dificuldade.

O lema a seguir estabelece as condigbes que devem ser

satisfeitas pela transformacao afim.

LEMA 1.

Sendo u(e+1r) A —Seakas Al e Ol 2y 0 = a g =t ag
raizes consecutivas do polindmio gerador g(x), a permu
tagdo afim x = ﬂ(e+u{)y' 0 <u<d- 2, transforma o

cbédigo pseudociclico em um cddigo ciclico equivalente,

sendo o primitivo em GF(qm).

PROVA.
A substituigao de x = ol®tUr)y o X" - b 43 como re
sultado: :

“n(e+ur)yn e hee aneyn i e L (1)
visto que a™ =1 e como o =b [5], entdo (1) pode
ser escrito como

by b= R L L e R2)



Obviamente yn - 1 da origem a cbdigos estritamente el

clicos, porém sobre GF(q") e nao sobre GF(q). As rai-
zes de yn - 1 tem ordens que dividem n [3], sendo fa-
cilmente obtidas a partir das raizes de %" = b e da
transformagéo afim empregada, tendo como expoentes
(i - ur, onde u & um parametro 0 < u <d -2, e i &
variavel, a £ i < a +d - 2.

Obviamente, o cddigociclico obtido por meio da transfor
magcao afim & equivalente ao cédigo pseudociclico ori-
ginal, ambos tem portanto os mesmos parametros e tam-
bém a mesma distdncia minima d. C.Q.D.

Um valor conveniente para u & aquele que mapeia os ex
poentes das raizes de g(x) em 0, r, 2r, ...,(d - 2)r.
Observar que tal escolha & sempre possivel, por serem
consecutivas d-1 raizes de g(x) e devido a estrutura
pseudo ciclica.

Apds a aplicagao da permutacao afim, a decodificacao

algébrica se processa de forma exatamente idéntica a
que & usada para cbdigos BCH [7]. A seguir & apresen-
tada uma descrigcao dos passos que constituem o algo -

ritmo.

Algoritmo de Decodificagao

Seja f(x) o polindmio que representa a soma do polino

mio mensagem v(x) e do polindmio erro e(x). Aplica-se
a transformagﬁo afim em f(x), gerando assim
fly) = viy) + ely)

1. Calculo do polindmio sindrome S (z)

d-2 i
8(z2) = I 5.2
. i
i=0
onde S, = f(a "), 0<i>d-2
como f(y) = v(y) + e(y), entao resulta
Si = v(a!T) + e(a*t) = e(ulr), visto que v(ulr): 0
Lembrar que Sj = Ej, 0 < isid =02
onde E = (EO, El, E2, A Ej’ s En-l) represen

ta a TFCF do vetor erro.

2. Calculo do polindémio localizador de erros L(z)

Aplicar o algoritmo de Euclides ao par de polind -

mios z2% e S(z). Lembrar que S(z) & do grau
d-2=2t+1-2=2t-1

Parar quando o grau do polinémio resto for .menor

que t [7]. As localizagoes dos erros, na palavra

recebida, sao indicadas pelos expoentes dos valo -

res reciprocos das raizes de L(z).

3. Determinar o vetor E associado ao polindmio E(z) ,
que representa a TFCF do vetor erro e, associado ao
polindmio e(x), por extensao recursiva a partir de
G2k e siz) [7].

4. Calcular a TFCF inversa de E(z) a fim de determi -

nar e(y).
e = (eo, e, ey, R en—l)
1 n-1 s
Gt oSk %, E.o °*J, porém n(mod p)=(p-1)/r,

entdo resulta e, = I Eju_rijr/(P—l)

5. Aplicar a transformagao afim inversa para obter

e(x).

6. Efetuar a correcao dos erros subtraindo e(x)de f(x)
vix) = £(x) = el(x)
EXEMPLO

Considere o codigo pseudociclico (6,2,5), com 5 niI -
veis, i.e., p = 5, s = 1, obtido a partir:da fatoraggo
de x° - 2. as raizes de x® - 2 est3o contidas em GF(25)
e tem expoentes 1 + 4i, 0 < i < 5. Estas raizes poden
ser agrupadas em pares conjugados, que correspondem a

polindmios do segundo grau, do seguinte modo:

RAIZES POLINOMIO MINIMO
(o - s O e T X2 + 4x + 2
(ag ,u2l) .............. S x2 452
(u13 ,al7) PRy e W e x2 + x + 2

Neste exemplo sera empregado o polindomio gerador g(x),

mostrado abaixo, com guatro raizes consecutivas uzl 7
oy uS, ag, portanto com d = 5.
(x% % 4% 2) (%% + 2) = xb 4 dx° 4 4%% ¥ 83x % 4= gix)

A obtengéo de cada polindmio minimo, a partir de suas
respectivas raizes, foi feita com o auxilio de uma ta-
bela com os elementos de GF(25), a qual & apresentada
no APENDICE.

Seja f(x) = 3x° + x o polindmio recebido.

A transformagao afim, a ser utilizada, é dada por

= a21y. As raizes de g(y) tem portanto os expoentes

X
0, 4, 8 e 12, Dai resulta :

21 5 21 3.5 21
o 2

fly) = 3¢ Y- ey = ety .+ @

1. Calculo do polindmio sindrome S (z)

S0 = f(1) = 4u3 = wls
s, = £ta) o o8
- 8, .| 8
s, = fla ) = a
R e
S(z) = u323 + a822 + al6z + als

2. Calculo do polindmio localizador de erros L(z)

( consultar a referéncia [7] )

E{z) r;(2) q; (z)
0 z4 -
il a323+a822+al6z+u15 =
— a2l w o by a1222+a122+ul7 52k =l
1+(a2lz+al4)(alsz+a4) u20 i 16 a152 7 a4
Liz) =1 + (a2tz + at®) (@l%2 + oY) =427 4 2 + 2



3. Calculo do vetor E.

2
z
i=0

= 0, 16, , B, 3L FE; - LL.3B .1 0
J=1

Bioita b sl

Como os E,, Didi=c-d-—2, j5 530 conhecidos do cal

culo da sindrome, resta apenas calcular E4 e E-.

5
= ; = S
4E4 + E3 + 4E2 = 0, ou seja E4 = E3 +* 4E2 =0
. 20
4E5 + E4 + 4E3 = 0, ou seja E5 = E4 + 4E3 =
Portanto, E = (als, ulG, as, a3, a4, azo) é a TFCE

do vetor erro associado a el(y).

4. A transformada inversa de E [6] é dada por

n=1 e

e, = ————l——— i -E.a 1

L= "hi(mod p) j=0: -7
onde a € um elemento de ordem n. Sera usado a = a4
como nucleo da transformagéo, lembrando que 6 = 1
modulo 5.

5 e 4

e:; = LB o i)

: jzg S

Resulta
e Edn b, 0,0, 0, 0), L,

e(ly) = a3y5 + azly = u3(a3x)5 3 u21(u3x)
Aplicando a transformagao inversa y = x/\x21 = u3x ’
obtém-se :
e(x) = 3x5 + x

Finalmente,

vix) = x(x) - e(x) = 0

COMENTARIOS

Este trabalho demonstrou que codigos pseudociclicos mul
tiniveis podem ser decodificados por um procedimento
algébrico. O passo fundamental, que permitiu o uso da
decodificaqéo algébrica, foi o emprego de uma transfor
macao afim aplicada ao cddigo pseudociclico. Como re -
sultado da aplicagao da transformagao afim, foi obtido
um cddigo ciclico sobre GF(q"). Uma vez obtido um codi
go estritamente ciclico, o método classico de decodifi
cagao algébrica & de aplicacao imediata. Este procedi-
mento oferece uma alternativa interessante para decodi
ficar os cédigos negaciclicos [8] introduzidos por
Berlekamp.

Embora outros procedimentos de decodificagao existam co
mo, por exemplo, busca exaustiva, conjuntos de informa
cdo, armadilha para erros, etc. [3], [7], [9], as téc-
nicas algébricas para decodificar cddigos de bloco des
pontam como talvez as mais eficientes, quando codigos
com t > 2 sao usados.

Este trabalho recebeu apoio parcial do Conselho Nacio-

nal de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico - CNPq.

APENDICE

Transformacao Afim

Uma transformagdo afim, com parametros a e b, a # 0 ,
a e b sendo elementos de GF(qm), & uma permutagao que
muda um simbolo da posigao x para a posigdo z = ax+b.

A permutagao afim usada neste trabalho & do tipo z = ax.
isto €, com b = 0.

Tabela de elementos de GF (25), médulo p(x)=x4+4x+2

0 a~=4a+l ull=3a+2 al7=u+4 u23=2a+3
1 a6=2 u12=4 a18=3

o a7=2a a13=4a u19=3u

a2=u+3 a8=2u+1 al4=4a+2 a20=3a+4

a3=4a+3 u9=3a+1 015=a+2 a21=2a+4

u4=2&+2 a10=4a+4 alG=3a+3 a22=a+l

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[l] Rocha,V.C.Jr., "Maximum Distance Separable Multi-
level Codes", IEEE Trans. on Info.Th., VolIT-30
Ne 3, pp. 547-548, May 1984.

[2] Macwilliams, F.J. & Sloane, N.J.A., The Theory of
Error-Correcting Codes, North-Holland, 1977.

L3] Peterson, W.W. & Weldon, E.J., Error Correcting
Codes, MIT Press, segunda edicao, 1972.

[4] Rocha, V.C.Jr., "Multilevel Double-Error-Correc -
ting Codes", Elect. Lett., Vol 17, pp. 45-46, Jan.
1981.

[5] Rocha, V.C.Jr. et alii, "Multilevel Pseudocyclic
Codes", Journal of Information and Optimization

Sciences (no prelo).

[6] Blahut, R.E., "Transform Techniques for Error Con
trol Codes", IBM J. Res. Develop., Vol. 23, N? 3,
pp= =299-315, May 1979:

[7] Clark, G.C. & Cain, J.B., "Error-Correction Coding
for Digital Communications", Plenum Press, New
York- 19817

[8] Berlekamp, E.R., "Algebraic Coding Theory", McGraw
Hill, 1968.

(9] wei, V.K., "An Error-Trapping Decoder for Nonkinary

Cyclic Codes", IEEE Trans. on Info. Th., Vol. IT-
30, N 3, pp. 538-541, May 1984.



