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Resumo

Neste trabalho, revisitamos o problema do estudo da geometria das horoesferas do
espaco hiperbolico H"*!, com o objetivo de carateriza-las via algumas restri¢oes apropri-
adas de suas curvaturas médias de ordem superior. Em particular, obtemos um resultado
do tipo gap relativo a curvatura escalar de uma hipersuperficie orientada completa imersa
em H"™!. Além disso, estabelecemos uma estimativa para o indice de nulidade relativa
minima de uma hipersuperficie r-minima (2 < r < n —1) de H*"! e também obtemos um
resultado de nao-existéncia para hipersuperficies 1-minimas contidas em uma horobola
fechada determinada por uma horoesfera de H""!. Nossa abordagem ¢ baseada em uma
versao do principio de maximo generalizado de Omori-Yau para operadores diferenciais do
tipo trago em variedades Riemannianas com curvatura seccional limitada inferiormente.

Palavras-chave: Espaco hiperbolico. Hipersuperficies orientadas completas. Ho-
roesferas. Curvaturas médias de ordem superior. Hipersuperficies r-minimas. Indice de

nulidade relativa minima.
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Abstract

In this work, we revisit the problem of studying the geometry of horospheres of the
hyperbolic space H**!, with the purpose of characterizing them under certain appropriate
constraints of their higher order mean curvatures. In particular, we obtain a gap type
result concerning the scalar curvature of complete two-sided hypersurfaces immersed in
H"*!. Furthermore, we establish a estimate for the index of minimum relative nullity
of r-minimal (2 < r < n — 1) hypersurfaces of H"*! and we also get a nonexistence
result for 1-minimal hypersurfaces in the closed horoball determined by a horosphere of
H"*1. Our approach is based on a suitable version of the generalized maximum principle
of Omori—Yau for trace-type operators defined on a complete Riemannian manifold with
sectional curvature bounded from below.

Key Words: Hyperbolic space. Complete two-sided hypersurfaces. Horospheres.
Higher order mean curvatures. r-minimal hypersurfaces. Index of minimum relative

nullity

vil



Sumario

Introducao 1
1 Preliminares 4
1.1 O Espaco Hiperbolico H™** . . . . . . ... ... ... . ... ... ..., 4
1.2 Hipersuperficies Imersas em H** . . . . . . .. ... ... ... 10
1.2.1  As Curvaturas Médias de Ordem Superior H, . . . .. . ... ... 11

1.2.2 A r-ésima Transformagao de Newton P, . . . . .. ... ... ... 17

1.2.3 O r-ésimo Operador Diferencial L, . . .. ... ... ... ... .. 19

2 Sobre a Geometria das Hipersuperficies Imersas em H"! 22
2.1 Hipersuperficies Totalmente Umbilicas de H*** . . . . . . .. .. ... .. 22
2.2 As Funcoes Altura e Angulo Associadas a Hipersuperficies de H**! . . . . 28

3 Resultados Principais 33

Estimando o Indice de Nulidade Relativa de uma Hipersuperficie em
H»+! 45

Bibliografia 48



Introducao

O estudo da geometria das horoesferas do espaco hiperboélico (n + 1)-dimensional
H"*! constitui uma importante temética no ambito da geometria diferencial. Vale lem-
brar que as horoesferas sao hipersuperficies totalmente umbilicas de H"*! isométricas ao
espaco Euclidiano R™ e, considerando uma familia de todas as horoesferas compartilhando
um mesmo ponto fixo na fronteira assintética O, H" ! de H"*!, podemos obter uma folia-
¢ao completa para H"! por horoesferas. Neste cenario, do Carmo e Lawson [13] usaram
o método de reflexao de Alexandrov para provar que uma hipersuperficie completa mer-
gulhada com curvatura média constante e com um tinico ponto em d,,H" ™! deve ser uma
horoesfera. Além disso, também observaram que a afirmacao nao é mais verdadeira se
substituirmos mergulhada por imersa.

Mais adiante, Alias e Dajczer [2] provaram que as horoesferas sao as tnicas superfi-
cies imersas em H?® com curvatura média constante —1 < H < 1 e que estao contido em
um slab, ou seja, a regiao entre duas horoesferas que compartilham o mesmo ponto em
O H™™ . Em [11], de Lima estudou a rigidez de hipersuperficies completas imersas com
curvatura média limitada em H"*!, obtendo resultados de caracterizacao para as horoes-
feras através do principio do maximo generalizado de Omori-Yau. Em seguida, Aquino
e de Lima utilizaram em [4| alguns principios de maximos generalizados a fim de obter
outros resultados de caracterizacao para horoesferas de H"*! sob restricoes adequadas na
funcao de curvatura média.

Mais recentemente, Aquino, Baltazar e de Lima em [5], utilizaram um principio
do méximo com convergéncia no infinito para variedades Riemannianas completas nao-
compactas, a fim de obter resultados de caracterizacao para as horoesferas de H"*!,

através de alguns controles nas curvaturas médias de ordem superior H,, 0 < r < n,



associadas a uma hipersuperficie orientada de H""!. Posteriormente, Nelli e Zhu [14]
estudaram a unicidade das horoesferas e generalizaram um teorema do tipo Bernstein
obtido por do Carmo e Lawson [13] relativo as hipersuperficies mergulhadas com curvatura
média constante de ordem superior. Além disso, eles também mostraram a rigidez das
horoesferas em termos de H,.

Prosseguindo com este estudo, Colares, de Lima e Velasquez [9] estabeleceram novos
resultados de caracterizacao para as horoesferas de H"*!, assumindo os mesmos controles
de [5] para as curvaturas médias de ordem superior, mas agora usando como principal
método analitico uma versao do principio do maximo generalizado de Omori—Yau para
operadores do tipo traco definido em uma variedade Riemanniana completa com curvatura
seccional limitada inferiormente. Em particular, os autores obtiveram um resultado do
tipo gap relativo & curvatura escalar de hipersuperficies orientadas imersas em H"*!.
Além disso, com base nas ideias da Sec¢ao 5 de [6], eles também obtiveram uma estimativa
para o indice de nulidade relativa de uma hipersuperficie orientada completa de H™*!
com H,y; =0 (2 <r <n-—1) e, consequentemente, um resultado de ndo-existéncia
correspondente para o caso r = 1.

Tendo em vista o cenario acima descrito, nesta dissertagao temos como objetivo prin-
cipal o estudo dos resultados obtidos em [9] por Colares, de Lima e Veldsquez. A seguir,
para um melhor entendimento da nossa abordagem, passamos a descrever os contetudos
da cada um dos capitulo deste trabalho.

No Capitulo 1 comecamos apresentando o espaco hiperboélico H**! como uma hi-
perquadrica do espaco de Lorentz-Minkowski L."*2, e verificamos que H"*! é uma varie-
dade Riemanniana com curvatura seccional constante igual a —1. Em seguida, apresenta-
mos as formulas de Gauss e Weingarten de uma hipersuperficie orientada ¢ : ¥ — H"*!
imersa em H"*!, onde orientada quer dizer que existe um campo de vetores normal e
unitario N globalmente definido em X", e, logo depois, estabelecemos o conceitos da r-
ésima curvatura média H,., da r-ésima transformacgao de Newton P, e do r-ésimo operador
diferencial L,, todos eles associados a v : X" — H" L,

No Capitulo 2 realizamos um estudo detalhado de todas as hipersuperficies total-
mente umbilicas do espaco hiperbolico H* !, isto é, da geometria das esferas geodésicas,
das horoesferas e das hiperesferas H" ™.

No Capitulo 3, apresentamos funcoes auxiliares de muita importancia para o estudo



do comportamento da hipersuperficie isométrica ¢ : ¥ — Hr*T! C L**2 a saber, a
fungao altura I, = (¢(p), a) e a fungao angulo f, = (N(p),a), onde a é um vetor tipo-luz
de L"*2. Além disso, destacamos algumas expressoes relacionadas a tais funcoes que nos
auxiliarao nas demonstragoes dos teoremas principais desta dissertagao.

No Capitulo 4, estabelecemos e provamos os resultados principais desta dissertacgao,
a maioria deles com respeito & caracterizacao das horoesferas de H"™! via as r-ésimas
curvaturas médias e usando uma versao do principio generalizado de Omori-Yau devido
a Alfas, Impera e Rigoli [3].

Por fim, no Capitulo 5, estimamos o indice de nulidade relativa de uma hipersuper-
ficie ¢ : ¥ — H"™! em H"*! e, como uma consequéncia, estabelecemos um resultado de

nao-existéncia para hipersuperficies 1-minimas contidas em uma horobola fechada deter-

minada por uma horoesfera de H"*!.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, temos como objetivo apresentar de forma introdutoéria alguns con-
ceitos que serao utilizados nos demais capitulos deste trabalho. Iniciamos apresentando o
espaco hiperbolico H"*!, ambiente no qual os teoremas principais desta dissertacao esta-
rao embasados, onde mostramos que H"™! ¢ uma variedade Riemanniana com curvatura
seccional constante igual a —1. Em seguida, apresentamos os conceitos das curvaturas
médias de ordem superior H,, 0 < r < n, bem como a r-ésima transformacao de Newton,

P,, e o seu r-ésimo operador diferencial, L,, associado.

1.1 O Espaco Hiperbélico H""!

Antes de definirmos o espaco hiperbolico H" ™!, precisamos de alguns conceitos ba-
sicos dos quais faremos uso.
No que segue, V sempre denotara um espago vetorial real de dimensao finita. Uma

forma bilinear simétrica b sobre ) é uma fungao bilinear b: V x V — R tal que
b(v,w) = b(w,v)
para quaisquer v,w € V. Uma forma bilinear simétrica b sobre V é dita:
(i) positiva definida, se b(v,v) > 0 para todo v € V — {0}.
(1) negativa definida, se b(v,v) < 0 para todo v € V — {0}.

(i7) nao-degenerada, se b(v,w) = 0 para todo w € V implica em v = 0.



Se b ¢ uma forma bilinear simétrica sobre V e W é um subespago de V, entao a

restrigao blyyxw : W x W — R é uma forma bilinear simétrica sobre W.

Definicao 1.1 Um produto escalar sobre um espaco vetorial real de dimensao finita V é
uma forma bilinear simétrica b:V xV — R que é nao-degenerada. Diremos que V é um
espaco com produto escalar se ele € munido com um produto escalar, e definimos o indice

de V como sendo o indice de seu produto escalar.

Se V é um espago com produto escalar b e VYW é um subespaco de V), dizemos que W
¢ nao-degenerado se a restricao blyyxy : W x W — R for nao-degenerada. Definimos o

complemento ortogonal W+ de W em V por
W+ = {v e V; b(v,w) =0 para todo w € W}.

No que segue, supomos que V é um espago com produto escalar b = (,). Em relagao a

(,), dizemos que v € V — {0} &:
(1) tipo-espago, se (v,v) > 0 ou v = 0;
(73) tipo-tempo, se (v,v) < 0;

(731) tipo-luz, se (v,v) =0e v #0.

Um subespago nao-degenerado VW de V sera dito tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaco
se todos os seus elementos forem tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago, respectivamente.

Se v € V — {0} nao for tipo-luz, define-se o sinal ¢, € {—1,1} de v por

A norma de v € V é |v| = y/e,(v,v), e v é unitério se [v] = 1. E bem conhecido em
algebra linear que todo espago vetorial real ¥ munido com um produto escalar (, ) admite
uma base ortonormal. Assim, se {ey, ..., e,} ¢ uma base, teremos que (e;, €;) = €;0;;, onde
€; denota o sinal de e; e

1, se1 =7,

0, sei#j.

Nesse contexto, é possivel estabelecer o seguinte resultado:

6ij =

Lema 1.1 ( [15, Lemas 2.25 e 2.26/) Sejam V um espago com produto escalar (,) e

{e1,...,en} uma base ortornormal de V. Entao



(i) todo v €V admite uma unica representag¢ao da forma v =" (v, e;)e;;

(73) o numero de elementos com sinais negativos em (€, ..., €,) € igual a indice de V.

~ . =—n—+1 R . . .
Vi .1 Seja uma variedade diferencidvel munida com o produto escalar
Observacao 1.1 Seja M dade d [ d dut [
T . 5+l . . . . .
(,). Quando o indice v de (,) € zero, M € simplesmente uma variedade Riemanniana.

—n+1 . . .
Por outro lado, quando v =1, M € denominada uma variedade Lorentziana.

Agora voltando nossa atencao, definimos o espaco de Lorenzt-Minkowski "2, com
n > 0, a saber, o espaco R""2 munido com o produto escalar

n+1
<U, w) = sz‘wz‘ — Un42Wn42,
i=1
onde v = (V1, ..., Upt2) € W= (W1, ..., Wpy2).

Definimos o espaco hiperboélico como a hiperquédrica de L."*? dada por

H"" = {p e L™ | (p,p) = —1,ppy2 > 1},

equipada com a métrica induzida de L"+2.

L

Figura 1.1: Modelo quadrico do espago hiperbélico

O proximo resultado nos garante que o espaco hiperbolico H™™! é uma variedade

Riemanniana imersa no espaco de Lorentz-Minkowisk L"*2,
Proposigao 1.1 ([15, Se¢cao 4.6] ) Sao vdlidas as afirmagaes:
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(i) H"*! ¢ uma subvariedade de L™ de dimensao (n + 1).

(i1) O espago tangente em cada ponto p € H™ ! € o conjunto de todos os vetores de 1L"2

que sao ortogonais a p.

(ii7) H™ tem indice zero, ou seja, H'™' é uma variedade Riemanniana.

Demonstragao:

(i) Consideremos
G: L2 —» R
p = G = ()
Veja que H" ™ = G71({—1}). Assim, basta mostrar que —1 ¢ um valor regular da fungao.
Para isso, sejam p € L™ v € T,(L"™?) e considere uma curva « : (—¢, €) — L™ tal que

a(0) =pe /(0) =v. Logo,
(arad G(p),v) = dGy(v) = (G 0 0) (1)
= %(a(t)ﬂ(t))ho = 2(c/(0), a(0)) = (2p,v).
Como (,) é nao-degenerado e v € T,(L"*?) é arbitrério,

grad G(p) = 2p,Vp € L' (1.1)

Observemos que grad G(p) = 0 se, e somente se, p = 0. Porém, isso ndo acontece para
os pontos que pertencem a H". Assim, —1 é valor regular de G e, portanto, H" ™! é

subvariedade de I."*2, cuja dimensao é
dim(H"*") = dim(L"*?) — dim(R) = n + 1.

(i7) Veja que
T,(H"™) = ker{dG, : T,(L"*?) — R},Vp € H"*". (1.2)

Agora, observando de (1.1) que
v € ker{dG,} & 0 =dG,(v) & 0 = (grad G(p),v) = (2p,v),
entao obtemos de (1.2) que
T,(H"Y) = {v € L""2; (p,v) = 0},Vp € H", (1.3)

como desejado.



(iit) Se w € T,(H"™)NSpan{grad G(p)} entdo de (1.1) e (1.3) obtemos respectivamente

que (w,p) =0 e w = fgradG(p), para algum § € R. Dai,

0= (w,p) = Blgrad G(p),p) = 2B(p,p) = —20.
Isso implica que § = 0. Logo, w =0 e
T,(H"") N Span{grad G(p)} = 0.

Assim,

T,(L""?) = T,,(H"™") & Span{grad G(p)},Vp € H"™. (1.4)
Como (p,p) = —1 e grad G(p) = 2p entao Span{grad G(p)} tem indice 1. Em particular,
Span{grad G(p)} é nao-degenerado. Segue que,

Span{grad G(p)}* = T,(H""),

também é nao-degenerado. Logo, de (1.4), segue que

1 = ind(7,,(L"*?)) = ind(T,(H"*)) + ind(Span{grad G(p)}),

para todo p € H"™'. Portanto ind(H"™!) = 0, donde segue que H""! é uma variedade
Riemanniana.

m
Consideremos agora a aplicagao inclusao ¢ : H"™ — L"™2. De (1.1) e (1.4) obtemos

que a correspondéncia

— _ grad G(p) B 2p
" Jgrad G(p)| 1(2p, 2p)]|

=p, (1.5)

define um campo normal unitario globalmente definido em H"!. Assim, a aplicacao
N : H"*! — H"*! definida por (1.5) é chamada aplicacio de Gauss de ¢ : H' ! — L+2,

Denotaremos por Ay : X(H"™') — X(H"™') o operador de Weingarten de ¢ :
H"+! < L2 na direcdo do campo N. Também iremos denotar por V° e V, respec-
tivamente, as conexoes de Levi-Civita de L""? e H"™!. Assim, as formulas de Gauss e

Weingarten de ¢ : H"*! < L"*2? assumem, respectivamente, a seguinte forma:
VLY = VxY — (Ax(X),Y)N, (1.6)
Ax(X) = —(VXN)" = V&N, (1.7)

8



para todo campo de vetores tangentes X,Y € X(H"™!). Observe que temos a igualdade

—(V&N)T = —~V&N pois (N, N) = —1, assim
0= X(N,N)=2(VYN,N),

para todo X € X(H"*'). Para obter uma expressao mais explicita de Az, substituimos

(1.5) em (1.7), obtendo
Ax(w) = =VIN = -V = —v, Vo € T,(H"™),

ou ainda,

Ax(X) =-X, VX € X(H"). (1.8)

O vetor curvatura média H € X(H"*1)* de « : H"*! — L"*2, na dire¢do do campo normal
unitario N, é definido por

H=HN, (1.9)

onde

= tr(Ay) € C*(H™),

n+1

¢ a curvatura média de ¢ : H* < L"*2. Se R® e R denotam os tensores de curvatura de

L2 e H™*!, respectivamente, entdo a equacdo de Gauss de ¢ : H"*' — L"*2 ¢ dada por
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" — (Ax(X), 2)Ax(Y) + (Ax(Y), Z) Ax(X),

para todos X,Y,Z € X(H"™). Sendo os coeficientes da métrica do espago L"*2 constan-

tes, o tensor curvatura R ¢ identicamente nulo. Logo,

R(X,Y)Z = —(Ax(X), 2)Ax(Y) + {(Ax(Y), 2) Ax(X), (1.10)

para todos X,Y,Z € X(H"™). Com toda essa discussio, estamos em condigoes de esta-

belecer e mostrar o seguinte resultado.

Proposigao 1.2 ([15, Secio 4.6/ ) Com a métrica induzida de L™ 2, H" ! tem curvatura
seccional constante iqual a —1 e curvatura média, na diregao do campo normal unitdrio
N definido em (1.5), igual a 1.

Demonstragao: De (1.10) e (1.8) segue que

R(X,Y)Z = —{(X,2)Y — (Y.Z)X},



para todos X,Y, Z € X(H"™). Assim, de [12, Corolario 3.5] obtemos imediatamente que
H"*! tem curvatura seccional constante igual a —1. Por outro lado, observando (1.8) que
Az = —Idymn+1y, obtemos

tr(Ay) = —(n+ 1),

logo, de (1.9), H = —(—1)N = N. Assim, a curvatura média H de H"*! na direcio de

N & constante igual a 1. ]

1.2 Hipersuperficies Imersas em H""!

Considere a imersao isométrica ¢ : X" — H"*! C L."*2 da hipersuperficie orientada
conexa X", onde por orientada queremos dizer que existe um campo de vetores normal e

unitario N globalmente definido em .

Figura 1.2: ¢ : ¥" — H" L,

O campo de vetores normal e unitario definido em H"*! continuara sendo denotado
por N. O operador de Weingarten de " com relacio ao campo de vetores N sera denotado
por A: X(X") — X(X"), enquanto o operador de Weingarten de H"*! sera denotado por
Ay s X(H™) — X(H"*!). Também iremos denotar por V, V e V° as conexdes de Levi-
Civita em X7, H"*! e L"*2 respectivamente. Assim, as formulas de Gauss e Weingarten

de 1) : X" — H"™! assumem, respectivamente, a seguinte forma:
VxY = VxY + (A(X),Y)N,

A(X)=-VxN =-V%N,
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para todo campo de vetores tangentes X,Y € X(X"). Observe que temos a igualdade

~VxN = ~V%N, pois
VYN = VN + (Ax(X), N)N = VxN + (—X, N)N = VxN,

onde X € X(X") e N € X(¥")*. Como H™™! tem curvatura seccional constante igual a
—1, a equacao de Gauss de 1) : ¥ — H""! ¢ dada por
(R(X,Y)Z,W) == {(X, Z){Y, W) = (Y, Z){X, W)}

para quaisquer X,Y,Z e W € X(X"). Aqui, R denota o tensor curvatura de X".

1.2.1 As Curvaturas Médias de Ordem Superior H,

Em cada p € X", o operador de Weingarten A, : 7,>" — T,3" restringe-se a uma
aplicacao linear autoadjunta e, portanto, simétrica. Assim, existe uma base ortonormal
de autovetores {ey, ..., e,} de T,X" com autovalores reais Ay, ..., A, isto é, Ap(e;) = \e;,
para todo i € {1,...,n}. Sendo o determinante e o trago invariantes por mudangas de base,

podemos escrever det(A) = Ay --- A\, que é chamada de curvatura de Gauss-Kronecker e
Hetuwy = Lo+ 1)
= —tr — . n),
n n

que é chamada curvatura média de ).

A r-ésima funcao simétrica, S, : X" — R, de Ay, ..., A, denotada por S,, é definida

como
1, se v =0;
S, = Z Aig o N, se 1 <r<mn;
’L'1<...<’L"r
0, se r>n.

Ou seja, com as notacoes acima, temos que

Si= A A

SQ = )\1)\2 —|- >\1>\3 + e + )\1)\n —|- )\2>\3 + et + )\n—l)\m

Sp=A" .
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Denotando por diag(t — Ay, ...,t — A,) a matriz diagonal com entradas t — Ay, ...,t — Ay,
entao o polinomio caracteristico do operador de Weingarten restrito ao ponto p € X7,

A, T,X" — T,X", é dado por

det(tl — Ap) = det(diag(t — A1 (p), ...t — An(p)))

=(t—=X(p) (= Aulp)

n

(—1)7 S (p)t". (1.12)

A ultima igualdade se justifica, pois escolhendo r curvaturas principais A;, e realizando o
produto, obtemos (—1)" - A\, (p) - -+ A, (p) - t"77, iy < -+ < i,. Assim, somando os termos
que tem o fator =" em comum, obtemos (—1)"S,(p)t"~" e, por fim, basta variarmos r de

0 até n para obtermos a igualdade desejada.

Definicao 1.2 A r-ésima curvatura média H, da hipersuperficie " € definida por

(:) H. =5, 0<r<n. (1.13)
Observemos que H; = %tr(A) é a curvatura media de ", que ¢é a principal quantidade
extrinseca de X". Ja se r = n, temos que H, = A\ ---\, = det(A) é a curvatura de
Gauss-Kronecker de ¥". As primeiras duas curvaturas médias H e Hy de X" verificam a
seguinte relagao:

|A]? = n*H? —n(n — 1)Hy, (1.14)

onde |A]? = > A2, De fato, desde que nH = tr(A) = >_ \;, temos,
i=1

=1
n2H? = (A + -+ An)?

S5 Y TR LSO V) VIERPRED §) WD VY VIR ERSPINED VY MR E R WD

:i/\f+2< > )\Z-l)\@)
=1

1<i1<ia<n

=Y X428 = [AP +n(n — 1)H,,
=1

e o resultado segue.

Observemos também que Hs; é uma quantidade intrinseca que esté relacionada com
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a curvatura escalar R de ¥". De fato, da equagao de Gauss (1.11), temos,

Ric(X, X) =) (R(X, &)X, ;)

=1

= Z{—(X, X){ei, e;) + (e, X)X, &) + (AX, X)(Ae;, €;) — (Ae;, X)(AX, e;)}

—Z{—m? (e;, X)(X, e;) + (AX, X)(Ae;, e;) — (e;, AX)(AX, e;)}

n n

= —n|X]* + Z(X, e (X, e) H(AX, X)) (Aeje) — Y (AX, e;)(AX e;)
i=1 =1 =1
(X.X) trA—nH (AXAX)

= —n|X)?+ | X*+nH(AX, X) — (AX, AX)
=(1—n)|X|? +nH(AX, X) — (AX, AX).

Calculando o tr(Ric) obtemos

r(Ric) E Ric(e;, €;)

= Z{(l —n)|e;|® + nH(Ae;, e;) — (Ae;, Ae;)}

=(1—n)n+nH i:(Aeu €;) Z Ae;, Ae;)
=1

i=1
—(n—1)n+n*H* —|A?
=—(n—Dn+n*H? —n*H?* +n(n — 1)Hy

—(n—1)n+n(n—1)H,,

onde na pentltima igualdade usamos (1.14). Agora, podemos calcular a curvatura escalar
normalizada de 1) : X" — H",

1 :
R= mtr(Rlc)

1
= m(n(n —1)Hy — (n—1)n)

= H2 - 17
de onde obtemos a relacao
Hy=R+1. (1.15)

A proxima Proposigao foi obtida por A. Caminha [7]. Apresentaremos aqui um

esbogo da demonstragao, mas para isso precisamos do lema a seguir:
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Lema 1.2 ( /7, Lema 3.1]) Se f € R[z]| é um polinémio com k > 1 raizes reais, contadas
as multiplicidades, entao f' tem pelo menos k—1 raizes reais, contadas as multiplicidades.

Em particular, se todas as raizes de [ sao reais, o mesmo ocorre com f’.

Demonstragao: Seja r € R uma raiz de multiplicidade & > 1 de f, isto &, f(x) =

(x —r)kg(x), com g(r) # 0. Derivando f, obtemos

f(x) =k(z —r)* " g(z) + (z = r)"g'(x)

= (z =) kg(x) + (z = 1)g'(2)),

e como kg(r) + (r —r)g'(r) # 0, segue que r é raiz de multiplicidade k — 1 de f’.

Agora sejam 71, ..., € R as raizes distintas de f, isto &,

f@)=(@—r)" o (z —m)"g(x),

onde ky, ..., k; sdo inteiros positivos e g(r;) # 0, i = 1,...,1. Como vimos acima, r; é raiz
de multiplicidade k; — 1 de f’, entdo contadas as multiplicidades, podemos afirmar que f
possui k = ki + ... + k; raizes reais.

Supondo, sem perda de generalidade, que r; < ... < r;, obtemos mais [ — 1 raizes
distintas dos r; para f’, aplicando o Teorema do Valor Médio aos intervalos [r;, r;1].

Portanto, concluimos que f’ tem pelo menos
k- +-+k-D+(-1)=k—-1l+l-1=k—-1,
raizes reais. u

Proposicao 1.3 ( [7, Proposicao 3.2]) Sejam n > 1 inteiro e Ay, ..., \, nimeros reais.

Para 0 < r < n, defina S, = S,(\;) como polinémio simétrico associado aos nimeros

reais Nj, 1 =1,...n e H. = H.(\;) = (2)7157«()%).

(i) Para 1 < r < n, tem-se H> > H, 1H,,,. Além disso, se a igualdade ocorre para

r =1 ou para algum 1 <r <mn, com H, 1 # 0 neste caso, entao \y = -+ = \,.

(ii) Se Hy, Ho,...,H, > 0 para algum 1 < r <mn, entao Hy > /Hy > </H3 > --+- > /H,.

Mais ainda, se a tqualdade ocorre para algum 1 < 5 <7r, entao \y = --- = \,.
(i4i) Se, para algum 1 < r < n, tivermos H, = H,y1 = 0, entao H; = 0 para todo
r<j<n.
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Demonstragao:
(1) Usaremos indugao sobre a quantidade n > 1 de ntumeros reais. Para n = 2, temos

apenas r = 1 e a desigualdade segue de

H12 - H()HQ -

valendo a igualdade, se e somente se, A\; = .

Suponha agora que as desigualdades sejam verdadeiras para n — 1 ntmeros reais,
com igualdade para r = 1 oul <r <mne H,;1 # 0, se e somente se, todos os \.s sdo
iguais. Nessas condicoes, dados n > 3 nimeros reais Ay, ..., A, seja

n
1) =G a0 to ) = 3 (1) e
r=0

entao

P =S (”) H, ()21,

r=0

Como as raizes de f s@o todas reais, entdo pelo Lema 1.2, o mesmo ocorre com f’, logo

existem nimeros reais 7y, ..., V,_1 tais que

fl@)=n(z+m) (@ + ),

mas por outro lado

r

fiz) = "Z Sp(yi)a T = n(n . 1) H, (y;)z" "
0

r=0 r=

n—1
r

Sabendo que n("") = (n—r)(") e comparando os coeficientes, temos que H,(\;) = H,(7;)

para 0 < r <n — 1. Portanto segue por hip6tese de indugao que
HE(N) = HE (i) > Heoa () Hya () = Heoy (V) Hra (M),

para 1 <r <n-—2.

Além disso, se a igualdade ocorre para os A.s com r = 1, respectivamente 1 < r <
n—1e H,;1(\;) # 0, 0 mesmo ocorre para os 7.s com r = 1, respectivamente 1 < r < n—1
e H.11(7;) # 0. Dessa forma, segue da hipotese de indugéo que 71 = - -+ = ~,,_1, portanto

A== A
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Falta mostrar que H2 | (\;) > H, o(\;)H,(\;), com igualdade para H, # 0, se e
somente se, todos os ;s sdo iguais. Se A\; = 0 para algum 1 < i <n, entdo H,(\;) =0e

a desigualdade é 6bvia. Caso contrério, teremos H,, # 0 e além disso
2
Hn—l Z Hn—2Hna
se e somente se,

[(n—l)_liA 1H] & [(n—2> DoAY 1H]

1<J
ou equivalentemente
2
(n—1) (Z)\ ) >2n ) AN
i<j

Fazendo F(A\; ') = (n— 1) (37, A ) =203 A 'A5 1 temos que

FINH=n (i A;1> — (i )\;1) —2n )y AN

i<j
n n 2
=n [(Z A -2) A;lAf] — (Z A;1>
i=1 i<j i=1
n n 2
=ny (- (Z A;1> >0,
i=1 i=1
onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para u = (A, ..., A1) e v = (1,...,1).

Entao vale a igualdade, se e somente se, existe t € R tal que u = tv, isto é, se e somente
se, todos os A.s sao iguais.

(i7) Como Hy, Hy > 0, entdo pelo item (7), temos Hy > H Agora suponha que
1
Hy>Hi >--->Hf,
para algum 2 < k < r, entao
) k-1
Hp > Hy 1Hgy1 > Hy " Hpqa.

Agora dividindo por H %, obtemos H i > H ,fﬁ Segue diretamente das desigualdades
acima que se Hk% = H’“*i para algum 1 < k < r, entdao H = Hy_,Hy., e pelo item (i),
concluimos que \; = --- = \,,.

(731) Suponha, sem perda de generalidade, r < n — 1. Como H, = H,;; = 0, temos

igualdade na desigualdade de Newton
H?., > H.H,».
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Se H, 49 # 0, segue de (i) que \y = --- =\, = \. Dai, H, =0 = A =0, donde H,,5 =0,

uma contradi¢ao. Portanto, H, o, = 0 e, analogamente, H; = 0 para todo r < 7 <n.

1.2.2 A r-ésima Transformacao de Newton P,

Definimos as r-ésimas transformagoes de Newton P, : X(X") — X(X") a partir do

operador de Weingarten A : X(X") — X(X"), pela recorréncia

1, se r=0

S I—AoP._q, se r=1,2,...n

P =

onde I denota a aplicagao identidade em X(X™). Desenvolvendo a expressao de P,, obtemos

P?" == ST[ - A(Sr,1[ - APT,Q)
- Sr[ - Sr—lA + AQ(ST_Q - APr_g)

=S50 =S, A+ (1) AT 4 (1) A

Agora observamos que, pelo Teorema de Cayley-Hamilton ( [8, Segao 5.3]) e pela
equagao (1.12), temos

A" — S A 4 (DS, A (—1)"S, I =0,
e multiplicando a equagao acima por (—1)", concluimos que
P,=(—1)"A"+ (-5 A" 4. = S, A+ S, T =0.

Um outro fato importante sobre a r-ésima transformacgao de Newton é que, sendo
o operador de Weingarten uma aplicagao linear autoadjunta, nao é dificil ver que P.
também é um operador linear autoadjunto, para todo r € {1,...,n}. O proximo resultado

esclarece essa afirmagao.

Proposicao 1.4 ( [7, Proposi¢io 3.2]) Para cada p € X", consideremos um referencial

ortonormal local {eq, ..., e,} tal que Ae; = N\ie;. Entao, sao vdlidas as sequintes igualda-
des:
(i) Prle) = D Ay dies
i1 <o i,
ij#i
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(it) tr(P,) = (n—7)S, = ¢;H,, onde ¢, = (n —r)(");
(1ii) tr(Ao P,) = (r+1)S,41.

Demonstragao:

(1) A prova é feita por inducao sobre r. Para r = 1, temos que

Pl(ei) = (Sll — A e} Po)(ez) = (Sll — A)(el)
= S11(e;) — A(e;) = Sie; — Ne;
= (51 - )\i)ei

Supondo valido para r — 1, obtemos

P.(e;) = (S 1 — Ao P_1)(e;) = Sp(e;) — A(Pr_1(e;))

= S,(e;) — Z iy N, Ae;

1< <lp_1,
i
=S — > XA e
1< <bp—1,
i
— Z Ay N, — Z Ay di N
i1 <o iy i1 < <ip_1,
ij#i
= Z )\il ~~)\Z-Tel-.
i1 <<,
ij#i
(77) Calculando o trago de P,, obtemos
n
tr(F) = Z(Pr(ei)a €i),
i=1
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pelo item (i), segue que

tl"(Pr) :zn:< Z /\il---)\irei,ei>

i=1 \iy<--<ir,
i

:i Z /\il"')‘ir<ei7€i>

i=1 iy <o <ip,
Qi

=1 i1 <...<ip

11 yeensbr 70
= (n—r) Z )\“>\1T
11 <...<bp
=(n—r)S,.

(i)
tr(Pr+1) = tr(Sr+1_[ — Ao PT’)
=tr(S, 1) —tr(Ao P,)
= 1S40 — tr(Ao Py),
ou ainda,
tr(Ao P.) =nS,41 — tr(Pry1),

entao usando o item (ii), obtemos

tr(Ao P) =nS,11 —[n— (r+1)]S41

== (7“ + 1)57.4,1.

1.2.3 O r-ésimo Operador Diferencial L,

Nesta secao apresentaremos o r-ésimo operador diferencial L, associado a uma hi-
persuperficie orientada ¢ : ¥* — H"*!. Para isso, precisamos lembrar das definicoes de
gradiente e hessiano de uma funcao suave definida em uma variedade Riemanniana >".
Definigao 1.3 O gradiente de uma fungio f € C*°(X™) € o campo de vetores V f : X" —
T,X" dado por

(VS X)=X(f),
para todo X € X(X").
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Defini¢ao 1.4 O hessiano da func¢ao f € C(X"), Hessf : X(X") x X(X") — C®(X"),
€ definido da sequinte forma:

Hessf(X,Y) = (VxV/f,Y).
O respectivo operador autoadjunto que € metricamente equivalente a ele é:

V2o oX(ET) - X
X = (VE)(X) = ViV

Temos que Hessf e V2f estao relacionados por:
(Hessf)(X,Y) = (V2f(X),Y).

Agora, podemos definir o operador diferencial L, associado a v : X* — H"*!.
Definigao 1.5 Seja ¢ : ¥ — H"™! wma hipersuperficie orientada. Dado f € C®(X") e

0 <r <mn, or-ésimo operador diferencial, L, : C®(¥X") — C>®(X"), € dado por

Lr(f) = tl"(PTV2f),

onde P. é a r-ésima transformacdao de Newton de i) : X" — H"HL,

Para f € C*°(3") e toda fungao suave ¢ : R — R, temos

n

Li(po f) =tx(P o Vi(po f)) = Y (P(V(po fle)), e

i=1

= ZW?«D o )(e), Prles)) = Zm(w o f)(es)), Pr(e))
= ‘ <vez((p/<f)vf)7pr(ez)> = Z(‘d(f)velvf"i_ez(QD/(f))Vf? PT(61>>
=¢'(f) Z<v2f<ei>, Po(es)) + Z«o”(f)ei(f)w, Py(e;))

= ‘p/(f) Z(PT(V2f(el))7 €i> + Spll(f) Z(Pr(vf)a ez(f)ez>

i=1 %

= &' (N)t(P o V2F) + " (FUPAV ), Y eil fes)

i=1
= (HL(f) + " (IP(VS), V).
Dizemos que o operador L, é eliptico se P, é positivo-definido. Veja que Ly = A é
sempre eliptico. De forma mais geral, L, para r > 1 nao é um operador eliptico.

No caso r = 1, o proximo resultado nos d4 uma condi¢cao geométrica para que L

seja eliptico.
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Lema 1.3 ( [5, Lema 1]) Seja ¢ : ¥ — H"™' uma hipersuperficie orientada em H™ .

Se Hy > 0 em X", entdo Ly € eliptico ou, equivalentemente, Py é positivo definido.

Ja a elipticidade de L, para r > 2 ¢ garantida no préximo resultado, desde que
Y X" — H"" admita um ponto eliptico. Aqui, lembremos que p € " é um ponto

eliptico se todas as curvaturas principais de v : ¥ — H"*! sao positivas.

Lema 1.4 ( [5, Lema 2]) Seja ¢ : ¥ — H"™! uma hipersuperficie orientada em H™ .
Se existe um ponto eliptico em X" ¢ H.yqy > 0 em X", com 2 <r <n—1, entio L, é

eliptico.

Por fim, o tltimo resultado desta secao, estabelece condi¢oes suficientes que garan-

tem a existéncia de um ponto eliptico.

Lema 1.5 ( [5, Lema 3]) Sejam V € X(H""') um campo de vetores conforme fechado
completo e v : X" — H" uma hipersuperficie orientada completa. Suponha que o
divergente de V. em H" ™ nao se anula em X" e que a restrigao de |V| em X" atinge um

mdzimo local em p € ¥, Entdao p é um ponto eliptico de v : ¥ — H" L,

No tltimo lema, V € X(H"*!) é dito um campo conforme fechado quando existe
¢ € C>*(H"*) tal que
vX‘/ = ¢X7

para todo X € X(H"*!), onde V ¢ a conexdo de Levi-Civita de H"*!. Além disso, dizemos
que V € X(H""') é completo quando suas curvas integrais associadas a(7) estao definidas
para todo valor do parametro 7 € R.

Por ltimo, lembremos que uma hipersuperficie completa 1 : ¥* — H"*! ¢ aquela
que, para cada p € X", as geodésicas v(t) que partem de p estao definidas para todos os
valores do parametro t € R ( |12, Capitulo 7] ). Por exemplo, as hipersuperfices totalmente
umbilicas do espago hiperbdlico, as horoesferas, hiperesferas e esferas geodésicas, que serao

classificadas no proximo capitulo, sao casos de hipersuperficies completas.
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Capitulo 2

Sobre a Geometria das Hipersuperficies

Imersas em H* 11

Neste capitulo, nosso objetivo é classificar todas as hipersuperficies totalmente um-
bilicas do espaco hiperbolico H" ™! e, além disso, estudar o comportamento geométrico de
duas funcoes suportes [, e f, associadas a uma hipersuperficie orientada 1 : ¥ — H"*,
quando a € L"*2 ¢ um vetor tipo-luz, chamadas respectivamente de funcao altura e funcao

angulo.

2.1 Hipersuperficies Totalmente Umbilicas de H"*!

Seja ¢ : X" — H"! uma hipersuperficie orientada e N o seu campo de vetores
normal e unitério globalmente definido. Denotemos por A : X(X") — X(X") o operador
de Weingarten de 1 : ¥ — H"*! com relacao a N. Lembremos que, p € ¥" é chamado um
ponto umbilico se existe A(p) € R tal que A, = A(p)Idg,s». Dizemos que ¢ : " — H"! ¢
totalmente umbilica se todos os pontos de X" sdo umbilicos, isto é, se existe A € C*°(3")
tal que A = M dxsn).

Fixemos um vetor a € L"™ e denotemos ¢ = (a,a) € {—1,0,1}. Observemos que,

usando a relacao
L"*? = T,(L""?) = T,(H"™) @ Span{p}, Vp € H"™,
existem a' (p) € T,(H"™) e B(p) € R tal que

a=a'(p)+ B(p)p.



Mas veja que

(a,p) = (a' (p) + B(P)p,p) = (a' (p), p) + B(p){p,p) = —B(D).

Logo,
a=a'(p)—(a,p)p.

Agora, consideremos a funcao

go: H'"U — R
p = gulp) = (p,a),

e o conjunto de nivel

N =g, ({r}) ={p e """ (p,a) = 7},

com 7 € R.

No que segue, vamos determinar para que valores de 7 o conjunto ./\/'C”T ¢ uma hiper-
superficie orientada de H"* .

Sejam p € H"™', v € T,H""! e considere uma curva « : (—e,€) — H"™ tal que

a(0) =p e o/(0) = v. Logo, temos

d d

(Va(p), v) = d(ga)p(v) = Z(90 0 a(t))li=0 = Z((a(t), ) |i=o

= (&(t),a) + {a(t),d) = (v,a" (p) = (a,p)p) = (v,a’ (p)).

Como v € T,H"*! ¢ arbitrario e (,) é ndo degenerado, entdo Vg,(p) = a'(p). Assim,
obtemos que
Vga(p) = a+ (a,p)p.
Em particular para p € g, ({7}), temos
Vga(p) = a+7p. (2.1)

Logo, N sera uma hipersuperficie orientada de H"*! quando

0 < (Vga(p),Vga(p)) = (a + 7p,a + 1p)

= (a,a) +27 (a,p) +7° (p, p)



ou equivalentemente, quando 7% > —c.

No que segue, 72 > —c sempre serd valida. Seja ¢ : /\fC”T — H"*! a imersao iso-
métrica de N7, em H"*' e , : H*' — L"** a aplicagao inclusao de H"™' em L™
Denotemos as conexoes de Levi-Civita de N, H"™! e L2 por %, V e V°, respecti-

c,T)

vamente. Observemos de (2.1) e (1.5) que as correspondentes aplica¢oes de Gauss de

@ NI — H" e H" — L™ sdo dadas por

N : ./\fC”T — St
VQa(p) a-+Tp (2.2)
p = Np = = = ,
P = Rl = vt

N: Hrl 5 HrH
p = N(p) = p,

respectivamente. Aqui ST denota o espaco de Sitter e é definido por
Sttt ={p € L™ (p,p) = 1}.

De (2.2) podemos observar que

(N,N) = 1.

Denotemos por A : X(N,) — X(NZ) e Ay : X(H"™) — X(H""') os operadores de
Weingarten de ¢ : N, — H"™" na direcao de N e ¢ : H"*' < L"*? na dire¢ao do campo
N, respectivamente. De (1.8),

Ay = —Idxn+r). (2.3)

Procuremos agora uma expressao explicita para A. A féormula de Gauss para
@ N, — H"

é dada por
VxY =VxY — (A(X),Y)N, VX,V € X(N"). (2.4)

Da formula de Gauss para ¢ : H"*! < L""2 dada em (1.6) obtemos
VLY = VY — (Ax(X),Y)N
= VxY — (A(X),Y)N + (X,Y)N, VXY € X(N["), (2.5)
onde na ultima igualdade foi usado (2.4) e (2.3). Além disso, temos que,
A(X)=—-VxN, VX eXWN,), (2.6)

24



mas como N é um campo vetorial tangente a H"™!, entdo, de (1.7), obtemos

V_O)(N:va—F <A(X>,N>N:vXN7 VX € x(NcT,LT)a

0
assim, (2.6) fica da forma
substituindo (2.2) em (2.7),
1 0

-
Vit

. : . . : .
Portanto, podemos concluir que N — H"") com 72 > —¢, é uma hipersuperficie

Vi = —

Vrte
_\/72;7% X, VX eX(N).

totalmente umbilica, com a r-ésima curvatura média H, igual a

1 1 TT—T = (— TT—T
Hr—@ST(M,..-,AT)—@{“*(—1) (\/fiﬂ)fr } =) (VT2 4o
(’Tl)somandos

Passamos agora a fazer um estudo dos valores de 7 e

7_27’

H?= —
BN CEROlS

em fungao de ¢ = (a,a) € {—1,0,1}.

(i) Se ¢ = 0 (o que corresponde a um corte de H"*! por um plano degenerado) entao
72 > 0. Segue que 7 € R\{0} e H? = 1. Tomemos por exemplo a = (0, ...,0,1,1) €
L**2. Logo, um ponto em N, = {p € H"*"; (p,a) = 7} verifica

p% + -+ sz-l - p31+2 = —1,

Pny1 — DPny2 = T

Como

2 2 2 2 2
1T+ Dnt1 = Pnto = Pns1 — Pnia

—1=p
= (pn+1 - pn+2)(pn+1 + pn+2)

= T(anrl +pn+2)’
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entao

pi+-+ps=—-1-— (P721+1 —P721+2)
= —1 = T(Pn1 + Pug2) > —1+1=0,

ou seja, p?+---+p2 € [0, +00). Logo, podemos identificar /\/‘C”T com R" e, neste caso,
dentro da nomenclatura que existe na literatura, NZ?T correspondem as chamadas

horoesferas de H" .

Figura 2.1: Horoesferas de H"*.

(i7) Se ¢ = 1 (o que corresponde a um corte de H"*! por um plano tipo-tempo de

2r

L"*2) entao 72 > —1. Segue que 7 € R e H? = @';—Tl)r € [0,1). Por exemplo,

se considerarmos a = (1,0,...,0) € L""* entao qualquer ponto em N, = {p €

H"*; (p,a) = 7} satisfaz
py + -+ pgurl - pvzz+2 = -1,
P1 = T.

Logo,
Pyt AP~ P = —1 =12 <0,

assim, podemos identificar N, com H"(v/72 + 1) C L™+,
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e e — — ————

Figura 2.2: Espacos hiperbolicos de H"*!.

(ii7) Se ¢ = —1 (o que corresponde a um corte de H""! por um plano tipo-espago de

7_21"

GREN
(1,+00). Por exemplo, se escolhermos a = (0, ...,0,1) € L"™ entao um ponto em

N ={p e H"""; (p,a) = 7} verifica

L"*2). Neste caso, 72 € (—00,1) U (1,4+00). Segue que 7 € R e H? =

Pt o+ o Phy o~ Dhs =L
Pny2 = —T.
Logo,
P+ 4 piy = —14+72>0,
assim, podemos identificar NV, com S"(v/72 —1) C R"*!, as chamadas esféricas

geodésicas.

Figura 2.3: Esferas geodésicas de H"*!.
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A partir de |1, Teorema 5.1] é possivel mostrar que tais hipersuperficies sdo as tnicas

totalmente umbilicas de H"!, como estabelece o seguinte resultado.

Proposigao 2.1 ( [1, Teorema 5.1]) Seja x : M™ — H"™ n > 2, uma hipersuperficie
orientada, conexa e totalmente umbilica. Entao

(a) sua r-ésima curvatura média H, € constante.
(by) Se H? =1 entdo existem a € L™ e 7 € R\{0} tais que {a,a) =0 e

o(M™) C {p e H"™; (p,a) = 7} =R"™.

(by) Se H? € [0,1) entao existem a € L™ e 7 € R tais que (a,a) =1 e

a(M") C{p e H""; (p,a) = 7} = H"(V72 + 1),

(b3) Se H? € (1,+00) entio existem a € L"™? e 7 € R tais que {a,a) = —1 e

z(M™) C{p e H""; (p,a) =7} =S"(V72 - 1).

2.2 As Funcoes Altura e Angulo Associadas a Hipersu-

perficies de H"*!

De agora em diante denotaremos por L" qualquer horoesfera de H" ™!, na qual, como

foi visto na sessao anterior, é dada por
Ly ={pe H""; (p,a) = 7}, (2.8)

em que a é um vetor tipo-luz diferente de zero e 7 é um ntmero real positivo. Com a
notacao da Segao 2.1 L? = Ng',. Neste contexto, a partir da equagao (2.2), nao ¢é dificil

ver que o campo de vetores

E=—p— %a (2.9)

define um campo de vetores normais e unitarios em L” com relagao ao qual a horoesfera
tem curvaturas médias de ordem superior constante igual a 1.

Fixado o vetor a € "2 a seguir consideremos duas funcoes particulares que estao
naturalmente relacionadas com uma hipersuperficie orientada v : ¥* — H"*!. A primeira

delas é a fungao altura com relacao ao vetor a, definida por
l,: X" — R
p = (b(p)a)
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Enquanto a segunda delas é a fun¢ao angulo com relacao ao vetor a, definida por

fao: X" — R
p = (N(p),a)

Figura 2.4: As funcoes [, e f, de ¢ : X" — H" 1,

Em particular, temos de (2.8) que [, é sempre uma fun¢ao positiva em L. Além
disso, observamos que de (2.9), obtemos a identidade

fo= <—p — la,a> =—7=—l,. (2.10)

-
Veja que, para cada p € X" C H"™ c L""2, podemos decompor o espaco de
Lorentz-Minkowski da seguinte forma, "™ = T,3" & Span{N,, ¥ (p)}. Com efeito, para
v € T,5" N Span{N,, ¢ (p)}, podemos escrever v = aN, + bi)(p) para alguns a,b € R.
Como v € T,X", temos que v ¢ ortogonal a N,, ou seja,
0= (v, Np) = (aN, + bp(p), N,) = a (N, Np) +b((p), Np) = a

—_———
1 0

Assim, obtemos que v = bi)(p). Além disso, como v € T,3" e ¥(p) é ortogonal a H" !,

temos que

0= (v,%(p)) = ((p), ¥(p)) = b{Y(p),¥(p)) = —b.
—_—

-1
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Portanto, concluimos que v = 0, o que mostra que 7,X" N Span{N,,¢(p)} = {0} e,
consequentemente L"2 = T,%" @& Span{N,, ¥ (p)}.

T

O vetor a' é a projecao ortogonal de a sobre o fibrado tangente 7", assim vamos

adotar a seguinte definicdo para a':

aT =a— <N7G>N+ <¢7a>¢ :a_faN‘i‘law'
Ademais, como a é um vetor tipo-luz, concluimos que:

0= <CL,CL> = <aT + faN - ladj ) aT + faN - la¢>
= (a",a") + fAN,N) = [, 9)
=la" P+ f2 -2 (2.11)
A seguir, escrevemos algumas féormulas envolvendo as fungoes [, e f,, as quais nos
serd uteis nas demonstracoes dos teoremas principais desta dissertacao.

Proposigao 2.2 ( [9, Seg¢io 3]) Sejam a € L™ um vetor tipo-luz diferente de zero e
P X" — H ! wma hipersuperficie orientada por um campo de vetores normais unitdrios

N. Sel, e f, sio as fungoes altura e dngulo, respectivamente, de 1) : ¥ — H" ™, entdo:
(i) Vip=a'.
(ii) Vf,=—A(a"), onde A € o operador de Weingarten de 1) : " — H".

(i17) V2, =l I + f A, onde I € o operador identidade em X(X").

(iv) Ly(la) = co(foHrpa + 1 H,), comr € {0,1,...,n—1} ec, = (n—7r)("), onde H; é a
j-ésima curvatura média de v : X" — H" ™ para j € {1,r + 1},

(v) Se H, > 0 entao

—  H, 2 H?>
Lr(lg) = CT‘ ( Hrfa + Tg-ila) +CTHT’IVZ(1|2+CT (HT - HL—:I> l2+2<PT<Vla)7 vza)

Demonstragao:

(i) Dado X € X(X"), como a conexdao VY é compativel com a métrica, obtemos que:

(Vie, X) = X(la) = X(¢,a) = <VOX¢? a) + (¢, Vg{a> = (X(¢),a) = (X,a) = (X, aT>?
de onde concluimos que Vi, = a'.
(77) De forma analoga ao item anterior, temos
(Vfo, X) = X(fa) = X(N,a) = (Vi N, a) + (N, Via) = (VxN,a) = (- A(X), q)
= <_A<X)7GT> = <X7 _A(CLT»’
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e portanto, Vf, = —A(a").
(iii) A partir da formula de Gauss, o Hessiano de I, (como forma bilinear) ¢ dado por:
Hess 1,(X,Y) = (Vx Vi, Y) = (V& VI, Y) = (V&a',Y) = (V& (a — fuN +1,0),Y)
= (Vx(la¥),Y) = (VX (fuN),Y)
= X(l){¥,Y) + (V5. Y) = X(f)(N,Y) = fo(VXN,Y)
=1(X,Y) + fu(A(X),Y)
= (loX + fA(X),Y),

para todos X,Y € X(X"). Assim, o Hessiano de [, como operador é
(V1) (X) = 1,X + f,A(X),

para qualquer X € X(X").
(1v) De fato,
L.(l,) = tr(P, o V?1,) = tr(fu(P, o A) + 1, tr(P,))
= fotr(P, o A)+ 1, tr(P,)
= faCrHr+1 + laCrHr

- Cr(faHr—‘rl + laHr)a

valida para todo r € {0,1,...,n — 1}, onde ¢, = (n — 7")(’:)

(v)
Lnll) = (P 0 V) = 3 (R(VL(B). By = 3 (VAL PAE)
= Z(v&vzz(ﬂ-), P(E)) = Z<in<2zavza), P(E))

n

= (2,Vp, Vi, + 2E;(1,)Vl, P,(E;))

i=1

=2, Z (Vi Ve, Po(E +22 la)Via, Po(E;))

=2, Z(PT(VQZa(Ei)), E;) +2 Zm(vza), Ei(l,)E;)

n

=20, L, (la) + 2(P,(V1a), > Eila) ;)

i=1

= Lo (1) + 2(P.(Viy), V).
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Agora, usando o item (iv), obtemos a seguinte expressao para L, (I2):

Lo(12) = 2¢, Hyp1 fulo + 20, H 12 + 2(P.(V1,), Vi),

observe também que

2

H, 2 H
cr (\/Hr fu+ T;@ = ¢, H,F? 4+ 2¢, Hp i1 falo + I_}“ 12,

de onde concluimos que,

H ? H?2
L) =, <\/Hrfa + \/;1) — ¢, H.f2—¢, Iglzg + 20, H,1? + 2(P,(V1,), Vi,)

o Hr+1 ? 2 2 Hr2+1 2
—c (\/Hrfa+\/ﬁrla) + e Ho(P = f2) +¢, [ H, — i 12+ 2(P.(Vl,), V1)
2

H 2 H
=c, <\/Hrfa + T;l) + e, H |V, > + ¢, <Hr — H“) 124+ 2(P.(Vl,), V).

[
Assim, do item (7) da Proposi¢ao 2.2 obtemos que a expressao (2.11) pode ser escrita

como

2 — f2=|VI|> (2.12)
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Capitulo 3

Resultados Principais

Seja X" uma variedade Riemanniana completa e seja P @ X(X") — X(X") um
operador autoadjunto. Estendendo a ideia do operador linearizado L, definido na Subse-
¢ao 1.2.3 do Capitulo 1, consideramos um operador diferencial linear de segunda ordem

L:C>®(3") — C*(X¥") naturalmente associado ao P, dado por
Lf = tr(PV3f). (3.1)

A partir do Lema 4.2 de Alfas, Impera e Rigoli [3], temos o seguinte principio do
maximo generalizado relacionado a tal operador £, que é uma extensao do principio do

maximo generalizado de Omori-Yau |16, 17].

Lema 3.1 ( /3, Lema 4.2] ) Seja ™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura
seccional limitada inferiormente, e f € C®(X") uma fungao que é limitada superiormente
em X", Se P € positivo semi definido e tr(P) € limitado superiormente em X", entdo existe

uma sequéncia (px)r>1 em X" tal que
lim f(px) = sup f, lim [Vf(pr)| = 0 e limsup Lf(p) <0,

onde o operador L € dado por (3.1).

Lembremos que uma horobola fechada determinada por uma horoesfera L” é apenas

o fechamento do dominio interior delimitado por L.



HnJrl

Figura 3.1: Horobola determinada por L.

Agora estamos em condigoes de afirmar e provar o nosso primeiro resultado de

caracterizacao para horoesferas de H"*!:

Teorema 3.1 ( [9, Secio 3]) Seja ¢ : ¥ — H"™' uma hipersuperficie orientada com-
pleta contida em uma horobola fechada determinada por uma horoesfera L! ortogonal a
um wvetor tipo-luz diferente de zero a € "2, Suponha que a curvatura média H seja

limitada e tal que
0< Hy, <H. (3.2)

Se
\aT\SQCW%ﬂf{——EQ), (3.3)

para constante positiva C, entao X" € uma horoesfera Lz, para algum 7 < 7 .

Demonstragao: Como estamos assumindo que H ¢ limitada, a hipotese (3.2) garante

que Hy também ¢ limitada. Assim, levando em consideragao a relacao algébrica (1.14),
Z)\? = |A? =n*H? —n(n — 1)H,,
i=1

temos que todas as curvaturas principais \; de ¥" sao limitadas. Consequentemente, se

{e;}"_, é um referencial ortonormal em ¥", da equagao de Gauss (1.11) temos que
Kx(es, ¢5) = —{(ei, ei){ej, €5) — (ej, €i)eir e5) )
+ {(Ales), e:)(Alej), ;) — (Aley), eq)(Alei), e5) },
= =1+ { (e, e \jlejs e5) — Ajlej, ei)Nifes e5) }

= —1+ M, (34)
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0 que nos permite concluir que por argumento de bilinearidade, segue que a curvatura
seccional Ky de ¢ : ¥" — H™™! ¢é limitada, visto que \; e \; sao limitadas. Por outro
lado, usando novamente a hipotese (3.2), pelo Lema 1.3, como Hs > 0, segue que Ly f =
tr(P,V2f) ¢ eliptico. Logo, P; = HP, > 0, ou seja, P; é positivo-definido. Ademais,

usando o item (ii) da Proposi¢ao 1.4, temos
tr(Py) = Htr(P) = H(n — 1)S; = n(n — 1)H?,

donde segue que tr(P;) é limitado. Consideremos o operador £; : C®(¥") — C>(¥")
dado por
Lif = tr(P,V2f). (3.5)

Do item (v) da Proposigao 2.2, temos

Hy \’ H?2
Li(1%) = ¢ (\/ﬁfa + \/—%z) + e H(2 = f2) +c (H — ﬁ) 124+ 2(P,(Vl,), Vl,)
N ~ 4 >0
>0

o3\
> H—? la+2<P1<Vla>7VZa>7

donde ¢; = n(n —1). Como P; é positivo semi definido, de (3.2) e (3.5) obtemos

2

Li(12)=HL\(I?) > H <H — %) 12+ 2(HP,(Vl,),Vl,)

=c¢ (H> = H}) 2+ 2(P(Vl,), Vi)
e e

>0
> (H> = H)) 12

=n(n—1)(H* - H3)IZ > 0. (3.6)

Entao, como a nossa suposicao de que X" esta contida em uma horobola fechada deter-
minada por uma horoesfera de H"™! garante que [, ¢ limitada, podemos aplicar o Lema

3.1 para obter uma sequéncia (pg)r>1 em X" tal que,
lim ; (pi) = sup g, lim [VIE(py)] = 0 e limsup £1(I)(pi) < 0. (3.7)
Consequentemente, de (3.6) e (3.7) temos que
0 > limy sup £1(12)(pr) > n(n — 1)(812131) 12) liin sup(H? — H3)(p) > 0.

Ou seja,

nn = 1)(sup 12) i sup(H? — HE) (ps) = 0.
>
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Logo, desde que sups. [> > 0, obtemos que
0= lilgn sup(H? — H3)(px) = lilgn sup(H — Hy)(H + H,),
em particular,
iIE1f(H — Hy) =0. (3.8)

Portanto, a hipotese (3.3) em conjunto com (3.8), garantem que a' ¢ identicamente nulo

em X", o que significa que X" é uma horoesfera ortogonal a a.

Levando em consideracao que Hy < H?, do Teorema 3.1, obtemos,

Corolario 3.1 ( /9, Secio 3]) Seja 1) : ¥ — H"™! uma hipersuperficie orientada com-
pleta contida em uma horobola fechada determinada por uma horoesfera L ortogonal a
um vetor tipo-luz diferente de zero a € L""2. Suponha que 0 < H <1 ¢ Hy > 0. Se X"
satisfaz

la'| < C’irzlf(H — H,),

para alguma constante positiva C, entao X" € uma horoesfera Lz, para algum 7 < T.

Demonstragao: Basta observar que usando nossa hipotese que 0 < H < 1e Hy >0e

usando o fato que Hy < H?, obtemos
0<H,<H*<H,

e estando nas hipotese do Teorema 3.1, basta aplica-lo.

Além disso, obtemos também o seguinte:

Teorema 3.2 ( [9, Secdo 3]) Seja ¢ : ¥ — H"™ wma hipersuperficie orientada com-
pleta contida em uma horobola fechada determinada por uma horoesfera LT ortogonal a um
vetor tipo-luz diferente de zero a € "2, Se H e Hy sdo constantes tais que 0 < H < 1

e Hy > 0, entao X" é uma horoesfera Lz, para algum 7 < 7.

Demonstragao: Como H e H; sao consideradas constantes, usando parte da demons-
tragdo do primeiro teorema, infy,(H — Hs) = 0, segue que H = H,. Além disso, levando

em consideracao que 0 < H <1 e Hy < H?, obtemos

H=H,<H*<H.
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Consequentemente, pelo item (i) da Proposigao 1.3, temos que X" é uma hipersuperficie
totalmente umbilica completa de H"*!, e mais, como H?> — H = 0 e H > 0, seque que
" tem curvatura média constante 1. Portanto, a partir da classificagao das hipersuperfi-
cies totalmente umbilicas de H"™! e considerando que X" est4 contida em uma horobola
fechada determinada por uma horoesfera L” ortogonal a um vetor tipo-luz diferente de
zero a € "2 concluimos que deve ser uma horoesfera L;, para algum 7 < 7.
]
Prosseguindo, em nosso proximo resultado estendemos o Teorema 3.1 para o contexto
de curvaturas médias de ordem superior.
Teorema 3.3 ( [9, Secio 3]) Seja v : ¥ — H"™ uma hipersuperficie orientada com-
pleta contida em wma horobola fechada determinada por uma horoesfera L. ortogonal a

um vetor tipo-luz diferente de zero a € "2, com curvatura seccional K > —1. Suponha

que, para algum 1 <r <n —1, H, € positivo, limitada e tal que
0 S Hr+1 S Hr- (39)

Se
la'| < Cinf(H, — Hy11), (3.10)

para alguma constante positiva C, entao X € uma horoesfera Lz, para algum 7 < 7.
Demonstragao: Definimos um operador autoadjunto P, : X(¥") — X(3") por
P.=H,P,.

Para cada p € ¥", tomamos um referencial ortonormal local {ey, ... e,} tal que Ae; =

Aie;. Usando o item (i) da Proposigao 1.4, para qualquer i € {1,...,n}, obtemos

<Pr€i7€i> = <HrPr6iaei>

:Hr< Z )\Z‘l...>\irei,€i>

1 <<
1j 71

-1
n
:(T) ! Z Aig « - Ai, (€3, €1)
11 <<y
) !
:(r) STONN DY AN,
J1<<Jgr i<y
-1
n
:<r) > ad) - (aA).
i1 <<y
21<-<Jr
i
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Além disso, a partir da equagao (3.4) e tendo em conta a nossa restrigdo na curvatura

seccional Ky, de X", temos que
Aidj =14 Kx(e;,ej) >0,
para todo i,7 € {1,...,n}, com i # j. Portanto,
(Prei,ei) > 0,
e P, é positivo semi-definido. Agora, calculemos o tr(P,),
tr(P,) = tr(H,P.) = H.tr(P,) = H.(n —1)S,

~ i)

”) H, = ¢, H?,

r

como estamos assumindo que H, é limitada em X", temos que o mesmo ¢é verdadeiro para
tr(P,) = ¢, H?. Estendendo a ideia da prova do Teorema 3.1, consideramos o operador

L, : C®(X") — C*(X") dado por
L.f=tr(P,V2f). (3.11)

Inicialmente, calculemos

2

H 2 H
L.(?) =c¢, (\/Hrfa + ﬁl) + e Ho (12 — ) +e, (HT — Tﬂ) 12 +2(P,(Vl,), Vi)
~ ~~ d >0

>0

H2
> ¢, (HT - TH) 12+ 2(P.(Vl,), V). (3.12)

Como P, é positivo semi-definido, de (3.9), (3.11) e (3.12) obtemos
L.(13) = H,L(I3) = e (H7 — H7 )l + 2(PH, (Vi) Vi)
= c,(H} — H2. )2+ 2(P.(V1,), Vi,)
> CT(HE - H3+1)l3
> (Hy — H}\y)l; > 0. (3.13)
Entao, como a nossa suposicao de que X" esta contida em uma horobola fechada deter-

minada por uma horoesfera de H"*! implica que [, ¢ limitada, podemos aplicar o Lema

3.1 para obter uma sequéncia (px)r>1 em X" tal que
lim I3 (px) = sup lg, 1im [VI(p)| = 0 e limsup £, (1) (px) < 0. (3.14)
2
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Consequentemente, de (3.13) e (3.14) temos que
0 > limsup £, (L) (px) > e (sup ) lim sup(H} — H'\ 1) (pr) = 0,
2

ou seja,
cr(sgp 1) liin sup(H? — H?,,)(px) = 0,

desde supy, I2 > 0, obtemos que
0 = limsup(H} — H}\y)(pr) = limsup(H, — Hyi1) (Hy + Hyg) (),

em particular,

inf(H, — Hy41) = 0. (3.15)

Portanto, a hipotese (3.10) garante que a' é identicamente nulo em ", ou seja, L7 é
uma horoesfera ortogonal a a.
[ ]
Antes do proximo teorema precisamos esclarecer que uma hipersuperficie X" imersa
em H"™! ser localmente tangente por baixo de uma horoesfera L" de H"*! significa que
existe um ponto p € X" e uma vizinhanga U C X" de p tal que l,(p) = 7 e l,(q) < T, para
todo q € U.

Figura 3.2: X" localmente tangente por baixo de L.

Teorema 3.4 ( /9, Secio 3]) Seja v : ¥ — H"™ uma hipersuperficie orientada com-

pleta contida em uma horobola fechada determinada por uma horoesfera LI ortogonal a
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um vetor tipo-luz diferente de zero a € L™*? e localmente tangente por baizo de uma ho-
roesfera Lz, para algum 7 < 7. Suponha que H seja limitada e, para algum 1 <r <n-—1,
H, ¢ tal que

0< Hy1 < H,.

Se
|aT| S Cl%f(HT - HrJrl)a

para alguma constante positiva C, entao X" € a horoesfera L.
Demonstracao: Considere o campo vetorial V' definido em H"*! por

V(p) = a+ (p,a)p,

observe que V' é um campo de vetores conforme fechado completo, pois dado X € X(H"+1),

temos, pela formula de Weingarten, que

VxV = V%V + (AX),V)p
= V% (a+ (p,a)p) + (A(X), (a+ (p,a)p))p

= (X,a)p+ (p,a) X — (X, a)p = (p,a) X.

Além disso,

divV(p) = (n + 1)(p, @),

’V|E = <¢(p),a> - la(p)'

Assim, como estamos supondo que X" é localmente tangente por baixo de uma horoesfera
L, temos que |V|y atinge um méximo local em X", pois existe um ponto p € X" e uma

vizinhanga U C X" de p tal que

la(q) = [Vols < |Vplz = la(p),

para todo ¢ € U. Consequentemente, podemos aplicar o Lema 1.5 para garantir a existén-
cia de um ponto eliptico em »". Portanto, como também estamos supondo que H,,; > 0,
segue do Lema 1.4 que P; é positivo definido. Consequentemente, sendo tr(F;) = ¢;H;
(item (i7) da Proposigao 1.4), temos que

n+1
0< > (Py(Ey),E) = c;Hj,
i=1
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e portanto, H; é positiva para todo 1 < j < r. Além disso, levando em conta mais uma

vez a relagao algébrica (1.14),
Z)\? = |A? =n*H? —n(n — 1)H,,
i=1

e que Hy > 0, obtemos que
> N <n’H?, (3.16)
i=1

neste caso, a limitacao de H implica na limitacao de todas as curvaturas principais de

>, Em particular, temos que H, é limitada e, pela equacao de Gauss,
KE<61'7 €j) =-1 + )\i)\j;

logo, segue que K7, é limitado por baixo. Neste ponto, considerando novamente o operador
(3.11) atuando na funcao 2 e usando mais uma vez o Lema 3.1, podemos raciocinar como
na prova do Teorema 3.3 para concluir que X" deve ser a horoesfera L:.
|
Quando a hipersuperficie tem duas curvaturas médias consecutivas de ordem supe-
rior constantes, obtemos
Teorema 3.5 ( [9, Secio 3]) Seja ¢ : " — H"™ uma hipersuperficie orientada com-
pleta contida em uma horobola fechada determinada por uma horoesfera LT ortogonal a
um vetor tipo-luz diferente de zero a € "2, e localmente tangente por baizo de uma
horoesfera Lz, para algum 7 < 7. Se H € limitada e, para algum 1 <r <n—1, H, e

H, .1 sao constantes tais que
0< H.w <H <1, (3.17)

entao X" € a horoesfera L.

Demonstragao: Como estamos supondo que %" é localmente tangente por baixo de uma
horoesfera L;, de forma anédloga ao teorema anterior, usando o Lema 1.5, garantimos a
existéncia de um ponto eliptico em >". Ademais, com a positividade de H,,; nos ¢é

permitido usar o item (ii) da Proposigao 1.3. Assim, temos,

H, > HS,

donde segue que

H7£T‘+1)/7" > Hr+1-
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Usando o fato de que H, e H,,, sado constantes, da equagao (3.15), infy(H, — H,41) =0,
obtemos que H, = H,,;. E como Hﬁ”l)/ " < H,, consequentemente, devemos ter
H. 1 = HI o portanto, o item (i7) da Proposi¢ao 1.3 também garante que ¥" é
uma hipersuperficie totalmente umbilica completa de H"!. Ademais, usando a hipo-
tese (3.17), obtemos que H, = 1, portanto, a partir da classificagdo das hipersuperficies
totalmente umbilicas de H"*!' e considerando que ¥" estd contida em uma horobola fe-
chada determinada por uma horoesfera L, ortogonal a um vetor tipo-luz diferente de zero
a € "2, concluimos que deve ser uma horoesfera Lz, para algum 7 < 7.

Observagao 3.1 As funcoes suporte de uma horoesfera L, de H" ™ satisfazem a identi-

dade l, = —f,, onde a € um vetor tipo-luz diferente de zero que define tais horoesferas.

Motivados pela Observacao 3.1, estabelecemos nosso proximo resultado de caracte-

rizagao para as horoesferas.

Teorema 3.6 ( [9, Secdo 3]) Seja ¢ : X" — H"™ wma hipersuperficie orientada com-
pleta contida em uma horobola fechada determinada por uma horoesfera LT ortogonal a
um vetor tipo-luz diferente de zero a € L™ 2, e localmente tangente por baizo de uma
horoesfera Lz, para algum 7 < 7. Suponha que l, = \f,, para alguma constante negativa
A € R. Se H ¢ limitada e, para algum 1 <r <n —1, H, é limitada longe do zero e tal
que

0< H,» <H,, (3.18)

entao X" € a horoesfera L.

Demonstragao: Como [, = \f,, de (2.12) obtemos
Vi =1 = fo = lo = A7l = (1= A7)l
Em particular, veja que
1-XA72>0.

Agora, definimos o seguinte operador £ : C*(¥X") — C*°(X") dado por

AL 1
Lf=-— Lr+1f + C_LT‘f

Cr41
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Levando em conta nossas hipoteses (3.18) e [, = Af, obtemos que

A7t 1
ﬁ(la) = _C o Lr+1(la) + C_Lr(la)
At 1
= _C (Cr+lHr+2fa + Cr—i—lHr—‘rlla) + C_(CrHr-i—lfa + CrHrla>
r+1 T

= —AN"Hyyofs — AN 'Hypilo + Hei fo + Hily

= N THo oAy = N H ol + He N + Holy
= A\2H,,ol, + H,l,

> —\"?H,l,+ H,,

=(1-X?H,l, >0. (3.19)

De forma semelhante a prova do Teorema 3.4, obtemos que a curvatura seccional é limitada

por baixo. Definimos agora um operador autoadjunto P : X(¥") — X(X") por

At 1
P=- Pr+1+C_PT7

Cr41

donde segue, novamente pela prova do Teorema 3.4, que P, ¢ positivo definido, pois P; ¢
positivo, para todo 1 < j < r, e A é suposto ser negativo. Além disso, veja que

-1 1
tr(P) = - Htr(PrH) + c—tr(PT)
At 1
= - Cr+1Hr+1 + _CT’H’I‘
Cr41 Cr

= - \N'H. . +H,. (3.20)

Levando em consideragao a nossa hipotese sobre a limitagao de H, pela desigualdade (3.16)
obtemos a limitagao de todas as curvaturas principais de X" e, em particular, temos que
H; é limitada, para todo 1 < j < n. Logo, de (3.20) obtemos que tr(P) é limitado.
Como [, > 0 entdao podemos aplicar o Lema 3.1 para £(l,). Assim, como também
estamos assumindo que H, esta limitada longe do zero, de (3.19) concluimos que existe

uma sequéncia (pg)r>1 em X" e uma constante positiva 5 tal que
0 > limsup £(la)(p) = (1= A7) Bsuply > 0.
b

Assim, como supy, [, > 0, segue que (1 — A72) = 0 donde obtemos que A = —1. Portanto,
obtemos que a funcao altura [, é constante em X" e, consequentemente, >" deve ser a

horoesfera L.
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]
Levando em consideracao que Hy = R + 1, onde R representa a curvatura escalar
normalizada de uma hipersuperficie imersa do espago hiperbolico, e observando (como no
Teorema 3.1) que neste caso nao é necessario garantir a existéncia de um ponto eliptico
na hipersuperficie X", nao é dificil verificar que também obtemos o seguinte resultado do
tipo gap:
Teorema 3.7 ([9, Secao 3] ) As unicas hipersuperficies orientada completas contidas em
uma horobola fechada determinada por uma horoesfera L7 ortogonal a um vetor tipo-luz

diferente de zero a € "2, com l, = \f,, para alguma constante negativa A € R, e tendo

curvatura média limitada H e curvatura escalar normalizada R satisfazendo
-1<R<O,
sao apenas as horoesferas Lz, com T < T.

Demonstragao: Basta observar que, sendo 0 < H,,o < H,, para r = 0 obtemos 0 <

R+ 1 <1, donde segue que —1 < R < 0.
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Capitulo 4

Estimando o Indice de Nulidade

Relativa de uma Hipersuperficie em
Hn+1

Seja 1 : ¥® — H"" uma hipersuperficie imersa no espaco hiperbolico H" ™, com
segunda forma fundamental A. Segundo Dajczer em [10], para p € 3", definimos o espago

de nulidade relativa N (p) de " em p por
N(p) ={v e T,XZ;v € ker(A,)},

onde ker(A,) denota o niicleo de A,. O indice de nulidade relativa v(p) de X" em p ¢ a

dimensao de N (p), ou seja,
v(p) = dim(N(p)),

e o indice de nulidade relativa minima vy de X" é definido por

Vo = Min,exv(p).

Exemplo 4.1 Afirmamos que o indice de nulidade relativa minima de uma hipersuperfi-
cie ¢ : X" — H" totalmente geodésica em H™ L ¢ n.
De fato, seja ) : X" — H" ! totalmente geodésica e fixze p € X". Entdo, como o operador

de Weingarten A € identicamente nulo, temos que

N(p) ={veT,X;v € ker(A,)} =T,2

v(p) = dim(N (p)) = n.

Consequentemente, vy = min,exv(p) = n.



Citamos aqui uma proposi¢ao que nos sera util na demonstragao dos nossos tltimos

resultados:

Proposigao 4.1 ( [10, Teorema 5.3]) Seja v : ¥ — H™™! wma hipersuperficie imersa
no espaco hiperbolico H"™, e U C X" um conjunto aberto no qual o indice de nulidade

relativa minima vy da imersao € constante e igual a m. Entao, temos sobre U que:

(1) A distribuicao de nulidade relativa € suave e integravel, e suas folhas sao totalmente

geodésicas em X" e em H" .

(i1) Se vy :[0,b] = X" € uma geodésica tal que ([0,b]) estd contido em uma folha N,
entao v(y(b)) = m.

(1ii) As folhas da distribui¢ao de nulidade relativa minima sao completas sempre que 3"

for completa.

Com a Proposicao acima, e observando que uma hipersuperficie X" imersa em H"*!
é dita r-minima se H,,; é identicamente nula em X", estamos em condi¢oes de afirmar e

provar o proximo resultado:

Teorema 4.1 ( /9, Secio 4]) Seja ¢ : ¥ — H" uma hipersuperficie r-minima (2 <
r < n—1) orientada completa contida numa horobola fechada determinada por uma horo-
esfera L™ ortogonal a um vetor nulo diferente de zero a € "2, com curvatura seccional
Ky > —1. Se H, é uma constante nao negativa, entao o indice de nulidade relativa
minima vy de X" € pelo menos n —r + 1. Além disso, se H,._1 nao se anula em X",
entio através de cada ponto de X" passa um (n — r + 1)-dimensional espaco hiperbdlico
H—+ < H"*! totalmente contido em L".

Demonstragao: Usando a demonstragao do Teorema 3.3, temos que
i%f(Hr —H,1) =0,

Mas, como H,,; = 0, segue que infy, H, = 0. Logo, considerando que H, é uma constante
nao negativa concluimos que H, = 0 em X". Assim, do item (i7i) da Proposigao 1.3,
vemos que H; = 0 para todo j > r e, portanto, v9 > n —r + 1. Agora, suponhamos
que H, 1 # 0. Do Teorema 4.1, a distribuigao p — N (p) de nulidade relativa minima
de X" é suave e integravel com folhas completas, totalmente geodésica em X" e em H™ .
Portanto, o resultado decorre da caracterizacao de subvariedades completas totalmente

geodésicas de H™*! como espagos hiperbolicos de dimensao (n —r + 1).
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Raciocinio analogo como na prova do Teorema 4.1, para o caso r = 1 e levando
em consideragao que nao existe um espago hiperboélico totalmente geodésico H" contido
numa horobola fechado determinado por uma horoesfera de H"*!, nao é dificil verificar

que obtemos o seguinte resultado de nao-existéncia:

Teorema 4.2 ([9, Secao 4] ) Nao ezistem hipersuperficies orientadas completas 1-minimas
P X" — H contidas numa horobola fechada determinada por wma horoesfera de H" 1,

tendo curvatura seccional Ky, > —1 e curvatura média constante H nao negativa.

Demonstragao: Suponha que exista uma tal hipersuperficie ¢ : ¥* — H"™!. Como
Y+ X" — H"! ¢ 1-minima (isto ¢ Hy = 0), entdo da demonstracio do Teorema 4.1

obtemos que H = 0 em X". Logo, de
|A]? = n*H? —n(n — 1)Hy,

obtemos que o operador de Weingarten A de ¢ : ¥* — H""! ¢ identicamente nulo. Por-
tanto, da classificacao das hipersuperficies totalmente umbilicas de H" ! (veja Proposigao
2.1) obtemos que 1) : ¥ — H"*! deve ser isométrico a um espago hiperbolico H" — H"*1,
o que ¢ um absurdo, pois nao existe espaco hiperboélico contido em uma horobola de H"*+!.
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