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(Biblia Sagrada, Mateus 13, 31).



Resumo

O presente trabalho tem a proposta de apresentar uma parte introdutoria, mas signi-
ficativamente consistente, da teoria dos grafos aos professores do Ensino Bésico com
finalidade de ser uma sugestao para a sala de aula de matematica, procurando acompa-
nhar um pouco do dinamicismo imposto pelas transformagoes tecnologicas correntes.
Com esse fim, realizamos uma pesquisa bibliografica (livros, artigos e internet) resul-
tante em um apanhado de conceitos introdutoérios a teoria dos grafos, que consideramos
suficientes para dar suporte ao desenvolvimento da sequéncia didatica que propomos.
Além do mais, exploramos a modelagem, de maneira simplificada, de alguns aplicativos
e sites de redes sociais, por meio do uso de grafos, implementando com a ideia de al-
goritmos de recomendagao. Buscamos assim promover um alerta aos estudantes, visto
que, tais algoritmos cada vez mais influenciam no modo com o qual interagimos ao na-
vegar. A ideia de tais algoritmos é introduzida a partir da apresentacao de outros tipos
de algoritmos, por exemplo, o Algoritmo de Dijkstra. Finalizamos com uma proposta
de sequéncia didatica, na qual alguns conceitos béasicos sobre grafos sao abordados e
h& um direcionamento para um didlogo sobre algoritmos de recomendacao e navegacao
em aplicativos de redes sociais, o que consideramos uma tentativa de contribuicao para
o desenvolvimento socioemocional dos estudantes, pois, com isso, ha a possibilidade do

desenvolvimento da consciéncia critica sobre si e os demais de seu grupo social.

Palavras-chave: Grafos. Tecnologias. Algoritmos. Desenvolvimento socioemocional.



Abstract

The present work aims to present an introductory, but significantly consistent, part of
graph theory to Basic Education teachers with the purpose of being an suggestion for
the mathematics classroom, trying to accomplish some of the dynamism imposed by
current technological transformations. To this end, we have performed a bibliograph-
ical research (books, articles and internet) resulting in a collection of introductory
concepts to graph theory, which we consider sufficient to support the development of
the didactic sequence proposed. Furthermore, we have explored the modeling, in a
simplified way, of some applications and social networking sites, through the use of
graphs, implementing the idea of recommendation algorithms, in order to promote an
alert to students, given that such algorithms influence, more and more, the way we
interact when browsing. The idea of such algorithms is introduced from the study of
other types of algorithms, for example, the Dijkstra Algorithm. We finished with a
proposal for a didactic sequence, in which some basic concepts about graphs are ad-
dressed and there is a direction for a dialogue about recommendation algorithms and
browsing in social network applications, which we consider an attempt to contribute
to the socio-emotional development of students, dueto the possibility of developing

critical awareness about themselves and others in their social group.

Keywords: Graphs. Technologies. Algorithms. Socio-emotional.
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1 Introducao

Nunca antes na histéria da humanidade, as transformagoes tecnoldgicas foram tao
intensas e com influéncia direta no cotidiano da maioria das pessoas. Podemos afirmar
que o avanco da matematica é um dos principais impulsionadores neste processo de
mudancas. Desse modo, vemos o mundo contemporaneo cada vez mais dependente da
matematica, que passa a relacionar-se intrinsecamente com as outras areas do conhe-
cimento. Isso é suficiente para que possamos aspirar por um ensino de matematica na
escola bésica, contextualizado e dinamico, ndo apenas com aspectos teédricos, contudo,
voltado a compreensao do desenvolvimento da matematica entrelacado as necessidades
humanas no decorrer da historia.

Infelizmente, no Ensino Béasico, pouco, ou nada, se conhece sobre a teoria dos grafos,
salvo aplicacao e interpretacao de fluxogramas e estudo sobre diagramas de arvores,
cujas habilidades sao apontadas no texto da BNCC, e que, quase sempre sao estudados
sem o conhecimento de tratar-se de grafos.

Neste trabalho, buscamos apresentar uma breve introducao a teoria dos grafos e
propor uma sequéncia didatica como uma alternativa a qual o professor de matematica
do Ensino Bésico possa recorrer para utiliza-los em sua sala de aula, seja no término
do Ensino Fundamental ou no inicio do Ensino Médio, tendo em vista tratar-se de
um tema de aplicabilidade nas mais diversas areas do conhecimento, favorecendo a
interdisciplinaridade, e ainda com uma crescente exploracao na atualidade.

Os grafos sao amplamente utilizados para modelar problemas, situagoes e tecnolo-
gias cotidianas, como por exemplo, as redes sociais, ou na medicina, as redes neurais.
Além disso, em diversos casos, observamos que o estudo da teoria e aplicacao dos gra-
fos pode promover condig¢oes para o desenvolvimento do raciocinio critico matematico,
sendo que, na maioria das vezes, é preferivel tal desenvolvimento em detrimento a
aprendizagem de regras, cdlculos, formulas, estes tantas vezes desvinculados do cotidi-
ano do estudante.

Outro fator importante situa-se no ponto de que os estudos da teoria de grafos nos
fornecem um caminho aos algoritmos computacionais, como exemplo, o Algoritmo de
Dijkstra; este, por sua vez, pela modelagem, nos ajuda a compreender, mesmo que de
maneira muito simplificada, um pouco do funcionamento de aplicativos de rotas, por
exemplo, o google maps.

Outro ponto que deu suporte a continuidade no desenvolvimento deste trabalho
fora a noticia, culpa do algoritmo, envolvendo o suicidio, na Francga, de uma jovem de
15 anos e que seus pais processaram o Tik Tok, por acreditarem que o algoritmo de

recomendacao por tras da navegacao no aplicativo teria influenciado diretamente na
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decisdo da filha.

O fato é que, lamentavelmente, este tipo de acontecimento nao se restringe aquela
localidade, pelo contrario, é um fator preocupante por ocorrer em todo o mundo,
embora, esta seja a primeira vez que um processo desse tipo seja aceito para analise
pela Justiga.

Vimos aqui a possibilidade de desenvolver uma proposta de sequéncia didatica sobre
grafos no intuito também de trabalhar-se a compreensao, de forma superficial, desses
algoritmos relacionados a grafos para conscientizar o estudante sobre sua navegacao
nos aplicativos de redes sociais e internet em seu dia a dia.

Desse modo, entendemos este tipo de trabalho como uma iniciativa da escola basica
para educar seus estudantes sobre as transformagodes bruscas que ocorrem em alguns
meios tecnoldgicos, e em suas interagoes nas redes sociais por aplicativos.

Com esse fim, foi desenvolvido um capitulo introdutério com uma passagem sobre
a origem do conceito de grafos com Euler, e consequente desenvolvimento da teoria dos
grafos.

Em seguida, um capitulo para conceituagao basica sobre os grafos. Segue-se com um
capitulo de aplica¢oes dos grafos a problemas, alguns do cotidiano, em que demonstra-
se a impossibilidade da situagao ocorrer. Estes exemplos raramente sdo apresentados no
cotidiano escolar. Destacamos ainda neste capitulo a introducao da ideia de algoritmos,
principalmente com o algoritmo de Dijkstra que descata-se por modelar problemas de
rotas, muito presentes no dia a dia dos estudantes.

Além disso, faz-se uma modelagem simplificada de aplicativos de redes sociais por
grafos. O trabalho segue com uma discussao sobre a proposta pedagdgica de sequéncia
didatica, onde foram especificadas as motivagoes da escolha do tema e respectivos ob-
jetivos do trabalho, principalmente o aspecto socioemocional da proposta, em busca da
autoconsciéncia dos estudantes para com sua navegacao nas redes sociais por conta de
algoritmos especiais cada vez mais comuns no cotidiano das redes, os de recomendacao.

Essa discussao ¢ introduzida com um formulario Google Forms, feito para simular
uma navegacao em um aplicativo de redes sociais, com vistas a alertar sobre algoritmos
de recomendacao, os quais atualmente estao diretamente relacionados com a navegacao

do usuario da rede de internet e em aplicativos e sites de redes sociais.

1.1 Objetivos

Objetivo Geral
Este trabalho tem por objetivo mostrar a importancia da teoria basica dos grafos para
a construcao do raciocinio critico, matematico e desenvolvimento social dos estudantes,

reconhecendo a matematica como dinamica e atuante nos processos de desenvolvimento
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histérico da humanidade e seu papel indispensavel no cotidiano, principalmente para
lidar com certos aspectos de tecnologias atuais.

Visando alcancar nosso principal objetivo, dividimos a busca em objetivos especifi-
COS.

Objetivos especificos:

e Apresentar um pouco da construgao histérica e dinAmica da mateméatica com o
surgimento e desenvolvimento de certos conceitos aplicados a problemas em um

determinado periodo histérico;

e Abordar conceitos da teoria dos grafos, enfatizando o desenvolvimento do racio-
cinio critico-matematico e social devido sua vasta aplicagao nos diversos campos

de conhecimento, sem necessariamente se valer de calculos aprofundados;

e Promover a identificacdo da teoria basica dos grafos como recurso matematico
de grande ajuda para compreensao do funcionamento de alguns aplicativos muito
presentes no cotidiano e que influenciam diretamente no dia a dia da maior parte
desses estudantes, requerendo assim uma melhor compreensao na lida com tais

recursos.

1.2 Organizacao

O corpo desse trabalho encontra-se organizado em 6 capitulos, de modo que o capi-
tulo inicial (introdugdo) apresenta a dindmica por tras da escolha do tema e consequente
motivacdo para a progressao da escrita. Além disso, nesta parte sao apresesentados os
objetivos geral e especificos e ainda a organizacao do trabalho.

No Capitulo 2 apresentamos o surgimento e desenvolvimento da teoria dos grafos por
meio de uma breve abordagem sobre a histéria do problema das pontes de Kénigsberg
e Leonhard Euler em 1736 e algumas das contribui¢oes para a teoria, dadas por outros
estudiosos ao redescobrirem os grafos, aplicando-os em problemas de distintas areas de
conhecimentos.

No Capitulo 3 encontram-se os conceitos basicos que consideramos suficientes para
dar suporte ao professor que deseja abordar o tema com seus estudantes.

Segue-se com o Capitulo 4, dedicado a aplicacdo dos grafos a alguns problemas,
escolhidos por uma razao especifica. Eles envolvem raciocinios distintos e de certa
forma inusitados, desse modo, prioriza-se o raciocinio de modo a atender os objetivos
da proposta.

Damos continuidade com Capitulo 5, no qual procuramos estabelecer as relagoes
entre os temas: grafos, algoritmos e proposta de contribuicdo ao desenvolvimento so-

cioemocional do estudante.
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Por ultimo, no Capitulo 6, procuramos explicitar os objetivos relacionados a sequén-
cia didatica, a prépria sequéncia didatica, aplicacao e avaliagao da sequéncia por meio
dos resultados, tanto da experiéncia de aplicacao, quanto através de autoavaliacao com

os dados obtidos por meio de formulario no formato google forms.



20

2 Um Breve Passeio Pela Histéria dos Gra-

fos

A Histéria da Matematica como ferramenta de ensino carrega consigo, entre outros
aspectos, a importante missao de acender uma luz sobre os fatos que acarretaram no
desenvolvimento da matematica em periodos da histéria da humanidade, sejam estes
mais recentes ou nao. O ensino da histéria da matematica pode ainda contribuir para
a possibilidade do estudante compreender a matematica como fruto de uma construgao

histérica do ser humano em sociedade.

A matemaética também faz parte da vida das pessoas como cri-
acao humana, ao mostrar que ela tem sido desenvolvida para
dar respostas as necessidades e preocupagoes de diferentes cul-
turas, em diferentes momentos histéricos, e aqui leva-se em
conta a importancia de se incorporar ao seu ensino os recur-
sos da Tecnologia da Comunicagao.(EDUCACAO-MEC, 1998,
p.59).

Reiteramos este pensamento recorrendo a D’Ambrosio (2012, p.27), o qual afirma
que "a histéria da matematica é um elemento fundamental para perceber como as
teorias e praticas matematicas foram criadas, desenvolvidas e utilizadas num contexto
especifico de sua época'.

Neste sentido, reservamos esta se¢ao para uma breve apresentacao da histéria do

surgimento e consequente desenvolvimento da teoria dos grafos até os dias atuais.

2.1 Leonhard Euler e a cidade de Konigsberg século XVIII

E possivel que exista algum registro histérico ao qual se possa fazer associacio do
uso de grafos em um determinado periodo histérico anterior ao que serd apresentado
neste trabalho, porém, a abordagem aqui feita levara em conta o surgimento da teoria
dos grafos quanto a uma primeira utilizagdo matematica de grafos relacionada a reso-
lugdo de um problema cotidiano, ou seja, uma primeira aplicagao matematica de um
grafo em um contexto cotidiano.

Leonhard Paul Euler foi um dos matematicos mais proficuos da histéria e conside-
ramos que a teoria dos grafos teria surgido a partir de uma de suas intervengoes, ao
interessar-se por um determinado problema de sua época, quando esteve na cidade de

Konigsberg.
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O primeiro registro conhecido de um problema relacionado com
o que hoje em dia se chama a teoria dos grafos, remonta a
1736. Nesse ano Fuler, grande matematico e gebmetra, visitou
a cidade de Konigsberg, na entao Prissia Oriental (atualmente
ela se chama Kaliningrad e fica entre uma pequena porc¢ao da
Rissia, entre a Polonia e a Lituania).(NETTO; JURKIEWICZ,
2017, p.2).

A cidade de Konigsberg possuia um aspecto geografico no minimo interessante. Ela
era cortada pelo rio Pregdlia (Pregel), este dividia a cidade em quatro regioes, sendo
duas delas ilhas. Os habitantes da cidade tinham construido, até meados do século

XV 1, sete pontes que interligavam tais regioes.

Figura 1 — Konigsberg do século XVI

i m;rhﬂrj)n_j@n‘-;m s\mfy&

I Jean.

Fonte: Prussianhistory, 2024.

O fato é que, por causa dessas sete pontes e a forma como dividiam a cidade, ali teria
surgido um problema bastante interessante e que havia se tornado de cunho cultural
na época de Euler. E assim era formulado: seria possivel, em um passeio pela cidade,
alguém sair de qualquer uma das regides de terra, passar uma s6 vez por cada ponte
e retornar ao local de partida? A seguir tem-se um esquema bastante simplificado
da cidade de Konigsberg da época e que nos possibilita uma melhor compreensao do

problema:

Figura 2 — Esquema das sete pontes

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Euler percebeu que era sempre impar o niimero de pontes que ligavam qualquer uma
regiao as outras, ou seja, nao importava a regiao na qual alguém estivesse, essa, por
sua vez, teria um numero impar de pontes que daria acesso as outras regioes. Concluiu
entdo que, se alguém desejasse sair e retornar de alguma das regides, passando uma
unica vez por cada ponte, tal regiao deveria ter um nimero par de pontes, visto que,
para cada ponte de saida, implicaria outra de entrada. Desse modo, concluiu que
o problema das sete pontes era impossivel de ser realizado, dado que, nenhuma das
regides possuia nimero par de pontes dando acesso. Euler concluiu também que esse

trajeto é sempre possivel caso o nimero de pontes em cada regiao seja par.

Figura 3 — Leonhard Euler

Fonte: Wikipédia, 2024.

Este fato, que encantaria qualquer pessoa adepta das belezas que surgem em torno
da matematica, a Euler, que, a essa altura, ja se acostumara com sua produtividade
incomum em relagao a matematica, nao provocou grande empolgacao. Assim sendo, o
resultado simples e elegante foi publicado em 1736, mas nao houve um aprofundamento
nem desenvolvimento do material que acabara por ficar despercebido entre seu acervo

de produgoes.

Figura 4 — Grafo de Euler para as pontes de Konigsberg
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Passou-se mais de um século até que a teoria fosse redescoberta quando Gustav
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Robert Kirchhoff, um fisico alemao, publicou resultados sobre circuitos elétricos, em
1847, as leis de Kirchhoff. Nesses resultados foram empregados grafos, sendo que alguns
desses resultados carregam bastante importancia para o desenvolvimento da teoria até
os dias atuais.

Por volta deste periodo, em 1857 mais precisamente, Arthur Cayley contribuiu com
o desenvolvimento da teoria dos grafos aplicando-os em quimica.

Embora tenham acontecido tais contribuigoes para o desenvolvimento da teoria, é
curioso observar que a primeira utilizacao do termo grafo é atribuida ao matematico

britanico James Joseph Sylvester.

2.2 O problema das quatro cores

Supoe-se o surgimento desse problema com Guthrie. Em 1852, Frederick Guthrie
teria apresentado um problema que supostamente havia sido conjecturado pelo irmao,
Francis Guthrie, o qual afirmava que quatro cores distintas eram suficientes para colorir
um mapa, de modo que regides adjacentes recebessem cores distintas, e que isso era de

senso comum aos cartografos da época.

Figura 5 — Francis Guthrie

Fonte: Wikipédia, 2024.

Assim como em diversos outros exemplos na Matemaética, problemas de enunciados
simples podem conter uma mistica contraditoria que resulta em arduos esforgos para
serem de fato provados. Este problema recebeu a atencao dos matematicos, De Morgan,
Cayley, Kempe e alguns outros de renome, inclusive com resultados falhos. Contudo,
sua resolucao s6 aconteceu em 1977 com os matematicos Appel e Haken, todavia, com
o uso extensivo de computadores, o que nao provocou tanto entusiasmo na comunidade

matematica da época.
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Figura 6 — Mapa colorido com 4 cores

Fonte: Sheilaalmeida, 2024.

Os esforgos dedicados a este e a outros problemas modelados por grafos trouxeram
avancos consideraveis para a teoria dos grafos e suas aplica¢oes, conforme Netto e

Jurkiewicz quando afirmam que

Ao longo do século XX, cresceu o interesse de muitos matematicos
pelo estudo dos grafos, em geral trazido pelo estudo de problemas
como estes que descrevemos e, com isso, foi sendo desenvolvido um
corpo tedrico que permite, atualmente, a abordagem de muitos pro-
blemas novos.(NETTO; JURKIEWICZ, 2017, p.4).

Ainda, a respeito do problema das quatro cores, encontramos em Szwarcfiter (2018,
p.30) que "[...]foi formulada uma prova de que 5 o sdo. Conjecturou-se entao que
4 cores também seriam suficientes. Esta conjectura permaneceu em aberto até 1977,
quando foi provada por Appel e Haken". Este problema tornou-se bastante especial pela
quantidade de provas e contraprovas publicadas sobre o proprio problema e resultados
relacionados. Embora alguns destes resultados nao tenham sido definitivos, os esforcos
nem sempre foram em vao. A prova apresentada por Appel e Haken baseia-se em
uma ideia que implementa resultados publicados por outros estudiosos do tema, mas,
pelos céalculos serem muito extensos, utilizou-se computadores e mais de mil horas
de funcionamento destes. Os grafos tiveram um papel singular nesse processo, dado
que, a coloracao de um mapa pode ser perfeitamente modelada pela coloracdo de um
grafo, e este por sua vez, pode ser analisado por computadores, pela possibilidade de
insercao de estrutura de dados que o representem. Assim, basta fazer corresponder
as regides do mapa a pontos e, quando duas regides forem adjacentes, existird uma
linha ligando-os. Este problema, apesar de demonstrado, ainda deixa possibilidades
em aberto, por exemplo, de uma demonstracao mais simplificada ou que nao necessite

de computadores para ser provada.
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Figura 7 — Grafo com 4 cores modelando a coloragao do mapa

Fonte: Unesp, 2024.

2.3 Grafos na atualidade

A teoria dos grafos recebeu diversas outras contribui¢oes, com aplicagoes nos mais
variados campos do conhecimento: Matemaética, Artes, Fisica, Quimica, entre outros.
Com o desenvolvimento da tecnologia computacional, foi possivel o aperfeicoamento
de resultados, caso do problema das quatro cores, além de aplicacoes em novos ra-
mos, possibilitados principalmente pelo avanco das redes de Internet. Apesar da teoria
ser relativamente recente, tem tornado-se cada vez mais importante pela sua abran-
géncia de areas de aplicacao e diversidade dos problemas cuja abordagem pode ser
feita aplicando-se grafos na modelagem, por exemplo, em problemas referentes a redes

neurais.
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3 Conceitos Basicos

Esta secao tem por objetivo apresentar boa parte dos principais conceitos que for-
mam base para uma introdugao a teoria dos grafos. Com esse fim, estarao inseridos
nesta parte algumas defini¢oes, representacoes e resultados. Aqui nossas referéncias
principais foram Netto e Jurkiewicz (2017), Jurkiewicz (2009) e Szwarcfiter (2018).

Numa analise superficial sobre o exposto anteriormente neste trabalho, é possivel
concluir que os grafos sdo consideravelmente eficientes para a modelagem de diversos
tipos de problemas, desde que tais problemas tenham elementos cujos vértices do grafo
bem os representem, e alguma relagdo entre esses elementos tenha representagao da-
das pelas arestas do grafo. Em certos casos, os elementos de um problema, que serdao
modelados pelos vértices em um grafo, necessitam de distinc¢ao, logo, uma saida de
bastante utilidade pode ser o uso de rétulos nos vértices, o que torna possivel a distin-
¢ao requerida e, além disso, facilita a identificacdo das arestas que compoem o grafo.

Contudo, é importante que sejam estabelecidos critérios na rotulagao dos vértices.
Definicao 3.1. Um grafo G = (V, E) consiste de dois conjuntos bem estabelecidos:
e Um conjunto V(G) =V de elementos ditos vértices de G.

e Um conjunto E(G) = E de pares de vértices (nio necessariamente distintos)
ditos arestas de G. No caso em que {vi,vo} € E, diz-se que vy e vy estdo ligados

pela aresta {vy,va}.

Escrevemos |V (G)| = n para o nimero de vértices do grafo, ao passo que, |E(G)| =
m, para o numero de arestas do grafo.

Vamos destacar dois tipos especiais de grafos:

I - grafo completo, onde existe uma aresta ligando quaisquer dois vértices distintos.

Observe que, neste caso,
n-(n—1)
2

m =
IT - grafo vazio ou grafo nulo, aquele em que

V(&) =1

O grafo completo de n vértices serd denotado K,. Esses grafos nem sempre sao
particularmente interessantes por si s0, todavia, podem tornar-se bastante tteis quando

ha necessidade de identifica-los em grafos "maiores".
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Uma aresta pode ser representada por e = {v;, v} ou, simplesmente, por v;vy, onde
v; e v, sao entdo denominados vértices vizinhos ou adjacentes. As arestas que tém um
vértice em comum igualmente sao denominadas adjacentes.

O grau de um vértice v de um grafo G, denotado dg(v) = d(v), é definido pela
quantidade de arestas que incidem sobre ele. Caso haja clareza a que grafo estamos

nos referindo, o indice serda omitido.

Teorema 3.1. Dado um grafo G, temos
Y. da(v) =2-]E(G)| (3.1)
veV(G)

Ou seja, a soma de todos os graus dos vértices de um grafo G sempre resulta no dobro

do nimero de arestas desse grafo.

Demonstrag¢io. De fato, basta notar que cada aresta, digamos v;v;, é contada exata-

mente duas vezes: Em dg(v;) e dg(v;). Logo, tem-se

> da(v) =2 |E(G)|

veV(G)

Corolario 3.2. Todo grafo G possui um nimero par de vértices de grau impar.

Demonstragdo. Suponha por contradi¢cdo que existisse um nimero impar de vértices

de grau impar. Mas entdo, independentemente do ntimero de vértices de grau par,

Z dg<U)

veV(Q)

seria impar. Um absurdo.

Segue-se um exemplo para fixar ideias:
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Figura 8 — Grafo simples
V1

%
14 &

VU3
2)

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

No grafo da figura 8, facilmente verifica-se que d(vy) = 2, d(v2) = 4, d(v3) = 2,
d(vs) = 3 e d(vs) = 3. Tem-se ainda que n =5 e m = ZAHZE3E3 — 7,

H4 casos em que é de bastante utilidade permitir, na representacao do grafo, uma
aresta ligando um vértice a si mesmo. Neste caso, denomina-se esta aresta como lago
ou loop. Os grafos que contém este tipo de ligagao carecem de ajuste para contagem
de suas arestas. Para haver coeréncia com os resultados ja vistos, é preciso lembrar-
se de que a aresta que forma o laco tem suas extremidades em um mesmo vértice,
dai, tal aresta sera contada duas vezes para esse vértice. Tome como exemplo o grafo

apresentado na figura 9, onde tem-se d(v1) = 4,d(v3) = 4 e d(vs) = 5.

Figura 9 — Grafo com lacos

2

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Em alguns casos, pode acontecer também que exista mais de uma aresta ligando
dois vértices, o grafo em que isso ocorre é denominado multigrafo. Neste aspecto, grafos
que nao possuem lacos ou arestas multiplas sdo as vezes denominados grafos simples,
para diferencia-los dos demais. Neste texto, somente grafos simples sao considerados

e, por simplicidade, utilizaremos apenas o termo grafo.
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Figura 10 — Multigrafo

V1

)

VU3
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

O maior grau assumido por um vértice v pertencente a um grafo G é denotado
A(G) e diz-se grau mdzimo de G. De modo andlogo, o menor grau assumido por um

vértice v em G é denotado §(G) e diz-se grau minimo de G.

Proposicao 3.3. Dado um grafo G, tem-se

2-m
0(G) < —— < A(G)
n
Demonstragdo. Primeiramente, observe que o nimero m de arestas de um grafo é igual
> d(vi) , , n-6(G) , .
a =——, com 1 <4 < n. Temos ainda que —5 ¢ o nimero minimo de arestas
n-A(G)

que um grafo pode ter. De modo analogo, é¢ o numero maximo de arestas

n-6(Q) <y < n-A(G)
- 2

que um grafo pode ter. Logo, . Agora, basta multiplicar os

membros desta tltima expressao por — e obtem-se o resultado.
n

3.1 Isomorfismo

Muitos problemas podem ser simplificados quando modelados por meio de grafos.
A representacio com este recurso, por vezes, pode gerar algumas dividas. E o caso, por
exemplo, se pararmos para refletir sobre a seguinte questao: seria possivel dois grafos,
aparentemente distintos, modelarem um mesmo problema? Surge dai o conceito de

isomorfismo.

Definicao 3.2. Dois grafos sao isomorfos se existir uma fungao bijetiva entre seus

conjuntos de vértices, que preserve suas relacoes de adjacéncia.
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Fica bastante claro a importancia da rotulagao dos vértices, pois quando indica-se que
as relagoes de adjacéncia sao preservadas, o que se pretende obter é, para G = (V, E)

e G' = (V' E') grafos isomorfos:
{’UZ',UJ'} e b <— {f(UZ),f(UJ)} cF

Escrevemos G ~ G’ para o grafo G isomorfo a G'.

Em muitos casos, a definigdo acima pode gerar alguma polémica por deixar davi-
das de tratar-se do mesmo grafo ou nao. De fato, isso nao tem tanta relevancia. O
importante é o discernimento quanto aos grafos serem ou nao isomorfos.

Considere os dois grafos da figura 11.

Figura 11 — Grafos Isomorfos

2 aio a;

‘%]

Vy V3 ag as

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Claramente, é possivel fazer corresponder cada vértice do grafo da esquerda com um

unico vértice do grafo da direita de forma biunivoca, de modo que:

f: o
Vo —r Q9

V3 —r as

Vg — Qg

V10 = @10

Observe que as relagoes de adjacéncia, de um grafo para o outro, também foram man-
tidas, conforme era pretendido.

Quando nao ha possibilidade de existéncia de tal funcao entre os grafos, diz-se que
tais grafos sdo nao isomorfos.

Observe os grafos apresentados na figura 12.
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Figura 12 — Grafos nao isomorfos

V1 V2 a; a
as ay
Uy V3 e as

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

O que se deseja, para que os grafos sejam isomorfos, é uma distribuicao de vértices
no grafo da direita, levando em conta a distribuicao dos vértices do grafo da esquerda,
de modo que {v;,v,} seja equivalente a {a;,a;}. Desse modo, fazendo corresponder os

indices dos vértices dos dois grafos, tem-se:

I - O vértice v, é adjacente aos vértices v, v4 € v5, mas, ele ndao é adjacente nem a wvs

e nem a vg. Observe ainda que v3 e vg sdo adjacentes.

IT - Escolhendo qualquer um dos vértices para aq, no grafo da direita, basta estabelecer
seus adjacentes as, a4 € as. Nao importa qual sera a distribuicao para az e ag nos

vértices nao adjacentes a a;, tem-se sempre a3z nao adjacente a ag.

Portanto, nao ha como se estabelecer correspondéncia entre os vértices dos dois grafos

mantendo as relagdes de adjacéncia, o que torna os grafos nao isomorfos.

3.2 Digrafos

O conceito de grafos orientados ou digrafos é bastante similar ao conceito de grafos,
com algumas excegoes. Por exemplo, quando representados por diagramas, as arestas
recebem indicacao de sentido e, assim sendo, deve-se levar em conta o que este sentido

pode representar em relagdo ao problema cujo digrafo representa.

Definicao 3.3. Um grafo orientado ou digrafo G(V,E) = G € constituido de dois

conjuntos:
e Um conjunto V(G) =V de vértices de G;

e Um conjunto E = E(G) formado por arestas orientadas, isto €, v;,v; # vj,v;, se
i # j. No caso em que o conjunto orientado {v;,v;} € E, diz-se que v; e v; estio

ligados pela aresta v;v; com sentido de v; para v;.

Desse modo, assim como nos grafos, a representacao pode ser feita através de diagra-

mas, onde os vértices serdo representados por pontos, e cada aresta {v;, v;} representa
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uma ligacao entre os vértices v; e v;, todavia, a aresta ird conter uma seta indicando
o sentido de v; para v;. Quando a seta da aresta indica o sentido de v; para v;, diz-se

que v; é um vértice de saida (divergente) e v;, vértice de entrada (convergente);

Figura 13 — Grafo orientado

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Um grafo orientado G ¢ dito simétrico se, conforme exista em G uma aresta v;v;,

também existird a aresta v;v; pertencente ao mesmo grafo.

Figura 14 — Grafo simétrico completo

LT,

<0

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

O grafo da figura 14 tem todas as arestas de um grafo completo, caso fossem descon-
sideradas as indicacoes de sentidos das arestas, além disso, a aresta que liga os vértices
v; e v; tem uma seta indicando o sentido de v; para v; e outra indicando o sentido

contrario, de v; para v;. Esse tipo de grafo ¢ denominado grafo simétrico completo.

3.3 Representacao por Matrizes

A representacao de grafos com a utilizagao de matrizes é imprescindivel, pois, deve-
se levar em conta que computadores nao reconhecem diagramas. Assim sendo, na
resolucao de modelos, faz-se necessario a tradugao para uma linguagem a qual a ma-
quina possa interpretar. Além disso, um s6 grafo pode ser representado por infinitos
diagramas (grafos isomorfos), todavia, o grafo abstrato associado a todos eles é o

mes1imo.
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Existem varias formas de se organizar os dados de um grafo para que sejam intro-
duzidos no computador e este possa interpreta-los. Uma das mais comuns e intuitivas
é apresentar um vértice e informar quais outros vértices estao ligados a este vértice
dado.

Tome como exemplo o grafo da figura 15

Figura 15 — Grafo nao orientado

1

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

A lista que temos a seguir na tabela 1 descreve os vértices e seus adjacentes do

grafo que aparece na figura 15 e é denominada lista de adjacéncia do grafo.

Tabela 1 — Lista de adjacéncia grafo 15

’ Vértice \ Vértices Adjacentes ‘

1 2, 4
2 1,3, 4,5
3 2,5
1 1,2,5
5 2,3, 4, 6
6 5

Fonte: Netto e Jurkiewicz (2017, p.18).

A seguir, na tabela 2, tem-se a lista de adjacéncia do grafo orientado que aparece

na figura 13.
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Tabela 2 — Lista de adjacéncia grafo orientado

| Vértice | Vértices Adjacentes |

1 3,5
2 1,4
3 2,6
4 6
5 6
6

Fonte: Netto e Jurkiewicz (2017, p.19).

3.3.1 Matriz de Adjacéncia

Aproveitando os rotulos dos vértices e as arestas que ligam estes, é possivel uma
construcao que associe tais rétulos a linhas e colunas de uma matriz quadrada, a qual
¢ denominada matriz de adjacéncia. Neste trabalho, para representar matrizes, sera
utilizada a notacao com letra maitscula e destacada em negrito. Por exemplo, uma
matriz de adjacéncia A = [a;;].

Para a construgao da matriz A, serao tomados dois vértices v; e v;, verificando
se existe ou ndo uma aresta ligando-os, determina-se o elemento a;; na matriz. Caso
exista uma aresta entre os vértices, na posicao i,j registra-se, por exemplo, um x
ou o nimero 1. Nao existindo uma aresta entre os vértices tomados, na posi¢ao ij,

registra-se 0 (zero). Nesse caso, fica definida a matriz de adjacéncia por:

1, se vv; €L
0, se vv; ¢ £

Cl,ij =

Figura 16 — Esquema Matriz de Adjacéncia

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.19).

Ha casos em que o grafo é o modelo de uma situacdo que requer valor na aresta
(tome como exemplo a distdncia entre duas cidades). Desse modo, o elemento da
matriz, indicador desta ligagao deve receber um valor. O grafo que recebe valores em

suas arestas é denominado grafo valorado.
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Tem-se ainda que a matriz que representa este tipo de grafo é denominada matriz de
adjacéncia valorada. Assim, na lista de adjacéncia da matriz, o elemento a;; apresenta
o valor atribuido a aresta, ocorrendo simultaneamente a indicacao da existéncia da
aresta e seu respectivo valor.

O grafo apresentado na figura 15 ¢é representado pela matriz que aparece a seguir:

Tabela 3 — Matriz de adjacéncia

1 2 3 4 5 6
170 1 0 1 0 O
211 0 1 1 1 O
3170 1 0 0 1 O
411 1 0 0 1 0
510 1 1 1 0 1
6|0 0 0 0 1 O

Fonte: elaborado pelo autor (2024)

A matriz que aparece abaixo associa-se ao grafo valorado e orientado da figura 17.

Tabela 4 — Matriz de adjacéncia grafo orientado

12 3 4 5 6
1410 2 0 9 0 0
210 0 3 0 0 O
311 0 0 0 4 2
410 0 0 0 8 0
5/0 0 0 0 0 7
6|0 0 O O 0 O

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Observe que na ultima linha da matriz todos os elementos estao indicados por zero,
isso porque, no grafo ao qual ela associa-se, o vértice 6 é um ponto que nao da acesso

a nenhum outro.

Figura 17 — Grafo orientado valorado

se—
7 L2

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Observacao: a diagonal principal de matriz de adjacéncia pode apresentar signifi-
cado sobre a representagao do grafo, por exemplo, uma matriz A de adjacéncia cujos
elementos da diagonal sdo nulos implica em um grafo que ndo contém lagos. Outro

fator consideravel é que, quando dois grafos sdo isomorfos, uma s6 matriz os representa.

3.3.2 Matriz de Incidéncia

Ao passo que a relagdo da matriz de adjacéncia é de vértice para vértice, a matriz
de incidéncia relaciona vértices e arestas. O elemento da matriz ird indicar se a aresta
representada pela coluna da matriz incide ou nao sobre o vértice representado na linha
correspondente na matriz.

Tome como exemplo a tabela a seguir representando o grafo da figura 15.

Tabela 5 — Matriz de incidéncia

€1 €9 €3 €4 €5 €g €7 €
111 1 0 O O O 0 O
21 0 1 1 1 0 0 O
3,0 0o 1 O O 1 0 O
4,0 1 0 1 0 0 1 O
510 0 0 0 1 1 1 1
6|0 0 O 0 O 0 0 1

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Observe que, por ser um grafo nao orientado, os elementos da matriz que repre-
sentam os vértices recebem a marcacao unitaria e os demais elementos, a marcacao 0
(zero). Desse modo, fica definida a matriz de incidéncia n x m por:

1 se a aresta e; ¢ incidente em v;
Gij = -
0 caso contrario

J& quando o grafo tem orientacao, pode-se atribuir o sinal positivo para o vértice
divergente e o sinal negativo para o vértice convergente.

A matriz que aparece a seguir representa o grafo da figura 13. Nesta matriz, as
arestas foram representadas de modo que a ordem dos pares de indices estdao equiva-
lentes a ordem alfabética, ou seja, estao organizadas seguindo a ordem lexicografica,

embora isso nao seja obrigatoério.
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Tabela 6 — Matriz de incidéncia grafo orientado

a b ¢ d e f g h
+1 +1 -1 0 0 O O O
0O 0 41 41 -1 0 0 O
-1 0 0 0 41 +1 0 O
0O 0 0 -1 0 0 +1 0
0 -1 0 0 0 0 0 +1
6/0 0 0 O O -1 -1 -1

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.20).

Ol W N+~

3.4 Conexidade

Sera denominado passeio um "percurso'feito no grafo, levando em conta uma sequén-
cia de arestas vgvi, v1v9, ..., Vs_1U,, para uma dada escolha de vértices vy, vy, ..., U
nao necessariamente distintos, sendo que a quantidade s de arestas percorridas é o com-
primento do passeio. E possivel que arestas sejam percorridas diversas vezes, sendo
portanto contadas em multiplicidade no comprimento do passeio. Entretanto, se todas
as arestas do passeio forem distintas, tal passeio serda denominado trilha; além disso,
se vy = v, obtemos uma trilha fechada. Por outro lado, se tanto os vértices, quanto
arestas forem todos distintos, entao tem-se um caminho. Quando ocorrer de as arestas
serem todas distintas e os vértices serem também distintos, exceto por vy = w,, tais
tipos de percursos serao denominados ciclos ou caminhos fechados. Denotaremos por
C,, os grafos ciclos com n vértices.

Considera-se que, indo de um vértice a ele proprio, tem-se um caminho de compri-
mento 0. A menor quantidade possivel de arestas em um caminho de um vértice v; a
um vértice v, sera denominada distancia entre v; e vy.

Um grafo G ¢é dito conexo quando, entre quaisquer dois vértices, houver um caminho
ligando-os. Por outro lado, o grafo que nao é conexo ¢é dito desconezo.

Imaginemos uma cidade, na qual passa um rio, com ligacoes entre casas que estao
em margens diferentes do rio. O grafo apresentado a seguir representa algumas destas

casas.
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Figura 18 — Grafo conexo

Fonte: elaborado pelo autor(2024).

Suponhamos que as ligacoes entre algumas casas fossem desfeitas em certa ocasiao,
por exemplo, por uma enxurrada que destruiu as pontes que conectavam aquelas casas.
Assim sendo, o grafo que aparece na figura 19 representa o que é considerado um grafo

desconexo.

Figura 19 — Grafo desconexo

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Isso remete ao pensamento de que a cidade nao deixou de ser uma so, o que ocorre é
que, considerando acesso entre as localidades, passou a ter partes desconectadas. Caso
uma aresta seja indispensavel para que a conexidade no grafo ocorra, essa aresta sera
denominada ponte do grafo G.

Em grafos orientados, para analise da conexidade, é necessario levar em conta prin-
cipalmente as indicagbes de orientacao nas arestas. Por exemplo, ha grafos orientados
em que alguns vértices tém sempre caminho para acessar outros vértices e para serem
acessados, caso do grafo simétrico completo. Por outro lado, ha grafos orientados em
que alguns vértices dao acesso a mais vértices, mas nao havera caminho de retorno.
Vejamos como analisar a conexidade em grafos orientados.

Observe o grafo da figura 20. Poderiamos, a principio, entendé-los como grafos
que nao tém nenhuma relacao entre si. Porém, a indicacao nos vértices nos permite
concluir que sdo componentes de um grafo desconexo.

Imagine, por exemplo, os dois grafos representando grupos de usuarios de um de-
terminado site de rede social, onde nenhum participante de um grupo seja também

integrante do outro grupo. Desse modo, uma mensagem compartilhada em um dos
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Figura 20 — Grafos desconexos

6 7

4 3 ?

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

grupos automaticamente ¢ entregue a todos os seus participantes, mas nao seré levada
diretamente a nenhum integrante do outro grupo.

Um grafo orientado nao conexo ou desconero é um grafo em que, desconsiderando
a orientacao das arestas, é grafo nao-orientado desconexo.

Grafo simplesmente conexo (s-conexo) é um grafo orientado em que, desconside-
rando a orientacao das arestas, ¢ grafo nao-orientado conexo. Entretanto, por tratar-se
de um grafo orientado, pode haver vértices em que nao hd um caminho entre eles, o
caminho passa a existir somente se desconsiderada a orientacao das arestas. O grafo
da figura 17 é um bom exemplo deste tipo de grafo.

O grafo semi-fortemente conexo (sf-conexo) leva em conta a orientacao das arestas
e, tem-se que, para quaisquer dois vértices v; e vg, haverd um caminho de v; para vy
ou existe um caminho de v, para v;.

Um exemplo para este tipo de grafo vem a seguir com a figura 21:

Figura 21 — Grafo sf-conexo

1 2
6@ & >/&3
3 4

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.28).

Observe que ha um caminho indo do vértice 5 para o vértice 4, porém, nao ha um
caminho do vértice 4 para o 5.

O grafo fortemente conexo (f-conexo) é um grafo orientado em que, escolhidos dois
quaisquer vértices v; e v, havera um caminho indo de v; para vy e um caminho de vy
para v;. Assim sendo, pode-se ir de qualquer vértice a um outro vértice neste tipo de

grafo.
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Observe a seguir a figura 22.

Figura 22 — Grafo f-conexo

1 2
6 >\< — \>3
5 4

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.28).

Do grafo que aparece na figura 21 para o grafo da figura 22, o que ha de diferente
é apenas o sentido indicado na aresta que liga os vértices 4 e 5, mas, esta mudanca é o
suficiente para tornar o grafo fortemente conexo. Assim, fazendo uma analogia com as
ruas de uma determinada cidade, as arestas indicam o sentido de transito e os veiculos
poderao acessar todas as ruas que o grafo estiver representando.

Quando um subgrafo f-conexo nao faz parte de nenhum outro grafo também f-
conexo diz-se que o primeiro é maximal. Em qualquer grafo orientado, é possivel
destacar-se subgrafos maximais. Um subgrafo maximal f-conexo é dito uma compo-
nente conexa. Um grafo f-conexo devera possuir como componente f-conexa apenas ele
préprio.

O grafo G, na figura 23, tem 4 componentes f-conexas. Como as componentes sao
f-conexas, atingindo qualquer um vértice v; de uma componente, pode-se ir a qualquer

vértice vx na mesma componente. Dal, é possivel a construcao de um grafo reduzido.

Figura 23 — Grafo reduzido

< < < °®
G,

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.29).

Definicao 3.4. Um grafo reduzido G, = (V,, E,): E o grafo formado do sequinte modo:
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o Para cada componente conexa, teremos um vértice de G,;

o Dois vértices v; e v, de G, serao ligados por uma aresta se houver um caminho
indo de qualquer vértice da componente f-conexa que contém v; a qualquer vértice

da componente f-conexa que contém wy.

Na figura 22, o grafo G, é o grafo reduzido de G.

O seguinte fato pode ser destacado: O grafo reduzido tem o mesmo tipo de cone-
xidade do grafo original. Por exemplo, se G for sf-conexo, entdo G, também o sera.
Caso G seja f-conexo, G, serd um ponto.

Leve em conta que determinadas situacoes podem ser muito bem modeladas por
grafos orientados, é o caso, por exemplo, do transito das ruas de uma localidade, onde
o grafo associado deve ser f-conexo. Caso nao fosse, poderiamos ter alguma rua em
que o veiculo entraria mas nao teria condig¢oes de retornar. Assim sendo, a conexidade

nesse tipo de grafo é uma propriedade muito importante.

3.5 Conectividade

Ao menor niimero de vértices que podem ser removidos de um grafo G(V, E') para
desconecta-lo ou reduzi-lo a um tnico ponto denomina-se conectividade e denota-se
k(G). Podemos observar que qualquer subgrafo induzido de um grafo completo é
também completo, ou seja, retirando-se qualquer um dos vértices nao desconectamos
o grafo. Portanto, o grafo completo sempre se reduzira a um ponto, em termos de
conectividade e, assim sendo, kn —1) =n — 1.

Quando o grafo nao for completo, sera possivel identificar-se dois vértices v; e vy
€ V nao adjacentes, tal que, removidos todos os outros vértices, tem-se um grafo nao

conexo; Logo,
K(G)<n—-2VG#K,

O grau de um vértice d(v) indica quantas ligagoes (arestas) tornam este vértice

conexo ao grafo, logo, podemos determinar o limite superior

pois, §(G) é exatamente o nimero minimo de arestas que incidem sobre um vértice v,
quando removidas, desconectam tal vértice v.

Diz-se que um grafo conexo é k-conexo se, retirando-se do grafo k — 1 vértices, ele
ainda permanecer conexo.

E possivel, também, analisar a conexidade do grafo a partir de seus caminhos inter-

namente disjuntos, estes sao caminhos entre os vértices v; e vy sem arestas em comum.
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Um grafo k-conexo tem k caminhos internamente disjuntos, para quaisquer dois vértices

V; € Vg.

Figura 24 — Grafos k-conexos

~ v
~ = 2
@
v, 1
Grafo 1- conexo Grafo 2- conexo Grafo 3- conexo

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.33).

A conexidade dos grafos da figura 24 justifica-se pelo seguinte:

o Grafo 1 - conexo - possui uma ponte;

o Grafo 2 - conexo - s6 tem dois caminhos internamente disjuntos entre v; e v9; um

tracejado e o outro pontilhado;

e Grafo 3 - conexo - comparando o grafo com a representacao de uma piramide
de base retangular, é possivel dois caminhos internamente disjuntos entre v; e vy
na base e outro caminho internamente disjunto entre v; e vy, indo pelo vértice

superior.

Anteriormente, vimos que duas listas de graus, representantes de grafos nao isomor-
fos, quando organizadas, podem ser representadas por uma s6 lista. Como exemplo
foram dadas as listas (2, 2, 2, 3, 1) e (2, 2, 3, 2, 1) que estao relacionadas aos grafos da
figura 31. Neste caso, vamos destacar um aspecto das listas: em cada uma das listas
ha ao menos dois vértices com um mesmo grau. De fato, isso ndo ocorre por acaso, ha

um resultado relacionado.

Proposicao 3.4. Todo grafo conexo G com n = 2 tem pelo menos dois vértices com o

mesmo grau.

Demonstragio. Considere um grafo conexo. O menor grau 6(G) que um vértice de G
pode assumir é 1, enquanto que o maior grau A(G) possivel de ser assumido por um
vértice de G é n — 1. Logo, ha n — 1 graus possiveis. Desse modo, devemos distribuir
n — 1 graus em n vértices. Dai, o Principio das Casas de Pombos nos permite concluir

que ao menos dois vértices terao o mesmo grau.
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3.6 Tipos Especiais de Grafos

3.6.1 Grafo Complementar

Considere um grafo G, que seja orientado ou niao. Denota-se por G (ou G¢) o grafo
complementar de G e é definido como sendo o grafo que contém todas as arestas que
nao aparecem em (. Pode-se destacar que, neste caso, a propriedade de complementa-
ridade utilizada para conjuntos continuara valendo, pois, conforme visto inicialmente,
a definicao de grafo baseia-se em dois conjuntos bem definidos. Desse modo, dado o
numero n de vértices de um grafo, pode-se considerar o universo em relacao a este grafo
como sendo o grafo que contém todas as arestas possiveis em um grafo com o mesmo
numero de vértices, portanto um grafo completo K,,.

Observe o grafo apresentado na figura 25.

Figura 25 — Grafos complementares

N4

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.20).

Quando tratar-se de grafos orientados, o grafo complementar de GG leva em conta o
conjunto de todas as arestas de sentidos indicados que nao figuram em G, mas aparecem

no grafo simétrico completo.

Figura 26 — Grafos complementares orientados

Al

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.20).

O grafo apresentado na figura 25 é um caso particular de grafos complementares;

trata-se de um grafo autocomplementar.
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Definicao 3.5. Um grafo autocomplementar é um grafo G tal que G ~ G.
A respeito destes tipos de grafos, tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 3.5. Seja G um grafo autocomplementar, entao n = 4k oun = 4k + 1

para algum k inteiro.

Demonstracdo. A principio, observe que os dois grafos G e G tém o mesmo nimero
de arestas, pois, por defini¢do, sao isomorfos. Logo, m; = ms, para m; = |E(G)|
e my = |E(G)|. Observe ainda que o grafo completo correspondente tem o mesmo
nimero n de vértices, e o nimero de arestas sendo dado por m; + ms. Dai, como

my1 = Mo, para o nimero de arestas do grafo completo, tem-se

Ora, n e n — 1 tém paridades diferentes e seu produto esta resultando em 4m;, impli-
cando no fato de que, ou n = 4k ou n — 1 = 4k, para algum k € Z. Se o primeiro caso
ocorre, n = 4k, nao ha mais o que provar. Suponhamos entao que ocorra o segundo
caso, entao n — 1 = 4k e, dai, n = 4k + 1, para algum £ inteiro.

[ |

3.6.2 Subgrafo

De maneira informal podemos denominar de subgrafo de um grafo GG, um grafo de
tamanho menor ou igual, ou seja, estd "contido'em G .

De maneira formal, definimos um subgrafo H = H(V',E’) de G = (V, E) como
sendo um grafo cujo conjunto de vértices estd contido no conjunto de vértices de G, e
de maneira analoga, o conjunto de arestas de H também esta contido no conjunto de
arestas de G. Assim sendo, V' C Ve F' C E.

Desse modo, os subgrafos podem ser considerados conforme uma dada ordem de
importancia de seus elementos; sejam eles os vértices ou arestas.

Separemos dois importantes tipos de subgrafos:

I - O grafo que contém todos os vértices de outro, mas nao necessariamente todas as
arestas, ou seja, V' =V e F’ ; E. serd denominado subgrafo abrangente. Tome

por exempo o grafo nao orientado da figura 27 a seguir:

Claramente, observa-se que V' = V e que ha arestas em G, as quais nao figuram
em H.
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Figura 27 — Subgrafo H de G
® @

G H

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.21).

IT - O subgrafo que possui um subconjunto préprio de vértices do grafo original e
todas as arestas entre tais vértices, igualmente ao grafo original, serd denominado
subgrafo induzido. Observe o subgrafo H induzido pelos vértices destacados, que

aparece na figura 28.

Figura 28 — Subgrafo induzido

By

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Evidentemente que, ao retirar-se uma das arestas do subgrafo induzido H, isso nao
fard com que o grafo obtido deixe de ser subgrafo do grafo original G, entretanto, este

novo grafo ja nao sera mais denominado induzido.

3.6.3 Vizinhanca

A ideia de vizinhanca esta relacionada diretamente a nocao de adjacéncia dos vér-
tices. Ou seja, quais vértices encontram-se ligados a um dado vértice em questao.
Considere, por exemplo, se estivermos em uma cidade, e interessados em saber quais
localidades poderemos acessar diretamente de onde nos encontrarmos. Essa ideia, de
por onde é possivel "transitar'no grafo, é bastante importante.

Como definido inicialmente, sdo considerados vizinhos v; e v, os vértices que apre-
sentam uma aresta em comum. A wvizinhanga aberta, ou simplesmente vizinhanca de

v;, que denotaremos N (v;), é o conjunto de vértices vizinhos de v; em G.
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N(v;)) ={v, € V | 3{v;, v} € E}

E se em vez de um s6 vértice fosse pretendido considerar a vizinhanca de um
conjunto de vértices? Pois bem, definiremos a vizinhanga N(H) de um conjunto H
como sendo a uniao de todos os conjuntos de vizinhos dos vértices pertencentes a H
e retirando-se desse conjunto os vértices que pertencam a H. Desse modo, nenhum
vértice pertencente a vizinhancga pertencera também ao conjunto H. Observe que isso
corresponde a uma generalizacdo do conceito de vizinhanga de vértice anteriormente
definido.

Considere o grafo da figura 29.

Figura 29 — Vizinhanca grafo nao orientado

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.22).

Conforme apresentado no grafo acima, tem-se N(1) = {2,3,5} e N(1,5) = {2, 3,6}.
Caso seja necessario trabalhar-se com uma vizinhanga fechada, toma-se uma vizi-

nhanca fechada por:
Nlvi] = N(vi) U {v;}

Ainda a respeito da nocao de vizinhanca, quando tratar-se de um grafo GG orientado,
os vértices devem ser divididos em dois subconjuntos: antecessores e sucessores. Assim
sendo, escolhido um vértice v;, quando uma aresta liga v; a v; e indica o sentido de
v; para vg, o vértice v; é um vértice de saida e fard parte do conjunto N~ (vg) dos
antecessores de vg. Por outro lado, v, é um vértice de entrada e fara parte do conjunto
N+ (v;) dos sucessores de v;.

Desse modo, podemos definir:

Antecessores: N~ (v;) = {vy | 3 {vg,v;} € E}
Sucessores: NT(v;) = {vg | 3 {vi, v} € E}

A seguir, tem-se um exemplo de vizinhanga no grafo orientado da figura 30.
No grafo apresentado acima, observa-se que N (1) = {3,5} e que N*(1,5) = {3,6}.

Podemos observar ainda que incidem sobre o vértice 2 arestas vindas dos vértices 3 e
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Figura 30 — Vizinhanca grafo orientado

6 e

-
P

N*(1,5)

\\ -

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.22).

4, ou seja, {vs,ve} e {vy,v2} , logo, os vértices 3 e 4 sdo antecessores. Portanto,
N=(2) = {3,4}.

Para grafos orientados, tem-se ainda os seguintes conceitos:

o 0 semigrau exterior de um vértice d*(v), que é o seu niimero de sucessores;

e 0 semigrau interior de um vértice d~(v), que é o seu nimero de antecessores.

Assim sendo, o grau do vértice sera dado pela soma dos semigraus.

Na figura 30, tem-se que o vértice 1 tem grau 3, sendo d™(1) =2 e d (1) = 1.

E possivel que uma sequéncia "ordenada'de graus corresponda a grafos nao iso-
morfos. As sequéncias de graus (2, 2, 2, 3, 1) e (2, 2, 3, 2, 1) relacionam-se com os
graus dos vértices dos grafos da esquerda e da direita, respectivamente, na figura 31.
Observe que ambas as listas podem ser organizadas conforme a lista a seguir (3, 2, 2,

2, 1). Além disso, conclui-se facilmente que os dois grafos sdo nao isomorfos.

Figura 31 — Grafos para sequéncia de graus

@5
5
4
2 4
3
1 3 1 2

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.23).

Observa-se ainda, nas listas de ambos os grafos, 6(G) =1 e A(G) = 3.
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O grafo cujos vértices tém todos o mesmo grau k é denotado (k)-regular ou, sim-
plesmente regular.

Observe os exemplos da figura 32.

Figura 32 — Grafos regulares

Grafo 2-regular Grafo 3-regular

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.23) (2024).

3.6.4 Grafo bipartido

Alguns grafos podem ter seu conjunto de vértices V' particionado em dois sub-
conjuntos V; e V5 disjuntos, de modo que qualquer aresta escolhida em G terda como
extremidades um vértice em V; e outro em V5, ou seja, ndo pode haver arestas ligando
vértices pertencentes ao mesmo subconjunto. Este tipo de grafo, denominado grafo
bipartido, tem seus subconjuntos de vértices V; e V5 ditos subconjuntos independentes.

Observe o exemplo da figura 33.

Figura 33 — Grafo bipartido

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Lembre-se de que um grafo completo com n vértices é denotado K,,. Um grafo
bipartido completo usualmente sera denotado K, ,, com |Vi| =pe |V2| = q.
O grafo apresentado anteriormente na figura 34 é denotado Ks 4.

A respeito de grafos bipartidos, tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 3.6. Se G é um grafo bipartido com n vértices, entao G tem no mazrimo

2
”T arestas.
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Figura 34 — Grafo bipartido completo

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Demonstragdo. Seja G um grafo bipartido de n vértices, considere também os conjuntos
de vértices Vi e V4 subconjunntos independentes de G, com |V;| = z e |V3| = y. Observe
que, sendo G bipartido, o nimero méaximo de arestas m que se pode obter em G é x -y

Tem-se ainda que x + y = n. Dai, da desigualdade entre as médias aritmética e

geometrica, segue

2
Ou seja,
n2>
— m
4 =

Teorema 3.7. Um grafo conexo G € bipartido se, e somente se, nao contém ciclos de

comprimento impar.

Demonstracao.

(=) Considere um grafo G bipartido. Se G nao contém ciclos, ndo ha o que provar.
Considere, entdo, a existéncia de um ciclo em G. Tem-se que este ciclo alterna entre
os vértices dos subconjuntos independentes Vi e V5. Para que ocorra o ciclo, deve-se
partir de um vértice e retornar ao mesmo. Como as arestas ligam vértices alternados
no grafo, sair de Vj, por exemplo, e retornar requer necessariamente um nimero par

de arestas.

(<) Tomemos G um grafo conexo que nao contém ciclos impares. Primeiramente,
tomemos um vértice qualquer v; em G. Definimos V; como o subconjunto de G formado
por todos os vértices v; tais que exista um comprimento par entre v; e v;. Definimos V5
como o subconjunto de G formado por todos os vértices vy, tais que exista um caminho

de comprimento impar entre v; e v,. Tem-se, V; NV, = ), caso contrario, haveria um
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vértice v, € V4 N V5, isso acarretaria na existéncia de um caminho de comprimento
par e um caminho de comprimento impar entre v; e v,. Esses dois caminhos (pares
e fmpares) podem ou nado ter arestas comuns, mas em qualquer caso, geram ciclos.
Como o niimero de arestas usado nestes ciclos é impar (é a soma do nimero de arestas
dos dois caminhos, pares e impares ou é essa soma descontada o dobro do ntimero de
arestas comuns), isso acarretard em ao menos um ciclo impar em G, mas isso contraria
a hipotese.

|

Para fixar ideias, observemos os grafos apresentados na figura 35.

Figura 35 — Grafo G bipartido e H nao bipartido

1 2 1 2

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Nao é dificil identificar que o grafo H nao pode ser bipartido, basta considerar o
ciclo dado por 1,4,6,5,8,1, que é de comprimento impar. Dai, nao h& como biparticionar
o grafo.

No entanto, o grafo G ¢ formado por ciclos todos de comprimento par. Logo, pode

ser biparticionado, como é possivel ver na figura 36.

Figura 36 — Biparticao de G

1 2
) 4
5 6
7 8

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

3.6.5 Arvores

No Ensino Basico, um dos poucos exemplos de grafos apresentados aos estudantes

sao as darvores. Desse modo, segue-se uma breve introducao sobre este tipo de grafo.
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Arvore é um grafo conexo sem ciclos. Um grafo cujas componentes conexas sao arvores

¢ denominado floresta. Observe o exemplo da figura 37.

Figura 37 — Arvore/floresta

arvore floresta

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Observe que, para um certo nimero n de vértices, uma arvore é o grafo conexo
com o menor nimero possivel de arestas. A seguir apresentamos um teorema (cuja

demonstra¢ao omitimos) que reune diversas caracterizagoes de arvores.

Teorema 3.8. Seja T um grafo com n vértices. As sequintes afirmagoes sdo equiva-

lentes:

(i) T € uma drvore.

(ii) T nao contém ciclos e tem n-1 arestas.

(iii) T é conezo e tem n-1 arestas.

(iv) T é conexo e toda aresta é uma ponte.

(v) Todo par de vértices de T é ligado por um inico caminho.

(vi) T nao contém ciclos, mas a adigio de apenas uma aresta produz um dnico ciclo.

3.7 Um Pouco de Grafos Eulerianos

Um grafo, contendo m arestas, é dito euleriano quando existe uma trilha fechada de
comprimento m em G. Ou seja, é possivel, partindo de um de seus vértices, percorrer
todas as arestas do grafo, passando por cada aresta uma s6 vez, e retornar ao vértice
inicial. Um grafo G de m arestas que nao é euleriano, todavia possuir uma trilha de

comprimento m ¢ dito semieuleriano. Conforme Jurkiewicz (2009), o nome euleriano
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"se originou com o problema das pontes de Konigsberg. Ele mostrou que a resposta era
negativa, estabelecendo assim uma condigao necessaria."(JURKIEWICZ, 2009, p.52).

O lema a seguir, apesar de simples, é imprescindivel.

Lema 3.9. Se todo vértice de um grafo (ou multigrafo) G tem grau maior ou igual a

2, entao G contém um ciclo.

Demonstracio. Consideremos grafos, pois arestas multiplas ou lacos constituem ciclos
automaticamente. Seja G' um grafo, partindo de um vértice vy, inicia-se a trilha. Ao
chegar-se a um vértice qualquer, este, ou estara sendo visitado pela primeira vez e,
como o numero de arestas incidentes sobre este vértice é igual ou maior do que dois,
continuamos a trilha, ou é um vértice ja visitado, constituindo um ciclo. Como o
numero de vértices é finito, o lema estara provado.

Euler propos, em 1736, o teorema seguinte:

Teorema 3.10. Um grafo conexo (Ou multigrafo) G é euleriano se, e somente se,

todos os seus vértices tém grau par.

Demonstracao.
(=) Suponhamos que G tenha uma trilha fechada de comprimento m. Cada vez que a
trilha passa por um novo vértice utiliza duas novas arestas, uma de entrada e a outra

de saida. Logo, o grau de cada vértice deve ser obrigatoriamente par.

(<) A prova se dard por indugdo sobre o niimero m de arestas do grafo. De fato, o
teorema é valido para m = 0 por vacuidade. Suponhamos que seja valido o teorema
para todos os grafos com menos do que m arestas. Sendo G conexo, todos os vértices
tém grau maior do que ou igual a 2, pois os graus sao pares. Desse modo, pelo
lema anterior, G contém um ciclo (que é uma trilha fechada). Dentre todas as trilhas
fechadas em G escolhemos uma trilha 7' com comprimento maximo. Se 7' tem um
comprimento m, o teorema esta provado. Caso nao, consideramos o grafo H resultante
da retirada das arestas de 7. Como retiramos um numero par de arestas de cada
vértice de T', e todos os vértices do grafo tém grau par (por hipétese), pelo menos uma
das componentes de H tem um vértice em comum com 7" e tem todos os vértices com
grau par. Da hipodtese de indu¢ao, H tem uma trilha fechada que passa por todos os
vértices de H sendo possivel formar uma trilha fechada maior concatenando T' com a
trilha em H. Mas isto contraria a maximalidade na escolha de T

|

Observe o exemplo apresentado na figura 38.
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Figura 38 — Grafo euleriano

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Corolario 3.11. Um grafo conexo (ou multigrafo) G € semieuleriano se, e somente

se, no maximo, dois vértices tém grau impar.

Demonstracao. Suponhamos que G tenha uma trilha aberta passando por m arestas,
iniciando em v; e terminando em v;. Fechamos a trilha com uma nova aresta entre tais

vértices e aplicamos o teorema de Euler.
[ |

O grafo da figura 39 é semieuleriano. Isso é caracterizado por podermos percorrer

uma trilha aberta por todas as arestas, iniciando no vértice A e terminando em F.

Figura 39 — Grafo semieuleriano

C

A E
Fonte: autor, a partir de Jurkiewicz (2009).

3.8 Subconjuntos independentes

Anteriormente neste trabalho, vimos um tipo especial de grafo, bipartido, onde
seus subconjuntos independentes de vértices possuem uma particularidade; vértices
pertencentes a um mesmo subconjunto nao mantém ligagoes entre si. Os conjuntos

independentes podem desempenhar um papel importante em uma modelagem.
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Normalmente, os problemas de coloracao estao diretamente relacionados ao menor
numero possivel de cores que podemos utilizar para colorir um grafo G. Colorir os vérti-

ces de um grafo consiste em atribuir cores aos vértices de forma que vértices adjacentes

tenham obrigatoriamente cores distintas. Por exemplo, vamos colorir os vértices dos

grafos da figura 40.

Figura 40 — Grafos coloridos

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Observe que o grafo da esquerda tem exatamente uma cor para cada vértice, o que
cumpre a tarefa de colorir o grafo sem que haja cores iguais para vértices adjacentes.
Entretanto, o niimero de cores pode ser melhorado, isto é, reduzido, procurando-se
utilizar uma cor ja utilizada sempre que for possivel. Isto ocorreu no grafo da direita.
Notadamente, o nimero de seis cores foi reduzido a apenas duas.

Colorir os vértices de um grafo, buscando distribuir cores diferentes a vértices adja-
centes e procurando utilizar o menor niimero possivel de cores é um conceito que pode
ser aplicado a modelagem de diversos tipos de problemas.

Ao menor nimero de cores utilizadas para colorir um grafo, chamamos nimero
cromdatico de G e denotamos por x(G). Tomando como exemplo o grafo da figura 40,
tem-se x(G) = 2. Nao é dificil concluir que, um grafo C,, com n par, pode ser colorido

com duas cores apenas. Por outro lado, um grafo C,, com n impar tem x(G) = 3.
Teorema 3.12. Em um grafo G, tem-se que x(G) < A(G) + 1.

Demonstragao. Colorindo vértice por vértice. Cada vértice pode ser adjacente a no
maximo, A(G) vértices. Para o caso de vértice v com N(v) = A(G), os A(G) vértices
adjacentes a este vértice podem ser coloridos com no maximo A(G) cores distintas
entre si e distintas da cor do vértice. Portanto, x(G) < A(G) + 1.

|

Corolario 3.13. Em um grafo completo com n vértices, tem-se x(K,) = n.

Demonstracio. Em um grafo K,, qualquer um dos vértices v; é adjacente a n — 1

vértices, logo sao necessarias n — 1 cores para colorir tais vértices, e mais uma cor para
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o vértice v;. Portanto, em um grafo K,,, sdo necessarias n cores distintas para colorir
o grafo, ou seja, x(K,) = n.

[

Apresentamos um teorema cléssico (cuja demonstracao omitimos) que reduz um

pouco o limite apresentado anteriormente.

Teorema 3.14. (Brooks - 1941). Se G é um grafo conexo que nao seja K, e tal
que A(G) > 3, entio x < A(G).

Para grafos bipartidos, temos o seguinte teorema:
Teorema 3.15. Um grafo G € bipartido se, e somente se, x(G) = 2.

Demonstragao. Basta fazer corresponder a cada um dos subconjuntos independentes

de G a uma cor.
[ |
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4 Aplicacao de Grafos

Esta parte do trabalho estd destinada a apresentagao de aplicagoes de grafos na
resolucao de alguns problemas em &areas bem diversificadas, com o intuido de tentar
mostrar ao leitor o quanto o uso de grafos pode ser eficaz para as solugdes dos problemas
propostos, visto que, em diversos casos, a resolucao por esgotamento das possibilidades
pode nao ser uma boa alternativa e, além disso, resultar em cansaco e perda de tempo.
Ademais, algumas aplicagdes ja serdo relacionadas a algoritmos, pois, a compreensao
destes, nos permitira um melhor entendimento sobre aspectos de algumas tecnologias

computacionais atuais, principalmente as que dizem respeito as redes sociais.

4.1 O problema dos quatro cavalos

E bastante sabido que o jogo do xadrez se passa sob um tabuleiro quadrado de 8 x 8
e que, pecas que diferem umas das outras efetuam movimentos distintos. Por exemplo,
a rainha movimenta-se em diagonais, podendo percorrer o nimero de casas disponiveis,
de forma totalmente diferente do pedo, que por sua vez, deve ser movimentado casas
a frente, uma por vez, exceto em capturas, que podem acontecer na diagonal. O
problema que serda abordado foi apresentado em 1512 pelo italiano Paolo Guarini de
Forli (1464-1520). Consiste num tabuleiro reduzido de 3 x 3, com quatro cavalos
distribuidos nas casas dos cantos, conforme pode ser visto na figura 41. A questao
é: seria possivel, respeitando o movimento do cavalo, a primeira formagao adquirir o

formato da segunda?

Figura 41 — Quatro cavalos

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Primeiramente, consideremos que o cavalo movimenta-se em ”L” sobre o tabuleiro de

xadrez. Assim, segue-se alguns movimentos possiveis para um dos cavalos do tabuleiro.
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Figura 42 — Movimento do cavalo

)

|8
£

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Abordar este problema tentando esgotar as possibilidades de movimentos das pecas nao
é exatamente uma boa alternativa. Entretanto, recorrer aos grafos para simplificacao
e melhor analise do problema, parece um caminho a ser adotado.

Inicialmente, vamos enumerar as casas do tabuleiro e analisar os movimentos pos-
siveis de uma das pecas. Isso nos permitira associar um grafo com vértices rotulados,

fazendo uma modelagem do problema no intuito de visualiza-lo de modo mais simples.

Figura 43 — Grafo associado ao movimento de um dos cavalos

S1 2 32

I§7 8 92

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Os seguintes fatos podem ser destacados na representagao da figura 43:

o No grafo, o vértice 5 nunca sera atingido, pois, no tabuleiro, o cavalo que inicia
na casa 1 nao serd colocado jamais na casa 5. Este fato se estende para as demais

pecas, ou seja, nenhuma das pecas podera acessar a casa 5;

o Apéds alguns movimentos, o cavalo da casa 1 assumird a posicdo dos demais
cavalos (é como se o cavalo da casa 1 iniciasse o movimento a partir da outra
casa: 3, 7 ou 9). De fato, isso é bastante perceptivel na representagio feita pelo

grafo;

« Como o grafo utilizado na representagao ¢é orientado, um vértice deve ser acessado

conforme o sentido indicado na aresta. Assim, um cavalo s6 podera ocupar uma
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casa quando esta estiver vazia, entao o vértice que representa a casa fica inaces-
sivel enquanto houver uma peca ocupando-a. Além disso, para "desocupar'um
vértice, o vértice adjacente serda acessado, nao havendo como pular vértices ou

retornar (invertendo o sentido do movimento).

Outro aspecto importante vem de o grafo associado ao problema estar bem organi-
zado, mas é, ainda, tanto quanto confuso; isso pode ser melhorado conforme pode ser

visto na representacao a seguir:

Figura 44 — Grafo representacao do tabuleiro

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Na figura 44, tem-se os grafos que representam as situagoes postas na figura 41,
onde o P representa o cavalo preto e o A representa o cavalo amarelo. Observe que,
passar da primeira situagao para a segunda, s6 seria possivel se o sentido de alguma
das arestas fosse desrespeitado de alguma forma, ou uma pega acessasse um vértice
inacessivel, entdao P ultrapassaria A ou vice-versa. Mas isso nao é possivel. Logo, a
sequéncia APAP nunca podera tornar-se PAAP, pois, em todas as possibilidades do
primeiro caso, as letras estao alternando entre A e P, ao passo que, no segundo caso, em
todas as possibilidades, havera sempre duas letras iguais juntas. Portanto, conclui-se

que a situagao proposta no problema ¢é impossivel de ser realizada.

4.2 Retorno ao vértice inicial: as sete pontes de Konigsberg

Aqui faremos um retorno ao problema original da teoria dos grafos, que foi visto
no inicio do trabalho; trata-se do problema das sete pontes de Konigsberg.

Agora, de posse de alguns conceitos béasicos a respeito dos grafos, é possivel fazer
uma analise sobre o problema e concluir sua solucao com argumentos bastante basicos.

Lembre-se de que o problema consistia em alguém sair de qualquer uma das regioes,
passar por cada uma das sete pontes apenas uma vez e retornar ao seu ponto de partida.

O grafo associado ao problema apresentado por Euler aparece a seguir na figura 45.
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Figura 45 — Grafo de Euler
V1

Vs
Fonte: elaborado pelo autor (2024)

Observe que, quando pretende-se sair de qualquer um dos vértices e retornar, pas-
sando uma s6 vez por cada aresta, é necessario um ntmero par de arestas incidindo
sobre o vértice em questao, visto que, para cada aresta de saida, deve existir outra
aresta de entrada. Assim, d(v;) = 2k com k € N.

Quando verificamos os graus dos vértices no grafo da figura 45, extraimos as se-

guintes informagoes:

De fato, nenhum dos graus dos vértices é par. Logo, conclui-se que a situacao proposta
no problema nao pode ser realizada. E como foi visto, tal resultado foi publicado por
Euler em 1736.

4.3 Aplicacdo de arvores a probabilidade

O diagrama de arvore talvez seja uma das partes do estudo sobre grafos utilizada
com alguma frequéncia dentro do Ensino Bésico, embora que geralmente apresentam-
se aplicagdes e quase nunca se faz mencao de tratar-se de um tipo especial de grafo.
Assim, apliquemos o conceito em um problema de complexidade moderada, problema
este retirado de Morgado e Carvalho (2015, p.149).

Vejamos o problema:

Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Sacam-se, sucessivamente e
sem reposicao, duas bolas dessa urna. Determine a probabilidade da primeira bola ser
branca, sabendo que a segunda bola é branca.

Vamos organizar as probabilidades associadas as retiradas das bolas da urna:
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A probabilidade da primeira bola ser branca é 1—0;

A probabilidade da primeira bola ser preta é E;

A segunda ser branca, sendo que a primeira foi branca §;

A segunda ser preta, sendo que a primeira foi branca 9’

A segunda ser branca, sendo que a primeira foi preta 9’

5)
A segunda ser preta, sendo que a primeira foi preta 9

Apesar das informacoes estarem organizadas, podemos simplificar a apresentagao

desses dados com uma arvore como apresentado na figura 46.

Figura 46 — Arvore de possibilidades

3
9

5
9
Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Como queremos a probabilidade da segunda bola ser branca (casos possiveis), em
vista da primeira ter sido branca (caso favoravel), vamos mapear a probabilidade total

da segunda bola ser branca; isso pode ser feito encontrando os caminhos na arvore.

4 3 12
L] B1B2 = — s — = —
10 9 90
6 4 24
10 9 90

As duas probabilidades totalizam 33

12
O que se deseja ¢é o caso favoravel, que ¢é justamente o caminho BBy = 90" Mon-

tando a probabilidade, obtemos:
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12
9 _12_1
36 36 3
90

Portanto, a probabilidade de sair uma bola branca, tendo a primeira bola sido branca,

., 1
é de 3

4.4 Problemas de caminho minimo

Estes tipos de problema estao diretamente relacionados a procura de um percurso
que seja ideal para reducao de gastos, mesmo que muitas vezes seja apenas a reducao de
tempo (tanto a redugao de tempo quanto a reducao de gastos dao ideia de otimizacao).
Atualmente, é mais do que comum procurarmos em aplicativos a melhor rota quando
desejamos ir de uma cidade a outra como, por exemplo, o trecho tragado conforme a
figura 47.

Figura 47 — Rota Maps

- /j\g!:ampiﬁﬁmnde
= A {z=2 ==
e

Congo

Fonte: Google Maps, 2024.

As vezes, tendemos a ser simplistas em relagao a estes tipos de problemas ao acredi-
tar que a escolha do transporte, por exemplo, é a tinica decisao envolvida no processo,

isso nos é alertado por Netto e Jurkiewicz (2017) quando afirmam que

De fato, nem na vida didria a questdo é assim tao simples, porque
deslocamentos custam dinheiro e isso nos leva imediatamente a pen-
sar em custos e a desejar gastar a menor quantia possivel. Além
disso, se nos deslocarmos a pé em uma cidade, ndo teremos que nos
preocupar com a 'mao'das ruas, ao passo que utilizando um carro
isto passa a ser obrigatorio e isso, evidentemente, vai influir sobre o
itinerdrio a ser usado. (NETTO; JURKIEWICZ, 2017, p.39).
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Vejamos um algoritmo desenvolvido para achar caminhos minimos e que modela

muito bem este tipo de problema.

4.4.1 Algoritmo de Dijkstra

Considere que o grafo da figura 48 representa algumas cidades de uma certa regiao,
enquanto que as arestas com valor descrito representam o sentido que pode ser seguido
e a distdncia (em quilometros) entre as cidades. Tome como exemplo uma distribuidora
de alimentos que pretenda instalar-se na cidade A e estivesse interessada em mapear os
percursos possiveis entre as cidades préximas, assim como suas respectivas distancias.

O algoritmo de Dijkstra é um recurso computacional bastante eficiente para este

tipo de problema.

Figura 48 — Grafo orientado valorado (Algoritmo de Dijkstra)

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.40).

Iniciemos por construir uma tabela contendo as distancias entre os vértices. A
tabela apresentara, para vértices adjacentes, um valor indicando a distancia correspon-
dente. Ja para os vértices nao adjacentes a indicacao sera feita por "infinito"ou por um
valor suficientemente alto. No nosso exemplo, como nenhuma das distancias indicadas
ultrapassa 15, utilizar um valor, por exemplo 1000, é suficiente para nao interferir no

algoritmo.

Tabela 7 — Tabela de distancia entre vértices figura 48 (Algoritmo de Dijkstra)

A|B|C|D|E]|F
Al 0 [12| 4 | oo | 0|
B|lo | 0O 6 6 | oo | o0
Cloo|10] 0 |0 | 2 | ©
D|joo| oo | 8 0O | oo | 6
E|locw]| 2 ||| 0 6
Floo|ocw|ow | |ow]| 0

Fonte: Netto e Jurkiewicz (2017, p.41).
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Vamos acompanhar o processo do algoritmo:
Inicio: A disténcia entre A e todos os outros vértices é marcada com oo (pode ser o
valor de 1000, por exemplo). A distdncia entre o vértice A e ele préprio é marcada
com 0 (a distdncia entre um vértice qualquer e ele préprio serda sempre 0). O A rece-
berd uma marcagao (por exemplo, o asterisco), pois é um ponto de partida. A linha
Anterior da matriz é preenchida com o vértice de onde se vem, por isso, sendo o A o

ponto de partida, ela ficarda sem preenchimento.

A* | B | C
Distancia | 0 o0 | oo | 0| 0|
Anterior - - - - - -

)
=
=S|

Pergunta : Quais cidades podem ser alcangadas diretamente a partir de A7 Qual a
distancia de cada uma até A7

Resposta: B, com distancia 12 (o que é menor do que co); muda-se para 12.

C, com distancia 4 (o que é menor do que 0o0); muda-se para 4.

Agora, essas distancias devem ser assinaladas na tabela. Observe que a distancia entre
a cidade A e C (4km) nao pode ser melhorada, visto que a outra alternativa seria a
cidade B, cuja distancia é 12 e ultrapassa a primeira.

Por esse motivo, o vértice C deve ser "fechado" (usaremos o asterisco *) e nao voltara

a ser analisado.

Estagio 1 (caminho por C)

A*| B|C*| D|E | F
Distancia | 0 12 4 oo | oo | 0o
Anterior - A A - - -

Pergunta : C atinge diretamente quais cidades? Qual a distancia até tais cidades
quando feito o caminho por C?
Resposta: B, com distancia 4 + 10 = 14 (o que é maior do que 12, ficamos entao

com 12); e

E, com distancia 442 = 6 (o que é menor do que oo, entdo mudaremos

para 6).
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Observe que a distancia entre A e E serd modificada, assim como também serd
indicado o vértice antecessor ao E. Além do mais, havera a indicacdo que o vértice foi
"fechado". Outro aspecto importante vem do motivo de nao podermos mais melhorar

a distancia de A até E.

Estagio 2 (caminho por E) :

A* B|C*| D |E*|F
Distancia | 0 12 4 00 6 00
Anterior - A | A - C -

Pergunta : De E podemos ir diretamente a quais cidades? Qual a distancia de A até
estas cidades quando feito o caminho por E?

Lembre-se de que o grafo que esta sendo analisado é orientado, motivo pelo qual, as
vezes, ¢ possivel atingir um vértice mas nem sempre retornar ao antecessor pelo mesmo

arco.

Resposta: B, com distancia 6 + 2 = 8 (0 que é menor do que 12, ficamos entao

com 8); e
F, com distancia 6 + 6 = 12 (o que é menor do que oo, entdo muda-

remos para 12).

Fecharemos o vértice B.

Estagio 3 (caminho por B) :

A* | B*|C*| D |E*| F
Distancia | 0 8 4 00 6 12
Anterior - E A - C E

Pergunta : A partir de B, quais cidades podem ser atingidas diretamente? Qual a

distancia de A até tais cidades quando feito o caminho por B?

Resposta: D, com disténcia 12+ 6 = 18 (o que é menor do que oo, ficamos entao

com 18); e

C. Porém, este vértice ja foi fechado e portanto nao serd mais anali-

sado.
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Devemos fechar o vértice F'.

Estagio 4 (caminho por F) :

A* B*|C*| D |E*|F*
Distancia | 0 8 4 14 6 12
Anterior - E A B C E

Observe que de F nao ha possibilidade de ir a nenhum outro vértice.
Desse modo, encerra-se o processo fechando o vértice D sem outras modificacoes

na tabela.

Estagio 5 (Final) :

A | B*| C* | D*|E* | F*
Distancia | 0 8 4 14 6 12
Anterior - E A B C E

Esta tabela final, com todos seus vértice marcados com (*), tem a particularidade
de possibilitar a recuperacao das distancias entre os vértices e os percursos com certa
facilidade. Por exemplo, indo do vértice A ao vértice B, podemos verificar que o vértice
E antecede B e que o vértice C antecede E. Por fim, o vértice A é quem antecede C.

Dai podemos formar o caminho A-C-E-B.

Observagoes:

« Como foi visto anteriormente, o computador reconhece o grafo através de uma lin-
guagem propria, por exemplo, um dos tipos de matrizes apresentados. Podemos

construir uma matriz de adjacéncia para o grafo analisado anteriormente:

Tabela 8 — Matriz de Adjacéncia grafo algoritmo de Dijkstra

A B C D E F
AlO0 12 4 0 0 0
B | O 0 6 6 0 0
c|0 10 O 0 2 0
D | O 0 8 0 0 6
E| O 2 0 0 0 6
F |0 0 0 0 0 0

Fonte: elaborado pelo autor (2024).



Capitulo 4. Aplicagdo de Grafos 66

o Este algoritmo, para valores negativos das arestas, nao garante um resultado
correto, pois, caso haja valores de distancias negativos, mesmo apos fechado um

vértice, a distancia talvez ainda possa ser melhorada.

o Utilizamos o termo distancia apesar de nao ter sido ainda definido formalmente.

Assim, tem-se que:

A distancia d;; do vértice v; ao vértice v; serd infinita para nao existéncia no
grafo G de um caminho de i até j e é finita caso o caminho exista; neste caso, ela

serd igual ao valor do menor caminho entre i e j, assumindo o valor 0 caso i = j.

4.42 Qual o menor caminho até a escola?

Vejamos um problema envolvendo otimizacao de distancia bastante conhecido, onde

também utiliza-se a ideia contida no algoritmo de Dijkstra.

Figura 49 — Grafo nao-orientado valorado (Algoritmo de Dijkstra)

5 Armazém

13
Banca de

. Jornal
Pracinha

Quitanda

Fonte: autor, a partir de Netto e Jurkiewicz (2017, p.32).

Primeiramente, é importante esclarecer que as arestas do grafo sao valoradas e deve-
mos levar em conta que as distancias sao um pouco diferentes do que de costume. Uma
distancia maior nao necessariamente representa uma aresta de comprimento maior, e
sim, alguma dificuldade que possa existir no trajeto que gere um custo maior.

Nosso trajeto inicia-se no ponto Casa do Joao.
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’ Posso chegar até H Com distancia H Vindo de

= Q| W|O| | =
8188|8188 |<

A partir deste ponto, podemos atingir diretamente os vértices:
e Armazém com distancia 5;

e Pracinha com distancia 6;

e Quitanda com distancia 10.

A distancia até o armazém nao pode ser melhorada, entdo fecharemos o vértice.

’ Posso chegar até H Com distancia H Vindo de ‘

E 0
A 5 J
P J
Q J
B 00 -
C %) -
E 00 -

Podemos continuar analisando o caminho indo pelo armazém, que é vizinho da
banca de Jornal. Observe que a distdncia de J a B serd de 5+ 13 = 18 (o que é menor
do que oo, ficamos com 18).

Temos um proximo vértice a ser fechado que é a pracinha (depois do vértice A é a

menor distancia até J).

] Posso chegar até H Com distancia H Vindo de ‘

e 0
A~ 5 J
P 6 J
Q J
B A
C %) -
E 00 -

Observe também que o vértice B (banca de jornal) ainda nao foi fechado. Como a
distancia da pracinha nao pode ser melhorada, seguimos nosso caminho a partir dela.

Quais vértices podemos atingir diretamente a partir da pracinha?
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» Quitanda: com distancia 6 +3 =9 (como é menor do que 10, ficamos com 9);
« Cancela: com distancia 6 + 6 = 12 ( menor do que oo, ficamos com 12);

« Banca de jornal: com distancia 6 + 11 = 17 (encontramos uma distancia menor

do que 18, mudamos para 17 entdo).

\ Posso chegar até \ Com distancia \ Vindo de \

J* 0
A~ 5 J
p* 6 J
Q" 9 P
B P
C P
E 00 -

Nos resta analisar as distancias a partir da quitanda.

Da quitanda, quais vértices podem ser alcancados diretamente?

« Banca de Jornal: com distancia 9+ 6 = 15 ( é menor do que 17, ficamos com 15,

e esta é a menor distancia entre J e B);

o Cancela: com distdncia 9 + 4 = 13 ( maior do que 12, permanecemos com 12).

’ Posso chegar até H Com distancia H Vindo de ‘

J* 0
A~ 5 J
p* 6 J
Q- 9 P
B Q
C* 12 P
E 00 -

Podemos observar na tabela anterior que o vértice C foi fechado antes do vértice
B, isto significa que o fechamento dos vértices nao segue necessariamente a ordem da

tabela.
Vamos partir da cancela, que fechamos por ultimo. Deste vértice, quais outros

alcancamos diretamente?

o Escola: com distancia acumulada de 12 + 8 = 20 (por ser menor do que oo,

deixamos o 20).
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’ Posso chegar até H Com distancia H Vindo de ‘

A 5 J
P~ 6 J
Q- 9 P
B* 15 Q
C~ 12 P
E C

Por fim, vamos analisar o tltimo caminho possivel em aberto: passando pela banca

de Jornal.
Por este caminho, atingimos diretamente a escola, e com distancia acumulada de
15 + 3 = 18 (é menor do que 20, substituimos por 18).

Fecharemos também o vértice B.

’ Posso chegar até H Com distancia H Vindo de ‘

A* 5 ]
p* 6 J
Q- P
B* 15 Q
C~ 12 P
E* 18 B

Alguns aspectos importantes podem ser destacados:

e O algoritmo de Dijkstra encontra um menor caminho entre um vértice dado e os

demais vértices, e nao entre dois quaisquer vértices do grafo;
o Tanto no primeiro exemplo quanto neste, o grafo resultante é uma arvore;

« Podemos representar a situagao diretamente por uma matriz (por exemplo, de

adjacéncia).
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Tabela 9 — Matriz de Adjacéncia do grafo nado orientado da Fig: 49.

J A P Q B C E
JI0O 5 6 10 co 0o o0
A5 0 0o oo 13 o0 >
P/l6 oo 0 3 11 6 o
Q10 0o 3 0 6 4 o0
Bloo 13 11 6 0 oo 3
Cloo oo 6 4 oo 0 8
Eloco 00 0o 0 3 8 0

Fonte: Jurkiewicz (2009, p.43)

A arvore resultante deste exemplo aparece a seguir.

Figura 50 — Arvore resultante menor caminho (Algoritmo de Dijkstra)

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

4.5 Grafos completos e poligonos convexos

O aprofundamento no estudo dos grafos pode nos levar ao Teorema de Euler para
poliedros convexos. Isto seria perfeitamente uma aplicacdo de grafos na geometria.
Porém, o que sera apresentado nao consiste exatamente numa aplicacao; trata-se mais
de uma curiosidade da relagdo que pode ser feita entre grafos completos e poligonos
CONVEXOs.

Foi visto anteriormente que um grafo G' completo é um grafo onde, para quaisquer
dois vértices escolhidos, existe uma aresta ligando-os. Observe que isto s6 sera possivel

se, sendo m o numero de arestas do grafo G e n o seu nimero de vértices,

T (n—1)
2
Tome como exemplo o grafo ndao-orientado completo da figura 51.

O grafo tem 6 vértices, logo m = 15.
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Figura 51 — Grafo completo nao-orientado

Fonte: elaborado pelo autor (2024)

Podemos "desmembrar'o grafo da figura 51 em dois grafos: H e H¢, onde H é um

ciclo contendo todos os vértices de H.

Figura 52 — Grafos complementares (Hexdgono regular/ Diagonais)

H H¢

Fonte: elaborado pelo autor (2024)

Se fizermos uma comparagdo com o hexdgono regular (ndo é necessario que seja
regular), temos que a quantidade de vértices de H é igual ao nimero de vértices do
poligono, assim como o nimero de arestas de H corresponde a quantidade de lados
do poligono. Ja a quantidade de arestas de H¢ é igual ao ntimero de diagonais do
hexagono regular. Ou seja,em H,n=6em=6. JAem H°  n=6em =9.

Podemos dizer que esse fato ocorre porque:

I - O nimero de lados de um poligono convexo com n vértices é n;

n'(n—S)'

IT - O nimero de diagonais de um poligono convexo de n vértices é dado por 5

Agora, quando somamos a expressoes de I e II:

n-(n—3)
"ty
2n+n* —3n
==
n2—n
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n-(n—1)
2
que ¢é justamente o nimero de arestas de um grafo completo com n vértices.

4.6 Aplicacoes de Coloracao

Uma aplicacao classica da coloracdo de grafos apresenta-se com o problema dos
exames. A tabela abaixo mostra a alocagao de alunos nos exames finais que eles devem

prestar.

Alunos 11213456789 ]10(11]12]13|14|15]|16
Matematica || x X X X
Portugués || x X X X
Inglés X | X X X
Geografia X | x X X
Histoéria X X X X

Fisica X X X | X
Quimica X X|x X
Biologia X X X X

Duas disciplinas que tém alunos em comum para realizarem o exame nao devem
ter a aplicagdo do exame simultaneamente. Neste caso, podemos construir um grafo G
associado a tabela (matriz de incidéncia), com V= {M, P, I, G, H, F, Q, B}; onde havera
uma aresta entre dois vértices que representem disciplinas com alunos em comum.

Duas cores foram suficientes para colorir o grafo sem que vértices adjacentes rece-
bessem cores iguais, ou seja, x(G) = 2. Tomando uma das bipartigoes do grafo G,
temos que, dois hordrios sdo suficientes para realizacdo dos exames, um para {B, G,
H, M} e outro para {F, I, P, Q}.

Figura 53 — Grafo colorido

Fonte: Elaborado pelo autor

Podemos encontrar uma outra aplicacdo da coloracao de grafos em um problema
de determinacao de periodos para um sinal de transito. As setas indicam as direcoes

que podem ser tomadas no cruzamento das vias. Observemos a figura 54:
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Figura 54 — Cruzamento de vias

Fonte: autor, a partir de Jurkiewicz (2009, 79)

O transito pode ser organizado tomando-se como modelo um grafo G em que os
vértices representem as possiveis diregdes. Desse modo, tem-se V' ={AB, AC, AD, BA,
BC, BD, DA, DB, DC, EA, EB, EC, ED}.

Vamos ligar os vértices que representem dire¢oes incompativeis (as diregdes se cru-

zam caso exista um sinal de trésito livre, por exemplo).

Figura 55 — Grafo colorido cruzamento de vias

AB DA
AC
EA /
AD BD ® 0o
DC
EB \ EC @BA
BC

DB

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Observe que, por serem compativeis com todas as diregoes, BA, DC e ED estao
representados como vértices isolados. Uma coloracao deve corresponder ao niimero de
periodos que buscamos como solucao do problema. Colorir os vértices do grafo com
13 cores diferentes, uma para cada vértice, é bastante simples, mas representa um
desperdicio de tempo conforme nosso problema. Por outro lado, o grafo G possui um
subgrafo K, quando tomamos os vértices AC, BD, DA e EB, assim, precisamos de
pelo menos 4 cores. Desse modo, x(G) = 4. Logo, 4 periodos sao suficientes. Isso pode
ser confirmado com a partigdo em conjuntos independentes {AB, BA, AC, EC, ED},
{BC, BD, EA}, {AD, DA, DB} e {EB, DC}.

Na figura a seguir, encontra-se um algoritmo computacional para coloragao de gra-
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fos.

Figura 56 — Algoritmo de coloracao

inicio < dados: grafo G = (V,E)>;
CieD(i=2,..n); Ci {1}
para j de 2 a n fazer

k=min{i|N(j)nC =@, i=1, - N}, <aprimeira classe viavel é utilizada >
Ck« Cku{j}; <o vértice j entra na classe C; >
fim para;
fim.

Fonte: Netto e Jurkiewicz (2017, p.108), 2024.

4.7 Grafos em aplicativos e sites de redes sociais

Nos problemas de caminhos minimos, buscamos compreender um pouco do funci-
onamento de um tipo de algoritmo envolvido nas buscas de otimizagao dos percursos,
no qual vimos que os grafos estao diretamente relacionados. Seguiremos procurando
compreender alguns aspectos do funcionamento dos 'sites de redes sociais, buscando,
de maneira simplificada, entender um pouco da relagao com a teoria dos grafos.

Conforme Appel e Junior (2010), podemos aplicar grafos na modelagem de redes

sociais.

Uma rede complexa é, normalmente, modelada como um grafo, ou
seja, a rede complexa é representada através de um objeto matema-
tico cujos noés, também chamados vértices, modelam elementos (que
podem ser paginas web, pessoas, computadores) e as arestas mode-
lam relacionamento entre os nés (APPEL; JUNIOR, 2010, p.131)

Vamos tomar como exemplo um aplicativo ficticio "L" (Life). Este aplicativo é
associado a um numero de telefone moével e nos permite, entre outras coisas, enviar
mensagem (texto, imagens, videos,. .. ), fazer ligagao, videochamada, entre outros. Po-
demos imaginar que os diversos usuarios desse aplicativo formam uma rede que pode
ser associada a um grafo GG, onde cada usuario pode ser representado por um vértice
v, enquanto que a relacao entre dois destes usuarios pode ser representada por uma
aresta e. Agora, suponha que alguns destes usudrios resolveram formar um grupo,
pois neste aplicativo tem-se esta possibilidade. Assim, existiria um subgrafo induzido,
que por sua vez é um grafo completo. De fato, cada mensagem enviada seria levada
diretamente para todos os participantes do grupo (neste caso, estamos considerando

que uma mensagem enviada "esbarra'no outro vértice até ser reenviada).

1 H4 uma diferenca entre redes sociais e os sites de redes sociais propriamente ditos, mas em diversos

casos, utiliza-se redes sociais para indicar ambos. As redes sociais sdo bem mais abrangentes e
podem indicar relagdes tanto online quanto offline.
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Diversos sites de redes sociais como, Facebook, Twitter, WhatsApp, Instagram,
X (antigo Twitter), citando os mais conhecidos, podem ser modelados, de maneira

simplificada, como feito anteriormente, por grafos. Recuero (2017) afirma que

A teoria dos grafos prové o suporte matematico de analise...O grafo
é, desse modo, uma representacao de dois conjuntos de varidveis (ndés
e conexoes). Concebendo uma rede social como uma dessas represen-
tagdes, 0os nds seriam os atores sociais (compreendendo esses atores
como organizacoes sociais, grupos ou mesmo individuos no conjunto
analisado) e suas conexdes (aqui entendidas como os elementos que
serdo considerados parte da estrutura social, como interac¢oes formais
ou informais, conversagoes etc.) (RECUERO, 2017, p.21).

Observamos que, ao clicarmos em uma imagem da galeria de alguns smartphones,
nos deparamos com o icone que aparece na figura 57. Isso tem sua razao, pois o grafo
que aparece neste icone representa o compartilhamento para uma rede, que ocorrera
quando a imagem for enviada e, na maioria das vezes, é utilizado sem o conhecimento

de tratar-se de um grafo.

Figura 57 — Simbolo de compartilhamento

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Suponhamos agora que Maria, Janete, Italo, Cosme e Fernanda fossem usuarios
do site de rede Instagram. Este site permite aos seus usuarios uma gama de formas
de interacdo: compartilhar mensagens (imagens, videos e etc.), "seguir'outros perfis,
tendo a possibilidade de acompanhar suas publicagbes em um "feed'e nos "stories', e
ainda interagir por outros meios, tais como "curtidas'e "reagoes".

O grafo que aparece na figura 58 é orientado, onde os sentidos das arestas indicam
qual usudrio segue ao outro usuario. Conforme podemos verificar no grafo, Janete
segue aos demais usuarios. Ja Carlos é seguido por todos os outros, porém nao segue a
ninguém. Ao contrario do que possa parecer a primeira vista, o contetido publicado pelo
usuario Carlos tem uma maior probabilidade de ser visto pelos demais usuarios, isso
porque a relagao de influéncia, neste caso, "percorre’o sentido contrario dos indicados

pelas arestas.
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Figura 58 — Grafo de representacao de rede social

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Aqui, discutimos um caso bem simplificado e de facil compreensao, que é o nosso
intuito. Contudo, na pratica, as redes tornam os grafos bem mais abrangentes e com-

plexos. Observe o grafo que aparece na figura 59 para tentar se convencer deste fato.

Figura 59 — Grafo modelo de rede social

Fonte: Researchgate, 2024.
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5 Proposta da Sequéncia Didatica

Reservamos este capitulo para tratarmos um pouco da motivagdo que nos condu-
ziu a desenvolvermos a pesquisa neste tema. Assim, tentamos destacar as interagoes
entre os seguintes pontos: estudo da teoria dos grafos, compreensao sobre alguns al-
goritmos, utilizacao dos grafos para modelar de maneira simplificada o funcionamento
de aplicativos de redes sociais (em especial, depreender a existéncia de algoritmos de
recomendagao), desenvolvimento socioemocional dos estudantes. Neste intuito procu-
ramos apresentar algumas relagdes que consideramos pertinentes entre tais conteidos
e, como apice, uma proposta de sequéncia didatica que possa contemplar de maneira
dindmica e eficaz o tema grafos em sala de aula como um conteiido matematico que
pode contribuir no desenvolvimento intelectual do aluno a partir da comunicagao com
diversas areas do conhecimento. Outrossim, auxiliar na compreensao de tecnologias
contemporaneas e consequentemente no desenvolvimento socioemocional do estudante,
visto que tais tecnologias permeiam o cotidiano dos estudantes e influenciam também
diretamente no modo com o qual estes relacionam-se com os demais e lidam com suas

emocoes.

5.1 A teoria dos grafos

Sabemos que a BNCC norteia o ensino do pais, ao tratar de habilidades a serem
desenvolvidas a partir das competéncias em que estao inseridas, relativamente a todos
os conteudos do Ensino Bésico; anos iniciais e anos finais do Ensino Fundamental e
Ensino Médio. A escolha do trabalho com ensino de grafos na Escola Basica encontra
respaldo em algumas competéncias dentre as 10 competéncias gerais ! dispostas na

BNCC.

Primeiramente, é possivel de se verificar no exposto anteriormente neste trabalho,

tanto no apanhado historico sobre os grafos quanto na conceituacao e aplica¢oes apre-
sentados, que eles tém aplicacoes em diversas areas, assim, quando levados para sala
de aula, ha um leque de possibilidades para interdisciplinaridade envolvendo este con-

teido. Conforme encontramos no texto da BNCC:

1 Embora estejamos embasando sobre algumas competéncias gerais da BNCC, podemos encontrar as

demais competéncias e o texto na integra em: <http://basenacionalcomum.mec.gov.br/abase/>
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1- Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos
sobre o mundo fisico, social, cultural e digital para entender e explicar
a realidade, continuar aprendendo e colaborar para a construgao de
uma sociedade justa, democratica e inclusiva. (BRASIL, 2018, p.09)

Vimos que a teoria dos grafos tem um surgimento relativamente recente com Euler
ao resolver o problema das pontes de Konigsberg e uma sequéncia histérica envolvendo
a contribuicao de varios outros estudiosos, resultando no desenvolvimento da teoria,
a qual foi amplificada com o desenvolvimento computacional. Além disto, o estudo
de grafos permite ao estudante lidar com um conteido eficaz para a abordagem de
problemas em que a quantidade de célculos, por vezes, é minima. Por outro lado, ha a
possibilidade de uma abordagem voltada ao desenvolvimento do raciocinio, a argumen-
tacdo. Ou seja, tem-se um conteido que, em diversos casos, possibilita a priorizagao do
pensamento em detrimento dos célculos. Este fato fica bastante evidenciado nos pro-
blemas que foram abordados, cuja resolucao passou pela utilizacao dos grafos; alguns
deles sao totalmente voltados a demonstracao da impossibilidade da situacao ocorrer,
caso do problema dos quatro cavalos e o de origem com as pontes de Konigsberg.
Levemos em conta que problemas deste tipo quase nao figuram no Ensino Basico.

Agora tomemos como exemplo o seguinte problema: No grafo da figura 60, seria
possivel reproduzir o "desenho", sem tirar o lapis do papel e sem passar por uma aresta
mais de uma vez, saindo de um dos vértices e retornando a ele? Ou iniciando em um
dos vértices e terminando em outro? Isto seria equivalente & percorrer uma trilha no
grafo passando por todas as arestas, saindo de um dos vértices e retornando a ele (trilha
fechada). Ou ainda, na segunda situagao, passar por todas as arestas e terminar em

um vértice distinto (trilha aberta).

Figura 60 — Grafo Semieuleriano

C
D

E
Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Como podemos observar, o grafo apresentado nao é euleriano, contudo é semieu-
leriano. Assim, partindo de um dos seus vértices de grau impar, é possivel percorrer
uma trilha passando por todas as suas arestas e terminar no outro vértice também de

grau impar. Apresentamos a seguir na figura 61 uma das possibilidades de percurso
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Figura 61 — Caminho semieuleriano

C
............. 4 .(-...,___...... .D
B & 5 LT ..
o : g
i
A®c...
E

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Observe a trilha aberta DCBEDEAC como sendo uma solugao ao problema proposto,
de acordo com a trilha no grafo da figura 61. Este problema é mesmo importante?
Imaginemos um desastre ocorrido com enxurradas e que tenha deixado apenas os lo-
cais indicados pelos vértices para que os habitantes possam refugiar-se. O corpo de
bombeiros local pretende levar mantimentos e fazer outros atendimentos, de maneira a
dar suporte a todos, passando apenas uma vez por cada estrada para diminuir gastos.
Estes tipos de problemas trouxeram a tona a busca pela otimizagdo de rotas e,
com o surgimento dos algoritmos computacionais, isso tem se intensificado nos ultimos
anos.
Netto (2003), sobre os algoritmos relacionados a estes tipos de problemas, afirma o
disposto a seguir:
Dentre as subestruturas de grafos que oferecem solugdo para proble-
mas aplicados, os caminhos se destacam especialmente pelo potencial
associado aos problemas de transito, transporte em geral e localiza-
¢do em sistemas discretos. A variedade de situagoes é muito grande
e, consequentemente, os problemas podem ser mais ou menos com-
plexos, inclusive do ponto de vista computacional. Em vista disso, ha

um grande nuimero de algoritmos propostos para a determinagao de
caminhos nas situacgoes as mais diversas|...| (NETTO, 2003, p.53)

H4 alguns anos, quando alguém se "aventurava'por ruas, avenidas, vielas de uma
cidade desconhecida ou grandes centros urbanos, existia uma opcao de livro chamado
'guia", o qual continha o mapa das ruas locais e auxiliava seu usuario a nortear-se
naquela localidade. Atualmente, é quase certo o uso de aplicativos envolvidos com este
propésito, o Google Maps é um bom exemplo disso. O que pretendemos destacar é
que estas tecnologias estao cada vez mais comuns e ao alcance de nossas maos todo o
tempo através dos smartphones. Embora a melhor rota entre duas localidades talvez
nao seja ainda de interesse de nossos estudantes, entre eles, ja ¢ mais do que usual o
compartilhamento da localizacao (dada por GPS) pelas redes sociais disponiveis, no
intuito de se encontrarem. Ou seja, talvez ainda ndo tenham despertado o interesse

pelo estudo do tema, embora ja seja totalmente frequente sua utilizacao.
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Figura 62 — GPS

Fonte: www.dgabc.com.br

5.2 Algoritmos computacionais

Atualmente, os algoritmos computacionais estao presentes em diversas agoes corri-
queiras, visto que os computadores, smartphones e outros ganharam um espago amplo

no cotidiano das pessoas. Pierro (2018) afirma que

Embora influenciem até mesmo atividades cotidianas prosaicas, como
a procura de atalhos no transito com a ajuda de aplicativos de celu-
lar, os algoritmos costumam ser vistos como objetos intangiveis pela
populacdo em geral - que sente seus efeitos, mas ndo conhece nem
compreende seu formato e modo de agao. (PIERRO, 2018).

Podemos considerar um algoritmo como um conjunto de etapas a serem seguidas
no intuito de executar uma tarefa, e isso em um contexto bastante geral. Por exemplo,
algoritmos matematicos, tais como, o Algoritmo de Euclides, que nos permite através
de passos bem determinados encontrar o MDC entre dois ntimeros inteiros. Vamos,
contudo, nos restringir aos algoritmos executados por computadores. (PIERRO, 2018)

descreve um algotitmo computacional da seguinte maneira:

Um algoritmo nada mais é do que uma sequéncia de etapas para re-
solver um problema ou realizar uma tarefa de forma automatica, quer
ele tenha apenas uma dezena de linhas de programagao ou milhoes
delas empilhadas em uma espécie de pergaminho virtual. (PIERRO,
2018).

Sabemos que cada etapa das instrugoes do algoritmo executada por um compu-
tador ocorre em um intervalo de tempo limitado, e isso é importante, pois por esse
motivo, hd uma busca por algoritmos que possam executar a tarefa pretendida sem-
pre no menor tempo possivel. Vimos anteriormente um algoritmo desenvolvido para
otimizacao de distancias, o Algoritmo de Dijkstra, o qual é suficiente para iniciarmos

a compreensao sobre como funcionam os aplicativos de GPS, pois, a partir deste al-
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goritmo podemos modelar a busca pela menor distancia? apresentada pelo GPS, haja

vista esta assemelhar-se a menor rota de navegacao em um tipo de grafo.

5.3 Desenvolvimento socioemocional do estudante

Certamente, ao navegar por uma péagina da internet (numa pesquisa, por exemplo),
vocé ja deve ter notado que, como que por "passe de mégica', seus acessos em outras
paginas, por exemplo, nas redes sociais, passaram a receber informacoes relacionadas
a sua pesquisa. E este fato relaciona-se em qué ao que estamos aqui debatendo? Na
verdade, o que ocorre é que certos algoritmos foram sendo desenvolvidos nos tltimos
anos e espalhados pela internet. Em especial, estes algoritmos; os tais "algoritmos de
recomendacao”sao responsaveis por uma grande mudanca em nossa forma de interagir
ao navegarmos pela internet. Basicamente, tais algoritmos buscam conduzir o usuario
a experiéncia de navegagao conforme um perfil de busca, ou seja, de acordo com o
que o usuario busca naquele momento, para isto, baseiam-se em buscas recentes do
usuario. Aqui temos um ponto que carece de bastante foco, é que de maneira muito
despercebida alguns sites de redes sociais foram mudando sua politica de trabalho na
oferta de contetidos, baseando-se nao mais somente na interacao entre os usuarios,
contudo, levando também em conta os interesses do usuario. Isso ocorre, pois algumas
empresas, tais como o Facebook, atualmente dona do Instagram e do WhatsApp, ao
adquirirem as empresas, incorporam a politica de funcionamento destas. O facebook
passou a trabalhar com o "Reels"?, maneira prépria de trabalho do Instagram, e que
oferta uma rede de videos curtos na pagina do usuario baseados, também, em interacoes
e buscas anteriores feitas pelo usuario. Desse modo, pode acontecer de o conteudo
oferecido a um certo usuario do aplicativo advir de uma busca relacionada, ou seja,
alguma pesquisa ou interagdo com um contetido similar, ou ainda, a oferta acontecer
por ser um conteudo cujo "interesse'é compartilhado com alguém de sua rede. Na
figura 63, podemos observar uma modelagem dessas possibilidades.

Atualmente, ha diversos sites especializados em indicar produtos com potencial de

compra conforme interesse do usuario.

2 Observe que a menor distancia, neste caso, nio significa obrigatoriamente a menor quilometragem.

Pode ocorrer de existirem fatores que atrapalhem no percurso e isto implica aumento da distancia
na rota tragada pelo GPS.

Para obter mais informagdes sobre esta ferramenta de interacdo das redes, como
surgimento e finalidade, vocé pode acessar:  <https://nerdweb.com.br/artigos/2022/07/
o-que-e-reels-o-recurso-que-esta-mudando-a-forma-de-usar-o-instagram.html >
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Figura 63 — Sistemas de recomendagao
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Fonte: Thaispatricio, 2024.

Exposto tudo isto, compartilhamos e descrevemos uma preocupacao com o lado do

desenvolvimento socioemocional do estudante. Observe o recorte da noticia apresen-

tado a seguir na figura 64:

Figura 64 — Noticia: Culpa do Algoritmo

gl

MUNDO
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Culpa do algoritmo: pais processam
TikTok apés suicidio de filha vitima
de bullying na Franca

Esta € a primeira vez que uma agao do género € movida no pais.

sy

Os pais de uma adolescente que
se suicidou em 2021 na Franga
entraram esta semana com um
processo contra o TikTok. Eles
alegam que o algoritmo da rede
social contribuiu para o desespero
da filha, vitima de bulling na
escola devido ao seu peso. Essa é
a primeira vez que uma acgédo do
género é movida no pais.

Marie foi encontrada morta pelos pais em
seu quarto na cidade de Cassis, no sul da
Franga, em setembro de 2021. Poucos dias
antes de se enforcar, a estudante de 15 anos
postou no TikTok um video no qual falava
sobre o0 assédio que sofria na escola por ser
gorda. Gragas ao algoritmo, a postagem
atraiu para sua conta outros videos sobre o
mesmo assunto. O que, para os pais da
jovem, contribuiu para sua morte.

Fonte: autor, a partir de G1 (2024).

Certamente o leitor, atencioso e precavido que é, ird conferir a noticia na integra,

com esse intuito, deixamos o acesso 'noticia na integra 1" na leitura online.

4 Para acessar a noticia na

integra,

vocé pode usar 0 endereco:

https://gl.globo.com/mundo/noticia/2023/09/19/culpa-do-algoritmo-pais-processam-tiktok-
apos-suicidio-de-filha-vitima-de-bullying-na-franca.ghtml
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Esta noticia trard também um caso semelhante ocorrido no Reino Unido, em 2017,
apos o suicidio de uma adolescente de 14 anos, na qual os pais afirmaram que a in-
fluéncia de contetudos visitados pela filha poderia ter contribuido para o fato. A noticia
traz ainda relacionado a este ultimo caso, o relato de que, em 2022, teria ocorrido o
reconhecimento da justica britanica da influéncia de algoritmos no ato da jovem.

Os casos citados anteriormente, quando surgiram, foram reconhecidos em ambito
mundial, porém, casos semelhantes ocorrem por todo o mundo sem a mesma visua-
lizagdo. No Brasil, também nao é diferente. Nossos adolescentes (nossa preocupacao
aumenta na faixa etdria de 14 ou 15 anos) lidam com estes aplicativos de redes sociais
o tempo todo, o que gera uma certa apreensao no modo com o qual os contetidos lhes
sdo apresentados e o quanto estdo desinformados sobre a influéncia exercida por tais
algoritmos.

A lida com a influéncia causada por estes algoritmos nao é algo tao recente, conforme
podemos observar no recorte da noticia obtida ainda na mesma plataforma em que

encontramos a noticia anterior e que apresenta-se na figura 65

Figura 65 — Noticia: Especialista alerta para ameaca dos algoritmos

Swew Gl TECNOLOGIA E GAMES o

Especialista alerta para 'ameaca dos
algoritmos'

digos numéri

m nirole n 1muenciam 1 (
Um especialista em algoritmos alertou para as consequéncias da influéncia cada vez maior dos
sistemas de codigos operacionais em diversos aspectos davidadas pessoas.

naeg e (

Em uma palestra durante a conferéncia TED no més de julho, na Escdcia, o americano Kevin
Slavin disse que ‘a matematica que os computadores usam para decidir as coisas’ esta se
infiltrando em diferentes areas das nossas vidas.

Slavin disse que os ‘servigos inteligentes’ oferecidos por lojas de internet — que calculam livros e
filmes nos quais o cliente pode estar interessado -, por sites como o Facebook e pelos
mecanismos de busca como o Google comprovam que operagdes computacionais complexas e
invisiveis controlam cadavez mais a relagdo das pessoas com o mundo eletrénico.

Fonte: Autor, a partir de G1 (2024).

Do mesmo modo que fizemos com o endereco da noticia anterior, faremos aqui com
'noticia na integra 2" ° na leitura online.
Sabemos que a educacao esta firmada nos quatro pilares; Aprender a Conhecer,

Aprender a Fazer, Aprender a Ser e Aprender a Conviver. Acreditamos que o contetdo
5

Para acessar a noticia na integra, vocé pode usar o) endereco:
https://gl.globo.com/tecnologia/noticia/2011/08 /especialista-alerta-para-ameaca-dos-
algoritmos.html
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grafos pode nos ajudar a abrir uma discussao que permeia estes objetivos educacionais,
sobretudo no campo do desenvolvimento socioemocional do estudante. Diante disso
tudo, vemos a necessidade de a escola abordar um contetiddo que possibilite modelar,
mesmo que de maneira simplificada, e torne compreensivel ao estudante a forma com

que determinados contetidos podem surgir em suas redes de interagoes sociais online.

Figura 66 — Quatro pilares da educacao
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Fonte: Inovar, 2024.

Entendemos que, com as rapidas tranformacoes ocorridas a respeito dos algorit-
mos nas redes sociais, por meio do estudo dos grafos, a escola pode contribuir com o
desenvolvimento socioemocional do estudante, buscando a autoconsciéncia a respeito
de como sua navegacao nas redes sociais pode estar sendo direcionada por algoritmos
computacionais, e estes nao trabalham com sentimentos (sdo programagoes, portanto
agem de forma "mecanica') e isso requer um grau maior de atencdo. E um tema bas-
tante atual, do cotidiano do estudante e passando por transformacoes inimaginaveis.

Logo, faz-se necessario uma intervengao da escola, pois, conforme D’Ambrosio (2012).

Estamos entrando na Era do que se costuma chamar a "sociedade
do conhecimento". A escola ndo se justifica pela apresentacio de
conhecimento obsoleto e ultrapassado e muitas vezes morto. Sobre-
tudo ao se falar em ciéncias e tecnologia. Sera essencial para a escola
estimular a aquisicao, a organizacao, a geracao e a difusdo do conhe-
cimento vivo, integrado nos valores e nas expectativas da sociedade.
Isso serd impossivel de atingir sem a ampla utilizacdo de tecnologia
na educacao.(D’AMBROSIO, 2012, p.74).

Esta construgao individual do estudante (aspecto socioemocional) pode abrir a pos-
sibilidade para a conscientizacao de seu papel como integrante social, antes de qualquer
coisa, um pouco mais ciente de sua realidade de interagdo com algumas tecnologias com

as quais lida todo o tempo e o quanto podem afeta-lo em sua forma de interacao social.
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Além disso, talvez contribuindo para diminuicao de casos de "bulling", como o que
gerou o acontecido que vimos na noticia da figura 64.

Portanto, com essa finalidade, procuramos apresentar no proximo capitulo uma
proposta de sequéncia didatica com o tema grafos de modo que atenda um pouco a
cada objetivo: Aprender a Conhecer, Aprender a Fazer, Aprender a Ser e Aprender
a Conviver, conforme etapas de aplicacao. Além disso, buscamos fazer uma anélise
da aplicacao para podermos trazer resultados de pontos altos e baixos que venham a

surgir quando colocada em pratica.
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6 Sequéncia Didatica

6.1 Aplicacao e anélise

Destinamos esta parte do trabalho a sequéncia didatica com seu desenvolvimento,
aplicacao e consequente avaliacao do trabalho por meio de anélise dos resultados. Apon-
tamos como destaque esta tltima fase do processo, pois a avaliagdo nos permite um
redirecionamento do ensino conforme resultados obtidos, e isto se faz pertinente, visto
que, podem ocorrer imprevistos na aplicacdo. Ha diversos fatores que possivelmente
acabam gerando alteragdes na forma como transcorre a aplicagao, a exemplo disso, as

caracteristicas individuais de cada turma. Para Luckesi (2023):

Em sintese, o planejamento é o ato pelo qual configuramos de ma-
neira filosofica, politica, cientifica e operacional aquilo que desejamos
construir com nossa acgao; a execucao é o ato através do qual reali-
zamos as decisbes previamente tomadas; e, finalmente, a avaliagio é
0 ato que nos possibilita a identificacdo da qualidade dos resultados
da acao executada, subsidiando nossas decisoes, seja para acolher a
realidade com a qualidade obtida, seja para subsidiar novas decisoes.
(LUCKESI, 2023, p.30).

Inicialmente, busquemos no texto da BNCC quais habilidades estdao diretamente
relacionadas ao tema grafos, ou quais habilidades podemos relacionar a sequéncia di-
datica que estaremos propondo.

Para o 6° Ano, a BNCC apresenta a seguinte habilidade:
Figura 67 — Habilidade 6° Ano BNCC

MATEMATICA - 6° ANO

UNIDADES TEMATICAS HABILIDADES

Probabilidade e estatistica (EFO6MA34) Interpretar e desenvolver
fluxogramas simples, identificando as

OBJETOS DE CONHECIMENTO relacoes entre os objetos representados
(por exemplo, posicoes de cidades

1-3|1;erentes~t|pos fjf‘_a reprefslentagao de considerando as estradas que as unem,
MIOIMAZOES: Sallels o BUDEaias hierarquia dos funciondrios de uma
empresa etc.

Fonte: autor, a partir da BNCC, p.306, (2024).

[gualmente, encontramos uma habilidade que se encaixa ao tema nas habilidades

propostas para o Ensino Médio, descrita no texto da BNCC da seguinte forma:s:
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Figura 68 — Habilidade Ensino Médio BNCC

MATEMATICA - ENSINO MEDIO

HABILIDADES

(EM13MA310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos
ordenaveis ou nédo de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,
recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

Fonte: autor, a partir da BNCC, p.537 (2024).

Como esta indicado no codigo da habilidade, ela esta relacionada com a competéncia

3, a qual, conforme texto da BNCC, tem-se o seguinte:

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matema-
ticos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequacgao das solucgdes propostas, de modo a construir argumenta-
¢do consistente. (BRASIL, 2018, p.535).

E que ainda serd complementado no mesmo texto com o seguinte:

No caso da resolugao e formulagdo de problemas, é importante con-
templar contextos diversos (relativos tanto & prépria Matemética,
incluindo os oriundos do desenvolvimento tecnolégico, como as ou-
tras dreas do conhecimento). N&o é demais destacar que, também
no Ensino Médio, os estudantes devem desenvolver e mobilizar ha-
bilidades que servirao para resolver problemas ao longo de sua vida
— por isso, as situagoes propostas devem ter significado real para
eles.(BRASIL, 2018, p.535).

Percebemos que o curriculo nao tem muitas habilidades que mencionem os gra-
fos, a nao ser pelas habilidades expostas anteriormente. Mas isto é justamente o que
tentamos propor; um conteido como este, pela sua importancia no desenvolvimento
da matematica e tecnologias contemporaneas, deveria estar amplamente presente no
curriculo do Ensino Bésico.

Embora nao tenhamos habilidades especificas para enquadrar nossa proposta, ob-
servamos que ela relaciona-se bastante com a segunda competéncia geral apresentada

na BNCC, que em texto diz o seguinte:

Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo con-
temporaneo e tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com
base na andlise de problemas sociais, como os voltados a situacoes de
saude, sustentabilidade, das implicagoes da tecnologia no mundo do
trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedi-
mentos e linguagens préprios da Matematica.(BRASIL, 2018, p.534).

Posteriormente, encontramos ressaltado no texto da BNCC que
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O desenvolvimento dessa competéncia especifica prevé ainda que os
estudantes possam identificar aspectos consensuais ou nao na discus-
sdo tanto dos problemas investigados como das intervengoes propos-
tas, com base em principios solidarios, éticos e sustentaveis, valo-
rizando a diversidade de opinides de grupos sociais e de individuos
e sem quaisquer preconceitos. Nesse sentido, favorece a interagdo
entre os estudantes, de forma cooperativa, para aprender e ensinar
Matemética de forma significativa.(BRASIL, 2018, p.534).

Com esses pressupostos, propomos uma sequéncia didatica que possa atender ao
dinamismo necessario a apresentacao do tema, inicialmente por meio de problemas e de
um apanhado histérico, seguido por alguns conceitos basicos e, por fim, com aplicacao
do formulario e discussao sobre a importancia de se conhecer os algoritmos de recomen-
dacao para uma melhor experiéncia com a interacao na internet, ou seja, criticamente
consciente das influéncias de tais algoritmos sobre sua navegacao, sobretudo nas re-
des sociais. Sobre este aspecto, encontramos no texto da BNCC a oitava competéncia

geral, dispondo o seguinte

Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua saude fisica e emocional,
compreendendo-se na diversidade humana e reconhecendo suas emo-
¢oOes e as dos outros, com autocritica e capacidade para lidar com
elas. (BRASIL, 2018, p.10).

O publico alvo é de estudantes do Ensino Fundamental e Ensino Médio, situados
na faixa etaria de 14 e 15 anos. Iremos dividi-la em quatro etapas (quatro encontros) e
sempre que possivel utilizaremos problemas, solugoes, demonstracoes e outras informa-
¢oes propostos no corpo deste trabalho. Os encontros ficaram organizados do seguinte

modo:

I- apresentagao do tema;
II- abordagem dos conceitos bésicos;
III- relacao com tecnologias contemporaneas;

IV- aplicacao e discussao do formulario-grafo (Google Forms).

6.2 Sequéncia Didatica

Descricao

Titulo: Grafos: conhecendo a teoria, modelando tecnologias e desenvolvendo aspectos
socioemocionais.

Professor: Lucivaldo José de Andrade Pereira

Publico alvo: 9° ano do Ensino Fundamental ou 1° ano do Ensino Médio
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Duracao: 8 horas-aula

Habilidades
e Reconhecer a utilizagdo de grafos como sendo um recurso mateméatico de aplicacao

para resolucao de problemas em diversas areas do conhecimento;

e Reconhecer a importancia da teoria dos grafos para o desenvolvimento de tecnologias

atuais, por exemplo, redes sociais, otimizacao de caminhos e estudos de redes neurais;

e Identificar e classificar os principais tipos de grafos, reconhecendo seus elementos e

suas representagoes em diagramas ou matrizes;

e Relacionar uma dada situagdo ou problema a um grafo e determinar caminhos para

solugoes com a utilizacao do grafo.

Recursos e Materiais

e Apostilas, caderno de rascunho, cartolina;
e QQuadro branco e lapis;
e Projetor e notebook;

e Smartphones, tablets e acesso a internet.

6.2.1 Primeiro encontro: Introducdo ao tema grafos

Os estudantes devem estar agrupados em duplas ou em até quatro estudantes por

grupo.
(Espera-se que esta etapa transcorra em 2 horas-aula)

Atividade 1 : Distribuir o esquema que representa o problema junto com os
materiais (carrinho e 7 objetos, no caso, sete dados) que devem acompanhé-

lo, e em seguida, propor o problema 1.
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Figura 69 — Esquema quatro cidades (Sequéncia didética)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Problema 6.1. Uma empresa foi contratada para vistoriar as 7 rodovias que ligam um
conjunto com quatro cidades. Para fazer o trabalho com o minimo de gastos possivel,
essa empresa pretende instalar-se em qualquer uma das cidades, enviar um veiculo para
percorrer uma $6 vez cada Todovia (ao passar pela rodovia, nao retornard por ela) e
finalizar na cidade em que estiver instalada. A empresa consequird realizar essa tarefa

conforme o planejado?

Atividade 2: Observe que o problema anterior pode ser modelado por um grafo
isomorfo ao grafo que representa o problema inicial das pontes de Koénigsberg. Dali,
utilizamos as informacgoes contidas na se¢ao inicial (Um breve passeio pela
histéria dos grafos) e apresentamos um pouco da histdria do surgimento e

desenvolvimento do tema grafos aos estudantes.

Atividade 3: Em seguida, propGe-se o problema 2, retidado de Jurkiewicz (2009):

Problema 6.2. O estudante seria capaz de desenhar a figura a sequir sem tirar o lapis
do papel? E claro, indo de ponto a ponto, nio sendo permitido passar por uma linha

mais de uma vez.

Alguns aspectos podem ser destacados na realizacao dessa tarefa:

I - Representar as linhas do trajeto (trilha) pela sequéncia de letras dos vértices (ro-

tulos);

IT - Abrir uma discussao sobre a importancia desse tipo de problema. Conforme

Jurkiewicz (2009):

Pensemos numa pequena cidade com pequeno or¢amento. O
servigo de recolhimento de lixo é feito por um pequeno cami-
nhao. Queremos evitar o desperdicio; uma boa ideia seria fazer
o caminhao passar uma tnica vez por cada rua e retornar ao

ponto de partida. (JURKIEWICZ, 2009, p.3).
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Figura 70 — Grafo para cobrir (Sequéncia didética)
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Fonte: autor, a partir de Jurkiewicz (2009) (2024).

Atividade 4: Propor aos estudantes a representacao, por meio de um grafo,
da seguinte situagdo retirada (com algumas modificagdes) de Jurkiewicz
(2009):

Em uma escola algumas turmas resolveram realizar um torneio de volei. Participam
do torneio as turmas 7°A, 7°B, 8°A, 8° B, 9°A e 9°B. Ja foram realizados alguns jogos

até agora:

e 72 A - jogou com 8° A, 8° B, 9° B;

e 7° B - jogou com 8° A, 9° A;

e 82 A - jogou com 7° A, 7° B;

e 82 B - jogou com 7° A, 9°A, 9° B,

e 9% A - jogou com 7° B, 8° B, 9°B;

e 9° B - jogou com 7° A, 7° B, 8° B, 9° A.

Os estudantes devem ser instigados a compartilharem apresentando o grafo obtido por

grupo ao restante da turma.

Atividade 5 : Propor o seguinte problema:

Problema 6.3. Erica confecciona poliedros de acrilico para serem utilizados em aulas
de matemdtica. Apds serem montados, ela realiza uwm trabalho de pintura nos vértices
e arestas desses solidos, de modo que, iniciando em qualquer um dos vértices, passa
por todas as arestas possiveis umd so vez, sem tirar o pincel da superficie do poliedro.
Assim, sempre que possivel, partindo de qualquer um dos vértices, a pintura ocorre em
todas as arestas e retorna ao vértice inicial. FEste trabalho € possivel em um cubo, ou

seja, iniciando e findando em um mesmo vértice?
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Os estudantes podem montar cubos de papel para executar tentativas, ou o problema

pode ser abordado utilizando-se uma representagao no aplicativo Geogebra.

6.2.2 Segundo encontro: Desenvolvimento das nocdes basicas de grafos

(Espera-se que esta etapa transcorra 2 horas-aula)

Atividade 1: Utilizando os registros da atividade 4 da Primeira parte, apresenta-
se as primeiras nogoes sobre grafos; o que sao vértices, arestas, grau de
um vértice e o primeiro resultado apresentado no corpo do trabalho e seu

corolario:

> da(v) =2-|E(G)|

veV(G)
Apresenta-se em sequéncia a nogao de isomorfismo entre grafos e propoe-se os

seguintes exercicios:

Problema 6.4. Mostre que os grafos da figura 71 sao isomorfos.

Figura 71 — Grafos isomorfos (Sequéncia didatica)

Fonte: autor, a partir de Jurkiewicz (2009, p.16) (2024).

Atividade 2: Nesta etapa, apresenta-se o tipo especial de grafo: grafo com-
pleto K, e propde-se os seguintes exercicio e problemas (retirados de Jur-
kiewicz (2009, p.18)):

Exercicio 6.5. Quantas arestas tem o grafo K;? F K117 E K, ¢

Problema 6.6. Quantos vértices um grafo simples precisa ter para poder ter 200 ares-
tas?

Problema 6.7. Considerando grafos simples, mostre que as sequéncias (9,8,7,6,5,5,4,

3,3) e (1,7,7,6,5,4,3,2) nao correspondem a sequéncias de graus de nenhum grafo.

Problema 6.8. Mostre que uma mesma sequéncia pode corresponder a grafos ndo

isomorfos.
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Atividade 3: Nesta etapa, apresenta-se a biparticao de grafos e propoe-se o

seguinte exercicio:

Problema 6.9. Nos pares de grafos das figuras, mostre qual dos grafos pode ser bipar-

ticionado e qual ndo pode ser. (retirado de Jurkiewicz (2009)).
Figura 72 — Grafos Bipartido e Nao Bipartido (Sequéncia didatica)

o @ ([ @
[ 2 ® ® ®
Fonte: autor, a partir de Jurkiewicz (2009, p.30) (2024).

Figura 73 — Grafos Bipartidos e Nao Bipartidos (Sequéncia didética)

Fonte: autor, a partir de Jurkiewicz (2009, p.30) (2024).

Os estudantes devem compartilhar os caminhos percorridos para as suas solugoes. Caso
eles nao consigam obter solugdes em um tempo estipulado, o professor deve construir

tais solugoes envolvendo-os no processo.
Atividade 4: Apds o tempo necessario para discussao de possiveis solugoes do pro-
blema anterior, propoe-se outro problema:

Problema 6.10. Os grafos que aparecem a sequir sao 3 — reqular. Em cada um dos

casos, ligue alguns de seus vértices de modo que os grafos passem a ser 4- reqular.

6.2.3 Terceiro encontro: Desenvolvimento das nocdes basicas de grafos e

aplicacdes a problemas

(Espera-se que esta etapa transcorra em 2 horas-aula)

Atividade 1: Deve-se apresentar aos estudantes o problema da parte de apli-

cacgoes de grafos, contida na segcao 5 deste trabalho, "Problema dos quatro
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Figura 74 — Grafos k-regular (Sequéncia didatica)
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Fonte: autor, a partir de Jurkiewicz (2009, p.30) (2024).

cavalos". Apds um tempo de analise do problema por parte dos estudantes, deve-se
dar sequéncia com apresentacao de uma possivel solugao.
Aqui a sugestao de continuacao é a abordagem do Algoritmo de Dijkstra e sua relagao

com os aplicativos de rotas, por exemplo, o Maps.

Atividade 2: Deve-se apresentar a nocao de representacao de grafos por
matrizes (adjacéncia e incidéncia), visto que, é a linguagem computacional
para processamento de dados dos grafos. Em seguida, propoe-se o seguinte

problema:

Problema 6.11. A policia de certa cidade recebeu um chamado com muita urgéncia
para intervir em uma tentativa de assalto que estava ocorrendo na loja de joias da
cidade. O quartel da policia deseja saber qual trajeto a se tomar, de maneira que o
tempo seja minimizado na viagem até o ponto pretendido. Usando um mapa daquela
zona da cidade, representado no esquema da figura, e conhecendo os tempos médios para
percorrer cada uma das ruas, utilizaram entdo o Algoritmo de Dijkstra para determinar

esse caminho mais curto. Qual serd esse trajeto?

Figura 75 — Caminho minimo policia/loja de joias (Sequéncia didatica)

Fonte: autor, a partlr de web.fe.up.pt (2024
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Atividade 3: Segue-se com a apresentacao de outro problema sobre cami-

nhos minimos:
Problema 6.12. Considerando a sequinte rede:

Figura 76 — Caminho minimo(Sequéncia didatica)

15

16
Fonte: Autor, a partir de web.fe.up.pt (2024).

Usando o algoritmo de Dijkstra, determine a distancia minima do vértice 1 ao
vértice 6. Indique este caminho. Faca a drvore que representa o caminho minimo entre

o vértice 1 e os demais vértices.
Atividade 4: Nesta parte, retornamos ao problema de Erica.

Problema 6.13. Qual dos poliedros pode ser confeccionado por Erica de modo a aten-
der a regra de pintura dos vértices e arestas, iniciando e terminando em um mesmo

vértice?

Figura 77 — Poliedros Regulares (Sequéncia didatica)

Tetraedro regular lcosaedro regular

Octaedro regular

Dodecaedro regular
Hexagono regular (Gubo)

Fonte: Infoescola, 2024.

Atividade 5: Nesta parte, o seguinte problema deve ser proposto:
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Problema 6.14. Uma empresa fabrica conjuntos com 8 placas iguais, que juntas for-
mam uma superficie esférica, conforme mostra a figura 78. Em uma das fases de
montagem desses tipos de produtos, a maquina de solda percorre os encaixes das pegas
da sequinte forma: sempre que possivel, inicia em algum dos pontos Py de encontro
de mais de duas placas (iremos chamar de polo os pontos Py ), passa por todas as li-
nhas de encaize uma unica vez, findando a soldagem mno ponto inicial do processo. Na

montagem dessas esferas, serd possivel iniciar e terminar em um mesmo polo?

Figura 78 — Esfera em Oito Partes (Sequéncia didatica)

P

P3

Fonte: Matematicabasica, 2024.

Atividade 6: Nesta etapa, propoe-se o problema que aparece a seguir:

Problema 6.15. Uma empresa produz 4 tipos de carros esportivos; Fy, Ey, E3, e Ejy.
Estes estao disponiveis em duas versoes de motores turbos;, 1.0 e 1.3. Tem-se ainda
que cada versao pode ser ofertada em uma das trés cores; verde, amarelo ou laranja.
Quantos tipos diferentes de carros essa empresa oferta a um cliente interessado na

compra?
Em seguida, apresenta-se a solugao utilizando diagrama de arvore da figura 79.

Figura 79 — Arvore de Possibilidades (Sequéncia didatica)

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Atividade 7: Deve-se apresentar a nocao de coloracao de grafos. Em seguida

propoe-se o problema que aparece abaixo:

Problema 6.16. Determine o numero cromdtico dos grafos a sequir:
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Figura 80 — Coloragao de grafos (Sequéncia didatica)

Fonte: Netto e Jurkiewicz (2017, p.115).

6.2.4 Quarto encontro: Aplicacdo do formulario e discussao sobre navega-

cao na rede

(Espera-se que esta etapa transcorra em 2 horas-aula)

Atividade 1: Apresenta-se aos estudantes um grafo arvore contendo tex-
tos e imagens (no caso de maior nimero de encontros, esse grafo pode ser
construido com a participagao dos estudantes, os quais podem promover a
escolha de textos, charges, imagens e outros na internet, além de partici-
parem na organizagao do formulirio Google Forms), o qual é o modelo do
formulario que representara o nosso aplicativo de navegacao.

O grafo arvore que foi obtido na producao do formulério, ficou com o seguinte

aspecto:

Figura 81 — Grafo Arvore (Sequéncia didatica)
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Neste caso, o vértice central modela a secao inicial de nosso formulario e, a distribui-
¢ao dos elementos nos vértices do grafo devem corresponder exatamente a distribuicao
dos elementos nas respectivas se¢oes do formulario que esta sendo proposto. Assim,
propoe-se aos estudantes examinarem no grafo os caminhos que desejarem percorrer
no formulario. Essa tarefa é importante para que os estudantes construam a nogao do

caminho percorrido sendo rastreado.
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Em seguida, os estudantes devem ser incitados a navegarem um pouco pelo formulario-

grafo percorrendo alguns caminhos (deixamos aqui o acesso ao formulario ) que pude-

rem preestabelecer. O formuldrio tem um aspecto mais interessante se aberto em
smartphones, contudo, pode ser explorado em outras ferramentas; notebooks, tablets

e outros.

Figura 82 — Navegacao no formulario (Sequéncia didatica)

e
Cigy Qo

O Curtira
O CurtirB
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Voltar Préxima Limpar formulrio

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Este formulario simula um trajeto no grafo apresentado na figura 81. Dali, par-
tindo de uma anélise do grafo, o estudante pode estabelecer um caminho que pretenda
percorrer quando estiver navegando pelo formulario. Observe que, na figura 82 (esta
imagem é da secao inicial), a secdo apresenta quatro itens (imagens). Isso pois, ha
quatro vértices ligados ao vértice inicial. Cada vértice corresponderd a uma segao do
formulédrio. Desse modo, vamos supor que um dos estudantes estabeleca um caminho
que pretenda percorrer. No formulario, ele ird fazer as escolhas marcando os itens e,
na secao final, as imagens contém um namero, o qual é fornecido em um formulario
seguinte e este apresenta o caminho percorrido.

Observagao: A transicao do formulario inicial para o formulario que retorna o caminho

percorrido requer que nao seja clicado em enviar, e sim, no hiperlink.

Figura 83 — Exemplo de caminho do formulério (Sequéncia didatica)

assa aheo ahoo Zhoo

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Deve-se promover uma dicussao sobre a proposta do formulario, pois este recupera
o caminho percorrido pelo estudante na navegacao, ou seja, lembra, por exemplo,
"'cookies"de sites, utilizados para registro e rastreamento de acessos de usudrios.

Na secao de anexos, deixamos informagoes que possam ser uteis na construcao do

formulério.

Atividade 2: O passeio pelo formulario abre a possibilidade de uma discussao apro-
fundada sobre situacoes relacionadas ao tema trazido pelas noticias apresentadas nas
figuras 64 e 65, inclusive estas noticias sao apresentadas aos estudantes.

Dai, deve-se aproveitar a forma com a qual os grafos nos ajudam a modelar estas
situagoes de navegacao pela rede, influenciada pelos algoritmos de recomendacao, para
promover um alerta, principalmente quando trata-se de aplicativos de redes sociais.

Este momento pode ser realizado com intervencao de outro profissional da educa-

¢a0, nao obrigatoriamente professor, por exemplo, psicopedagogo.

Atividade 3: Para finalizar, pode-se instigar os estudantes, ap6s uma breve andlise
sobre o tema, a proporem alternativas criticas e conscientes sobre o quao suas relagoes
sociais online podem promover o bem-estar, individual e coletivo, e ainda o quanto
a disseminacao de informacgoes possa ocorrer passando por 'filtragens', por exemplo,
investigacao das fontes que geraram tal informagao, tendo entao a veracidade compro-
vada. Informagoes falsas, quando publicadas nas redes sociais, as "fake news", podem
causar diversos males, que para serem corrigidos podem levar muito mais tempo do
que transcorreu para serem gerados. Uma opcao seria partir do exemplo da campanha
promovida pela empresa LG, "Resgatando sorrisos nas redes sociais", que visa "dri-
blar'um pouco os algoritmos de recomendagao, buscando atrair contetidos positivos
para o Feed quando o usuario curte uma playlist disponibilizada pela empresa em uma

pagina. Acesse aqui Life's Good: Optimism you feed /LG Brasil.

6.3 Andlise da aplicacao da sequéncia

Faremos uma breve analise da aplicagdo, onde possamos ressaltar os pontos que
levaram a alcancar objetivos e outros pontos que deixaram a desejar, de modo que pos-
samos reorganizar a aplicacao, tentando atender os objetivos em tais pontos e obtendo
melhorias.

Primeiramente, a sequéncia foi aplicada em uma turma composta por 12 estudantes,
selecionados em duas turmas de nonos anos da escola E.E.E.F.M Dr. Manoel Dantas

da cidade de Teixeira, no Estado da Paraiba.
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Na maior parte das atividades, os estudantes foram agrupados em duplas, salvo
quando realizaram atividade em um grupo tunico.

Por ser turma de 9° ano, os contetdos foram introduzidos, dentro das possibilidades,
com algum aspecto de "ludicidade", uma tentativa de dinamizar as atividades, visto que,
problemas e alguns exercicios envolvendo grafos favorecem tal dinamismo. Ressalta-
se entao, que foi um ponto bastante positivo no processo, pois, desse modo, ficou
perceptivel o engajamento de maneira natural por parte dos estudantes nas atividades
propostas, além disso, foi evidente também que a busca pela compreensao do objeto
estudado fluiu naturalmente.

Outro ponto a ser considerado positivo vem da espontaneidade de alguns estudantes
em socializarem resultados que obtiveram em alguns dos problemas propostos, isso,
pois, foi estabelecido no inicio da aplicagao que eles teriam total liberdade em relacao
a participacao, ou seja, expor suas ideias, duvidas, contribuindo para o aprendizado do
grupo de maneira construtiva.

Ao término dos encontros, os estudantes foram solicitados a responderem um formu-
lario de autoavaliacao aplicado por meio de Google Forms, no qual a primeira afirmacgao
era a seguinte:

Quando participei da aplicagdo da sequéncia didatica sobre grafos, me senti a vontade
para apresentar minhas ideias na resolugdo de problemas e exercicios propostos, tanto

ao professor quanto aos colegas.

sim

um pouco 4 (33,3%)

Os problemas e exercicios foram selecionados e adaptados para que pudessem estar,
tanto em um nivel agradavel, quanto relacionados de algum modo com uma realidade
mais proxima do cotidiano escolar, dentro das possibilidades.

Em cada atividade transcorrida, foi dado um tempo suficiente para que o racioci-
nio pudesse ser desenvolvido e isso favoreceu a participacdo e engajamento de quase
totalidade dos estudantes. Contudo, atingir objetivos de aprendizagem muitas vezes
advém de uma gama de fatores. Conforme a afirmacao: Consegui entender sem muita
dificuldade a maior parte do que me foi apresentado durante a sequéncia didatica sobre

grafos:
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Sim -4 (33,3%)

Um pouco 8 (66,7%)

A terceira afirmagdo do formulario autoavalitivo, era a seguinte: Procurei tirar
minhas ddvidas com o professor (ou com um outro professor de matemaética) quando
senti alguma dificuldade na compreensao a respeito do tema grafos. Obtendo o seguinte

resultado:

Sim 10 (83,3%)

Nao 2 (16,7%)

Outra expectativa a respeito do desenvolvimento desse trabalho encontra-se na
oportunidade de apresentar-se o tema e que resultados posteriores possam surgir da
curiosidade despertada nos estudantes. A quarta afirmacdo no questionario aplicado

foi a seguinte: Tive curiosidade e pesquisei algo sobre o tema, obtendo como resultado:
Sim, bastante 0 (0%)

Sim, um pouco 10 (83.3%)

N
=)
~

Nao pesquisei

O didlogo feito com a turma, direcionado para os cuidados socioemocionais com
a navegacao na rede e algoritmos de recomendacao, foi realizado pelo Professor de
pedagogia, Pedro Henrique Nunes da Silva, intitulada: Algoritmo Nossa Vida. Teve a
seguinte pauta:
e Redes sociais (brasileiros nas redes);
e Para qué vocé usa suas redes sociais?

e Influéncia dos algoritmos;
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e Perigo da internet.

Esta conscientizagao aconteceu dentro das expectativas, bastante coerente com os
objetivos propostos na sequéncia.

A afirmacao no questiondario era a seguinte:

Sobre a conversa/orientagao realizada pelo professor, Pedro Henrique, passei a ob-
servar e ter mais atengao sobre o quanto os algoritmos podem influenciar minha nave-

gacao nas redes sociais quando entro em algum aplicativo:

Sim, um pouco 6 (50%)

Sim, bastante 4 (33,3%)

Um dos principais objetivos que constituem a aplicacao da sequéncia estao na sexta
afirmativa da autoavaliagdo. Assim, segue-se: Ao término da aplicacao da sequéncia
sobre grafos, estou mais ciente de que ha algoritmos espalhados pela rede e que estes

podem determinar quais tipos de midias (conteidos) acabarei acessando.

Sim, bastante 10 (83,3%)

Sim, um pouco 2 (16,7%)

Por outro lado, podemos destacar alguns pontos que foram tanto quanto desfa-
voraveis. A aplicacdo do formulario ocorreu com alguns contratempos. De inicio, a
proposta nao ficou muito clara, mas isso foi refeito em um momento posterior, tanto
com alteragoes no proéprio formulario, quanto na forma de abordagem, o que gerou
resultados mais consistentes.

A ligacao entre o algoritmo visto no trabalho, Algoritmo de Dijkstra, e os algo-
ritmos de recomendacao pareceu nao ser suficientemente clara, isso pode ser revisto
introduzindo-se outros tipos de algoritmos para serem estudados durante a aplicagao

da sequéncia.
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7 Conclusoes

O ensino de matematica nos tempos atuais carece de um olhar especial para as
impactantes transformacgoes correntes nas tecnologias, visto que, muitas destas trans-
formagcoes advém dos avancos da propria matematica e, consequentemente, dos avancos
em suas vastas areas de aplicagoes.Tais tecnologias permeiam o cotidiano das pessoas,
tornando a matematica cada vez mais presente e indispensavel.

Atualmente, cresce a discussao na educagao sobre o desenvolvimento de aspectos
socioemocionais dos estudantes, fazendo com que a escola repense sobre o que e como
ensinar para a vida. Segundo Luckesi, "no espaco fisico e cultural da sala de aula, nés
professores estamos comprometidos afetiva e cognitivamente com nossos estudantes,
tendo em vista sua aprendizagem e, em consequéncia, seu desenvolvimento cognitivo,
psicolégico, psicomotor e ético". (LUCKESI, 2023, p.62).

Neste trabalho buscamos apresentar a teoria dos grafos, desde seu surgimento com
Euler em 1736, na solucao do problema das pontes de Konigsberg, até seu progressivo
desenvolvimento. Seguimos pela conceituacao béasica, aplicagoes a problemas diversos
de areas distintas, e alguns algoritmos relacionados aos grafos. Assim, procuramos
oferecer ao professor de matematica do Ensino Bésico uma alternativa para aborda-
gem diferenciada de um contetido matematico, despercebido pelos curriculos, mas com
grande potencial para o desenvolvimento do raciocinio critico matematico, haja vista
sua possivel utilizacdo evidenciando-se ideias em detrimento as formulas e calculos,
estes, por muitas vezes, abordados sem qualquer relagao com o cotidiano do estudante.

Tratamos igualmente de outra das motivagoes principais para o desenvolvimento
do trabalho que foi a noticia "Culpa do Algoritmo". A partir dela, buscamos mostrar a
importancia do tema grafos, pois nos leva a conhecer algoritmos, por exemplo, o Algo-
ritmo de Dijkstra, eficiente para modelarmos, de maneira muito simples, os aplicativos
de rotas, os quais tém se tornado cada vez mais comuns no cotidiano das pessoas, em
especial, dos nossos estudantes. Com isso, criamos condi¢oes para desenvolvermos as
discussoes necessarias sobre tais tecnologias e outras como as de sites de redes sociais
também modeladas por grafos. Promovemos este didlogo alertando para as navegacoes
em aplicativos de tais redes.

Ao término da pesquisa, propomos uma sequéncia didatica que mostrou-se eficiente,
dindmica e adequada ao publico alvo. Além disso, sua aplicacao transcorreu de maneira
bastante prazerosa aos participantes.

Finalmente, ficou evidenciado neste trabalho que um conteiido matematico, prin-
cipalmente este, grafos, pode ser bastante 1til para modelar diversos aspectos de tec-

nologias contemporaneas, podendo ainda ser utilizado em sala de aula visando-se o



Capitulo 7. Conclusdes 104

desenvolvimento critico e social do estudante, pois da subsidios para geracao do debate
quanto a forma de se interagir com aplicativos de redes sociais, podendo desenvolver
consciéncia a respeito de si e das demais pessoas de seu grupo social.

Alimentamos esperangas de que professores, ndo somente de matematica, possam
se valer, em algum momento, desse material que deixamos e que possa vir a tornar-se

um recurso para sua sala de aula.
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APENDICE A - Aplicacio da sequéncia
didatica
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APENDICE B — Sugestdes de exercicios

12) (Folha de Sao Paulo) Marcos precisa trancar portas sem disparar alarmes. Ele
deve atravessar, uma unica vez, por cada uma delas; se trancada, a porta s6 pode ser

aberta no dia seguinte.

Resolucgao: No intuito de simplificarmos o problema em nossa abordagem, pensemos
em um grafo que modele a situacao dada, onde cada regiao sera representada por um
vértice, ao passo que as portas serao representadas por arestas. Neste caso, a regiao

externa sera indicada pelo vertice 1. Vejamos o esquema:

Observe que o grafo em questao é semieuleriano, portanto, nossa trilha deve iniciar em
um dos vértices de grau impar e terminar no outro vértice tammbém de grau impar.
Ora, queremos deixar o prédio trancado para abrir no dia seguinte. Ou seja, vamos
comegar no vértice 2 (regidao interna) e terminar no vértice 1 (regido externa). Tem-se
uma possivel solucdo com a sequéncia de arestas: a,b,c,d, j,e, f,qg,h, k, e i.

Observe o percurso:

1

Final I S
I Iniio @ I
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29) PIC(introdugao a teoria dos grafos) Suponhamos que existam 15 cidades e
que cada uma delas deve estar ligada a pelo menos 7 outras cidades do conjunto. Mos-

tre que, escolhidas duas quaisquer das cidades, sempre havera um caminho entre elas.

Resolugao: Devemos mostrar que o grafo que representa tal situagao é conexo. Assim,
suponhamos duas das cidades, ligadas ao nimero minimo de cidades possivel e que
estejam em componentes conexas de um grafo desconexo.

Observe o percurso:

A B
4, B,
A By
A A, By B
As Bsg
Ag Bg
4, By

Observe que, para que o grafo seja desconexo, considerando o minimo possivel de
cidades conectadas as cidades A e B, que é de 7 cidades para A e também 7 cidades
para B, devemos ter necessariamente 16 cidades. Mas isso contradiz a hipdtese de que
sao 15 cidades. Portanto, podemos concluir que o grafo deve ser conexo. Logo, havera

um caminho entre duas quaisquer dessas cidades.
n—1

Observe ainda que, em um grafo G com n vértices, se d(v;) > ,para 1 < i <mn,

este grafo é conexo.

Com base na situagdo anterior, podemos supor o grafo G desconexo, com um vértice
n—1

em cada componente conexa ligado a ao menos vértices. Dal, teriamos o niimero

total de vértices dado por

=n—1+2

=n+1



APENDICE B. Sugestées de exercicios 111

o que contraria a hipdétese de G' com n vértices.

32) UFU- FACOM Sabendo que cada vértice tem pelo menos grau 3, qual o maior
numero possivel de vértices em um grafo com 35 arestas?

Resolugao: Vamos recordar que

> de(v) =2-|E(G)|

veV(G)
Queremos obter o maior niimero possivel de vértices, isso implica no maior niimero
possivel de graus dos vértices do grafo iguais a 3. Assim, 2 - |E(G)| = z -3+ y, com

x,y € N. Dai, segue que

2:35=x-3+y
N=z-3+y
69+1=23-3+y

Portanto, x = 23. Logo, teremos 22 vértices com graus iguais a 3 e um vértice com

grau igual a 4.

4°) PIC(introducio a teoria dos grafos) E possivel desenhar 9 segmentos de reta

no plano de maneira que cada segmento intersecte exatamente 3 outros?

Resolugao Podemos utilizar um grafo para representar a situacao, todavia, seus vérti-
ces estarao representando os segmentos de retas, a medida que as arestas devem indicar

que tais segmentos intersectam-se.

Ja sabemos que

> de(v) =2-|E(G)|

veV(Q)
Assim, com m = |E(G)|, devemos ter d(vy) 4+ d(va) + - - - + d(v9) = 2m. Mas, devemos
ter cada segmento intersectando 3 outros, ou seja, 9-3 = 2m. O que nao pode ocorrer,

devido ao fator 2 nao constar no produto 9-3 = 3-3-3. Logo, a situacao proposta no
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problema ¢é impossivel de acontecer.

59) PIC(introducdo & teoria dos grafos) E possivel construir um poligono com
exatamente 30 diagonais?

n(n —1)

Resolugao Vamos recordar que um grafo completo K, tem m = Como

queremos apenas as diagonais, vamos retirar n arestas do grafo. Assim, tem-se

n(n2 1) o
n®>—n—2n
B 2
n(n —3)
2

-3
L) = 30. Ou seja, n(n — 3) = 60. Sabemos que n € N. Assim, para
n=10,n(n—3) =70 e, paran = 9, n(n—3) = 54. Ora, tem-se que 70 > 60 e 54 < 60.

Desse modo, podemos concluir que nao é possivel a construcao do poligono proposto

Segue que,

no problema.

6°) (Grafos: Introdugao e pratica, p.35) Considere o grafo abaixo:

B C

a) Construa a matriz de incidéncia A deste grafo.
b) Calcule o produto A - A*:
- O que significam os nimeros na diagonal?

- O que significam os nimeros fora da diagonal?

S = O =
O = = O
_ = O O

O = =N
— =W
— W =
O = = O

o O ==
_ O =) O
@)

N
|P0~
S O O =
[ I =
R O R =) O
== O O O
S
N
o~
I

Observe que os elementos da diagonal a;; com ¢ = j, representam os graus dos vértices,
do seguinte modo: a; = d(v;). Assim, a1; = d(v1) = 2, age = d(v2) = 3, ags = d(v3) = 3
e agq = d(vs) = 2. Por outro lado, os elementos a;; fora da diagonal indicam a existéncia
de uma aresta entre os vértices v; e v;; quando existe tal aresta, tem-se 1, e 0, caso

contrario.



