UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE

Centro de Engenharia Elétrica e Informatica

‘ ' Programa de Pos-Graduagao em Engenharia Elétrica
%P'“ OMNES LUX weog

Tese de Doutorado
Aplicacoes do Teorema de Shemesh e dos Conceitos de
Subespaco Invariante e Canal Quantico Nao-Ergoédico

na Teoria da Informacao Quantica Erro-Zero

Marciel Medeiros de Oliveira

Campina Grande, Paraiba, Brasil
(© Marciel Medeiros de Oliveira, 2024



UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE

Centro de Engenharia Elétrica e Informatica

‘ ' Programa de Pos-Graduagao em Engenharia Elétrica
%P'“ OMNES LUX weog

Aplicacoes do Teorema de Shemesh e dos Conceitos de
Subespaco Invariante e Canal Quantico Nao-Ergoédico

na Teoria da Informacao Quéantica Erro-Zero

Marciel Medeiros de Oliveira

Tese de doutorado apresentada ao Programa
de Pos-Graduacao em Engenharia Elétrica
da Universidade Federal de Campina Grande
como parte dos requisitos necesséarios para
obtengao do titulo de Doutor em Engenha-
ria Elétrica.

Area de Concentracao: Processamento da Informacao

Linhas de Pesquisa: Eletronica e Telecomunicagoes

Orientador: Francisco Marcos de Assis, Dr.

Campina Grande, Paraiba, Brasil

Novembro, 2024.



O48a

Oliveira, Marciel Medeiros de.

Aplicagdes do teorema de Shemesh e dos conceitos de subespaco
invariante e canal quantico ndo-ergodico na teoria da informagao
quantica erro-zero / Marciel Medeiros de Oliveira. — Campina Grande,
2024.

101 f. : il. color.

Tese (Doutorado em Engenharia Elétrica) — Universidade Federal de
Campina Grande, Centro de Engenharia Elétrica e informatica, 2024.

"Orientacdo: Prof. Dr. Francisco Marcos de Assis”.

Referéncias.

1. Processamento da Informagdo. 2. Teoria da Informac¢do Quantica.
3. Canal Quantico e Canal Quantico Nao-Ergddico. 4. Capacidade Erro-
Zero. 5. Estado Proprio Comum. 6. Subespago Comum Invariante.
7. Teorema de Shemesh. 8. Eletronica e Telecomunicacdes. 1. Assis,
Francisco Marcos de. II. Titulo.

CDU 621.391:530.145(043)

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECARIA SEVERINA SUELI DA SILVA OLIVEIRA CRB-15/225




Aplicacoes do Teorema de Shemesh e dos Conceitos de
Subespaco Invariante e Canal Quantico Nao-Ergddico
na Teoria da Informacao Quéantica Erro-Zero

MARCIEL MEDEIROS DE OLIVEIRA

TESE APROVADA EM 28/11/2024

FRANCISCO MARCOS DE ASSIS, Dr., UFCG
Orientador(a)

RAIMUNDO CARLOS SILVERIO FREIRE, Dr., UFCG
Examinador(a)

HELDER ALVES PEREIRA, Dr., UFCG
Examinador(a)

GIULIANO GADIOLI LA GUARDIA, Dr., UEPG-PR
Examinador(a)

NADJA KOLB BERNARDES, Dr, UFPE
Examinador(a)

CAMPINA GRANDE - PB



16/12/2024, 11:16 SEI/UFCG - 5072010 - Ata de Defesa

, = .
L -

MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE
POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA ELETRICA
Rua Aprigio Veloso, 882, - Bairro Universitario, Campina Grande/PB, CEP 58429-900

REGISTRO DE PRESENCA E ASSINATURAS

1. ATA DA DEFESA PARA CONCESSAO DO GRAU DE DOUTOR EM CIENCIAS, NO DOMINIO DA
ENGENHARIA ELETRICA, REALIZADA EM 28 DE NOVEMBRO DE 2024
(N2 388)

CANDIDATO(A): MARCIEL MEDEIROS DE OLIVEIRA. COMISSAO EXAMINADORA: RAIMUNDO CARLOS
SILVERIO FREIRE, Dr., UFCG - Presidente da Comissdo e Examinador Interno, FRANCISCO MARCOS DE
ASSIS, Dr., UFCG - Orientador, HELDER ALVES PEREIRA, D.Sc., UFCG - Examinador Interno, este por
motivos superiores ndo participou de modo remoto da referida tese, entretanto enviou o parecer por
escrito para o Presidente da Comissdao, bem como os questionamentos e sugestdes, explicitando que
considera o trabalho de tese aprovado. GIULIANO GADIOLI LA GUARDIA, Dr.,, UEPG - Examinador
Externo, NADJA KOLB BERNARDES, Dr., UFPE - Examinador Externo. TITULO DA TESE: Aplicacdes do
Teorema de Shemesh e dos Conceitos de Subespaco Invariante e Canal Quantico Nao-Ergddico na Teoria
da Informagdo Quantica Erro-Zero. AREA DE CONCENTRACAO: Processamento da Informagdo. HORA DE
INICIO: 14h00 — LOCAL: Sala Virtual, conforme Art. 52 da PORTARIA SEI N2 01/PRPG/UFCG/GPR, DE 09
DE MAIO DE 2022. Em sessdo publica, ap6s exposicdo de cerca de 45 minutos, o(a) candidato(a) foi
arguido(a) oralmente pelos membros da Comissdao Examinadora, tendo demonstrado suficiéncia de
conhecimento e capacidade de sistematizacdo, no tema de sua tese, obtendo conceito APROVADO. Face a
aprovacgao, declara o presidente da Comissao, achar-se o examinado, legalmente habilitado a receber o
Grau de Doutor em Ciéncias, no dominio da Engenharia Elétrica, cabendo a Universidade Federal de
Campina Grande, como de direito, providenciar a expedicdo do Diploma, a que o(a) mesmo(a) faz jus. Na
forma regulamentar, foi lavrada a presente ata, que é assinada por mim, Leandro Ferreira de Lima, e os
membros da Comissdo Examinadora. Campina Grande, 28 de Novembro de 2024.

LEANDRO FERREIRA DE LIMA

Secretario

RAIMUNDO CARLOS SILVERIO FREIRE, Dr. UFCG
Presidente da Comissdao e Examinador Interno

FRANCISCO MARCOS DE ASSIS, Dr., UFCG

Orientador

HELDER ALVES PEREIRA, D.Sc., UFCG
Examinador Interno

https://sei.ufcg.edu.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=5616837&infra_siste...

12



16/12/2024, 11:16 SEI/UFCG - 5072010 - Ata de Defesa

GIULIANO GADIOLI LA GUARDIA, Dr., UEPG
Examinador Externo

NADJA KOLB BERNARDES, Dr., UFPE
Examinador Externo

MARCIEL MEDEIROS DE OLIVEIRA
Candidato

2 - APROVACAO

2.1. Segue a presente Ata de Defesa de Tese de Doutorado do candidato MARCIEL MEDEIROS DE
OLIVEIRA, assinada eletronicamente pela Comissao Examinadora acima identificada.

2.2. No caso de examinadores externos que ndo possuam credenciamento de usudrio externo ativo no
SEl, para igual assinatura eletronica, os examinadores internos signatdrios certificam que os
examinadores externos acima identificados participaram da defesa da tese e tomaram conhecimento do
teor deste documento.

ei' Documento assinado eletronicamente por LEANDRO FERREIRA DE LIMA, SECRETARIO (A), em
5 . f_ﬂ 29/11/2024, as 11:44, conforme horério oficial de Brasilia, com fundamento no art. 82, caput, da

pssinatura

| eletrénica Portaria SEI n2 002, de 25 de outubro de 2018.

eil Documento assinado eletronicamente por RAIMUNDO CARLOS SILVERIO FREIRE, PROFESSOR 3
:Tgmm.';. Eﬂ GRAU, em 29/11/2024, as 12:39, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no art. 8¢,
| eletrdnica caput, da Portaria SEI n2 002, de 25 de outubro de 2018.

ei' Documento assinado eletronicamente por HELDER ALVES PEREIRA, PROFESSOR(A) DO MAGISTERIO
ot lj.ﬂ SUPERIOR, em 29/11/2024, as 15:03, conforme horério oficial de Brasilia, com fundamento no art.

pssinatura

| eletrénica 89, caput, da Portaria SEI n2 002, de 25 de outubro de 2018.

eil Documento assinado eletronicamente por FRANCISCO MARCOS DE ASSIS, PROFESSOR 3 GRAU, em
S Eﬂ 29/11/2024, as 16:07, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 82, caput, da

assinatura

| eletrdnica Portaria SEI n® 002, de 25 de outubro de 2018.

eil Documento assinado eletronicamente por Marciel Medeiros de Oliveira, Usuario Externo, em
5 . f_ﬂ 16/12/2024, as 11:08, conforme hordario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 82, caput, da

pssinatura

| eletrénica Portaria SEI n2 002, de 25 de outubro de 2018.

= A autenticidade deste documento pode ser conferida no site https://sei.ufcg.edu.br/autenticidade,
kaf informando o cddigo verificador 5072010 e o cédigo CRC 2258D13B.

Referéncia: Processo n2 23096.086211/2024-91 SElI n2 5072010

https://sei.ufcg.edu.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=5616837&infra_siste... 2/2



16/12/2024, 11:16 SEI/UFCG - 5072086 - Declaragéo

MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE
CNPJ n2 05.055.128/0001-76
POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA ELETRICA
Rua Aprigio Veloso, 882, - Bairro Universitario, Campina Grande/PB, CEP 58429-900

DECLARACAO

Processo n2 23096.086211/2024-91

DECLARAMOS para fins de comprovacdo que, os Professores RAIMUNDO CARLOS SILVERIO FREIRE, Dr.,
UFCG - Presidente da Comissdao e Examinador Interno, FRANCISCO MARCOS DE ASSIS, Dr.,, UFCG -
Orientador, HELDER ALVES PEREIRA, D.Sc., UFCG - Examinador Interno, este por motivos superiores nao
participou de modo remoto da referida tese, entretanto enviou o parecer por escrito para o Presidente da
Comissdo, bem como os questionamentos e sugestdes, explicitando que considera o trabalho de tese
aprovado. GIULIANO GADIOLI LA GUARDIA, Dr., UEPG - Examinador Externo, NADJA KOLB BERNARDES,
Dr., UFPE - Examinador Externo., participaram da Banca de Defesa Final da Tese de Doutorado, do
Programa de Pds-Graduacdo em Engenharia Elétrica da UFCG, intitulada TITULO DA TESE: Aplicagdes do
Teorema de Shemesh e dos Conceitos de Subespago Invariante e Canal Quantico Nao-Ergddico na
Teoria da Informacdo Quantica Erro-Zero, de autoria do doutorando MARCIEL MEDEIROS DE
OLIVEIRA, no dia 28 de novembro de 2024.

Documento assinado eletronicamente por ALEXANDRE JEAN RENE SERRES, COORDENADOR(A), em
09/12/2024, as 09:21, conforme horério oficial de Brasilia, com fundamento no art. 82, caput, da
Portaria SEI n2 002, de 25 de outubro de 2018.

i
Sel o
assinatura
eletrbnica

Referéncia: Processo n? 23096.086211/2024-91 SEI n2 5072086

https://sei.ufcg.edu.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=5616918&infra_siste... 11



Caro Professor
Alexandre Jean Rene Serres
Coordenador do PPgEE/UFCG.

Eu, GIULIANO GADIOLI LA GUARDIA, Dr., UEPG, na qualidade de membro
da comissdo examinadora da defesa de tese intitulada “ Aplicacbes do
Teorema de Shemesh e dos Conceitos de Subespago Invariante e Canal
Quéntico Nao-Ergdédico na Teoria da Informacdo Quantica Erro-Zero”, de
MARCIEL MEDEIROS DE OLIVEIRA, da qual participei por videoconferéncia,
no dia 28 de Novembro de 2024, declaro ter recebido copia da ata, que consta
nos autos do processo n° 23096.086211/2024-91 como documento n°
(5072010), a qual li e, embora ndo tenha podido assinar, € para todos os
efeitos como se eu tivesse, pois esta em perfeita conformidade com o que foi
deliberado pela comissao e, portanto, estou de pleno acordo com seus termos.

flet b
GIULIANO GADI AGUARDIA Dr., UEPG.




Caro Professor
Alexandre Jean Rene Serres
Coordenador do PPgEE/UFCG.

Eu, NADJA KOLB BERNARDES, Dr., UFPE, na qualidade de membro da
comissdo examinadora da defesa de tese intitulada “ Aplicagcdes do Teorema
de Shemesh e dos Conceitos de Subespaco Invariante e Canal Quéantico Nao-
Ergddico na Teoria da Informacdao Quantica Erro-Zero”, de MARCIEL
MEDEIROS DE OLIVEIRA, da qual participei por videoconferéncia, no dia 28
de Novembro de 2024, declaro ter recebido cdpia da ata, que consta nos autos
do processo n° 23096.086211/2024-91 como documento n° (5072010), a qual li
e, embora nao tenha podido assinar, é para todos os efeitos como se eu
tivesse, pois estd em perfeita conformidade com o que foi deliberado pela
comissao e, portanto, estou de pleno acordo com seus termos.

Documento assinado digitalmente

¥ b NADJA KOLB BERNARDES
g el Data: 02/12/2024 11:41:55-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

NADJA KOLB BERNARDES, Dr., UFPE.



Este trabalho € dedicado a minha mae, Maria Zeth, e ao meu pai, Cicero Gomes.



Agradecimentos

Chegar ao final deste doutorado é uma conquista que nao teria sido possivel sem o
apoio de pessoas especiais e, acima de tudo, sem a graca divina. A todos que contribuiram

de alguma forma para este momento, expresso minha profunda gratidao.

Primeiramente, agradeco a Deus por me conceder forca, sabedoria e perseveranga

para enfrentar os desafios ao longo dessa trajetoria.

A minha familia, que sempre foi meu alicerce, oferecendo amor incondicional, apoio

e confianga durante essa conquista.

A Kelly, pelo carinho, paciéncia, compreensao e companheirismo ao longo desta

jornada.

Agradego aos amigos e amigas pelos incentivos e pela forga ao longo dessa formacao.

Vocés foram fundamentais para que eu chegasse até aqui.

Ao Professor Francisco Marcos de Assis, sou imensamente grato pela orientacao,
paciéncia, ensinamentos, compreensao, conselhos e generosidade. O senhor possui uma

mente brilhante.

Aos meus amigos e parceiros de estudos do IQuanta, que se mantiveram préximos
e me acompanharam ao longo dessa caminhada, minha gratidao. Vocés foram a fonte de
animo nos momentos de desanimo e sempre me lembraram da importancia de manter o
bom humor e o equilibrio, mesmo em tempos de grande pressao. Em especial, & Andresso,

Ravila, Micael, Milena e Professor Bruno.

Ao Programa de Pos-Graduacao em Engenharia Elétrica (PPgEE - COPELE) da
UFCG, pelo suporte administrativo. A CAPES, pelo suporte financeiro para a publicacio
do artigo na IEEE Access.

Por fim, expresso minha gratidao as institui¢oes de ensino superior UEPB, UFCG e
UniFip, nas quais sou professor. Em particular, agradeco & UEPB pelo afastamento das
minhas atividades docentes durante o doutorado, e & UFCG e a UniFip pela compreensao

e flexibilizacao das atividades académicas ao longo de toda a minha formacao.



"Nada te turbe, nada te espante. Tudo passa, Deus nao muda. A paciéncia tudo
alcanca. Quem a Deus tem, nada lhe falta. So Deus basta."”
Santa Teresa d’Avila, 1751



Resumo

A Teoria da Informagao Quéantica é uma ciéncia que utiliza os paradigmas da
Mecéanica Quéantica para realizar estudos sobre os limites maximos possiveis para o
processamento e transmissao da informagao por meio de um canal quantico. Uma
das subéareas de pesquisa é a capacidade dos canais quénticos, que é entendida como
o supremo das taxas para as quais a probabilidade de erro tende assintoticamente
a zero & medida que o comprimento do cédigo tende ao infinito, quando a infor-
magao é transmitida por meio de canais quénticos. Em determinados contextos,
h4 interesse no estudo da capacidade dos canais quanticos de enviar informacoes
com probabilidade de erro exatamente igual a zero. Neste caso, o canal é dito ter
capacidade erro-zero positiva ou nao trivial. Para que um canal quantico transmita
informagoes com probabilidade de erro exatamente igual a zero, é necessario que o
canal satisfaga determinadas condigoes. Dessa forma, com a proposta da definicao
de capacidade de erro-zero de um canal quéntico na primeira década deste século,
foi demonstrada uma condigao necesséria para a capacidade de erro-zero de um ca-
nal quéntico, baseada na ortogonalidade de estados quénticos na saida do canal.
Mais recentemente, no ano de dois mil e dezenove, foi provada outra condi¢ao para
a capacidade erro-zero de canais quanticos, baseada na ortogonalidade de estados
quénticos com o subespaco gerado por todas as arrumacoes de produtos aos pares
de operadores de Kraus que representam o canal quantico. Na linha de proposicao
de condicoes de capacidade erro-zero de canais quénticos, este trabalho de tese tem
como eixo central o estudo de condi¢cbes matemaéticas para que os canais quanticos
tenham capacidade erro-zero. Nesse sentido, é apresentada uma condicao de capaci-
dade baseada nos estados proprios comuns aos operadores de Kraus que representam
o canal quéantico. Também é provado que canais quanticos com subespacgos invari-
antes comuns também sdo capazes de enviar informacoes com probabilidade de erro
exatamente igual a zero. Ainda dando énfase ao conceito de capacidade erro-zero
dos canais quénticos, é apresentada uma classe de canais quanticos com capacidade
de erro-zero positiva, denominados canais quanticos nao ergddicos. Além disso, tam-
bém sao apresentadas algumas conexoes entre o conceito de capacidade de erro-zero
de um canal quéntico e o Teorema de Shemesh.

Palavras-Chave: Canal Quéntico. Capacidade Erro-Zero. Estado Proprio Co-
mum. Subespago Comum Invariante. Teorema de Shemesh. Canal Quéantico Nao-
Ergodico.



Abstract

Quantum Information Theory is a science that utilizes the paradigms of Quan-
tum Mechanics to study the ultimate limits of processing and transmitting informa-
tion through a quantum channel. One of its sub-area of research is the capacity of
quantum channels, which is understood as the supremum of rates at which the prob-
ability of error asymptotically tends to zero as the code length approaches infinity
when information is transmitted through quantum channels. In certain contexts,
there is interest in studying the capacity of quantum channels to transmit infor-
mation with an error probability exactly equal to zero. In this case, the channel
is said to have positive or non-trivial zero-error capacity. For a quantum chan-
nel to transmit information with an error probability exactly equal to zero, certain
conditions must be satisfied. With the proposal of the definition of zero-error capac-
ity of a quantum channel in the first decade of this century, a necessary condition
for the zero-error capacity of a quantum channel was demonstrated, based on the
orthogonality of quantum states at the channel output. More recently, in 2019, an-
other condition for the zero-error capacity of quantum channels was proven, based
on the orthogonality of quantum states with the subspace spanned by all pairwise
products of Kraus operators representing the quantum channel. Following the line
of proposing conditions for the zero-error capacity of quantum channels, this the-
sis focuses on the study of mathematical conditions for quantum channels to have
zero-error capacity. In this regard, a capacity condition is presented based on the
common eigenstates of the Kraus operators representing the quantum channel. It
is also proven that quantum channels with common invariant subspaces are capable
of transmitting information with an error probability exactly equal to zero. Con-
tinuing the emphasis on the concept of zero-error capacity of quantum channels, a
class of quantum channels with positive zero-error capacity, called non-ergodic quan-
tum channels, is presented. Additionally, some connections between the concept of
zero-error capacity of a quantum channel and the Shemesh Theorem are discussed.

Keywords: Quantum Channel. Zero-Error Capacity. Common Eigenstate. Com-
mon Invariant Subspace. Shemesh Theorem. Non-Ergodic Quantum Channel.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo é apresentada a motivagao da proposta de tese, incluindo uma breve
revisao bibliogréfica, seguida pelos objetivos principais e a organizacao do documento.
Além disso, apresentamos um esboco das contribui¢oes deste trabalho e elencamos a

producao cientifica desenvolvida.

1.1 Motivacao

A Teoria da Informagao, em linhas gerais, pode ser entendida como uma cién-
cia cujos elementos centrais sao a quantificagdo, o armazenamento e a transmissao da

informacao [1].

Os primeiros registros de estudos sobre a Teoria da Informacao datam de 1924, com
Nyquist [2], sobre a transmissao de informagoes por telégrafo, e de 1928, com Hartley
[3]. No trabalho de Nyquist [2], o principal resultado das investigagoes sobre repetido-
res e transmissao de portadora de voz mostra que a quantidade total de informacao que
pode ser transmitida é proporcional a faixa de frequéncias transmitidas e ao tempo de
transmissao. O trabalho de Hartley [3] é considerado o precursor mais importante para
que, posteriormente, em 1948, o matematico e engenheiro eletricista Shannon fundamen-
tasse matematicamente a Teoria da Informacao por meio de métodos algébricos, 16gicos,

analiticos e probabilisticos [4].

Os estudos sobre a Teoria da Informacao sao conduzidos em dois cenarios: o classico
e o quantico. No cenério cléssico, a denominada Teoria da Informacao Classica tem como
unidade bésica o bit classico (ou simplesmente bit), e a transmissao, o processamento e o
armazenamento da informagao seguem as leis da Mecéanica Classica. Uma caracterizagao

da Teoria da Informacao Classica pode ser encontrada em [1].

No cenério quéntico, a Teoria da Informacao Quéantica é vista como um novo para-
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digma para o processamento e a transmissao de informacgao por meio de canais quanticos,
que, evidentemente, consideram as leis da Mecanica Quéntica [5], [6]. Consequentemente,
a informagao é representada em forma de qubits (do inglés: quantum bits), em vez de bits
classicos, como zeros e uns no caso do alfabeto binario. Em contrapartida, a abordagem
dos conceitos da Teoria da Informacao no cenario quantico é feita de forma analoga ao
cenério classico. Os dois grandes desafios para a Teoria da Informagao Quéantica sao: o

primeiro, do ponto de vista tedrico, e o segundo, em relagao a aplicacao pratica.

No que diz respeito ao aspecto tedrico, um dos desafios ¢ a tradugao dos conceitos do
paradigma cléssico para o paradigma quantico. Outro desafio significativo é a determina-
¢ao dos limites da classe de tarefas de processamento de informacgao possiveis utilizando
as leis da Mecanica Quantica. Isso inclui, inclusive, investigar a possibilidade de obter
resultados e realizar tarefas por meio da Teoria da Informacao Quéantica que nao sao fac-
tiveis pela Teoria da Informacao Classica. Com relagao a aplicagao pratica, o principal
desafio é desenvolver dispositivos e tecnologias capazes de implementar, no mundo real,

as tarefas idealizadas no campo tedrico [7], [§].

Um caminho natural para contribuir na resolugao do primeiro desafio da Teoria da
Informagao Quéntica é a traducao dos conceitos do paradigma classico para o paradigma
quantico. Um desses conceitos é o da Teoria da Informacao Erro-Zero, que trata do envio
de informacoes por meio de canais discretos sem memoria, com probabilidade de ocorrén-
cia de erros de decodificagao exatamente igual a zero [9]. Nesse contexto, o trabalho de
Medeiros e Assis, em 2005 [10], é pioneiro ao estender os conceitos de capacidade erro-
zero de canais classicos para os canais quanticos. Posteriormente, em 2008, na tese de
doutorado de Medeiros [11], foi desenvolvida a caracterizagao da Teoria da Informagao
Quéantica Erro-Zero, mantendo o pioneirismo na area.Em sua tese, Medeiros construiu um
conjunto de conceitos tedricos e apresentou condigoes necessarias para que um canal quan-
tico discreto sem memoria pudesse ser utilizado para transmitir mensagens com erro-zero
de decodificacao. Em outras palavras, ele propos a defini¢ao de capacidade erro-zero para
canais quanticos, entendida como o supremo das taxas em que a informacao classica pode
ser transmitida por um canal quantico com probabilidade de erro igual a zero. Assim,
utilizando codigos quénticos, a informacao classica é codificada em estados quanticos e
transmitida por meio de um DMC (Discrete Memoryless Channel). Na recep¢ao, como
parte do processo, os estados quanticos sao medidos. Nesse caso, a transmissao ¢ realizada

com uma taxa de erro exatamente igual a zero.

E interessante destacar que o estudo da capacidade de canais quanticos constitui
uma das areas de pesquisa mais relevantes da Teoria da Informacao Quéantica. Também
é importante ressaltar que os recursos da Mecanica Quantica possibilitam definir a capa-

cidade dos canais quanticos de diversas maneiras, dependendo do tipo de informacao a
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ser transmitida (informagao classica ou estados quéanticos), dos recursos fisicos utilizados

na transmissao, como o emaranhamento, e do protocolo de comunicagao empregado [12],

[13], [14].

Apos os trabalhos originais propostos por Medeiros e Assis [10] e Medeiros [11],
outros pesquisadores direcionaram sua atencao para a temética, identificando novas pro-
priedades, propondo aplicacoes e outras abordagens sobre a capacidade erro-zero dos
canais quanticos. Como exemplo, em 2008, o trabalho de Beigi e Shor [15]| utilizou as
ideias formuladas por Medeiros [11] para explicar a relagao entre as classes de complexi-
dade NP-completo e QMA-completo. Em 2010, Sanz et al. [58] provaram a Desigualdade
de Wielandt para canais quanticos, que consiste em encontrar um limite superior para
o numero de vezes que um canal deve ser aplicado, de modo que tal canal mapeie qual-
quer operador densidade em um operador com classificacao completa. Usando esse limite,
estabeleceram o teorema da dicotomia universal para a capacidade de erro-zero dos ca-
nais quanticos. Em 2013, inspirados nos trabalhos desenvolvidos por Medeiros [11] e por
Beigi e Shor [15], Duan et al. [17] realizaram um estudo sobre os grafos nao-comutativos.
Nesse trabalho, propuseram uma versao quéantica para a fungao ¢ de Lovasz e mostraram
que essa funcao ¢ um limitante superior para a capacidade erro-zero dos canais quanti-
cos. Em 2019, Yamasaki e Murao [18] utilizaram as ideias desenvolvidas por Guedes et
al. [19] e por Medeiros e Assis [10] para realizar um trabalho sobre processamento de
informagao quantica utilizando computadores quanticos. Nesse trabalho, investigaram o
custo de emaranhamento necessario para a fusao de estados quanticos one-shot, visando
a transformacao de estados quanticos em escalas pequenas e intermediérias de até varias
dezenas de qubits. Um trabalho mais recente nesta area é o de Dereniowski e Jurkiewicz
[20]. Nesse estudo, investigaram grafos caracteristicos de canais quanticos de linha e/ou
coluna simétrica para encontrar suas caracterizagoes estruturais e, além disso, analisaram
as condigoes sob as quais um grafo é caracteristico de algum canal quantico simétrico

discreto.

Além dos aspectos sobre a capacidade erro-zero abordados por Beigi e Shor [15],
Sanz et al. [58] e Duan et al. [17], um outro aspecto importante envolvendo essa tematica
é a verificagdo de quando um canal quantico tem ou nao capacidade erro-zero positiva
(ou ndo trivial). Nesse contexto, Medeiros e Rex [10], [21] e Gupta et al. [22] propuseram
condigoes para que um canal quantico tenha ou nao capacidade erro-zero positiva. Ainda
considerando esse aspecto, em 2022, uma nova condi¢ao para a capacidade erro-zero dos
canais quanticos foi proposta por Oliveira e Assis [23]. Essa condigao, baseada no Teorema
de Shemesh [24], ainda permanece em forma de conjectura e, provavelmente, representa

uma ideia original.

Outro exemplo que relaciona o Teorema de Shemesh & caracterizacao de canais
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quéanticos estd no trabalho de Biatoriczyk et al. [25]. Nele, os autores realizam um
estudo sobre as propriedades espectrais dos canais quanticos e observam uma conexao
entre as propriedades do espectro periférico dos canais quanticos e a algebra gerada por
seus operadores de Kraus, que representam os canais quanticos. As conclusoes dessas
conexoes sao baseadas no Teorema de Shemesh e no Teorema de Amitsur-Levitzki [26],
[27]. O Teorema de Amitsur-Levitzki é um resultado central no estudo das PI-Algebras
[28], e também desempenha um papel importante no estudo e analise das estruturas
internas dos canais quanticos. Como exemplos, podemos citar sua utilizagao na anélise

de canais quénticos [29] e para a demonstragao do Teorema de Shemesh generalizado [30].

O Teorema de Shemesh generalizado fornece condigoes para que n operadores linea-
res ou matrizes quadradas tenham autovetor(es) comum(uns). Este teorema desempenha
um papel importante neste trabalho de tese, pois as conexoes que faremos entre conceitos
matematicos (por exemplo, o conceito de subespago comum invariante dos canais quén-
ticos) e a capacidade erro-zero dos canais quanticos estdo intimamente relacionadas com

conceitos consequentes do Teorema de Shemesh generalizado.

1.2 Objetivos

Este trabalho de tese tem como objetivo apresentar aplicagoes do Teorema de She-
mesh e dos conceitos de subespacos invariantes de canais quanticos e canais quanticos

nao-ergddicos na Teoria da Informacgao Quéntica Erro-Zero.

De forma mais especifica, este trabalho de tese tem os seguintes objetivos:

e Apresentar uma condicao para a capacidade erro-zero dos canais quanticos.

e Mostrar conexoes entre o Teorema de Shemesh e o conceito de capacidade erro-zero

dos canais quanticos;

e Verificar conexoes entre os conceitos de capacidade erro-zero e subespagos invarian-

tes dos canais quanticos;

e Discutir a relagao entre os conceitos de capacidade erro-zero e canais quanticos
nao-ergodicos.
1.3 Contribuicoes e Producao Cientifica

As contribuicoes deste trabalho de tese, que o distinguem de outros trabalhos na literatura,

estao listadas a seguir:
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e Apresenta um teste para a capacidade de erro-zero dos canais quanticos, baseado nos

estados proprios comuns dos operadores de Kraus que representam o canal quantico;

e Relaciona o Teorema de Shemesh com o conceito de capacidade de erro-zero de um

canal quantico;

e Estuda as conexoes entre os subespagos comuns invariantes de um canal quantico e

a capacidade de erro-zero de um canal quantico;

e Discute resultados envolvendo a classe de canais quanticos nao-ergodicos relaciona-

dos ao conceito de capacidade de erro-zero de um canal quantico.

Os resultados dessas contribuigoes foram publicados em congressos de abrangéncia
nacional e internacional, e também serao publicados em um periédico da area. Sao os

seguintes:

e M. M. de Oliveira e F. M. Assis, "Uma conjectura: o teorema de Shemesh e a
capacidade erro-zero de canais quanticos com dois operadores de kraus,"em Anais
do XL Simpoésio Brasileiro de Telecomunicagoes e Processamento de Sinais, 2022,
doi: 10.14209 /sbrt.2022.1570824539.

e M. M. de Oliveira, F. M. de Assis and M. A. Dias, "A condition for the zero-error
capacity of quantum channels,"em Anais do XLI Simposio Brasileiro de Telecomu-
nicagdes e Processamento de Sinais, 2023, doi: 10.14209/sbrt.2023.1570917602.

e M. M. de Oliveira, A. da Silva, M. A. Dias e F. M. de Assis, "Connections between
the Zero-Error Capacity and the Common Invariant Subspace of Quantum Chan-
nels,"aceito no VII Workshop Escola de Computacao e Informagao Quéantica - WE-
CIQ, 21 a 23 de agosto de 2024, Rio de Janeiro-RJ.

e M. M. de Oliveira, A. da Silva, M. A. Dias e F. M. de Assis, "Connections between
the Zero-Error Capacity and the Common Invariant Subspace of Quantum Chan-
nels,"XLIT Simposio Brasileiro de Telecomunicacoes e Processamento de Sinais De
01 a 04 de outubro de 2024, Belém - PA.

Trabalho publicado:
e M. M. de Oliveira, M. A. Dias, A. da Silva and F. M. de Assis, "Shemesh Theorem

and its Relation with the Zero-Error Quantum Information Theory,"IEEE Access,
09 December 2024, doi: 10.1109/ACCESS.2024.3514518.
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1.4 Organizacao do Documento

Este documento esta dividido em oito capitulos. No capitulo de introducao, sao
abordadas as motivacoes e os objetivos deste trabalho de tese. No Capitulo 2, faremos
uma introducao aos conceitos da Mecéanica Quéantica. O Capitulo 3 apresentara topicos
referentes & Teoria da Informacao, nos quais serao definidos os conceitos de Teoria da
Informagao Cléssica, como entropia, entropia relativa, informacao mutua e capacidade
ordinaria de canais cléssicos. Ainda neste capitulo, seré apresentada uma fundamentacao
bésica da Teoria da Informagao Quantica, contemplando os conceitos de entropia, entro-
pia relativa e informacao mutua; por fim, sera apresentada uma caracterizacao dos canais
quanticos. No Capitulo 4, sera feita uma discussao sobre a Teoria da Informacao Clas-
sica Erro-Zero e a Teoria da Informacao Quéantica Erro-Zero, destacando o conceito de
capacidade de erro-zero dos canais quanticos e condicoes matematicas para que os canais
quanticos possuam capacidade erro-zero positiva. O Capitulo 5 sera dedicado a apre-
sentar uma condicao de capacidade erro-zero dos canais quanticos, baseada em estados
proprios comuns aos operadores de Kraus que representam o canal quantico. O Capitulo
6 apresentara o Teorema de Shemesh e a sua generalizagao, além das conexoes deste com
o conceito de capacidade erro-zero dos canais quanticos. No Capitulo 7, discutiremos
algumas conexoes entre os conceitos de capacidade erro-zero e subespagos invariantes dos
canais quanticos. Essa discussao sera realizada em duas etapas: a primeira etapa contem-
pla uma discussao particular, e a segunda etapa contempla o caso geral. O Capitulo 8
tratard dos canais quanticos nao-ergodicos e da relagao dessa classe de canais com o con-
ceito de capacidade erro-zero dos canais quanticos. No Apéndice A, serao recomendados
teoremas basicos de Algebra Linear e da PI-Algebra que serdo utilizados ao longo desta

tese.
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Capitulo 2

Introducao a Mecanica Quantica

Neste introducao & Mecanica Quéantica, apresentamos uma discussao béasica dos
conceitos de representacao da informagao, processamento da informacgao e medicao da
informacao. Dividimos essas tematicas em segoes, cujas disposicoes estao apresentadas
da seguinte maneira: a Secao 2.1 é destinada a discutir o conceito de representacao da
informagao; na Sec¢ao 2.2, introduzimos o conceito de processamento da informagao; e, na

Secao 2.3, apresentamos uma discussao sobre a medida da informagao.

Na construgao desta introdugao, utilizamos como referéncias base os livros de Chu-
ang [5], Wilde [12] e Jordan [31], além das teses de doutorado de Guedes [8] e de Dias
[32].

2.1 A Representacao da Informacao

A unidade béasica de informacao classica é o bit classico ou bit, que assume dois
valores logicos 0 (falso) ou 1 (verdadeiro). A representagdo de uma informagao é feita por

meio da sua codificacao em uma sequéncia finita de bits.

Por outro lado, o bit quantico, ou qubit é a unidade basica de informagao quantica.
Esta informacao é descrita por um vetor de estado em um sistema de mecéanica quéntica
de dois niveis. Matematicamente, um bit quantico é representado por um vetor |¢)! de
um espago vetorial complexo de dimensao dois. A seguir, apresentamos a definicao de

qubit e uma introducao ao conceito de sistemas quanticos de miltiplos qubits.

Definigao 2.1 (Qubit) Seja H um espago vetorial complexo de dimensao 2, o qual é

um espago de Hilbert. Definimos um qubit [1)) em H como sendo um vetor vetor unitdrio

!Quando escrevemos um vetor com a notagao |-), dizemos que ele esta escrito na notacao de Dirac,
a qual é a notagao padrao para estados na mecinica quantica e foi discutida no Apéndice A.1.2 deste
trabalho.
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em C2, cuja expressao geral é dada por

[¥) = al0) + (1) (2.1)

em que o, 8 € C tais que
af* + |6 = 1. (22)

Nesta Definicao 2.1, os niimeros complexos « e 3 sao chamados amplitudes de proba-
bilidade e, na mecanica quantica, significa que, ao medir um qubit ou obtemos o resultado
0, com probabilidade |a]?, ou obtemos 1, com probabilidade |3]?. Nos casos em que os
valores de a e  sdo simultaneamente diferentes de zero (o, 8 # 0), dizemos também que o
estado esta em superposicao dos estados |0) e |1). Quando um qubit estd em superposigao,
nao ¢ possivel afirmar se este qubit estd em |0) ou |1). Os estados |0) e |1) sdo chamados
de estados da base computacional de H sobre C, a qual é uma base ortonormal para este

espaco vetorial e podemos representar essa base como

|o>=<(1)), |1>=<(1’), 23)

e, em geral, um qubit |¢) pode ser escrito da seguinte forma

) = «al0)+ 51 (2.4)

e .
_ (g) 26)

Uma observagao importante a respeito das unidades basicas da informagao classica
e quantica é que enquanto o bit somente pode assumir dois valores distintos, 0 (falso) ou
1 (verdadeiro), o qubit pode assumir infintos estados, contanto que os nimeros complexos

a e 3, da Equagao 2.1 satisfagam a condicao |a|* + |8]? = 1.

Na Computacao e Comunicacao Classicas, um bit pode representar somente dois
valores logicos, enquanto n bits podem representar 2" valores logicos diferentes, sendo
apenas um valor por vez. Pouco podemos fazer na Computacao e Comunicagao Classi-
cas com um unico bit, por isso quase sempre é necessario usar sistemas de n bits para
desenvolver os processos. De modo anélogo, na Computacao e Comunicacao Quéanticas,
ha sempre a necessidade de trabalhar com n qubits. Semelhantemente a Computagao e
Comunicagao Classicas, n qubits pode representar 2" valores diferentes, no entanto, gracas
a superposicao, na Computacao e Comunicacao Quéanticas, todos 2" valores podem ser

representados simultaneamente.
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Os sistemas de miltiplos qubits sao produtos tensoriais? de qubits. Assim, suponha

que [1)) seja um estado de 2 qubits, entao a representacao geral de |¢)) é dada por

[¥)=la) ®B) (2.7)
=(a1[0) + b1 (1)) @ (a2 |0) + b2 (1)) (2.8)
=ajas |00) 4+ aiby [01) + byas |10) + b1bs [11) (2.9)
—a0 |00) + agr |01) + bio |10) + byy [11) (2.10)
=ag |0) + a) |1) + a5 |2) + af|4) (2.11)

221

= Z al )iy . (2.12)

Observe que o estado 1) de dois qubits, contém os estados |0) , |1),|2) e |3) simulta-
neamente, cada um deles com amplitude a}, respectivamente. Observe ainda que, se todas
as amplitudes a; forem nao nulas, entao o estado |¢) estd em superposi¢ao dos estados
0),[1),12) e 13).

De modo geral, podemos denotar um estado de n qubits por

2n_1
) =3 i) (2.13)
=0
em que 222;;1 la;]* =1 e {|0),|1),...,|2" — 1)} é a base computacional.

2.2 O Processamento da Informacao

O processamento da informagao quantica é realizado por meio de operadores lineares.

De maneira formal, podemos definir isso como segue.

Defini¢ao 2.2 (Operador Quantico) A evolugio de um sistema qudntico isolado, ori-
ginalmente no |¢), para o estado |¢'), € dada por meio de um operador qudntico unitdrio
U, isto é,

@) =Ul). (2.14)
Os operadores qudanticos sao unitdrios, pois preservam a norma dos vetores, e devem

possuir a sequinte propriedade

U'U=UU"=1. (2.15)

2No Apéndice A.1.10, apresentamos o conceito de produto tensorial e algumas de suas propriedades.
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em que ' € o conjugado transposto do operador U e I ¢ a matriz identidade (Veja Defini¢io
A.15).

No estudo da informacao em sistemas quanticos, é mais comum utilizar operadores
unitarios que apresentam comportamento de portas quanticas anélogas ao modelo classico
de computagao. No universo possivel de operadores unitarios na computagao quantica,
destacamos as matrizes de Pauli 3(A.20)

10 0 1 0 — 10

I= X = Y = 7 = . (2.16)
0 1 10 i 0 0 —1

Dentre essas matrizes de Pauli, o operador X merece uma mencao particular, visto
que é o anélogo quantico da porta NOT classica. Por exemplo, que quando aplicamos
X -|0) = 1) e X - |1) = |0), por isso a matriz X de Pauli recebe o nome de bit flip.

2.3 A Medida da Informacao

Uma passagem pelas péaginas iniciais do livro do Jordan [31], possibilita entender
que uma medicao ¢é a tnica forma de obtermos informagao sobre o mundo, e somente a
partir dos dados colhidos podemos comecar a formular teorias sobre o mundo que nos
rodeia. No contexto de um sistema quéantico isolado, ja vimos que ele evolui conforme
um operador unitério. Porém, para acessar o estado do sistema, é necessario realizar
uma medigao, a qual possibilita colher informagoes titeis sobre os estados do sistema apos
determinado processamento e, assim, poder formular teorias baseadas nas informacoes

colhidas.

A realizacao da medicao dos estados de um sistema quantico? nao é uma tarefa sim-
ples. Esse processo interfere no sistema quéantico isolado, ocasionando, apos sua execucgao,

o fenémeno conhecido como colapso ou reducao dos estados do sistema.

A seguir apresentamos a definicao da medi¢ao chamada de medicao projetiva.

Definigao 2.3 (Medigao projetiva) Seja o conjunto de projetores M, que atuam sobre

o espaco de estados de um sistema qudntico. Entdo, sendo |1) o estado deste sistema

3E interessante destacar que as matrizes de Pauli formam um grupo multiplicativo. O grupo de Pauli
é o grupo de n qubits. Para um tnico qubit, o grupo de Pauli G; é definido como o conjunto de todas as
matrizes de Pauli e fatores multiplicativos 1, +i. Ouseja, Gy = {1, +il, + X, +i X, £Y, +iY, + 7 +iZ}.
Para ver mais detalhes sobre o grupo de Pauli sugerimos a leitura da Sec¢ao 10.5.1 [5].

4[33] Apos a medicdo, ndo ha como restaurar o sistema ao estado anterior, tornando-a a tinica operagao
irreversivel em um sistema quéntico isolado.
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quantico, imediatamente antes da medi¢ao, entao a probabilidade p(m) do resultado da

aplicacao dos operadores de medi¢ao resultar no indice de medi¢ao m € dada por

p(m) = (| Mf My, |¢) . (2.17)

e o estado |[Y') deste sistema quantico apds a medi¢ao € dado por

Moly)
V1 MM, 1)

Y') = (2.18)

Ainda neste capitulo, voltamos com mais detalhes sobre a medicao projetiva.

2.4 O Operador Densidade

Os estados puros, também conhecidos como vetores unitarios, sao representados
na base de um espago de Hilbert. Esses estados refletem o minimo de ignoréncia sobre
o sistema, ja que nada além do proprio estado precisa ser determinado. No entanto, hé

situagoes em que esse formalismo néo é adequado. Em particular [8]:

1. Um sistema esta em um dos estados puros [¢1),|¢1), ..., [¥)n) com respectivas pro-
babilidades, p1, po, ..., PN;
2. Um sistema, denominado A, é parte de um sistema maior AB.

Matematicamente, o operador densidade é usado para lidar com essa situacao, sendo

definido a seguir.

Defini¢ao 2.4 (Operador densidade) Definimos o operador densidade p como as pos-
siveis combinagoes dos estados quanticos |Un) , |11) , ..., [1n) com respectivas probabilidades

P1, P2, PN (D_; i = 1) do sistema qudntico estar no i-ésimo estado, tal que

p= sz‘ Wz><1/)z| . (2'19)

O operador densidade é também designado por matriz de densidade do sistema.

Uma caracterizacao para operador de densidade é dada no teorema a seguir.

Teorema 2.1 Um operador p € operador densidade associado a um ensemble {p;, |¥:)}

se, e somente se, sao satisfeitas as duas condigoes:
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1. O trago do operador densidade é sempre unitdrio®, tr(p) = 1.

2. O operador densidade p € positivo®.

Quando um sistema quantico se encontra em um tunico estado |1) conhecido, dizemos
que o sistema é puro. Denotamos um sistema quantico puro em termos de operador
densidade como p = |¢)1|. Quando o sistema quantico nao se encontra em um tnico
estado quantico, dizemos que o estado quantico p ¢ uma mistura de operadores densidade,

isto é, uma mistura de estados puros no agrupamento p.

Para ilustrar o conceito de mistura de estados puros, suponhamos que um sistema
quantico se encontra no estado p; com probabilidade p;. Pela Equacao 2.19, podemos
escrever p; = > .p; |[¥;)1s], em que os estados [¢;), i = 1,2,....N sdo estados puros.
Ademais, vamos denotar por p = > i Djpj; 0 estado p que é uma mistura de estados p;

com probabilidade p;.

2.5 Os Postulados da Mecanica Quantica

Postulado 2.1 (Espago dos estados) Associado a qualquer sistema qudntico isolado,
existe um espago vetorial complexo com produto interno (isto €, um espago de Hilbert) H,
chamado de espaco de estados do sistema. O sistema qudntico € completamente descrito

por um vetor de estado unitdrio no espaco de estados.

E por meio de um operador unitario U que o sistema quéantico fechado evolui. Assim,
se o sistema inicialmente esta no estado |1);) com probabilidade p;, entao, apds a atuagao
do operador unitario U, o sistema estara no estado U |i;) com probabilidade p;. Dessa
forma, a evolucao do sistema, mediante o operador densidade, é descrita pela expressao

abaixo

b= pilviil = D pU luawi| U = U, (2.20)

i

Postulado 2.2 (Evolugao do sistema quantico) A evolucdao de um sistema qudntico
fechado € descrita por uma transformacgao unitaria. Um estado do sistema p no tempo t,

evolui para o estado p' no tempo ty por meio de um operador unitdrio U, de modo que

§=Up. (2.21)

50 traco é a soma dos elementos da diagonal principal da matriz.
6Dizemos que um p é operador positivo, se para todo |u) em um espago de Hilbert H, vale a condicio
(ul pu) > 0.
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A linguagem dos operadores densidade também descreve facilmente medigoes. Para
ver isso, suponha que um conjunto de operadores {M,,} descreva uma medi¢ao. Entao,

se o estado inicial do sistema era [1);), a probabilidade de obter m apo6s a medigao é dada

pela expressao”

p(mli) = (i M, My, [95) = tr(M, My, [9:)t01)). (2.22)
Assim, a probabilidade de obter m, é dada por®
p(m) = tr(M, M) (2:23)

em que p = |¢; {1;]. Além disso, se o estado inicial do sistema antes da medigao era |1);) e

foi m o resultado da medicao, entao o estado que o sistema assume é dado pela expressao

i) = —F—=, (2.24)
p(mli)
ou ainda, de modo mais explicito
) = ) (2.25)
VWl M, [8)
Portanto, o operador densidade correspondente é dado por
M, pM!
P m (2.26)

" (M M)

Postulado 2.3 (Medidas) Medigoes projetivas sao descritas por uma colegao de opera-
dores de medi¢cao {M,,}, os quais atuam no espago de estados do sistema que estd sendo
medido. Se o estado do sistema qudntico se encontra no estado p imediatamente antes
da medicao, entao a probabilidade de que seja obtido o resultado m como resultado da

medi¢cao € dada pela expressao
p(m) = tr(M} M,p), (2.27)

e o sistema assumird o estado
MmﬁMjn

= mPTm 2.28
tr( M Mo p) (2.28)

Os operadores de medigao devem satisfazer a relagao de completude, " M M, = 1.

"p(m|i) significa a probabilidade de medir m, dado que o indice do estado inicial sistema era .
8 A expressdo p(m) é obtida conforme a Lei das probabilidades total.
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Medigao POVM

O Postulado 2.3 expressa dois procedimentos sobre medi¢ao. O primeiro trata das
probabilidades associadas aos diferentes resultados da medigao. O segundo elemento diz
respeito a descricao do estado do sistema apoés a medicao. Em algumas situacoes, o estado
do sistema apo6s a medigao pode ter maior foco; em outras situacoes as probabilidades
dos resultados possiveis apos a medi¢ao podem ser mais interessante. Neste tltimo caso,

medigoes POVM’s (Positive Operator-Valued Measure) sao mais adequadas.

Para definirmos um POVM, considere o estado do sistema [¢)) e suponha que uma
medigao projetiva, que atua sobre |1}, seja descrita pelos operadores de medi¢ao {M,,}.

Ao efetuar a medicao, a probabilidade de um certo indice m é dada pela expressao

p(m) = (| M} My, [¢) . (2.29)

Definindo,
E,, = M! M, (2.30)

entdo, a partir do Postulado 2.3 e de conceitos da Algebra Linear, é possivel verificar que:

1. E,, é um operador positivo.
2. >, En,=1

3. p(m) = (Y| Em [¢) .

Definigao 2.5 (POVM) Definimos um POVM como sendo o conjunto {E,,} dado na
FEquacgao 2.30, cujos elementos do POVM sao os operadores E,,.

A interacao entre sistemas quénticos individuais produz sistemas quanticos com-
postos. O postulado a seguir determina que o espaco de estados do sistema composto é

representado pelo produto tensorial de espagos de estados individuais.

Postulado 2.4 (Sistemas compostos) O espago de estados de um sistema qudntico
composto € representado pelo produto tensorial dos espacos de estados dos sistemas fisicos
que o compoem. Isto é, para n sistemas, onde o sistema i € preparado no estado |1;), o
sistema composto total € dado por [1h1) @ |h2) @ ... ® |1y,) .
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E importante destacar a importancia que o Postulado 2.4 exerce na Mecanica Quéan-
tica, pois devido a este postulado, é possivel definir o conceito de emaranhamento. Por
defini¢ao, um sistema composto estd emaranhado se nao pudermos escrever o estado de
todo o sistema como um produto tensorial dos estados de cada um dos sistemas indivi-

duais.
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Capitulo 3

Topicos em Teoria da Informacao

Neste capitulo abordamos uma fundamentacao basica da Teoria da Informacao, na
qual definimos as quantidades de entropia, entropia relativa e informagao mutua, que sao
vistas como medidas razoaveis de informagao. A partir dessas defini¢oes, apresentamos
a capacidade de um canal de comunicagao. Dividimos essa fundamentacao em duas
segoes, cuja disposicao estd da seguinte forma: a Secao 3.1 é destinada a apresentar
uma fundamentagao da Teoria da Informagao Cléssica e a Sec¢ao 3.3 contempla uma
discussao sobre a Teoria da Informacao Quéantica, com énfase especial na definicao e nas

propriedades da capacidade erro-zero de canais quanticos.

Para a construgao deste capitulo, utilizamos como referéncias: Chuang [5], Wilde
[12] e Guedes et al. [19], além das teses de doutorado de Medeiros [11], Guedes [8] e Dias
[32].

3.1 Teoria da Informacao Classica

Iniciaremos esta secao introduzindo o conceito de entropia, a qual é uma medida de

incerteza de uma variavel aleatérial.

Defini¢ao 3.1 (Entropia) Seja X uma varidvel aleatoria discreta com alfabeto X e fun-
¢ao densidade de probabilidade p(x) = P|X = z|,x € X. Definimos a entropia de X, que

denotamos por H(X), como sendo

H(X) == p(x)log(p(x)). (3.1)

TEX

!Para mais detalhes sobre o conceito de variavel aleatéria, sugerimos a leitura do Capitulo 3 da
referéncia [34].
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Vamos considerar que o logaritmo ¢ tomado na base 2 e que a entropia é expressa
em termos de bits por simbolo. Admitiremos também que 0log(0) = 0, o que se justifica
pelo fato de que o limite zlog(x) — 0 & medida que x se aproxima de zero, e mantendo a
continuidade. E interessante destacar que a entropia ndo possui relacdo com os valores que
a variavel assume, depende apenas das probabilidades associadas a esses valores. Além

disso, é importante notar que a entropia é uma medida positiva, isto é, H(X) > 0.

A definicao de entropia pode ser ampliada para um par de variaveis aleatérias con-
juntamente distribuidas. Essa extensao é chamada de entropia conjunta, a qual é definida

a seguir.

Defini¢ao 3.2 (Entropia conjunta) Sejam duas varidveis aleatorias X eY com distri-
bui¢ao conjunta de probabilidades p(x,y). Definimos a entropia conjunta, que denotamos
por H(X,Y'), como sendo

H(X,Y) = =Y plx,y)logp(x,y). (32)

reX yey

Também definimos a entropia de uma variavel aleatéria, dada outra variavel alea-

toria. Essa entropia é chamada de entropia condicional.

Defini¢ao 3.3 (Entropia condicional) Sejam duas varidveis aleatorias X e Y com
distribuicao conjunta de probabilidades p(x,y). Definimos a entropia de Y condicionada

a X, que denotamos por H(Y'|X), como sendo

HY|X) = ) pa)H(Y|X =) (3.3)
= = (@) p(ylX = 2)log(p(y|X = z)) (3.4)
TeEX yey
= =) wlw.y)log(p(ylX = 2)). (3.5)
zeX yey

A entropia relativa, também conhecida como distancia de Kullback-Leibler, pode
ser encarada como uma maneira de mensurar a ineficiéncia de se assumir a distribuicao

de probabilidade g, dado que a real distribuicao utilizada é p.

Definigao 3.4 (Entropia relativa) Sejam duas fung¢oes massa de probabilidade p(z) e

q(z). Definimos a entropia relativa entre essas duas fungoes, que denotamos por D(p||q),

D(pllg) =) plx log( g) (3.6)

TEX

como sendo
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E interessante destacar que, de acordo com a Definicdo 3.4 de entropia relativa,
dado algum x € X tal que p(x) > 0 e g(z) = 0, entao temos que D(p||q) = co. Também
¢ interessante mencionar que a entropia relativa é sempre nao negativa e somente é zero

quando p = q.

A informagao miutua é outra medida bastante importante, pois esta informa qual a

reducgao da incerteza de X, quando Y é conhecido, e vice-versa.

Defini¢ao 3.5 (Informagao Mutua) Sejam duas varidveis aleatorias X eY com dis-
tribuicao conjunta de probabilidade p(x,y) e distribui¢oes marginais p(x) e p(y). Defi-
nimos a informagao mitua, que denotamos por I(X;Y'), como sendo a entropia relativa

entre a distribui¢ao conjunta e o produto das distribui¢coes marginais

I(X;Y) = H(X)-H(X|Y) (3.7)
(2, y)
- (z,y)log [ LY. (3.8)
Z;(Zyp ’ (p<x>-p<y>)

Nota

Pelas Equagoes (3.1), (3.2) e (3.5), podemos concluir que
H(X|Y) = H(X) + H(Y|X). (3.9)
Além disso, a informacao mutua é uma medida simétrica, ou seja,
I(X;Y)=H(X)-HX|Y)=HY)-HY|X)=1(Y;X). (3.10)
Das Equagoes (3.9) e (3.10), obtemos que

[(X;Y) = H(X)+ H(Y) - HX,Y). (3.11)

3.2 Capacidade Ordinaria de Canais Classicos

Para iniciar a discussao sobre Capacidade Ordinaria de Canais Cléssicos, tomamos
como ponto de partida a apresentacao de um modelo de um sistema de comunicagoes
digitais ponto a ponto. Entao, vamos supor que um emissor (Alice) deseje enviar uma

mensagem M para um receptor (Bob), cujo modelo ¢ ilustrado na Figura 1 a seguir.
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M A Canal yn M
Codificador Pt Decodificadnr —jre— @
Alice Pyl Bob

Figura 1: Modelo de um sistema de comunicagoes digitais ponto-a-ponto [1].

Neste modelo, o primeiro etapa é a codificacao, na qual os simbolos da mensagem
M sao mapeados em simbolos do canal, formando uma palavra-cédigo que é enviada pelo
canal. O canal pode ser qualquer meio fisico, como uma linha telefénica, o ar, a internet,

entre outros.

Os dados que trafegam pelo canal estao sujeitos a distor¢oes, ruido e interferéncias.
Por conta disso, dizemos que a saida do canal ¢ um mapeamento aleatorio, cuja distribui-
¢ao de probabilidade depende da sequéncia de entrada. A partir da sequéncia de saida
do canal, tenta-se recuperar a mensagem M por meio de um processo de decodificacao.
Dizemos, entao, que a comunicacao entre Alice e Bob é bem-sucedida se Alice e Bob

concordam com o que foi enviado.

Definigao 3.6 (Canal discreto sem memoria) Sejam um alfabeto de entrada X e um
alfabeto de saida Y. Definimos um canal discreto sem memdria (DMC) W : X — Y,
que denotamos por (X,p(ylx),)), como sendo uma matriz estocdstica cujas linhas s@o
indexadas por elementos do conjunto finito X, enquanto que as colunas sao indexadas por
indices de Y. O elemento (x,y) da matriz estocdstica € a probabilidade p(y|z) de receber
y €Y, dado que x € X € transmitido. Dizemos que o canal é discreto sem memoria se
a distribuicao de probabilidade da saida depende somente da entrada naquele tempo e é

condicionalmente independente de entradas ou saidas prévias.

Na literatura é muito comum usar iniciais DM C para denotar o canal discreto sem

memoria, em virtude da escrita em inglés DMC' - Discrete Memoryless Channel.

Definigao 3.7 (Codigo classico) Um cddigo de blocos (m,n) para um canal
DMC (X, p(y|x),Y) é composto por:

1. Um conjunto de indices M = {1,...,m}, em que cada indice estd associado a uma

mensagem cldssica;
2. Uma funcao de codificagao
X":{l,...m} — &"

originando palavras-cédigo ' = X™(1), ..., ™ = X"(m).
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3. Uma fungao de decodificagao
g: V" —{1,...,m}

que mapeia cada palavra-codigo recebida numa mensagem do conjunto {1,...,m}.

A taxa R do c6digo é definida como sendo
1
R = —log m (bits por simbolo), (3.12)
n

isto é, a razao entre o logaritmo do ntimero de mensagens possiveis e o niimero de palavras-

codigo existentes.

Ao enviar dados através do canal, estes estao sujeitos distor¢oes, interferéncias e
ruido. Devido a essas causas, a saida do canal é entendida como um mapeamento aleatorio
em que a distribuicao de probabilidade depende da sequéncia de entrada. Em ou outras
palavras, o canal pode introduzir erros, o que implica que a mensagem recebida possa ser
diferente da mensagem original. Vamos, entao, definir a probabilidade média de erro de

decodificagao como sendo

1 n N n n(,
Po=— > Pr(g(Y") #£i | X" = X"(i)). (3.13)
ieM
A definicao de probabilidade média leva em consideracao a ocorréncia de erros
quando todas as mensagens em M sao equiprovaveis. A partir desses conceitos, podemos

definir quando uma taxa é alcancével.

Definigao 3.8 (Taxa alcangavel) Vamos dizer que uma tara R de transmissao de um
codigo (m,n) € alcangdvel por um canal DMC (X, p(y|z),)), se eziste uma sequéncia

([2"%],n) de codigos tal que, para € > 0, vale

lim inf R > R—e¢, (3.14)
n—oo
lim P, < e (3.15)
n—oo

A partir do conceito de taxas alcancaveis, é possivel definir a capacidade ordinéria

de canais classicos.

Definig¢ao 3.9 (Capacidade ordinaria de um canal classico) Definimos a capacidade
ordindria de um canal cldssico, que denotamos pela letra C, como sendo o supremo de
todas as tazas alcangdveis por um canal DMC (X,p(y|x),Y). De forma simplificada,
escrevemos,

C =sup {R; R alcangdvel}. (3.16)
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Nota

Shannon [4] mostrou que a capacidade ordinaria de um canal DMC' é dada por
C' =max I(X;Y) (3.17)
p(x)
em que o maximo é tomado sobre todas as distribui¢des de entrada p(x) possiveis, e
I(X;Y) ¢é a informagao mutua entre as variaveis aleatorias X e Y, que representam a

entrada e a saida do canal DM C respectivamente.

3.3 Teoria da Informacao Quantica

Na Teoria da Informagao Classica, a entropia ¢ uma fungao da distribuigao de pro-
babilidade que rege a variavel aleatéria e que informa uma "quantidade de incerteza'"da
distribuicao. Uma vez que a incerteza é um conceito muito importante para a Teoria da
Informacao Quantica, medidas entropicas ocupam um lugar de ampla importancia [35].
Nos sistemas quénticos, os estados do sistema sao "objetos probabilisticos", apresentando
um tipo de distribui¢ao de probabilidades por meio dos seus autovalores. Logo, a entropia
de um sistema (que é uma medida de incerteza) é uma func¢ao do operador de densidade

do sistema, seguindo os mesmos padroes da entropia de Shannon.

Defini¢ao 3.10 (Entropia de Von Neuman) Seja p um estado do sistema qudntico

H. A entropia S(p) do estado € definida como sendo:

S(p) = —tr(plogp). (3.18)

Na Equagao 3.18, o logaritmo é na base 2, além disso 0log0 = 0. O logaritmo do
operador densidade é calculado a partir da decomposigao espectral p =", \; |1;) (¢;| do
operador densidade, em que logp =Y. log A; [¢;) (¢5].

A entropia de von Neumann possui algumas propriedades interessantes que devem

ser destacadas.

1. A entropia é nao negativa (S(p) > 0). O valor S(p) = 0 se, e somente se, p é um

estado quantico puro.

2. Em um espaco de Hilbert H de dimensao d, o méximo valor da entropia é logd,

correspondente ao estado p = I/d, que é o estado maximamente misturado do sistema.

3. Supondo que um sistema composto AB estd num estado puro, entdo S(A) =
S(B);
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4. Se os estados p; tem suporte em subespacos ortogonais, entao a entropia da

mistura p serd dada por
S <Z pim) = H(p)) + Y_piS(ps)- (3.19)

Definicao 3.11 (Entropia conjunta) Definimos a entropia conjunta S(A, B) de um

sistema composto AB como sendo:

S(pap) = —tr(paplog pan), (3.20)

em que pag € o operador densidade do sistema AB.

Definigao 3.12 (Entropia quantica condicional) Definimos a entropia qudintica con-
dicional S(A|B) como sendo a diferenga entre a entropia conjunta S(pagp) € a entropia

marginal S(B) = S(pp), isto €,
S(A|B) = S(A, B) — S(B). (3.21)

em que AB € um sistema qudntico composto.

Defini¢ao 3.13 (Informagao mutua quantica) Sejam A e B dois sistemas quanticos.

A informagao mitua de von Neumann S(A : B) para estes dois sistemas € definida por

S(A: B) = S(A) + S(B) — S(A, B) (3.22)
= S(A) — S(A|B) = S(B) — S(B|A), (3.23)

E importante destacar que as defini¢oes de entropia conjunta, condicional e de in-
formacao mutua de von Neumann representa uma contrapartida quantica das medidas de

informagao na Teoria da Informagao Cléssica.

3.4 Uma Caracterizacao de Canais Quanticos

Seja um sistema quantico fechado p e um sistema aberto, denominado de ambiente.
Suponha que p interaja com o ambiente e, apds essa interacao, p volte a ser fechado
novamente. A evolugao de um sistema quantico fechado p é completamente descrita pela
atuacao de operadores unitarios. O estado do sistema apés a interagao é denotado por

E(p). Porém, diferentemente do que ocorre em sistemas quanticos fechados, nem sempre
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é o caso que &£(p) pode ser relacionado ao estado inicial p por meio de operagoes unitérias
[5].
O formalismo adequado para descrever esses cenarios é o das operagoes quanticas.

Esse formalismo é uma ferramenta geral para descrever a evolugao de sistemas quanticos

sob diversas circunstancias, como mudangas estocésticas nos estados quanticos [5], [8].

Uma operagao quantica pode ser vista como um mapa £ que atua no estado inicial
da seguinte forma:
o=E&(p). (3.24)

As operacgoes unitarias e medicao sao dois exemplos de operacoes quanticas. Uma
operacao quantica captura a mudanca dinamica de estado que ocorre como resultado
de um processo fisico. considerando p como o estado inicial antes do processo e E(p)
como o estado final apds a ocorréncia do processo, este pode estar sujeito a um fator de

normalizagao [5], [8].

Definimos uma operagao quantica £ como um mapa do conjunto de operadores de
densidade do espago de entrada H; para o conjunto de operadores de saida H,, com trés

propriedades axiomaticas que devem ser respeitadas (considerando H; = Hs = H) [8]:

1. Supondo que p seja o estado inicial, entao o valor tr&(p) é a probabilidade de que
o processo descrito por £ ocorra. Ademais, 0 < tr&(p) < 1 para qualquer estado

inicial p.
2. O mapa & é linear e convexo no conjunto dos operadores de densidade. Ou seja,

considerando as probabilidades p;, é valido que:

5(Xi:pm) = zi:pig(pi). (3.25)

3. O mapa linear £ é completamente positivo. Isso significa que, se £ mapeia ope-
radores do espaco H; em operadores do espago Hs, entao para qualquer operador

positivo A, £(A) deve ser positivo.

Para um mapa linear £ e levando em consideracao as Propriedades 1, 2 e 3 apre-

sentadas, pode-se apresentar o seguinte teorema, cuja prova é encontrada em Chuang

I5].

Teorema 3.1 Um mapa linear £ satisfaz as Propriedades 1,2 e 3, se, e somente se,

E(p) = > Eipk] (3.26)
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para um conjunto de operadores lineares E; satisfazendo a condicao ), E;r E;, <.

A Equagao 3.26 é conhecida como a representagao da soma de operadores (OSR-
Operator-Sum Representation) do canal quéantico &, e os operadores lineares {F;} sao

chamados de elementos de operacao ou de operadores de Kraus?.

Canais quanticos sao modelados por operagoes quanticas que preservam o trago
dos operadores de densidade. Isto é, canais quanticos sao operagoes quanticas lineares,
completamente positivas e que preservam o trago. Dessa forma, dado um operador de

densidade p, tem-se que:

l=tr p=tr&(p) =tr Z E;pE! = tr Z ElEp. (3.27)
Como essa relagao é valida para qualquer p, segue que

> ElE =1 (3.28)

Definigao 3.14 (Canal quantico) Um canal quéintico € é um mapa linear completa-

mente positivo com preserva¢ao de traco que atua em um estado de entrada como seque:

() = Y Epk] (329)

em que {E;}°, satisfaz a relagio ¢ EIE; = I.

3.5 Capacidades Classicas de Canais Quanticos

As caracteristicas da Mecanica Quantica permitem que a capacidade de um canal
quantico possa ser definida de varias formas, cada uma delas dependendo do tipo de
informacao a transmitir (informagcao classica ou estados quanticos), das caracteristicas
fisicas utilizadas na transicao, como o emaranhamento, e do protocolo de comunicacao
utilizado [5]. Ilustramos isso apresentando as defini¢oes de duas capacidades para canais

quanticos.
A Capacidade one-shot

Seja uma fonte quantica que emite estados p; com probabilidades p;. Suponhamos
que, apos cada emissao, seja realizada uma medicao nos estados, e que as variaveis alea-

torias X e Y sejam associadas, respectivamente, aos indices dos estados e as saidas das

2Para mais detalhes sobre o canal quantico com esses dois operadores de Kraus, veja [25].
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medicoes. Definimos a informacao acessivel, que denotamos por I,.., como sendo o mé-

ximo da informagao mutua /(X;Y'), em que o maximo é tomado sobre todas as medigoes
POVMs,
Loee = max I(X;Y). (3.30)

Além disso, seja p = . p;ip;- Definimos a quantidade de Holevo como sendo

x=S(p) - ZpiS(pz-)' (3.31)

E possivel provar que vale I,.. < x, sendo que a igualdade somente acorre se os estados

quéanticos comutarem entre si [5].

Para definir a capacidade one-shot, consideramos a definigdo de canal quantico &(-)

caracterizado na Secao 3.4.

Definigao 3.15 (Capacidade one-shot) Definimos a capacidade one-shot de um canal
qudntico £(-), que denotamos por Cy1(E), com sendo o mdzimo da informagao acessivel
na saida de um canal qudntico, em que o mdximo € tomado sobre todas as familias na
entrada do canal. Matematicamente, podemos expressar 1SS0 como

Ci1(€) = max Iy, (3.32)

{pz,pz}

em que Iy, € a informacao acessivel da familia {E(pz), Pz }-

A capacidade de Holevo-Schumacher-Westmoreland

No protocolo para envio de uma mensagem classica por meio de canal quantico, esco-
lhida aleatoriamente de um conjunto {1,...2"} ¢ permitido que Alice prepare palavras-
codigo como sendo produtos tensoriais e que Bob possa realizar medigoes coletivas na
saida do canal. Entdo, a capacidade de Holevo-Schumacher-Westmoreland (HSW)de um

canal quantico £(+), que denotamos por C (), ¢ dada pelo teorema a seguir:

Teorema 3.2 (Holevo-Schumacher-Westmoreland [13] [14]) Seja um canal quin-
tico E(+). Entao, a capacidade HSW é

Cuoe(€) = x5 ¢ (pr)) - ;pisw(pi»] (3.33)

{pi,pi}

em que o mdximo € tomado sobre todas as famdlias {p;, p;} de estados quanticos de entrada.

A demonstragao do teorema faz uso da codificacao aleatoria e dos subespacos tipicos.

A demonstragao detalhada pode ser encontrada em [5].
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Capitulo 4

Topicos em Teoria da Informacao

Erro-Zero

Este capitulo é dedicado a apresentar uma fundamentacao elementar da Teoria da
Informagao Erro-Zero, na qual definimos capacidade erro-zero de canais classicos e de
canais quanticos, entre outros conceitos. Dividimos essa apresentacao em duas segoes,
nas quais, na Secao 4.1 apresentamos uma discussao bésica sobre temas da Teoria da
Informacgao Cléssica Erro-Zero e na Segao 4.2 fazemos uma fundamentagao béasica dos

conceitos da Teoria da Informagao Quéantica Erro-Zero.

Para elaborar este capitulo, usamos como referéncias base os livros de Chuang [5],
Gupta [22] e de Guedes et al. [19] e os artigos de Shannon [4], de Medeiros [10], [37] e de
Medeiros et al. [21], além das teses de doutorado de Medeiros [11] e de Guedes [8§].

4.1 Teoria da Informacao Classica Erro-Zero

Para apresentar alguns conceitos relacionados a Teoria da Informagao Classica Erro-
Zero, vamos inicialmente definir cédigo classico erro-zero de um canal discreto sem memo-
ria - DMC W (Defini¢ao 3.6). Entao, sendo um alfabeto de entrada X = {1, 22, ..., 2, }
e um alfabeto de saida Y = {y1,¥2, ..., Ym}, um DMC é uma aplicacdo de X em ) que
é caracterizada por uma matriz estocastica cujas linhas sao indexadas por elementos do
conjunto finito X', enquanto que as colunas sao indexadas por indices de ). O elemento
(i,j) € W ¢é a probabilidade p(y;|z;) que y; € Y seja recebido dado que z; € X' é trans-

mitido.

Definicao 4.1 (Cédigo classico erro-zero) Um cddigo de blocos (m,n) de erro-zero

para um canal DMC' é composto por:
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1. Um conjunto de indices M = {1,...,m}, em que cada indice estd associado a uma

mensagem cldssica.
2. Uma fungao de codificagio
X":{l,..,m} — A"
originando palavras-cédigo ' = X™(1), ..., 2™ = X"(m).
3. Uma fungao de decodificagao
g: YY" —{1,...,m}

que mapeia cada palavra-codigo recebida numa mensagem do conjunto {1,...,m},

com a sequinte propriedade
Pr(g(Y")#i | X"(i))=0Vie{l,...,m} (4.1)
que garante a inexisténcia de erros de decodificacao.

No contexto da inexisténcia de erros de decodificacao, existe o interesse particular
nos chamados simbolos nao-adjacentes, isto ¢, simbolos que possam ser completamente

distinguiveis na saida do canal classico.

Definigao 4.2 (Simbolos classicos adjacentes) Sejam X um alfabeto de entrada de
um DMC e z;,x; € X. Dizemos que z; e x; sio adjacentes (ou indistinguiveis) quando
existe um y € Y tais que p(y|x;) e p(y|z;) sao maiores que zero. Caso contrdrio, dizemos

que os simbolos x; e x; sdo ditos ndo-adjacentes (ou distinguiveis).

Seja uma sequéncia x = r1xs...T, transmitida pelo DMC W, tal que a sequéncia

Y = Y192...y, € recebida com probabilidade!

n

p"(yp<) = [ [ p(yil=:). (4.2)

i=1
Se as duas sequéncias x’ e x” podem resultar numa sequéncia y com probabilidade po-
sitiva, entdo dizemos que as sequéncias sdo adjacentes (ou indistinguiveis), visto que o
decodificador nao consegue fazer a distingao entre uma e outra sequéncia na saida do canal.
Caso contrario, vamos dizer que as duas sequéncias sao nao-adjacentes (ou distinguiveis)

na saida do canal.

1O produtério significa a auséncia de memoéria do canal, como também a estacionariedade do mesmo,
pois as probabilidades sao advindas de uma mesma matriz.
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Para reforcar a importancia da distinguibilidade de sequéncias na saida do DMC W,
vamos pensar na distribui¢ao de probabilidades p(-|z) e p"(:|x) como vetores de dimensao
|X| e |X"|. Entdo, podemos afirmar que duas sequéncias x’, x” € X sao nao-adjacentes (ou
distinguiveis) na saida do DMC W se, e somente se, os vetores correspondentes p™(-|x’)
e p"(:|x") s@o ortogonais. Ou equivalentemente, as sequéncias x’ e x” sdo nao-adjacentes
(ou distinguiveis) se, e somente se, existe pelo menos um dos indices i < i < n, tal que

e x/ sejam nao-adjacentes (ou distinguiveis).

,“' / -'r‘ g oy
X = TyTy... Sl | 1L,

I /B PN/
= T{Ty... el

Figura 2: Duas sequéncias x’ e x” sdo nao-adjacente (ou distinguiveis), quando existe
pelo menos um dos indices ¢ < i < é tal que 7} e 2 sdo ndo-adjacentes (ou distinguiveis)

119].

Considerando estes conceitos apresentados podemos definir a capacidade classica

€ITO-ZEro Como segue:

Definicao 4.3 (Capacidade classica erro-zero [9] ) Seja N(n) a cardinalidade md-
zima de um conjunto de vetores mutuamente ortogonais de p"(-|x), com x € X™. Vamos

definir a capacidade cldssica erro-zero de um DMC W, como sendo
1
Co = lim sup —log N(n). (4.3)
n—oo n

Intuitivamente, a capacidade Cy € a taxa mdzima de informacao que um DMC pode

transmitir sem erro.

O ntmero N(n) é super multiplicativo, ou seja, N(n+m) < N(n)- N(m) e o limite

superior coincide com o supremo (em n) dos nimeros = log N(n).

Nota

Shannon [4]| reformulou o problema de determinar a capacidade erro-zero de um
canal em termos da Teoria dos Grafos. Sendo um canal DMC (X, p(y|z),)) é possivel
construir um grafo caracteristico G como segue: tome tantos vértices quanto for o niimero
de simbolos em X e conecte dois vértices se os simbolos correspondentes sao nao-adjacentes
(ou distinguiveis). Defina o n-ésimo produto de Shannon de G como sendo um grafo para
o qual V(G™) = X*" e {x/,x"} € E(G™) se para pelo menos um i, 1 < i <n as i-ésimas

coordenadas de x" e x” satisfazem {x},x/} € F(G). Ademais, ¢ possivel verificar que o
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nimero maximo de seqiiéncias nao-adjacentes (ou distinguiveis) de comprimento n é o
namero de cliques de G", denotado por w(G) ou seja, que N(m) = w(G"). Portanto, a
capacidade cléssica erro-zero de um DMC, em termos de grafo caracteristico, é definida

como sendo .
Cy = sup Elog w(G"). (4.4)

Para ver maiores detalhes e exemplos ilustrando essa definicao, sugerimos o leitor ver a

Subsegao 2.2.1, referéncia [8] e a Subsegao 2.1.1, referéncia [11].

4.2 Teoria da Informacao Quantica Erro-Zero

Sendo uma subérea da Teoria da Informacao Quéantica, a Teoria da Informacao
Quéantica Erro-Zero objetiva o estudo e a proposicao de técnicas, protocolos e medidas
para a transmissao de informagao classica por canais quanticos ruidosos, livres de erros de
decodificacao. O ano de 2005 marca o primeiro trabalho envolvendo a Teoria da Informa-
¢ao Quantica Erro-Zero, mais especificamente o trabalho intitulado Quantum Zero-Error
Capacity [19], dos pioneiros da area Medeiros e Assis, que propuseram uma extensao dos
conceitos de capacidade erro-zero de canais classicos, propostos por Shannon [4], para ca-
nais quanticos. Trés anos depois, Medeiros [11], em sua Tese de Doutorado, orientado por
Assis, avangou mais em trabalhos transpondo conceitos da Teoria da Informagao Classica
Erro-Zero, proposta por Shannon [4], para o cenario quantico. Na sua tese, Medeiros
estabeleceu condigoes necesséarias para realizar o envio de informacao classica por canais

quanticos ruidosos, livres de erros de decodificacao.

Nesse sentido, dado um canal quantico, desejamos saber qual o maximo de infor-
macao cléssica que pode ser transmitida por esse canal quantico com uma probabilidade
exatamente igual a zero. Para este proposito, vamos supor um canal quantico £ = {E; }f
sobre um espago Hilbert 4, d-dimensional, modelado por um mapa linear completamente
positivo com preservagao de trago. Além disso, vamos denotar por S = {p1, ..., p¢}, um
subconjunto finito de H, constituido por estados quanticos, em que os p; sao denominados

de estados de entrada do canal quéantico.

A ideia de um protocolo quéantico de comunicacoes erro-zero tem inicio com um
emissor (Alice) escolhendo uma mensagem de um conjunto de m mensagens classicas
{1,...,m}. Essas mensagens sao mapeadas pelo codificador em um produto tensorial de
n estados quanticos de S, gerando um estado pertencente ao espago de Hilbert H", e é
chamado de palavra-cédigo quéntica. O estado palavra-codigo quantica é enviado pelo

canal ruidoso €. O receptor (Bob) realiza uma medi¢ao coletiva com um POVM no
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estado recebido. As saidas da medicao sao os argumentos para a funcao de decodificacao.
O decodificador tem que decidir qual mensagem foi enviada por Alice, considerando que
erros nao sao permitidos [11], [19], [8]. Este protocolo de comunicagoes quantico erro-zero

é sintetizado na Figura 4, a seguir.

Bt —ry ye{l,....k}
ML yel...
Codificador ]
Quantico = &() o />< Decodificador
— ic{l,..., m} ie{l,..., m} -

Figura 3: Protocolo de comunicagdes quantico erro-zero [11].

Levando em consideracao essas discussoes, vamos definir um coédigo quantico de

erro-zero da seguinte forma:

Definigao 4.4 (Codigo quantico erro-zero) Um cddigo quantico (m,n) erro-zero para
um canal qudntico £ € composto por:

1. Um conjunto de indices {1,...,m}, em que cada indice estd associado a uma mensagem
cldssica;

2. Uma funcao de codificagao

X" {1, .. m) — SO (4.5)

levando as palavras-cddigo quanticas X™(1) = py, ..., X™"(m) = p,.;

3. Uma fung¢ao de decodifica¢ao
g:{1l,..k} —{1,...,m} (4.6)

que associa deterministicamente uma mensagem a um dos possiveis resultados de medigao
y € {1, ...k} realizado pelo POVM {M;}k_,. Além disso, a funcdo de decodificagdo possui

a propriedade sequinte:

Pr(g(Y"=y)#i| X"(i)) =0V ie{l,..,m}. (4.7)

A taxa deste codigo é dada por R, = %log m, bits por uso do canal.

O conceito de codigo quantico erro-zero possibilita que apresentemos a definigao de

capacidade quantica de erro-zero (QZEC - Quantum Zero-Error Capacity).
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Definigao 4.5 (Capacidade erro-zero dos canais quanticos|[11]) Definimos a ca-
pacidade erro-zero de um canal qudntico, £(+), que denotamos por C°(E), como sendo
o maior limite superior das taxas alcanc¢dveis com probabilidade de erro de decodifica¢ao
1qual a zero,

CO(&) = supg sup, %log m (4.8)

em que m € o numero mdrimo de mensagens cldssicas que o sistema pode transmitir sem

erro quando um cddigo de bloco qudntico de erro-zero (m,n) e o alfabeto de entrada € S.

Estamos interessados em situacoes em que a capacidade classica de erro-zero de um
canal quantico é nao trivial ou positiva. Ha uma relacao entre a capacidade erro-zero
positiva dos canais quanticos e a garantia de que pelo menos dois estados quénticos na
saida do canal quantico sejam nao-adjacentes (ou distinguiveis). Assim, vamos formalizar

o conceito de adjacéncia e nao-adjacéncia de estados quanticos.

Definicao 4.6 (Estados quanticos adjacentes) Sejam p;,p; € S com i # j, entdo
dizemos que p; e p; sao nao-adjacentes (ou distinguiveis) na saida do canal qudntico € se
E(pi) e E(p;) pertencem a subespagos ortogonais. Caso contrdrio, dizemos que p; € p; sGo

adjacentes (ou indistinguiveis) na saida de E.

Vamos usar a notagao p; Lg¢ p; para denotar que os estados quanticos p; € p; sao nao-
adjacentes (ou distinguiveis). Além disso, sendo duas sequéncias de produtos tensoriais
Pi = Pi1®...Qpinepj=pj1®..Qp;n, entao vamos dizer que p; e p; sao nao-adjacentes
(ou distinguiveis), o que denotamos por p; Lg p;, se existe pelo menos um p;x Le pjr,
1<k <n.

g(fjl) = E(F’“) B @ @“"X'g(pfu)
E(pj) =E(pji) ®---@ ®--®E(p;)

Figura 4: Dois estados quanticos p; e p; sdo nao-adjacentes (ou distinguiveis) na saida de
um canal &, se existe pelo menos um p;; Le pjg, 1 <k <n [11].

A seguir, apresentaremos uma condigao para que um canal quantico tenha capaci-
dade erro-zero positiva. Essa condi¢ao, juntamente com sua demonstracao matematica,

pode ser encontrada em [10].

Teorema 4.1 ([10]) Seja S = {p1,...,pe}, S T X um conjunto de estados quanticos, e
seja P ={My,...,M;,} um POVM, em que m > { e tais que Z;nzl M; =1. Considere os
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subconjuntos
Ay ={j {1, ...,m}trjoM;] > 0}; ke {1,...¢}, (4.9)

com o, = E(p). Entao, o canal qudntico € possui uma capacidade positiva (ou nao
trivial) se, e somente se, existir um conjunto S e um um POVM P tal que, para pelo

menos um par (i,7) € {1, ..., (}*

, com i # j, os subconjuntos A; e A; sao disjuntos.
Os estados quénticos p; e p; sdo ditos nao-adjacentes (ou distinguiveis) em £ para
o POVM P.

Prova: Seja p;,p; € S tais que os subconjuntos A; e A; sao disjuntos para um
determinado POVM P. Entao, é possivel construir um coédigo de bloco quéntico para
mapear duas mensagens classicas nos estados p; e p;. Ademais, a taxa deste codigo ¢
igual a 1, e, portanto, C®(£) > 1, isto ¢, o canal quantico tem capacidade erro-zero

positiva.

Por outro lado, suponha que C'(©)(€) ¢é positiva. Entdo, pelo menos dois estados
quanticos p; e p; de um determinado S sao nao-adjacentes (ou distinguiveis) em relacao

ao POVM P, ou seja, A; e A; sao subconjuntos disjuntos.
O

No artigo [21], os autores apresentam outro resultado para garantir que um canal
quantico tem capacidade erro-zero positiva. No resultado, foi mostrado que um canal £
possui capacidade erro-zero positiva quando estados de entrada escolhidos nao-adjacentes
sao levados pelo canal a espacos vetoriais ortogonais, considerando o produto interno de
Hilbert-Schmidt.? Segue o resultado:

Teorema 4.2 ([21]) Seja um canal quantico € com operadores de Kraus E;. Dois estados
de entrada py,p2 € S sdo nao-adjacentes para um dado POVM P = M, ..., M, se, e
somente se, os respectivos E(p1) e E(pa) pertencem a subespagos vetoriais ortogonais, ou
seja, te[E(p1)E(pa)] = 0.

Este resultado, cuja demonstragao matematica é uma consequéncia direta da Defini-
¢ao 4.5, pode ser encontrado na [21, Proposigao 3| e ¢ utilizado para verificar a capacidade

erro-zero do canal de despolarizacao.

Exemplo 4.1 (Canal de despolarizag¢do [19]) O canal de despolariza¢iao em um es-

pago de Hilbert com dimensao d atua sobre um estado de entrada p da sequinte forma:

20 produto interno de Hilbert-Schmidt entre dois operadores A e B ¢é o produto interno definido pelo
traco, (A, B) = tr[AB], em que AT é o conjugado transposto de A.
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E(p) = (1~ pp+py (4.10)

com 0 < p < 1 el a matriz identidade de dimensao d. Um estado qudntico de en-
trada p pode ser transmitido intacto com probabilidade 1 — p ou € trocado por um estado

completamente misto com probabilidade p.

Para calcular a capacidade erro-zero desse canal, basta verificar se dois estados

quaisquer distintos sao distinguiveis na saida do canal, isto €,

ale(pee)] = | (= o+t ) (0= 031 )] (1)
— =P+ =i+ Q=P+ Bt

p(1—p) p?
Ttr(m +p;) + 73

em que 0 < p < 1. Logo, a capacidade erro-zero do canal de despolariza¢ao £ € igual a
zero, ou seja, C0(&) = 0.

= (1 —p)* trfpip;] + > 0, (4.13)

Para calcular a capacidade erro-zero do canal Phase Flip, vamos primeiramente

apresentar a seguinte definicao.

Definicao 4.7 (Mapa 6timo) Seja um conjunto S = {p1,...,pe} ¢ P = {My, ..., M,,,}
um POVM . Dizemos que (S, P) é um mapa dtimo para um canal qudntico £ se a

capacidade erro-zero € alcangada com (S, P).

Existe uma relacao entre a capacidade de erro-zero e o ponto fixo do canal quantico
£, a qual apresentamos no teorema abaixo. Ademais, dizemos que um estado quantico p é
ponto fizo para um canal quantico &, se £(p) = p. O teorema do ponto fixo de Schauder’s

[36, Teorema 2.3.7| garante que todo canal quantico possui pelo menos um ponto fixo.

Teorema 4.3 ([10]) Seja & um canal quantico com Ny pontos fizos. Entao, a capacidade

erro-zero de £ € pelo menos log Ny.

A demonstragdo matematica do resultado pode ser encontrada em [10, Proposi¢ao

9.

Exemplo 4.2 (Phase Flip [5]) O canal Phase Flip em um espago de Hilbert de dimen-

sao 2, cuja caracterizacao € dada pelos elementos de operacao

El_\/ﬁ(l O) e 1572_\/1—p<1 O). (4.14)

01 0 —1
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Matematicamente, esse canal tem probabilidade p de levar um qubit intacto até a saida e
probabilidade 1 — p de trocar a sua fase. O canal phase flip possui dois pontos fixos, que

sao os estados E(|Y)Y|) = |[¢) . Para ver isso, observe que se

[Yo) =10) e ) = 1), (4.15)

entao E(|0X0]) =10) e E(|1)X1]) = |1). Observando a Proposi¢cao 4.3 e que a dimensao do

espaco de Hilbert € 2, concluimos que
1
cOE) = log(2) =1 (4.16)
para um mapa (S, P) dtimo dado por

S=A{10), 1)} e P={E=[0X0], E»=[1)}1]}. (4.17)

A capacidade foi encontrada para n = 1. Isso significa que podemos transmitir um

bit por uso do canal com probabilidade de erro-zero igual a 1.
Exemplo 4.3 (Amplitude Damping [5]) Dado um qubit na entrada do canal, a saida

€ dada por
E(p) = Er\pE} + EypE] (4.18)

Elz(l 0 )BEF(WF). (419)
0 VI=p 0 0

Matematicamente, se um qubit estd em |0), entao ele € levado intacto pelo canal, porém,

em que

se um qubil possui uma componente no estado |1), entao o canal atenua sua amplitude.
Ademais, a capacidade erro-zero desse canal € igual a zero. Para ver isso, € suficiente ver
que, num espaco de Hilbert de dimensao 2, nao € possivel distinguir perfeitamente entre

um estado puro e um estado misto®.

Uma outra condicao de capacidade erro-zero de um canal quantico é apresentada
no trabalho citado em [22]. Essa condi¢ao, juntamente com a demonstra¢ao matemaética,

esta reproduzida no teorema a seguir.

3|37] Corolario 1 Num espaco de Hilbert de dimensdo dois, nao € possivel distinguir perfeitamente
entre um estado puro |[¢p) e um estado misto p.
A tnica entrada desse canal que resulta em um estado puro na saida é o estado fixo |0). Dessa forma,
quaisquer dois estados quanticos puros distintos aplicados na entrada do canal produzirao, na saida, ou
um estado puro (caso |0) seja usado) e um estado misto, ou dois estados mistos.
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Teorema 4.4 ([22]) Seja um canal quantico E com operadores de Kraus {E;}.
Sendo V) # |Um) para m # m' estados de entrada no canal, entao a capacidade erro-
zero do canal € € positiva se, e somente se, |y) (|, para m # m', for ortogonal ao
subespaco

S :=span{E|E;, i,j} (4.20)

com a ortogonalidade definida em termos do produto interno de Hilbert-Schmidt.

Prova: Como os estados {€(p,,)} sdo operadores semi-definidos positivos, entao sendo

Pm € pmy Ortogonais, implica-se que

tr[E(pm)E(pm)] =0, V. m #m/. (4.21)

Suponha uma representagao de Kraus particular para £, entao E(p) = > 7, El-pEiT :

Assim, basta mostrar que

Z tr[EimejEjpm/E;] =0, Vm#m'. (4.22)
‘7j

Sem perda de generalidade, escolhemos estados de entrada ortogonais v, e ¥y,

com operadores p,, = |V Xm| € pumr = [V X |, respectivamente. Entéao

| (ol BB ) P = 0, ¥V m £ 1 (4.23)
tr{[tom) (Um| ELE;] =0V m #m', Vi, j (4.25)
[

ara ilustrar o Teorema 4.4, apresentamos, a seguir, um exemplo de um canal quantico
£ que nao satisfaz as exigéncias deste teorema. Consequentemente, a capacidade erro-zero

do canal é igual a zero.

Exemplo 4.4 Seja o canal qudntico £ representado pelos dois operadores de Kraus se-

guintes:
R V2o 1 1
V6 ﬁ V6 V6 V12 V12
— 1 2 _ —1 3 1
E=l 75 % 0 |¢B=| 5% 25 w5 (4.26)
_% 0 2 11 3
12 NG V6 2v6 26

Considerando o subespaco vetorial

S := Span{E|E,, E\E,, EE,, E1E,} (4.27)
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e sejam

1 0
H=101],122=]11]el3)=] 0 (4.28)
0 0
Observando que
(1) (2| EL B3] 40, (4.29)

concluimos que |i) (j|, com i # j, nao € ortogonal a S. Portanto, o canal qudntico €

possui capacidade erro-zero iqual a zero.

Nota

Nesta secao, fizemos alguns recortes dos conceitos da Teoria da Informacao Quan-
tica Erro-Zero, direcionados & definicao de capacidade erro-zero de um canal quéantico
e aos resultados consequentes dessa definicao, que possibilitam a verificacao da capaci-
dade erro-zero de um canal quéantico. A explicagao para esse recorte esté relacionada as
questoes centrais deste trabalho de tese, que busca apresentar alguns resultados na area
de capacidade erro-zero de um canal quantico. No proximo capitulo, seré apresentado o
primeiro resultado, que relaciona estados proprios comuns aos operadores de Kraus de um
canal quantico a Teoria da Informacao Quéantica Erro-Zero, especialmente voltada para a

capacidade erro-zero de um canal quantico.
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Capitulo 5

Estado Proprio Comum aos Operadores
de Kraus e Teoria da Informacao

Quantica Erro-Zero

Neste capitulo, apresentaremos uma condicao para a capacidade de erro-zero de ca-
nais quanticos, que relaciona os operadores de Kraus que representam o canal ao ntmero
de estados proprios comuns a esses operadores [38]. A conclusao da prova do resultado
utiliza o Teorema 4.3, apresentado anteriormente. Essa condicao, juntamente com as
condicoes apresentadas no capitulo anterior nos Teoremas 4.1, 4.2 e 4.4, constitui o con-
junto de quatro condicoes de capacidade de erro-zero de canais quanticos conhecidas na

literatura.

Para apresentar a condi¢ao de capacidade de erro-zero de canais quéanticos, comeca-
mos introduzindo algumas notagoes, algumas das quais ja foram mencionadas no Apéndice

A, mas entendemos que relembra-las enriquece o entendimento do leitor.

Seja H um espago de Hilbert de dimensao d. Por B(H), denotamos o conjunto
de todos os operadores lineares em #H. Por My(C), denotamos o conjunto de todas as
matrizes quadradas complexas de ordem d. Assumindo que H =2 C¢ e B(H) = My(C),
o canal quéntico £ pode ser visto como um superoperador quantico que preserva o traco
E:B(H) — B(H), ou £ : My(C) — My(C).

Antes de provarmos o seguinte lema dado a seguir, precisamos chamar a atencao

para o fato de que, para estados puros |¢)) no espago de Hilbert H , temos que

E([v)) = Ei [vX¢| E]. (5.1)

i=1



Capitulo 5. Estado Préprio Comum aos Operadores de Kraus e Teoria da Informag¢do Qudntica
Erro-Zero 50

Lema 5.1 ([38]) Seja um canal quintico € : My(C) — My(C) com operadores de Kraus

Ey,....,E.. Se|p) € um estado proprio comum dos operadores E;, entao é um ponto fixo

de .

Prova: Devemos mostrar que E(|¢) (¢|) = [¢) (¢|. Por uma questao de generalidade,
vamos considerar que F; [¢)) = A; [1) pode ser associado a diferentes estados proprios para

diferentes operadores de Kraus. Entao,

E(uwl) £ 3 B 0| £ (52)
23N (53)
= [)wl D NP (5.4)

9 ey, (5.5)

em que (a) utilizamos a representacao de Kraus do canal quantico, em (b) o fato de |p)

ser um estado proprio de cada FE; (por hipotese) e (¢) porque & é preservador de tragos.
]

Provamos no Lema 5.1 que cada estado proprio comum dos operadores de Kraus

que representam o canal quantico é um ponto fixo do canal.

5.1 Condicao para Capacidade de Erro-Zero dos Canais Quan-

ticos

A partir do Lema 5.1, vamos concluir que a capacidade de erro-zero dos canais
quanticos é positiva se os operadores de Kraus tiverem pelo menos dois estados proprios

comuns. Detalhamos isso a seguir, antes vamos apresentar a seguinte defini¢ao:

Definimos Ng = {|¢) € S : E;|¢) = X\ |t))} como o conjunto de estados pro-
prios comuns para cada operador de Kraus do canal quantico £. Denotamos por |N¢| a
cardinalidade de Ng.

Teorema 5.1 ([38]) Seja Ny o numero de pontos fizos de um canal quantico €. Entao,
Ny > |Ng| e CO(E) > log | Ng|.

Prova: Mostramos no Lema 5.1 que os estados em Ng sao pontos fixos do canal. Como
um ponto fixo nao precisa ser um estado comum de cada operador de Kraus, a desigual-

dade Ny > |Ng| é valida. Para o limite inferior da capacidade de erro-zero, é possivel
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construir um coédigo de bloco quantico trivial com probabilidade de erro-zero, codificando
a informagao classica nos estados em Ng e, entdo, é possivel transmitir pelo menos log | N¢|

bits através do canal quantico sem erro. Assim, temos C©(€) > log |Ng|.

O

E interessante chamar a atencdao que o Teorema 5.1 também funciona como um
limite para a capacidade de erro-zero dos canais quanticos. Por conseguinte, por esta
condicao, a capacidade de erro-zero de um canal quantico é limitada inferiormente por

log |Ngl.

A reciproca do Teorema 5.1 nao é vélida, ou seja, um canal quantico £ pode ter
capacidade de zero-erro positiva e os seus operadores de Kraus nao terem um estado
proprio comum. O exemplo seguinte mostra um canal quantico com capacidade de erro-

zero positiva, mas os operadores de Kraus nao tem um estado préprio comum.

Exemplo 5.1 Seja o canal quantico £ representado pelos operadores de Kraus Eq, Fy e

Es, dados por:

0.5 0 0 I 05 0 0 0 ¥
0.5 =05 0 0 0 05 05 0 0 0
Ey=| 0 05 —-05 0 0 , Ex=|[ 0 05 05 0 0 :

V45T /457 V457 457
0 0 05 —¥2r X 0 0 05 T 21
2
o 0 0 =062 =5 0 0 0 05 05
0000 O
0000 O
Ez=10000 0
0000 O
0000 03

Os operadores de Kraus Ey, Ey e E3 nao tém um estado proprio comum, mas o canal tem

capacidade de erro-zero positiva [21, Ezemplo 5.4].

A seguir apresentamos alguns exemplos que ilustram a condicao de capacidade de

erro-zero de canais quanticos.

Exemplo 5.2 ([38]) O canal quantico £ com os operadores de Kraus Ey e Ey, dados por
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3 3 1 9
7 0 —% 15 0 —15
Ei= 0o 0o o e Ey— o 0 o0 |,
3 9 1
—16 0 1% —16 0 —15

0s trés vetores ) = (1,0,1), |¢) = (0,1,0) e |¢) = (—1,0,1) sdo estados proprios
comuns a By e Ey, logo, pelo Lema 5.1, sao pontos fixos do canal qudntico. Pela condi¢ao

de capacidade de erro-zero do Teorema 5.1, temos que C0(E) > log 3.

Exemplo 5.3 ([38]) Dado quep € (0, 1), considere o canal quantico E com os operadores

de Kraus E e Esy, dados por:

1 0 0 0 1 0 0 0
0 i ¥ 0 —— 0 L —¥ g
Ev=vb ()ig _210 ¢ Br=v1-p 0_2\/_5 _i 0|’
2 2 2 2
0 0 0 1 0 0 0 1

0s dois vetores |¢) = (1,0,0,0) e |p) = (0,0,0,1) sdo estados proprios comuns a E; e
Es, logo, pelo Lema 5.1, sao pontos fixos do canal qudntico. Pela condi¢do de capacidade

de erro-zero do Teorema 5.1, temos que CO(&) > log 2.

Exemplo 5.4 ([38]) Seja o canal quantico € representado pelos operadores de Kraus Ey,
Es e E3, dados por:

0 0 0 0 05 0 0 0 0 —0.5
005 0 0 0 0 —0.5 0 0
Eryv=10 0 05 0 0 |.Ea=]l0 0 =05 0 0
0 0 0 05 0 0 0 —0.5
0 0 0 0 05 0 0 0 0 —05
1 0 0 0 0
0 V05 0 0 0
Es=10 0 05 0 0
0 0 0 05 0
0 0 0 0 0

Os operadores de Kraus Ey, Ey e Es tém quatro estados proprios comuns que sao 1)) =
(1,0,0,0,0), |¢) = (0,1,0,0,0,0), |¢) = (0,0,1,0,0) e |u) = (0,0,0,1,0). Esses estados
proprios sao pontos fixos do canal qudntico pelo Lema 5.1. Pela condi¢ao de capacidade

de erro-zero do Teorema 5.1, temos que CO(£) > log 4 = 2.
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Neste capitulo, apresentamos uma condicao de capacidade de erro-zero de canais
quanticos. A condicao mostra que se os operadores de Kraus do canal quantico tiverem
pelo menos dois estados préprios comuns, isso implica que o canal tem capacidade de
erro-zero nao trivial. Uma particularidade dessa condicao é o fato de ser facil verificar a
condicao de capacidade de erro-zero do canal quando se dispoem dos operadores de Kraus
que representam o canal. Além disso, a condi¢ao é um limite inferior para a capacidade

de erro-zero do canal, quando se demonstra que C©)(€) > log | N¢|.
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Capitulo 6

O Teorema de Shemesh e a Teoria da

Informacao Quantica Erro-Zero

Neste capitulo, estabelecemos resultados relacionando o Teorema de Shemesh &
Teoria da Informacao Quéntica Erro-Zero. Para tanto, comecaremos com o Teorema
de Shemesh e sua demonstragao, assim como enunciaremos o Teorema de Shemesh ge-
neralizado. Logo em seguida, apresentaremos algumas conexoes entre este teorema e a
capacidade de erro-zero de canais quanticos. A primeira conexao é o resultado proposto
na Conjectura 6.1 [23]. Em seguida, demonstramos que os estados proprios comuns aos
operadores de Kraus que representam o canal pertencem ao subespacgo de Shemesh. Como
consequeéncia, os pontos fixos do canal quantico atuam como uma ponte entre o Teorema
de Shemesh e a Teoria da Informacao Quéantica Erro-Zero, permitindo assim a derivacao
de novos resultados sobre a capacidade de erro-zero dos canais quanticos. Essa segunda
parte, envolvendo essas conexoes, encontrou-se nas Proposicoes 6.1 e 6.2 e no Corolério
6.1.

6.1 O Teorema de Shemesh

O Teorema de Shemesh 6.1 apresenta um critério garantindo que, dadas duas ma-
trizes quadradas, elas possuem um autovetor comum, bem como um critério para uma
matriz ter um autovetor em um dado subespaco. No contexto do estudo dos canais
quanticos, o Teorema de Shemesh tem uma importancia significativa, na medida em que
funciona como uma ferramenta primordial na sondagem da estrutura interna da algebra
A(E:, ..., E,) gerada pelos operadores de Kraus F1, ..., E,, os quais representam o canal

quantico &, e utilizando apenas seus geradores. Uma dessas sondagens assegura que, num
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canal quantico € : M5(C) — M;5(C) com dois operadores de Kraus, o espectro periférico!
é um grupo ciclico com ordem no méximo 25 [25]. Outra questao que se pode concluir,
usando o Teorema 6.1, é sobre a irredutibilidade de um canal quéntico £. Ou seja, na
representacao de Kraus de qualquer canal quantico &£, se pelo menos dois operadores de

Kraus nao tém um autovetor comum, entdo o mapa ¢ irredutivel®.

Teorema 6.1 (Shemesh [24]) Sejam Ey, Ey € My(C). Entiao Ey e Ey possuem auto-

vetores comuns se, e somente se, o subespaco
M =il er (B, E3) (6.1)

¢ um subespaco ndo trivial, ou seja, existe algum x € M com 0 # x € C%. O simbolo
[-,+] denota o comutador de matrizes e k,1 € {1,2,...,d — 1}, enquanto EY e E. denotam

as k-ésima e l-ésima poténcias de Fy e Ey, respectivamente.

A demonstragao do Teorema de Shemesh é apresentada em [24] e vamos reproduzi-la
neste trabalho de tese. Antes, porém, é necessario apresentar o Teorema auxiliar 6.2, cuja

demonstragao pode ser encontrada em [39].

Teorema 6.2 Sejam Ey, Ey € My(C). Existe um autovetor x € C¢ satisfazendo Exx = 0
se, e somente se, OZ;%) ker(EyEY) # {0}, em que q € um niimero inteiro maior do que ou

tqual ao grau do polindmio minimal de Ej.

Prova do Teorema de Shemesh: Suponha que z # 0 seja um autovetor comum

de E; e Es. Entao, Fix = Ax e Eyx = px, implicando que
EVEly = ELEV e = Nepla, (6.2)
Assim,
[EY, EY)x = EYElr — EYEYe = 0. (6.3)
Istoé, 0 #£x e M= ﬂz;il ker [EY, EL].

Reciprocamente, considere o subespaco M = ﬂi’_lil ker [E¥, El] e suponha que M #
{0} e que M é invariante sob E; e E. Note que E; e Ey comutam com os elementos de

M ([Ey, Es]x = 0 para todo x € M). Assim, as restrigoes dos operadores representados

1O espectro periférico de um canal quantico £, denotado por Spec(€), é o conjunto de todos os
autovalores de £ com modulo 1. O conjunto Spec(€) de £ é um subgrupo do grupo U(1) dos ntuneros
complexos com modulo 1 [40].

2Seja um canal quantico £ : My(C) — My(C) com operadores de Kraus Ej, ..., E,.. Dizemos & é
irredutivel, se operadores de Kraus Ej, ..., E,;, nao tém nenhum subespaco invariante comum nao trivial
(ou seja, os tnicos subespagos invariante comum sédo {0} e C™) [29].
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por E; e E5y ao subespaco M sao comutativas e, portanto, tém um autovetor comum, que

é um autovetor comum de E; e F5.

Para concluir a prova, resta mostrar que M ¢é invariante sob E; e F,. Entao, seja
x # 0 um vetor pertencente ao subespago M e defina M, = {p(E1, Ex)x | p € P} em
que P ¢é o conjunto de todos os polinéomios complexos a duas variaveis nao comutativas.
Observe que M, é um subespaco invariante sob E; e Fy. Além disso, como = € M tem-se
E¥Ely = ELE%z e, portanto, todo monomio em E; e E, operando em z tem a forma
E{Ejx. Isso significa que qualquer elemento de M, ¢ da forma y = (3, ; ay; BiE)) T, e

usando o argumento acima, obtém-se

ElEgy = E2E1y = (Z CL,LJEiJrlE%JFJ)ZC (64)
i,J

Assim, F; e E5 comutam com M,. Além disso, note que M, C M e dessa forma

M =UpeniMy = > M, (6.5)

reM

Assim, M, como uma soma de subespacos invariantes, é invariante tanto sob F;, quanto
sob Fj.

O

O Teorema de Shemesh 6.1 pode ser generalizado para uma quantidade s de matrizes
e dar condigoes para que as mesmas tenham autovetores comuns. Esta generalizacao é
feita com o uso do conceito de polinomio standard A.38 e do Teorema de Amitsur-Levitzki
A.1. O Teorema de Shemesh generalizado é enunciado a seguir, cuja demonstracao o leitor

pode encontrar em [30, Teorema 2.4].

Teorema 6.3 (Shemesh generalizado [30]) As matrizes E, ..., Es € My(C) possuem

autovetores comuns se, e somente se, o subespaco
M =n&" _ ker [E{"..EX E{'..E’| (6.6)
é um subespago nao trivial, ou seja, existe algum v € M com0#z€Cl e, #0

O Teorema de Shemesh generalizado continua bastante importante no estudo dos
canais quanticos. Uma contribuicao é a verificacao se uma algebra A gerada pelos opera-

dores de Kraus tem ou ndo um DFS (Subespagos e Subsistemas Livres de Descoeréncia)
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de dimensao maior do que ou igual a 2 [29]. No contexto deste trabalho, o Teorema
de Shemesh generalizado ganha especial importancia, pois um dos objetivos é utiliza-lo
para generalizar o resultado da Conjectura 6.1 para canais quanticos com n operadores

de Kraus

6.2 Conexoes entre o Teorema de Shemesh e a Capacidade de

Erro-Zero dos Canais Quanticos

Nesta secao, apresentamos algumas conexoes entre o Teorema de Shemesh e a
capacidade de erro-zero dos canais quanticos. Iniciamos com a apresentacao de uma
conjectura. A elaboracgao dessa conjectura tem como base as verificagoes feitas com alguns
canais quanticos, tais como o canal de despolarizacao, o canal phase flip, o canal amplitude

damping, entre outros.

Conjectura 6.1 (Condigao para capacidade erro-zero [23]) Seja um canal qudin-
tico £ : Myg(C) — My(C) com dois operadores de Kraus Ey e Ey. Todo vetor x € C?
pertence ao subespago

M =L ker [Ef, EY, (6.7)

se, e somente se, a capacidade de erro-zero do canal £ € positiva.

Exemplo 6.1 O canal Phase Flip em um espago de Hilbert de dimensao 2 € caracterizado

pelos operadores de Kraus

01 0 -1

Elz\/]_)(l O) e E2:\/1—p<1 0 ) (6.8)

O canal pode transmitir um bit por uso do canal, com probabilidade de erro-zero igual a

1, ou seja, capacidade de erro-zero do canal € positiva. Ademais, observe que,

M = ker [El, EQ] = ker{E1E2 — EQEl} = ker{ ( g 8 > }, (69)

dessa forma, qualquer vetor em C? pertence a M. Logo, a condigdo apresentada da

Congectura 6.1 assequra, que a capacidade de erro-zero deste canal € positiva.

Exemplo 6.2 O canal Bit Flip em um espaco de Hilbert de dimensao 2 € caracterizado

pelos dois operadores de Kraus

El—\/1_7<1 0) e Eg—\/l—p(o 1). (6.10)

01 10
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O canal pode transmitir um bit por uso do canal, com probabilidade de erro-zero igual a

1, ou seja, capacidade de erro-zero do canal € positiva. Ademais, observe que,

M = ker [El, EQ] = ker{E1E2 — E2E1} = ker{ ( 8 8 ) }, (611>

dessa forma, qualquer vetor em C? pertence a M. Logo, a condi¢io apresentada da Con-

jectura 6.1 assequra, mais uma vez, que a capacidade de erro-zero deste canal € positiva.

Exemplo 6.3 O canal Amplitude Damping em um espaco de Hilbert de dimensao 2 €

Elz(l 0) EF(W?). 6.12)
0 VI—p 0 0

A capacidade de erro-zero desse canal € igual a zero. Além disso, observe que

M =ker [Ey, Ey| = ker{E1Ey — ExE1} = ker 0 vp—vr=p) , (6.13)
0 0

caracterizado pelos dois operadores de Kraus

de tal forma que nem todo vetor x € C? pertence a M e a capacidade de erro-zero do

canal € igual a zero, em conformidade com o resultado apresentado na Conjectura 6.1.

Exemplo 6.4 O canal quintico £ dado pelos dois operadores de Kraus

S R V21 1

VC R Vo vz Vi

_ 1 2 . —1 3 1
Ei=1 75 7@\(} cEB= % 3c e | (6.14)

1 2 1 1 3

-7 U % B G

tem capacidade de erro-zero igual a zero. Além disso, observe que nem todo vetor de C3

}. (6.15)

E, pela Conjectura 6.1, reafirma-se que a capacidade de erro-zero do canal € igual a zero.

pertence ao subespaco

0 0
M =0F i ker [EF EL] # { 00
0 0

o O O

E interessante destacar que a Conjectura 6.1 funciona como uma condicao para a

capacidade de erro-zero dos canais quanticos com dois operadores de Kraus.

A seguir, apresentamos um resultado que possibilita aprofundar as conexodes entre

o Teorema de Shemesh e o conceito de capacidade de erro-zero dos canais quanticos.
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Proposicao 6.1 Seja um canal quantico £ : My(C) — My(C) com operadores de Kraus

FEy, ..., E.. Entao, cada estado proprio de Ng pertence ao subespaco
M =08 ker [E{ . EX B LLE)] (6.16)

em que Y ,a; 0 e l; #0.

Prova: Vamos supor que |¢) € Ng, entdo |p) é um estado proprio comum a F, ..., E,,
isto é,

Erlp) = Aile), Exle) = Aalp) ... B lp) = e lo) . (6.17)
Pelo Teorema 6.3, temos o subespago M # 0, entdo suponhamos ay, ...,a, € {1,...,d—1}

e by,....b, € {1,...,d — 1} e consideremos o comutador

(B0 E% B E') = (E&.. E%)(EM .. Eb) — (EY. E)(E®.. . E%). (6.18)
Note que
((Efl...Eg“)(Efl...Eg“) - (Ei’l...Eiﬁ)(Efl...Efj“)) %) (6.19)
— (B E%)(EY B Eb @) — (BY . EY)(E™ . E* B> |o) (6.20)
= (B B2 ) (EY . ESSONE [) — (BB ) (B By )N [o) (6.21)
= X (B{L L E2) (B Ep) ) — Xer (B} EY) (B Er7) |o) (6.22)
= X (B{L L EP) (B} B ) EXS |o) = M (BB (Ef L Er) Byt o) (6.23)

= NS (B BB B |9) — A AT (BB (B B ) (6.24)

_ /\b )\bn 1 AblAaﬁAzn 11 /\&1 |90> AQKAQR T )\al/\b /\bn 1 )\bl |90> (625)
= (Abwtas \Onoitono1  \bidar _ yantbe yoeoitbeot  yaitbiy ) (6.26)

=0-|p) =0. (6.27)
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Em outras palavras, o estado proprio |¢) pertence ao subespago
M =n% ] ker [EY . EX EY L EY. (6.28)

Logo, todos os estados proprios de Ng pertencem ao subespago M.
O

A Proposigao 6.1 mostra que, se |¢) € Ng, entdo |¢) € M, isto é, Ne C M. Além

disso, vamos considerar o seguinte conjunto
Me={lp) e M : E(|lp)) = |p), com pelo menos um |p) € Ng}.

Vamos denotar por |[Mg| a cardinalidade de Mg. Portanto, com base neste paragrafo,

temos o seguinte corolério.

Corolario 6.1 A cardinalidade do conjunto |Mg| é maior ou igual & cardinalidade do

conjunto |Neg|.

Prova: Seja £ um canal quantico com operadores de Kraus Ey, ..., F,. Entao, é possivel
ter um |p) € Mg que nao é um estado proprio comum dos operadores F1, ..., E,, ou seja,
lp) € Mg e |¢) & Ne. Portanto, |[Mg| > | Ng|.

Proposicao 6.2 Suponha que |[Mg| > 2, entio C(E) > 0.

Prova: Por hipétese, os estados pertencentes a Mg sao pontos fixos de £ e temos pelo

menos dois estados em Mg, pelo que se segue que C(£) > log | Me].
U

O resultado da Proposicao 6.2 estabelece uma ligacao entre o Teorema de Shemesh

e a capacidade de erro-zero dos canais quanticos.

Exemplo 6.5 Sep € (0,1), entao considere o canal quantico & com operadores de Kraus
FEy e Esy, dados por

Elz\/]_j 7E2:\/]-_p

N N

SR
_ o O O

s <
_ o O O

o O O =

o Mlal\’)h—l o

o O O =

S M;SMIH S
w

o
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Para p = }1, temos que Fy e Ey tém a forma:

Lo 0 0 B0 000
0 1 ¥ 9 0 ¥ _3
0% -1 0 0 -5 -1 0
00 0 1} 0 0 0 ¥

Os estados proprios ) = (1,0,0,0) e |¢) = (0,0,0,1) sao comuns a Ey e Ey. Pelo
Lema 5.1, os estados proprios 1) e |p) sao pontos fizos do canal quantico. Portanto,
10), @) € Mg, isto é, |[Mg| > 2 e, pela Proposicio 6.2, temos que C9(&) > 0.
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Capitulo 7

Subespaco Comum Invariante de um
Canal Quantico e a Teoria da

Informacao Quantica Erro-Zero

NNeste capitulo, vamos apresentar algumas conexoes entre subespacos invariantes
de um canal quantico £ e a capacidade erro-zero do canal. Didaticamente, dividimos essa
apresentacao em duas partes. Na primeira parte, que chamamos de "caso particular",
vamos abordar as conexoes entre subespacos gerados por estados proprios comuns aos
operadores de Kraus que representam o canal quantico e a capacidade erro-zero dos canais
quanticos. Na segunda parte, que também chamamos de "caso geral", vamos analisar
as conexoes entre subespacos invariantes dos canais quanticos, cujos geradores desses

subespacos sao vetores quaisquer, e a capacidade de erro-zero dos canais quanticos.

7.1 Primeira parte: Conexoes entre Capacidade de Erro-Zero e

Subespaco Invariante de um Canal Quantico - Caso parti-

cular

Seja W C C? um subespaco vetorial. Dizemos que W é um subespaco invariante
(em inglés: invariant subspace) para um operador £ € My(C), ou seja, E-invariante,
se Elv) € W para todo |[v) € W [41]. Dizemos ainda que W é um subespago co-
mum invariante (em inglés: common invariant subspace) para um conjunto de operadores
Ey, ..., E; € My(C), se W é Es-invariante para todo ¢ = 1,..., s, isto é, E; |v) € W para
todo |v) € W.

No contexto dos estudos envolvendo subespacos invariantes para matrizes ou ope-
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radores lineares, sabemos que, os subespacos nulo e C? sao invariantes, sendo chamados
de subespagos invariantes triviais. Portanto, no que segue, quando nos referirmos a su-
bespagos invariantes ou subespacos comuns invariantes, sempre estaremos nos referindo a

subespacos nao triviais.

No campo da Teoria da Informacgao Quéantica, podemos transpor o conceito de su-
bespaco comum a operadores lineares para canais quanticos, cuja definicao esta posta

abaixo.

Definigao 7.1 (Subesp. invar. de um canal quantico [42]) Seja & : M,(C) — My(C)
um canal qudntico representado por operadores de Kraus Ei,...,E.. Um subespaco
W C C? ¢ invariante para um canal quantico & quando W € um subespago comum inva-

riante para os operadores E; comi=1,... kK, isto €, E;|v) € W para todo |v) € W.

Na defini¢ao de subespago invariante de um canal quantico com representacao em
termos de operadores de Kraus Ej, observe que a invariancia do subespaco W C C? através
do canal quantico £ depende de o subespaco W ser comum invariante aos operadores F;

comi=1,..., k.

O fato de os operadores de Kraus F;, que representam um canal quantico &£, pos-
suirem um estado proprio comum, conforme estabelecido pelo Teorema de Shemesh ge-
neralizado, implica que o canal quantico € possui um subespaco W C C? invariante, com
dim(W) = 1, gerado pelo estado proprio comum a todos os operadores de Kraus E; . Este

resultado ¢ demonstrado na proposi¢ao a seguir.

Proposigao 7.1 ([43]) Seja £ : My(C) — My(C) um canal quintico com uma repre-
sentacao de Kraus dada pelos operadores E;, onde i = 1,...,k. Se o0s operadores E;
possuem um estado proprio comum |1), entdo o subespago W = Span{|y)} € invariante

comum para o canal quantico £.

Prova: Como |¢)) é um estado proprio comum aos operadores E;, entao temos F; [1)) =
Ai [¥) para i = 1,...,k. Supondo que |v) € W = Span{|¢)}, temos que |v) = A|)).

Assim,

Eilv) = AE; [) = A\ [¥) (7.1)
ou seja, E;|lv) € W = Span{|¢)}, implicando que W = Span{|¢)} ¢ um subespago
invariante para E;, com i = 1,...,k, isto &, W = Span{|¢)} é um subespago invariante
de £.
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Para iniciar a discussao envolvendo as relagoes entre o subespago invariante de um
canal quantico £ e a capacidade de erro-zero dos canais quanticos, podemos propor uma
questao bastante relevante, que é a seguinte: seja um canal quantico £ com representagao
por operadores de Kraus F; e suponha que E;, com: =1, ..., k, possua um estado proprio
comum. Consequentemente, o canal quantico £ tem um subespaco invariante de dimensao
um (Proposigao 7.1). Diante disso, é possivel afirmar que o canal tem capacidade de erro-
zero positiva? A resposta a esta questao é negativa. Para ver isso, considere o canal
quantico Amplitude Damping & [37], definido em um espago de Hilbert de dimenséo 2 e

representado pelos operadores de Kraus

E1:<1 ! )eE2:<Oﬁ), (7.2)
0 VT=H 0 0

em que v = sin? § é a probabilidade de um féton ser perdido em uma cavidade sujeita a
atenuacao. O canal Amplitude Damping tem capacidade de erro-zero igual a zero, mas

possui um subespaco invariante comum de dimensao um

W = Span{|¢)} (7.3)

gerado pelo estado proprio |¢)) = (1,0) comum aos operadores de Kraus E; e Es.

Por outro lado, quando se trata de um subespaco invariante do canal quantico &,
gerado por pelo menos dois estados proprios comuns aos operadores de Kraus FE; que
representam o canal £, existe uma relacao direta com a capacidade de erro-zero dos

canais quanticos. A seguir, apresentamos o resultado que prova essa relacao.

Teorema 7.1 ([43]) Seja € : My(C) — M4(C) um canal quantico com operadores de
Kraus By, ..., E,.. SeW C C¢ ¢ um subespaco com dim W = s, onde 2 < s < d, gerado
por s estados proprios {|1;) : j = 1,...,s} comuns aos operadores E;, entao W € um

subespago invariante de £, e C0(&£) > logs.

Prova: Por hipotese, os |¢;) com j = 1,. .., s sdo estados proprios comuns aos operadores
de Kraus F;, com ¢ =1,..., k. Assim, por defini¢cao, temos que
El’¢]>:)\]”¢]>, Z.Zl,...,ﬁ, ejzl,...,s. (74)

Também por hipotese, o subespaco W é gerado por esses s estados préprios comuns aos

operadores de Kraus F;. Em notagao de subespacgo gerado, isso ¢ expresso como

W = Span{|tp;) : j=1,...,s}. (7.5)
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Para mostrar que W ¢é invariante a cada operador de Kraus F;, suponha que |v) € W.
Ent&o, podemos escrever |v) como combinacao linear dos estados proprios |t;) com j =

1,...,s, ouseja, |v) = ay |[t1) + ... + a5 |1)s), ou, em notacao de somatorio,
V) =D aluy). (7.6)
j=1

Aplicando os operadores de Kraus F; na equagao (7.6) e utilizando as propriedades de

linearidade desses operadores, temos

Eilv)y = a;Eilty) = ad;li). (7.7)
j=1 i=1

Como ijl ajA|v;) € W, visto que W é gerado pelos estados proprios [¢;), entao
E;|lv) € W, para todo i = 1,...,k. Logo, W é E;-invariante e, consequentemente, um
subespago invariante de £. Além disso, os estados {|¢;) : j = 1,...,s} que geram o
subespaco W sao estados proprios comuns aos operadores de Kraus F; e, portanto, sao
pontos fixos para o canal quantico £ (Lema 5.1).Assim, como o ntimero de estados proprios

comuns satisfaz s > 2, pelo Teorema 5.1, podemos concluir que C» (&) > log s.
O

A seguir, ilustraremos as ideias apresentadas neste artigo com um exemplo de um
canal quantico £ que possui um subespaco invariante gerado por dois estados proprios

comuns aos operadores de Kraus que representam o canal.

Exemplo 7.1 ([43]) Dado p € (0,1), considere o canal quantico £ representado pelos

operadores de Kraus Ey e Ey dados a sequir

1 0 0 0 1 0 0 0
0 3 %0 e

2 2 2 2
00 0 1 o 0 0 1

Para o caso particular p = 0,5, temos que |¢) = (1,0,0,0) e |p) = (0,0,0,1) sao estados
proprios comum aos operadores de Kraus Ey e Ey. Dessa forma pelas ideias desenvolvidas
no Teorema 7.1, o subespago W = Span{|¢) , |¢)} € um subespago invariante comum aos
operadores de Kraus Fy e Ey e consequentemente € invariante para o canal qudntico &.
Além disso, também podemos concluir, pelas ideias desenvolvidas que a capacidade erro-
zero do canal CO(€) > log 2.
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Nesta secao, apresentamos alguns resultados preliminares sobre a relagao entre a
capacidade de erro-zero de um canal quantico e um subespacgo invariante comum gerado
por estados proprios comuns aos operadores de Kraus que representam o canal. Conse-

quentemente, tal subespaco é também invariante para o canal quantico.

Foi caracterizado, através de um contraexemplo, que um canal quantico que possui
um subespaco invariante gerado por um tnico autovetor comum aos operadores de Kraus
que representam o canal nao implica, necessariamente, que a capacidade de erro-zero do
canal quantico seja positiva. Por outro lado, concluimos que, quando o canal possui pelo
menos dois estados préprios comuns a esses operadores, entao a capacidade de erro-zero
do canal é positiva. Noutras palavras, é possivel construir um cédigo de bloco quantico
trivial com probabilidade de erro-zero, codificando a informagcao classica em pelo menos

dois estados do subespaco invariante para o canal quantico.

7.2 Segunda parte: Conexoes entre Capacidade de Erro-Zero e

Subespaco Invariante de um Canal Quantico - Caso geral

Nesta secao, apresentaremos dois resultados relacionados & capacidade de erro-zero
e ao subespago invariante de um canal quantico. O primeiro resultado estabelece uma
relagao entre subespacos invariantes de um canal quantico que se intersectam apenas

trivialmente, o que implica na capacidade de erro-zero positiva do canal quantico.

Antes de iniciarmos a apresentacao dos resultados desta secao, revisaremos breve-
mente a definicao de canal quéantico, com o objetivo de definir a combinagao convexa, a

multiplicagdo (aplicagao recursiva) e o canal quantico adjunto.

Seja H um espago de Hilbert de dimensao d. Vamos denotar por B(H), o espago de

Hilbert dos operadores lineares definidos em H, de dimensao d?.

Um canal quéantico definido no espaco de Hilbert H, é um mapa linear & :
B(H) — B(H), completamente positivo e que preserva o traco das matrizes densidade.
Através de uma colegao de operadores de Kraus {E;}_;, é possivel representar um canal

quantico &, e podemos escrever

E(p)=> EpEl e Y EE =1, (7.8)
=1 %

para todo p € B(H).

Além disso, vamos denotar por C(H) o conjunto formado por todos os canais quan-

ticos no espago de Hilbert H, o qual é fechado em relagao a combinacao convexa e a
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composicao. Isto é, para &£,& € C(H) e p € [0,1] as transformagdes definidas pelos

mapas
p&i(p) + (1 —p)&a(p), p € B(H) (7.9)

(80 8)(0) = E(&:(p), p < B (7.10)
também sao elementos de C(H).

Sendo E(p) = >, E;pE! um canal quantico com representacao de Kraus {F;}7_,,
vamos definir o adjunto de &, que denotamos por £f,como o canal quantico representado

pelos adjuntos dos operadores de Kraus. Ou seja,

Ep)=> ElpEie Y EE =TI (7.11)
=1 A

para todo p € B(H).

Ademais, é importante ressaltar que £ e £' apresentam espectros idénticos, ou seja,

possuen OS meSsmos autovalores.

Por outro lado, suponhamos que &€ e £ estejam representados em (7.8) e (7.11),
respectivamente. Vamos denotar por £7o€ o canal quantico obtido a partir da composicao

de €T e £, com representacao por operadores de Kraus. Podemos escrever,

(ET0&)(p)=>_> EIE;pE!E, (7.12)
i—1 j—1
Observe que, para todo p € B(H), temos
€ o8)(p) =S 3 BIEpBIE, (713)
=1 j=1
=) E (Z EjpE}) E, (7.14)
=1 =1
=Y ElE()E;, (7.15)
i—1

isto é, a aplicacao do canal £ o £ no estado p significa que o estado recebido £(p) é

enviado pelo adjunto £T.

Seja W C H um subespago vetorial. Dizemos que W é subespago invariante (em
inglés: invariant subspace) de um operador E € B(H), ou E-invariante, se E |v) € W

para todo |v) € W [41]. Dizemos ainda que W é um subespago comum invariante (em
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inglés: common invariant subspace) para um conjunto de Ei,...,Es € B(H), se W é

E;-invariante para todo i = 1,..., s, isto é, E;|v) € W para todo |v) € W.

Em estudos envolvendo subespacos invariantes de operadores lineares, os subespa-
cos nulo e o espago de Hilbert H sao sempre invariantes e sao chamados de subespagos
invariantes triviais. Se existirem outros, serao chamados de subespacos invariantes nao
triviais.

No campo da Teoria da Informacgao Quéantica, podemos transpor o conceito de su-
bespaco comum a operadores lineares para canais quanticos, cuja definicao estéa posta

abaixo.

Definigao 7.2 (Subesp. invar. de um canal quantico [42]) Seja € : B(H) — B(H)
um canal qudntico representado por operadores de Kraus E1, ..., E.. Um subespaco W C H
é 1mvariante para um canal qudantico £ quando W € um subespaco comum invariante para

0s operadores E;, com i =1,...,k, isto €, E;|v) € W para todo |v) € W.

Antes de iniciar a apresentagao destes resultados, vamos chamar a atengao para
o fato de que a condicao de W ser um subespaco invariante para um canal quantico
& (Definigao 7.2) pode ser expressa de forma equivalente pelas seguintes propriedades
j44],[42];
1. ;P =PFE;,Pparai=1,...,s e P é um projetor sobre W.
2. £&(P) = PE(P)P.

3. Supp[€(p)] € W para todo estado p com Supp(p) € W (o Supp(p) representa o
suporte do estado p).

Lema 7.1 ([42]) Sejam p,o0 € B(H), entio podemos escrever
p=qo+(1—q) (7.16)
em que q € (0,1] e 7 € B(H) se, e somente, se Supp(c) C Supp(p).
A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [42, Lemma 8§].
Proposicao 7.2 ([42]) Se p € um ponto fizo de €, entao o subespago gerado por Supp(p)

€ um subespaco invariante de £. Além disso, se W C H é um subespaco invariante de &,

entao existe um ponto fixo pyw € W tal que Supp(pw) C W.
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Prova: Dado [¢) € Supp(p), entdo, pelo Lema 7.1, existe uma probabilidade p > 0 e um

estado o, tal que
p=plXe|+ (1-p)o. (7.17)
Dessa forma, aplicando o canal £ na equagao (7.17) e usando a linearidade, obtemos

E(p) = pE([PYY]) + (1 = p)&(0). (7.18)

Pelo Lema 7.1, temos que

Supp(E([¢)(¢])] € Supp|€(p)]. (7.19)

Seja agora, p ponto fixo de &, entao E(p) = p e pela equagao (7.19),

Supp[€ (| )X¢])] S Supp(p), (7.20)

isto permite concluir que Supp(p) é um subespaco invariante de £. Por outro lado, suponha,
W um subespaco invariante de £, entao a restrigdo de £|y ao subespago W é um canal
em C(W). Logo, E|w possui um ponto fixo py € W, ou seja, E|w(pw) = pw. Usando a
primeira parte desta Proposigao e a propriedade equivalente (3) da Defini¢ao 7.2, temos

que o Supp(pw) C W.

O

Proposicao 7.3 ([42]) Seja € : B(H) — B(H) um canal quantico. Um subespago

W C H é um subespago invariante para € se, e somente se,
W= {lp) e W {ply) =0, ¥V[y) € W}

¢ um subespaco invariante para EX.

Esboco da Prova: Suponha os projetores P e P+ dos subespacos W e W+, respectiva-
mente. Como W é subespago invariante de &, segue que £(P) = PE(P)P. Dessa forma,
é possivel mostrar que (£7(P+), P) = 0, implicando que PET(PY)P = 0. Assim, temos
que ET(PL) = PLET(PL)PL, implicando que W+ é subespaco invariante de 7. A ideia

da prova da reciproca é analoga.

Teorema 7.2 ([45]) Seja € € C(H) um canal quantico representado por operadores de
Kraus Ey, ..., E,. Sejam Wy # {0} e Wy # {0} subespacos vetoriais de H invariantes de
&, tais que W, N Wy = {0}, entdo CO(&) ¢ positiva.
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Prova: Por hipotese, temos que Wy # {0} e Wy # {0} s@o subespagos vetoriais de H
invariantes de £ e com a propriedade de que W; N W, = {0}. Entao pela Proposigao
7.2, podemos afirmar que existem pontos fixos distintos py, € Wi e py, € Wy do canal
quantico &, tais que Supp(pw,) C Wi e Supp(pw,) C Wa. Dessa forma, pelo [42, Corolario
1], os subespagos gerados por Supp(pw,) e Supp(pw,) sdo subespagos ortogonais. Logo,
para os estados py, € Wi e pw, € Wa, temos que tr[€(pw,)E(pw,)] = 0, e isso significa

que a capacidade de erro-zero do canal quantico £ é positiva.
O

Para apresentar o segundo resultado envolvendo a conexao entre a capacidade de
erro-zero e o subespaco invariante de um canal quéantico, necessitamos apresentar uma

discussao sobre o comutador de ruidos de um canal quantico.

Sendo £ um canal quantico representado por operadores de Kraus Fy, ..., E,, vamos
definir o comutador de ruidos [44] para £, e vamos denotar por A’, como sendo o conjunto

de todos os operadores de B(H) que comutam com FE; e EJ , isto &,
A = {p € BH):[p. E] = 0 = [p, E'.VE € {E}1,}. (7.21)

Para canais unitais, ou seja, canais quanticos que fixam o operador identidade (£() = I),
todos os p € A’ que satisfazem E(p) = p. Da mesma forma, o canal adjunto €T também
fixa a identidade (£7(I) = I) [42] e assim para todos p € A’, temos que ET(p) = p. De

fato, observe que

Z EipEl = Z pE;El = Z pE(I (7.22)
"(p) IiEprizipEszzipé’T(I) =p. (7.23)
i=1 i=1 i=1

Por outro lado, os pontos fixos dos canais unitais £ e £T, pertencem a A’ [46]. Ou seja,

os pontos fixos de £ e £ sdo os mesmos.

A seguir, demonstraremos que, para um canal quantico unital que tenha um subes-
paco invariante com dimensao no minimo dois, o canal possui a capacidade de erro-zero

positiva.

Teorema 7.3 ([45]) Seja € : B(H) — B(H) um canal qudntico unital com operadores
de Kraus Ey,....,E,. Se W C H é um subespago invariante de £ com dim W = s e
2 < s <d, entio CO(E) ¢ positiva.
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Prova: Temos que espago de Hilbert H pode ser escrito como soma direta do subespago
invariante W e do subespaco ortogonal W+, isto é, H = W @& W+. Como dim W > 2,
entdo podemos afirmar que dim W+ > 1. Além disso, por hipétese, o subespaco W ¢é
invariante de £, entdo, pela Proposicao 7.3, o subespaco W+ ¢é invariante de £7. Ainda
pelo fato de que W é subespacgo invariante de &£, temos, pela Proposicao 7.2, que existe
um [¢p) € W que ¢ ponto fixo de &, ou seja, E(|Y)XY]) = |[¥)¢|. Pela equagao (7.23),
temos que [¢)) também ¢é ponto fixo para ET, isto ¢, ET(J1)Xv|) = |¥)v|. Por outro lado,
vamos supor que |¢) € W+, entdo, temos que [¢)) e |¢) sdo estados ortogonais. Denotemos
a = [Y)Y| e b= |¢)¢|. Entdo para provar que C(V)(&) é positiva, em conformidade com

a discussao desenvolvida na Secao III deste estudo, basta provar que

tr(E(@)ED)) = 0. (7.24)
De fato,

rE@E®) = tr (3 B luNUI B Y B lokel 2} (7.25)

— | (3 BBkl EIE, ) 1oxo (7.26)

_ tr{(EF 0 )N 1Ko (7.27)

— tr{(E EQUND) 1Ko (7.25)

_ et () )9l (7.29)

— tr{lo) |6l] = . (7.30)

Assim sendo, se W C H é um subespaco invariante de um canal quantico unital £, com
dim W =se 2 < s <d,entdao CV(&) é positiva.

O

O exemplo a seguir apresenta o modelo matematico de um canal quantico unital,

com um subespago invariante de dimensao dois.

Exemplo 7.2 ([45]) Seja um canal quantico € representado por operadores de Kraus Ey,

E5 e E5, dados por
V2

2
0
E, = 0 , Eo
0
0

o o o w|§ o
o o = o o
o o o o o
o o o o o
I
o o o o o
o o o o o
o o o o o
mb o o o o
m|§ o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o
o o ovuf§ o
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O canal quantico € € unital, pois E(I) = Zle EJIEZ- = 1. Além disso, o subespago

W = Span{[yn) , [12)} (7.31)

em que |¢1) = (0,1,0,0,0) e |1;) = (0,0,1,0,0) tem dimensao 2 e é subespago invariante
de &, logo, pelo Teorema 7.3, temos que CV(E) € positiva.

Ao fim desta segao, podemos apresentar algumas conclusoes relacionadas ao obje-
tivo proposto, que é investigar as relacoes entre a capacidade de erro-zero e os subespacos
invariantes dos canais quanticos. Inicialmente, podemos afirmar que existem duas cone-
x0es entre esses conceitos. A primeira, apresentada no Teorema 7.2, assegura que canais
quanticos com subespacos invariantes que apenas se interceptam trivialmente resultam na
capacidade de erro-zero positiva do canal quantico. J& a segunda, provada no Teorema
7.3, mostra que um canal quantico unital com subespago invariante de dimensao no mi-
nimo 2 tem capacidade de erro-zero positiva. Para estudos futuros, temos a pretensao de

provar o ultimo resultado, retirando a hipotese de que o canal seja unital.
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Capitulo 8

Canais Quanticos Nao-Ergodicos e a
Teoria da Informacao Quantica

Erro-Zero

A defini¢ao rigorosa de canais ergdédicos remonta a uma série de trabalhos surgidos
no final da década de 1970, que estabeleceram o contexto matematico adequado e explo-
raram algumas aplicagoes do conceito [47], [48]. Uma definigao de canais ergodicos pode
ser dada da seguinte forma: dizemos que um canal quéantico é ergdédico quando admite
um ponto fixo tinico no espago das matrizes de densidade [49]. O estudo da ergodicidade
de um canal quantico tem sido objeto de muita investigagao e tem encontrado aplicagoes

em varias subéreas da Teoria da Informacgao Quéntica [42], [50], [51].

Definicao 8.1 ([42]) Seja um canal quantico € : B(H) — B(H). Dizemos que € é

ergodico quando admite um unico ponto fixo.

No trabalho [42]|, Burgarth apresenta uma caracterizagao sisteméatica dos canais
quanticos ergodicos em espagos vetoriais com dimensao finita, em termos de subespacos
invariantes dos canais quanticos. Como ponto de partida para essa caracterizacao, é

apresentado o seguinte resultado:

Lema 8.1 ([42]) Seja um canal quantico € : B(H) — B(H) e A € B(H) um ponto fizo
de &, escreva A = (X, — X_)+i(Yy, —Y.), em que X, X_,Y, e Y_ sao operadores
positivos em B(H) tais que X, X =X X, =Y, Y. =Y. Y, =0. Entio, X, X_|Y, e
Y_ sao pontos fixos de E.

Como consequéncia deste resultado, Burgarth [42] afirma que os canais quanticos

nao-ergoddicos sao canais quanticos que admitem pelo menos dois pontos fixos distintos.
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Corolario 8.1 ([42]) Seja um canal quantico € : B(H) — B(H) tais que p e p' sao

dois pontos fixos distintos de £. Entao, p e p/ tem suportes ortogonais.

Diante do exposto, propomos a seguinte defini¢ao para canais quanticos nao-ergodicos:

Definigao 8.2 Seja um canal quantico € : B(H) — B(H). Dizemos que £ € nao-

ergodico se € possui pelo menos dois pontos fixos distintos.

A seguir, apresentamos um resultado que relaciona a classe dos canais quénticos

nao-ergoédicos com o conceito de capacidade de erro-zero dos canais quanticos.

Teorema 8.1 Seja € : B(H) — B(H) um canal quantico ndao-ergddico. Entao a capa-

cidade de erro-zero de € € positiva.

Prova: Temos por hipotese que £ é um canal nao-ergodico. Entao, por defini¢ao, £ possui
pelo menos dois pontos fixos distintos. Pelo Teorema 4.3, a capacidade de erro-zero de
um canal quantico é limitada inferiormente pelo log do ntimero de pontos fixos distintos

do canal. Portanto, para um canal nao-ergodico &, a capacidade de erro-zero é dada por
CO(&) > log 2.

O

A reciproca do Teorema 8.1 é invalida, isto é, existe um canal quantico com capacidade
de erro-zero positiva que tem um tnico ponto fixo. Abaixo, segue um exemplo ilustrando

1SS0:

Exemplo 8.1 ([19]) Seja um canal quantico £, representado pelos operadores de Kraus

a Sequar:
Ey = a(|00)00] + |11)11]) 4 [01)X01] + |10)10| (8.1)
E» = B(|00Y00] + |[11)(11] + [01(01] + [10)(10]) (8.2)
Ez = 5(]00)00] 4 [11)(11] — [01)(01] — [10)(10]) (8.3)

em que o escalar q € tal que 0 < p <1 ea =+/1—2q, B = +/q/2. O canal possui um
inico ponto fixo e nao € unital, isto é, E(I) = Z?Zl EzEZT % 1. Isso significa, que o ponto
fixo de € € algum operador diferente da identidade. Além disso, neste modelo de canal,

existe apenas um tnico estado p tal que E(p) = p [19, Exemplo 6.2]. A capacidade de
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erro-zero deste canal € positiva. Para ver isso, escolhendo os estados |00) = (1,0,0,0)
e |10) = (0,0,1,0), temos que tr(E(]00))E(|10))) = 0, e dessa forma a capacidade de

erro-zero deste canal qudntico € positiva.

O resultado a seguir apresentar mostra uma condigao para que um canal quéntico,

simultaneamente, ter capacidade erro-zero positiva e ser nao-ergodico.

Teorema 8.2 Seja & : B(H) — B(H) um canal quantico tais que Wy # {0} e Wy # {0}
sao subespagos invariantes de € e W1 N Wy = {0}. Entao, £ tem capacidade de erro-zero

positiva e € também nao-ergodico.

Prova: Como W, # {0} e W5 # {0} sao subespagos invariantes de £, entéo, pela segunda
parte da Proposicao 7.2, temos que existem py, € Wi e py, € W5 que sao pontos fixos
de £. Assim, a capacidade de erro-zero de £ é tal que C°(€) > log 2. Além disso, como

& possui pelo menos dois pontos fixos, segue que £ é nao-ergoddico.
O

Teorema 8.3 Seja € : B(H) — B(H) um canal quantico unital e nao-ergddico. Entao,

o adjunto E' possui capacidade de erro-zero positiva.

Prova: Por hipotese, o canal £ é unital. Entao, pelas Equagoes (7.22) e (7.23), temos que
€ e £ tém os mesmos pontos fixos. Como & é nao-ergodico, entdo £ possui pelo menos
dois pontos fixos; consequentemente, o mesmo acontece com £f. Portanto, pelo Teorema

4.3, concluimos que a capacidade de erro-zero do canal adjunto £' é positiva.
O

A partir do que provamos no Teorema 8.3, vamos fazer algumas observagoes a res-
peito dos pontos fixos de € e £T, que sdo muito importantes para o calculo da capacidade
de erro-zero desses canais. Antes, enunciaremos o lema a seguir, cuja prova é baseada em

[42, Teorema 1, Teorema 7|.

Lema 8.2 Seja € : B(H) — B(H) um canal qudntico nao-ergddico. Entdao, € e E'

possuem, respectivamente, subespacos invariantes nao triviais.

Primeiramente, a partir das ideias no paragrafo que antecede imediatamente as

Equagoes (7.22) e (7.23), temos que, sendo canal £ unital, entdo o canal fixa a identidade
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(E(I) = I). Da mesma forma, o canal adjunto £' fixa também a identidade (E7(I) = I).
Além disso, exite um projetor 0 < P < [ tal que

E(P) =P, (8.4)
ou, equivalentemente,
EN(P)=P. (8.5)

Para provar as Equagoes (8.4) e (8.5), note que, sendo £ um canal nao-ergddico, entdo,
pelo Lema 8.2, € possui um subespaco W nao trivial invariante. Assim, pelas propriedades

equivalentes da definicao de subespaco invariante de £, existe um projetor P tal que
E,P = PE;P ¢ E/P=PE'P (8.6)

para ¢ = 1,....,k. A partir destas relagoes obtemos, F;P = PE; e EZTP = PEiT para

i =1,...,x. Dessa forma,
E(P)=)Y EPE/ =) EEP=) EIP=P. (8.7)
=1 =1 =1

De modo analogo, podemos provar que £T(P) = P. A partir de analises preliminares,
podemos concluir que a capacidade de erro-zero do canal £ unital nao-ergodico, e, conse-
quentemente, de canal adjunto £, esta diretamente relacionada ao niimero de projetores

P (incluindo o projetor indentidade I), fixados pelos canais £ e £T, respectivamente.
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Capitulo 9

Consideracoes Finais

Na Teoria da Informacgao Quéntica Erro-Zero, uma das subareas de pesquisa é a
capacidade de erro-zero dos canais quanticos, que é o estudo do limite maximo das taxas
em que os canais quanticos podem enviar mensagens com erro de decodificacao exatamente
igual a zero. Dessa forma, saber se os canais quanticos tém ou nao capacidade de erro-
zero positiva é muito importante. Nesse sentido, existem, entao, na literatura a qual
tivemos acesso, trés testes que verificam se os canais quanticos tém ou nao, capacidade
de erro-zero positiva, os quais foram mencionados ao longo do Capitulo 4 deste trabalho.
Esses testes requerem um trabalho matemaético bastante denso, ao passo que necessitam
verificar condi¢oes matematicas em d? estados quanticos, caso o espaco Hilbert do sistema,
tenha dimensao d, para decidir se o canal quantico tem ou nao capacidade de erro-zero
positiva. Diante disso, propusemos no Capitulo 5 deste trabalho de tese, um teste de
capacidade de erro-zero para canais quanticos representados por operadores de Kraus.
O nosso teste leva em consideragao estados proprios comuns aos operadores de Kraus
do canal; consequentemente, requer uma verificacao de d estados proprios, isto €, acaba

sendo um teste vantajoso em relagao aos anteriores.

Ainda nessa linha de contribuir para a subarea de capacidade de erro-zero dos canais
quanticos, no Capitulo 6, desenvolvemos algumas conexoes entre o Teorema de Shemesh e
a capacidade de erro-zero dos canais quanticos. Até entao, ja existiam relagoes importan-
tes do Teorema de Shemesh com os estudos dos canais quanticos, por exemplo, a sondagem
da estrutura interna da algebra gerada pelos operadores de Kraus que representam os ca-
nais quanticos e também o uso do teorema para decidir sobre a irredutibilidade ou nao
dos canais quanticos. No nosso trabalho de tese, fizemos uma abordagem provavelmente
original, ao passo que relacionamos o Teorema de Shemesh com a capacidade de erro-zero
dos canais quanticos, mostrando, por exemplo, que os pontos fixos dos canais quanticos
pertencem ao subespago de Shemesh. Como a capacidade de erro-zero do canal se relaci-

ona com o nimero de pontos fixos do canal, dessa forma, segue uma conclusao sobre as
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conexoes entre o Teorema Shemesh e a capacidade de erro-zero dos canais quéanticos.

Outra questao relevante que trouxemos para este trabalho de tese é o que fizemos
no Capitulo 7, quando relacionamos o conceito de subespago invariante e o conceito de
capacidade de erro-zero dos canais quanticos. Em outras palavras, obedecendo as hipote-
ses matematicas da dimensao > 2 do subespaco invariante do canal quantico, o subespago
funciona como "um lugar de erro-zero"para os canais quanticos. Isso, ao nosso enten-
der, é muito significativo para as pesquisas envolvendo capacidade de erro-zero dos canais

quanticos.

Por fim, no Capitulo 8 investigamos uma classe de canais bastante importante para
a Teoria da Informacao Quéntica, que sao os canais ergodicos. Nessa investigacao, conse-
guimos propor uma defini¢ao para outra classe de canais, os chamados canais quanticos
nao-ergodicos, que sao aqueles que possuem pelo menos dois pontos fixos. Ora, ha uma
relagao entre o ntimero de pontos fixos e a capacidade de erro-zero dos canais quanti-
cos. Dessa forma, conseguimos organizar algumas conexoes iniciais entre canais quanticos

nao-ergodicos e a capacidade erro-zero dos canais quanticos.

9.1 Trabalhos Futuros

Nos desenvolvimentos realizados neste trabalho de tese, temos a percepcao de que da para

ir mais além em alguns resultados apresentados.

e Em relagao as conexoes do teorema de Shemesh e a capacidade de erro-
zero dos canais quanticos.
Compreendemos que um estudo mais refinado do subespaco de Shemesh pode apon-
tar novos limitantes para a capacidade de erro-zero dos canais quanticos represen-

tados por operadores de Kraus.

e Em relacao ao subespaco invariante e & capacidade de erro-zero dos ca-
nais quanticos.
Entendemos que esse "lugar de erro-zero"pode ainda ser explorado com mais profun-
didade. Na tese, mostramos que, se o canal quantico tem um subespaco invariante
de dimensao > 2, isso implica que a capacidade de erro-zero do canal é positiva.

Entao, uma ideia é investigar a reciproca deste resultado.

e Em relagao aos canais quanticos nao-ergddicos.
Neste trabalho de tese, compreendemos que os resultados desenvolvidos sao embri-

onarios, diante do que pode ser explorado. Por exemplo, serd possivel relacionar os
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canais quanticos nao-ergodicos com o limite quantico proposto pela desigualdade de
Wielandt [58]7

Sao questoes e perguntas ainda em fase inicial de reflexao.
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Apéndice A

Conceitos Basicos de Algebra Linear e
a PI-Algebras

Nesta secdo, apresentaremos uma sintese dos conceitos bésicos de Algebra Linear,
tomando como base os livros Matriz Analysis dos autores Horn e Johnson [53], Positive
Definite Matrices de Bhatia [54] e Matriz Theory: Basic Results and Techniques de Zhang
[55].

A.1 Revisao de algebra linear

A.1.1 Espacgo Vetorial

Nesta se¢ao, revisamos a estrutura basica da Algebra Linear, que é a do espaco
vetorial. A definigdo de um espago vetorial V', cujos elementos sao chamados de vetores,
envolve um corpo matemético F' arbitrario, cujos elementos sao chamados de escalares.

Corrigir tempo verbal.

Definigao A.1 (Espago vetorial) Seja V' um conjunto nao-vazio de vetores e F um

corpo matemdtico, munido com duas operagoes:

i. (Adigao de vetores) Associa a quaisquer u,v € V a somau+v € V.

ii. (Multiplicagao por escalar) Associa a quaisquer u € V, a € F o produto de vetor

por escalar au € V.

Entao, dizemos que V' € um espago vetorial (sobre o corpo F) se os axiomas sequintes

forem wvdlidos.
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1. Associatividade: u+ (v + w) = (u + v) +w, para todos u,v,w € V.

2. Elemento neutro: existe 0 € V' tal que u+ 0 = u, para todo u € V.

3. Elemento oposto: para cada w € V', existe —u € V' tal que u+ (—u) = 0.
4. Comutatividade: w4 v = v + u, para todos u+v € V.

5. Associatividade da multiplica¢io por escalar: a(bu) = (ab)u, para todos a,b € F' e
ueV.

6. Distributiva da soma de escalares em rela¢dao a um vetor: (a + b)u = au + bu, para
todos a,be F eueV.

7. Distributiva de um escalar em relagao a soma de vetores: a(u + v) = au + bv, para
todos u,v € V ea € F.

8. lu = wu, para todo u € V.

A fim de contextualizar o conceito de espaco vetorial para este trabalho de tese,

vamos considerar um vetor como sendo uma d-upla ordenada de nimeros

u=(ay,..,aq). (A.1)

Se os numeros a; € R, entao dizemos que o espago vetorial é um espaco vetorial
real. Por outro lado, se os ntiimeros a; € C, entao dizemos que o espago vetorial é um
espago vetorial complexo. No campo da Mecanica Quantica e da Teoria da Informacao

Quéntica, os espagos vetoriais de interesse sao os espagos vetoriais complexos.

No contexto deste trabalho de tese, considere o conjunto C¢, consistindo de todas as
d-uplas de nimeros complexos, as quais sao muito importantes. Isto é, para cada nimero

inteiro d > 1, seja C? o conjunto de vetores-colunas

ai
(A.2)
Qq
tais que a; € C,Vi =1,...,d. Assim, definindo as operagoes de soma e produto de vetor
por escalar, respectivamente, como sendo:
ai by ay + by a1 by
1. : + : = : , Vv : , : e C.

aq ba aq + by Qq ba
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ay aaq aq
2. a : = : , Va € C, : € C.

Qq aaq aq

Temos que duas operagoes satisfazem os itens da Definicao A.1 de espago vetorial, de

modo que C? é um espaco vetorial sobre C.

E oportuno fazermos alguns comentérios sobre os elementos do espaco vetorial C¢,
uma vez que, dado um vetor coluna u € C? o transposto do vetor u é o vetor linha,

denotado por u”. Isto é, dado um vetor

ai

T'=(ay,...,aq)". (A.3)

u = : € C?, escrevemos u

Qq

O conjugado complexo de um vetor u é denotado por u*. O transposto conjugado

do vetor u é denotado por u', ou seja,

ul = (u)T = ()" (A.4)

Além deste exemplo, vamos considerar o conjunto das matrizes M,(C) quadradas
de ordem d com entradas no corpo dos complexos C. Entao, considerando as operagoes
usuais de soma de matrizes e de multiplicacao de matrizes por escalares, é possivel verificar
que essas duas operacoes satisfazem os itens da Definicao A.1 de espaco vetorial, de modo

que My(C) é um espago vetorial sobre C.

No que se refere ao conceito de transposto e conjugado complexo dos elementos do
espaco vetorial My(C), vamos dizer que, dado A € My(C), entdo AT ¢ a transposta da
matriz A e o conjugado de A serda denotado por A*. Além disso, o transposto conjugado

de A sera denotado por Af, ou seja,
AT = (ADT = (AT)*. (A.5)

A.1.2 A Notacao de Dirac

No desenvolvimento da Mecanica Quéantica, uma notagao bastante particular para
os elementos de espagos vetoriais é a nota¢ao de Dirac [52]. A notagao de Dirac é uma
maneira concisa de representar os conceitos da Mecanica Quéantica, que implica uma
simplificacao dos calculos a serem realizados. Bra’s e ket’s sao nomes diferentes para

vetores linha e coluna:
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e Um vetor coluna u € C? é um ket,

aq
lu) =u = S (A.6)
aq
e Um vetor de linhas uf € C? é um bra,
(u| = u' = (al,...,a}). (A.7)

Observe que a mudanca de bra para ket também inclui a conjugacao complexa. Na
notacao de Dirac, a notacao para o vetor nulo do espacgo vetorial é ainda a notacao tradi-
cional 0, visto que as notagoes |0) = ( (1) > ell) = ( ? ) sao utilizados, respectivamente,

para designar os estados 0 e 1 de um qubit.

A.1.3 Base e Dimensao

Nesta se¢ao, vamos resumir os conceitos de base e dimensao de um espaco vetorial,

os quais também sao muito importantes no estudo das estruturas dos espagos vetoriais.

Definigao A.2 (Combinagao linear) Seja V' um espago vetorial sobre C. Um wvetor
|u) em V' € uma combinagao linear dos vetores |u1) , ..., |ug) em V', se exitem escalares

ai, ...,aq € C tais que

lu) = ay |ur) + ... 4 ag|uq) = Zai\u». (A.8)

Como consequéncia da propriedade associativa da adi¢cao de vetores e da propriedade

distributiva da multiplicacao de vetor por escalar, temos que para combinacgoes lineares:

d

Doailw) + Y bilus) =Y (ai + by) |us) (A.9)

i=1 V= 1=1

d d

CZ a; |u;) = Z(cai) lug) - (A.10)

i=1 i=1

Definigao A.3 (Independéncia e dependéncia linear) Seja V' um espago vetorial
sobre o corpo C. Dizemos que o conjunto de vetores = |ui),...,|ug) em V € line-

armente independente quando uma combinacao linear dos vetores que resulta no vetor
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nulo implica que todos os escalares sao iquais a zero. Em outras palavras, se

aq |u1>+...—|—ad|ud> :O, (All)
entdo, o conjunto de vetores = {|u1),...,|uq)} em V € linearmente independentes, se
a; = ... = a, = 0. Caso contrdrio, dizemos que o conjunto vetores f = {|u1),...,|uq)} €

linearmente dependente.
A partir da Definicao A.3, podemos apontar algumas consequéncias imediatas:

1. Qualquer conjunto que contenha um conjunto linearmente dependente é linearmente

dependente.

2. Qualquer subconjunto de um conjunto linearmente independente é linearmente in-

dependente.
3. Qualquer conjunto que contenha o vetor nulo é linearmente dependente.

4. Um conjunto 8 de vetores é linearmente independente se, e somente se, cada sub-

conjunto finito de 8 é linearmente independente.

Definigao A.4 (Base) Seja V' um espago vetorial sobre o corpo C. Definimos uma base
para V. como sendo um conjunto de vetores 3 em V' que € linearmente independente e que
gera o espago vetorial V. O espago vetorial V' € dito ter dimensao finita se possui uma

base com uma quantidade finita de vetores.

Seja V' um espaco vetorial sobre C. Definimos a dimensao de V como sendo o
numero de vetores em uma base de V. Denotamos por dim V' a dimensao de um espago
vetorial finito V. Por exemplo, a dimensdo do espaco vetorial C? ¢ d e a dimensao do
espaco vetorial My(C) é d?, ou seja, dim C? = d e dim M,y(C) = d°.

A.1.4 Subespaco

Nesta secao, vamos resumir o conceito de subespaco de um espago vetorial, o qual

¢é bastante importante para a compreensao de alguns resultados neste trabalho de tese.

Definigao A.5 (Subespago) Seja V' um espago vetorial sobre C. Um subespago de V
¢ um subconjunto nao vazio U de V que é, ele proprio, um espago vetorial sobre C, com

as operacoes de adicao vetorial e multiplicacao por escalar em V.
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A partir dos axiomas de definicao de espago vetorial, podemos verificar de forma
imediata que um subconjunto nao vazio U de V' é um subespaco vetorial se, para quaisquer

|u) ,|v) € U e a € C, temos:

1 Ju)+|v) €U

2. alu) eU.

Observe ainda que o vetor nulo pertence ao subespago U e que, para cada |u) € U, o

vetor oposto (— |u)) também pertence ao subespago U.

Exemplo A.1 Seja V' um espaco vetorial sobre F. A intersecio de qualquer conjunto
de subespacos de V' é um subespaco de V. Para ver isso, considere uma colecao Uy de
subespacos de Ve seja U = (,U,. Entao, dados |u),|v) € U, e a € F, temos que
lu) + |v) e alu) pertencem a todo U;. Assim, |u) + |v) € (), U; e alu) € (), U;. Dessa

forma, concluimos que U = (), U, € um subespago de V.

Definigao A.6 (Subespago gerado) Seja 8 = {|uq),...,|uq)} um conjunto finito de
vetores de um espago vetorial V. O subespago gerado por (3, o qual denotamos por span([3),

¢ definido como sendo a intersegao U de todos os subespagos de V' que contém (.

Em outras palavras, o subespago de V' gerado por 8 = {|us), ..., |uq)} é o conjunto
de todas as combinacgoes lineares dos vetores em (3. Podemos encontrar mais detalhes

sobre essa afirmac@o no Teorema 3 da referéncia [56].

A.1.5 Espaco de Hilbert

Definicao A.7 (Produto interno) Seja V' um espago vetorial sobre C. Definimos o

produto interno entre dois elementos |u) ,|v) € V, como uma fungdo

() : VXV — C
(w,0) +— (ufv) = q,
que sequintes as propriedades:
1. Linearidade: (ul|v) = (u| Y, a;v;) = >, a; (u|vy), |w),|v;) €V ea; € C.
2. Simétrico conjugado: (u|v) = (v|u)*, |u),|v) € V.

3. Definido positivo: (u|u) > 0, se |u) # 0, (ulu) = 0, se, e somente se, |u) = 0,
lu) , vy € V.
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4. Linearidade do conjugado: (Y, au;|v) = . al (u;|v), |uw),|v) €V ea; € C.

Explicitamente, no espaco vetorial C?, o produto interno é o produto elementar do

bra e do ket, conforme segue:

b
d
(ulv) = < ay,as, ..., a} > b‘2 = Za;*bi. (A.12)
: i=1
ba

Por outro lado, seja V' um espago vetorial sobre C e |u),|v) € V. Dizemos que |u)
e |v) sdo ortogonais se:
(u|v) = (v|u) = 0. (A.13)

Definimos, ainda, a norma de |u) € V' como:

[Hu) [} =/ (ulu). (A.14)

Dizemos também que o vetor |u) é unitario se |||u) || = 1. E importante destacar que,
a partir de qualquer vetor nao nulo |u), podemos construir um vetor unitario |u)
definindo:

normal’

) _ (A.15)

normal || |U,> ||

O vetor |u), ... ¢ chamado de vetor normalizado. E importante destacar que um
estado quantico é representado por um vetor normalizado. Além disso, devemos ressaltar
que dois vetores normalizados |u) e €' |u), que diferem por uma fase ¢ € R, representam o
mesmo estado quantico. Um conjunto de vetores |i) é dito ortonormal se (i|j) = dij (delta
de Kronecker) e se todos sao unitarios. Uma base ortogonal para um espago vetorial de
dimensao d ¢ um conjunto de d vetores mutuamente ortogonais. Uma base ortogonal é

ortonormal se todos os vetores forem unitérios.

O conceito de métrica é necessario para definir o espago vetorial de Hilbert.

Definigao A.8 (Métrica) Seja um conjunto M nao vazio. Uma fungaod : Mx M — R
¢ uma métrica no conjunto M quando, para todo par x,y € M, o nimero real d(z,y)

satisfaz as sequintes condicoes:
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Um espago métrico, que denotamos por (M, d), ¢ um par formado por um conjunto

nao vazio M e uma métrica d(z,y).

Definicao A.9 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia {x,} em um espago métrico
(M,d) € uma sequéncia de Cauchy se, para cada € > 0, existe um nimero natural ng tal

que d(Tp, Tpy) < € para n,m > ng.

Um espago métrico (M, d) é completo quando todas as sequéncias de Cauchy con-
vergem para um limite que pertence ao espaco. Por defini¢ao, todo espago vetorial com

produto interno tem uma métrica associada e, portanto, sao espagos métricos.

Definigao A.10 (Espago de Hilbert) Seja H um espago wvetorial sobre C e (-,-):
H xH — C um produto interno. Dizemos que H € um espaco de Hilbert se for completo

com a norma induzida pelo produto interno.

A.1.6 Operadores lineares

Nesta secao, vamos introduzir as transformacoes lineares, que sao fungoes que rela-
cionam espacos vetoriais e levam em consideracao as operacoes desses espagos vetoriais.
Ao longo desta introduc¢@o, vamos nos concentrar em alguns aspectos das transformagoes
lineares do espago vetorial nele mesmo (ou seja, operadores lineares) que consideramos

importantes para este trabalho de tese.

Definigao A.11 (Transformacao linear) Sejam V' e W espagos vetoriais sobre C. De-
finimos uma transformagao linear A de V-em W, como uma fun¢io A :'V — W que

satisfaz as sequintes condigcoes:

L AJu) + |w) = A(lu)) + A(|v)

2. Alalu)) = aA(|u))
para todo |u) ,|u)y € V ea € C.

Sendo uma transformagao linear A : V. — W tal que A é injetora e sobrejetora
simultaneamente, entao A é chamada de isomorfismo. Neste caso, os espagos vetoriais V/
e W sao ditos isomorfos e denotamos por V' = W. Matematicamente, dois subespacos

vetoriais isormorfos preservam as mesmas estrtuturas algébricas.

Na Definicao A.11, quando os espaco vetoriais sao os mesmos, isto é, V = W, entao

a transformacao linear A : V — V é chamada de operador linear de V.
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E importante notar que, sendo A um operador linear de V', entéo vale que A(0) = 0.

Além disso, um operador linear preserva combinacoes lineares, ou seja,
Aay [ur) + -+ + aalug)) = a1A(Jur)) + - - - + aaA(|ua)), (A.16)

para |ui), ..., |ug) € V e ay,...,aq € F. Além dessas duas propriedades, outra propri-
edade importante de um operador linear é que, se considerarmos uma base ordenada
B =|uy),...,|ug) de um espago vetorial V' sobre C, entao existe um tnico operador linear
de V tal que Au;) = |uj), j =1,...,d.

Exemplo A.2 Seja V um espago vetorial sobre C e |v) € V. O operador identidade I,
definido por I'|v) = |v), € um operador linear de V. O operador nulo 0, definido por

0|v) = 0, € outro operador linear de V.

Exemplo A.3 Seja V um espaco vetorial sobre C com dimensado finita d, e sejam A e
A operadores lineares de V. Entio, definindo (A+ A) |u) = A(|u)) + A(|u) e a(A|u)) =
A(a|u)), o conjunto de todos os operadores lineares de V', juntamente com a adi¢io e a
multiplicagao por escalar definidas acima, é um espago vetorial sobre C. Vamos denotar

por L(V') o espago vetorial de todos os operadores lineares de V.

Definigao A.12 (Nucleo e imagem) Sejam V  um espago wvetorial sobre C e

AV — W um operador linear de V. Definimos:

1. O nicleo de A € o conjunto dos |u) € V tais que A(|u)) = 0, e denotamos por

Ker(A).

2. A imagem de A € o conjunto A(|u)) tais que |u) € V, e denotamos por Im(A).

E oportuno destacar que o Ker(A) e a Im(A) sdo subespacos vetoriais de V e W,
respectivamente. Além disso, o operador linear A do espago vetorial V' é sobrejetor se, e
somente se, Im(A) = W. Além do mais, o operador linear A ¢ injetor se, e somente se,
Ker(A) =0.

A.1.7 Representacao de transformacoes lineares por matrizes

Nesta secao, vamos verificar que o estudo dos operadores lineares em espacos veto-

riais de dimensao finita pode ser reduzido ao estudo de matrizes.

Sejam dadas duas bases ordenadas 5 = {|v1), ..., |vg)} de V e ' = {Jwy), ..., |wp)}
de W, e A:V — W uma transformagao linear de V' em W. Entao, para cada j €
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{1, ..., D}, existe um conjunto de escalares Ay;, ..., Ap; tais que

A(lvy)) = ZAz'j |w;) . (A17)

Os escalares A;; formam uma representacao matricial d x D da transformacao linear A
nas bases ordenadas 5 e ' de V e W, respectivamente. No caso em que 0s espacos
vetoriais V' = W, o operador linear A de V é representado por uma matriz quadrada
A;; de ordem d x d. Por outro lado ¢ importante destacar que sendo V' um espago
vetorial com dim V = d sobre o corpo C e considerando os espagos vetoriais L(V') e
M,4(C), entao é possivel mostrar L(V) e My(C) sao isomorfos. Diante disso, temos que

dim My(C) = L(V) = .

Os elementos da matriz A;; podem ser calculados através do produto interno de |w;)

com |v;), como segue:

Ay = (wi| Alv;) . (A.18)

Equivalentemente, se {|j)} € V e {|i)} € W sao bases ortonormais ordenadas de V e W,

respectivamente, entao

Observe que a notacao bra-ket expressa de forma compacta os elementos da matriz.
Além disso, é preciso ter sempre em mente que a matriz que representa A depende da

base ordenada, e que existe uma matriz que representa A em cada base ordenada.

Os operadores de Pauli I, X, Y, Z desempenham um papel central na Teoria da
Informacao Quantica. O espaco vetorial desses operadores ¢ C? e, em relacio a base

|0) = < (1) ) e|l) = < (1) > tem a representagdo matricial

I:(l()),xz(()l),y:(Q _i>,2:(1 O). (A.20)
01 10 i 0 0 —1

A.1.8 Produto externo e relacao de completude

Na primeira parte desta se¢ao, vamos resumir o conceito de produto externo de
vetores, que consiste em multiplicar vetores formando as transformacoes lineares que

atuam sobre o espaco vetorial.

Definicao A.13 Sejam V e W espacos vetoriais sobre C. Sendo |v) € V e |w) € W,
definimos o produto externo de |v) com |w) como sendo a transformagao linear |w) (v| :

V — W tal que

(lw) WD (') = |w) (wv') = (]v') [w). (A.21)
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em que |[v') € V.

Devemos lembrar que (v|v') é um escalar; portanto, a Equagao A.21 tem duas in-

terpretacoes:

1. A agdo de um operador linear sobre um vetor |v').

2. O produto de um escalar com o vetor |w).

Na segunda parte desta se¢ao, vamos introduzir a relacao de completude, que é um

resultado importante sobre o produto externo.

Sejam V' um espago vetorial sobre C e |v) € V. Seja {|j)} uma base ortonormal de
Veelv)=>".a;|v;), coma; € C. Observe que o resultado da aplicagao do operador linear

|7) (j| no vetor |v) é

oI G fod = D010 U1 ali) = D als) gli = D acli) 8 = D ali) = o).
’ j l ! ! Z (A.22)

Portanto, o operador devolve o préprio vetor e, por conseguinte, o operador é o operador
de identidade,

Z |o)i] = 1. (A.23)

Esta equacao é conhecida como a relagao de completude, ou, também, como a resolucao
da identidade.

A.1.9 Operadores unitarios e hermitianos

Seja V um espaco vetorial sobre C e A um operador linear em V' cuja representacao
matricial ¢ A;;. Entao, a transposta conjugada de A;; ¢ denotada por A}; e representa o

operador adjunto Af, também chamado de conjugado hermitiano de A.

Definigao A.14 (Operador auto-adjunto) Seja V um espaco vetorial sobre C e A

um operador linear em V. Dizemos que A € auto-adjunto ou Hermitiano, se A = A'.

Se |u) = AT |w), entdo é possivel verificar que:

(w] Afv) = (ulv), V]u), |v), Jw) € V. (A.24)

E também que:
(Jw) (W) = |v) (w], V|v),w) € V. (A.25)
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Por outro lado, supondo que o operador linear A seja invertivel, entao existe um
operador linear A~! tal que AA™! = A"1A=1.

Definigao A.15 (Operador unitario) Seja V' um espaco vetorial sobre C e A um ope-

rador linear em V. Dizemos que A € unitdrio, se ATA = AAT = 1.

Uma propriedade importante é que os operadores unitarios preservam produto in-
terno, isto ¢, dado um operador unitario A em V tal que |v') = A|u) e [v') = A|v) com
') [u), [0) ; Jv) € V, entdo

(W' |0’y = (u] ATA|v) = (u| I |v) = (ulv) . (A.26)

Um conjunto importante de operadores unitarios, com utilizacao recorrente no es-

tudo da Teoria da Informacao Quéntica, sao os operadores de Pauli A.20.

A.1.10 Espaco vetorial do produto tensorial

Nesta secao, vamos construir o espaco vetorial do produto tensorial, o que ma-
tematicamente significa construir espacos vetoriais maiores a partir de espagos menores

utilizando o produto tensorial.

Sejam V e W espacos vetoriais finitos sobre C, com dimV = m e dimW = n.
O espago vetorial do produto tensorial, 7 =V ® W, é também um espago vetorial com

dimensao mn, cujos elementos de H; ®H, sao combinacoes lineares de produtos tensoriais

) = |v) @ [w) = [ow) = |v) |w), (A.27)

em que |v) € V e |w) € W. Entao, supondo

ay by
=] “ |eve ju= b} e W, (A.28)
Am by,
temos que
aq by ai |w)
n=mel=| 2 o " =] ®" | (A.29)
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Por outro lado, se |i) € V e |j) € W s@o bases ortonormais de V' e W, respectiva-

mente, entao

k) = [1) @ [7) (A.30)
é uma base ortonormal de T =V @ W.

Por construcao, o espago vetorial do produto tensorial satisfaz os axiomas da defi-

nicao A.1 de um espago vetorial:

1. Paraa e C, vy e Vel|w) e W,

a(lv) @ jw) = (a(|v)) ® [w) = [v) @ (a|w)).

2. Para |vq),|v) € Ve |w) e W,

(1) +[v2)) © [w) = Jo1) @ Jw) + |v2) @ |w) .

3. Para |v) € Ve |wy), |wy) € W,

[0) (Jw1) @ |ws)) = [v) © [wy) + [v) & |ws) .

O produto interno do espaco vetorial do produto tensorial pode ser obtido a partir
do produto interno de suas componentes. Isto é, dados dois vetores |u) e |u') no espago

do produto tensorial 7 =V @ W, tais que

u) = Zai |vi) ® |w;)

') =Y by o)) ® ).
J
O produto interno

(uluy = 37 a7 (el © ) 3 b o) @ ) =

Z a; b ((vilvg) @ (wilwy)) = Z a;bj (vilvy) (wilwy) , (A.31)

transforma os vectores de 7 = V ® W em escalares.

Além disso, podemos definir operadores lineares no espaco vetorial do produto ten-

sorial. Para isso, sejam A e B operadores lineares sobre os espacos vetoriais V e W,
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respectivamente. Entao, definimos um operador linear C' no espaco vetorial do produto
tensorial 7 =V ® W como sendo

C=AxB, (A.32)

ese [t) = |v) ® |w) é um vetor em T =V @ W, entdo
Clt)y =(A® B)(Jv) ® |w)) = Av) ® Blw) . (A.33)

A.1.11 Autovetor e autovalor

Nesta secao, vamos resumir os conceitos de autovetor e autovalor de um operador

linear. Esses dois conceitos sao bastante importantes no contexto deste trabalho de tese.

Definigao A.16 (Autovetor e autovalor) Seja V' um espago vetorial sobre C e A um
operador linear de V. Definimos um autovetor (ou vetor proprio) de A como sendo um
vetor ndao nulo |v) € V, tal que

Alv) = Av). (A.34)

O nimero complezo X é chamado de autovalor (ou valor préprio) associado ao autovetor

[v)-

No contexto deste trabalho de tese, vamos usar os termos autoestado (ou estado

proprio) para nos referirmos ao autovetor (ou vetor proprio) de um operador linear A.

Para um operador linear A do espago vetorial V' sobre o corpo C, a representagao

diagonal ¢ definida como

A= Z Ai [¥i) (i (A.35)

em que [¢;) é um conjunto de autovetores de A, associados aos seus correspondentes

autovalores.

Os operadores hermitianos e unitarios sao ambos diagonalizaveis. Os autovalores de
um operador hermitiano sao nimeros reais, e os autovalores de um operador unitéario sao

ntmeros complexos cujo valor absoluto é igual a um.

Além disso, dado um operador linear A do espaco vetorial V' sobre o corpo C, vamos
definir o traco de A e denoté-lo por tr, A como sendo a soma dos elementos diagonais

principais de sua representacao matricial, ou seja,
tr, A=Y Ay (A.36)
i

Ademais, o trago de um operador diagonalizavel é a soma dos autovalores, e o determinante

é o produto dos autovalores.
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A.2 PI-Algebra

Nesta secao, sao apresentados alguns conceitos envolvendo o estudo das &lgebras,
e serd enunciado o teorema de Amitsur-Levitzki. Esses topicos s@o abordados tomando

como base as referéncias [26], [57].

A.2.1 Algebra

Defini¢do A.17 (Algebra) Seja A um espago vetorial sobre C. Dizemos que A € um

dlgebra sobre C, se a operagao x x : V x V. — A € bilinear, ou seja:

1. (a+b)xc=a*xc+bxc
2.a%x(b+c)=axb+axc

3. Maxb) = (Xa)*xb=ax(A\b)
para quaisquer a,b,c € A e X € C.

Na Definicao A.17, a operacgao * é chamada de produto ou multiplicacdo. Por simpli-
cidade de notagao, vamos denotar (A, ) simplesmente por A e a x b por ab, para a,b € A.
Definimos também ajasaz como sendo (ajas)as e, indutivamente, ajas...a,a,,1 como
sendo (ajas . ..a,)a,1 para a; € A. Sendo A uma algebra, vamos dizer que um subcon-
junto 8 é uma base de A se [ for uma base de A como espago vetorial. Com isso, definimos
a dimensao de uma algebra A como sendo a dimensao de A como espaco vetorial, e ela

seré denotada por dim A.

Seja A uma élgebra. Entao:

1. A ¢é associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € A.
2. A é comutativa se ab = ba para quaisquer a,b € A.

3. A ¢& unitdria (ou com unidade) se existe 1 € A tal que la = al = a para todo

ac A

Ademais, as algebras A consideradas neste trabalho sao associativas e com unidade; caso

contrario, isso sera informado ao leitor.

O espago vetorial M(C) de todas as matrizes d x d com entradas sobre C, munido do
produto usual de matrizes, ¢ uma algebra associativa com unidade, cuja dim My(C) = d?.

De maneira geral, se A é uma algebra, podemos considerar o espago vetorial de todas as
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matrizes d X d com entradas em A, denotando-o por My(.A). O produto de matrizes em
M,(A) é analogo ao produto em M;(C) com entradas sobre C. Ademais, este produto

define em My(A) a estrutura de uma algebra.

Definicao A.18 (Subalgebra) Seja A wuma dlgebra. Um subespago B de A é uma
subdlgebra de A se B for multiplicativamente fechado, ou seja, BB C B.

Seja A uma algebra e Si, ..., S, € A. O subespago formado por todas as expressoes
SitSE .. SZC * e suas combinagoes lineares constitui uma subélgebra de A. Um exemplo

em particular é a subélgebra gerada por Sy, ..., S, € M,.

A.2.2 PI-Algebra

Definigao A.19 (Identidade polinomial) Sejam f = f(x1,x2,...,2,) um polindémio
nas varidveis nao comutativas ry,xs, ..., T,, cujos coeficientes pertencem a C, e A uma
dlgebra associativa com unidade. O polinomio f é uma identidade polinomial para a
dlgebra A se

flai, ag,...;a,) =0 (A.37)

para quaisquer ay, as, ...,d, € A.

Uma PI-éalgebra é uma élgebra A que possui uma identidade polinomial f # 0.

O polinémio

Std(xl, Ty euey xd) = Z (—1)”x0(1)x0(2)...x0(d) (A.38)
oESy
em que Sy é o grupo simétrico das permutagoes e (—1)? é o sinal da permutagao o é

chamado de polinémio standard de grau d.

No ano de 1950, S. A. Amitsur e J. Levitzki [26], usando argumentos combinatorios,
demonstraram que o polinémio standard Sty é uma identidade polinomial para a algebra
My(F)'. A demonstragao deste resultado, chamado de Teorema de Amitsur-Levitzki é
considerada um marco na histoéria da PI-Algebra. O Teorema de Amitsur-Levitzki é

enunciando a seguir:

1O espaco vetorial My(F) de todas as matrizes d x d com entradas sobre o corpo F, munido do
produto usual de matrizes, é uma algebra associativa com unidade denota a algebra de todas as matrizes
d x d.
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Teorema A.1 (Amitsur-Levitzki) Seja a dlgebra My(F'), entdo:

Staa(Ar, Az, ..., Asg) = Y (1) Ag(1)Ao(2) - Aaa) = 0, (A.39)

g€Ssq

para quaisquer Ay, ..., Asq € My(F). Em outras palavras a dlgebra My(F') satisfaz o
polinomio standard de grau 2d. Além disso, a dlgebra My(F) ndo satisfaz o polindmio

standard de grau menor do que 2d.

O Teorema de Amitsur-Levitzki desempenha um papel fundamental na teoria das PI-
Algebras, assegura que o polinémio standard é uma identidade polinomial para a algebra
My(F). Além disso, o teorema tem sido explorado no contexto da Teoria da Informacao
Quantica, onde as algebras de matrizes surgem naturalmente na descricao de sistemas
quéanticos e suas operagoes [25]. No contexto desta tese, o Teorema de Amitsur-Levitzki

é utilizado na demonstragao do teorema de Shemesh generalizado [30].



