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Resumo

As estrelas de néutrons sdo um entre os possiveis estagios finais da vida de estrelas
massivas que pertencem a sequéncia principal. Sao pequenas, porém extremamente
quentes e densas, apresentam altissimas gravidades e podem ter campos magnéticos
extremos. O desenvolvimento da teoria da relatividade geral foi fundamental para o
estudo e compreensao dos objetos em questao, isso porque, seria impossivel compreendé-las
utilizando a teoria da gravitacao classica de Isaac Newton. A métrica que caracteriza
geometricamente as estrelas de néutrons ¢ inspirada na solugdo de Schwarzschild para a
relatividade geral. Dentro do estudo dos pulsares, é necessario compreender que as estrelas
de néutrons tém rotacao composta por duas componentes: uma de corpo sélido e outra de
fluido. Desta forma, os fortes campos magnéticos exercem um efeito de desaceleragao da
taxa de rotacao que acontece a partir do momento em que ha perca no momento angular
da radiacao eletromagnética. Assim, o presente trabalho tem como objetivo abordar
topicos da relatividade geral, fazendo uma abordagem acerca das generalidades dos campos
escalares reais, e, posteriormente, esse ferramental sera aplicado para a caracterizacao
de parametros utilizados na descricao de pulsares, mais especificamente no estudo da
modelagem da equacao indice de frenagem, a fim de obtermos curvas do indice de frenagem
em funcao de tempo. Nestas abordagens esperamos submeter nossas propostas tedricas a

dados experimentais.

Palavras-chave: Estrelas de néutrons, pulsares, solugao de Schwarzschild, indice de

frenagem.



Abstract

Neutron stars are one of the possible ends of life for massive stars that belong to the main
sequence. They are small but extremely hot and dense, have very high gravities and can
have extreme magnetic fields. The development of the theory of general relativity was
fundamental for the study and understanding of the objects in question, because it would
be impossible to understand them using Isaac Newton’s classical theory of gravitation.
The metric that geometrically characterizes neutron stars is inspired by the Schwarzschild
solution for general relativity. Within the study of pulsars, it is necessary to understand
that neutron stars have a rotation composed of two components: a solid body and a fluid
one. In this way, the strong magnetic fields exert a deceleration effect on the rate of
rotation that occurs from the moment there is a loss in the angular momentum of the
electromagnetic radiation. Thus, the present work aims to approach general relativity,
making an approach about the generalities of real scalar fields, and, later, this tool will
be applied for the characterization of parameters used in the description of pulsars, more
specifically in the study of the display of the braking index, in order to obtain curves
of the braking index as a function of time. In these approaches, we hope to submit our

theoretical proposals to experimental data.

Keywords: Neutron stars, pulsars, Schwarzschild solution, braking index.
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1 Introducao

Os campos escalares tém a sua dindmica, seu comportamento e suas interagoes
governadas a partir de uma teoria de campo relativistica [1], e sdo considerados os mais
simples encontrados na natureza. A teoria de campo escalar pode ser aplicada para o
desenvolvimento de uma fisica que se volta para o estudo de particulas e campos, e usada

para caracterizar o fend6meno de quebra espontanea de simetria.

Tal fendomeno ganha um destaque na fisica, devido ao surgimento da massa para
particulas elementares, e além disso, unifica as interacoes realizadas por tais particulas,
além de poder descrever, a estrutura topoldgica do universo [2]. Os campos escalares
permeiam o espago-tempo e associam cada ponto desse espaco a uma grandeza fisica,

responsavel por possibilitar as interagoes entre as particulas distintas.

Em sua forma mais abstrata, se apresentam como energia, e, consequentemente,
quando analisados a partir de altas energias e regimes que se voltam para comportamentos
relativisticos, também sao matéria. Quando analisados dentro do estudo da fisica clas-
sica, os campos escalares normalmente sao utilizados para representarem, por exemplo,
distribuigoes de temperaturas, campos de pressao (em fluidos), e além disso também estao

interligados a energia potencial, seja ela gravitacional ou elétrica.

A partir dai, é possivel verificar a infinidade de caminhos que podem ser trilhados
a fim de estudar os campos escalares, suas distingoes, aplicacoes e finalidades [3]. Mate-
maticamente, em outras palavras, o campo escalar pode ser definido e delimitado por um
conjunto de pontos que estao diretamente associados a uma funcao escalar do tipo f(r),

onde r ¢ a coordenada de posi¢ao no espaco.

Através da utilizacao de formalismos como o lagrangiano e hamiltoniano, inimeros
fendmenos fisicos podem ser descritos, desde a interacdo microscépica entre particulas
como também a interagdo gravitacional existente em larga escala. Mediante sua evolugao
e descobertas, foi possivel utilizd-la como ferramenta para a comprovacao da teoria da

relatividade de Einstein, e da descricao da evolugao do Cosmos.

A interacao gravitacional utiliza uma descrigdo na qual o conceito de forca nao
é utilizado, ou seja, ao invés de agir através de uma forga caracteristica, a presenca de
um campo gravitacional é representada por uma deformagao que ocorre na estrutura do
espago-tempo [4]. E importante reforcar que esta deformacio preserva o cardter pseudo-
Riemanniano do espaco-tempo plano de Minkowski da Relatividade Especial, e a partir
dai é possivel compreender que o espago-tempo que nao apresenta deformacoes, nao tem a

presenca de gravitacao.
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Em outras palavras, supoe-se que a presenca de um campo gravitacional produz
uma curvatura, mas nenhuma outra deformacado no espacgo-tempo. Desta forma, uma
particula livre no espago plano vai sempre seguir uma linha reta, ou seja, uma curva com
direcao constante, que é conhecida como geodésica, termo muito utilizado para compreender
a relatividade geral. Como o tnico efeito da interacao gravitacional, é, portanto, dobrar o
espago-tempo para dotalo de curvatura, toda particula que for submetida exclusivamente

a gravidade seguird uma geodésica do espago-tempo deformado [5].

A teoria da relatividade geral estabelece que a interacao gravitacional é descrita
por uma geometrizagao do espago-tempo [6]. Einstein comegou a enfrentar o problema
relacionado ao fato de haver discrepancias marcantes entre a gravitagdo proposta por Isaac
Newton e os dados experimentais. E justamente a partir da contradicdo teérica entre a
gravidade de Newton e a teoria da relatividade restrita, que nasce a teoria da relatividade
geral. A busca por uma teoria relativistica da gravitagao leva a uma ruptura radical com

a gravitacao newtoniana.

O modelo cosmoldgico padrao, o Big Bang, afirma que em algum momento o universo
em sua formacao estava a um estado extremo de temperatura e densidade, no qual deu
origem a um plasma de quarks e gltions, composto por particulas elementares dissociadas,
assim como os elétrons livres. Mediante a expansao que continuava acontecendo, sucedeu-se
a formacao das primeiras estrelas, e, posteriormente, os demais corpos celestes. Tal modelo
padrao nao oferece todas as respostas, como por exemplo, para explicar uma expansao

acelerada em um curto intervalo de tempo.

Quando se menciona o universo de modo geral, é importante destacar a importancia
e o grande interesse em se compreender a natureza das estrelas. Tal curiosidade surgiu
antes mesmo da definicao do termo ciéncia, e gracas a recentes observagoes e modelagens
tedricas, podemos compreender o ciclo de vida das estrelas. E a partir dele, que podemos
chegar a defini¢do das estrelas de néutrons, que sdo objetos de dimensdes pequenas, porém
extremamente quentes e densas, e que apresentam altissimas gravidades e podem ter

campos magnéticos extremos [7].

A partir da compreensao das estrelas de néutrons, podemos chegar a definicao de
um pulsar. Sabe-se que toda estrela possui um campo magnético que em geral ¢é fraco.
Entretanto, quando o nicleo de uma estrela é comprimido até atingir o estagio de uma
estrela de néutrons, o fraco campo magnético é também comprimido, onde as linhas de
campo se adensam, tornando o campo magnético muito intenso. Dessa forma, um campo
magnético forte, combinado com alta rotacao produz fortes correntes elétricas na superficie
da estrela de néutrons as quais sao responsaveis pela emissao de rajadas periddicas de
radiacao sincrotron. Estrelas em rotagao que emitem esse tipo de rajada de radiacao sao

conhecidas como pulsares.

O fisico alemao Karl Schwarzschild foi o responsavel por trabalhar na solucao das
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equacoes de Einstein para o caso no vacuo, utilizando uma versao anterior dos trabalhos
de Einstein, onde em 1916 houve a divulgacao da primeira solugdo, que recebeu o seu
nome [8]. A solugdo de Schwarzschild providenciou andlises que posteriormente seriam
utilizadas para testar a validade da relatividade geral de Einstein. Os chamados testes

classicos deram forca a teoria. A propulsao de Einstein ao estrelato veio a partir dai.

Para explicar o decaimento da frequéncia de rotagao dos pulsares, normalmente
se utiliza o modelo canonico, que considera que tais objetos sao descritos como dipolos
magnéticos rotacionando [9]. Aplicando a expansdo em Taylor para o fator de escala,
da Cosmologia, é possivel obter parametros dos termos desta expansao que estejam
relacionados diretamente a fisica dos pulsares, e um destes modelos é o préprio indice de
frenagem. Desta forma, é possivel generalizar a equacao de desaceleracao da rotacao de
um pulsar, e obter curvas de decaimento de rotacao, além de ser possivel estudar outras

caracteristicas dos pulsares, em geral.

O presente trabalho foi dividido da seguinte maneira: o capitulo 1 aborda a teoria de
campos, e suas especificidades; o capitulo 2 traz uma abordagem da relatividade (restrita e
geral) com seus principios, além das equagbes de Einstein e a derivacdo destas equagoes; o
terceiro capitulo nos direciona para uma abordagem astrofisica, mais precisamente voltada

para o estudo das estrelas de néutrons e a solucdo de Schwarzschild.

O capitulo 4 traz a problematica do nosso estudo, que esta relacionada a analise
de parametros cosmolégicos e suas aplicagoes ao estudo dos pulsares. Assim, pretendemos,
a partir de dados experimentais, generalizar a equacao do indice de frenagem, adotando
um superpotencial, para que seja possivel obter curvas do indice de frenagem em funcao
do tempo para pulsares. Temos como perspectivas realizar a caracterizacao de pulsares

através de analises de parametros fisicos.
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2 A teoria de Campos

A teoria de campos é de fundamental relevancia para a compreensao das interagoes
das particulas elementares. E a partir do uso de formalismos como o lagrangiano e
hamiltoniano que intimeros fenémenos fisicos podem ser descritos, desde a interacao
microscopica entre intimeras particulas como também a interacao gravitacional existente
em larga escala [10]. O estudo da teoria classica de campos se volta principalmente a

busca por solugoes das equagoes de movimento que advém da minimizacao da agao.

A ideia de descrever fendmenos de natureza fisica com campos nao é nova, entretanto,
seu desenvolvimento matemaético é razoavelmente novo. Ela surgiu mais explicitamente
através das pesquisas de Faraday e Maxwell, e a partir de entao, desenvolveu-se o eletromag-
netismo e a relatividade geral com campos classicos e muitos outros, usando o formalismo

que fora obtido para demais fendmenos quanticos que fazem uso de tal abordagem.

A teoria de campos é um importantissimo suporte para uma série de teorias
conhecidas. Mediante sua evolugao e descobertas, foi possivel utiliza-la como ferramenta
para a descricao da relatividade, de Albert Einstein, e boa parte da mecanica quantica.
Além disso, consegue ir desde a descricao de campos em niveis elementares -protons
e elétrons-, (que conseguiu demonstrar a existéncia da anti-matéria), até as teses de

Cosmologia. De fato, é uma questao de escalas.

Neste capitulo, faremos uma breve revisao acerca dos modelos de 1 e 2 campos
escalares estaticos, enfatizando o lagrangiano e o hamiltoniano, para descrever solugoes
importantes dentro do ramo, além de compreender a estabilidade linear, o método BPS,
a carga topologica, e, posteriormente, a teoria de campos para 2 campos escalares, e os

novos métodos (deformagao e extensao).

2.1 O Formalismo Lagrangiano para uma Teoria de campos classicos

A mecanica lagrangiana é uma forte aliada do estudo da variagdo de movimentos
de particulas, tendo em vista que estas sao indivisiveis, e podem estar localizadas em
diversos e distintos pontos finitos do espaco, e em qualquer dimenséao [11]. O formalismo
lagrangiano surge com uma proposta inovadora e de facil manuseio para o estudo de
aplicagao a baixas e altas velocidades (velocidade relativistica). Ele é introduzido com
muita simplicidade na solugdo de problemas da mecanica que seriam de dificil solucao, se
tivéssemos que necessariamente utilizar o formalismo proposto por Newton.

As equagoes de Lagrange possuem a vantagem
adicional de serem validas para uma escolha
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arbitraria das coordenadas generalizadas, a es-
colha em cada situacdo especifica sendo ditada
por razoes de conveniéncia e simplicidade. E
preciso salientar, no entanto, que a energia
cinética T e a energia potencial V devem am-
bas ser expressas relativamente a um mesmo
referencial inercial. [3]

Sendo um campo ¢(z,t) considerado como uma entidade que possui infinitos graus
de liberdade. A densidade lagrangiana £, rege um sistema continuo descrito por um campo
¢. L pode depender, portanto, neste caso do proprio campo ¢ da coordenada x do campo,

do tempo t e das derivadas espaciais e temporais.

99 0¢
<¢,a e ,t). (2.1)

Integrando a densidade funcao £, em todo o espago, obtemos a lagrangiana do

sistema

L:/cm. (2.2)

Para que seja possivel encontrarmos as equagoes de movimento para o campo,
usamos o principio variacional de Hamilton, o qual afirma que a quantidade denominada
acao S dada por

s— (" Lat, (2.3)

t1

é uma funcao estaciondria em relacao a trajetéria descrita pelo sistema, ou ainda,

5S = 0. (2.4)

Substituindo a equacao (2.2) na varia¢ao acima, temos

58 = § ﬁ/ d£<¢?5%)¢>—0 (2.5)

Integrando a funcao acima por partes, considerando que as variagoes de campos se

anulem nos extremos dos intervalos espaciais e temporais teremos

dp(x,ty) = 0p(x,ta) = 0p(x1,t) = dp(xa,t) =0, (2.6)

/ at [ dx<a¢ 51(3?5))'_§L<a?57)>6¢zzu 27

e ainda,
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pela arbitrariedade d¢, essa equacao so € satisfeita se,

_gt ((%) _ ai: (%) n gg _ 0, (2.8)

que ¢é conhecida como a equagao de Euler-Lagrange ou equagao de movimento para o
campo em questdo, onde consideramos g,,, = (1, —1). Dessas equacoes diferenciais parciais,
podemos concluir que, em um sistema conservativo, a variagao entre as Lagrangianas de

dois pontos consecutivos em relagao ao tempo é nula.

Caso o campo escalar real seja estatico, ou seja, ¢ = ¢(x), e

0 d¢
=-S5 -ve); o=, (2.9
ficamos com a seguinte equacao de movimento
av
= — 2.10
6" =55 (210)

cujas solucoes serao exploradas e caracterizadas ao longo deste capitulo.

2.1.1 A estabilidade linear

Um estudo interessante que agrega valores a andlise e compreensao de campos
escalares, é feito a partir da aplicagao de perturbac¢oes na solugdo do campo, a fim de
analisar se o modelo apresenta estabilidade linear ou nao [12]. E a partir dai, que é possivel

verificar se um determinado modelo apresenta consisténcia fisica.

Dessa forma, é possivel descrever a estabilidade linear como sendo a solugao do
campo que é composta pela soma da solugao estatica mais uma funcao perturbadora que

vai depender das coordenadas espaciais e do tempo.

Uma perturbacao na solucao estatica do campo pode ser escrita como

o(z,t) = ps(x) + n(x,t) (2.11)

onde ¢4(x) é a solugao estética e n(z,t) é a perturbacdo, que vai depender de ambos os

termos (espago, e tempo).

A equagao de movimento que advém da densidade da lagrangiana do campo ¢(z,t)

¢é dada por
o*n  Pn P, AV
2 92 92 + @b 0. (2.12)

Se considerarmos pequenas flutuagoes no potencial, em torno da solucao estatica,

teremos

o?n  0*n  d*V Po, dV
o2 Ox? dg? lg=g,  O0x*  dg lp=s,

=0. (2.13)



Capitulo 2. A teoria de Campos 17

De acordo com a equacao de Euler-Lagrange, sabemos que os dois tltimos termos

da equacao acima se cancelam, logo

Pn % a*v
o2 o2 T

= 0. (2.14)
p=0¢s

Usando o método da separacao de variaveis através do Ansatz, temos

n(x,t) = En:n(x)cos(wnt). (2.15)

A equagao (2.12) é reescrita como

d*n,
dz?

+ ()0 = Wi, (2.16)

d’v
d¢? *

sabendo que, p(z) =

A dltima expressao é uma equacao tipo Schrodinger independente do tempo para a
fungao 7, (z), com autovalores dados por w?. Ao substituir o potencial, determinar quem
é p(z), é possivel resolver a equagdo acima de autovalores e, dessa forma, descobrir o

formato da fungao n(z,t).

2.1.2 Método BPS

O método BPS é um método alternativo, que permite a investigacao da presenca
de defeitos topologicos, ou seja, as configuragoes da matéria formada nas transi¢oes do
universo, nos modelos dos campos escalares. As solucoes obtidas através da utilizacao
deste método sao definidas por dois estados de minima energia, que conseguem identificar

os setores topoldgicos do modelo.

Em outras palavras, a partir do método BPS, é possivel encontrar solugoes para as
equacoes de movimento em segunda ordem, utilizando equacoes de primeira ordem que
surgem da minimizacao da energia [13]. Também é possivel encontrar a energia minima,
nao-nula do sistema, chamada de Energia (BPS). As solugoes aceitaveis, na fisica, sdo as

que fornecem energia finita.

Na configuracao de campos estaticos, a densidade de energia é dada por

= ; (;li))? + V(). (2.17)

Para que seja possivel encontrar a energia total do sistema, devemos integrar a

densidade de energia por todo o espago, isto ¢é

jo /;m edz — /;oo [; <;l‘£> + V()] da. (2.18)




Capitulo 2. A teoria de Campos 18

Completando um quadrado perfeito na equagao acima, determinamos que

o /+w1.[< >;i 2v%¢)2dxiiKZT<Ziv5V@®>dw (2.19)

Ao impormos o vinculo

fzwww% (2.20)

a equacao para a energia total E passa a ser escrita como
“+oo d¢
_%m:i[m<mwww0m. (2.21)

Agora, permita-nos considerar que o potencial V' (¢) é dado por

1
w@:?@, (2.22)
onde a funcao W(¢) é uma fungéo suave (que possui derivada de todas as ordens) do
campo escalar ¢, e, Wy = Z¥ Consequentemente, a equagio de movimento para o campo
escalar ¢ é tal que
d*¢
Tz = WelWoo, (2.23)
cujas solugoes também satisfazem as equacoes diferenciais de primeira ordem
do
— =W, 2.24
Ir o (2.24)

Ja a energia para um campo escalar real estatico pode ser escrita em termos do

superpotencial W (¢), como

too [dg oo dW
Bors = [ (500, ) do = [ do = [Wia(o0) - W)l (220)

Da equacao acima é possivel concluir que para determinar o valor da energia
de qualquer solucao, apenas é necessério calcular o superpotencial, nos valores de ¢(z).
Quando as equagOes de primeira ordem forem satisfeitas, o menor valor da energia
¢é verificado. Isso é necessario para que seja possivel comprovar que os estados BPS

apresentam minima energia e sao estaveis.

Além disso, é importante ressaltar que o comportamento da energia minima do
sistema (Energia BPS) nao vai depender das caracteristicas locais da solu¢do, mas da

forma como os campos se comportam nos extremos.

2.1.3 Carga Topoldgica

A carga topoldgica é uma quantidade fisica de grande importancia para a carac-

terizagao de alguns tipos de solugoes do campo [12]. Ela surge a partir da topologia do
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sistema, onde ¢ introduzida uma corrente conservada J} para uma teoria de campo escalar
classica. Ela nao possui, portanto, natureza elétrica e sim é gerada a partir da introducao
da topologia no sistema. Essa carga pode ser determinada a partir da corrente topoldgica,

que ¢é definida em sistemas formados por um campo escalar estatico como

b= ;e“”ayW(gb). (2.26)

Para descrevermos a carga topolégica, faz-se o uso do pseudo tensor de Levi-Civita,
no qual as componentes do tensor anti-simétrico €,, sao dadas por, €9 = €11 = 0 e

€1 = —€10 = 1.

Como essa corrente é conservada, devemos ter

8,J! = 0. (2.27)

Consequentemente, isso vai resultar na existéncia de uma carga (Q;) que pode ser
obtida quando integramos a componente zero da corrente topoldgica por todo o espago
+o0 0 +oo dW
Qi= [ " Sdw= [ TS d = W (g(+00) — W(o(~o0))| = Bors.  (2.28)
Tal resultado é obtido a partir do momento em que consideramos o campo estatico.

Analogamente a energia BPS, também é possivel verificar que a carga topologica s6 vai

depender das propriedades assintéticas do campo ¢.

Além disso, também é possivel classificar os tipos de solu¢oes que a carga topoldgica
caracteriza, que sao: os kinks, quando o valor obtido é diferente de zero, que sao, portanto,
chamados de topologicos, e os lumps, que sdo as solugoes nao-topolédgicas [12]. Lembrando

que, o campo ¢ s6 terd valor diferente de zero se ¢(oo) for diferente de ¢(—o0).

Os defeitos do tipo kink se comportam de forma diferente a medida em que nos
afastamos do centro da solucao em diregoes opostas, conforme é possivel visualizar na

figura 1.

Os defeitos do tipo lump, devido a nao possuirem uma carga topolédgica associada,

sao instaveis por argumentos topoldgicos, conforme é possivel visualizar na figura 2.
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Figura 1 — Grafico do comportamento de uma solucao do tipo kink.
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Figura 2 — Grafico do comportamento de uma solugao do tipo lump.
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2.1.4 Teoria de Campos para dois campos escalares

Na situacao em que temos dois campos escalares acoplados, aparece o problema
no que diz respeito a integracao das equagoes de movimento, por causa da dificuldade
de equagoes diferenciais de segunda ordem acopladas e nao lineares, ou seja, um sistema

constituido pela combinacao de fungoes algébricas e fungoes transcendentes.
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Entretanto, de maneira analoga aos casos nos quais se consideram um tunico
campo escalar, é possivel resolver as equagoes de movimento por equagoes diferenciais de
primeira ordem, nas quais as solugoes sao consideradas estaveis (solugdo BPS), que vai ser

responsavel por minimizar a energia [12].

De modo geral, para que seja possivel descrever um modelo comum considerando
dois campos escalares, o formalismo apresentado e utilizado anteriormente nao difere
de forma grandiosa com o formalismo utilizado para o estudo de dois campos escalares.

Iniciando a andlise pela densidade lagrangiana, temos que

1 1
L = 50.00"¢ + 50,x9"x = V(9, X). (2.29)
nas quais, as equagoes de movimento para campos estaticos sao
d*¢p OV
— = 2.30
‘ Px v
X
— = — 2.31

sabendo que V. =V (¢, x).

Sabe-se que a densidade de energia de um sistema estatico é dada por

do 1 (dy\’
L) (Y v o

de onde podemos escrever a energia total do sistema como sendo

[ /:o edz = /:o [ (jﬁ) +; <d>2 +V (6, X)] dz. (2.33)

Considerando V (¢, x) positivo, temos

SR+ SO0 (2:34)

onde, W é uma funcdo do campo escalar e é um superpotencial. As expressoes dos

V(g x) =

superpotenciais possuem grande utilidade, pois, a partir delas, é possivel obter expressoes

para as energias relacionadas as estruturas dos defeitos topologicos.

Substituindo (2.33) em (2.32), temos

E= ;/::o [(fg) - <3§>2 + (Wy)? + (WX)2] dx. (2.35)

Fazendo uso do método BPS e analisando a condi¢cao que minimiza a energia,

teremos, portanto

2/+°° K iW¢>2+<§XiW)2

dx

dr + - /+OO [d¢W¢ + Wx] . (2.36)
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de onde, para satisfazer a condicao acima, temos que ter

%

=W 2.37
dx R ( )
¢ d
X
= =4W, . 2.38
dﬂf X ( )

A energia total do sistema sera dada como

= dx too
Epps = i/ s Xy da = i/ L W x)de., 2.
BPS —c0 (de¢+ deX> o —00 dx W(,x)dx (2.39)

ou ainda, como:

Epps = [W[d(+00), x(+00)] = Wp(—00), x(—00)]|. (2.40)

2.1.5 O método da deformacao

Alguns potenciais nao propiciam uma descrigao analitica (descri¢do completa do
sistema no qual se esta analisando), o que dificulta o entendimento mais detalhado das
propriedades de alguns modelos. Logo, surge a necessidade de buscar um método que

possa gerar potenciais com solugoes analiticas e de interesse fisico.

Um método muito eficaz é o denominado método de deformacao, onde, a partir
de um potencial e de uma solucdo de um modelo ja conhecido, é possivel gerar novos
modelos, a partir da modificacdo do potencial conhecido, usando como auxilio, uma
fungao deformadora [14]. A principal vantagem desse método esta no fato de que nao ha
necessidade de recorrer a simulagées computacionais ou a andlises numéricas para que seja

possivel descrever caracteristicas e/ou propriedades de um modelo.

Além disso, é possivel resolver equagoes diferencias nao-lineares em sistemas com
integrais utilizando o método da deformacao, por exemplo, equagoes que descrevem
fendmenos ondulatérios. A partir dai, é possivel determinar solugoes do novo potencial
pelas solugoes que ja sao conhecidas, e também pela fun¢do deformadora inversa, fornecendo,

portanto, mais de um caminho para obter solucoes especificas.

Sabemos, mediante andlise das se¢oes anteriores, que para um potencial V(¢),
teremos solugdes do tipo ¢(x). A partir, novamente, da utilizagao da densidade lagrangiana
para campos reais, também ja conhecida como

L= 0,60°6 ~V(9), (2.41)

¢é possivel encontrar a equacao de movimento para campos estaticos

&L dV

e (2.42)
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de onde pode-se tirar as solugoes do tipo:
d*¢p  dV
— = —/2V(9). 2.4
G = V2V (2.43)

Além disso, também é possivel considerar um outro modelo, que é descrito por um

determinado campo Y, considerando a densidade lagrangiana como sendo
1
L = 50,x9"x = V(x)- (2.44)

no qual, para a solugdo estatica y = x(x), a equagdo de movimento é dada como

d*>x  dV
AT 2.4
dz?  dy (245)
que ¢ satisfeita por solucoes da equagao diferencial de primeira ordem
dx
— =4/2V(x) . 2.46
X vy (2.46)
Se considerarmos ¢ como uma fungao de x, onde ¢ = f(x), as relagoes
d¢  df dx dx 1 do
e A\ s 2.4
der  dydz Z % dz’ (247)

passam a ser validas, logo, levando a equacao (2.46) ao quadrado, teremos

(g)z _ fli (;@2 (2.48)

e sabendo que f, = %. Substituindo (2.42) em (2.45), temos

V() = vi2 =1l (2.49)

12
X
onde f(x) ¢ a fungdo deformadora. Como mencionado no inicio desta se¢ao, também

podemos obter a inversa da funcao deformadora, dada por

(@) = f~(6(x)). (2.50)

2.1.6 O método da extensao

O método da extensao se fundamenta a partir do método da deformacao, para
que seja possivel construir modelos de dois campos escalares a partir de um modelo mais
simples, descrito por um campo escalar tinico. Fazendo uma anélise do método de extensao
de modelos para dois campos escalares, e, inicialmente utilizando a derivada de ¢ = f(x)
com relagao a y, temos

do _ df dx

— === 2.51
dxy dxdx (251)
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A equacao de mapeamento entre dois modelos de um campo fornece a seguinte

relacao
= w, (=0 25
Ao compararmos com a equagao (2.50), temos
GG do W) (253)

dx  X(z) dx W (v
podemos tirar a ideia do método a partir da analise acima, que consistem em utilizar a

fungao de deformagao para reescrever a fungao (2.52), como

do _ We(9,x)
dx  Wa(é,x)

que é uma relagao entre as equacgoes diferenciais de primeira ordem do modelo de dois

(2.54)

campos efetivos. Tais equagOes para os campos ¢ e x podem ser reescritas de trés formas

diferentes, e equivalentes. Com relacdo ao campo ¢

¢ =Wy(d), ¢ =Wslx), ¢ =Wylo,x), (2.55)

e de maneira andloga para o campo x:

X' =Ws(e), X' =Wsx), X =Wslo,x), (2.56)

de onde podemos definir Wy, (¢) e W, (x) da seguinte maneira: Wy = a3 Wy(x)+asWy(o, x)+
asWy(9) e Wy = bW, (x) + baW, (¢, x) + bsW,(¢). Deste modo, a equagao diferencial

relativa ao modelo de dois campos tera a forma

dp _Wo _ aiWs(x) + aaWe (9, x) + asWe (¢, X) + crg(x) + c2g(e, x) + ¢39(9)
dx Wy DLW (X) + baWi (6, x) + b3 Wi ()

, (2.57)
assumindo os parametros a;, b; e ¢;, onde i = 1,2, 3 ... de forma que estes possam seguir os
vinculos a1 +as +a3=1;b1 + by +bs=1eci +ca+c3=0.

A funcao g é uma funcado de contra-peso, e pode ser determinada a partir da
seguinte propriedade:

Wor = Wye. (2.58)

que resulta em
b2WX¢(¢, X) + b3Wx¢(¢) = alwqu(X) + G2W¢x(¢7 X) + Cle(X) + CQQx(¢’ X)- (2'59)

A partir da equacao acima, é possivel calcular a funcao contra-peso g, determinando,
portanto, W (¢, x).
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3 Gravitacao

O espaco tridimensional euclidiano é a sua propria representacao geométrica natural,
considerando a mecanica Newtoniana com a relatividade de Galileu. A distancia entre
dois pontos é sempre a mesma, independentemente do referencial inercial que esta sendo
adotado.

Analogamente, a relatividade especial é baseada em um espaco quadrimensional,
onde o tempo desempenha o papel de quarta coordenada [15]. Considerando os efeitos da
gravidade nas particulas, observa-se que na mecanica de Newton uma forca pode acelerar
uma particula a baixas velocidades, enquanto que na relativistica, a velocidade limite ¢ a

da luz.

Na Mecanica newtoniana uma forca pode ace-
lerar uma particula a baixas velocidades, en-
quanto que na Relatividade, a velocidade li-
mite é c. Uma outra dificuldade com a Meca-
nica Classica é que ela admite forcas de acao
a distancia, enquanto isso exige que as forgas
de acao e reagao sejam iguais. Tal igualdade
de acao e reacao nao tem sentido na Relativi-
dade, exceto para forcas de contato, porque a
simultaneidade de eventos separados é relativa
[16].

A busca de uma teoria relativistica da gravitagdo leva a uma brusca ruptura com a
gravitacao de Newton [17]. Além de nao conseguir explicar como a forga da gravidade
é transmitida de um corpo a outro, Newton interpretava a gravidade como uma forga
de atracao entre corpos, que era diretamente proporcional ao produto das massas e

inversamente proporcional ao quadrado das distancias entre elas.

As equacoes de Maxwell, conseguem descrever como os campos elétricos e mag-
néticos sao gerados por cargas, correntes e as possiveis mudangas que ocorrem nesses
campos [18]. As equagdes diferenciais foram protagonistas na primeira definigao real do
comportamento da luz como uma onda eletromagnética, que se propaga com velocidade
constante no vacuo, além disso, as equagoes de Maxwell para a onda eletromagnética se
mantinham invariantes sob as transformagoes de Lorentz. Elas foram um dos fatores que

levaram a motivacao para o surgimento da relatividade especial.

De acordo com a mecénica Newtoniana (que satisfazia as transformagoes de Galileu,
no qual o tempo era absoluto), a velocidade da luz seria diferente em diferentes referenciais

inerciais. Entretanto, muitas tentativas a fim de provar esta teoria foram feitas e nenhum
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sucesso foi otido no tocante a velocidade relativa da luz.

Ernst Mach mostrou que o tempo absoluto nao existe. Ele acreditava que, se
algo "A'sofre variacdo no tempo, "A"depende de condi¢des de uma outra coisa, 'B". Um
exemplo esta relacionado a inércia de um corpo. Para Mach, a inércia nao é propriedade do
corpo em si, mas sim, um resultado da sua interacao com os corpos distantes do universo.
Ou seja, todas as coisas sao independentes e devido a isso nao ha como medir o tempo
absoluto [19].

Posteriormente essas ideias foram chamadas por Einstein de "principio de Mach".
As observagoes de Mach fizeram com que Einstein ndo somente revisasse os conceitos de
espaco e tempo, como também desse inicio a uma busca pelas equagoes que descreveriam o
campo gravitacional, em suas caracteristicas gerais e especificas, relacionando as grandezas

espaco-tempo, energia, momento, entre outros.

A grande intervencao de Einstein em relagdo a teoria newtoniana da gravitacao
universal foi considerar que os conceitos de espago e tempo nao deveriam ter carater
absoluto, nem tampouco, serem analisados de forma independentes, mas sim, serem
descritos por uma geometria em um espago-tempo quadrimensional. Com o surgimento da
teoria da gravidade de Einstein, a mecanica newtoniana e a visao de um espago imutavel e
vazio, onde os eventos do mundo se desdobram, sdo substituidas pela ideia de espago-tempo

como uma entidade flexivel e deforméavel pela matéria nele existente.

Se as leis de Newton do movimento das particulas estivessem totalmente corretas,
alguém poderia acelerar uma particula para se mover mais rapido que a luz, violando
um dos principios bésicos da relatividade. E a partir dai que as leis do movimento das

particulas na teoria da relatividade devem ser diferentes da teoria newtoniana.

3.1 A Teoria da Relatividade Restrita

A TRR foi descrita por Albert Einstein em 1905, sendo desenvolvida entre o final
do século XIX e inicio do século XX. Alguns conceitos devem ser compreendidos para
que se entenda posteriormente os parametros da teoria, dentre os quais esta a nocao de
referencial, que é um sistema de coordenadas para as posigdes no espago, e também é
importante considerar que um referencial movendo-se com velocidade constante em relagao

a um referencial inercial é também um referencial inercial.

Na relatividade, todas as leis da natureza sao consideradas as mesmas em todos os
referenciais inerciais [17]. A generalizagdo e sintese da mecénica classica de Newton com a

eletrodinamica de Maxwell originou a teoria da relatividade restrita, que postulou que:

1. As leis da fisica tém a mesma forma em todos os referenciais inerciais (denominado

postulado da relatividade);
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2. A velocidade da luz é sempre a mesma, e isso independe do referencial no qual é

medido (chamado de postulado da constancia da velocidade da luz).

O postulado da Relatividade apenas generaliza a relatividade newtoniana, fazendo
ser valida para toda a fisica. J& o postulado da constancia da velocidade da luz s6 é
procedente se os conceitos de relatividade da simultaneidade, relatividade do tempo e

relatividade do espago forem aceitos.

A relatividade da simultaneidade permite que a ordem temporal dos eventos possa
ser diferente para observadores que estejam em referenciais inerciais diferentes [15]. A
relatividade do tempo, interfere diretamente no intervalo de tempo entre dois eventos, por
exemplo, relégios em movimento marcam intervalos de tempos menores do que relégios
em repouso. Ja a relatividade do espaco nos mostra que as medidas das coordenadas de
dois pontos feitas simultaneamente em um dos referenciais nao sdo simultaneas no outro

referencial.

Os parametros citados acima, sdo consequéncias da teoria da Relatividade Restrita
para a cinematica, ou seja, envolvem apenas os conceitos de espago-tempo e mais alguns
que dependem deles, como por exemplo, velocidade, aceleracao, periodo, dentre outros.
Entretanto, além de mudangas na cinematica, também observam-se mudancgas na dindmica
dos corpos, que passa a ser chamada de dinamica relativistica, que estuda as relagoes
existentes entre forca, energia, massa, dentre outros, quando sdo medidos em diferentes

referenciais.

Os dois efeitos principais na dindmica relativistica sao: o aumento da massa com a
velocidade, e a relagao entre massa e energia, que resultam em uma proporcionalidade

entre ambas. A relagao é descrita como
E=mc, (3.1)

onde ¢ é a velocidade da luz no vicuo e equivale a 3.10%km/s. A massa é a medida da

inércia, e a energia ¢ a medida de movimento.

Com isso, a TRR implica que espago e tempo estao diretamente interligados.
Isso fez com que os conceitos de espaco-tempo da Mecanica Classica fossem totalmente
modificados. Porém, a teoria da relatividade restrita nao engloba referenciais acelerados,
impossibilitando a descricao de campos gravitacionais, pois, assim como a Mecanica
newtoniana, consegue descrever apenas sistemas de referenciais inerciais, ou seja, sistemas

em movimento retilineo e uniforme ou em repouso.

Dessa forma, Einstein chegou a conclusao de que a Teoria da Relatividade Restrita
refere-se a regides galileanas, ou seja, regidoes onde nao existe campo gravitacional. Isso
justifica os sistemas fisicos com velocidades proximas da velocidade da luz, sem levar em

conta o campo gravitacional.
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Einstein conseguiu perceber que seria possivel discutir as leis da natureza dentro
do conceito da relatividade, mas havia um problema: teria que construir uma teoria mais
geral, para que fosse possivel englobar todos os referenciais e nao apenas os inerciais
[20]. Tanto o espago euclidiano, como o espago-tempo da relatividade restrita sdo espagos
planos. Ao procurar compatibilizar a interacao gravitacional com as ideias da teoria da
relatividade restrita, Einstein é levado a renunciar o espago-tempo plano, e, com isso,
conseguiu desenvolver, mediante a inclusao da geometria nao euclidiana, equagoes que

descrevem o espaco curvo, dependentes do tempo.

Entre as consequéncias importantes da lei da Relatividade estao os fenéomenos de
cisao nuclear (do urdnio), nos reatores nucleares e de fusao (de atomos de hidrogénio) no
interior das estrelas. Em ambos os casos, ha uma perca de massa que é convertida em

energia.

3.2 A Teoria da Relatividade Geral

Para que seja possivel generalizar o principio da relatividade geral, a todos os
campos gravitacionais, é preciso analisar, primeiramente, o carater universal da gravitacao,
ou seja, a sua natureza. Sabendo que ela é tinica entre todas as forgas, é possivel concluir
que todos os corpos caem ao longo da mesma trajetéria no espago, independentemente da

sua massa, e da sua constituicao.

Isso faz com que a nocao de gravidade como uma forga, seja substituida por uma
propriedade geométrica do espago-tempo, dentro do contexto da relatividade [21]. Einstein
se apropriou disso.Para isso, ele fez uma analise minuciosa entre os conceitos de massa

inercial e massa gravitacional.

Sabendo que as trés leis de Newton sao a base da Mecanica Classica, e fazendo
uma analise minuciosa acerca da segunda lei, conhecida como o principio fundamental da
dindmica, e dada por:

dv

F: —_— -2
me, (32)

¢é possivel obtermos uma leitura completa acerca dos termos da equacao, na qual Newton se
refere a forga motriz como sendo a forga que atua em um determinado intervalo de tempo
apenas para modificar o estado do corpo.A massa, descrita na segunda lei de Newton,
mede a tendéncia que um corpo tem para conservar o seu movimento "natural”, ou seja,
retilineo e uniforme. Isso reforca a teoria que afirma que quanto maior a massa de um
corpo, maior sua inércia, consequentemente faz-se necessario um esforco maior seja para
tira-lo do repouso, fazé-lo parar ou até mesmo mudar a sua direcao. Esse é o conceito de

massa inercial.

Entretanto, quando se fala em forgas, é preciso analisa-las o cenario nas quais
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estas atuam, e compreender os diferentes tipos existentes na natureza, que influenciam de
maneira direta ou indireta no comportamento dos corpos (seja movimento ou repouso).
Dentre as forcas conhecidas, esta a forca peso, uma forca que também depende da massa
do corpo, porém, a massa nao ¢ o fator determinante, para que o corpo preserve o seu
movimento natural, ja que, a partir do momento em que um corpo esta submetido a forca
peso, estd no conceito de queda livre. Portanto, pode-se afirmar que a forca peso aparece

como sendo uma reacao a agao da gravidade e isso é a definicio de massa gravitacional.

A teoria da relatividade geral contempla eventos ocorridos entre referenciais acele-
rados ou nao [21], e por esta razao, é que se afirma que a TRR é um caso particular da
TRG. A igualdade entre as duas massas é o que ira se tornar uma das bases da Teoria da

Relatividade Geral, descrita no principio da equivaléncia mais a frente.

Einstein conseguiu propor uma ideia, na qual afirmava que os observadores em
queda livre num campo gravitico iriam se identifcar como obervadores inerciais da teoria da
relatividade restrita, no que diz respeito as observagoes locais. Entretanto, ao contrario da
TRR, dois observadores em queda livre ndo iriam manter uma velocidade uniforme entre
si, por causa dos efeitos nao locais do campo onde héa presenca da gravidade. Refletindo
sobre isso, Einstein entao, concluiu:

“..Se um homem cai livremente, nao sente o
proprio peso.” Fiquei abismado. Essa expe-
riéncia simples de pensamento exerceu uma

impressao profunda sobre mim. Ela me con-
duziu a teoria da gravitagao...”.[22].

Logo, dois corpos em queda livre na superficie da Terra nao descrevem trajetorias
paralelas, pois, devido ao campo central, suas trajetorias irao convergir para o centro de
massa. E para justificar estas diferencas frente a teoria da Relatividade Restrita, Einstein
identifica que a gravidade é uma modificacao em relacao a geometria euclidiana, e conclui

que ela produz a curvatura do espaco-tempo.

O préximo passo de Einstein, foi conseguir introduzir a Teoria da Relatividade, a
geometria nao euclidiana, que foi desenvolvida por Riemann. A geometria de Riemann,
permitiu que Einstein pudesse desenvolver as equagoes que descrevem o espago curvo

dependentes do tempo, ou seja, as equagoes do espago-tempo.

3.2.1 O Principio da Equivaléncia

O principio da equivaléncia é a base imprescindivel da Teoria da Relatividade
Geral [23]. Na secao 3.1, definimos os conceitos de massa adotados na mecénica classica
(massa inercial e massa gravitacional). Nao é intuitivo definir a igualdade entre ambas,

mas fazendo uma analise acerca das caracteristicas experimentais de Galileu e de Newton
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no que diz respeito ao estudo do movimento dos corpos, é possivel chegar a uma defini¢ao

de igualdade.

Einstein idealizou um experimento que é conhecido como "o elevador de Einstein",
que conseguiu descrever a forma na qual o campo gravitacional (onde a massa gravitacional
se manifesta), é equivalente ao movimento acelerado (onde temos a massa inercial).

Podemos visualizar o experimento na figura 3

Figura 3 — Ilustragao do experimento do elevador de Einstein

Fonte: <https://oxxdaquestaoinkmixxresponde.blogspot.com/2017/07/criatividade-albert-einstein-e-
teoria.html>, 2017.

O experimento é explicado da seguinte maneira: Um observador é posicionado
no interior de um elevador fechado. Se o elevador estiver parado na superficie da Terra,
(como representado em (a)), o observador ird sentir o seu peso usual. Dessa forma, caso

um objeto seja solto, ele ird cair aceleradamente em direcao ao chao.

Porém, se um observador estiver em um elevador acelerado (representado em (b)),
que se move para o0 espaco, com uma aceleracao igual a da gravidade, ird sentir que o

objeto cai ao chao com a mesma aceleragao.

No terceiro caso (representado em (c)), considerando que o elevador cai livremente
em direcao ao chao sob acao do campo gravitacional da Terra, o observador nao sentira
o peso do seu corpo, o que o levara a flutuar, e, se 0 mesmo soltar algum objeto dentro

dessa cabine na qual ele esta posicionado, este também ira flutuar ao seu redor.

Por fim, se o elevador estiver parado no espaco vazio, longe de qualquer acao
gravitacional, o observador também nao sentird o peso do seu corpo, e o mesmo ira
acontecer com o objeto solto na cabine (o mesmo acontece, por exemplo, com os astronautas

no espaco).

Logo, é possivel concluir que ao subir, o elevador se move com acelera¢do, aumen-
tando a aceleragao gravidade no referencial nao inercial associado ao elevador, e, por isso,
o observador tem a sensacao de seu peso estar aumentando. Entretanto, assim que o

elevador mantém a velocidade constante, ele comeca a se mover uniformemente, e o peso
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que aparentemente havia ganho, desaparece, fazendo com que retorne ao normal. Em

outras palavras, o campo gravitacional é equivalente ao movimento acelerado.

Einstein utilizou do mesmo experimento mental a fim de buscar compreender a
curvatura da trajetéria de feixe de luz, a partir da andlise do comportamento da gravidade.
Inicialmente, ele imaginou uma fonte luminosa emitindo um raio de luz e se propagando
em linha reta no espago vazio. Ele sabia que a luz, no vacuo, caminha em trajetoria

retilinea.

Mas, o que aconteceria se um compartimento espacial cruzasse a trajetoria do raio
luminoso e estivesse se movendo em uma dire¢ao perpendicular a dire¢ao de propagacao
da luz? A principio, um observador, de dentro do compartimento, nao teria como saber se
a luz se curvaria por efeito da aceleracao da nave ou por efeito de um campo gravitacional
uniforme, pois os efeitos da aceleragao e da gravidade sao confusos. Entao, a massa, que

gera a gravidade, teria, por hipotese, o poder de curvar a trajetoria da luz.

A partir do conceito relativistico de equivaléncia entre massa e energia, as particulas
que possuem massa nula, como o foton, deveriam apresentar as propriedades de peso e
inércia. Dessa forma, a medida em que um raio luminoso passasse perto de um campo
gravitacional, seria defletido. E a partir do Principio da Equivaléncia que essa previsao
pode ser feita de forma mais rigorosa. Analisando a figura 4, podemos entender como um

feixe de luz atravessa um compartimento acelerado.

Figura 4 — Ilustracao do ponto de vista de um observador em repouso, a medida em que
um feixe de luz atravessa um compartimento acelerado.

a [
Rzio

luminozo ;

t1 2 t3 t4

Fonte: o proprio autor

Analisando o ponto de vista de um observador que esta em repouso, com relagao
a um feixe de luz que atravessa um compartimento acelerado, é possivel perceber que o
feixe viaja horizontalmente. A figura mostra as posi¢des sucessivas do compartimento
ap6s intervalos de tempo iguais. Como a velocidade do compartimento esta aumentando,
a distancia que o compartimento percorre a cada intervalo também ird aumentar com o

tempo.

Agora, analisando a trajetoria do feixe de luz do ponto de vista de um observador
que esteja dentro do compartimento, representada na figura 5 é possivel verificar que temos

uma parabola.
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Figura 5 — llustracao da trajetéria do feixe de luz do ponto de vista de um observador
dentro do compartimento

1 t2 t3 t4

Fonte: o proprio autor

De acordo com o Principio de Equivaléncia, é impossivel distinguir um comparti-
mento acelerado de um compartimento que esteja com velocidade nula ou constante na
presenca de um campo gravitacional. As figuras 4 e 5 mostram os efeitos que o feixe de

luz sofre, a medida em que passa em um campo gravitacional uniforme.

Entretanto, Einstein precisava geometrizar o espaco para que tivesse um suporte
para esta ideia baseada no Principio da Equivaléncia. Foi quando Einstein propos a ideia
de espaco quadrimensional, sendo trés coordenadas espaciais (x,y,z), € o tempo exercendo
o papel de quarta coordenada. Dessa forma, o espaco seria deformado pela presenca de

massa, e quanto mais massa, maior a deformacao do tecido do espaco de quatro dimensoes
[24].

Por fim, Einstein conseguiu concluir que o campo gravitacional curva a luz. E nao
apenas a trajetoria da luz é curva, como também o espacgo-tempo em que a luz se move é
curvado. Para a comprovagao experimental da teoria, ja& que nao seria possivel realiza-la
em um laboratério convencional, utilizaram do Eclipse na cidade de Sobral, e, assim, foi

comprovado que a teoria de Einstein estava correta.

3.2.2 O Principio da Relatividade Geral

A Relatividade Restrita fez com que todos os referenciais inerciais atingissem um
patamar de igualdade. A Relatividade Geral pretende fazer isso para todos os referenciais,
sejam eles inerciais ou acelerados [17]. Pelo fato do espago-tempo deixar de ser plano,
quaisquer mudancas de coordenadas sao possiveis, e, portanto, qualquer observador em

qualquer sistema de coordenadas podera verificar a presenca das leis da fisica.

Em outras palavras, se um referencial acelerado pode ser descrito como um referen-
cial que esta em repouso, sob a acao de um campo gravitico, as leis da natureza nao vao se
alterar na presenca do campo em questao, logo, nao ha motivos para que seja necessario

fazer uma distingao entre referenciais acelerados e inerciais, no que diz respeito a descrigao
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da natureza, e é com isso que Einstein consegue generalizar o Principio da Relatividade

Geral que afirma que: as leis da fisica sdo as mesmas para todos os referenciais.

A consequéncia matematica disso é que, agora as leis da fisica devem ser descritas
através do uso de tensores métricos. Através do principio da Relatividade Geral, é possivel
deduzir propriedades do campo gravitacional devido ao fato natural da igualdade das massas
(inercial e gravitacional), de onde se inclui o conceito de gravitagao na relatividade. Com
isso, é possivel conhecermos as leis da natureza tanto na auséncia de campos gravitacionais,

como também, em relacao a referenciais acelerados.

3.3 Equacoes de Einstein

A acao Einstein-Hilbert na teoria da relatividade geral é a acao que produz as
equagoes de campo de Einstein, através de um principio variacional, e vem da postulacao
de que a gravidade aparece quando a métrica torna-se dinamica e provém de uma acao,

que é um escalar.
A agdo é descrita como

C4

= 167G

Se / d*z/—gR. (3.3)

Ja a acao que descreve a dinamica da matéria presente no espago-tempo pode ser

escrita como
SM == /d4ZL‘\/ —gLM, (34)

Logo, a acao total do sistema serd

S =Sc+ Sy (3.5)
C4
S:/d‘lm\/_—g (167TGR+LM>, (3.6)

onde —g é o determinante do tensor métrico (que depende do espago adotado), 16 7 é o
fator de normalizacao; G é a constante gravitacional de Newton e ¢ é a velocidade da luz
no vacuo; R é o escalar de curvatura de Ricci; Ly, é a lagrangiana que neste caso se volta

para um campo escalar.

Variando em relagdo a métrica é possivel encontrar a equacao de movimento, dada
por
AOR
167

/d4x5\/—_g (16iGR + Ln> + /d4$\/—_g ( + 5LM> =0. (3.7)

Calculando 6,/—g, temos que

5V = 3\ 7900, (3.8)
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logo:

5v/—g =

de onde tiramos que \/%—g =,/—g. Logo

1
”Liggwég‘“’, (3.9)

oW

5/ —g = L;ggﬂyagﬂ”. (3.10)

Devemos deixar o dg,,, em evidéncia, devido a variacao ser em relagao a métrica, portanto

Jeos

que ird nos levar as equacgoes de Einstein para a teoria da relatividade geral

8rG
Gul/: A TMV' (312)

SRt
167G

ct ,
167TGg,uV + LMgp,y> 5gﬂ + /d4$\/ —g <— + 5LM> = 0. (311)

onde G, ¢ o chamado tensor de Einstein, T},,, ¢ o tensor momento-energia, e G ¢ a

constante gravitacional de Newton.

As equagoes de campo de Einstein, descrevem como o espago-tempo se curva
pela matéria, e, reciprocamente, como a matéria é influenciada pela curvatura do espaco-
tempo, ou seja, como a curvatura da lugar a gravidade. Sao um conjunto de 16 equagoes
diferenciais parciais nao lineares (que representa o efeito da gravitagao sobre si mesma)
acopladas e como G, ¢ um tensor simétrico, variando seus indices entre 0 e 3, tem-se a

principio 10 equagoes distintas.

3.4 Derivacao das Equacoes de Einstein

Uma diferenca marcante entre as equacoes do eletromagnetismo e as equacoes que
descrevem os fenémenos gravitacionais, é que as ultimas nao sao lineares (que é um sistema

constituido por combinagao de fungbes algébricas e fungdes transcendentes).

Enquanto no eletromagnetismo de Maxwell ndo ha interagao entre o campo mag-
nético com ele mesmo (onde se afirma que o campo nao conduz cargas, no sentido de
induzi-las), e, portanto, as equagdes sao lineares, o campo gravitacional carrega energia e

momento, e contribui como fonte.

Para se obter a expressao relativistica do campo gravitacional, algumas propriedades
devem ser consideradas [17], para que G,, seja satisfeito, dentre elas estdo: G,,,, por
definicao, ¢ um tensor; G, contém termos lineares apenas na segunda derivada ou
quadraticos na primeira, do tensor métrico; Como 7, ¢ um tensor métrico, G, também
é; G, tem que respeitar a equacao de continuidade descrita abaixo:

G, = 0. (3.13)

14
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e, para campos fracos, e estacionarios, além de serem produzidos por matéria nao-

relativistica, Gy deve ser escrito como
GOO = VQ.goo; (314)

e a partir das propriedades acima, ¢ possivel determinar G,,,.

Devemos ter
G,uu = ClR,uz/ + CQQ/U/R- (315)

para que possamos escrever a equagao acima na forma
Gl = C1RI 4+ Cy00R, (3.16)
e tomando a derivada covariante em relagao a z#, temos

Gliu= CLRY;, +Cadb R, (3.17)

Sendo,
1
RE;, = 551‘,‘}%;#, (3.18)

Temos da equagao (3.17)

Gy = (C;l + C2> R;, (3.19)
Entretanto, a quarta propriedade impoe que
<C; + 02> =0, (3.20)
ou
R;,=0 (3.21)

logo, podemos determinar o seguinte vinculo:

Cy = —?, (3.22)

de onde podemos chegar em

1
G, =C (RW - QgWR) . (3.23)

Podemos reescrever a equacao acima como
1
Goo = C <R00 - 2GOOR) — 9C Ry, (3.24)

Da defini¢do do tensor de Ricci (um tensor bivalente, obtido como um trago do tensor de

curvatura), temos

ROO = RkOkO - ROOOO; (325)
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logo
1 6%goo
007 2980627 (3:26)
ou .
Ry = §V2900- (3.27)
Substituindo a equagao (3.25) em (3.20), temos
Goo = C1V%g00. (3.28)
Dai, obtemos as equagoes de campo de Einstein:
1
R,, — §Rg’“' = —81GT,,, (3.29)

onde R,, ¢ o tensor de Ricci, e R é o escalar de curvatura.

A equagao (3.29) é a expressao relativistica do campo gravitacional, ou mais

conhecida como base da Teoria da Relatividade Geral.

As equacgoes de campo de Einstein da Teoria da Relatividade Geral, encaram a
gravidade como sendo originada da curvatura do espaco-tempo, ocasionada pelas massas
dos objetos, e nao mais como sendo a acao atrativa da distancia ocasionada pela massa

dos corpos.

3.5 Solucdo de Schwarzschild

A atracao gravitacional entre massas pode ser pensada como o movimento de
particula na curva que é produzida pela distribuicao de todas as outras massas que estao
distribuidas na regiao. Apesar das equacoes de Einstein serem nao-lineares, a razao pela
qual podemos resolvé-las para uma estrela estatica e esfericamente simétrica, é que essa

simetria limita a solucao.

A exemplo, podemos considerar que como uma massa gravitante (que é a fonte) é
estatica, os componentes métricos seriam independentes do tempo. Além disso, a simetria

esférica exige que os componentes da métrica dependam apenas da coordenada radial .

A gravitacao de Schwarzschild, é uma solucao particular das equacoes da TRG de
Einstein, aperfeicoa a gravitacao de Einstein, que pode ser expressa também, em termos
do espago-tempo curvo. Isto pode ser feito de duas maneiras: ou ela corresponde ao
espago-tempo de Minkowski (modificado para deixar de ser plano), ou ela corresponde
ao espago-tempo de Schwarzschild (modificado para ser apenas ligeiramente curvo) e em
muitas situagoes fisicas elas fornecem quase as mesmas previsoes tedricas para 0s mesmos

fendmenos [8].

A solucao de Karl Schwarzschild, foi obtida em 1916. A ideia era adquirir uma

solugao que descreve o exterior de objetos com rotacao lenta, como por exemplo a Terra e
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o Sol [25]. Considerando a métrica nao dependente de ¢ e 0, ndo vamos analisar termos
cruzados do tipo espago-espaco, assim como a métrica nao vai depender do tempo e dos
termos cruzados do tipo tempo-espago, porque qualquer solugao esfericamente simétrica

da equacao de Einstein no vacuo é estatica.

A solugao de Schwarzschild pode ser obtida a partir da seguinte equagao:

1
R,u,y - §g,uuR = 07 (330)

e assumindo a métrica, deve-se determinar os coeficientes p e v da métrica, logo

d? = —U(r)dt* + V(r)dr® 4+ r*(df* + sen®0d¢?). (3.31)

s

O escalar de Ricci pode ser calculado como

vroouv U Ut 22
G- -+ (3.32)

R= —
uv. 20v? 20V  rUVZ 2 2V’

de onde, se inserirmos o que foi calculado na equacao de Einstein, resulta em um conjunto

de equacgoes envolvendo V, U e r.

Resolvendo as equagoes e impondo que a métrica se reduza a métrica de um espaco

plano quando r tende a infinito, achamos expressoes para U e V

V= ! o (3.33)
e U= (1 - f) . (3.34)

A comparacao com a métrica de campo fraco e baixas velocidades nos leva a um

valor para C
2GM

c2

C:

(3.35)

e a solucao final, que indica o intervalo espaco-temporal da Relatividade Restrita pode ser

escrito em coordenadas esféricas como

2GM 2 -1
2o (1 26 ) det? + (1 _ Gm) dr? + 12 (d6? + sen*0de?) (3.36)

s c3r c2r

2GM
2

onde, = 14, que ¢ conhecido como raio gravitacional, ou, ainda, o raio de Schwarzschild,
e ¢ um parametro livre que depende da massa M que vai ser responsavel por gerar a

deformagao no espago-tempo.

Uma caracteristica importante dessa solucao é a decorrente estaticidade, que é
obtida da prépria solugao das equagoes de Einstein no vacuo para um espaco-tempo
esfericamente simétrico. Dessa forma, se uma estrela colapsar aos poucos, mantendo a sua
simetria esférica e o vacuo em seu exterior, o espago-tempo gerado pelo colapso estelar

ainda sera dado pela métrica de Schwarzschild.
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Vale salientar que, o tnico parametro livre é a massa total do objeto, ou seja, a
métrica exterior & um objeto esférico e estatico é completamente determinada por sua
massa, independente da forma que o tensor de energia momento assume dentro do objeto.
Uma singularidade real ocorre no centro do buraco negro, onde a densidade de energia se

torna infinita.

A equagao (3.36) é utilizada para casos nos quais se consideram espagos com
simetria por rotacoes ao redor da origem, ou, simetria esférica. Logo, cada superficie nos
quais t e r sao constantes, no espago-tempo de Schwarzschild tem a geometria de uma
esfera. A solucao externa de Schwarzschild é considerada como a mais importante solugao
exata das equacoes de campo de Einstein, devido a sua aplicacdo com eficacia a sistemas

reais.

Considerando um sistema com um referencial inercial, o intervalo ds? é escrito em

coordenadas cartesianas como
ds* = dt* — da* — dy* — d2* = n,,dz"dz", (3.37)

onde, 7,, é a métrica de Minkowisk e 2 = (¢, z,y, 2).

A medida em que ha transferéncia de um referencial inercial para outro, conside-
rando as transformacoes de Lorentz, ds? ndo altera. Entretanto, se essa transicdo ocorre

para um referencial nao-inercial, o intervalo muda, e assume a forma

ds® = g,,,dz"dx", (3.38)

onde, g, chamado de tensor métrico, e representa um conjunto de 10 funcoes (das
coordenadas espaciais e da coordenada temporal).Esse sistema de coordenadas é conhecido
como curvilineo, e o tensor tém todas as propriedades geométricas do espago-tempo. dx*

representa um deslocamento infinitesimal genérico da coordenada x*.

A equagao (3.38) representa uma quantidade invariante, isso implica que indepen-
dente do sistema de referéncia, todos os observadores concordarao com uma medida desta.
Além disso, a métrica se comporta como um tensor responsavel por transmitir todas as

informacgao sobre estrutura causal e geométrica do espago-tempo.

Logo, se considerarmos os campos equivalentes aos referenciais nao-inerciais, pode-
mos concluir que estes sao determinados através do tensor métrico de um espaco-tempo
curvo. Através da teoria da Relatividade Geral, isso também é estendido para campos
graviticos reais, a medida em que afirmamos que os efeitos graviticos também sao descritos

por um tensor métrico.

O Teorema de Birkhoff afirma que um objeto massivo e esfericamente simétrico
sempre gera um campo gravitacional esfericamente simétrico. Com isso, considerando os

fendmenos fisicos, o teorema afirma que o campo gravitacional de uma estrela estatica
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é o mesmo de uma estrela que esteja expandindo, pulsando ou colapsando. A estrutura
métrica externa a estrela de néutrons é idéntica a métrica de Schwarzschild de um buraco

negro, descrita como [26]

2m(r)

—1
ds? = g, dz"dat = —e2 5 ar? 4 (1 - > dr? +r?(d6? + sin*0d¢?).  (3.39)
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4 As Estrelas de Neutrons

A descoberta dos quasares levou a Teoria da Relatividade Geral imediatamente
para a fronteira da astronomia. A escala cosmica, a gravidade é a interacao dominante, e
por implicar na concentracao imensa de massa, levam a existéncia de campos gravitacionais

muito intensos.

Neste contexto, podemos destacar as Estrelas de Néutrons, que estao entre os
mais exdticos corpos celestes ja conhecidos, e representam os estagios finais da vida de
estrelas massivas que pertencem a sequéncia principal, apresentando dimensoes muito
pequenas e girando em altissimas velocidades, resultando em grandes campos gravitacionais

e magnéticos [9].

4.0.1 O ciclo de vida das Estrelas e as Estrelas de Néutrons

Quando nuvem de gas e poeira no universo se condensam devido a a¢ao gravitacional,
se forma uma bola de gds. A temperatura aumenta conforme essa poeira se condensa,
e quando chega a aproximadamente 10.000 °C os atomos de hidrogénio se juntam e se
transformam em atomos de hélio, através da fusdo nuclear, que resulta no nascimento de

uma estrela.

Mesmo uma estrela sendo jovem, ela passa por processos intensos de atividades,
que fazem com que hajam modificagbes em suas caracteristicas, como por exemplo, na
temperatura, na massa e no diametro, além de apresentar momentos de instabilidades,
dependendo da sua fase de vida [27]. Em uma mesma galdxia podem existir muitas regioes
de formacao das estrelas, e essas regides sao preenchidas por nuvens de gas e poeira, que
estao localizadas entre os bracos espirais, ou seja, regioes com maior densidade, com mais

estrelas, e com mais gas e poeira, situados no disco de uma galaxia.

A gravidade presente nos bracgos espirais é suficientemente forte para acelerar
objetos que se distanciam deles, e, da mesma forma, para desacelerar objetos que também
distam deles. A compressao e/ou colisdo nos bragos espirais é resultado da acumulacao e
da colisao destas nuvens de gas e poeira. O resultado desta acao é a grande quantidade de

estrelas jovens e de todos os tamanhos sendo formadas nessas regioes.

Na galdxia de Andromeda, representada na Figura 6, encontra-se nuvens inte-
restelares. Essa regiao fica entre os bragos espirais, e estes aparecem na cor escura na

figura.

Uma estrela consegue produzir a sua energia por um mecanismo chamado fusao

nuclear (juncao de nicleos) [28]. Este processo ocorre devido a proximidade dos niicleos
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Figura 6 — Imagem optica da galaxia de Andromeda - representacao dos bragos espirais.

Disponivel em: <https://www.infoescola.com/astronomia/andromeda-galaxia/>

atomicos. E importante enfatizar que esta aproximacao nao é tao simples como se pensa,
pois, sabe-se que no ntucleo do atomo existe a presenca de cargas positivas que provocam
a repulsao elétrica entre os niicleos, consequentemente impedindo a aproximacao que é

necessaria para que a fusao ocorra.

Algumas estrelas possuem a capacidade de ter energia suficiente para superar a
repulsao elétrica e permitir a fusao nuclear. Essa capacidade é adquirida mediante a
contragao do interior de uma estrela, que eleva a temperatura e faz com que os nicleos

atomicos adquiram altas velocidades.

A medida em que a parte central de uma estrela jovem fica muito quente, os
processos de fusao nuclear iniciam. Primeiro, com a fusao de 2 protons, que formam um
nicleo de déuteron (hidrogénio pesado), um néutron (que é responsavel pela liberagao
de energia) e um elétron. Em seguida, o déuteron se funde com um préton originando
um hélio-3, e assim sucessivamente. Dessa forma ocorre a formacao de elementos iguais
aos que estao se fundindo, assim como outros elementos. As reagdes sempre ocorrem em

cadeia, e dessa forma, a energia necessaria para sustar a contracao gravitacional é obtida.

Quanto mais a producao da energia nuclear vai aumentando, a pressao local também
aumenta, e, consequentemente, a estrela se expande. Como consequéncia, o gas contido
no interior da estrela esfria e a producao de energia diminui. Quando isso ocorre, a estrela
passa a ficar estavel por um longo periodo, na fase conhecida como sequéncia principal.

Nela, a estrela segue com temperatura e tamanho ideais para o seu equilibrio.

Uma estrela passa cerca de 90% da sua vida na sequéncia principal, e, portanto,
em condigoes de equilibrio, pois as caracteristicas da estrela nao se alteram. Durante este
periodo, ha uma conversao de hidrogénio em hélio, de forma lenta, e a forga gravitacional
e a pressao irdo se equilibrar. Algumas estrelas tém um tempo de vida mais curto. Estas
sao mais quentes, mais massivas, e apresentam alta luminosidade, pois consomem seu

combustivel a taxas muito elevadas.

O equilibrio vai sendo alterado a medida em que todo o hidrogénio do niicleo termina,
pois, ha uma modificacdo na estrutura interna da estrela, que influencia diretamente na

aparéncia externa. Neste estagio, a estrela sai da sequéncia principal, e dar inicio a fase
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final da sua vida. Os estagios finais de uma estrela podem ser mais tranquilos ou até

mesmo catastroficos, e isso vai depender da massa estelar.

Alteracoes no raio e na temperatura superficial da estrela sao as principais alteragoes
causadas pelo fim da produgao de energia do ntcleo (em sua camada mais interna).
Devido ao processo de fusao nuclear, a composicao do interior da estrela também muda,
onde ha uma redugao de hidrogénio e um aumento de hélio, e no centro da estrela
devido a temperatura elevada, a quantidade de hélio aumenta ainda mais rapido. Com
a diminuicao do hidrogénio, ha também uma diminuicao na producao de energia pelas
reagoes termonucleares, que leva a queda de pressao e temperatura e leva a contracao da

regiao central da estrela.

Essa contragao causa um novo aquecimento, que reativa a fusao no centro e uma
membrana rica em hidrogénio se funde para formar o hélio. A medida que o hidrogénio
esgota totalmente, a membrana se torna a tnica fonte de producao de energia na estrela.
A medida em que a queima de hidrogénio na camada da estrela inicia, ela se desloca no
diagrama Herzprung-Russell (diagrama HR), que é um gréfico de dispersao que relaciona
a luminosidade e a temperatura da superficie de uma estrela, e com isso, se torna mais

luminosa e mais fria, representado na figura 7.

Figura 7 — Diagrama HR

H-R DIAGRAM

30 000 10 000 6000
Surface Temperature (Kelvin)

Fonte:Oliveira Filho, K.S. e Saraiva, M.F.Astronomia e Astrofisica. [29]

A luminosidade das estrelas esta representada no eixo Y, e segue em escala logarit-
mica (que ao invés de usar a grandeza, usa o logaritmo de uma grandeza), porque o brilho
de uma estrela pode sofrer variagoes grandiosas na sua temperatura e no seu tamanho.
Sua classificacao espectral estd representada no eixo X, e para a classificacao, leva em

conta a temperatuda da superficie da estrela.

As estrelas mais quentes ficam localizadas no lado esquerdo do diagrama, mais

proxima do eixo Y, e as estrelas mais frias encontram-se a direita do grafico. As estrelas
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mais massivas ficam localizadas na parte superior do grafico, e sdo extremamente luminosas,

pois, quanto maior a area de uma estrela, mais ela consegue emitir luz.

A medida em que a fusao nuclear é totalmente cessada na regisao central, a queda
de temperatura ocasiona uma rapida contragao (colapso). Sem a produgao de energia, a

pressdo do gés na parte central, e a for¢a da gravidade atua comprimindo a estrela [29].

O desequilibrio das for¢as que atuam na parte central da estrela faz com que reflita
nas outras regidoes da mesma. A rapida fusdo do hidrogénio vai causar uma pressao de
radiacao, impedindo que as camadas externas aumentem de raio, e nem mesmo a gravidade
pode evitar. Com essa expansao, a temperatura diminui na superficie, e ela comega a se

transformar em uma gigante vermelha.

Se a temperatura interna for muito alta, a estrela passa entao para a regiao das
supergigantes vermelhas, no grafico HR, e dessa vez, a maior composi¢ao do ntucleo é o
carbono. Nas estrelas supermassivas, a temperatura interna consegue atingir os niveis
necessarios para que a fusdo do carbono implique em elementos mais pesados. A estrela

novamente passa por varias etapas, dessa vez, sem sofrer drésticas alteragoes [9].

Conforme a temperatura central vai aumentando, as reagoes do nicleo passam a
ocorrer de forma mais acelerada, e a energia que é gerada consegue sustentar a estrela
contra um colapso. Porém, alguns elementos pesados, como o ferro, por exemplo, sdo tao
compactos que ao invés de gerarem energia, eles absorvem energia do meio. Chega um
momento em que a pressao nao é mais suficiente para sustentar a intensa forca gravitacional,
e a estrela implode. A Figura 8 nos traz um esquema de representagao do interior de uma

estrela massiva.

Figura 8 — Representagdo do interior de uma estrela de alta massa no fim da sua vida.
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Fonte: Disponivel em:

<https://www.meteoritos.com.br/evolucao-das-estrelas-e-a-formacao-dos-elementos-quimicos/>.

Se tratando de uma estrela massiva, o nucleo se expande violentamente em reacao
a compressao que foi interrompida, e uma onda de choque se espalha pela estrela, fazendo
com que as camadas superficiais, se desloquem em um evento explosivo, levando até
mesmo o ferro do nicleo para o meio interestelar (é o que conhecemos como explosao de

supernova).
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Se uma supernova ocorre em um sistema binario, ou seja, um sistema composto
por dois corpos celestes orbitando em torno de um centro de massa comum, ligados
gravitacionalmente entre si, a companheira da supernova pode perder uma parte das suas

camadas da superficie, entretanto, consegue sobreviver a explosao.

Uma estrela de néutrons ird se formar proximo de uma estrela secundaria, e a
medida em que a estrela secundaria evoluir, o gas contido nela entdo iré se deslocar em
forma espiral em direcao a estrela de néutrons. Este gas ird formar um disco de acrescao,
representado na Figura 9. O formato de um disco esta relacionado com o fato do gas

manter seu movimento orbital.

Figura 9 — Representagao do disco de acrescao
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Disponivel em:

<https://www.if.ufrgs.br/oei/stars/neutronst /neutrst.htm>

Havera uma perda do momento angular, a medida em que houver um atrito das
camadas do gas nas Orbitas que estdo préximas do disco de acrescao. Além disso, também
vai ocasionar um movimento de queda em espiral do gés em dire¢ao a superficie da estrela
de néutrons. Como o gas se move em espiral para dentro do campo gravitacional da estrela,
sua energia potencial gravitacional serd convertida em energia térmica no interior do disco

de acrescao.

A energia gravitacional é liberada com maior intensidade na parte mais interna
do disco de acresc¢ao, isso faz com que uma temperatura média de milhdes de graus seja
atingida. Devido a isso, uma fonte de energia muito intensa se torna presente nessa regiao,
que vai emitir radiacao (ultravioleta e raios-x). Se o gas for transferido em uma quantidade
muito elevada do disco, a pressao na estrela de néutrons sofre um aumento consideravel,
e assim, a energia acaba ficando acumulada, e o gas é expulso da estrela de néutrons,

fazendo com que fortes correntes de gas sejam ejetados em sua oOrbita.

A figura 10 representa a Nebulosa de Caranguejo. Ela é o que restou da explosao
de uma supernova. E formada a partir do material que é ejetado das camadas da estrela
massiva no periodo de fim da sua vida. No centro desta Nebulosa estd o Pulsar do
Caranguejo, que emite pulsos peridédicos de radiacao responsavel por abranger quase todo

o espectro eletromagnético.
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Figura 10 — Nebulosa de Caranguejo.

Disponivel em: <https : //www.nasa.gov/images/content/138785main;mage reatures60yssull.jpg >.

Uma morte para as estrelas massivas pode ter duas consequéncias impactantes: o
fim da estrela original, e se for massiva o suficiente, nasce um buraco negro; ou, deixar
apenas um objeto compacto formado basicamente por néutrons no seu centro, porque os
prétons e os elétrons irao se repelir, mediante a reducao do seu raio, restando apenas a
matéria neutra. E af entdo que chegamos ao conceito e nascimento das estrelas de néutrons.

A figura 11 nos mostra uma concegao artistica de uma estrela de néutrons.

Figura 11 — Concegao artistica de uma estrela de néutrons.

Fonte: NASA.

-

E possivel apontar que as estrelas de néutrons sao remanescentes do processo de
geragao de supernovas. A partir dai, é possivel afirmar que a compressao dos restos de
explosao da estrela apds esse efeito, ird influenciar também no aumento na intensidade do
campo magnético, por causa da conservacao do momento, e pelo fato de que nos polos a
densidade magnética é maior, a atracao gravitacional dos restos da estrela conduz a um

objeto extremamente compacto.

O momento angular é uma quantidade que combina a massa, o tamanho e a
velocidade de rotacao. Antes de desmoronar, a estrela girava lentamente, porém, a medida
em que entrou em colapso, o material reprimiu o seu momento angular original. A massa
permanece semelhante a original, porém o raio encolhe. Isso faz com que para compensar,
a velocidade de rotacao aumente. Portanto, o momento angular de uma estrela de néutrons
¢é conservado a medida em que a estrela encolhe, pois, quanto mais perto a distribuicao

de massa estiver do eixo de rotagao, menor ¢ o momento de inércia, ou seja, o grau de
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dificuldade de alterar o estado de movimento de um corpo, e portanto, o corpo vai ganhar

mais velocidade angular, pois a resisténcia ¢ menor em relagao a velocidade de rotacao.

O desenvolvimento da teoria da relatividade geral foi fundamental para o estudo e
compreensao dos objetos em questao (as estrelas de néutrons), isso porque, seria impossivel
compreendé-las utilizando a teoria da gravitagao classica de Isaac Newton [4]. As estrelas de
néutrons sao objetos tdo densos que sua forca gravitacional consegue distorcer fortemente
a estrutura do espaco a sua volta, e isso exige os estudos de Einstein para que seja possivel

detectar suas propriedades.

A densidade global das estrelas de néutrons é em torno de 59.10'%kg/m3 | o que é
comparavel com a densidade do niicleo atomico dos atomos. Essa densidade aumenta de
acordo com o que se aproxima de seu interior, por causa da forte pressao que é exercida
pela massa mais exterior. Por conta dessa densidade, as distor¢oes gravitacionais na
superficie dessas estrelas sao bem estrondosas, e com isso, o campo gravitacional chega a

ser 2.10* vezes o campo da Terra.

Uma curiosidade importante é que corpos da superficie podem ser acelerados em
velocidades altissimas, e isso gera uma possibilidade desses corpos atingirem velocidades
préximas a da luz, ou seja, com essa aceleracao, qualquer corpo que chega préoximo é

automaticamente aniquilado.

De modo geral, as estrelas de néutrons sdo um entre os possiveis estagios finais
da vida de estrelas massivas que pertencem a sequéncia principal. Sdo pequenas, porém
extremamente quentes e densas, apresentam altissimas gravidades e podem ter campos
magnéticos extremos.O efeito de colapso de uma estrela de néutrons ocorre por causa
da curvatura do espaco-tempo que justifica a intensidade da gravidade numa estrela em

colapso.

4.1 A Estimativa elementar do equilibrio e as massas das estrelas

de néutrons

O fato de existir uma massa maxima para as estrelas de néutrons sucede da presenca
da pressao como fonte da gravitagdo na Relatividade Geral.Analisando a gravitacao
newtoniana pelo momento, sabe-se que a equacao que estabelece o estado mecanico do gas
é conhecida como: equacao de equilibrio hidrostatico para uma esfera auto-gravitante [7].

Tal equacao é dada por
dP  Gmp

dr 72

onde m(r) é a massa encerrada no raio r, e G é a constante Gravitacional de Newton.

, (4.1)

A solucao da equacao (4.1) em termos da fungdo pressao P(r), estabelece que

a estrela decorre do balanco de forcas de pressao e gravidade. Neste caso, a pressao
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gravitacional é vista como resultado da variacdo da energia a respeito do volume que ela

ocupa.

A pressao gravitacional, dada por

aEgrcw

Pgrav = _Wa

(4.2)

¢é exercida sobre uma estrela de néutron. Pode-se, entao, escrever a energia gravitacional

de uma esfera, em funcao do volume, V

Bra =2 () S5, (43)
onde 3/5 é um valor constante para um processo adiabatico.
Isso resulta em SE o
Pyrav = — 5; = CM3ps, (4.4)

1 . ’ A .
sendo C' = %(4 )3. A partir dai, escalonando para valores de referéncia, temos

3
M3 0 3

Pyraw = 3,2.10% () () , 4.5

g M@ 00 ( )

onde, M é a massa solar, e p é a densidade.

Para que haja equilibrio, a pressao gravitacional deve ser igual a pressao de repulsao

nuclear, que é a verdadeira responsavel pela estabilidade estelar neste regime.

Realizando o célculo da densidade, é possivel encontrar a massa maxima dentro de

um erro percentual pequeno na aproximacao da densidade constante. Logo

p R>3
Mgz = 2,54 [ —— ) (=) Mo, 4.
° (4,5p0> (10 © (4.6)

A equacao acima nao é adotada completamente, porque os resultados obtidos,
em geral, sao uma média, uma aproximacao. Para que se obtenha uma solucao mais
refinada, é necessario recorrer a integragao de equagoes deduzidas para solugoes estaticas

com simetria esférica, da relatividade Geral.

4.2 Os pulsares

Os pulsares foram descobertos acidentalmente em 1967, obtidos durante uma baixa
frequéncia na busca por fontes de radio extragaldcticos [30]. Jocelyn Bell fazia parte de
um grupo de estudantes de radioastronomia, da universidade de Cambridge. Um dia,
a partir de um radiotelescopio desenvolvido pelo lider da turma, perceberam sinais de
pulsos periddicos, diferentes dos que normalmente eles esperavam (a detecgao de quasares,

objetivo do estudo).
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Até um pouco antes de 1960, nao se sabia de fato qual a origem de um pulsar.
Uma técnica de cintilagao interplanetaria foi descoberta, o IPS (interplanetary pulsar
scintillation), que é a flutuagdo aparente na intensidade da emissdo de radio de uma fonte
de radio compacta, e ocorre devido a difragdo das ondas de radio a medida em que passam
pelos ventos solares no espago interplanetario [31]. Os quasares sao objetos astronémicos

que cintilam mais que fontes de radio estendidas, e a inten¢ao era identificar quasares.

Jocelyn percebeu uma rapida cintilacdo que envolvia uma fonte fraca, que no
horério da noite s@o pouco frequentes. Além disso o sinal s6 estava presente em uma fracao
de tempo, mas foi se repetindo até que gravagoes de alta velocidade revelaram que os
sinais vinham de uma sucessao de pulsos com apenas 1 s de intervalo. Até entao, nenhum
objeto celeste apresentava tais caracteristicas. A figura 12 mostra um registro do sinal do

primeiro pulsar descoberto.

Figura 12 — Registo do sinal do primeiro pulsar descoberto por Jocelyn Bell; os “vales” na
linha superior, em novembro de 1967.
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Fonte: Cambridge University.

Em 1968 foi levantada uma hipotese de que os pulsares poderiam ser estrelas de
néutrons em alta rotacao. Dois artigos foram escritos, e mostraram a relagao existente

entre teoria e o que realmente acontecia.

“Os pulsares, ao que parece, tém o potencial
de revelar aspectos muito diversos do universo,
como a natureza do espago-tempo e as propri-
edades fundamentais da matéria. [...] E, ao
girarem, emitem raios de radiagao - luz, radio
e raios-X - que fluem para o espago. Se um
dos raios cruza a Terra, o pulsar parece piscar
como um sinal de alerta que marca o local de
um cataclismo estelar. Essa gama de caracte-
risticas tnicas torna os pulsares como labora-
térios para testar fendmenos com significado
nao apenas astrondémico, mas cosmologico. A
incrivel precisao dos pulsares permite que os
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astronomos estudem uma das previsoes mais
importantes da relatividade geral, as ondas
gravitacionais. As taxas de rotagdo dos pulsa-
res sao tao precisas que sao consideradas uma
das fontes de tempo mais exatas” [32]

O interior de uma estrela de néutrons que até entao era considerado um simples
néutron fluido, provou ser muito acessivel através da taxa de rotagao que foi observada,
analisada e levada para estudos posteriores. Apds a descoberta dos pulsares de curto
periodo (Vela e Caranguejo), foram utilizadas teorias que envolviam anas brancas, a fim
de compreender se estas teriam alguma relacao com os pulsares de periodos curtos, por
exemplo, de 1s, e possivelmente para 14s (que era o menor periodo conhecido), entretanto,

o Vela teve um periodo de 89 ms apenas.

Somente uma estrela de néutrons poderia vibrar ou girar tao rapido [33]. A matéria
que fica acumulada é compelida a cair em algumas regides peculiares dos polos magnéticos,
e ao serem aquecidas, sdo as responsaveis pela emissao de raios-x. Além disso, também é
possivel que a rotagao por vezes possa variar e diminuir, mas a vibracao nao apresenta o
mesmo comportamento. Observando a figura 13 podemos analisar um modelo de uma

estrela de néutrons com as propriedades de um pulsar.

Figura 13 — Modelo de uma estrela de néutrons com suas propriedades de um pulsar.
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Fonte: USP

O ntmero de pulsares conhecidos aumentou muito nos primeiros 15 anos de
descobertas. Os periodos variavam entre 100 ms a 1 s, e as taxas de desaceleragao que
foram minuciosamente analisadas comprovavam que os pulsares com periodos menores

eram os mais jovens.

Os sinais dos pulsares variaram rapidamente de forma aleatoria devido a movimentos
aleatorios no gas interestelar que atravessam em seu caminho para Terra, assim como as
estrelas piscam aleatoriamente devido aos movimentos do ar na atmosfera da Terra. E
exatamente quando o feixe de luz cruza a linha de visada entre o pulsar e a Terra, que é

detectado em forma de pulsos.
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A intensidade desse sinal vai variar de acordo com a fase de rotagdo da estrela, e o
periodo de repeticao também varia de acordo com a fase de rotagao da estrela. Alguns
pulsares emitem uma radiacdo em frequéncias que se estendem das ondas de radio até os

raios gama, e isso sugere um plasma em torno dessas estrelas [34].

O periodo de um pulso também aumenta lentamente, mas ha excegoes, por exemplo,
quando hé falhas na periodicidade dos pulsos (glitches), ou quando hé o aumento da
frequéncia angular (spin-ups), que sdo consequéncias do aumento da massa.Com isso, ficou

definido que os pulsares sao estrelas de néutrons fortemente magnetizados.

O campo magnético exerce uma poderosa influéncia no interior de um pulsar. A
rotacao da estrela de néutrons é composta por duas rotagoes: uma do corpo solido, e uma
de fluido. Os fortes campos magnéticos exercem um efeito que se trata da desaceleracao
da taxa de rotacao, que ocorre a partir do momento em que hd uma perca no momento

angular da radiacao eletromagnética [34].

4.2.1 Idade com base no modelo para a desaceleracao da rotacao de um

dipolo candnico

Para explicar o decaimento da frequéncia de rotagao dos pulsares, normalmente
se utiliza o modelo canonico, que considera que tais objetos sao descritos como dipolos
magnéticos rotacionando, com uma velocidade angular 2 [9]. De acordo com a eletro-
dinamica, esses dipolos magnéticos giram em torno de um eixo perpendicular ao dipolo
com velocidade angular 2 = 27v, e irradiam uma onda na frequéncia angular 2 com uma
poténcia total de %u2§24c_3. A energia fornecida advém da energia cinética de rotacao

%I 02 onde I é o momento de inércia.

Neste modelo mais simples, a taxa de variagao da energia cinética de rotacao é

dada por

a3

onde « é o angulo entre os eixos de dipolo e rotagao e p ¢ o momento de dipolo.

1102 ay 2
d <2dt ) =IO = ZpPsin*aQtc?, (4.7)

O fluxo de energia de um pulsar pode ser uma combinacao entre a radiacao dipolar
e uma saida de fluxo de particulas. Mesmo que estas particulas carreguem uma grande
parte da energia, espera-se que o fluxo seja dado aproximadamente pela equagao (4.7),

uma vez que, o campo magnético é gerado na magnetosfera (externa).

A saida combinada pode ser considerada, portanto, como um fluxo de rotacao e de
particulas na velocidade ¢, que perpassa por uma éarea de 4772, onde .. é o raio do cilindro
na velocidade da luz. Para que a equagao (4.7) possa ser utilizada para encontrar o fluxo, é
necessario que a densidade de energia total na velocidade da luz seja de aproximadamente
B

2 , . . "
5, de onde B ¢ a intensidade do campo magnético.
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Seguindo a linha de raciocinio de utilizar a equagao (4.7) para a desaceleracao de
um pulsar, a componente ortogonal do dipolo psen® pode ser derivada dos valores de P e
P. Um valor convencional adotado para a intensidade do campo magnético na superficie
B, = pR™3 ¢é frequentemente utilizado. Isso pressupoe que ha um rotador ortogonal, com

r = 10km e momento de inércia equivalente a 10*°g.cm?, dando:

dpP\*
B, = 3,2.10" (Pdt> . (4.8)

O campo B, = uR~3 é o campo no equador magnético. A integracio da equacio
(4.7) mostra que para um pulso com periodo inercial Py e constante do campo dipolar B

o periodo evolui com o tempo t (anos) da seguinte forma:
1
P(t) = (P} +3,15.10%2B2)* . (4.9)

Também é possivel, e até mesmo mais propicio, analisar uma pulsacao que diminui
de acordo com a lei de poténcia, pois, o modelo mencionado acima pode nao ser o mais
correto ou apropriado. Assim, consideremos a seguinte equacao para descrever a evolucao
da velocidade angular de um pulsar

— =—-KQ" 4.1
al , (1.10)

onde K ¢é uma constante, relacionada com a estrutura do campo magnético e n é o um
indice de frenagem, que é um parametro que nos diz como um pulsar diminui sua taxa
de rotacdo. E possivel constatar que o indice de frenagem contribui com diferentes graus
de nao linearidade para a equacao diferencial da velocidade angular. Um caso especial
de nao linearidade consiste em tomar n = 3, correspondendo a um pulsar que irradia a
sua energia na forma de um dipolo dipolo magnético. A partir dessa equacao diferencial,

podemos ver que o indice de frenagem deve obedecer o seguinte vinculo

Q.Q
n=-—, (4.11)

02
Considera-se ainda na andlise padrao da equacao diferencial acima a seguinte
condicao de contorno: €2y = %Z> a qual caracteriza um pulsar com alta velocidade angular.

Deste modo, ao integrar a equagao (4.10), sao assumidos de forma padrao que: no tempo
to, a velocidade angular é Q(tg) = €, e no modelo candnico, considerando um t = t,

(idade caracteristica). Desta forma, é possivel demonstrar que a idade do pulsar é tal que

1 Q 0\t
t = 1— — . 4.12
( Qo> (4.12)

n-10Q
Ao consideramos a aproximacao na qual 2y >> ), para n # 1, temos

1 Q 1 P
n—1Q n—-1pP’

c =

(4.13)
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que ¢ a definicao de idade caracteristica. Podemos verificar ainda, que o indice de frenagem
pode ser escrito em termos da velocidade angular, da frequéncia e do periodo de rotacao
como sendo . .
QQ v PP

A perda de energia rotacional equivale a poténcia (ou seja, a quantidade de energia
que é concedida ou consumida por unidade de tempo) pela estrela, fazendo com que haja

uma desaceleragao de um pulsar.

4.3 Generalizacao da equacdo do decaimento de rotacao de um

pulsar

Na Cosmologia, tem-se a constante de Hubble, denotada por Hy (que representa
quao grande é o aumento da velocidade das galdxias a cada Megaparsec) é a responsavel
por fornecer a informacao da taxa atual de expansdao do Universo. Devido a melhoria
da precisao com que somos capazes de medir as distancias entre a Terra e as galaxias, a
constante de Hubble sofreu modificagoes ao longo do tempo (tendo o seu valor atualizado

diversas vezes) [35].

Das equacoes de Friedmann, sdo obtidas as informagoes de que um universo com
uma densidade de energia maior, ird se expandir em um ritmo mais rapido, enquanto um
universo com uma densidade de energia menor, expandird em um ritmo mais lento. O
parametro de densidade (QO) é um mecanismo muito util para especificar a densidade do

universo.

A a relacao entre a curvatura, a densidade e taxa de expansao pode ser escrita

como 9
KC

1-Qp= —
R3H3

(4.15)

ou 7
K 0
de onde, conhecendo (), se conhece o sinal de curvatura de x, e conhecendo a distancia

de Hubble dada por %3 ¢é possivel calcular o raio de curvatura, R,.

Ao invés de citar a densidade do universo diretamente, é conveniente citar o seu
valor em relagao a densidade critica (que define se o universo tem curvatura aberta ou
fechada, e, dessa forma, se vai se expandir consideravelmente para sempre, ou se vai tornar

a colapsar novamente no futuro) [36].

O parametro de densidade é descrito pela razao entre a densidade de matéria-

energia do Universo e o valor que seria necessario para entender a sua curvatura, e é
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definido como
5 _ P
Q= (4.17)
Pe
onde Q é o parametro de densidade, e é uma funcdo do tempo, tendo em vista que p e pPe

dependem do tempo.

Recentemente, os astrénomos chegaram a conclusao de que o universo expande de
forma acelerada, e a fonte desse processo de expansao é denominada por energia escura.
O parametro de Hubble e o pardmetro de desaceleracao sao capazes de quantificar esse
comportamento. Para derivarmos esses e outros paramentros cosmoldgicos, consideramos
a seguinte expansao em série de poténcias do fator de escalar a(t). O fator de escala mede

as variagoes nas escalas produzidas pela expansao ou contracao do universo.
. L,
a(t) = alte) + alto)(t — to) + 5a(to)(t —t)? ... (4.18)

Dividindo a equagao anterior por a(ty), verificamos que esta pode ser reeescrita

a(t)
a(to)

onde H = a/a e o pardmetro de desaceleracao é dado por

como

:1+£%@—my—%ﬂar—%F+”w (4.19)

a L _ _a(tg)d(to)
a(to) H§ a*(to)

G = — (4.20)

de onde podemos concluir que quanto maior o valor de gy mais rapida é a desaceleracgao.

Inspirados nesse procedimento de derivagao de parametros cosmoldgicos a partir da
expansao em série de poténcias do fator de escala, podemos fazer uma expansao analoga da
velocidade angular de rotacao de pulsar €2(t). A partir dai, é possivel generalizar a equagao
para o decaimento da velocidade de um pulsar, a fim de que seja possivel encontrar novos

modelos analiticos que descrevam o indice de frenagem.

Fazendo a expansao em série de poténcias para €(t) ao redor de t = ¢y, obtemos

. L (E—10)2
Q(t) = Qte) + Q| (t—1to) +Q Q + (4.21)
to to 2
Assim, ao dividirmos a equagao anterior por §(ty) temos
Q(t) Q Q )
=14 = (t—"to)+=| (t—1t)" + ..., 4.22
Q<t0) 0 to( 0) 0O to( 0) ( )
a qual pode ser reescrita como
Q(t ~ _
®) =1+4+Q| (t—to) +nQ? (t—t)*+.., (4.23)
Q(to) to to
-0 Q0
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Consequentemente, a equagdo acima permite recuperarmos a forma do indice de frenagem
e ainda derivamos um novo parametro () que mede a taxa de variacio da velocidade de
um pulsar, tendo comportamento andlogo ao parametro de Hubble em relacao ao fator
de escala. Vemos ainda que os termos de alta ordem da equagao (4.23) proporcionam a,
determinacao de diversos novos parametros que podem ser utilizados para a caracterizacao

dos pulsares.

Com o intuito de generalizar as classes de modelos analiticos para a determinagao
da velocidade angular de um pulsar, permita-nos considerar que () obedece a seguinte

equacao diferencial de primeira ordem
Q=Wq, (4.25)

onde W pode ser uma fungao nao-linear de €) e tem papel andlogo ao do superpotencial

em teoria classica de campos. A equacao diferencial acima implica em
Q = Woo Wa, (4.26)

que ao ser substituida na segunda equagao de (4.24), resulta na seguinte relagao para o

indice de frenagem
Waa
= Q. 4.27

A partir dessa generaliza¢ao, é possivel reproduzir curvas do indice de frenagem,
em funcao do tempo no qual o pulsar gira rapidamente em declive. Um exemplo que pode
ser considerado, é em relagao ao pulsar PSR J1734 — 3333 [37], que apresenta uma curva
do indice de frenagem representado na figura 14. Este pulsar apresenta um comportamento
peculiar para o seu indice de frenagem que de acordo com Gao et al. [37] estd relacionado
com comportamentos atipicos de seu campo magnético, sugerido que ele é uma potencial

magnetar.

Na Fig. 14 a linha azul representa uma modelagem tedrica proposta por Gao
et al. [37], sobre o comportamento previsto para o indice de frenagem do pulsar PSR
J1734 — 3333. Nessa proposta, n possui valores menores do que 3 (baixos indices de
frenagem), que aumentam rapidamente até atingirem um valor aproximadamente constante
onde n = 1.5. A linha vermelha tracejada mostrada informa que o atual valor experimental

medido para o indice de frenagem é n = 0.9, com uma incerteza de An = 0.2 nas medidas.

Podemos tentar reproduzir essa curva do indice de frenagem considerando o seguinte

modelo analitico

Wo =—-OV1—-Q2; Q=-0vV1-0Q2, (4.28)

cuja solucao analitica é
Q(t) = sech(t —to) . (4.29)
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Figura 14 — Indice de frenagem em funcio de t para PSR J1344-3333.
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Fonte: Z.F.Gao; N.Wang. H.Shan.

Ao substituirmos esses ingredientes na relagao para o indice de frenagem (4.27), encontramos
n=1—csch®(t —to), (4.30)

que encontra-se plotado na Figura 15. Podemos ver que o indice de frenagem tem
comportamento semelhante ao previsto para o pulsar J1344 — 3333, embora seu valor de
convergéncia para longos intervalos de tempo seja n ~ 1 e ndo n ~ 1.5. Apesar deste
modelo ainda nao ser o melhor em termos de ajustes em relagao a descricao tedrica acerca
do indice de frenagem do pulsar J1344 — 3333, acreditamos que ele evidencia o potencial
de nossa metodologia para caratecterizacao de comportamentos nao triviais dos pulsares.
Além disso, o valor previsto por nosso modelo encontra-se dentro da janela de incerteza

do atual valor experimental do indice de frenage.
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Figura 15 — Indice de frenagem a partir da equacio de generalizacio da rotacio de um
pulsar
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5 Conclusoes

Nesta dissertagao estudamos como ferramentas ja bem estabelecidas no contexto de
teoria classica de campos podem ser aplicadas a fisica de pulsares. Para tanto, fizemos uma
revisao bibliografica de conceitos fundamentais tanto na area de teoria classica de campos
quanto em gravitacao e astrofisica de pulsares. Em teoria classica de campos revisamos o
formalismo de minimizacao da acdo para um campo escalar real, como podemos derivar
a equacao de movimento para um campo escalar estatico, analizar sua estabilidade e
solugoes tipo BPS. No caso de gravitagao, vimos como podemos obter as equacoes de
Einstein, como podemos resolver tais equagoes para uma dada métrica e como as solugoes

que caracterizam uma estrela de neutrons podem ser obtidas.

A astrofisica fornece muitos exemplos de corpos em rotagao e em orbita cujos
periodos de rotacao e revolugdo podem ser determinadas com grande precisao. Os tempos
de chegada dos pulsos de radio dos pulsares nao apenas fornecem informacgoes sobre a
natureza da fonte de radio pulsada, como também podem fornecer uma posicao precisa
para a fonte. Ja é conhecido que o tempo de chegada de um tnico pulso depende da
frequéncia de radio, que sofre dispersao devido a sua longa viagem através do gas ionizado

do espaco interestelar.

A compressao dos restos de explosdao de uma estrela influencia diretamente no
aumento na intensidade do campo magnético, por causa da conservagao do momento, e
pelo fato de que nos polos a densidade magnética é maior, a atragao gravitacional dos
restos da estrela conduz a um objeto extremamente compacto. O desenvolvimento da
teoria da relatividade geral foi fundamental para o estudo e compreensao dos objetos em
questao (as estrelas de néutrons), isso porque, seria impossivel compreendé-las utilizando

a teoria da gravitacao classica de Isaac Newton.

Com a descoberta dos pulsares, por Jocellyn Bell, houve uma nova revolugao no
contexto cientifico, que implicou na busca por compreender as propridades das estrelas
de néutrons em rotagoes. O intenso campo magnético exerce uma poderosa influéncia no
interior de um pulsar, e considerando que a rotacao da estrela de néutrons é composta
por duas rotagoes, os fortes campos magnéticos exercem um efeito que se trata da
desaceleracao da taxa de rotacao de um pulsar, onde ha perca no momento angular da

radiacao eletromagnética.

Com isso, o presente trabalho teve como objetivo compreender como se da essa
taxa de reduc@o na rotagao de um pulsar, através de uma andlise do indice de frenagem,
a fim de modelar a equacao para obter uma generalizacao deste parametro, e conseguir

reproduzir curvas da taxa de desaceleracao de pulsares distintos. Esperamos que, a partir
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desta contribuicao, outros trabalhos possam ser desenvolvidos, com o objetivo de analisar

as propriedades de pulsares e estrelas de néutrons a partir dos parametros ja desenvolvidos.

Também temos como perspectivas ampliar a classe de modelos analiticos para o
indice de frenagem, assim como considerar situagoes nas quais o decaimento de rotagao do
pulsar seja anisotrépico, comportamento este que pode ser mapeado a partir de técnicas
consideradas em modelos compostos por dois campos escalares em teorias classicas de
campos. Poderemos também, analisar outros possiveis parametros associados a fisica dos

pulsares determinados a partir da expansao do parametro ().
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