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“Physics is like sex: sure, it may give some practical results, but that’s not why we do it.”
(Richard P. Feynman)



Resumo

A mecanica newtoniana é um marco na histéria da fisica e da ciéncias moderna. Contudo,
limitacoes surgem quando sistemas impostos a restrigoes sdo analisados, motivo pelo qual
muitos fisicos e matematicos buscaram uma forma alternativa daquela desenvolvida por
Newton. Assim, surge a mecanica analitica, sendo o formalismo lagrangeano e hamilto-
niano os expoentes desta nova forma de descrever sistemas dindmicos. Neste trabalho,
analisamos a dindmica, sob a luz da mecanica analitica, dos osciladores harménicos (sim-
ples, amortecido e forgado) e, principalmente, dos problemas da micanga deslizando ao
longo de uma haste (haste com rotagao uniforme, rotagao acelerada e oscilante). Além
disso, iremos estudar detalhadamente a relacao entre a energia total e a hamiltoniana,
descrevendo todos os casos existentes, incluindo discussoes enfaticas sobre as quantidades

fisicas que se conservam ou nao.

Palavras-chave: Mecanica Analitica. Lagrangeana. Hamiltoniana. Propriedades de

Simetria e Conservacao da Energia.



Abstract

Newtonian mechanics is a milestone in the history of physics and modern science. However,
limitations arise when constrained systems are analyzed, which is why many physicists
and mathematicians sought an alternative solution developed by Newton. Thus, analytical
mechanics arises, with the lagrangean and hamiltonian formalisms being the exponents of
this new way of describing dynamical systems. In this work, we analyze the dynamics,
under the light of analytical mechanics, of harmonic oscillators (simple, damped and
forced) and, mainly, of the problems of the beads sliding along a rod (rod with uniform
rotation, accelerated rotation and oscillating). Furthermore, we will study in detail the
relationship between total and hamiltonian energy, describing all existing cases, including

emphatic discussions about the physical quantities that are conserved or not.

Keywords: Analytical Mechanics. Lagrangean. Hamiltonian. Symmetry Properties and

Conservation Laws.
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1 Introducao

A obra prima de Joseph-Louis Lagrange, Méchanique Analytique (Mecanica Ana-
litica), publicada em 1788, deu origem aquela que seria parte fundamental da mecénica
classica e da fisica moderna: a mecanica analitica. Até entdo, a mecanica cldssica se
resumia em grande parte a mecanica desenvolvida por Isaac Newton, que tem como

fundamento suas famosas leis do movimento.

A mecénica analitica, em contraste com a mecanica newtoniana que tem uma
forma vetorial e recorre a forgas redundantes, se utiliza de quantidades escalares para
obter as equagdes de movimento da maioria dos problemas relevantes da dindmica. Essas
equagoes sao equivalentes as obtidas na mecanica newtoniana, mas os passos para obté-las
proporcionam percepcoes fundamentais sobre a natureza do universo. Tais percepgoes sao
tao relevantes que nao é nenhum exagero afirmar que a mecanica analitica é o alicerce da

fisica tedrica [1, 2].

H4 dois formalismos principais na mecanica analitica: (i) o lagrangeano que é
fundamental para diversas areas da fisica, como a eletrodinamica quantica e cosmologia;
(77) e o hamiltoniano, no qual a mecanica quantica é fundamenta. Cada formalismo

apresenta suas peculiaridades e vantagens, que iremos analisar ao longo deste trabalho.

Todo poder que advém da mecanica analitica pode ser derivado de um tnico
principio denominado principio de Hamilton ou principio da minima ag¢do, tendo sua
origem no célculo das variagdes. Além de ser um principio elegante que leva a resultados
surpreendentes, o principio da minima acao pode incitar reflexoes filosoficas, uma vez
que aparenta ser um principio intrinseco ao universo e pode fomentar aqueles que tem

inclinagoes teistas a acreditar que o universo contém um proposito inerente [3].

Uma grande consequéncia da mecanica analitica, talvez a maior, é a descoberta que
proporcionou a conexao entre propriedades de simetria e leis de conservagao de sistemas
fisicos. Esta conexao leva a uma compreensao direta e fundamental de sistemas dinamicos,
por mais complexos que esses sistemas possam ser. Essa conexao pode ser condensada no

famoso teorema de Noether [1].

Além de descrever a dindmica de alguns sistemas simples a partir da mecanica
analitica, daremos énfase aos problemas da micanga ao longo de uma haste. Assim, este
trabalho busca deixar claro a relacao entre propriedades de simetria e a conservagao da
energia, principalmente no contexto da dindmica hamiltoniana. Demonstraremos a relagao

entre a hamiltoniana e energia total de sistemas fisicos.

Para tanto, dividiremos o trabalho da seguinte forma: no Capitulo 1, temos a
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introducao. No Capitulo 2, descrevemos a teoria bésica, partindo das leis de Newton,
passando pelas leis de conservacao, chegando na dinamica lagrangeana — que leva a relagao
entre propriedades de simetria e leis de conservagao — e concluindo com a descri¢ao da
dindmica hamiltoniana e sua relacao com a energia total. No Capitulo 3 discutiremos,
a luz da mecanica analitica e buscando demonstrar a conexao entre a hamiltoniana e
energia total, os osciladores harmonicos (simples, amortecido e forgado) e os problemas
da miganga ao longo de uma haste (rotagdo uniforme, rotagdo uniformemente variada e

oscilante). Por fim, teremos o Capitulo 4, com as conclusoes e perspectivas deste trabalho.
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2 Mecanica Classica

A busca pela compreensdo da natureza vem acompanhando a humanidade no
decorrer da histéria e, com isso, numerosas ideias foram propostas — geralmente recorrendo
a deuses particularmente instaveis emocionalmente. Um bom exemplo dessas tentativas de
descrever a natureza é a Astrologia, que apesar de nao ser considerada uma ciéncia sob a
6tica moderna, tem sua importancia historica e era amplamente utilizada na Antiguidade
como forma de compreender eventos terrestres a partir de observacoes de corpos celestes. E
interessante mencionar que na Antiguidade nao havia distingdo entre ciéncia e teologia, de
modo que a astronomia tem sua origem na astrologia e elas tornaram-se distintas apenas

durante a Revolucao Cientifica [4].

A Revolugao Cientifica surgiu no final do Renascimento (século XVI) e perdurou
até o século XVIII. Durante esse periodo ocorreu o desenvolvimento de diversas areas do
conhecimento e o surgimento da ciéncia moderna. Grandes obras como De Revolutionibus
Orbium Coelestium (Das Revolugoes das Esferas Celestes) de Nicolau Copérnico, foram
publicadas durante esse periodo, o que provocou uma mudanca de paradigma na forma

que a sociedade interpreta a natureza [4].

O grande expoente da Revolugao Cientifica foi Isaac Newton, que em sua busca em
descrever a natureza, publicou em 1687 sua famosa obra Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica (Principios Matemaéticos da Filosofia Natural), dando origem & Mecénica

Cléassica com suas trés leis do movimento.

Posteriormente novas formulagoes emergiram para solucionar algumas limitacoes
que sao intrinsecas a mecanica newtoniana. Dessas formulagoes, as desenvolvidas por

Lagrange e Hamilton mostraram-se mais relevantes por sua forma e contetdo.

Neste capitulo iremos descrever a dinamica lagrangeana e hamiltoniana, partindo
da mecanica newtoniana e suas limitagoes, utilizando as referéncias [1, 2]. Além disso,
vamos demonstrar, de forma breve, a equivaléncia entre cada formalismo a partir do

problema do péndulo simples.

2.1 Mecanica Newtoniana

Como foi dito anteriormente, Newton postulou as trés leis do movimento e leis por
definicao ndao podem ser demonstradas, somente enunciadas com base em observagoes ou

experimentos.
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2.1.1 Leis do Movimento

As leis do movimento de Newton podem ser enunciadas, segundo [1], como

Primeira Lei: “FExistem sistemas de referéncia, ditos inerciais, em rela¢io aos

quais toda particula isolada descreve um movimento retilineo uniforme.”

Esta lei resulta na existéncia de uma quantidade infinita de referenciais inerciais e

na ideia de tempo absoluto, de acordo com as transformacoes de Galileu.

Segunda Lei: “FEm qualquer referencial inercial o movimento de uma particula é

regido pela equagdo
dp
dt’

onde dp/dt é a derivada do momento linear em relagio ao tempo' e F a forca total a que

F = (2.1)

ela estd sujeita.”

E interessante mencionar que existem problemas na fisica, como no langamento de
foguetes, que a massa pode variar com o tempo. Contudo, na maioria das situagoes de

interesse, inclusive neste trabalho, a massa se mantém constante e a Eq. (2.1) se torna:
F =ma, (2.2)

onde m é massa (constante) e a é a acelera¢ao da particula.

Terceira Lei: “A cada agao corresponde uma reagdo igual e oposta, isto €, se Fy;

¢ a forca sobre a particula i exercida pela particula j, entdo”

Fij = —Fj. (2.3)

Pesquisas recentes indicam que pode ocorrer quebra de simetria na terceira lei de
Newton — também conhecida como lei da a¢ao e reacao — quando fotons com massa
efetiva sao submetidos a determinadas situagoes, fazendo que a reacao tenha o mesmo

sentido da agdo [5].

Uma das principais consequéncias das leis de Newton sao os teoremas de conservacao,

que iremos abordar em seguida.

2.1.2 Teoremas de Conservacao

Os teoremas fornecem informagoes fundamentais de sistemas fisicos e sdo validos
somente em referenciais inerciais. Para discutirmos os teoremas, vamos enuncia-los segundo

a referéncia [2].

1 Ao decorrer deste trabalho iremos usar a Notagdo de Newton, onde a derivada de uma funcdo f qualquer

em relagdo ao tempo é escrita como f e a derivada segunda em relagdo ao tempo é f. Portanto, se a
posicao de uma particula é dada por r, a velocidade sera 7 e a aceleragao 7.



Capitulo 2. Mecanica Cldssica 18

Teorema da Conservagdo do Momento Linear: “A quantidade de movimento

linear p de uma particula é conservada quando a forca total sobre ela é zero.”

O momento linear de uma particula é definido por

entao derivando o momento linear p em relagao ao tempo, obtemos
p=mi=F, (2.5)

onde F ¢ a forga total (forga resultante) sobre a particula. Se F = 0 (particula livre),

temos

p=0. (2.6)

Integrando ambos os lados em relacao ao tempo, concluimos que
p = constante, (2.7)

ou seja, o momento linear é constante e, portanto, se conserva.

Podemos obter o resultado em termos de um vetor constante s qualquer, tal que
F-s=p-s=0, (2.8)

levando a
p - s = constante. (2.9)

Portanto, o momento linear é constante na direcao que a forga é inexistente.

Teorema da Conservagao do Momento Angular: “O momento angular de

uma particula ndo sujeita a qualquer torque externo é conservado.”

O momento angular de uma particula em relagao a origem definido por
L=rxp, (2.10)

onde o r ¢ a distancia até a origem. Por outro lado, o torque com respeito a origem ¢é

definido como
r=rxF. (2.11)

Substituindo a Eq. 2.5 na equacao acima, ficamos com
T=rxmi=rXxp. (2.12)

Usando a regra do produto para derivar o momento angular L. em relagao ao tempo,

obtemos
L=(xp)+(rxp), (2.13)
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deste modo

(txp)=rxmi=m(t x1)=0, (2.14)

deduzimos que
L=rxp=r. (2.15)

Portanto, se uma particula nao esté sujeita a qualquer torque (7 = 0), temos
L=7=0, (2.16)

resultando em
L = constante, (2.17)

que implica na conservacao do momento angular.

Teorema da Conservacao da Energia: “A energia total E de uma particula

em um campo de forca conservativo € constante no tempo.”

O trabalho é definido como o deslocamento de uma particula de um ponto A para

um ponto B provocado por uma forca F, ou seja,
B
Wap = / F.dr. (2.18)
A

Se F for a forca total sobre a particula, entao

dr dr dr
Usando a regra do produto, temos
md,, | -md ., A

onde 1 é a velocidade da particula. Substituindo a Eq. 2.20 Na Eq. 2.18, podemos escrever

Wap = /AB d (;me) . (2.21)

Integrando o trabalho e sabendo que energia cinética é dada por T' = %mf“Q, obtemos

o trabalho W45 como

1N\ 1
Wap = <m7-2) = —m (% — ) = Tp — T (2.22)
2" )4 T 2

Concluindo assim que o trabalho ¢ igual a variacao da energia cinética.

Em casos que a forga é conservativa, ou seja, quando o trabalho para mover a
particula de um ponto a outro independe do caminho, podemos definir a energia potencial

em funcao do trabalho:
B
/A F.dr=V,—Vg. (2.23)

Portanto, o trabalho realizado sobre a particula é meramente a diferenca de potencial

entre dois pontos.
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Sabemos que a forca F pode ser expressa como
F=-VV, (2.24)

onde V' é uma fungao escalar (condi¢do necessaria para que F seja conservativa). Desta

forma, podemos reescrever a Eq. 2.23 da seguinte maneira
B
/ F-dr = / (VV)-d / AV =V — Vg, (2.25)
A

E importante esclarecer que nao estamos levando em conta os casos em que a energia
potencial depende da velocidade (V' é uma func¢do apenas das coordenadas e eventualmente

do tempo).

Definindo a energia total £ como sendo a soma da energia cinética e potencial,

temos

E=T+V, (2.26)
sendo sua derivada total em relacdo ao tempo dado por

dE _dT dV

—_— =4 —. 2.2
dt dt+dt (227)

Avaliando cada termo separadamente, comecando pela variacdo da energia cinética, temos

pela Eq. 2.20 que

1
F.dr=d <2m7‘2) =dT. (2.28)
Dividindo ambos os lados por dt, obtemos
dTl’ dr
T _F.- —F-i 2.2
dt dt ' (2.29)
J& para a variagao da energia potencial, vamos utilizar a regra do produto para multiplas
variaveis: 5V d (9V
7"1
— = 2.30
dt Z or; dt ot ( )
entao 8V 5y
— = — 2.31
dt ; En =(VV) i+ ET (2.31)
Substituindo as Eqs. 2.29 e 2.31 na Eq. 2.27, encontramos
dE .oV oV
Como F = —VV  entdo F 4+ VV se anula e deduzimos que
dE oV
— = 2.33
dt ot ( )

Portanto, se V nao depende explicitamente do tempo, entao F é conservativa e a

energia total F é conservada.
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Este é um importante resultado e iremos discutir a conservacao da energia total
com mais detalhes no contexto da dinamica lagrangeana e principalmente no contexto da
dindmica Hamiltoniana. No entanto, como foi mencionado no inicio deste capitulo, vamos
apresentar e discutir brevemente o resultado de um sistema relativamente conhecido: o

péndulo simples. Vejamos logo abaixo.

Exemplo 2.1.1 Péndulo simples sem atrito.

O péndulo simples consiste em um corpo de massa m vinculado a um suporte fixo
por uma corda de massa desprezivel e comprimento [, conforme mostrado na Figura 1.

Tal sistema realiza oscilagoes periddicas devido a forca gravitacional.

l,/f// //’://j// i /” 4 g /:’ :;,’,';::" ’/j/"// X

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

yy
Figura 1 — Péndulo Simples. Fonte: [1].

Partindo da segunda lei de Newton para determinar a equagao de movimento do

sistema, temos
F=ma, (2.34)

onde a ¢ a aceleragao. Como o comprimento da corda ¢é constante, entao a trajetéria da
massa m forma um arco; portanto, a componente tangencial da forca gravitacional é a

Unica responsavel pela dinamica do sistema:
ma = —mgsend, (2.35)

ou
a=—gsend, (2.36)

onde g ¢é a aceleracao da gravidade e o sinal negativo indica que a aceleracao do sistema é
sempre oposta ao angulo de oscilagao 6. Podemos determinar a pelo comprimento de arco
dado por s:

s=10. (2.37)

Derivando s duas vezes em relacao ao tempo, temos

ds . do . d’s _ d*0
s=S =l =t 5= =1 =10 (2.38)
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Como a = §, entao a Eq 2.36 pode ser reescrita da seguinte forma:

é—i—%sené’zo. (2.39)

Se definirmos w? = g/, obtemos
0+ wsenh =0, (2.40)

que é a equacao de movimento do péndulo simples, sendo wy a frequéncia natural do

sistema.

Nao héa forcas dissipativas e a tnica forga responsavel pelo movimento do péndulo
deriva da energia potencial gravitacional, dada por V"= —mgh (h é a altura e o sinal
negativo é devido a escolha arbitraria dos eixos). Logo, a forga resultante sobre o sistema,
¢é conservativa e a energia total é conservada. Em outras palavras, esse sistema, se possuir

atrito desprezivel, oscila com amplitude aproximadamente constante.
|

Com as devidas discussoes acerca da mecanica newtoniana que realizamos acima,
podemos iniciar nosso estudo sobre a mecanica analitica, comecando pela dinamica

lagrangeana.

2.2 Dinamica Lagrangeana

Apesar de ser um marco revolucionario na fisica e na ciéncia como um todo, a
mecanica newtoniana apresenta limitagoes quando se propoe a descrever sistemas impostos
a restrigoes (vinculos). Nessas circunstancias é necessario recorrer a variaveis obsoletas e
analisar todas as forgas atuando sobre o sistema, inclusive as forcas de vinculo. Entao, se
o sistema apresenta restricoes complexas, como no caso do péndulo duplo, a obtencao das

equagoes de movimento se torna uma tarefa ardua ou até impossivel.

Para evitar tais limitagdes é necessario recorrer a um novo formalismo desenvolvido
por Lagrange. Em tal formalismo partimos de uma funcao escalar denominada lagrangeana
— expressa em coordenadas generalizadas (independentes entre si) — e aplicando as equagdes
de Lagrange, que iremos ver mais adiante, obtemos as equagoes de movimento equivalente

aquelas fornecidas pela mecanica newtoniana.

Ha mais de uma forma de obtermos as equagoes de Lagrange, mas iremos determina-
las a partir do principio de Hamilton, também conhecido como o principio da minima
acdo, por ser um principio elegante e fundamental, que tem suas origem no calculo das

variagoes.
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2.2.1 Rudimentos do Calculo das VariacGes

Como nosso objetivo é estudar a dinamica de sistemas fisicos, entao iremos focar
nos elementos do calculo das variagoes que levam a importantes resultados na fisica, sem

recorrer as provas matematicas.

O objetivo do célculo das variagoes é obter extremos (méximos e minimos) de uma
fungdo chamada funcional. O dominio de tal funcao é um espago de fungoes e o problema
mais elementar que podemos formular é o seguinte: dado o funcional

= [ ),y (@) de. (2.41)

1
onde y'(z) = dy/dz. Entao, temos como objetivo encontrar a curva, entre todas as curvas,
dada por y = y(x), que passa entre os limites de integragdo =1 e o e minimiza (extremiza)
J, ou seja, dada qualquer outra funcao y (variando y), a curva vizinha gerada ird percorrer
um caminho maior que a gerada por y(z). Podemos escrever todas as curvas vizinhas
com a parametrizagdo y = y(€, x), onde € = 0 implica na curva y = y(z) que minimiza J.

Podemos expressar y = y(¢€, z) como

yle,z) = y(0,z) + en(x), (2.42)

onde 7(z) é uma funcao diferencidvel e continua que se anula em nos limites de integragao,

uma vez que y(e,z) = y(x) nos pontos 1 e z3. A Figura 2 ilustra essa situagao

i J

Caminho extremo, y(x)

q
1
1
[
1
r
|
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I
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!
|

[

1

X\ X £

Figura 2 — Variacao de uma curva mostrando caminhos vizinhos ao que minimiza .JJ. Fonte:

2].

O funcional J dado pela Eq. 2.41 pode se tornar uma funcao de € se func¢oes da

forma 2.42 forem consideradas:
10 = [ 1 ylen). o/ (e 2), ) dr (2.43)
x1

Uma condicdo necesséria, mas nao suficiente, para que y(x) resulte em um extremo (ponto

(f{i)eo 0, (2.44)

estacionario) é que
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ou seja, ao longo do caminho o funcional J independe do parametro . Com este resultado

iremos obter a equacao de Euler, que é uma peca chave para o desenvolvente deste trabalho.

2.2.2 Equacao de Euler

Dada a condigao 2.44, entao a diferenciacao do funcional J expresso pela Eq. 2.41

¢é escrita como

dJ d [ ,
& @l fly, v/, x)dx, (2.45)
mas podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma
dJ 2 (Of Oy  Of Oy
— = — =4+ —=——dx. 2.46
de /q;l <0y Oe * dy’ Oe * ( )

Utilizando a Eq. 2.42, obtemos

dy dy' _dn

9 n(@); e dr (2.47)

Assim, a Eq. 2.46 se torna

a1 _ (08 ofdy
= /zl (ayn(x) + oy dm) dzx . (2.48)

Aplicando integracao por partes no segundo termo:

udv =uv — [ vdu, (2.49)
/ /

sendo of
il n(z), (2.50)

obtemos, entao

wofdy, _ Of
o Oy dr 8y’77

(z) dr By

N — /:2 d <8f> n(x)dx. (2.51)

Sabemos que 7(z) se anula nos pontos x; e xs, entao

0
a5,77(-76)

€2

—0. (2.52)

1

Portanto, a Eq. 2.46 torna-se

dJ z2 [0 d (0 z2 (0 d o
- = /m [ajycn(x) - <8§’> n(x)] dr = /ﬂc1 <(‘3£ - dx@gf’) n(x)dx . (2.53)

Visto que n(x) é uma funcao qualquer e considerando a condi¢ao da Eq. 2.44, entao a

of d (of\
o1 (2) g -

integracao é eliminada:
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Assim, obtemos a famosa equacgio de Fuler, a qual é uma condi¢cdo necessaria para a

existéncia de um extremo.

Com a equacao de Euler é possivel resolver varios problemas classicos da fisica,
como determinar a braquistocrona ou as geodésicas de uma esfera. Contudo, na mecanica

é bastante comum f ser um funcional de diversas varidaveis dependentes:

= f{yi(z),yi(x);2), i=1,2,...,n, (2.55)
entao of i (of
Gyi_cisn<8y§>zo’ i=1,2....n, (2.56)

que ¢é a equacao de Euler para diversas variaveis dependentes.

Com os resultados obtidos acima, é possivel obter as equagoes de Lagrange. Entre-
tanto, é fundamente estudarmos a notacao usual do calculo de variagoes, uma vez que é a

notacao que iremos utilizar no contexto da mecanica analitica.

2.2.3 Notacao Variacional

E bastante comum no calculo de variagdes utilizar 6 como notacao para representar

uma variacdo. Assim, seja uma variacdo na Eq. 2.53 expressa por

dj . e (0f d Of 8y
fazendo iJ 9
Y
Zda=46T Lda= 2.
dada 0.J; aada oy, (2.58)
que resulta em
d of
- - —— : 2.
5 = / ( - ay) Syda (2.59)
Portanto, a Eq. 2.57 se reduz a
6J = 5/ f{y,y;z)de=0. (2.60)

A variagdo ¢ pode ir para parte de dentro da integral, ja que os limites sao independentes

da variagao, assim

r2 Ty af af /

— - _ — 2.61
5 / 5 fda / (ayléy—l—ay/5y>dx, (2.61)

entretanto 4 J

Y
oy =96 d 2.62
(dx) —(0y). (2.62)
consequentemente

e fof . Of d
6J_/$/ <8y5y+8y dI5y> dz (2.63)
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Integrando o segundo termo por partes:

/udv =uv — /vdu, (2.64)

sendo 5
u= ayf’; v =0y, (2.65)
obtemos, entao
oz (Of d of

Deste modo, a condicao 6J = 0, sendo dy uma variagdo qualquer, implica na eliminacao

da integral, levando a equagao de Euler.

Antes de enunciar o principio de Hamilton e obter as equacoes de Lagrange
utilizando a notacao variacional, ¢ indispensavel definirmos com clareza o conceito de

vinculos e coordenadas generalizadas.

2.2.4 Vinculos

Vinculos sao restrigoes de ordem geométrica ou cinemdtica aos possiveis movimentos
de particulas de um sistema mecanico. E essencial o entendimento que tais limitagoes

precedem a dinamica do sistema.

Um importante tipo de vinculo é aquele que pode ser representado da seguinte

forma:

f(€17"'75n7t)207 (267)

ou seja, que dependa apenas das coordenadas £’s — que sao coordenadas arbitrarias —
e eventualmente do tempo. Vinculos expressos deste modo sao chamados de vinculos
holonomos e, evidentemente, vinculos que nao podem ser assim expressos sdo chamados
de vinculos nao-holonomos. Um exemplo de vinculo nao-holénomo ocorre quando, por
exemplo, um disco vertical rola sem deslizar em um plano horizontal (Figura 3), onde as

condicoes de rolamento sao dadas por
i— Rpcos® =0, §— Rpsend =0, (2.68)

implicando em uma restri¢do que nao pode ser da forma (2.67). A distingao entre vinculos
holénomos e nao-holénomos ¢ pertinente, uma vez que métodos validos para o caso

hol6nomo nao necessariamente sao validos para o caso nao-holénomo [6].

Com o conceito de vinculos holénomos estabelecido, é possivel obter, para alguns
casos, uma quantidade minima de coordenadas independentes que sao suficientes para

descrever completamente o estado de um sistema, como iremos ver adiante.
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vl |

Figura 3 — Disco vertical rolando sem deslizar em um plano horizontal. Fonte: [1].

2.2.5 Coordenadas Generalizadas

Se a posicao de cada particula em um sistema holénomo for determinada de
maneira univoca por variaveis independentes, formuladas como qy,...,q,, e a Eq. 2.67
puder ser expressa em termos desses ¢’s, entao nomeamos essas variaveis independentes

como coordenadas generalizadas.

O espago em que as posigoes instantaneas (expressas em coordenadas generalizadas)
de todas as particulas do sistema é definido, é chamado de espaco de configuracao do

sistema.

Agora podemos obter as equagoes de Lagrange em Coordenadas Generalizadas.

2.2.6 Principio de Hamilton e Equacdes de Lagrange em Coordenadas Gene-

ralizadas

Entre os anos de 1834 e 1835 William Rowan Hamilton enunciou aquele que seria
um dos principios mais importantes da fisica e que leva seu nome, o principio de Hamilton.
A partir deste principio é possivel descrever intimeros sistemas mecanicos e obter as

equagoes de Lagrange. O principio de Hamilton sera enunciado segundo [2]:

Principio de Hamilton: “De todos os caminhos possiveis nos quais um sistema
dindmico pode se mover de um ponto a outro em um intervalo de tempo especifico (consis-
tente com quaisquer vinculos), o caminho real sequido € aquele que minimiza a integral de

tempo da diferenca entre as energias cinéticas e potenciais.”

O Principio de Hamilton pode ser expresso como
to
S = (T —V)dt, (2.69)
t1
onde S é a acao, T" a energia cinética e V' a energia potencial do sistema. Utilizando a
notagao variacional, temos que a variacao da agao é

to
5S =6 (T—V)dt. (2.70)

t1
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Fazendo 65 = 0, ficamos com
t
5[ (T —vydt=o0. (2.71)

t1

Este resultado implica em um extremo, mas nao obrigatoriamente em um minimo.

Se o sistema for holénomo e especificado por coordenadas generalizadas, (i) 1" sera
uma funcao meramente de ¢i; e se as forgas sobre o sistema derivam de um potencial
escalar (forcas conservativas), (i7) V serd uma funcdo meramente de g;. Posto isto, e

definindo uma funcao L chamada lagrangeana como
entao a Eq. 2.71 pode ser reescrita da seuinte forma:

t
5 [ L(qedn)dt =0. (2.73)
t1

A lagrangeana L equivale a funcao f da Eq. 2.55, entao se aplicarmos as simples transfor-

macoes

r =t yiw) = a(t); yile) = a®); @), yi(2),2) = L (2, 3) , (2.74)

e seguindo os mesmo passos da Se¢ao 2.2.2, obtemos
d (0L oL
—|=]—-=—=0, 1=12,...,n 2.75
dt <aqk> an ) b ) ) b ( )
que sao as equagoes de Lagrange. Uma importante propriedade das equagoes de Lagrange é

sua invariancia em relagdo a uma transformagao geral de coordenadas, levando as mesmas

equagoes de movimento.

E indispensavel enfatizar que, embora L tenha dimensao de energia, a lagrangeana
nao tem significado fisico, sendo “somente” uma ferramenta matematica para obtermos as
equacgoes de movimento de um sistema dindmico. Agora, vamos abordar o problema do

péndulo simples a luz da dindmica lagrangeana.

Exemplo 2.2.1 Péndulo simples sem atrito.

Temos que a energia cinética do péndulo simples (Figura 1), em coordenadas

polares, é
1 .
T = 5mz292 , (2.76)
e a energia potencial
V = —mglcos¥. (2.77)

A lagrangeana ¢ dada por L =T — V, logo

1 .
L= imlgﬁz + mglcosf . (2.78)
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Fazendo
d

oL 2 o 2y OL
= ml; ( l 9) =mi*;  — = —mglsen (2.79)
e substituindo na equagdo de Lagrange (2.75), obtemos a equac¢do de movimento do
péndulo simples:

é+%sen9:o. (2.80)

Se definirmos w% = g/, entdo podemos rescrever a equagao acima como
0+ wsen =0, (2.81)

onde wy € a frequéncia natural do sistema.
|

Observamos que resultado obtido acima (Eq. 2.81) é igual ao obtido através da
dindmica newtoniana (Eq. 2.40), mostrando a equivaléncia entre o formalismo newtoniano
e lagrangeano. Além disso, as equagoes de Lagrange podem abranger, por meio da fungao
de dissipacao de Rayleigh, vista a seguir, situagoes onde ha forgas dissipativas. Vejamos

CcOomao.

2.2.7 Funcao de dissipacao de Rayleigh

As forcas generalizadas podem derivar de um potencial U (g1, ..., Gn, G, - - -5 Gn, t)
mediante a equagao
ou d (oU
==+ (=), 2.82
@ Iqr,  di (3%) (2.82)

entdo a lagrangeana (2.72) torna-se:
L=T-U, (2.83)

onde U é nomeado de potencial generalizado e as equagdes de Lagrange (2.75) permanecem
as mesma. O estudo do caso onde as forgas resultam de um potencial generalizado (2.82) é
importante, uma vez que existem situagoes na fisica, como no caso da forca eletromagnética
sobre uma particula carregada em movimento, que comportam potenciais generalizados.

Contudo, nosso interesse é na situagao onde as forgas generalizadas sao dadas por

v a (o
Oqr ~ dt \ Oy

L ) ey (2.89)

onde @}, é a componente da for¢a generalizadas que nao advém de qualquer potencial

generalizado. Neste caso as equagoes de Lagrange resultam em

d (0L oL )
o <8qk> A Q.. (2.85)
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Um caso bastante comum onde os ()}, descrevem forcas dependentes das velocidades sdo os
que envolve atrito viscoso (movimento de uma particula em um fluido). As componentes

dessas forcas sao da forma
‘Fz’/z - kzxvma F/ kzyvzya F/ - kizvizu (286>

onde os v’s sao as velocidades e os k’s constantes positivas. Partindo disto, Rayleigh
definiu a funcao de dissipa¢ao como [1]
N

1
‘F: 52 (kjwvzz:c+k1yv +kzzvzz) ) (287)
i=1
onde oF oF o
Fp=—g - Fy=—2 " F,=—2—. 2.88
= "o W By T Oy (2.88)

O significado fisico da fungao de dissipagiao de Rayleigh surge quando calculamos o trabalho

realizado pelas forgas dissipativas:

N N
=S Fdr = S F - vidt 2.89
> F >_F (2.89)

=1

dW’

== Z ( wvwz + klyv + kzzvzz> == _2F, (290)
onde 2F ¢é a taxa de dlSSlpaQaO da energia do sistema.

Os @), podem ser expressos como

N or; N av N OF Ov; 8}" ov; OF 0Ov; )
r— F,. =t = b — W Y 1 , 2.91
g ; b Ogy ; ; <8sz Oy aviy Oy 0v;, Oy, ( )
ou seja, oF

Com o resultado acima, as equagdes de movimento de Lagrange para sistemas dissipativos
em que os potencia dependem das velocidades tornam-se
d (0L oL OF
o] Iqr  Od
Podemos, assim, escrever as equagoes de movimento de sistemas dissipativos em coordena-

das generalizadas.

Uma vez que estudamos as equagoes de Lagrange, vamos, agora, partir para uma

das suas principais consequéncias: as propriedades de simetria e leis de conservacao.

2.3 Propriedades de Simetria e Leis de Conservacao

A notoéria conexao entre propriedades de simetria e leis de conservagao é indispen-
savel para o estudo de sistemas dinamicos. Por conseguinte, iremos abordar essa relagao

ao decorrer desta sessao.
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2.3.1 Constantes de Movimento

Constantes de movimento sdo quantidades invariantes em sistemas dinamicos, ou

seja, sao grandezas fisicas que sao conservadas.

Uma grande vantagem das constantes de movimento é que elas oferecem valiosas
informacoes sobre alguns sistemas dindmicos sem que seja necessario resolver o problema
por completo. Para isto, vamos definir uma quantidade p, chamada momento candnico

conjugado:
oL

p— aiq.k: .
Se a coordenada ¢, nao estiver presente na lagrangeana L, embora ¢ esteja, entao

Pk (2.94)

nomeamos tal coordenada como coordenada ciclica e a equagdo de Lagrange (2.75) se

reduz a
dpx
dt

Portanto, py ¢ uma constante de movimento.

=0. (2.95)

Esta constante de movimento pode ser, por exemplo, o momento linear ou o

momento angular de uma particula, como iremos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.1. Péndulo esférico sem atrito.

O péndulo esférico é semelhante ao péndulo simples, mas apresenta um grau de
liberdade a mais, representado pela coordenada generalizada ¢, ou seja, o movimento
passa a ser no espago — como se a particula estivesse ora “entrando” e ora “saindo” da

folha — como podemos observar na Figura 4.

Ly x

7 7

yy
Figura 4 — Péndulo Esférico. Fonte: [1].

A energia cinética, em coordenadas esféricas, é dada por
1 1 .
T = §ml292 + §ml2¢236n29, (2.96)

e sua energia potencial por
V = —mglcosf. (2.97)
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Portando, a lagrangeana é
1 . .
L= iml2 (92 + ¢236n29> + mgl cosf . (2.98)

Visto que ¢ é uma coordenada ciclica (nao esté presente na lagrangeana), entao py é uma

constante de movimento:

oL .
ps = — = ¢ sen’d = constante, (2.99)
99
e consequentemente
d
% = 0. (2.100)

Esta tdltima equacao implica que o momento angular em relagao ao eixo y é conservado.
|

Podemos interpretar a falta de uma coordenada como uma propriedade de simetria,

ja que uma mudanca no seu valor nao afeta a lagrangeana do sistema.

2.3.2 Teoremas de Conservacao

Iremos enunciar dois teoremas de conservagao, segundo [1], sem recorrer a quaisquer
demonstragoes, ja que tais demonstragoes requerem a utilizagao dos multiplicadores de

Lagrange?, que é um contetido que foge do objetivo deste trabalho.

Para enunciar os teoremas, primeiro temos que considerar um sistema representado
pela lagrangeana
L(ry,...,rn,Fq1,...,0N,t) = L(r,v,t), (2.101)

onde r; e v; sao transformagoes infinitesimais:
r, — I'; =r; + 51‘1, Vv, — V; =V, + (SVZ‘ . (2102)

Além disso, temos que considerar que o sistema esteja submetida a p vinculos holénomos
da forma
fs(ry,...,rn,t) =0, s=1,....p. (2.103)

Teorema 2.3.1: “Suponha que um sistema mecanico seja descrito pela lagrangeana
L=T -V, ondeV é um potencial independente das velocidades. Se a lagrangeana e o0s
vinculos (2.103) sao invariantes sob uma translagio rigida arbitrdria, entéo o momento

linear total do sistema ¢ conservado.”

Teorema 2.3.2: “Seja V' um potencial independente das velocidades. Se a lagran-
geana L =T —V e os vinculos (2.103) sao invariantes sob uma rotagao rigida arbitrdria,

entdo o momento angular total do sistema é conservado.”

Estes teoremas implicam na conservacao dos momentos lineares e angulares total,

perante simetrias de translagoes e rotagoes, sem recorrer a terceira lei de Newton.
2

Consultar Capitulo 2, Secdo 2.5, Pdg. 67 de [1] para mais informagoes.
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2.3.3 Conservacio da Energia

A dindmica lagrangeana contém um importante teorema de conservacao de energia
que pode ser descrito pela lagrangeana L(qx, gk, t), caso o sistema esteja submetido a

vinculos holénomos. De acordo com [1]:

Teorema 2.3.3: “Sejam qq,...,q, coordenadas generalizadas de um sistema com
lagrangeana L. Se L nao depende explicitamente do tempo, a quantidade h definida por
" 0L
h=> o — L (2.104)
o Odw

é uma constante de movimento, frequentemente chamada de integral de Jacobi.”

Supondo que L = T — V, entao se o potencial V' independer das velocidades,

podemos reescrever a Eq. 2.104 como
h=> G- —(T-V). (2.105)

Ademais, se a energia cinética T' é uma fungao homogénea de segundo grau das velocidades

generalizada®, entdo pelo teorema de Euler das funcoes homogéneas?,
h=2T—-—(T-V)=T+V=F, (2.106)

onde integral de Jacobi h é a energia total do sistema.

Neste ultimo resultado o potencial V' e, consequentemente, L nao dependem
explicitamente do tempo. Contudo, pode ocorrer casos que V nao dependa explicitamente
do tempo, mas os vinculos dependam, fazendo que h nao corresponda a energia total do
sistema. E valioso esclarecer que as condicoes para que h seja uma constante de movimento
independe das condigoes que garante que h seja a energia total, podendo ocorrer casos
onde h é energia total mas nao se conserva, se conserva mas nao ¢ a energia total e,
evidentemente, se conserva e é a energia total. Voltaremos a discutir estes resultados no
contexto da dinamica hamiltoniana pois, como mencionado ao longo do texto, um dos
focos deste TCC ¢é investigar com razoavel nivel de detalhes tais situagoes e em diversos

sistemas fisicos.

2.3.4 Teorema de Noether

A notéria matematica alema Emmy Noether (1882 - 1935) condensou em um tnico
teorema, que leva seu nome, a conexao entre propriedades de simetrias e leis de conservacao.
Todos os resultados que obtemos nesta Segao (2.3) s@o casos particulares do Teorema de
Noether.

Consultar Capitulo 2, Secdo 2.6, Pag. 69 de [1] para mais informagoes.

4 Consultar o Apéndice B (Fungdes Homogéneas e Teorema de Euler) de [1].
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Para enunciar o teorema de Noether, segundo [1], temos que considerar um para-
metro € infinitesimal qualquer e duas fungoes conhecidas (X e ¥;). Com isto podemos

considerar a seguinte transformacao infinitesimal
t— U =t+eX(q(t),t); @(t) — ;) =at)+eVilq(l),1). (2.107)

Desta forma

t; dq' (' t2 dq(t
AS=[°L q ), ¢ ),t’ dt’—/ L q(t),ﬂ,t dt =0, (2.108)
# dt’ t dt

ou seja, sob a transformagao (2.107), a integral de a¢do se mantém invariante.

Teorema 2.3.4: “Dado um sistema mecanico com n graus de liberdade, se a a¢ao

é invariante sob a transformacao (2.107) entao a quantidade

é constante de movimento, onde L(q,q,t) é a lagrangeana do sistema.”

Noether é considerada uma das maiores matematicas da histéria e seu teorema

como um dos mais importantes para o desenvolvimento da fisica moderna [7].

Chegamos ao fim do estudo do formalismo lagrangeano neste trabalho. Com isto,
abordaremos, logo em seguida, o outro ramo dominante da mecanica analitica: a dinamica

hamiltoniana.

2.4 Dinamica Hamiltoniana

Diferente do formalismo lagrangeano, onde L é “apenas” uma funcdo — sem
significado fisico — para obtermos as n equagoes diferenciais de segunda ordem que
definem a dindmica de um sistema com n graus de liberdade, a dinamica hamiltoniana
apresenta uma funcao H, denominada hamiltoniana, que pode coincidir com a energia
total do sistema e conduz a 2n equacoes diferenciais de primeira ordem equivalentes as n

equagoes do formalismo lagrangeano.

A dindmica hamiltoniana esta inserida no espago de fase. Tal espaco, diferente
do espago de configuragoes que define apenas as posigoes das particulas (qi,...,¢n),
determina as posigoes generalizadas (qi, ..., ¢,) € 0s momentos canonicos (py, ..., p,), ou

seja, determina as posigoes e velocidades de todas as particulas do sistema.

Por fim, ¢é relevante mencionar que a dindmica hamiltoniana nao é, em geral, simples
de se trabalhar em comparacao com a dinamica lagrangeana, mas suas consequéncias nos

levam a resultados mais fundamentais.
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2.4.1 Momentos Canbnicos e Equacdes de Hamilton

Definindo o momento candnico conjugado a ¢; como

oL
pl - aql 9

i=1,....n (2.110)

e supondo o caso em que p; pode ser resolvida para as velocidades generalizadas, entao

basta aplicarmos uma transformacio de Legendre® que a lagrangeana L(q, q,t) se torna
H(q,p,t):
H(q,pt ZQsz L(g,4,1), (2.111)

onde H ¢é a hamiltoniana. Podemos observar que na hamiltoniana as velocidades generali-

zadas foram substituidas pelos momentos candnicos.

Podemos obter alguns resultados importantes se tomarmos a diferencial de H:

" oL oL oL
;(q pi + pidd;) {;(aq i 3qzq>+8t } (2.112)
Utilizando a definicao de momento canonico dado pela Eq. 2.110, podemos reescrever a

equagao acima como
" oL

dH =3~ (qudp: — prdgs) — - dt (2.113)
=1

E f4cil observar por este tltimo resultado que H depende somente das posicoes generalizadas

e dos momentos canonicos. Em contrapartida

0H OH

dH = dq; + —dp —dt. 2.114
Z ( “T o ) "o (2.114)

Igualando as Eq. 2.113 e a Eq. 2.114 , obtemos

oH 0OH
li = , Pi=— , t=1,..., 2.115
G“= 7 p 94, i n (2.115)

‘ oH oL

— = 2.116
ot ot ( )

As Egs. 2.115 séo as ilustres equacoes de Hamilton. E essencial o entendimento que para a
descri¢ao completa de um sistema dinamico, precisamos das 2n Eqgs. 2.115. Outro fato
que requer atencao é que, diferente da lagrangeana, a escolha de diferentes coordenadas

generalizadas mudam a forma e o valor da hamiltoniana.

Antes de estudarmos as propriedades de simetria e leis de conservacao no contexto

da dinamica hamiltoniana, vamos abordando, novamente, o problema do péndulo simples.

> Consultar [8] para mais informacdes sobre essa importante transformagao que é bastante utilizada na

termodinamica.



Capitulo 2. Mecanica Cldssica 36

Exemplo 2.4.1 Péndulo simples sem atrito.

O problema do péndulo simples, ilustrado na Figura 1, tem sua lagrangeana, que

ja determinamos anteriormente (Eq. 2.78), dada por

1 .
L= iml292 + mglcos@, (2.117)
onde o momento candnico é oL
P= 5= mi®0 . (2.118)
Isolando 6, temos
0= % . (2.119)

Portanto, a hamiltoniana é expressa como

2

H =0py— L ST mgl cosf . (2.120)

Aplicando as equagoes de Hamilton, ficamos com

. OH Do ) OH
_ — . - — _ , 2.121
0 apy  miE Do 50 mgl sen 6 ( )

Derivando 0 em relacio ao tempo

i Do
0——=0 2.122
" (2.122)
e substituindo py pelo valor encontrado na Eq. 2.121, obtemos a equacao de movimento
do péndulo simples:

é—i—%sen@zo. (2.123)

Se definirmos w? = g/, entao podemos reescrever a equagao acima como
0+ wsenh =0, (2.124)

onde wy € a frequéncia natural do sistema.
|

Como era esperado, chegamos ao mesmo resultado no problema do péndulo simples
utilizando dindmica newtoniana (Eq. 2.40), dindmica lagrangeana (Eq. 2.81) e dindmica
hamiltoniana (Eq. 2.124). Assim, fica evidente a equivaléncia entre a mecénica newtoniana

e a mecanica analitica.

2.4.2 Simetrias e Leis de Conservacao

A conexao entre propriedades de simetria e leis de conservagao também estd
presente na dinamica hamiltoniana, com as devidas modificacoes. Como essa conexao é

bastante semelhante ao apresentando no contexto da dindmica lagrangeana (Segao 2.3),
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entao iremos apresentar apenas o conceito de coordenadas ciclicas para evidenciar esta

semelhanca.

Assim como na dindmica lagrangeana, se uma coordenada ¢ nao estiver presente

na hamiltoniana H, entdo esta coordenada sera uma coordenada ciclica, tal que

OH

o — 9 2.125
p] aqj ’ ( )

assegurado que o momento canonico conjugado p; é uma constante de movimento.

2.4.3 Hamiltoniana e Energia Total

Como uma das partes principais deste trabalho, e como um dos resultado mais
elegantes da mecanica analitica, a relacao entre a hamiltoniana e a energia total é um

importante resultado para boa parte das situagoes de interesse da fisica.

Supondo que L =T — V, entao se o potencial V' independer das velocidades e se,
além disso, a energia cinética T' é uma funcao homogénea de segundo grau das velocidades
generalizadas (fungao puramente quadrética das velocidades), entdao pelo teorema de Euler

das fung¢oes homogéneas
oL aor
G =) ¢ =2T. 2.126
2 g b= 2 e (2.126)

i 7

Portanto, a hamiltoniana ¢é a energia total:

H=T+V=E. (2.127)

As condigbes para que hamiltoniana H seja a energia total independem das con-
digdoes para que H seja uma constante de movimento — para ser uma constante de
movimento basta apenas que H nao dependa explicitamente do tempo (0H/0t = 0).
Consequentemente, a hamiltoniana () pode ser uma constante de movimento e coincidir
com a energia total; (i7) ndo ser uma constante de movimento e ser a energia total; (ii7)
ser uma constante de movimento e nao ser a energia total; (iv) ndo ser uma constante de

movimento e nao coincidir com a energia total do sistema.

Para o leitor que nao esta habituado a mecanica hamiltoniana, como um estudante
da graduacao em fisica que nao ainda nao frequentou ou estd frequentando no presente
momento a disciplina de mecanica classica, os casos descritos acima podem parecer confusos,
entao no proximo capitulo, além de estudarmos a dinamica de alguns sistemas, iremos

esclarecer de forma pratica esta relagdo entre a energia total e a hamiltoniana.
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3 Resultados e Discussoes

Neste capitulo iremos estudar a dinamica e as propriedades de simetria de alguns
sistemas. Contudo, é importante mencionar que nosso objetivo, por ora, nao é buscar
solucoes analiticas explicitas das equagoes de movimento, uma vez que as expressoes
sao relativamente complicadas para abordarmos. Assim, iremos recorrer ao software
Mathematica para fornecer as solugoes das equacoes de movimento e tracar os gréficos.
Todos os codigos do Mathematica utilizados neste trabalho estdao disponiveis no Apéndice
A.l.

3.1 Oscilador Harmonico

O estudo do oscilador harménico é fundamental para a fisica pois, em sua simpli-
cidade, resultados de extrema importancia surgem e trazem clareza para a dinamica do
universo. Muitos fendmenos fisicos podem ser interpretados como um oscilador harmonico
e um 6timo exemplo é o solido de Einstein. Este modelo proposto por Albert Einstein em
1907, apesar de simples, é capaz de prever que o calor especifico dos solidos diminui com
a temperatura se considerarmos que os solidos sao formados por n osciladores quanticos

nao-interagentes oscilando com a mesma frequéncia [9].

3.1.1 Oscilador Harmonico Simples

O oscilador harmoénico simples consiste em uma massa m acoplada a uma mola
ideal de constante elastica k fixa em um suporte, conforme mostrado na Figura 5. Caso a
massa seja movida do seu ponto de equilibrio, o sistema comecara a oscilar, sem atrito,

em torno desse ponto devido a forca restauradora da mola.

k
R m

Q
|
|

X

Figura 5 — Oscilador harménico simples. Fonte: De autoria prépria.

Para determinar a equacao de movimento e suas possiveis constantes de movimento,

vamos determinar a lagrangeana e hamiltoniana do sistema.
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Sabemos que a lagrangeana é definida como
L=T-V, (3.1)

onde a energia cinética do sistema é simplesmente

1
T = §m:t2 (3.2)
e a energia potencial
1
V= ikﬁ . (3.3)
Portanto, a lagrangeana, em coordenas generalizadas, é dada por
1 1
De posse da lagrangeana podemos obter facilmente a hamiltoniana:
H=zap,— L, (3.5)
entao ) .
Py 2
H=—"F+4 —kz". 3.6
om 2" (3:6)
Consequentemente, se utilizarmos as equacoes de Hamilton,
oOH oOH
T = € DPp=——7, 3.7
op. T o (3.7)
obtemos a equagao de movimento do oscilador harmonico simples:
k
P=—— 3.8
i=—2g, (33)

onde o sinal negativo indica que a aceleracdo do sistema, portanto a forga, é sempre
contraria ao deslocamento. Definindo wy = y/k/m, podemos reescrever a equacao acima
como

&= —wir, (3.9)

que tem solucao da forma
x(t) = Asen (wot +0) , (3.10)

onde A é a amplitude, § a fase inicial e wy a frequéncia angular do sistema.

Baseado nos resultados obtidos, observamos que o deslocamento, assim como a
velocidade e aceleragao, tém um comportamento senoidal, conforme a Figura 6. E possivel

determinar o periodo P sabendo que uma func¢ao seno se repete cada vez que seu angulo

P = 2nw, = 27”/% . (3.11)

A partir do periodo P (Eq. 3.11), podemos obter a frequéncia vy:

aumenta 2m:

1 1 |k
=== —4/— 3.12
TP T e (312)
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—— Posicéo —— Velocidade

x(t) X(t)
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Figura 6 — Oscilador harménico simples: m = 1kg; k = 1kg/s% wy = V3rad/s; x(0) =
Im; #(0) =0m/s.

()

N

implicando que a frequéncia independe da amplitude, como podemos ver na Figura 7.
Osciladores que apresentam esse comportamento sao chamados de isdcronos e, como
também pode ser verificado com relativa facilidade, o péndulo simples também satisfaz
essa propriedade quando executa oscilagoes com arcos muito menores que o comprimento

da haste (ou fio de suspensao).

— x(0)=1m =2m — =3m

Figura 7 — Oscilador harménico simples: m = 1kg; k = 1kg/s% wy = V3rad/s; i(0) =
0m/s e diferentes valores de z(0). Devido & condigao inicial da velocidade
#(0) =0, o (0) de cada curva coincide com sua prépria amplitude.

Outro resultado importante do oscilador harmdnico simples, que estd intimamente
ligado ao objetivo deste trabalho, ¢ o comportamento da energia total e a sua relagao com
a hamiltoniana. Como V' nao depende explicitamente do tempo, entao a forca resultante

sobre o sistema é conservativa e a energia total é conservada. Podemos entender isto da
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seguinte forma: a medida que a massa m se afasta do ponto de equilibrio, a mola estica (ou
comprime, dependendo do sentido do deslocamento), fazendo o sistema perder velocidade e
ganhar energia potencial — de modo que a energia total seja constante — até o ponto que
a velocidade sera nula e a energia potencial maxima. Neste ponto a particula ird mudar
de sentido, ganhando velocidade e perdendo energia potencial, até passar novamente na
origem, onde a velocidade sera maxima e a energia potencial nula. A Figura 8 mostra a

relacao entre as energias que acabamos de discutir.

—— Energia Total Cinética Potencial
E(J)

1.5f——r C—

0.5

J J L\ Y250 V A

2 4 3] 8 10

Figura 8 — Energia total, que corresponde a hamiltoniana, cinética e potencial em funcao do
tempo do oscilador harménico simples: m = 1kg; k = 1 kg/s?; wy = V3 rad/s;

z(0) = 1m; £(0) = 0m/s.

E possivel demonstrar matematicamente a conservacio da energia total se (1)
derivarmos a solugao do oscilador harménico simples (Eq. 3.10) para obter a velocidade e
substituirmos na energia cinética (Eq. 3.2):

T = ;mwg (A2 — x2> , (3.13)

onde a energia cinética serd méxima em x = 0 e nula em = A. E se (i7) substituirmos
k = mw? na energia potencial (Eq. 3.3):

1
V = §mw3x2 : (3.14)

onde a energia potencial serd maxima em r = A e nula em x = 0. Somando T e V,
obtemos a energia total:
1
E:T+V=§mﬁ (3.15)

que é uma constante. Além disto, Como V independe das velocidades e T' é uma funcao
puramente quadratica das velocidades, entao a hamiltoniana é a energia total do sistema.

Para demonstrar isto, vamos reescrever a hamiltoniana (Eq. 3.6) da seguinte forma:
1 ., 1. 5
H= gmd + Elm : (3.16)

ou 1
H:T+V:§mﬂ (3.17)



Capitulo 3. Resultados e Discussies 42

implicando que a hamiltoniana é igual energia total do sistema:

H=E. (3.18)

Embora pareca trivial, ¢ importante demonstrar explicitamente que a hamiltoniana
é, de fato, uma constante no tempo, ja que as condigoes para H ser a energia total
sao distintas daquelas para H ser constante. Para isto, vamos derivar parcialmente a

hamiltoniana (Eq. 3.6) em relacdo ao tempo:

OH 0 (p2 1, ,\ 0 (p: 0 (1, 5\
ou seja,
H = constante . (3.20)

Demonstrando, assim, que hamiltoniana é conservada e finalizando nosso estudo acerca do

oscilador harmoénico simples.

A seguir iremos abordar o oscilador harmdnico amortecido utilizando a funcao de
dissipacao de Rayleigh. Contudo, para que nao soe redundante e cansativo, voltaremos a
analisar a relacao entre energia total e a hamiltoniana apenas nos problemas da miganga

ao longo de uma haste e do oscilador harménico sobre um bloco em movimento uniforme.

3.1.2 Oscilador Harmdnico Amortecido

Na secao anterior estudamos o movimento harmonico simples, onde as oscilagoes
continuam indefinidamente com amplitude maxima constante. Mas na pratica o que
acontece é uma diminui¢do (amortecimento) da amplitude — geralmente causada por

forgas viscosas — até que o movimento cesse.

Se o oscilador harmonico estiver inserido em algum meio viscoso, como o ar, a forca
dissipativa sera da forma
Fq = — \x, (3.21)

onde A é uma constante positiva que depende do meio e da forma do corpo. O sinal
negativo indica que a forca é contraria a velocidade. Se usarmos a funcao de dissipacao de
Rayleigh F, obtemos

F= ;)\:t. (3.22)

Sabemos que a lagrangeana do oscilador harmonico sem a componente de dissipagao é

escrita como . .
L= §m552 — ikx2 : (3.23)

e que equacoes de movimento de Lagrange para sistemas dissipativos sao dadas por

d [ OL oL oOF
dat (aqk> 20 94 (3:24)
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entao a equacao de movimento para um oscilador amortecido é

mi + A\t + kx =0. (3.25)
Definindo 2y = A\/m e wy = \/%, podemos reescrever a equagao acima como

&+ 2yi+wir =0, (3.26)

onde v é o coeficiente de amortecimento e wy a frequéncia angular na auséncia de amorte-

cimento.

Subcritico

Critico

Figura 9 — Possiveis comportamentos do oscilador harmoénico amortecido. Fonte: [2].

Dependendo da relagao entre wy e 7y, o oscilador amortecido pode apresentar trés

comportamentos:

(i) Subcritico (w? > ~?): O sistema realiza movimento oscilatério, mas a amplitude

vai diminuindo com o tempo até chegar a zero.

(i) Critico (w2 ~ 4?): O sistema nao realiza movimento oscilatério e vai rapida-

mente ao ponto de equilibrio.

(i17) Supercritico (wg < ~?): O sistema ndo realiza movimento oscilatdrio e vai até

o ponto de equilibrio, mas de forma mais lenta que no caso critico.
Os trés casos descritos acima podem ser vistos na Figura 9.

Vamos estudar com um pouco mais de detalhe o caso subcritico, que tem solugao

da forma
x(t) = Ae " sen (wt +9), (3.27)

onde w ¢ a frequéncia angular na presenca de amortecimento. A solugao acima é semelhante
a do oscilador harmonico simples (Eq. 3.10), exceto pelo termo exponencial e que é o
responsavel pela decaimento da amplitude A. Fisicamente isto significa que o sistema esté
perdendo energia para o meio e sua amplitude estd diminuindo com o tempo — grafico
(a) da Figura 10. Caso o coeficiente de amortecimento seja zero, ou seja, o sistema nao
esteja inserido em um meio viscoso, voltamos para o caso do oscilador harmonico simples
— gréfico (b) da Figura 10.
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— A=05kgls — A=0Okgls
x(t) X(t)

1.0 10
t(s)
/\ /\ 5 0 15 20
v A0 15 2 1©
-0.
-05
-1.0

(a) (b)
Figura 10 — Oscilador harménico amortecido: m = 1kg; k = 3kg/s?; wy = V3rad/s;
x(0) =1m; £(0) = 0m/s.

w

A energia total do caso subcritico apresenta um comportamento interessante: a
dissipagao da energia nao é uniforme — grafico (b) da Figura 11 — e por breves intervalos a
energia parece se manter constante, conforme o zoom no grafico (a) da Figura 11. Podemos
interpretar este comportamento devido as baixas velocidades em torno dos pontos onde o
sistema esta mudando de sentido. Nessas regioes a energia cinética ¢ minima e a potencial
maxima, semelhante ao que foi discutido no caso do oscilador harmoénico simples. Portanto,
como a forca dissipativa depende da velocidade, a perda de energia em torno desses pontos
¢ minima.

— Energia Total Cinética —— Potencial — Taxa de Variagdo da Energia Total

dE/dt

0.75

T 10 =)
0.70 \/
0.65 ~0.2
0,60\ <

0.55¢ \ ~04

-0.6
-0.8

8 10 1B 19

b
Figura 11 — Oscilador harmoénico amortecido: m = 1kg; k :(?ik:g/SQ; A= 0,5kg/s
wo = V3rad/s; x(0) = 1m; ©(0) = 0m/s, onde (a) corresponde as curvas de
energia total, cinética e potencial e (b) a taxa de variagdo da energia total em
relagdo ao tempo. Note que o zoom na figura (a) é apenas uma ampliagao de
uma regiao especifica.

Por fim, é possivel obter a equacao de movimento do oscilador harmdnico amortecido

(Eq. 3.26) a partir da lagrangeana

2
L=edt (mjsz - mwaﬂ) , (3.28)
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—— Constate de Movimento

2.0

0.5

t(s)
0 5 10 15 20
Figura 12 — Constante de movimento do oscilador harmoénico amortecido: m = 1 kg;

k=3kg/s* \=0,5kg/s wy = 3rad/s; (0) = 1m; #(0) = 0m/s.

que é denominada lagrangeana de Bateman [10]. Se aplicarmos a transformagao finita:
t'=t+a, o({)=e"2(), (3.29)
onde o é uma constante qualquer. Entao, pelo teorema de Noether, temos

2
C = 2 (7;952 + m?waﬂ + m’ywm’) , (3.30)

que é uma constante de movimento, como podemos observar na Figura 12. E interessante
mencionar que ¢ igualmente possivel obter a equacao de movimento do oscilador harmonico
amortecido (Eq. 3.26) a partir da denominada hamiltoniana de Caldirola-Kanai, que
deriva da lagrangeana de Bateman [11, 12]. Além disso, a hamiltoniana de Caldirola-Kanai
¢ util no estudo da dindmica do oscilador harménico amortecido com massa variavel [13].

Assim, concluimos nossa discussao acerca deste oscilador.

O proximo sistema que iremos estudar serd o oscilador harmoénico sujeito a uma

forga externa, além, é claro, de estd submetido a um amortecimento.

3.1.3 Oscilador Harmonico Forcado

Na fisica é bastante comum sistemas que estao sujeitos a uma forca oscilante

externa, fazendo com que ocorra oscilagoes forcadas.

Se a forcga externa for da forma
F. =Fqcos(wst + ) (3.31)

onde wy ¢ a frequéncia angular e « a fase da forga aplicada. Entao, a equacao de movimento

para um oscilador harmoénico forgado é

mi + A& + kx = Fycos(wst + o) . (3.32)
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Definindo 2y = A\/m e wy = y/k/m, podemos reescrever a equac¢ao acima como
i+ 2vi + wir = Fycos(wst + ), (3.33)

onde 7 é o coeficiente de amortecimento e wy a frequéncia natural do sistema. A solugao
deste tipo de equacao diferencial consiste em duas partes: (i) zerar o lado direito da
equagao e obter a solu¢do complementar x.(t); (i¢) resolver a equagao considerando o lado

direito da igualdade e obter a solucao particular x,(t).

A solugao complementar z.(t) é idéntica a solugao do oscilador amortecido (Eq.

3.27). Ja a solugao particular é
z,(t) = Asen (wst —9) , (3.34)

onde a amplitude A é dada por

F
A= o/ 2” , (3.35)
\/<w§ - wj%) + 4y%w3
e a fase inicial
2wy
0 =arctg | ——— : 3.36
arcg(wg_w]%>+a ( )
A solugao geral é a soma da solu¢ao complementar e particular:
x(t) = xc(t) + xp(t) . (3.37)

O significado fisico deste resultado é bastante interessante. A componente x. descreve o
movimento amortecido do sistema, que diminui devido ao termo e, por isso é chamado
de efeito transitério. Ja x, é chamada solucao estaciondria, ja que descreve o movimento
oriundo da forca oscilante externa, que é permanente ao decorrer do tempo. A Figura 13

ilustra a contribuicao de cada solu¢ao no movimento do oscilador forcado.
— Xc(t) Xp (1) — X(1)

Xg(t), Xp(t) x(t)
1.0

0.5

.

i /F\
. = t(s)

G 40 15 20 25 1 2
/ -05

-0.5 1

(a) (b)
Figura 13 — O grafico (a) mostra cada solu¢ao separada e o (b) a soma das solugoes
(solucdo geral), onde m = 1kg; k = 3kg/s*; A\ = 0,5kg/s; wo = V3rad/s;
Fy = 5cos(mt + m/2).
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Uma importante consequéncia do estudo dos osciladores forcados é o fenémeno da

ressondncia, que se apresenta de duas formas [14]:

Ressonancia de Amplitude: ocorre quando a frequéncia angular da forca aplicada

wy maximiza a amplitude, ou seja, quando o denominador da Eq. 3.35 assume o valor

wp = /wg —242. (3.38)

Quanto menor o amortecimento, maior serd a ressonancia de amplitude.

minimo. Para isto, temos que

Ressondancia de Energia: ocorre quando a frequéncia angular da forca aplicada wy
maximiza a transferéncia de energia cinética. Para determinar o valor que wy tem que
assumir para que isto aconteca, vamos obter a equagao da velocidade derivando a Eq. 3.34

em relagao ao tempo:

EF EF
T,(t) = d 0/2m cos (wst —9) = 0 - cos (wst —9) ,
et =)+ a2 Vi =g+ 3
(3.39)
onde P
Ao = 0 (3.40)

\/(mwf = k/wf)2 + A2
é a amplitude da velocidade. Portanto, para que A, assuma o valor maximo, a frequéncia

angular tem que ser igual a frequéncia angular na auséncia de amortecimento:

wr =/k/m=uwp, (3.41)

ou seja, a velocidade deve estar em fase com a forca aplicada.

— A= 1.4 kgls 0.5 kg/s 0 kg/s

— A=1.4kgls 0.5 kgls 0 kg/s

A Ao
i 10
. 8
6 6
4 4
Folk 2
0 ) w 2 3 4 5 e 1 w 2 3 4 5
(a) (b)

Figura 14 — O gréfico (a) mostra a amplitude e o (b) a amplitude da velocidade, ambos
em funcdo da frequéncia angular, para m = 1kg; k = 3kg/s?; wy = V/3rad/s;
Fy = 5cos(mt) e diferentes valores para \.

Comparando a Eq. 3.38 com a Eq. 3.41, notamos que para pequenos amorteci-
mentos a frequéncia correspondente a ressonancia de amplitude se aproxima da frequéncia

correspondente a ressonancia de energia. A Figura 14 mostra graficamente este resultado.
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A ressonancia surge em intimeros contextos e é amplamente utilizada em varios
dispositivos. O radio, instrumentos musicais ou a excitagdo de atomos sujeitos a um campo

elétrico oscilante sao alguns exemplos onde a ressonancia esta presente.

Para finalizar o estudo acerca dos osciladores harmonicos, iremos discutir, a seguir,

o caso onde um oscilador harmonico estd sobre um bloco em movimento uniforme.

3.1.4 Oscilador Harmonico Sobre um Bloco em Movimento Uniforme

Nesta secao estudaremos a dinamica e a relagao entre a energia total e a hamiltoni-
ana de um oscilador harménico sobre um bloco com velocidade uniforme (Figura 15), de

modo que o bloco passe pela origem em ¢ = 0 s.

| X2 |

nlm%wﬁ

vl

T
[ 1
M —

i X i
Figura 15 — Oscilador harménico simples sobre um bloco em movimento. Fonte: De
autoria prépria.

A energia cinética e potencial do sistema, em coordenadas generalizadas, sao dadas

por
1 1
T:?mﬁ V:iM@—WN, (3.42)
entao a lagrangeana ¢
1 1

L= imx% — 5/{(351 — vgt)?. (3.43)

De posse da lagrangeana podemos obter a hamiltoniana facilmente:

p2 1 2

H =iyp,, — L= ﬁ + 5]{(1’1 — vot)”. (3.44)

Isto posto, se utilizarmos as equacoes de Hamilton,

0OH OH
T Yy = ——— 3.45
T apxl € D 1 8x1 ( )
obtemos a equacao de movimento do sistema:
b=~ (2 — wot) (3.46)
i =—— (21— )
1 m 1 0 )

ou
.C.C.l = —wg (Q?l — ’l)ot) s (347)
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onde wy = y/k/m é a frequéncia angular. A equacdo acima é semelhante a do oscilador
harmonico simples, exceto pelo termo vyt que surge devido ao movimento do bloco. Deste
modo, para um observador localizado no bloco a equac¢ao deve se reduzir a do oscilador

simples. Para demonstrar isto vamos partir da relagao entre x; e xs:
Ty = T1 — Uot, (348)

onde fica evidente que

Portanto, para um observador situado no bloco, a equacao de movimento do sistema se

reduz a do oscilador harmonico simples:
F9 = —wiwy, (3.50)
como esperado.

— Xx1(t) Xa(t)

x1(t), xa(t)
20p |

50556.0657075808

-, 7 ~10 > 15 20 ts)

Figura 16 — Posi¢do em fun¢ao do tempo de um oscilador harménico sobre um bloco em
movimento para diferentes observadores inerciais, onde m = 1 kg; k = 1 kg/s?%;
wo = V3rad/s; x(0) = 1m; #(0) = 0m/s ; vy = 1m/s. Note que o zoom é
apenas uma ampliacdo de uma regiao especifica.

De acordo com a Figura 16, notamos que a frequéncia angular independe do
referencial, assim, o sistema oscila a mesma quantidade de vezes para ambos os observadores.
Apesar disto, podemos observar que a oscilacdo para o observador que estd na origem
nao é simétrica (o zoom no grafico evidencia este comportamento). Isto se deve ao fato
da massa ora estd se movimento no mesmo sentido do bloco, ora no sentido oposto.
Portanto, a massa percorre uma distancia maior quando estd no mesmo sentido do bloco e
percorre uma distancia menor quando esta no sentido aposto, devido a contribuicao da
velocidade relativa do bloco. E essencial reafirmar, mesmo que soe repetitivo e trivial,
que o comportamento descrito acontece de tal forma que a frequéncia angular se mantém

constante.

Por ltimo, vamos estudar a energia total do sistema e sua relagdo com a hamil-

toniana. Desta forma, iremos determinar a energia total do sistema, que é dada por
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1 1
E=T+V = imx% + 51@(371 — vpt)?. (3.51)

Como V é uma funcao explicita do tempo, entao a energia total nao é conservada. De
fato, para que o bloco permanega com velocidade constante é necessario que ocorra uma
variagao na energia total do sistema, para, assim, compensar a reagao provocada pela
massa oscilante — discussao semelhante pode ser utilizada para explicar a nao-conservagao
da energia no caso em que o bloco apresenta movimento acelerado [15]. Por outro lado,
como o potencial nao envolve velocidades generalizadas e a energia cinética é uma funcao
puramente quadratica das velocidades, entao a hamiltoniana (Eq. 3.44) coincide com a

energia total do sistema (Figura 17):

2
yo 1 2 1 5 1 2
H=" 4+ -Fk(zy —vot)" = -mz —k(xy —vot)" = E. 3.52
2m+2(1 ot) 5 1+2(1 ot) (3.52)
—— Energia Total
E(J)
500
400
300
200
100
5 10 15 20 Q(S)

Figura 17 — Energia Total, que corresponde a hamiltoniana, em fun¢do do tempo de um
oscilador harmonico sobre um bloco: m = 1kg; k = 1kg/s?; wy = \/gmd/s;
z(0) = 1m; ©(0) =0m/s ; v = 1m/s.

Embora parega 6bvio, é fundamental demonstrarmos que a hamiltoniana nao é
conservada, visto que as condigoes que garantem que H seja a energia total independem
das que asseguram que H seja conservada. Como sabemos que a hamiltoniana depende
explicitamente do tempo, entao

OH
= 70 (3.53)

garantindo que a hamiltoniana nao é conservada. Completando, assim, nossa discussao a

respeito dos osciladores harmonicos.

A préxima secao sera a ultima deste capitulo, onde vamos discutir os problemas da
micanga ao longo de uma haste.

3.2 Micanga Deslizando ao Longo de uma Haste

Como ja foi mencionado, nesta se¢ao iremos estudar, em detalhes, a dinamica de

uma micanga ao longo de uma haste submetida a varias situagdes (rotagao uniforme,
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rotagdo uniformemente variada e oscilante), buscando conectar cada caso com o anterior.

Mesmo nao sendo o objetivo principal deste trabalho, é interessante mencionar que
o problema da micanga ao longo de uma haste oferece informacoes valiosas, principalmente
para estudantes que estao no comeco dos cursos de Fisica e Engenharias, uma vez que
sistemas em rotacao analisados a partir de um referencial inercial contém velocidade radial
mesmo sem a existéncia de forcas radiais. Esta dificuldade de interpretacao dos estudantes
deriva de varios fatores, sendo alguns deles a ideia errénea de que forcas ficticias sao forgas
reais ou que a velocidade estd relacionada com a for¢a (ndo sua varia¢do). Uma forma
de esclarecer esse problema para os alunos é confrontar seus conhecimentos e realizar
alguns calculos, fazendo assim, o estudante perceber que a velocidade radial advém da

forga gerada pela haste sobre a miganga e nado de uma forca ficticia fantasmagérica [16].

3.2.1 Haste com Rotacao Uniforme

Primeiramente vamos estudar a dinamica de uma micanga de massa m que deslisa

ao longo de uma haste com rotacao uniforme e sem atrito, como mostra a Figura 18.

y

-\a)

6=wt

x
Figura 18 — Miganga deslizando ao longo de uma haste com rotagdo uniforme. Fonte: [1].

Como o movimento ocorre no plano horizontal, entdo podemos tomar esse plano
como o plano da energia potencial zero (V = 0). Portanto, a lagrangeana se reduz a

energia cinética:

L=T, (3.54)
onde
T = %(552 + ), (3.55)
ou em coordenadas polares
T =2 4 20?) . (3.56)
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Utilizando o vinculo do sistema dado por # — wt = 0, onde w é a velocidade angular da

haste, temos que 0 =w. Portanto,
77::%?(%24-r2w2). (3.57)

Assim, a lagrangeana do sistema em coordenadas generalizadas é

L= %(7‘"2 +r2w?) (3.58)
e sua hamiltoniana ) )
pr mw 2
H = — ) )
o 5 r (3.59)

Usando as equagoes de Hamilton, obtemos a equacao de movimento do sistema:
P —w’r =0, (3.60)

que tem solucao do tipo
r = Ae*" + Be ", (3.61)

onde as constantes A e B sdo determinadas através das condigoes inicias. Se escolhermos

r(0)=ry , 7(0)=0, (3.62)
obtemos a solugao da forma
_ @ wt @ —wt
r(t) = H€ toe (3.63)

Com base no que foi discutido, vamos mostrar alguns resultados graficos simples
para diferentes condig¢Oes iniciais. Vale ressaltar que escolhemos a posi¢do inicial igual a
1 em para que nosso estudo tedrico possa satisfazer possiveis tentativas de implementagcao

experimental simples.

— F(0)=0m/s =0,01 m/s =0,06 m/s

' t(s)
n x o 5t an 1% L.

4 2 4 4 2 4
Figura 19 — Posi¢ao em fun¢do do tempo da miganga ao longo de uma haste com rotacao

uniforme: m = 0,005 kg; w = 1rad/s; r(0) = 0,01 m e diferentes valores de
7(0).
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Como podemos observar na Figura 19, a posicao r(t) da miganga cresce rapidamente
a medida que o tempo avanca. Especificamente, mesmo o caso com velocidade inicial nula,
ela percorre o equivalente a ~ 270 vezes sua posic¢ao inicial, demonstrando claramente o
carater divergente deste sistema idealizado (sem atrito). Discussao semelhante pode ser
feita em relagao aos outros resultados. Vale ressaltar que a “coincidéncia” numérica no

eixo vertical é puramente devido a escolha de w = constante = 1rad/s.

Apenas para confirmar esse comportamento altamente divergente, o grafico da
Figura 20 mostra a posicao da micanga em funcdao do tempo para trés valores distintos de

velocidade angular de rotagao da haste.

— w=1,0radls =15rad/s — =3,0rad/s

r(t)
70

60
50
40
30

20

t(s)
I b 3n - Sr 3n n on
4 2 4 4 2 4

Figura 20 — Posi¢ao em fungdo do tempo da miganga ao longo de uma haste com rotacao
uniforme: m = 0,005 kg; 7(0) = 0,01 m; 7(0) = 0m/s e diferentes valores de
w.

Note que o resultado em azul da Figura 20 corresponde ao caso ja estudado acima e,
como esperado, um aumento relativamente pequeno na velocidade angular (curvas amarela
e verde) resulta claramente em um crescimento substancialmente acentuado. Embora soe
demasiadamente enfadonho, é importante destacar que o caso de w = 3rad/s é varias

ordens de grandeza maior que o w = 1rad/s.

Agora, apenas como complemento, vamos mostrar o comportamento dinamico no
caso de 7(0) < 0. Este resultado pode ser muito 1til em discussoes semi-quantitativas
para estudantes de cursos de Fisica e Engenharias durante a disciplina de Fisica Geral I.
Embora seja uma analogia, ela permite correlacionar o conceito de “ponto de retorno” no
movimento unidimensional com o resultado mostrado na Figura 21 (tragamos os gréficos

até t = 2 s para enfatizar o comportamento de minimo).

Outro resultado importante, sendo um dos objetivos deste trabalho, é o comporta-
mento da hamiltoniana e a energia total do sistema. Como foi discutindo anteriormente,
em quase todas as situagoes pertinentes a hamiltoniana se conserva e coincide com a
energia total do sistema. Em alguns casos, contudo, a hamiltoniana pode nao se conservar

e ser a energia total ou se conservar e nao ser a energia total do sistema.
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— F(0) = -0.02 m/s =-0,03m/s - =-0,04 m/s

r(t)
0.10

0.04

0.02

0.0 05 10 15 20 1)

Figura 21 — Posi¢do em funcao do tempo da miganga ao longo de uma haste com rotacao
uniforme: m = 0,005 kg; w = 1rad/s; r(0) = 0,05m e velocidades inicias
7(0) negativas.

Para a miganga com rotacao uniforme, a energia total E se reduz a energia cinética,
que é dada pela Eq. 3.57. Desta forma, a energia total do sistema aumenta ao decorrer do
tempo, ja que a velocidade da micanga tem um carater divergente, como podemos ver na
Figura 22. Este aumento na energia total pode ser interpretado como um motor que esta
inserindo energia continuamente no sistema, fazendo a haste girar com velocidade angular

constante.

— F(0)=0m/s =0,01 m/s =0,06 m/s

E(J)
0.20

0.15
0.10

0.05 /

n @ am - 5m im In

4 2 4 4 2 4
Figura 22 — Energia total em fun¢do do tempo da micanga ao longo de uma haste com

rota¢ao uniforme: m = 0,005 kg; w = 1rad/s; r(0) = 0,01 m e diferentes
valores de 7(0).

t(s)
2m

Sabendo que 7 = p,./m, podemos reescrever a hamiltoniana (Eq. 3.59) da seguinte

forma:
H= %(f? — r2w?). (3.64)
Substituindo a Eq. 3.63 na hamiltoniana, temos
mriw?

H=-—

5 (3.65)
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onde fica evidente que a hamiltoniana se conserva. Portanto, a hamiltoniana de uma
micanga que desliza ao longo de uma haste com rotacao uniforme se conserva, mas nao é

a energia total do sistema. A Figura 23 mostra graficamente este resultado.

— Energia Total Hamiltoniana

t(s)
I bl 3 51 3 n 27

4 2 4 4 2 b
Figura 23 — Energia total e hamiltoniana em funcao do tempo da micanga ao longo de

uma haste com rotagao uniforme: m = 0,005 kg; w = 1rad/s; r(0) = 0,01 m;
r(0) =0,01m/s; 7(0) = 0m/s.

Daqui por diante nosso estudo vai se concentrar nos casos em que a haste se
movimenta com aceleragao constante (movimento circular uniformemente acelerado) bem

como nos casos em que ela pode oscilar em torno de um angulo determinado.

3.2.2 Haste com Rotacao Uniformemente Variada

Analogamente ao caso anterior, exceto pelo termo da aceleracao angular «, a

lagrangeana se reduz a energia cinética e é dada por
m,o.2 2 2
LZE(T +r¥(w+ at)?), (3.66)

e sua hamiltoniana 9 ( £)?
p;  mw+at)” ,

bk et PR 3.67
2m 2 g 367

Usando as equacoes de Hamilton, obtemos a equagdo de movimento do sistema:

H—

P —(w+at)r=0. (3.68)

Para mostrar a complexidade da solucao deste tipo de equacao, o Apéndice A.2 contém a

solugao analitica obtida pelo Mathematica.

Assim como no caso da rotagao uniforme, vamos mostrar alguns resultados simples
que correspondem ao caso de rotagao uniformemente variada para diferentes condigoes

iniciais, ou seja, velocidades iniciais (positivas) da micanga.

Para os resultados expressos na Figura 24 escolhemos o = 1/7 rad/s?, de modo que
a velocidade média angular da haste seja exatamente igual ao caso de rotagao uniforme, ou

seja, w = 1rad/s. Além disto, ap6s t = 27s, a haste executa uma volta completa. Embora
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— F(0)=0m/s =0,01m/s =0,05m/s
r(t)
6

t(s)

w
-
=

0 L 1t 210 m 5z = —_ 2mn
4 ] 4 4 2 4

Figura 24 — Posi¢ao em fun¢do do tempo da miganga ao longo de uma haste com rotacao
uniformemente variada: m = 0,005kg; w = Orad/s; o = (1/7)rad/s?
r(0) = 0,01 m e diferentes valores de 7(0).

a dindmica da micanga neste caso seja muito semelhante ao caso de rotacao uniforme, aqui
temos a evidéncia mais clara de um “cotovelo” mais acentuado. No entanto, r(t = 27s) é
menor que o caso de rotagao uniforme, pois a miganga parte do repouso e a velocidade

angular da haste s6 atinge valores maiores que w = 1rad/s apds t > ws, como esperado.

Para manter a consisténcia e conexao entre os resultados desta parte em relacao
aqueles com w = cte, agora vamos analisar apenas um tunico caso em que a miganga
possui velocidade inicial negativa. Ajustando adequadamente os parametros, é possivel
observar o “ponto de retorno” como no caso uniforme. Vejamos na Figura 25 o resultado
correspondente a posi¢gao em func¢ao do tempo (tragamos os gréaficos até t = ms para

enfatizar o comportamento de minimo):

— #(0) = -0,01 m/s

r(t)
0.050
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t(s)
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n [ 3n
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Figura 25 — Posi¢ao em fun¢do do tempo da miganga ao longo de uma haste com rotacao

uniformemente variada m = 0,005 kg; w = Orad/s; a = (1/7) rad/s?; r(0) =
0,05m.

Agora vamos estudar uma situagao particular em que a haste inicia seu movimento
com w # 0rad/s e « = —1/mwrad/s*. Esta situagdo corresponde, dependendo do valor de
w, como sabemos, ao caso em que a haste é desacelerada e pode retornar, eventualmente,

a posicao angular inicial, na qual mantivemos igual a 0 rad. Veremos, em breve, que tal
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situacdo é importante e serve como ponto de partida para discutirmos e entendermos
relativamente bem diversas caracteristicas associadas a dinamica da micanga quando a

haste é colocada para oscilar em torno de uma dada posi¢ao angular.

— r(t) F(t) F(t) — T T-Tw — Tw
r(t), F(t), F(t) E(J)
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Figura 26 — Micanga ao longo de uma haste com rotagdo uniformemente variada: m =

0,005 kg; w=2rad/s; a = —1/7rad/s* r(0) = 0,05m; (0) = 0m/s, onde

temos a posigao (curva azul), velocidade (curva amarela) e aceleragdao (curva

verde) no grafico (a) e “as energias” do sistema no grafico (b).
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Condizente com os parametros que ajustamos (w e «), no grafico (a) da Figura 26
podemos observar que, no entorno de t = 27s, a velocidade 7 da micanga é aproximada-
mente constante, pois a haste diminui sua velocidade angular desde o inicio do movimento,
freando no entorno desse instante. Naturalmente é facil ver que a aceleracao é nula nesse

mesmo intervalo.

Para auxiliar no entendimento de que a hamiltoniana do sistema corresponde ou
nao a energia total é razoavel que tracemos o grafico da energia cinética para este caso.
Tal curva, além de outras duas mais, sdo mostradas no grafico (b) da Figura 26. L4,
separamos as duas contribuigoes para a energia total da micanga, que é apenas cinética,
ou seja, ' = T; Tw corresponde & energia cinética apenas de rotagao (curva verde) e, por
fim, a contribui¢do devido ao movimento “radial” (curva amarela). Portanto, o méximo na
curva da energia cinética, neste caso, pode ser entendido e relacionado diretamente com a
contribuigao do rapido aumento de r(¢) instantes antes do repouso da haste. Entretanto,
como mencionado no inicio deste capitulo, nosso objetivo nao é encontrar solu¢oes analiticas
explicitas do instante em que tal méximo ocorre, uma vez que as expressoes para 7(t) e

7(t), por exemplo, sdo relativamente complicadas para abordarmos até entéao.

Finalmente, é evidente que a energia total — que se reduz a energia cinética —
aumenta ao decorrer do tempo e nao se conserva. Assim como no caso da rota¢ao uniforme,
isso pode ser interpretado como um motor que esta inserindo energia no sistema, fazendo a
haste girar de forma uniformemente variada. Por outro lado, temos que a hamiltoniana (Eq.
3.67) depende explicitamente do tempo e nao se conserva. Além disso, a energia cinética

nao é uma funcao puramente quadratica das velocidades, fazendo que a hamiltoniana
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nao seja a energia total do sistema. Portanto, temos o quarto e ltimo caso, onde a

hamiltoniana nao se conserva e tao pouco ¢é a energia total do sistema (Figura 27).

Finalmente, o caso que iremos ver a seguir (haste oscilante) sera o ultimo problema
estudado neste trabalho, uma vez que os casos estudados até entao sao casos particulares

da haste oscilante.

— Energia Total Hamiltoniana
EQJ)
0.4
0.2
n n 3n 5n 30 n t(s)
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-0.2
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Figura 27 — Energia total e hamiltoniana em funcao do tempo da micanga ao longo de
uma haste com rota¢ao uniformemente variada: m = 0,005 kg; w = 2rad/s;
a=—1/rrad/s* r(0) = 0,05m; 7(0) = 0m/s.

3.2.3 Haste Oscilante (Vibrando)

De forma semelhante aos ultimos dois casos, vamos estudar a dindmica de uma

miganga deslizando ao longo de uma haste oscilante (vibrando), como mostra a Figura 28.

y

Figura 28 — Miganga deslizando ao longo de uma haste oscilante (vibrando). Fonte: De
autoria propria.

A lagrangeana de uma haste oscilante é dada por

L= %(ﬂ + 72 (58 sen (6t))? (3.69)
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onde 8 é o angulo maximo de oscilagdo e ¢ a frequéncia angular. Logo, a hamiltoniana é

2

H= 21’7; - % (68 sen (8t))% 2. (3.70)

Usando as equagoes de Hamilton, obtemos a equacao de movimento do sistema:
i — (08 sen (6t))°r =0. (3.71)

Assim como no caso da haste com rotacao uniformemente variada, o Apéndice A.2 contém

a solugao analitica obtida pelo Mathematica.

Estudamos anteriormente o caso onde a haste desacelera e retorna a posi¢ao angular
inicial, sendo que este comportamento ocorre uma tinica vez e posteriormente a haste se
manterd indefinidamente em rotagao uniformemente variada. Ja no caso atual, a haste ira

oscilar de forma permanente em torno de uma dada posicao angular.

De acordo com os resultados da Figura 29, onde escolhemos = w/4rad e § =
1rad/s, é possivel observar que a haste apresenta uma oscilagao peridédica. De imediato
percebemos que em torno de t = s a velocidade é aproximante constante, o que ¢é esperado,
visto que neste instante do tempo a aceleragao é nula e indica o momento em que a haste
atingiu o angulo méaximo de oscilacao e estd mudando de sentido.

— f(0)=0m/s =0,01 m/s =0,05 m/s — £(0)=0m/s =0,01 m/s =0,05 m/s
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Figura 29 — Miganga ao longo de uma haste oscilante (vibrando): m = 0,005kg; 8 =
m/4rad; 6 = 1rad/s; r(0) = 0,01 m e diferentes valores de 7(0), onde (a), (b)
e (c) sdo respectivamente a posicao, velocidade e aceleracao da micanga.
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E possivel reproduzir, pelo menos em um dado intervalo de tempo ¢, os casos da
haste com rotagao uniformemente variada que discutimos. Para o caso onde a > 0rad/s?,

basta escolhermos um intervalo de tempo onde a haste esta acelerando positivamente —
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grafico (a) da Figura 30. J& no caso onde a haste desacelera e retorna a posi¢ao angular
inicial (w # Orad/s e a < 0rad/s?), basta escolhermos um intervalo equivalente ao periodo
P do sistema — gréfico (b) da Figura 30. Fora desses intervalos de tempo, os sistemas irao
apresentar comportamentos divergentes, uma vez que na haste com rotag¢ao uniformemente
variada a frequéncia angular continuara a aumentar e na haste vibrando a frequéncia
angular voltara a desacelera em algum momento, de acordo com o que foi mencionado no

inicio desta subsecao.

— 1 ity — — (M fHty — r®

r(t), (1), F(t) r(t), #t), F(t)
4 .
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Figura 30 — Micanga ao( l)ongo de uma haste oscilante (Vibraricio): m = 0,005kg; B =
2nrad; 0 = 1/4rad/s; r(0) = 0,01 m para o grifico (a) e m = 0,005 kg;
B =mrad; § = 1rad/s; r(0) = 0,01 m, onde no grafico (a) temos o > 0rad/s>
e no grafico (b) temos w # 0rad/s e a < Orad/s®.
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Tal como nos outros casos, a Figura 31 mostra o “ponto de retorno” que ocorre
quando os pardmetros sdo ajustados e consideramos que a micanga tem velocidade inicial

negativa. Este resultado é outra forma de evidenciar a conexao entre os cenarios estudados.
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Figura 31 — Miganga ao longo de uma haste oscilante (vibrando): m = 0,005kg; 8 =
n/4rad; 6 = 1rad/s; r(0) = 0,05m.

Diferente da haste em rotagdo (uniforme ou uniformemente variada), onde a
trajetéria da micanga é uma espiral, a érbita da micanga deslizando ao longo de uma
haste oscilando pode soar um tanto abstrata. Pensando nisso, tracamos (Figura 32) as
trajetorias da micanga no plano xy para os trés casos estudados, com diferentes condigoes

iniciais, para devida comparacao.
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Figura 32 — Orbitas da miganga ao longo de uma haste (a) com rota¢ao uniforme, (b)

com rotagao uniformemente variada e (c) oscilante (vibrando): m = 0, 005 kg;
p=mn/drad; § = 1rad/s; r(0) = 0,01 m; 7(0) = 0m/s e diferentes valores de
7(0).

Por fim, vamos estudar a relacao de energia total do sistema com a sua hamiltoniana.
A energia total do sistema se reduz a energia cinética:

E=T= %(F + 72 (58 sen (5))° . (3.72)

onde fica evidente que a energia total nao se conserva, uma vez que a energia cinética
aumenta ao longo do tempo (a velocidade do sistema diverge). Por outro lado, a hamilto-
niana depende explicitamente do tempo e a energia cinética nao ¢ uma fung¢do homogénea
de segundo grau das velocidades generalizadas. Portanto, a hamiltoniana nao se conserva e
nao coincide com a energia total, assim como no caso da haste com rotagao uniformemente

variada. Contudo, se compararmos a hamiltoniana do sistema:

2

_ b m 2 9
H= 5 T 5 (08 sen (6t))" r=, (3.73)
que pode ser escrita como
m. .o 2 2
H = 5(7’ —r (85 sen (0t))” , (3.74)

com a energia total E (Eq. 3.72), podemos observar que nos pontos onde a haste atinge
o angulo méximo de oscila¢do (6t = nm, onde n é um nimero inteiro) a energia total
coincide com a hamiltoniana, uma vez que sen (dt) = 0. Isto decorre do fato que nesses
pontos a energia cinética de rotacdo é nula (haste em repouso) e o termo que sobra é a

energia cinética radial, que é igual tanto para energia total, quanto para a hamiltoniana:

1
E:H:ym‘% §t =7, 2m, ... ,nr. (3.75)
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Figura 33 — Energia total e hamiltoniana da micanga ao longo de uma haste oscilante
(vibrando): m = 0,005 kg; 8 = w/4rad; 6 = 1rad/s; r(0) = 0,01 m; 7(0) =
0m/s.

A Figura 33 mostra este resultado, finalizando, assim, as discussoes e resultados deste
trabalho.

Por fim, é evidente que, ao decorrer do texto, o leitor possa confundir com certa
facilidade a relagdo entre a energia total e hamiltoniana, uma vez que ha quatro possibili-
dades. Entao, para facilitar a visualizacao de cada situagao estudada, a Tabela 1 simplifica
os resultados obtidos, onde OHS é o oscilador harmonico simples; OHSMU ¢é o oscilador
harmoénico sobre um bloco em movimento uniforme; HRU é a haste com rotacao uniforme;
HUYV ¢ a haste com rotacao uniformemente variada; E ¢é a energia total; H a hamiltoniana

e cte é a abreviacao para constante (implica em conservagao).

Tabela 1 — Relagao entre a energia total e hamiltoniana. Fonte: De autoria prépria.

E=H=cte | E=H F#cte | E# H =cte | E # H # cte
OHS X
OHSMU X
HRU X
HUV X
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4 Conclusoes e Perspectivas

4.1 Conclusao

Ao longo deste trabalho analisamos a dinadmica de alguns sistemas a partir da
perspectiva da mecanica analitica, principalmente no contexto da dindmica hamiltoniana,
uma vez que este formalismo pode apresentar um significado fisico importante: ser a

energia total do sistema.

No inicio do Capitulo 3 estudamos os osciladores harmonicos (simples, amortecido
e forgado), conectando cada caso ao anterior, onde importantes resultados foram obtidos.
Alguns desses resultados foram: a equivaléncia entre a energia total (conservada) e a
hamiltoniana no caso do oscilador simples (Figura 8); a obtencao da equagao de movimento
do oscilador amortecido partindo da funcao de dissipacao de Rayleigh; o estudo do fendmeno
da ressonancia no caso do oscilador for¢ado; a equivaléncia entre a energia total (nao
conservada) e a hamiltoniana no caso do oscilador simples sobre um bloco em movimento
(Figura 17).

Na parte final do Capitulo 3 estudamos, mais detalhadamente, o problema da
micanga deslizando ao longo de uma haste, conectando, também, cada caso ao anterior.
O primeiro caso foi o da haste com rotagao uniforme, onde estudamos a dindmica da
micanga para varias condigoes iniciais distintas e concluimos que a micanga apresenta um
comportamento divergente, onde a energia total ndo se conserva, mas a hamiltoniana se
mantém constante (Figura 23). O segundo caso foi o da haste com rotagao uniformemente
variada, no qual percebemos um comportamento bastante semelhante ao da haste com
rotacao uniforme, exceto para algumas situagoes onde temos aceleracao negativa, fazendo
a haste desacelerar e retornar a posigao angular inicial (que serve de porto de partida
para haste oscilante). Ainda no caso da haste com rotacao acelerada, a energia total nao
coincide com a hamiltoniana e ambas nao se conservam, sendo este o quarto e tultimo
caso da relacdo entre a energia total e a hamiltoniana (Figura 27). O terceiro foi o da
haste oscilante (vibrando), que apresenta um comportamento oscilatério em torno de uma
posicao angular e que é capaz de reproduzir todos os outros casos, pelo menos em um

dado intervalo de tempo, sendo entdao um caso geral das situacoes estudadas.

Um resultado interessante, que surpreendeu o autor deste trabalho, foi a relacao
entre a energia total e a hamiltoniana no caso da haste oscilante. Como foi mencionado,
assim como no caso da haste com rotacao acelerada, na haste oscilante a energia total
da micanga nao coincide com a hamiltoniana e ambas nao se conservam, contudo, nos

pontos onde a haste atinge o angulo maximo de oscilagao, a energia total corresponde
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hamiltoniana, emergindo, assim, quase que um quinto caso, onde ambas coincidem somente

em alguns pontos (Figura 33).

4.2 Perspectivas

Seria interessante uma investigacao relativamente detalhada de possiveis situacgoes
em que, fixando a energia disponivel na haste em rotacao, investigarmos qual situacao
maximizaria o r(t) da miganga, ou seja, a miganga iria percorrer uma distancia maior
no caso da rotagao uniformemente acelerada ou no caso oscilante? Além disso, também
seria empolgante que esse sistema fosse implementado experimentalmente, utilizando, por
exemplo, tubos perfurados com intuito de simular sistemas analogos aos trilhos de ar.

Assim poderiamos testar diversos casos especificos e sem atrito aqui estudados.
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APENDICE A — Cédigos e Solucdes do

Mathematica

Este apéndice contém todos os cddigos, feitos através do software Mathematica

[17], para obter as solugoes e gerar os graficos do Capitulo 3.

A.1 Coddigos

Oscilador Harmoénico Simples
(*Condigoes Iniciais.*)
zo = 1;25 = 0;k = 3;m = 1;wy = Sqrt[k/m];
(*Solugéo analitica da equacdo de movimento do oscilador harménico simples.*)
s = DSolve [{z”[t] + wo?z[t]==0, z[0]==x0, '[0]==x}} , =, {t,0,20}] ;

(*Gréfico da posigao em funcio do tempo.*)
Labeled[Plot[Evaluate[z[t]/.s], {t, 0, 20},
PlotRange->All,
PlotLegends->Placed[{“Posi¢do”}, Above],
AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12],
Style[“x(t)”, Black, Bold, FontSize->12]}], “(a)”]

(*Gréfico da velocidade em funcdo do tempo.*)
Labeled[Plot[Evaluate[2/[t]/.s], {t, 0, 20},
PlotRange->All,
PlotLegends->Placed[{“Velocidade”}, Above],
AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12],
Style[“z(t)”, Black, Bold, FontSize->12]}], “(b)”]

(*Gréfico da aceleragio em funcgio do tempo.*)
Labeled[Plot[Evaluate[z”[t]/.s], {t, 0,20},
PlotRange->All,
PlotLegends->Placed[{“Aceleragao”}, Above],
AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12],
Style[“%(t)”, Black, Bold, FontSize->12]}], “(c)”]
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(*Gréfico de varias amplitudes.*)

d = DSolve [{z”[t] + wo2z[t]==0, z[0]==2, 2'[0]==x}} , =, {¢t,0,20}] ;
p = DSolve [{z”[t] + wo?z[t]==0, z[0]==3, 2'[0|==x}} , =, {t, 0, 20}] ;
Plot[{Evaluate[z[t]/.s], Evaluate[z[t]/.d], Evaluate[z[t]/.p]}, {t, 0, 20},
PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
PlotLegends->Placed[{“x(0) = 1 m”,“= 2 m”, “= 3 m”}, Above],
AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12],

Style[“x(t)”, Black, Bold, FontSize->12]}]

(*Gréfico das “energias”.*)

T = imEvaluate[z'[t]/.s]?;

V = 1kEvaluate[z[t]/.s]?;

Et=T+V;

Plot[{Et, T, V'}, {t, 0, 10},

PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

PlotLegends->Placed[{ “Energia Total”, “Cinética”, “Potencial”}, Above],
AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12], Style[E(J), Black, FontSize->12]}]

Oscilador Harménico Amortecido

(*Condigoes Iniciais.*)
xo = ;25 = 0;k = 3;m = 1; A = 0.5;wp = Sqrt[k/m];y = A\/m;

(*Solugéo analitica da equacdo de movimento do oscilador harménico amortecido.*)
s = DSolve [{z”[t] + v2'[t] + wo’z[t]==0, z[0]==x0, 2'[0]==2}} , =, {t, 0, 20}] ;
d = DSolve [{z”[t] + 02'[t] + wo?z[t]==0, z[0]==2x0, 2'[0|==2}} , =, {t, 0, 20}] ;

(*Gréfico da posi¢ao em funcdo do tempo.*)
Labeled[Plot[Evaluate[z[t]/.s], {t, 0, 20},
PlotRange->All,

PlotLegends->Placed[{“\ = 0.5 kg/s”}, Above],
AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12],
Style[“x(t)”, Black, Bold, FontSize->12]}], “(a)”]

(*Gréfico da posic¢do em funcdo do tempo(A = 0).%)
Labeled[Plot[Evaluate[z[t]/.d], {t, 0,20},
PlotRange->All,

PlotLegends->Placed[{“\ = 0 kg/s"}, Above],
AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
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AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12],
Style[“x(t)”, Black, Bold, FontSize->12]}], “(b)”]

(*Gréfico das “energias”.*)

T = imEvaluate[z'[t]/.s]?;

V = 1kEvaluate[z[t]/.s]?;

Et=T+V;

Labeled[Plot[{Et, T\, V'}, {t, 0,10},

PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

PlotLegends->Placed[{ “Energia Total”, “Cinética”, “Potencial”}, Above],
AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12], Style[E(J), Black, FontSize->12]},
Epilog — Inset[Plot[{Et, T, V'}, {¢,1.2,2.5}, PlotRange->{0.50,0.75},
Frame — True, Axes — False, ImageSize — 150], {5, 1}]], “(a)”]

(*Gréfico da taxa de variacdo da energia total.*)

dE = D[Et, t];;

Labeled[Plot[dE, {t,0, 10},

PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
PlotLegends->Placed[{“Taxa de Variagio da Energia Total”}, Above],
AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12],

Style[“dE/dt”, Black, FontSize->12]}], “(b)”]

(*Gréfico da constante de movimento.*)

CM =

Exp[A/mt] ((m/2Evaluate[z'[t]/.s]"2) + ((mwo"2)/ 2Evaluate[z[t]/.5]"2) +
((A)/2Evaluate|z[t]/.s|Evaluate[z'[t] /.5]));

Plot[CM, {t, 0,20},

PlotRange->{0, 2},

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
PlotLegends->Placed[{“Constate de Movimento”}, Above],
AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12], Style[C, Black, FontSize->12]}]

Oscilador Harmonico Forgcado
(*Condigoes Iniciais.*)
A, =1;k = 3;m = 1;wp = Sart[k/m];y = 0.25;w = 1;¢ = 0;
Fy = 5;w; = Pi;§ = ArcTan Fm"_‘gl—z] ;

(*Solugéo analitica da equac¢do de movimento do oscilador harménico forgado.*)

¢ = A.e "Sin|wt + ¢ + Pi/2];
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p=( Fo/m ) (Sin [wit — 6 + Pi/2]);

Sqrt[(wo?—w1?)?+47%w:?]
(*Graéfico da solugdo complementar e particular.*)
Labeled[Plot[{c, p}, {t, 0,30},
PlotRange->All,
PlotLegends->Placed [{"z.(t)", "z,(t)", “x(t)”} , Above] ,
AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12],
Style[z.(t), z,(t), Black, Bold, FontSize->12]}], “(a)”]

(*Gréfico da solugdo geral.*)

Labeled[Plot[c + p, {t, 0, 30},

PlotRange->All,

PlotLegends->Placed[{“x(t)”}, Above],
AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12],
Style[x(t), Black, Bold, FontSize->12]}], “(b)”]

(*Gréfico da amplitude para diferentes valores de).*)

F .
A= (Sqrt[(wo2—to2/);n+4 0.72t2]) )

Fo/m
B = ( sy )

H = (spios=ey)

Labeled[Plot[{A, B, H},{t,0,5},

PlotRange->{0, 10.2},

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

PlotLegends->Placed[{“A\= 1.4 kg/s”, “0.5 kg/s”, “0 kg/s”}, Above],
AxesLabel->{Style ["w;", Black, Bold, FontSize->12] , Style[A, Black, Bold,
FontSize->12]}, Ticks-> {{0,1, {3, "wo"} ,2,3,4,5} ,{{5/3, "Fo/k"},4,6,8,10}}] ,
“(a)’

(*Gréfico da amplitude de energia para diferentes valores de \.*)

G= (Sqrt[(mt—FkO/t)2+1.42]) )
L=(
U = (smierom)

Labeled[Plot[{G, L,U}, {t,0,5},

PlotRange->{0, 10.2},

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
PlotLegends->Placed[{“A\= 1.4 kg/s”, “0.5 kg/s”, “0 kg/s”}, Above],
AxesLabel-> {Style["w;", Black, Bold, FontSize->12] ,

Style[" A", Black, Bold, FontSize->12|},

Ticks-> {{0,1,{v3,"w0"},2,3,4,5},{2,4,6,8,10}}| , “(b)"]

Fy ) .
Sqrt[(mt—k/t)2+0.52] ) *
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Oscilador Harménico Sobre um Bloco em Movimento

(*Condigoes Iniciais.*)
xo = 1;25 = 0;k = 3;m = 1;wo = Sqrt[k/m];v = 1;

(*Solugao analitica da equacdo de movimento do oscilador harménico
simples sobre um bloco.*)

s = DSolve [{z”[t] + wo?(z[t] — vt)==0, z[0]==x0, z'[0]==x4} , z, {t,0,20}];
d = DSolve [{z”[t] + woz[t]==0, z[0]==mx0, 2'[0]==x1}} , z, {t, 0, 20}] ;

(*Gréfico da posi¢ao em funcio do tempo.*)

Plot[{Evaluate[z[t]/.s], Evaluate[z[t]/.d]}, {t, 0, 20},

PlotRange->All,

PlotLegends->Placed [{"z1(t)", "z2(t)"}, Above] ,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel — {Style[t(s), Black, Bold, FontSize — 12],

Style[z1(t), z2(t), Black, Bold, FontSize — 12]},

Epilog — Inset[Plot[Evaluate[z[t]/.s], {t, 0,20}, PlotRange->{{4.7, 8.7},
{3.6,8.6}}, Frame — True, Axes — False, ImageSize — 150], {4.9, 14.5}]]

(*Gréfico da energia total.*)

Et = imEvaluate[z'[t]/.s]® + ;kEvaluate[z[t]/.s]%;

Labeled[Plot[Et, {t, 0,20},

PlotRange->All,

PlotLegends->Placed[{“Energia Total”}, Above],

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12], Style[E(J), Black, FontSize->12]}], “(a)”]

Haste com Rotacdao Uniforme
(*Condigoes Iniciais.*)
10 = 0.01;m = 0.005; w = 1;
(*Solugéo analitica da equacio de movimento da miganga deslizando
ao longo de uma haste.*)
s = DSolve[{r”[t] — w"2r[t]|==0, r[0]==r0, r'[0]==0}, r, {t, 0, 2Pi}];
d = DSolve[{r”[t] — w"2r[t]==0, r[0]==r0, 7'[0]==0.01}, r, {¢, 0, 2Pi}];
p = DSolve[{r”[t] — w"2r[t]==0, 7[0]==r0, r'[0]==0.05}, r, {t, 0, 2Pi}];
(*Graéfico da posigao para algumas velocidades iniciais distintas .*)

Plot[{Evaluate[r[t]/.s], Evaluate[r[t]/.d], Evaluate[r[t]/.p]}, {t, 0, 2Pi},
PlotRange->All, AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
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AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style[“r(t)”, Black, Bold, FontSize->12]},
PlotLegends->Placed [{"7(0) = 0 m/s", “= 0,01 m/s”, “= 0,05 m/s”}, Above],
Ticks->{{Pi/4,Pi/2,3Pi/4, Pi, 5Pi/4,3Pi/2, TPi/4,2Pi}, {2,4,6,8,10,12,14,16} }]

(*Graéfico da posigao para algumas velocidades angulares distintas.*)

ss = DSolve[{r”[t] — 1*2r[t]==0, r[0]==r0, 7'[0]==0}, r, {¢, 0, 2Pi}];

dd = DSolve[{r”[t] — 1.5"2r[t|]==0, r[0]==r10, 7'[0]==0.}, r, {t, 0, 2Pi}];

pp = DSolve[{r”[t] — 3"2r[t]==0, r[0]==r0, 7'[0]==0.}, r, {t, 0, 2Pi}];
Plot[{Evaluate[r|t]/.ss|, Evaluate[r[t]/.dd], Evaluate[r[t]/.pp]}, {t, 0, 2Pi},
PlotRange->{0, 72}, AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style[“r(t)”, Black, Bold, FontSize->
12]}, PlotLegends->Placed[{“w = 1,0 rad/s”, “= 1,5 rad/s”, “= 3,0 rad/s”}, Above],
Ticks->{{Pi/4,Pi/2, 3Pi/4, Pi, 5Pi/4, 3Pi/2, 7TPi/4, 2Pi}, {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70} }]

(*Gréfico da posigao para algumas velocidades iniciais negativas.*)

sss = DSolve[{r”[t] — w"2r[t}]==0, 7[0]==0.05, 7'[0]== — 0.02}, r, {¢, 0, 2Pi}];

ddd = DSolve[{r”[t] — w"2r[t]|==0, r[0]==0.05, r'[0]== — 0.03}, r, {t, 0, 2Pi}];

ppp = DSolve[{r”[t] — w"2r[t]|==0, r[0]==0.05, 7'[0]== — 0.04}, r, {t, 0, 2Pi}];
Plot[{Evaluate[r|[t]/.sss|, Evaluate|r[t]/.ddd], Evaluate[r[t]/.ppp|}, {t, 0, 2},
PlotRange->{0,0.10},

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style[“r(t)”, Black, Bold, FontSize->
12]}, PlotLegends->Placed[{"7(0) = -0.02 m/s", “= -0,03 m/s”, “= -0,04 m/s”},
Above]|

(*Gréfico da energia para algumas velocidades iniciais distintas.*)

ks = m/2(Evaluate[r'[t]/.s]*2 + w"2Evaluate[r(t]/.s]*2);

kd = m/2(Evaluate[r’[t]/.d]"2 + w"2Evaluate[r|[t]/.d]"2);

kp = m/2(Evaluate[r'[t]/.p]"2 + w”2Evaluate[r[t] /.p]*2);

Plot[{ks, kd, kp}, {t,0, 2Pi},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12], Style[E(J), Black, FontSize->12]},
AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}}, PlotRange->{0, 0.2},
PlotLegends->Placed [{"7(0) = 0 m/s", “= 0,01 m/s”, “= 0,05 m/s”}, Above],
Ticks->{{Pi/4,Pi/2,3Pi/4,Pi, 5Pi/4,3Pi/2, 7TPi/4, 2Pi}, Automatic}|

(*Gréfico da energia total e hamiltoniana.*)

hs = m/2(Evaluate[r'[t]/.s]"2 — w"2Evaluate[r(t]/.s]"2);

hd = m/2(Evaluate[r'[t]/.d]"2 — w"2Evaluate|r[t] /.d]"2);

hp = m/2(Evaluate[r'[t]/.p]"2 — w2Evaluate[r(t]/.p|"2);

Plot[{ks, hs}, {t, 0, 2Pi},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12], Style[E(J), Black, FontSize->12]},
AxesStyle->{{}, {Black, Thick}},
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PlotRange->All, PlotLegends->Placed[{“Energia Total”, “Hamiltoniana”}, Above],
Ticks->{{Pi/4,Pi/2,3Pi/4, Pi, 5Pi/4,3Pi/2, 7TPi/4, 2Pi}, Automatic}|

Haste com Rotagao Uniformemente Variada

(*Condigoes Iniciais.*)
r0 = 0.01;m = 0.005;w = 0; & = 1/Pi;

(*Solugéo analitica da equacdo de movimento da miganga acelerando

ao longo de uma haste.*)

s = DSolve[{r”[t] — (w + at)"2r[t]|==0, r[0]==r0, r'[0]==0}, r, {t, 0, 2Pi}];

d = DSolve[{r”[t] — (w + at)"2r[t}]==0, r[0]==r0, '[0]==0.01}, r, {t, 0, 2Pi}];
p = DSolve[{r”[t] — (w + at)"2r[t]==0, 7[0]==r0, 7'[0]==0.05}, r, {t, 0, 2Pi}];

(*Gréfico da posigdo para algumas velocidades iniciais distintas.*)

Plot[{Evaluate[r|t]/.s], Evaluate[r|t]/.d], Evaluate[r[t]/.p]}, {¢, 0, 2Pi},

PlotRange->{0, 6},

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style[“r(t)”, Black, Bold, FontSize->12]},
PlotLegends->Placed [{"7(0) = 0 m/s", “= 0,01 m/s”, “= 0,05 m/s”}, Above],

Ticks->{{0, Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi, 5Pi/4, 3Pi/2, TPi/4, 2Pi}, {0, 1,2, 3,4, 5,6}}]

(*Graéfico da posigao para uma velocidade negativa.*)

ss = DSolve[{r”[t] — (w + at)"2r[t|]==0, [0]==0.05, r'[0]== — 0.01}, r, {¢, 0, Pi}|;
Plot[Evaluate[r[t]/.ss], {t, 0, Pi},

PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style[“r(t)”, Black, Bold, FontSize->12]},
PlotLegends->Placed [{"7(0) = -0,01 m/s"}, Above],

Ticks->{{Pi/4,Pi/2,3Pi/4,Pi}, Automatic}]

(*Gréfico da posigao, velocidade e aceleragiao para aceleragio negativa.*)

dd = NDSolve[{r”[t] — (2 — at)"2r[t]==0, r[0]==r0, r'[0]==0}, r, {t, 0, 2Pi}];
Labeled[Plot[{ Evaluate[r[t]/.dd], Evaluate[r'[t] /.dd], Evaluate[r”[t]/.dd]}, {, 0, 2Pi},
PlotRange->{0, 7},

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style["r(t), 7(t), #(t)"

, Black, Bold, FontSize->12]}, PlotLegends->Placed [{“r(t)”, "7(t)", "#(t)"} , Above],
Ticks->{{0, Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi, 5Pi/4, 3Pi/2, TPi/4, 2Pi}, {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7}}],
“(a)”]

(*Gréfico das "energias".*)

ek = m/2(Evaluate[r’'[t]/.dd]*2 + (2 — at)"2Evaluate[r[t]/.dd]"2);
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ew = m/2((2 — at)"2Evaluate[r[t]/.dd]*2);

er = m/2(Evaluate[r'[t]/.dd]"2);

Labeled[Plot[{ek, er,ew}, {t, 0, 2Pi}, AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12],
Style[E(J), Black, FontSize->12]},

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}}, PlotRange->{0, 0.022},
PlotLegends->Placed[{T, “T-Tw”, “Tw”}, Above],

Ticks->{{Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi, 5Pi/4, 3Pi/2, TPi/4, 2Pi}, Automatic}],

)]

(*Gréfico da energia total e hamiltoniana.*)

ks = m/2(Evaluate[r'[t]/.dd]"2 + (w + at)"2Evaluate|[r[t]/.s]"2);

hs = m/2(Evaluate[r'[t]/.dd]"2 — (w + at)*2Evaluate[r[t]/.s]"2);

Plot[{ks, hs}, {t, 0, 2Pi},

PlotRange->{—0.0022, 0.0122},

AxesStyle->{{}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12], Style[E(J), Black, FontSize->12]},
PlotLegends->Placed[{ “Energia Total”, “Hamiltoniana”}, Above],
Ticks->{{Pi/4,Pi/2,3Pi/4, Pi, 5Pi/4, 3Pi/2, 7TPi/4, 2Pi}, Automatic}|

Haste Oscilante (Vibrando)

(*Condigoes Iniciais.*)
r0 = 0.01;m = 0.005;6 = 1; 8 = Pi/4;

(*Solugéo analitica da equacdo de movimento da miganga

ao longo de uma haste oscilante.*)

s = DSolve[{r”[t] — (63Sin[dt])*2r[t]==0, r[0]==r0, 7'[0]==0}, r, {¢, 0, 2Pi}];

d = DSolve[{r”[t] — (64Sin[dt])"2r[t]==0, r[0]==r0, r'[0]==0.01}, r, {t, 0, 2Pi}|;
p = DSolve[{r”[t] — (68Sin[dt])*2r[t|]==0, r[0]==r0, '[0]==0.05}, r, {¢, 0, 2Pi};

(*Gréfico da posicao para algumas velocidades iniciais distintas.*)
Labeled[Plot[{Evaluate[r|[t]/.s], Evaluate[r[t]/.d], Evaluate[r[t] /.p]|}, {¢, 0, 2Pi},
PlotRange->All, AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},
AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12], Style[“r(t)”, Black, FontSize->12|},
PlotLegends->Placed [{"7(0) = 0 m/s", “= 0,01 m/s”, “= 0,05 m/s”}, Above],
Ticks->{{Pi/4,Pi/2,3Pi/4,Pi, 5Pi/4, 3Pi/2, TPi/4, 2Pi}, Automatic}|, “(a)”]

(*Gréfico da velocidade para algumas velocidades iniciais distintas.*)

Labeled[Plot[{ Evaluate[r'[t]/.s], Evaluate[r'[t]/.d], Evaluate[r'[t] /.p]}, {t, 0, 2Pi},
PlotRange->All, AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel-> {Style|[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style ["#(t)", Black, Bold, FontSize->12]} ,
PlotLegends->Placed [{"7(0) = 0 m/s", “= 0,01 m/s”, “= 0,05 m/s”}, Above],
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Ticks->{{Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi, 5Pi/4, 3Pi/2, TPi/4, 2Pi}, Automatic}], “(b)”]

(*Gréfico da aceleragdo para algumas velocidades iniciaisdistintas.*)

Labeled[Plot[{ Evaluate[r”[t]/.s], Evaluate[r”[t]/.d], Evaluate[r”[t] /.p|}, {t, 0, 2Pi},
PlotRange->All, AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel-> {Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style ["#(t)", Black, Bold, FontSize->12]} ,
PlotLegends->Placed [{"7(0) = 0 m/s", “= 0,01 m/s”, “= 0,05 m/s”}, Above],
Ticks->{{Pi/4,Pi/2,3Pi/4,Pi, 5Pi/4,3Pi/2, 7TPi/4,2Pi}, Automatic}], “(c)”]

(*Gréfico que reproduz o caso da rotagio uniformemente variada (aceleragio positiva).*)
ss = DSolve [{r”[t] — (3PiSin [1t]) "2r[t]==0, r[0]==10,'[0]==0} ,, {t,0,2Pi}| ;
Labeled[Plot[{ Evaluate[r|[t]/.ss|, Evaluate[r’[t] /.ss]|, Evaluate[r”[t]/ .ss]}, {t, 0, 2Pi},
PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style["r(t), 7(t), 7(t)",

Black, Bold, FontSize->12]}, PlotLegends->Placed [{“r(t)”, "#(t)", "#(t)"}, Above],
Ticks->{{0, Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi, 5Pi/4, 3Pi/2, TPi/4, 2Pi}, Automatic}],

“(a)’

(*Gréafico que reproduz o caso da rotacdo uniformemente variada (aceleragio negativa).*)
sss = DSolve[{r”[t] — (PiSin[t])*2r[t|]==0, r[0]==r0, '[0]==0}, r, {t, 0, 2Pi}];
Labeled[Plot[{ Evaluate[r|[t]/.sss|, Evaluate[r’[t] /.sss], Evaluate[r”[t] /.sss] }, {t, 0, Pi},
PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style["r(t), 7(t), 7(t)",

Black, Bold, FontSize->12]}, PlotLegends->Placed [{“r(t)”, "#(t)", "#(t)"}, Above]
Ticks->{{0, Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi, 5Pi/4, 3Pi/2, TPi/4, 2Pi}, Automatic}],

“(b)7]

(*Graéfico da posigao para uma velocidade negativa.*)

pp = DSolve[{r”[t] — (65Sin[ét])*2r[t]==0, r[0]==0.05, 7'[0]== — 0.01}, r, {¢, 0, 2Pi}];
Plot[{Evaluate[r[t]/.pp]}, {t, 0,2},

PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, Bold, FontSize->12], Style[“r(t)”, Black, Bold,
FontSize->12]}, PlotLegends->Placed [{"7(0) = -0,01 m/s"}, Above]]

(*Orbita para haste com rotagao uniforme.*)
Labeled[ParametricPlot[{ Evaluate[{r[t|Cos|wt], 7[t]|Sin[wt] }/.s],
Evaluate[{r[t]Cos|wt], r[t]Sin[wt]}/.d],

Evaluate[{r[t]Cos|wt], r[t]Sin[wt] }/.p|},

{t,0,2Pi},

PlotRange->All,
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AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

PlotLegends->Placed [{"7(0) = 0 m/s", “= 0,01 m/s”, “= 0,05 m/s”}, Above],
AxesLabel->{Style[x(m), Black, FontSize->12], Style[y(m), Black, FontSize->12]}],
“(a)"]

(*Orbita para haste com rotagao uniformemente variada.*)

Labeled [ParametricPlot [{Evaluate [{r[t] Cos [%t"’] ,7[t]Sin [%t"’] } / .s] ,
Evaluate [{r[t]Cos [%tz] ,7[t]Sin [%t2] } / .d] ,

Evaluate [{r[t] Cos [%t2] ,7[t]Sin [%tz] } / p]} ,

{t,0,2Pi},

PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

PlotLegends->Placed [{"7(0) = 0 m/s", “= 0,01 m/s”, “= 0,05 m/s”}, Above],
AxesLabel->{Style[x(m), Black, FontSize->12], Style[y(m), Black, FontSize->12]},
“(b)7]

(*Orbita para haste oscilante.*)

Labeled[ParametricPlot[{ Evaluate[{r[t|Cos[SCos|dt]], 7[t]Sin[3Cos[dt]| }/.s],
Evaluate[{r[t]Cos[3Cos[ét]], [t]Sin[SCos|ét]| }/.d],

Evaluate[{r[t]Cos[3Cos[dt]], r[t]Sin[BCos|[ét]] }/.p]}, {t, 0, 7.9},

PlotRange->All,

AxesStyle->{{Black, Thick}, {Black, Thick}},

PlotLegends->Placed [{"7(0) = 0 m/s", “= 0,01 m/s”, “= 0,05 m/s”}, Above],
AxesLabel->{Style[x(m), Black, FontSize->12], Style[y(m), Black, FontSize->12]},
()]

(*Gréfico da energia total e hamiltoniana.*)

ks = m/2(Evaluate[r'[t]/.s]*2 + (4Sin[t])*2Evaluate[r(t]/.s]"2);

hs = m/2(Evaluate[r'[t]/.s]"2 — (65Sin[ét])"2Evaluate[r[t] /.s]"2);

Plot[{ks, hs}, {t, 0, 2Pi},

PlotRange->All,

AxesStyle->{{}, {Black, Thick}},

AxesLabel->{Style[t(s), Black, FontSize->12], Style[E(J), Black, FontSize->12]},
PlotLegends->Placed[{ “Energia Total”, “Hamiltoniana”}, Above],
Ticks->{{Pi/4,Pi/2,3Pi/4,Pi, 5Pi/4,3Pi/2, TPi/4, 2Pi}, Automatic}]

A.2 Solucodes

Solugdo analitica da equacao de movimento da micanga ao longo de uma haste com

rotagdo uniformemente variada:
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{{r — Function [{t},

1 2
(—7'“9 ParabolicCylinderD [— \/_w] ParabolicCylinderD [— (\/_ t/a + \/_wﬂ +

2 Ja Ja

1 V2 1 2
rew ParaboliccylinderD [—2, \/_w] ParaboliccylinderD [—2,i <\/§t\/5 + \/\/_gﬂ +

)

Ja

1 /2
79 ParabolicCylinderD [—, V2
2" Vo

1 /2
row ParaboliccylinderD |——, V2
Va

1 2
iv/2rgy/a ParabolicCylinderD l—2, V2ty/a + V2w

Ja
ﬁw] N

1
] ParabolicCylinderD [—2,\/@\/5—1—

1
] ParabolicCylinderD l—Q,\/iwa+ /e
V2w Livaw]
Ja 2 Ja

1. 2 1 V2
\/57“9\/5 ParaboliccylinderD |—=,1¢ \/it\/a + V2w ParaboliccylinderD | =, Q /

1 iv2 1 V2
-, z\/_w] ParaboliccylinderD [— \/_w] +
2" Vo

2" Ja
1 V2w 1 iv2w
2" \/a 2 Ja

] ParabolicCylinderD [ ] —
1 iv/?2 1 2
V/2y/a ParabolicCylinderD l—2, Z\/\/_aw} ParabolicCylinderD l27 \/\/_g]ﬂ }} )

1 ParabolicCylinderD l

<2w ParaboliccylinderD [—

iv/2y/a Paraboliceylinderd [—

Solucao analitica da equagcdo de movimento da micanga ao longo de uma haste

oscilante (vibrando):

{{r — Function [{t},

) ) 62 52 . 52 2
<r0 MathieuC l AR ,0| Mathieus 5 g SO+
BB
190 Mathieuc [—2 —— t5] MathieuSPrime [— —— OD

/
((5 Mathieuc l—B;, —642, O] MathieuSPrime l_ﬁ ] )] }}
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