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Resumo

Neste estudo examinamos a aparéncia de um buraco negro de Schwarzschild cercado por
um disco de acrecao. Nesse contexto, uma sombra é uma area escura que é delimitada
pela imagem dos raios emitidos a partir do disco, que nao foram capturados pelo buraco
negro. Para entender este efeito Optico, exploramos alguns conceitos fundamentais da

Relatividade Geral e obtivemos a métrica desses objetos massivos e esféricos.

Em seguida, derivamos a férmula para o angulo de deflexdo de uma particula submetida
a uma forca gravitacional, que nos permite compreender a curvatura do espago-tempo
ao redor do buraco negro. Analisamos as trajetérias para varios parametros de impacto,
especialmente para buracos negros estaticos nao carregados (Schwarzschild). Além disso,
introduzimos o conceito de lente gravitacional ao fazer uma comparagao entre a perturbacao
do espago-tempo e o principio de Fermat. Esse conceito nos ajuda a entender como a
gravidade do buraco negro pode desviar a luz de estrelas distantes, resultando em imagens
distorcidas e amplificadas. Ao final, utilizamos a técnica de rastreamento de raios de luz, o
que nos permitiu exibir os elementos que contribuem para aparéncia observacional de um
buraco negro, através de graficos interpretativos que exploram a emissao de intensidade
luminosa em trés modelos simplificados de buraco negro acompanhados de um fino disco

de acrecao.

Palavras-chave: Buracos Negros. Schwarzschild. Esfera de Fétons. Sombras. Pardmetro

de Impacto.
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Abstract

In this study we examine the appearance of a Schwarzschild black hole surrounded by an
accretion disk. In this context, a shadow is a dark area that is bounded by the image of
rays emitted from the disk, which were not captured by the black hole. To understand this
optical effect, we explored some fundamental concepts of general relativity and obtained
the metrics of these massive, spherical objects. We then derive the formula for the
deflection angle of a particle subjected to a gravitational force and show the trajectories
for various impact parameters, especially for uncharged (Schwarzschild) black holes. We
begin by examining the formula for the deflection angle of a particle subjected to a force
gravitational, which allows us to understand the curvature of space-time around the black
hole. Trajectories for different impact parameters are analyzed, focusing on uncharged
(Schwarzschild) black holes. Furthermore, we introduce the concept of gravitational lensing
by making a comparison between spacetime perturbation and Fermat’s principle. This
concept helps us understand how black hole gravity can bend light from distant stars,
resulting in distorted and amplified images. In the end, we used the light ray tracing
technique, which allowed us to display the elements that contribute to the observational
appearance of a black hole, through interpretive graphics that explore the emission of light

intensity in three simplified black hole models accompanied by a thin accretion disk.

Keywords: Black Holes. Schwarzschild. Photon Sphere. Shadows.Impact Parameter.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria da Relatividade Geral de Einstein (RG) é uma teoria sobre tempo, espago
e gravidade. Essa teoria descreve com grande propriedade um efeito que vivenciamos
em nosso cotidiano - a gravitacdo, em termos de uma estrutura matemaética rigorosa e

refinada, a geometria diferencial de curvas no espago-tempo.

No entanto, apesar de sua grande elegancia, a aplicabilidade desta teoria em relacao
ao senso comum da humanidade é limitada a percepcao dos efeitos relativisticos, que
somente se manifestam em larga escala, com grandes densidades de matéria, ou quando
lidamos com sistemas de alta energia, como corpos que se deslocam com velocidades
muito préximas a da luz. Por essa razdo, de acordo com [3], o que experimentamos como
“forca de gravidade” neste regime de validade é um efeito puramente geométrico: uma
manifestagdo da curvatura do espago-tempo. Isso significa que, na presenga de massa e/ou
energia, como no caso de sistemas massivos como estrelas, galaxias, etc., a curvatura do

tecido espaco-tempo é significativamente modificada.

Em se tratando de sistemas massivos e compactos, a teoria da Relatividade Geral
aborda fendmenos que sequer haviam de ser possiveis em uma analise do ponto de vista
da teoria classica (newtoniana): os objetos denominados de buracos negros (BN). Esses
objetos despertam grande interesse na comunidade cientifica, especialmente nos campos
da astronomia e da astrofisica. Além disso, eles também sdo temas explorados em diversas
formas de midia, como literatura, cinema, televisao e internet, sendo fascinantes para o

publico leigo.

Os buracos negros sao solugoes das equacoes de Einstein (equagoes dindmicas da
RG) sob certas condigoes. Eles possuem uma densidade central infinita, com o qual a

gravidade (curvatura) resulta radicalmente alterada na regiao ao seu redor.

Quando uma estrela esgota seu combustivel nuclear, perde a energia necessaria
para sustentar sua estrutura. Como resultado, a estrela entra em colapso, o que aumenta

sua densidade, gerando no espago-tempo uma regiao de alta curvatura. Se a estrela é



18 CAPITULO 1. INTRODUCAO

suficientemente massiva, essa curvatura intensa cria um pogo gravitacional tdo profundo
que nem mesmo a luz pode escapar dele. A interpretagdo mais plausivel sobre o produto
final desse processo de colapso é a da formagao de um buraco negro (BN), ou algum objeto

ultracompacto semelhante.

Os buracos negros representam um campo vasto e fascinante a ser explorado pela
Fisica contemporanea. A presenca dos buracos negros é notada devido a sua intensa forca
gravitacional, e é um suposto cada vez mais consolidado que muitas galaxias possuem um
buraco negro em seu centro. Essa poderosa atracao gravitacional exerce uma influéncia
significativa no ambiente galactico e desempenha um papel fundamental na organizagao
e evolugao das estruturas cosmicas. Assim, além de desempenharem um papel crucial
na formagao das estruturas presentes no Universo, eles também atuam como um elo de
coesao interna das galaxias, pelo que o estudo dos buracos negros nos permite compreender

melhor a natureza do Universo e desvendar os mistérios do seu funcionamento.

Embora tenhamos feito avancos significativos no entendimento do assunto, pelas
proprias carateristicas dos buracos negros, parece muito pouco provavel conseguir encontrar
um mecanismo que permita detectar buracos negros isolados diretamente. Contudo, na
ultima década uma revolugao aconteceu no estudo das interacoes gravitacionais, a partir das
observacoes de ondas gravitacionais feitas pelo Observatério de Ondas Gravitacionais por
Interferometria a Laser (LIGO). Conforme [10], a observagao direta de ondas gravitacionais

nos fornecem testes para a Relatividade Geral, especialmente na dindmica de campo forte.

Por outro lado, os buracos negros possuem uma estrutura conhecida como horizonte
de eventos, delimitado pelo raio de Schwarzschild, também chamado de raio do buraco
negro. Quando a luz se aproxima do horizonte de eventos de um buraco, sucumbe a sua
poderosa acao gravitacional, sendo impossivel escapar. Além disso, o seu interior é invisivel
ao mundo externo. Por esta razao, nos resta examinar a regiao imediatamente externa a
ele. E é a partir desta analise que tracamos pistas indiretas sobre os efeitos que os buracos

negros exercem sobre a luz e o espaco-tempo.

Ao passar por uma regiao com um campo gravitacional extremamente intenso,
a luz segue trajetérias curvas. Assim, os feixes de luz que atravessam regioes muito
proximas aos horizontes de eventos, comparados aos feixes que nao conseguem “escapar”,
demarcarao regidoes que indicam a auséncia parcial de luz, ou “sombras”, e permitem
construir “imagens” desses objetos. Assim, a concepc¢ao da sombra de um BN confronta a

impossibilidade da observacgao direta desses objetos.

Nesse sentido, o projeto Event Horizon Telescope (ET H, Telescépio de Horizonte
de Eventos) é um dos mais promissores esforgos de observacao de buracos negros através
das suas imagens. Até agora, a rede global de telescépios ET H estudou o buraco negro
SgrAx, localizado no centro da Via Lactea, objeto que nao é visivel no alcance 6ptico

devido a presenca de densas nuvens de poeira. O observatério também analisou o buraco
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negro M8T7x [11], situado no centro da galdxia eliptica supergigante Messier 87 (abreviada
como M8T), na constelagao de Virgo. Em 10 de abril de 2019, o ET'H conseguiu gerar uma
imagem (fotografia) desse objeto, localizado a uma distancia de 55 milhoes de anos-luz da
Terra, e mapear a sua sombra. Em ambos os casos, as sombras observadas sao consistentes

com as previsoes teéricas [12, 13].

Portanto, o estudo das sombras constitui uma ferramenta extremamente importante
para avancar na compreensao dos BNs e objetos ultracompactos pois, a partir da analise
conjunta dos dados dpticos e gravitacionais podemos determinar se o raio de Schwarzschild
previsto para a sombra corresponde ao valor medido pelas ondas gravitacionais, e concluir
entao se esses objetos sdo consistentes com a definicdo de buracos negros, o que viria

confirmar assim a sua existéncia.

Assim, o estudo das sombras de buracos negros emerge como um dos campos de
pesquisa mais promissores para nos revelar informacoes sobre a natureza de tao fascinantes
objetos. A andlise tedrica da formacao da sombra contribui diretamente em proporcionar
um avanc¢o em nosso conhecimento, bem como possibilita a descoberta de novos fenémenos,

a0 mesmo tempo que aprimora disciplinas cientificas relevantes para um futuro préximo.

Na perspectiva de estarmos na vanguarda do progresso cientifico, técnicas como
as desenvolvidas pelo ET H, bem como a literatura disponivel sobre o assunto, suscitam
nosso interesse e nos inspiram a repensar e expandir nossa compreensao tradicional frente

aos mistérios do universo ao nosso redor.

O objetivo geral deste trabalho é compreender o efeito 6ptico de “sombra” nas
imagens de objetos compactos. Mais especificamente buscamos: de forma conceitual,
compreender os fundamentos tedricos da relatividade geral e a sua relacao com a formacao
de sombras em buracos negros; compreender como a gravidade influencia a trajetéria
da luz e a sua analogia com uma lente gravitacional; do ponto de vista procedimental,
trabalhamos para desenvolver e aplicar habilidades e técnicas computacionais para a

exploragao do assunto sob investigacao.

No presente trabalho buscamos analisar os efeitos 6pticos produzidos no entorno de
buracos negros, especificamente, a formacao das sombras resultantes do comportamento
dos feixes de luz originados na regiao conhecida como disco de acrecao, que cerca certos
buracos negros. Concretamente, investigamos a formacao das sombras no contexto de
buracos negros rodeados por um disco de acrecao fino, e a implementagao numérica de
modelos tedricos para a obtencao de graficos ilustrando esse fenomeno, tteis para a analise

de dados observacionais.

Metodologicamente, o nosso trabalho foi conduzido por meio de uma abordagem
que envolveu pesquisa bibliogréafica, desenvolvimentos analiticos e calculo computacional,

exigido pela complexidade das equacoes envolvidas.
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Inicialmente, realizamos uma revisao dos elementos basicos que compoem a teoria
estudada, em literaturas de ética classica e relatividade geral. Para iniciar nossa pesquisa,
utilizamos [3], [14],[15] e [2] como ponto de partida. Em seguida, aprofundamos nosso
estudo sobre sombras de buracos negros em literaturas mais especializadas, concentrando-
nos nos trabalhos de [4], [5], [16] e [17], [18], [19], [8] e [20] que fornecem uma abordagem
mais completa sobre o assunto em questdao. Ampliamos nossos estudos, quando toma-
mos referéncias que tem sido promissoras em testes observacionais e 6timas simulagoes
hidrodindmicas como [13], [11] e [12], que trazem resultados bastante significativos sobre o

assunto.

Como estratégia de trabalho optamos por considerar uma métrica para objetos
massivos, esféricos, estaticos e sem carga elétrica (buraco negro de Schwarzschild), por ser

esta a solugao mais simples de ser implementada na pratica.

A partir desta solucao realizamos uma investigacao bastante detalhada sobre a
propagacao dos raios de luz em torno de objetos compactos estaticos, utilizando o conceito
de lente gravitacional e fazendo comparagoes com o principio de Fermat. Isso permite
obter duas aproximagoes distintas, conhecidas como limite de deflexao fraca (WDL) e
limite de deflexao forte (SDL). Assim, foram realizados célculos do dngulo de desvio da
luz em ambos os cenarios, no intuito de melhor visualizar os efeitos gravitacionais que

afetam a trajetéria da luz na presencga dos buracos negros.

Em seguida, desenvolvemos a teoria de transferéncia radiativa e, a partir deste
estagio, aprofundamos os capitulos anteriores na descricao das carateristicas observacionais

dos nossos objetos alvo.

Neste estudo aparecem fungoes que nao podem ser resolvidas de forma analitica,
mas sim por métodos numéricos. A abordagem dessas etapas da tarefa foi possivel mediante

uma ferramenta computacional robusta, o software Wolfram Mathematica™ [21].

Portanto, como seguinte passo consideramos inicialmente a técnica do tracado de
raios de luz e, posteriormente, a obtencao dos perfis de intensidade em um cenario de um
buraco negro estatico e de simetria esférica. Para essa parte do trabalho, utilizamos um

programa desenvolvido e facilitado por um grupo de pesquisa parceiro [7].

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2 realizamos uma
abordagem tedrica e conceitual do que denominamos de “Elementos Béasicos” que nos
auxiliam no tratamento formal do assunto em especifico. Para isto, realizamos uma
breve introducgao a ética classica, em seguida a relatividade geral, e enfatizamos alguns
conceitos tedricos que serdo imprescindiveis para o desenvolvimento de nosso trabalho;
em seguida, no capitulo 3, aprofundamos nosso estudo ao explorar assuntos que estao
presentes no objeto alvo de nossa investigagao principal: sombras de buracos negros. Nesta

fase, apresentamos o efeito da gravidade sobre a trajetoria dos raios de luz, denominado de
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lente gravitacional e sua relacao imediata com a inclinacao resultante, ou seja, o angulo de
desvio e a partir deste passo, retiramos informagoes cruciais a nosso estudo: parametro de
impacto e potencial efetivo. Em sequéncia, apresentamos os regimes de aproximagcao para
campo gravitacional fraco e forte, fazendo a devida comparacao entre ambos; retomamos
um topico do capitulo 2: principio de Fermat e analisamos a correspondéncia que ha
desta lei fisica no contexto da Relatividade Geral, utilizando para isto a abordagem de
lente gravitacional. Ao final deste capitulo, apresentamos de maneira formal a interagao
da radiacao eletromagnética com a matéria denominada de transferéncia radiativa, que
aparece de forma abrangente em diferentes meios. Para nosso caso em especifico, estamos
interessados em ambientes astrofisicos. No capitulo 4 de posse de toda essa construcao
tedrica anterior, exibimos as sombras dos buracos negros por meio da reproducao de
um codigo programado em linguagem Mathematica, e assim destacamos os principais

resultados de nosso estudo.

Ao longo do nosso trabalho, foi utilizado como convencao o Sistema de Unidades
Gaussianas, onde a constante da gravitacao newtoniana e a velocidade da luz no vacuo
sdo iguais a unidade: (G = ¢ = 1). Neste sistema, a massa, a energia e o comprimento

tém a mesma dimensio.



Capitulo 2

Elementos Basicos

Neste capitulo iremos abordar alguns assuntos que sao essenciais a conducao de
nossa pesquisa, envolvendo técnicas da Otica geométrica e da Relatividade Geral. A escolha
desses pontos se deu por serem a base tedrica mais fundamental na descricao do fenémeno
estudado. Ou seja, temos interesse em investigar a trajetéria do raio de luz na presenga
de objetos compactos e massivos, e as suas possiveis consequéncias. Comecamos com
uma breve introducao & Otica classica, para, numa proxima se¢ao, discutir elementos que
compoem a teoria da Relatividade Geral, como por exemplo, o conceito de geodésica.
Em seguida, abordamos de forma sucinta as equagoes de campo de Einstein. Ao final
do capitulo, analisamos a solu¢ao exata das equagoes de Einstein no caso estatico com

simetria esférica: a solugao de Schwarzschild.

2.1 Optica Geométrica

As ondas eletromagnéticas sao formadas por dois campos variaveis: um campo
elétrico e um campo magnético, cujo comportamento é governado pelas equagoes de

Maxwell do eletromagnetismo, que em unidades gaussianas tem a forma:

V-D =4np, VxH-c'9D=4rc'J
V-B=0, VXE+c¢'9B=0
onde esta implicita a equacao de continuidade da carga V -J = —0,p.

A propagacao das ondas eletromagnéticas num meio, e da luz em particular, bem
como a de outras ondas cldssicas ou quanticas, é dominada pelos efeitos de interacao
dessas ondas com a matéria que forma o(s) meio(s), e a(s) superficie(s) e volume(s) nele
presentes [22]. Assim, é possivel verificar as relagdes: D = E+ 47P e B = H + 47 M,
onde P e M sao, respectivamente, os vetores de polarizacdo e magnetizagao, que surgem
como uma resposta induzida pela interacdo da onda eletromagnética com o meio em que
ela se propaga. Certos meios apresentam uma resposta linear, que ¢é caraterizada pelas

suscetibilidades magnética (n) e elétrica (x), na forma P = yE e M = nH. [22]

Com base na teoria eletromagnética, vamos nos concentrar no estudo dos principios
da éptica geométrica (OG), que se dedica principalmente & anélise da propagacao da

luz, na forma de raios luminosos. Para isto, em vez das grandezas descritas acima, é
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conveniente caraterizar o meio material através do qual a onda se desloca definindo o

indice de refracao n:

C
== 2.1
n v ) ( )

que ¢ relagao entre as velocidades de propagagao da luz no vacuo (¢) e no meio material
(v).

Quando a velocidade da luz em um meio material é a mesma em todos os pontos
e em todas as diregoes, o meio é chamado de homogéneo e isotrépico, e seu indice de
refracdo sera constante; se a velocidade varia em cada ponto com a direcao de propagagao,
é chamado de anisotropico; e se ela e, portanto, o indice, variam de um ponto a outro, mas

em cada um deles é independente da dire¢ao da propagacao, o meio é chamado heterogéneo

e também GRIN (Gradiente de Indice)[2].

Como consequéncia dessas diferencas no indice de refragdo, a propagacao do raio
de luz varia dependendo do meio material ser homogéneo ou nao homogéneo. No caso de
um meio homogéneo o indice de refracao é constante e o raio de luz se propaga em linha
reta. Agora, quando a luz passa de um meio homogéneo para outro, também homogéneo
mas com indice de refragao diferente, ocorre o fendmeno de refragao [15]. Isto é, quando
um raio de luz atinge uma interface plana e homogénea (dioptro) com certo angulo de
incidéncia 6;, parte da luz é refletida com um certo angulo de reflexao 6; em relagao ao meio
1, cujo indice de refracao é n;. A parte da luz que atravessa a interface se encontra em
um novo meio material, com um indice de refracdo ny. Entao o raio luminoso é refratado

com um angulo de refracgao 6,.

raio raio
incidente # refletido
y
ny
raio
refratado

Figura 1 — Reflexao e refragdo de um raio luminoso numa interface dielétrica. Figura
extraida de: [1]

Ao analisar a imagem apresentada na Figura 1, é possivel identificar e descrever os

principios fundamentais da éptica geométrica:

1. Propagacao retilinea do raio de luz - “As trajetorias do feixe de luz em um meio

homogéneo e isotropico sao retilineas”.
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2. Independéncia do raio de luz - “Quando dois ou mais feixes de luz se cruzam, um

nao interfere no outro, cada um segue sua trajetoria, de forma independente”.

3. Reversibilidade do raio de luz - “O raio de luz nao inverte sua direcao, quando inverte

seu sentido”.

2.1.1 Principio de Fermat

Com base nas discussoes anteriores sobre Optica geométrica (OG), podemos apro-
fundar nossa analise considerando um postulado fundamental conhecido como principio
de Fermat. Esse principio pode ser enunciado a partir do conceito de “caminho 6ptico”.
Para essa abordagem consideramos [2], que define o caminho 6tico L ao longo de um meio
homogéneo e transparente como sendo o produto do indice de refragdo da luz, n, vezes o

comprimento do percurso, s:
L=ns. (2.2)

Para uma sequencia de meios diferentes, temos:

Ja se nosso meio é nao homogéneo, o indice de refragdo varia continuamente. Logo,
deveremos decompor a trajetoria da luz em comprimentos infinitesimais ds, dentro dos
quais podemos considerar que o indice de refracao é constante, portanto a expressao para

o caminho 6tico (CO) entre dois pontos A e B é obtido pela integral:

B
(L) = /A nds = constante . (2.4)

[+3l

A

Figura 2 — Principio de Fermat. Figura extraida de [2]

Como consequéncia, se consideramos todos os possiveis caminhos conectando os
pontos A e B, isto é, consideramos variagoes infinitesimais [+ 0/ para definir o comprimento
[ (Figura 2), essas variagoes correspondem a corregdes de primeira ordem em torno da
trajetoria fisica e, portanto, o caminho 6tico (2.4) serd estaciondrio, permitindo-nos
desprezar os termos de ordem superior. Assim, podemos descartar todos os termos de

ordem superior, pois eles nao contribuem para a variacao.
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O principio de Fermat (PF) estabelece que “a luz segue o caminho 6ptico que
requer o menor tempo de viagem entre dois pontos”. Em outras palavras, a luz escolhe o

trajeto que minimiza o tempo necessario para percorrer a distancia. [15]

Portanto, escrevendo o tempo total como a integral do intervalo infinitesimal de
tempo dt empregado em percorrer uma distancia infinitesimal ds = cdt, podemos relacionar
o principio de Fermat com o caminho 6tico (2.3), obtemos a versao variacional do principio

de Fermat na forma:

B B (] B
5(15):(5[4 dt:é/A 782071(5/14 nds = §(L) =0, (2.5)

onde v é a velocidade da luz no meio com indice de refracao n, definido em (2.1).

2.2 Equacao da Geodésica

Um conceito essencial da RG é o de transporte paralelo de vetores, que consiste em
uma generalizagdo para o espago curvo da ideia de “manter um vetor constante” a medida
que o “movemos” ao longo de um caminho; da mesma forma para um tensor de rank
arbitrario [3]. A partir dessa formulacao geométrica para campos vetoriais definidos em
uma variedade diferenciavel M, é possivel achar uma equacao fundamental para determinar
a trajetoria seguida por particulas em um espago com curvatura nao nula, como aquelas
influenciadas pela presencga de massa, chamada de equagao das geodésicas. As suas solugoes

sao as curvas conhecidas como geodésicas.

As geodésicas se classificam em dois tipos. As ditas “geodésicas afins” sdo curvas
em que o vetor tangente é transportado paralelamente a si mesmo (linhas “mais retas
possiveis”). Uma segunda defini¢ao é a das “geodésicas métricas”, que sdo as curvas que
minimizam a distdncia entre dois pontos no espago-tempo curvo (linhas “mais curtas

possiveis”).

Figura 3 — O mapa exponencial leva um vetor em 7}, a um ponto em M que est4 na unidade
parametro afim ao longo da geodésica a qual o vetor é tangente. Figura extraida
de:[3].

Geodésica métrica. Para obter a equagao da geodésica que minimiza (extremiza)

a distancia entre dois pontos no espago curvo é conveniente utilizar o método variacional
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Y

do principio de Hamilton (equivalente ao de minima agao). De acordo com [23], a “agao’

¢ definida como a integral:
1a(r)) = [ Fla.q,7)dr (2.6)
sendo F(q, ¢, ), um funcional bem comportado ao longo do caminho ¢(7). A variagdo da

agao (2.6), nos leva nas equagoes de Euler:

S . (2.7)

Vamos explorar a conexao entre as geodésicas e as equagoes de Euler-Lagrange.
Para isto, consideramos o tensor métrico g;;, definido sobre uma regiao com um sistema
de coordenadas generalizadas {x}. Ele permite escrever um deslocamento infinitesimal ds

em funcdo de variacdo infinitesimal das coordenadas dx na forma:
2 __
Logo, podemos escrever de forma conveniente parametrizando a curva pelo tempo proprio

ds gijdx'da?
= 2 2.
dr drdr (29)

Integrando essa equacao com respeito ao tempo préprio 7, segue que o comprimento de

T:

arco da curva vem dado por:

b b
[:s:/ ds:/ o @ didr . (2.10)

Ao minimizarmos o comprimento de arco!, obtemos a equacao da geodésica, que é
dada pelas equacoes de Euler-Lagrange:
Az’ -y dad dF
il {.zk}ifzo, (2.11)
dr? W dr dr

onde os objetos { ]?k} sao denominados “simbolos de Christoffel”.

Geodésica afim. Uma outra abordagem para a obtengao de geodésicas é buscar
construir o caminho mais direto ou “reto” entre dois pontos. Dada uma curva arbitraria
x#(A), para que obtenhamos um tensor 7' constante ao longo dessa curva no espago plano,

exigimos:

dT _ do* OT _
d\  d\ Ozt

A partir deste ponto, podemos estabelecer a derivada absoluta ao longo desse caminho no

(2.12)

plano em termos do operador V,, (derivada covariante) da forma:

D dz*
d\  d\
Note que, como discutido na secéo 2.1.1, o principio de Fermat afirma que o caminho percorrido por

um raio de luz para ir de um ponto a outro é tal que o tempo necessario para percorré-lo (e néo o
comprimento) é minimo [15].

v, . (2.13)
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Por fim, estabelecemos a definicdo do transporte paralelo do tensor T ao longo do

caminho x#(\) da seguinte maneira

NV TH ey =0 (2.14)

4

DTy b
d\ vy dA

Nesse ponto, temos a capacidade de estabelecer a equagao para o transporte paralelo,
que descreve como um tensor 7' se mantém constante ao longo de um caminho dado:
d%at dx? dx°
+ I ———— =
dN? PO AN dA

A equacdo (2.15) define as curvas auto-paralelas, onde o objeto ') é denominado de

0. (2.15)

conexao afim [3].

Geodésicas na Relatividade Geral. No caso em que as componentes da conexao
afim 'V coincidem com os simbolos de Christoffel { J-ik}, a equacao equagao das geodésicas
(2.11) coincide com a equagao das geodésicas (2.15), e as geodésicas métricas e afins

descrevem exatamente as mesmas curvas.

E interessante notar que na RG existe uma “compatibilidade” entre a conexao afim

e a métrica se, e somente se, dois requisitos forem atendidos:

(i) Tanto o tensor de Levi-Civita quanto o tensor inverso da métrica possuem derivada
covariante nula.
4
Vr€uwpe =0, V9" =0.

(ii) Uma derivada covariante compativel com a métrica “comuta com a subida e baixada

de indices”. Ou seja, se V* é um vetor, temos:
GV V=V, (gaV?) = V.V, (2.16)

A partir da relagao entre a métrica e a conexao, é possivel demonstrar a férmula

geral descrita na literatura como conexao métrica ou conexao de Levi-Civita:

T4 = 39" (Ougvp + Ovlop + Opgyu) - (2.17)

2.3 Equacoes de Einstein

Na Relatividade Geral de Einstein, a equagao de campo para a gravitagao é

estabelecida de forma semi-heuristica, propondo-se a expressao [14] utilizando (G = ¢ = 1):
1
Guw =R, — §Rgm, =8rT,, , (2.18)

onde no lado esquerdo temos o tensor e o escalar de curvatura de Ricci, denotados por R,

e R, respectivamente; e no lado direito temos o tensor de energia-momento 7),, , que é
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um objeto construido de maneira um pouco ad hoc, seguindo principios da fisica classica .

Isto nos permite compreender de que maneira a métrica reage na presenga de matéria [3].

Uma outra possibilidade para a equacao de campo de Einstein surge ao consi-
derarmos a energia do vacuo. Podemos decompor o tensor energia-momento em duas
componentes, uma contendo a matéria e outra contendo a energia do vacuo. A partir deste
ponto, para preservar a equacao de campo da gravitagao, ¢ necessario adicionar um termo

adicional conhecido como “constante cosmoldgica”, e denotado por A.
1
Ry, — iRgW + Agu = 87T}, (2.19)

Aplicar a operagao de trago ao tensor de Einstein na Eq. (2.19), obtemos o seguinte

resultado: )
GGy = g (R,“, — R + Agw) — R—2R+4A (2.20)

De posse do tensor métrico g, e seu inverso g"”, observamos que o traco do tensor
métrico contraido com seu inverso é g"'g,, = 4 (a dimensao do espaco). A partir disso,
podemos reescrever as equagoes de campo de Einstein de forma conveniente, relacionando

o trago do tensor energia-momento com o tensor de curvatura de Ricci, obtendo:

R = —87T + 4A (2.21)

Estas equagoes serao de extrema importancia no calculo do comprimento de arco

em torno de buracos negros, que nos permitird determinar a formacao das sombras.

2.4 Meétrica de Schwarzschild

Iniciamos nossa andlise com uma solugao generalizada para investigar um objeto
massivo esfericamente simétrico, compacto e estdtico, que podera se corresponder com um
buraco negro ou uma estrela de néutrons. Como discutido em [24] e [14], em um sistema

de coordenadas esféricas temos
ds? = =202 4 210 qr2 4 1240 + 12 sin® (0)dp? | (2.22)

onde as fungoes F'(r) e H(r) podem ser determinadas via equagao de campo de Einstein.

Para isto, tomamos a métrica e a sua inversa:

-0 0 0 —e7 0 0 0

looem o o w0 e o o

=0 0 2 o e (T N S
0 0 0 7r2sin?(0) 0 0 0 erlgw)

(2.23)
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e o tensor de curvatura de Ricci, que é definido como:

R, (D) = 9,19, — 8,09, + T2, 1%, — T2 1* (2.24)

po uv vpT o )

onde as componentes da conexao de Levi-Civita vem dadas pelos simbolos de Christoffel:

1 09, 9oy O0Gu
re — L opo (O9on AN 2.2
wy 29 (83:” + OxH 8:6”) (2.25)

Para a métrica (2.23), os simbolos de Christoffel ndo nulos e suas derivadas resultam:

F:r = F,a F:r = H/7 56 = _re_QHv F;@ = Sin2(0> ’ gG
1 . 1
Ffe = F?w = —sin () cos (0), Iy, = ot F:’@ = cot (0)

Logo, as componentes nao nulas do tensor de Einstein, G, = R, — % 9w IR, sao:

_ 1 2F—-2H / 2H
Gy = ——e (1—2rH ), (2.26)
L ooy r_ _2H
G = =€ (14 2rF =), (2.27)
1
Goo = r2e 2! [F L (F ) (F Hf)] , (2.28)
T
Gy = Gogsin® (0) . (2.29)

O tensor de energia-momento para um fluido de pressao p, densidade p e quadrive-

locidade u*, conforme apresentado em [24] e [14], tem a forma
T;w = (P + p)uuuu + PYuv (230)

Nossa intencao é descrever o fluido estatico (u, = ug = u, = 0) , logo o tensor das
tensoes em termos de energia é dado por: Ty, = puguy + p(uguy + gu) Trr = PGrry The = Pgoe

e T,y = PYye, enquanto que as demais componentes nao contribuem.

Em seguida, normalizamos o quadrivector velocidade tal que u,u,g"”" = —1, com
isso, veremos que wu; = —gy = €. BEscrevendo as componentes do tensor em termos da

pressao e densidade, chegamos a

Ty = pe*r (2.31)
T, =pe*t (2.32)
Tyo = pr? (2.33)
Ty, =pr’sinf (2.34)

Para uma esfera estatica de raio r e densidade p com centro na origem vemos que a

densidade e a pressao sao func¢oes que dependem unicamente do raio, e fora da esfera
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r = R sao nulas. Com base nisso, podemos utilizar o lado esquerdo da equagao de Einstein

para obter trés equacoes referentes as componentes Gy, G,r, Gog € Gy, que tém a forma

1 ,pd
r2 e dr “1 - ezH)} - 87621:'0(70) = Gu
1 ,,d
S (U 2rF — )] = 8nep(r) = G
1
re~2M {F” + (F’ + r) (F' — H’)} = 8mr?p(r) = Gog = Gpy

E importante observar que as componentes Ggy e G, sao idénticas e todas as demais
componentes se anulam no vacuo. Portanto, resta-nos analisar as equacoes referentes as

componentes Gy e G,.. Ao considerar a expressao Gy,

i62Fi [(1 - e2H)} = 8me* p(r) (2.35)

72 dr

e resolver por integracao com relagdo a H(r), obtemos:

H(r)= —; In (1 - W) , onde m(r)= 47r/d7" rp(r) . (2.36)

Escolhendo a condicao inicial m(0) = 0, podemos interpretar m(r) como sendo a massa

total da esfera de raio r e densidade p.

Analisamos agora a outra equacao, onde:

1

2= (1 + 2rF' — eQH) = 8me?Hp(r) (2.37)

Resolvendo (2.37) para F'(r), temos:

m(r) + 4mrép(r)
rr—2m(r)]

F(r) = [dr (2.38)

A solugao (2.38) nao é possivel de se obter para r < R de forma analitica e,
portanto, nao é discutida em [24]. No entanto, quando temos r > R, podemos considerar
o limite assintético r — oo, onde devemos recuperar a gravitacdo newtoniana, e assim
deduzimos que m(r) — M, (a massa total da esfera). Com isso, para distdncias muito
grandes esperamos obter a métrica de Minkowski. Assim, a solugao obtida é andloga ao
caso anterior, conforme segue:

F(r) = —; In (1 - 2M> (2.39)

r

Apés substituir todos os resultados prévios, a equacao 66 toma a forma:

p'(r) + F'(r)(p(r) + p(r)) = 0 (2.40)
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Esta equacao diferencial determina a distribuicdo da pressao radial da matéria dentro da
esfera, e é tal que a pressao repulsiva balanceia a atracao da gravidade em todo ponto,

mantendo a configuracao estatica da matéria dentro da esfera.

Como nosso interesse é apenas na regiao muito afastada da distribuicao de massa
do objeto compacto e esfericamente simétrico, entao a geometria do interior da esfera nao

¢ alvo de nossa andlise, portanto, o comprimento de arco para essa métrica segue:

oM 20
d32:—(1—>dt2+<1—)
T T

O resultado apresentado na equagao (2.41) é a solucao de Schwarzschild, que possui

1
dr?® + r*(d6® + sin® 0do*) (2.41)

propriedades tnicas, sendo assintoticamente plana e satisfazendo a equagao de Einstein
do vacuo. A partir da solugao de Schwarzschild, é possivel investigar o efeito ptico das
sombras em buracos negros, como analisado por [16], [25], [4]. Esse contetdo serd discutido

com mais detalhes na préxima secao.

2.4.1 Trajetérias das Geodésicas no Espaco de Schwarzschild

Mais adiante abordaremos a completude geodésica do espago-tempo ao resolver a
equagao das geodésicas na teoria da Relatividade Geral (GR). Além disso, investigaremos
casos em que essa equacgao resulta em trajetorias incompletas. Para isso, precisamos
primeiro obter uma expressao para a equacgao das geodésicas em termos de pardmetros

convenientes.

Conforme [26], vamos nos concentrar nas geodésicas da métrica g,,, que s@o as
trajetérias que os campos de matéria devem observar de acordo com o principio de
equivaléncia de Einstein 2. Para aplicarmos o principio de Hamilton como em (2.10), de

forma a simplificar os calculos, a partir do elemento de linha escrevemos

ds\’ dx® da®
— | =Gap———— 2.42
<d>\> b ax X (2.42)
Logo, introduzimos a a¢ao
1 dx* dx¥
S=35 [ Mgw T 2.43
2] “Im AN d (2.43)

na qual o comprimento diferencial de um espago esfericamente simétrico geral tem a forma
ds* = g datde” = —C(x)dt* + B~ (z)dz? 4+ r2(2)dQ? leva a:

S = ;/d/\ [—C’(:L‘)L£2 + B(lx)x'Q + 1r2(2)0% 4 r?(z) sin® fp? (2.44)

2 Em regides suficientemente pequenas do espaco-tempo, as leis fisicas se reduzem as da Relatividade

Especial, pois é impossivel detectar a existéncia de campo gravitacional por meio de experimentos
locais [3]
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Para escrever a representagao hamiltoniana associada precisamos dos momentos
canodnicos conjugados:

L

Pe= 57 = tC(x) (2.45)
= gj; = fo) , (2.46)
Dy — gg ()6 (2.47)
Do = gi = r?(x)sin® 0 . (2.48)

Dado que no lagrangiano de (2.44) nao hé termos de potenciais, verificamos que o Hamilto-

niano: H = pt + po@ + peb + P — L é igual ao Lagrangiano [26], e podemos reescrevé-lo

como .
H = 59“"(:p)pupy : (2.49)
Logo, a equacao da geodésica pode ser escrita na forma:
o0H
it = ——=g"p, , (2.50)
Opy
) OH 1, .
Pu= 5 = —§8Mg PDaps - (2.51)

Podemos verificar que p; e pg nao contribuem, ou seja, p; e py sao constantes do movimento,

o que implica em I 0. Portanto, H também é conservado. Com isso, teremos
dt
N - F 2.52
n=(f)co £ (25)
Py = o r*sin®f = L (2.53)
v dA ’
logo,
2
Py 2 Do p@
2H = — B 2.54
C(x) + Blz)pa(z) + r2(x) + r2(x)sin®0 ’ (2.54)
E2 -2 L2
~ 2H=— - (2.55)

o) "B T
A conservagao do momento angular, exprimida pela constancia do momento py, garante
que a equagao (2.51) acima descreve um movimento em um plano. Portanto, podemos
simplificar a andlise fixando § = /2 sem perda de generalidade. Por outro lado, se H # 0,
podemos realizar um redimensionamento do parametro afim A — \/ \/m , destacando
que o sinal de H resulta fisicamente relevante, pois nos permite classificar as geodésicas em
trés tipos distintos: as tipo espago (H > 0), as tipo tempo (H < 0), e as nulas (H = 0).
Podemos, a partir deste ponto, denotar k = 2H ( k= 1,0, —1). Com isso obtemos uma

expressao unificada para todas as geodésicas:

28 (;@2 =5~ 0() (73(;;)2_,5> : (2.56)




2.4. METRICA DE SCHWARZSCHILD 33

Essa equacao pode ser utilizada para explorar o alcance de A\ em alguns cenérios.

A equagao (2.56) foi obtida a partir das equagdes de movimento da particula e
revela que a energia total é composta por trés termos distintos, cada um com um significado
fisico especifico [26]. Podemos verificar que as quantidades conservadas energia, F, e
momento angular, L, estao relacionadas aos seus coeficientes métricos C(x) e B(z), e suas
respectivas derivadas em termos da coordenada radial na direcdo z. A importancia dessa
equacao ¢ que podemos estudar o movimento da particula e da luz no espago-tempo em

um contexto de simetria esférica, considerando sua interagdo com campos externos.



Capitulo 3

Deflexao da Luz e Lentes Gravitacio-

nais

Nesse capitulo, ja temos maturidade suficiente para abordarmos o estudo de tépicos
mais especializados que estao intrinsecamente relacionados ao assunto de sombras de
buracos negros, fornecendo uma compreensao mais aprofundada dos fenémenos envolvidos.
Primeiramente, faremos a correlacao entre a deflexdo da luz e o efeito de lentes gravita-
cionais. Nesta etapa, iremos discutir alguns conceitos de extrema relevancia: angulo de
desvio, parametro de impacto e potencial efetivo, por exemplo. Em seguida, abordaremos
o angulo de desvio da luz em dois cendrios: aproximacao de campo gravitacional fraco e
aproximacao de campo gravitacional forte, e os compararemos com a solugao exata do
angulo de deflexao. Posteriormente, iremos analisar o fenémeno de lentes gravitacionais
da RG, para entao retornarmos a 6tica geométrica, relacionando dito fendmeno com o
principio de Fermat. Ao final do capitulo, abordaremos a teoria da transferéncia radiativa,
realizando de inicio uma abordagem classica e, em seguida, uma extensao para o caso
relativistico. A transferéncia radiativa é importante em nosso estudo, pois esta presente

na maioria dos fendmenos astrofisicos.

3.1 Angulo de Deflex3o

O angulo em que sera defletido um feixe de luz passando préximo ao objeto massivo
(no caso, o buraco negro) é determinado pelo desvio geodésico obtido a partir da métrica
do espago. Vimos que para objetos massivos compactos esféricos, o elemento de linha em
coordenadas esféricas e unidades gaussianas (G = ¢ = 1) toma a forma:
1

ds®* = —A(r)dt* + A0

dr® + r?dr?(d6? sin’ (0) + dp?) . (3.1)

Devido a simetria esférica, que implica na conserva¢ao do momento angular, as
particulas se movimentam em um plano fixo. Logo, sem perda de generalidade, podemos
adotar a orientacao da base coordenada tal que esse plano seja o definido por 6 = /2.
Assim, as equagoes para a energia cinética e o momento dos fétons podem ser obtidas a

partir de (2.7), tomando:

[ ds?[g—r : I .
F= SC’;__Q 2 = —A(r)E + A(r)rQ + r2p? (3.2)
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Diferenciando com respeito a coordenada temporal e ao angulo azimutal vamos ter:

oF , . E

E = —2A<T)t = const. — t= m, (33)
OF 9. . L

9 = 2r“p = const. - p= (3.4)

As equagbes apresentadas em (3.3) e (3.4) nos fornecem duas quantidades constantes,
representadas por F e L, que dizem respeito a energia e ao momento angular do féton,

respectivamente. Verificamos que a curvatura s é definida por:

0 para geodésica tipo luz
k=4 —1 para geodésica tipo tempo
+1 para geodésica tipo espago

Como nossa analise tem interesse na trajetoria da luz ao redor de buracos negros, entao

nos interessam as geodésicas nulas, ou seja, as que cumprem ds> = 0 = F, ou

0=—A(r) 2+ r?p? 3.5
(r) +A(r)r +rep (3.5)
Notando que ja temos as derivadas das coordenadas azimutal e temporal, substituindo,
obtemos
EN\ 1 L 2
0=-A 2 4 ( > 3.6
I (a5) * a5 (5 (3.5

de onde chegamos a versao da Eq. (2.56) para o nosso caso:

2 12 E*A(r)
7" =1L (L?_ 7‘2>' (3.7)

Sendo a solugao de Schwarzschild A(r) = (1 —2M/r), resolvemos a equagao (3.7) conforme

[14] para 7 e, em seguida, tomando o quociente ¢/7, temos
. ~1/2
L
v_z [EQ - 2M)] . (3.8)
T r

Com base nesse resultado, extrairemos uma informacao de significativa relevancia

para o nosso estudo, a qual serd devidamente formalizada na se¢do subsequente.

3.1.1 Parametro de Impacto e Angulo de Desvio

E importante destacar que, como observamos que na equagao (3.7), o movimento
dos fétons nao depende individualmente do momento angular L ou da energia F, mas do

quociente entre essas duas grandezas. Esse quociente irda determinar uma nova quantidade,
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conhecida como “parametro de impacto” u. O parametro de impacto corresponde a
distancia perpendicular entre a trajetoria aparente da luz e o centro de potencial ou buraco

negro [27], e é definido como o quociente entre 0 momento angular e a energia:

u=L/E. (3.9)
Assim, a Eq.(3.7) fica
1 A(r)
=Ly (3.10)

Angulo de desvio. Para determinarmos o dngulo de desvio da luz, consideramos
que os fotons se aproximam do buraco negro vindos do infinito, passam muito préximos
a ele, e depois se afastam novamente. Com base nessa suposicao, e usando a expressao
(3.10) na equacao (3.3) segue que:

r _ (3.11)

dip L/
dr 7 \/Lz (%_A(g)) \/(12_,4(;))

dp ¢

Ir

ro

Figura 4 — Diagrama da trajetéria de um féton passando perto de um buraco negro. O
observador esta localizado em O e a fonte emissora da particula em F'. Figura
extraida de [4]

A relagao (3.11) representa a taxa de variacao do angulo azimutal em relacao a
distancia radial. A interpretacao dessa grandeza é que, a medida que a trajetoria dos
fotons se aproxima da regiao central do buraco negro, esta se curva devido a intensa

influéncia gravitacional.

Mediante a analise geométrica da Figura 4 é possivel calcular o angulo total de

desvio ou angulo de deflexao:

OzE—7T—|—2/

Logo, para o nosso caso a expressao toma a forma:

dp
lde . 12
7| 4% (3.12)

1 2
/T dz . (3.13)
1 A

aw+2/r:jJ< 2 (§)>
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A integral que aparece em (3.13) é uma integral eliptica. A solugao dessas integrais envolve
o uso de fungoes elipticas. No contexto especifico desta equacao, a solu¢do vem dada pela

expressao:
a=—4+"F(p,m), (3.14)
s

onde a fun¢do F'(¢, m) é uma funcao eliptica incompleta de primeira espécie [28].

3.1.2 Parametro de Impacto e Potencial Efetivo.
Invertendo (3.11) temos

dr\? 1 Ar)
() (-0 oo

Isolamos do lado esquerdo os termos que dependem da coordenada radial:

1 (dr>2+ Ar) _ 1 (3.16)

rt \dy r2 u?

e, por fim, em termos da métrica de Schwarzschild obtemos:

B e

De acordo com [5], observamos que o segundo termo a esquerda pode ser interpretado

Vir) = (1- QM) | (3.18)

A situacao em que os fotons atravessam essa barreira de potencial ocorre quando

como um potencial efetivo:

ha convergéncia entre o adngulo de deflexdo « e valores do pardmetro de impacto u
suficientemente grandes [16]. No entanto, como o potencial V(r) é maximo em r = 3M,
entdo haverd uma divergéncia entre u e . Denotaremos por u = [V (3M )]_% =3v3M o
parametro de impacto critico, que nos indicara se os fétons sdo capturados pelo buraco
negro (u < u), ou simplesmente defletidos (v > u). Na situagao em que os feixes de luz se
aproximam cada vez mais do valor critico u, eles experimentam desvios maiores, incluso
superiores a 2m. Isso significa que o feixe de luz defletido realiza uma ou até multiplas
voltas em torno do buraco negro, com um angulo a dentro do intervalo [2nm,2(n + 1)7],

antes de se afastar completamente.

Outra andlise interessante a se fazer é estabelecer a relacao entre a distancia minima
Tm € 0 pardmetro de impacto u. Seguindo os passos executados por [4] através de [5],

fazemos dr|,.,, = 0, de onde dr/dy = 0 em (3.17), e ficamos com:

S (1-2)=5. (3.19)

2 2
rs, T'm U
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Rearranjando a expressao (3.19)

r2 2M
2 =(1-— 3.20
u? ( T'm ) (3.20)
e extraindo a raiz quadrada em ambos membros chegamos a
m 2M
Im _ <1 - ) (3.21)
u T'm

A solugao da equagao (3.21) é obtida numericamente em termos do parametro de
impacto critico 4 = 3v/3M para um determinado potencial efetivo V(r), que no nosso

caso vem dado pela expressao (3.18). Dessa forma temos
2 1 332 M
T'm = U—= COS ( cos ™! (— >> (3.22)
V3 3 u

3.2 Angulo de Desvio. Solucdo Exata e seus Limites

Conforme discutido por [29], o algoritmo que resulta no d&ngulo de desvio o de uma
particula é obtido ao substituirmos o potencial efetivo V' (r) = r% (1 — %) na Equacao
(3.11), realizarmos uma mudanga de variavel do tipo y = 1/r, e integrarmos desde a

distancia minima r,, até o infinito. Assim, temos:

o0 dr 0 —dy
@=2 1 _ 1 oMy 2/ 1
rm o2, [ (1 2 1/rm \/u—z—yZ(l—QMy)
1/Tm dy
= 9 / 3.23
0\ 2M yP -y g B (529
Isolando o termo ciibico 73/2 podemos escrever:
d
i (3.24)

a = 27“?,{2 /0
/rm \/QM — 132 + 1 — 2M

E possivel verificar que a solucao do polinémio de grau 3, conforme mostrado no apéndice
de [4], é expressa em termos de y = 1/r. Sabendo disto deduzimos as demais férmulas
que aparecem na secao onde discutimos o parametro de impacto. Para isso, escrevemos a

equacao para a nova variavel y:
1
(y — > (2Mri9? + (2M — )iy + (M = 1)) (3.25)
T'm

Resolvendo essa equagao polindmica de teceiro grau obtemos

—r2 (2M —r,,) rd(2M — 1) =43 (2M — 1) r, —2M + s

v= 2 2Mr3, =AM,

onde:

= (2M —1r,)? = 8M2M — 1) oo 5= /(o + 6M)(r — 2M) (3.26)
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Para representarmos as solugoes encontradas selecionamos dois parametros, a e b.

Nesse caso, a integral serd do tipo eliptica:

b dz 2
- F(o,q),[a>b>u>c, (3.27)
/a \/(x—a)(az—b)(x_c) Va—c
onde § = arcsin w eq= (b—rc) ‘
(b—c)(a—u) (a—c)
. . rm_QM—FS _Tm_2M—S
Considerando b = 1/Tm7 e ainda a = Tmm ec= AMr,, como as

duas solugoes da equacao polinomial em g, se subtrairmos essas duas quantidades, obtemos:

Tm—2M+s r, —2M —s
T T TuMre, T 4Mr,
1 2s
m(rm—2M+s—rm+2M+s) a—c:4MTm.

b—c

Q

S}

Resolvendo a expressao para m em termos dos parametros a, b e ¢, temos m =

Substituindo esses parametros, obtemos

1 _ rm—=2M-s

tm 4Mr,, _6M—Tm—|—8

m = 95 = 28 .
AM Ty,

Logo, calculando a integral eliptica temos,

2s (L _ 0)
. 4Mr T
(p = arcsin N
1 rm—2M-s rm—2M+s O
AMrmy, AMry,

m

. 2s4M
= arcsin
(6M — 1y + 8) (1, — 2M + 5)

i 25 (3.28)
= arcsin . .
7 3rm — GM + s

A solugao exata para o angulo de deflexao da trajetéria dos fétons é dada quando

tomamos (3.28) e substituimos em (3.13),

232 o\ /AN T,
Im " p(o,m) . (3.29)

dy
2s

27“3/2/1/% =
Tl 2Mry—a)y-b)y—c)  \J2Mr,

Finalmente, chegamos a
a=—7m+4,/ " F(p,m) (3.30)
s

que ¢é o angulo de deflexao a na forma fechada. Nessa expressao observamos que aparecem

algumas quantidades, tanto no argumento da integral quanto na equagao para o angulo de
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desvio. Essas quantidades, obtidas nesta se¢ao, podemos exibi-las da seguinte forma:

s =/ (rm — 2M) (1 + 6M)
(s =7 +6M)
2s

. 2s
= arcs
7 resit s+ 3r,, —6M

Com o intuito de analisarmos com maior profundidade os efeitos gravitacionais que

m =

modificam a trajetéria dos fétons, é ttil considerar duas aproximacoes, denominadas de
limite de deflexao fraca e limite de deflexao forte (W DL e SDL, respectivamente, pelas

suas siglas em inglés), e fazer a devida comparagdao entre os dois casos.

3.2.1 Limite de Deformacao Fraca (WDL)

De inicio, consideramos r > r,, > 2M, ou seja, os fétons passam muito distantes
do buraco negro. Nesse regime, conhecido como limite de deformagao fraca (WDL), é

conveniente realizar uma mudanca de variaveis. Por simplicidade, escolhemos x = %

Tomando a equagao (3.22) e, desde que x = % < 1, podemos fazer uma expansao

em série de Taylor até primeira ordem:

cos(=32%?) = = — (=32%%) + 02

T
2
1 3 3 3v3
cos ( cos_l(—3x3/2)) < + V3 ) £ ix — iﬁ ,
3 3 2 2
na aproximacao r,, =~ u fica

\é_—\g_ \1_2 (1—x—2x2> rm:u<1—M—3(M)2>. (3.31)

Ao introduzirmos a variavel | = M em (3.13) chegamos a

a—ﬂ+2/ \/ +2M . (3.32)

-y y?

Verificando que em (3.32) temos uma integral de uma fun¢ao racional do tipo
(1 —15?)/(1 —y?), e desde que ela é crescente em 1 atingindo seu valor maximo em 3/2 no

intervalo [0,1] podemos integrar cada termo separadamente, de modo que

dy

1
e [
e A ) By v A

(3.33)
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Considerando que [ < 1 realizamos uma expansao em série de Taylor em torno
dessa unica variavel. A integral em questao é entdao simplificada e podemos aproximar seu

valor usando essa expansao:

15 128
a(l) =4l + T”z? o). (3.34)

Substituindo o valor de [, obtemos o seguinte resultado

M 15w (MN? 128 [ M\? MA*
m) =4—+ — | — — | — (@) () . 3.35

a(rm) T'm * 4 (Tm) * 3 (rm> * l T'm (3:35)
Como todos os termos de ordem superior desaparecem quando u = r,,, entao somente o

primeiro termo sobrevive, e chegamos a expressao:

awpr = 424 : (3.36)
Essa condicao é observada quando a luz passa moderadamente proxima a superficie de
uma estrela, como o Sol, conforme mostrado em estudos como [16]. Em outras palavras, o
efeito optico é minimo quando o feixe de luz passa a uma distancia » >> 2M da superficie

da estrela ou do buraco negro.

3.2.2 Limite de Deformacdo Forte (SDL)

Agora, observamos o limite de deformagao forte (SDL), de onde poderemos ver
que nossa analise esta centrada em observar feixes de luz que passam muito proximo do
buraco negro. Para obtermos essa aproximacao fazemos uma expansao da integral eliptica

em série de Taylor para r,, ~ u, onde :

m — 3M
aspr, — —21n !

36 (2 — V3)
Ao introduzirmos a condicao r,, ~ 3M, obtemos o seguinte:

) V3 (r — 3M1)°
u=3V3M + Ay (3.38)

— 7. (3.37)

Combinando as equagoes (3.37) e (3.38), podemos escrever o dngulo de desvio em
termos do pardmetro de impacto u para esta aproximacao. Apods algumas simplificacoes,
segue que:

asor = —In (“ _ 1) +In[(7-4v3)] - (3.39)

u

Conforme mencionado em algumas literaturas, as imagens produzidas em multiplos
loops ou de magnitude superior sdo uma consequéncia direta da deformacao forte e nao
aparecem na deformagao fraca. Como mencionado em [5], esse efeito éptico, conhecido

como “fantasmas de Darwin”, foi previsto pela teoria da Relatividade Geral.



42 CAPITULO 3. DEFLEXAO DA LUZ E LENTES GRAVITACIONAIS

Os estudos mais promissores na observacao do efeito 6ptico descrito em buracos
negros estao sendo realizados principalmente com o Telescopio de Horizonte de Even-
tos (ETH). De acordo com [13], um dos candidatos mais robustos a um buraco negro
supermassivo esta localizado no centro da galaxia MS&87. As imagens obtidas do buraco
negro M87x estao em concordancia com as sombras previstas pela teoria da Relatividade
Geral utilizando a métrica de Kerr. Essas simulagdes hidrodindmicas (SH) permitem a
ampliacao da vasta biblioteca da Relatividade Geral para a andlise das curvas emitidas
pela radiagdo de plasma que gira proxima a velocidade da luz, fornecendo fortes evidéncias

de que buracos negros sao motores ativos nos nucleos das galaxias.

De forma similar, esforgos significativos tém sido feitos pelos cientistas no estudo de
Sagittarius A* (SgrAx), um buraco negro supermassivo localizado no centro da Via Léctea,
conforme relatado em [12]. De acordo com [30], esse objeto é um dos fortes candidatos
para teste da RG no limite de deformagao forte. Até o momento, os dados experimentais
revelam consisténcia com a teoria da Relatividade Geral em escalas galacticas, com uma

resolucdo de imagens na faixa de 103 — 10° vezes o raio do horizonte de eventos.

Quando comparamos os resultados de M87x e SgrAx obtidos pelo ETH, juntamente
com os dados de interferometria do LIGO em sistemas binarios de estrelas, surgem fortes
evidéncias da presenca de estruturas de buracos negros supermassivos nos centros das
galaxias, co-evoluindo com seus ntcleos ativos. Essa co-evolucao esta associada a acrecao
de matéria e a formacao de estrelas nas proximidades do ntcleo, resultante do aumento do
fluxo de gas. A similaridade entre M87x e SgrAx reforca a validade da RG em relagao

muitas teorias de gravidade modificada.

3.2.3 Comparando os Limites de Deformacao

Com base nas duas aproximagoes discutidas, a WDL e a SDL, que sao mutuamente
opostas e, além disso, tendo obtido a formula exata para o angulo de desvio, nesta secao,
seguindo o estudo feito em [4], o préximo passo consiste em agrupar os trés casos e analisar

a relagao entre o angulo « e o parametro de impacto u.

A Figura 5 apresenta trés curvas representando diferentes valores do angulo de
desvio em fun¢do do parametro de impacto u, expresso em unidades do raio de Schwarzschild
rm. De acordo com [5], os fendmenos da Relatividade Geral conhecidos como anéis de
Einstein ! e angulo de deflexdo de Darwin convergem para valores suficientemente grandes

do parametro de impacto.

De acordo com a nossa abordagem anterior observamos que para valores muito

! Um anel de Einstein é uma imagem em forma de anel que aparece quando ha um alinhamento entre a

lente gravitacional e uma fonte de luz, como, por exemplo, um buraco negro. Para saber mais, consulte:
[17].
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Figura 5 — Comparagao entre a deflexdo precisa dos fétons em uma métrica de Schwarzs-
child e as duas aproximagoes abordadas no texto. O parametro de impacto é
expresso em termos do raio de Schwarzschild. Figura extraida de [5]

grandes do parametro de impacto u os fotons conseguem escapar do buraco negro. Nessa
regiao, o angulo exato de deflexao e a aproximagao de deformacao fraca sdo muito proximas
entre si. No entanto, quando os fétons estao muito proximos da regiao central do buraco
negro, eles sofrem uma deflexao significativa, podendo realizar multiplas voltas ao redor

do horizonte do buraco negro, levando a valores de a maiores que 27.

Além disso, é evidente que a fronteira “6ptica” de um buraco negro corresponde
aos raios de luz que estao presos em oOrbitas marginais ao redor do buraco negro. Esses
raios de luz seguem trajetérias em espiral, percorrendo varias voltas antes de alcancar
um observador. No nosso caso, a borda 6tica estd localizada em @ = 3v/3M. Outra

” 2 causado pelos feixes de luz ao

possibilidade que temos ¢é analisar o efeito de “miragem
ormar multiplas imagens de si quando sujeitos & deformacao forte, apds espiralarem em
{ ltipl d d t def forte, |

torno do buraco negro.

Resolvendo numericamente a equagao (3.39), se obtém uma solugao exponencial

em termos de u:

u=1u+0,6702 u exp(—a+ 2nm) . (3.40)

Para valores de n maiores que 2, a exponencial se anula, resultando na recuperacao do
limite critico de impacto. Consequentemente, os feixes de luz que chegam a um observador
externo formam um buraco negro com @ = 3v/3M. Os feixes mais externos correspondem
aqueles que nao conseguiram completar nenhuma volta antes de serem capturados pelo

buraco negro.

2 A luz emitida pela parte superior é visivel e sofre uma ligeira distorcdo, enquanto a parte inferior do

disco também ¢ visfvel como uma imagem indireta devido aos raios de luz altamente curvos. [25]
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3.3 Lente Gravitacional

Uma das implicagoes mais conhecidas previstas pela Relatividade Geral é o feno-
meno de lente gravitacional: nas proximidades de um objeto muito denso (buraco negro,
galaxia, quasar, etc.), o espago-tempo ¢ fortemente curvado pela intensa gravidade. Essa

curvatura pode atuar como uma lente natural, desviando a luz de sua trajetoria original.

Considerando que o foton deve seguir sua trajetoria natural, determinada pelo
parametro de impacto, podemos descrever o seguinte processo: os fotons sao emitidos a
partir da fonte luminosa e se aproximam do buraco negro de Schwarzschild até atingirem
uma distancia minima r,,. Em seguida, eles continuam sua jornada e eventualmente

alcancam o observador.

Segundo [17],
“Uma vez que os fétons ndo sdo criados nem destruidos pelo efeito de lente, o brilho da fonte
permanecerd inalterado. No entanto, o tamanho da fonte pode ser alterado pela lente. Se a

fonte for ampliada, ela parecerda mais brilhante; caso contréario, parecerd mais fraca.”

Nesse sentido, teremos duas variaveis importantes: a posicao da fonte de fétons e
a posicao do observador em um dado sistema de coordenadas. Supondo que a fonte se
encontre nas coordenadas (rg, ¢r) e 0 observador esteja localizado nas coordenadas (7., ©,),
e denotando por 7 a derivada tangencial dos fétons emitidos pela fonte de luz em relacao
ao observador, a trajetoria dos fétons pode ser dividida em duas fases distintas. Quando os
fotons estao se aproximando do observador, temos 7 < 0, indicando que sua distancia esta
diminuindo. Por outro lado, quando os fétons estao se afastando do observador, temos

7 > 0, indicando que sua distancia esta aumentando.

Ao utilizar a equacao (3.11) e realizar uma mudanga de coordenadas azimutal,

representada por y(u,,,7r), para a particula, obtemos o seguinte resultado:

'y(u,ro,m)/T:nJ(ll/T;(r))(dr)+/T;DJ<11/T1(T)>dr. (3.41)

Rearranjando (3.41) de forma conveniente, obtemos:

Y(u, 10, 7F) = (/T;F+/T:> $

(J: /rlg)) dr . (3.42)

Impomos a condicao de que a equacao da lente pode ser expressa em termos do

deslocamento azimutal, o qual representa a diferenca em azimute * entre a fonte e o

3 E o0 arco medido sobre o horizonte, no sentido horario (NLSO), com origem no ponto cardeal Norte e

fim no vertical do astro. O azimute varia entre 0 a 2. [31]
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observador, de modulo igual a 27:

’Y(U,TO,TF) = A‘;O = Qo — Pr+ 2nm . (343)

A partir da integragdo numérica da equagao (3.37) verificamos dois resultados

distintos:

1. A deflexdo maxima ocorre quando u ~ 2,598 r,, sendo r, = 2M o raio de Schwarzs-

child, que corresponde a duas vezes a massa relativistica do buraco negro.

2. Para valores do parametro de impacto u = 107, observamos que ha um desvio

minimo da particula, ou seja, a deflexao é praticamente insignificante.

O angulo em que um f6ton percebe o observador é dado por:

f = arcsin (u A(ro)) : (3.44)

Na situacao em que a fonte e o observador encontram-se muito afastados em relagao
as outras escalas de distancia de u e M, se obtem um limite particular. Para as menores

escalas possiveis de u/r, e u/rs, chegamos a equagao da lente de Ohanian, definida por:

a—0—0;,=—y=Ap—7. (3.45)

A seguir, na Figura 6a, apresentamos as trajetérias de fotons com diferentes
parametros de impacto, expressos em termos do raio de Schwarzschild, enquanto passam

préximos a um buraco negro.
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()

Figura 6 — Trajetéria dos fétons considerando trés parametros de impacto distintos em
relacdo a uma fonte F' e um observador situado em O, passando proximos a um
buraco negro representado pela esfera em preto. Na Figura (a) o pardmetro de
impacto é u = 3rg; na Figura (b) u = 5r,; e em (c) u = 107, onde g = 2M é
o raio de Schwarzschild. Figura extraida de: [4]

3.3.1 Relacdo com o Principio de Fermat

Como ja mencionado anteriormente, o principio de Fermat (PF) estabelece que
a luz percorre o caminho que requer o menor tempo para se deslocar entre dois pontos
[15]. De acordo com [17], é possivel compreender como o principio de Fermat é aplicado
no contexto das lentes gravitacionais. Para isso, examinamos as equagoes de campo da
Relatividade Geral e investigamos as trajetorias que os feixes de luz seguem em um cenario
com um objeto de campo gravitacional extremamente forte. Essas trajetorias, conhecidas
como geodésicas, foram abordadas em secoes anteriores conforme discutido na referéncia

de [27], focando nas geodésicas tipo luz, que sdo de nosso interesse.

Para isto, vamos comentar sobre um dos conceitos mais importantes na éptica: o
indice de refragdo n. A velocidade da luz em um meio com um indice de refragao n é igual
a c¢/n, sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo. Dessa forma, o tempo que a luz percorre

dependera do meio onde ela se encontra. De maneira geral, temos:

t— /%dl . (3.46)

Conforme vimos anteriormente, para um caminho infinitesimal Z(] ue envolve dois
) b
pontos arbitrarios A e B, distintos entre si, o menor trajeto entre esses extremos é da

forma:
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5 /,4 (@ 0))dl =0 . (3.47)

Na situacao em que a luz esta distante da lente, temos o que chamamos de “lente
fraca” [32], ou seja, o potencial newtoniano cumpre ¢/c?* < 1, e a métrica é do tipo

Minkowski, cujo elemento de linha é:
ds* = datds” = —c*dt* + (d7)? (3.48)

ou seja, 1, = (—1,1,1,1).

Como a luz se propaga ao longo de geodésicas nulas, ds*> = 0, e podemos calcular o

indice de refracao da luz em relagao ao objeto compacto e massivo. Segue que:

dx

|=c n=c/d=1. (3.49)

c =

A aproximagao apresentada na Equagao (3.48) é valida devido ao fato de o raio do
buraco negro ser significativamente menor em comparacao com as distancias entre o objeto
e a fonte de luz rp, assim como entre o objeto e o observador ro. Portanto, estamos lidando
com o caso de uma lente fraca, onde é possivel considerar um formalismo pdés-newtoniano
(PN), tomando um campo potencial ¢ e supondo que os dngulos de curvatura sdo pequenos,
conforme mencionado em [32]. Por outro lado, para um objeto massivo, compacto e com
simetria esférica, um potencial perturbativo esta associado a métrica de tal forma que o

comprimento de arco diferencial sera do tipo lente fraca. Segue entao que:

2M 2MN\ !
ds® =~ — (1 —=— ) 2dt* + (1+~—) (d?)*. (3.50)
T T

Para ds* = 0 em (3.50), encontramos a seguinte condigao:

(1 - 250\4) cdt* = <1 + 21\4)_1 (d7)? . (3.51)

A partir da expressao para a velocidade da luz, podemos determinar o indice de refracao

na presenca de um campo gravitacional extremamente intenso, de modo que,

oM
r

dr 2M
d=|—|= ~C 1—> (3.52)
sy~
dt (1 n ) r
r
2M
n=c/d — n= (1—1—) : (3.53)
r

Vemos entao que, na presenca de um campo gravitacional intenso, o indice de refragao

do vacuo deixa de ser constante. Isso significa que a geometria do espago-tempo interfere
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diretamente na propagacao da luz diante do cenario apresentado. O que acabamos de
encontrar pode ser interpretado de forma semelhante ao fendomeno da refragao na optica

geométrica [15].

Em outra situagao, consideramos que ¢ < 1, logo o indice de refracao, seguindo os
passos anteriores é da forma,
2M
n=c/d = n= (1—) : (3.54)
r

Quando ha uma mudanca do meio, a velocidade da luz também é alterada. Para
a condicao explorada, ¢ < 0 e n > 1, concluimos entdo, que a velocidade ¢/, apesar de

também estar na presenca do vacuo ¢ inferior a velocidade ¢, como era esperado.

Facamos o caminho infinitesimal dl em termos do pardmetro de curva Z(\):
dx dx

dx dx

dl =
A

=5 Y @) |2 (3.55)

Aplicando o método variacional temos que, ao igualarmos nossa expressao (3.55) a

zero, podemos abordar a situagdo considerando um Lagrangeano da forma:

- dz
L(Z,Z,N) =n(Z)|—] . 3.56
As equagoes de Euler-Lagrange sao da forma:
d (0L oL
Combinando as duas expressoes (3.56) e (3.57) obtemos uma equacao diferencial para n:
oL - 0n S
a5 = 15z = (V)] (3.58)

supondo que 7 seja parametrizado por A, e considerando que |Z| = 1, podemos selecionar
um vetor unitario € de tal forma que € = ¥ = dZ/d\. Esse vetor é tangente a trajetoria

dos fétons. Portanto, temos
d — . — —
a(néﬁ—Vn:O—)n«;:Vn—g(Vn-g) . (3.59)

Na equacgao (3.59) o segundo termo do lado direito representa a derivada ao longo do
caminho da luz. Portanto, o lado direito como um todo corresponde ao gradiente de indice

n (GRIN) perpendicular ao caminho da luz [17],

o1 .
€e=—-V1ln=V _Llin(n). (3.60)
n
) . 2M .
Para o caso estudado, fazemos a aproximacao n ~ 1 + ——, o que implica em
r

2M
In(n) & —. Logo, a derivada que iremos obter,
r

Vn Ln=2M <8x1/7"> _ M (x) . (3.61)

Oyl/r 3 \y
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Como estamos lidando com uma lente fraca, podemos utilizar a aproximacao de
Born. Nessa aproximacao, o angulo no qual estamos resolvendo a integral é muito pequeno,
permitindo-nos negligenciar quaisquer efeitos de potenciais perturbativos. Supondo que os
fétons viajam em um caminho 4., segue que para z = 0 e um parametro de impacto u,

temos:
AB . oo 2M +oo 4M
Aa —00 r Yy —oco T u Y

O resultado obtido é o mesmo analisado anteriormente para o limite de deformagao
fraca (WDL). Observamos que r = u? + 2% e, expressando u? = z? + %, obtemos o angulo

total de deflexao dos fotons, definido por:

d(u)| = —5 u=—. (3.63)

Conforme mencionado em [17], o angulo de deflexdo @ é proporcional & massa do
objeto massivo e compacto. No caso especifico da deflexdao total de fétons em relagao
a um pequeno ponto de massa em um buraco negro, que foi o caso examinado nesta
se¢ao, o angulo de deflexdo excede em um fator de 2 o resultado previsto pela gravitagao

newtoniana.

Na secao seguinte, abordaremos o formalismo da transferéncia radiativa, um
procedimento amplamente encontrado em diversos fenémenos astrofisicos, o qual assume

uma importancia relevante em nosso estudo.

3.4 Teoria de Transferéncia Radiativa

3.4.1 Formulacao Classica

Na fisica, o fendmeno da propagacao da energia na forma de radiagao eletro-
magnética é denominado transferéncia radiativa (TR). A caracteristica fundamental da
transferéncia radiativa é a descricado de como ocorre a distribui¢ao de particulas em um
determinado meio, levando em consideracao o seu deslocamento e as interacoes com o
préprio meio. A TR tem aplicagbes em diversos fenomenos naturais em muitos campos de

estudo como astrofisica, fisica de particulas, meteorologia, ciéncia dos materiais, etc.

De inicio, iremos analisar o caso newtoniano. Ou seja, nao levamos em conta
quaisquer efeitos relativisticos como, por exemplo, o efeito de lentes gravitacionais [19].

Nesse caso, podemos estabelecer a relagao entre fonte e sumidouro do meio através da
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transferéncia radiativa [33], que é expressa por:

dl,

ds

onde, I, é a intensidade especifica do raio de frequéncia v com relagao a um elemento

= _al/II/ —|— Jl/ y (364)

diferencial de distancia, ds; e com «,, e J,, os coeficientes de absor¢ao e emissao, respecti-

vamente.

Em termos gerais, (3.64) nos mostra a evolugao da intensidade radiante em relacao
ao caminho da luz em um meio que é capaz de absorver, espalhar ou emitir radiacao.
A partir dessa expressao podemos deduzir dois cendrios [34]: O primeiro corresponde a
situacao em que ha emissao apenas, ou seja «,, = 0. Logo temos

dl,
ds

Ju (3.65)

que tem como solugao formal:
L(s) = I(s0) + / J,(s)ds' . (3.66)
S0

Com essa solugao, percebemos que o brilho é proporcional & integragdo do coeficiente de

transmissao.

O segundo caso corresponde a situagdo em que temos apenas absorcao, ou seja

J, = 0, com isso temos:

dl,
ds

=—-a,l, , (3.67)
cuja solucao é:
I,(s) = I,(sp) exp [—/ a,(s") ds'} . (3.68)
S0
Daqui vemos que o brilho diminui radialmente devido a exponencial do coeficiente de

absorc¢ao integrado ao longo do percurso.

Levando em consideracao que existe uma perda liquida no processo de transferéncia
radiativa, o que é indicado pelo sinal negativo na equagao (3.64), iremos avaliar de maneira
quantitativa a absorcao ou espalhamento da energia radiante que se propaga em um meio.
Para isso, introduzimos o conceito de profundidade éptica * 7,(s) em relacio a distancia
entre dois meios sy e s, através da integragao direta do coeficiente de absorcao:

S
7(s) = / a,(s')ds' . (3.69)
0

De posse de (3.67) e (3.68) podemos obter a seguinte relagao

dl, J,
- o + 5, (3.70)

sendo S, a denominada de “funcao fonte”, que depende dos coeficientes de absorcao e

transmissao do meio [34].

4 Indica o grau de atenuacio da radiagio ao passar através da camada de um material opaco. [34]
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A partir deste momento temos informacoes suficientes para resolver formalmente a
equagao da transferéncia radiativa, visto que podemos levar em consideracao que todas as
quantidades anteriores dependem explicitamente da profundidade éptica 7,(s) em vez de
S,. Para isso, adicionamos um fator integrante ™ e definimos as quantidades J = I, e™

e §=5,e™, em termos das quais chegamos a:

dJ
=S 3.71
dr, ’ ( )
de onde temos como solucao:
I(r) =T+ [ Sz, (3.72)
0

Reescrevendo (3.72) em termos da intensidade I, e da funcdo da fonte S,, estabelecemos

a solugao formal da TR conforme [6]:

L(7) = L(0)e™™ + / " e gt (3.73)
0
Su( Tv')
50 s 5
[+(0) i > ]

0 ' “xs
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Figura 7 — Diagrama que descreve como a radiacao que chega é atenuada exponencialmente
ao longo de um caminho s do raio de luz, e como a funcao fonte contribui para
essa queda exponencial em rela¢do a distancia. Figura extraida de [6].

Nessa expressao (3.73), o primeiro termo & direita sugere que a radiagao incidente
I,(0) decai exponencialmente ao longo do trajeto do raio de luz, diminuindo-se pelo fator
e~ ™, enquanto o segundo termo, que diz respeito a funcao fonte, é dado pela soma de
todas as intensidades S, (7,) emitidas em diferentes profundidades 6pticas 7, ao longo do
percurso do feixe de luz. Essas emissoes também estao sujeitas a atenuacgao exponencial
com um fator extra e~ (™~7) Em particular, considerando que a funcéo fonte depende da

profundidade optica, a integragao sobre todo o percurso da luz torna-se possivel.

Em se tratando de regides opticamente espessas (7, — 00), a intensidade especifica
se aproxima da fungao fonte (7, — 00). Por outro lado, no limite opticamente fino (7, < 1)
a relacao entre a intensidade especifica e a funcao fonte torna-se I, = S,7,, desde que a

intensidade incidente seja pequena.
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3.4.2 Formulacao Relativistica

No tratamento relativistico geral (RG) a teoria de transferéncia radiativa muda
de maneira significativa, pois agora consideramos um espago-tempo curvo, onde a luz se

move ao longo de trajetérias geodésicas nulas.

A condicao de normalizagao k,k® = 0 nos garante que qualquer vetor de onda
k* transportado paralelamente sobre si é um vetor nulo no espago-tempo, satisfazendo a
equacao da geodésica

KV ok, =0, (3.74)

sendo V. a derivada covariante.

Nesse cenario, as particulas estao sujeitas a interacao com um campo gravitacional
muito intenso e se deslocam com velocidades relativisticas, ou seja, seu comportamento se
aproxima muito da velocidade da luz. Consideramos agora o transporte dessas particulas
(em particular, fétons), que se movem em relagdo a um meio. De acordo com [35], para
investigarmos a hidrodinamica do fluxo de acre¢ao em torno de buracos negros é necessario
um tratamento covariante dos processos de transferéncia radiativa no modelo de absorc¢ao
e emissao. Derivamos essa formulacdo covariante da lei de conservagao do volume do
espago de fase e do ntimero de particulas. Para podermos fazer isso, usamos Z, = I, /13,
denominada de Intensidade Invariante de Lorentz. (Essa expressao é deduzida em maiores

detalhes no apéndice A.)

De posse de Z,,, podemos satisfazer a equacao da transferéncia radiativa relativistica

aplicada em ambientes astrofisicos, conforme discutido por [9]

dZ,  J(v)
d\ 12

- LvX(v), (3.75)

onde a técnica do tragado inverso de raios de luz [20] (terminologia do inglés chamada
de backward ray tracing) é empregada para o cdlculo do caminho das geodésicas em uma
geometria de um espago-tempo curvo arbitrario. Verificamos que as quantidades J(v) e
X (v) correspondem aos coeficientes de emissao e absor¢ao invariantes, respectivamente.
Essa expressao (3.75) generaliza a (3.70), ao incorporar os efeitos relativisticos, incluindo
a geometria do espaco-tempo e o redshift gravitacional. A partir dessa equacao, podemos
explorar de forma mais detalhada como a intensidade especifica varia ao longo do caminho

do féton, tendo como referéncia os aspectos de emissao e absorcao [9].

Para fétons ou particulas sem massa, a frequéncia v medida por um observador é
dada em func¢do da geometria do espago-tempo, do movimento da particula, e do redshift
gravitacional. Na abordagem da hidrodinamica relativistica, que examina o comportamento
de fluidos (matéria em acregao, gs ou plasma) em movimento [6], supomos que a frequéncia

de propagacao v de um féton que se desloca em um fluido com uma quadri-velocidade u®
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¢ medida por um observador em termos de
V= —gapk’u®, (3.76)

sendo k* o quadri-momento (contravariante) do féton e g,5 a métrica do espago-tempo. A
velocidade do féton pode ser obtida através da projecdo do quadri-momento na estrutura

co-mével do fluido [33], ou seja:
u’ = PPk, = kP 4 (kou®)u” . (3.77)

Tomamos agora a variacdo do comprimento de arco s com respeito ao parametro afim A

para expressar a particula no referencial co-mével do fluido:

ds
- B — a B B a\q, B
oI Vsl + (ko) (2 + (o ?| )
= —\/kgk‘ﬁ + (kou®)?uPug + 2(kau®)?
Aobs
= —kquy  , (3.78)

onde usamos a sinatura do espago-tempo (—, +, 4, +).

Para um observador estacionario, que estda muito distante de um objeto massivo e
compacto, a condigdo pgu’ = —FE, ¢ satisfeita. Dessa forma, a energia relativa entre um

foton e o referencial de um observador nas coordenadas co-moveis é dada por:

-1 @ o _kaua|>\
Nl = = 7’%“@@,5 ) (3.79)

Recorrendo as quantidades invariantes Z,,, J (v) e x(v) e da profundidade éptica 7, = «, ds,

teremos a seguinte relagao:

dl, J(v)

B | =-7I+S8, 3.80

s a, I + ) + (3.80)
onde Z =a,I e S = J/x. Reescrevemos de forma conveniente, de modo que:

dZl N Jou

% = —kau |)\ (—Oé07yz+ 3 > . (381)

O que encontramos ¢ a equacao radiativa relativistica para um féton se propagando em
um fluido com 4-velocidade u®. Esse resultado relaciona a mudanca da intensidade da
radiagdo em termos do comprimento de onda e do caminho percorrido pelo féton. Para a
situagao em que temos um observador distante: —k,u®|y,,, pode ser ajustada para uma
escala unitaria. A equacao da transferéncia radiativa, pode ser expressa por duas equagoes

diferenciais desacopladas.

dr, _
o 7 fag,, (3.82)

S
=7 <1/3>6 . (3.83)
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As Equagoes (3.82) e (3.83) nos fornecem uma andlise tedrica mais robusta em
transferéncia relativistica, pois permitem o célculo da intensidade na linha de visao do

raio de luz, independente de se o raio foi tragado para frente ou para tras.

No proximo capitulo iremos discutir as caracteristicas que influenciam o perfil
observacional da aparéncia 6ptica de buracos negros estaticos (BNE), rodeados por um

disco fino de acrecao, e a estruturacao de sombras e anéis de fétons.
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Capitulo 4

Sombras e Anéis de Fotons

Iniciamos o capitulo central de nosso trabalho apresentando os elementos que
compoem a imagem de um objeto massivo compacto e estatico. De inicio relacionamos o
percurso do raio de luz com o potencial efetivo. Nesse estagio, apresentamos a esfera de
fotons, para que possamos examinar com mais profundidade a trajetéria dos raios de luz
ao redor desses objetos. Em seguida, iremos explicar o procedimento adotado em nosso
estudo para o rastreamento dos raios de luz para poder, posteriormente, apresentar as
sombras de buracos negros estéticos (BNE) com um disco fino de acregao. Ao final desse

capitulo, exibimos a intensidade observada dos trés modelos analisados no estudo.

4.1 Anéis e Imagens de Buracos Negros Estaticos com Disco Fino

de Acrecao

Um buraco negro absorve toda a radiacao que esta préxima o suficiente do horizonte
de eventos, criando uma silhueta escura quando iluminada por um disco de acrecdo. A essa
silhueta denominamos de sombra. A terminologia de sombra destacou-se frente as demais
interpretacoes da comunidade cientifica, de acordo com [19], [8] e [18] como, por exemplo,
“anel de fétons”, “curva critica”, entre outras. Posteriormente, foi adotada pelo EHT [12]
e tornou-se um termo amplamente utilizado pela crescente literatura especializada sobre o

assunto.

Para aprimorar a compreensao da imagem de um BN, os pesquisadores do ETH
empreenderam esforgos significativos [12, 8, 19] para individualizar e caracterizar cada
elemento que compoe a imagem, com o intuito de compreender sua contribuicao efetiva na

formagao da aparéncia observacional do objeto.

Em sintese, a sombra é a imagem da esfera de fétons que sofre uma distorcao
gravitacional muito acentuada devido a presenca de um campo gravitacional extremamente

intenso na linha de visao local de um observador.

No caso do anel de fétons, podemos dizer que se trata de um sistema complexo de
imagens lenteadas da regiao emissora, que quase se sobrepoe a borda da sombra. Esse
sistema que forma o anel de fotons é constituido de multiplos anéis de luz concéntricos,

cada vez mais ténues e, por isto, desafiadores de se observar.
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Assim, a sombra do BN é a projecao da regiao denominada de orbita circular
estavel mais interna (ISCO) em torno do buraco negro, o qual é o minimo raio em que

uma particula pode orbitar de forma estavel sem “cair” para o interior do buraco negro.

Conforme discutido por [19] e [36], a simulagdo da aparéncia observacional de um
BN traga modelos de toros de acrecdo opticamente finos ou grossos, o que é evidenciado
pela atenuacao do brilho ou reducao. Sob tais circunstancias, a forma da sombra traz
informagoes cruciais sobre o préoprio BN: se é um objeto rotante, estatico, esférico, entre
outras caracteristicas. Desta forma, para podermos aprofundar nosso estudo, devemos
considerar a andalise de muitos fatores, como o potencial, a geometria e a emissao de matéria
em acrecao. Por razoes pedagogicas, revisitaremos topicos ja discutidos em capitulos

anteriores, visando uma compreensao mais robusta desses elementos.

4.1.1 Orbitas de Fétons e o Potencial Efetivo de um Buraco Negro Estatico

Nosso interesse é descrever o percurso do raio de luz no espago-tempo. Por esta
razao trabalhamos com as geodésicas nulas, ou seja, tomando o elemento de linha ds = 0

para uma métrica estdtica e esfericamente simétrica arbitraria [37]

A(r)dt* + B(r)dr* + D(r)d¢® = 0 (4.1)

oH
Usando i* = I sendo \ o pardmetro afim, a 4-velocidade do féton resulta:

—A(r) 2+ B(r)r2+ D(r)¢* = 0. (4.2)

Verificamos previamente no Capitulo 3 que, ao utilizarmos o formalismo de Ha-
milton, obtemos duas solugoes para essa equagao, as quais representam as equagoes de

movimento do féton:

t= a0 (4.3)
: d
¢ =50 (44)

Onde F e ® correspondem a energia e ao momento angular do féton, respectivamente.

Substituindo as expressoes (4.3) e (4.4) em (4.2) obtemos:

A(r) (%) L B(r)i* + D(r) (Di)) o , (4.5)

e simplificando chegamos a

E2 = (I)2
Al + B(r)r® + B0

~0 (4.6)
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Com isso, podemos reescrever a equacao da geodésica:

= @A) - 53 (367~ 507) -

Como nossa andlise esta centrada no plano equatorial, é conveniente reescrever (4.7) em

termos da variagao com relagdo ao angulo azimutal, ou seja:

dr . o dr

"= 46" Drde

(4.8)

Com isso obtemos:
(55) = s (o) =50 () 3 1) - o

Como esperamos, a equacao da orbita do féton, dada uma métrica qualquer,

depende apenas de uma tinica constante de movimento [38] e, conforme mencionado em
[39], esse resultado tem a mesma forma da lei de conservagao da energia na mecénica

classica. Definimos:

D(r)
A(r)’

denominado de “potencial efetivo”, que se refere a influéncia combinada do potencial

R*(r) = (4.10)

gravitacional e de outras quantidades presentes no sistema fisico analisado.

Veff
0.04

0.03 -
0.02 |

0.01¢

'™

-0.01¢

-0.02

Figura 8 — Potencial efetivo para érbitas circulares de fétons numa métrica tipo Schwarzs-
child. Grafico reproduzido com o Mathematica.

Substituindo a (4.10) em (4.9) obtemos:

(fl;)Q - ggg <<§>2h2<” - 1) - (4.11)

Agora, para fétons em 6rbitas circulares, 7 e 7 se anulam. Para o caso em que

7 =0 em (4.11) resulta em:

W2 (repn) = @)2 (4.12)
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Esse resultado (4.12) é conhecido na literatura [40] como parametro de impacto, onde

observamos

h(R) = u (4.13)

que corresponde a distancia perpendicular entre a geodésica e a linha que passa pela

origem.

Fonte

Figura 9 — Diagrama da esfera de fétons mostrando o ponto de maior aproximacao do raio
de luz até R. Denotamos rg,, como o raio da esfera de fétons, onde os raios de
luz sdo emitidos de uma fonte com uma inclinacao «. Gréafico reproduzido com
o Mathematica.

Esfera de Fotons. Em sintese, uma esfera de fotons é um conceito tedrico que,
de maneira geral, corresponde a uma esfera geométrica no espago-tempo, existindo em
qualquer intervalo de tempo. Podemos dizer que essa fronteira, que corresponde aos
raios de luz que nao escapam ao infinito e nem caem ao horizonte de eventos, ficando
aprisionados nos limites do espaco-tempo, é um conceito qualitativo, enquanto o parametro

de impacto u é quantitativo.

Para o caso em que 7 = 0, chegamos a:

I (I

Com isso obtemos uma medida da posi¢do e do movimento das particulas nessa regiao,

que é uma superficie preenchida por geodésicas circulares tipo luz, instaveis em relagao a

perturbagoes radiais [39)].

Para um buraco negro (objeto massivo compacto com simetria esférica) apresen-
tando uma esfera de fétons, a posicao do maximo do potencial corresponde ao limite de
estabilidade das geodésicas nulas circulares em torno da estrutura formada no parametro
de impacto critico u [40]. Na condi¢do em que u > u, temos que dr/d¢ = 0 indica um

ponto de retorno para a geodésica nula. A inexisténcia de um ponto de retorno resulta no
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raio de luz ser direcionado até o horizonte de eventos, onde é capturado pelo buraco negro.

Portanto, podemos assumir:

1 /
Verp(r) = 2 erf(r) =0 (4.15)

Por conveniéncia, consideramos o caso de um buraco negro estatico (BNE) e,
a partir disso, podemos examinar o comportamento do potencial efetivo em relacao a

trajetorias de particulas ao seu redor, ou seja:

dr\"_ B> —V2(r) (4.16)
dr ) ' :
No caso dos fétons temos: P L d
T 2
- _- 4.1
d\2 erv () (4.17)

sendo V(r) = (1 — 2M/r). Resolvemos (4.17) para o movimento da particula, obtendo:

O:;r l(1—2i‘4> (g)] . (4.18)

Expandindo a expressao dentro da derivada:

2 2
i lfg _ QJ‘iL 1 ’ (4.19)
e derivando (4.19) obtemos:
2ML*(3M —r)
rd '
Expandindo novamente ficamos com:
6]\7/:[;;2 — 2:; =0, (4.20)

onde 7. é o raio da orbita circular.

Ao resolvermos essa expressao (4.20) para r. buscamos encontrar um ponto onde o

potencial V' (r) atinge seu maximo para cada valor de L, e obtemos:

re =3M . (4.21)

Em um cenario de um universo em expansao, que tem a métrica de Schwarzschild
com o horizonte de Sitter, obtemos o mesmo resultado andlogo ao raio da esfera de fotons
r = 3M do caso de Schwarzschild puro. Diante desse cendrio, onde ha o horizonte de
Sitter relacionado a expansdao do universo em larga escala, bem como o horizonte de
Schwarzschild, o que indica a presenga de uma massa central (objeto compacto), a esfera

de fétons em ambas as métricas é uma érbita instdavel, o que sera discutido no apéndice B.
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Para particulas sem massa, sempre existird uma barreira de potencial (exceto, para

L = 0, quando o potencial some completamente), apesar de que um féton altamente

energético, ird transpor a barreira e sera direcionado ao seu centro. Portanto, para

raios maiores que 3M o féton serd engolido e, para raios menores, ele sera desviado

Podemos visualizar o potencial efetivo para muitas 6rbitas de fétons, utilizando para isto

a plataforma computacional Wolfram Mathematica.

Veff
f.\\
L} b
0.03 | Py
I LY
0.02} v NS
: \
1 |
0.01 1
]
I
1
1 : ! I | L 1 rer
| 20
: Il
-001F 1 |
[ B

Figura 10 — Potenciais efetivos para o movimento de particulas tipo luz em funcao da
distancia r. A linha pontilhada é o raio critico, a linha verde corresponde a
L =1, avermelha a L =2 e a linha azul a L = 3. Grafico reproduzido com o

Mathematica.

Utilizando a andlise computacional e os conhecimentos em RG foi possivel interpre-

tar e reproduzir o programa fornecido por grupo de pesquisa de colaborador [7], o qual
aborda o tragado de raios de luz e o célculo dos perfis de intensidade das sombras, os quais

sao os temas a serem investigados nas proximas secoes desse capitulo.

4.2 Classes de Raios de Luz: Imagem Direta, Efeito Lente e Anel

de Fétons

O cendrio fisico estudado é o de objeto compacto e massivo (OCM) iluminado por
uma fonte plana que emite luz isotropicamente, ou seja, em todas as diregoes, e possui um
brilho uniforme. O procedimento comum na maioria da literatura é o do tracado de raios
de luz (RTL) [8]. Para determinarmos a aparéncia dptica do objeto, integramos a equagao

da geodésica em relagao a coordenada azimutal, entdo, de forma conveniente conforme

[18], [8], [41] e [42] em seus trabalhos, utilizamos:

dp w2 | urAz)
dz 7 ! r2(z) (4.2
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onde o sinal F, indica as geodésicas de entrada e de saida, respectivamente.

Acompanhando o Script [7] que usa a técnica RTL, verificamos que primeiramente,
é necessario definir o ntimero total de orbitas realizadas por um tnico raio de luz em seu
percurso até um observador, onde a mudanga na equacao angular-radial (normalizada) é
dada em funcao de n = 27. O numero de orbitas depende do pardmetro de impacto, o
qual foi calculado numericamente e obtivemos o valor @ = 3v/3M ~ 5.19615M, e a partir

dele iremos ilustrar o comportamento da trajetéria dos raios de luz em diferentes regices

do BN.

A partir do processo de integracdo numérica de (4.22), iremos definir as trés
primeiras imagens da orbita dos fétons ao redor do BN. Para isto, supomos que o raio de
luz se propaga desde uma posicao inicial x; = 0 com um tempo proéprio inicial 7; = 0, por

esta razao é conveniente reescrevermos (4.22) da seguinte forma

P — (4.23)

A solucao dessa expressao sera fundamental para descricao da trajetéria dos raios de luz
em torno do BN. Essa equagao (4.23) resolvida numericamente, s6 tem dependéncia de um
Unico parametro, o parametro de impacto u, como ja vimos anteriormente. O pardmetro
de impacto vai nos indicar a posicao da geodésica com respeito a posicao do observador,

podendo estar mais proximo ou mais longe da linha de visao do observador.

Para o modelo teérico utilizado na literatura, e que serviu como referéncia em
nosso trabalho, consideramos que o disco de acrecao ! é infinitamente fino e fixo no plano
equatorial. Além disso, ele deve ser opticamente fino, indicando que cada raio de luz

percorrendo n/2 6rbitas contribui para o resultado final da imagem.

A figura (11) nos mostra os diferentes tipos de raios de luz em relagao ao horizonte
de eventos de um BNE. O primeiro caso é o dos raios na cor laranja, n < 3/4 que sao
aqueles que interceptam o disco de acre¢ao uma unica vez. Em seguida, temos os raios
de luz que estao na cor magenta, 3/4 < n < 5/4, que interceptam o disco de acre¢ao ao
menos duas vezes e, por ultimo, os raios de luz na cor vermelha n > 5/4 que cortam o

plano equatorial no minimo trés vezes. [43]

1 Regido em forma de disco, onde se acumula matéria (essencialmente poeira ou gs) o em torno de um

objeto massivo, como uma estrela de néutrons ou um buraco negro [31].
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Figura 11 — Comportamento dos raios de luz em um espaco-tempo tipo Schwarzschild
em funcao do parametro de impacto u. O circulo tracejado preto é a esfera
de fétons, raios de luz na cor vermelho: Anel de f6tons, raios de luz na cor
magenta: efeito lente, raio de luz na cor laranja: imagem direta, o circulo
de fundo preto representa o horizonte. Grafico reproduzido com o codigo

Mathematica [7].
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Como passo seguinte em nosso estudo, pretendemos reproduzir o resultado da
Figura 12 que exibe o comportamento de uma fracdo de n fétons em relagdo ao angulo

total ¢ no plano azimutal.

n=gi(2rm)

1751 — direct

lensed

—— photon ring

1.25-

orsr ] k

05+

025 _ -

Figura 12 — Namero de érbitas n = 7/27 em fun¢do do pardmetro de impacto u. A linha
tracejada ¢ o angulo de desvio exato, a linha na cor preta é a emissao direta,
a linha na cor laranja é o efeito lente e a linha na cor vermelha ¢é o anel de
fétons. Figura extraida de [§]

Uma vez que o raio de luz ira extrair energia do disco de acrecao sempre que
passar por ele, cada uma das configuracoes contribui de forma diferente para a aparéncia
observacional do OCM. Ou seja, a intensidade se atenua ou diminui a depender das proprias
caracteristicas do disco. No capitulo a seguir, iremos examinar o tipo de intensidade para

cada tipo de sombra de um BNE.

4.3 Perfis de Intensidade de Sombras de Buracos Negros Estaticos

Como resultado dos efeitos discutidos até aqui, alguns dos fétons que viajam perto
do buraco negro permanecem na suas proximidades, enquanto outros podem ser capturados
e direcionados para o seu interior, criando o efeito de regides pouco iluminadas conhecidas
como sombras, ao interior da imagem do disco de acre¢do. A sombra de um buraco negro
é modelada pelo perfil do disco de acregao [8]. Em outras palavras, a estrutura de matéria
difusa em processo de emissao e absor¢ao ¢ quem pode nos revelar informagoes importantes

sobre a aparéncia éptica desses objetos astrofisicos.
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4.3.1 Emissdo do Disco Optico Geometricamente Fino

Para simplificarmos o estudo, exploramos o cenario onde o processo de radiacao se
origina em um disco de acrecao fino, geometricamente estatico e préximo ao buraco negro
[8]. Ao considerar a regiao frontal do disco, iremos lidar com cendarios mais realistas [9] que
modelam acrecao de gas em queda livre ou em 6rbita. Como uma forma de complementar
a discussao sobre o nosso estudo, no apéndice C, apresentamos o processo de acre¢ao em

objetos compactos e de simetria esférica.

Supomos que os jatos do plasma do disco de acrecao fino sao emitidos isotropi-
camente do referencial das linhas de universo estaticas, a intensidade especifica obedece

a
]obs(rob57 Vobs) - 9(7“)31em(7"> V) ) (424)

sendo ¢(r) = Veps/v = 1/ f(r) denominado fator de redshift, Ls(Tobs, Vobs) @ intensidade

observada e I, (r, ) a intensidade especifica emitida do disco de acregao. [44]

No contexto de um BNE, Z, = I,,/v?® é invariante ao longo do caminho 6tico (CO)
do féton. Dessa forma, podemos dizer que a intensidade total resultante de uma fonte
emissora de radiagao localizada em um referencial de repouso r é, conforme [9], expressa

da forma
[obs(robs) = /Iobs(rob& Vobs)dyobs = /g(T)4Iem<T7 I/)dV = g(r)4[em(7a) . (425)

A partir da técnica do tragado inverso de raios de luz, supondo que o percurso do
raio luminoso a partir de um observador foi enviado para o passado, ele ird interceptar o
disco de acregao em algum ponto, capturando assim, o seu brilho. Como o brilho aumenta
conforme o niimero de vezes com que o raio de luz toca o disco de acre¢iao, somamos todas

essas contribuicoes da luminosidade e chegamos a

[obs(u> = Z [94Iem}

g

o) (4.26)
sendo 7,,,(u) as chamadas fungoes de transferéncia (FT), que preveem o comportamento

da luz ao viajar préxima de campos gravitacionais intensos. [§]

A funcgao de transferéncia com m = 1 corresponde a “imagem direta” do disco de
acrecao. A inclinacao é aproximadamente 1 em toda a sua extensao e, por esta razao, o
perfil da imagem direta é essencialmente o perfil de origem do desvio para o vermelho
(redshift). A segunda funcao de transferéncia (m = 2), estd associada ao “efeito lente”,

incluindo uma porcao do “anel de fotons” para esta faixa do pardmetro de impacto u.

Conforme os valores de u comegam a aumentar na regiao do “anel de lente” o
observador percebera uma imagem diminuida da regiao posterior do disco, com uma

desmagnificacao que varia conforme a curva. A terceira e tltima funcao de transferéncia
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Figura 13 — As trés primeiras fungdes de transferéncia para as emissoes direta (linha
laranja), efeito lente(linha magenta) e anel de fétons(linha vermelha) para a
solugdo de Schwarzschild. Gréfico reproduzido com o cédigo Mathematica [7].

(m = 3) corresponde apenas ao “anel de fétons”. Para esta faixa de u a inclinagdo esta
muito proxima do infinito, neste caso, o observador perceberd uma imagem extremamente

desampliada da parte frontal do discol8].

Essas ferramentas nos proporcionam interpretagdes mais robustas das caracteristicas
observacionais das sombras de buracos negros, para além de serem somente areas escuras

vistas contra a luminosidade do ambiente circundante.

Ao utilizarmos as fungoes de transferéncia, consideraremos o que temos na literatura
como “modelos de brinquedo” (toy models) para o disco de acrecio 2. Conforme discutido
em [18] e [44], consideramos um modelo de emissao especifico do disco de acrecao, que
depende exclusivamente da coordenada radial e, com isso, calcularemos a intensidade
para cada um dos trés tipos de emissao. Essa abordagem nos permitira verificar de forma
efetiva a contribuicao dos raios de luz via imagem direta, efeito lente e anel de fétons,

para visualizar a sombra do BN.

Modelo 1. Para o primeiro caso, consideramos que a emissao tem um pico
acentuado no ISCO para um observador local tipo tempo, enquanto cai assintoticamente
na regiao interna, e assume o valor zero para fora dela. Para este perfil, o horizonte é
risco = V36M? — a?. Logo, tomando a = 0 obtemos r;sco = 6M. Assumindo unidades
gaussianas G = M = ¢ = 1, teremos o seguinte:

1
L(r) =4 T Crsco)
0, ser <Trrsco

ser > rrsco (4.27)

A partir desse primeiro resultado, podemos exibir os graficos para os perfis de intensidade

e para a sombra, apresentados abaixo na Figural4.

2 Cendrios realistas consideram uma emissdo do plasma mais complexa, e exigem simulacio magneto-

hidrodindmica completa [45].
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Figura 14 — Modelo 1: (a) Intensidade luminosa observada para cada tipo de emissao; (b)
Aparéncia 6ptica do BN com maxima emissao no rysco. Grafico reproduzido
com o codigo Mathematica [7].

No modelo 1, a emissdo se inicia no ponto da 6rbita estavel mais interna (ISCO)
para observadores tipo tempo, uma vez que a luminosidade total é dominada amplamente
pela emissao direta em relagao aos parametros de impacto, apresentando um anel mais
fino e de maior brilho (efeito de lente) e terminando em um anel ainda mais fino e mais

escuro (anel de fétons), que é pouco perceptivel a olho nu.

A figura 14a nos mostra que a emissao direta é a curva de maior altura, prevalecendo
sobre os demais tipos. Esse fendomeno ocorre quando o raio de luz desde um observador é
propagado em sentido reverso, atingindo o disco de acregdo com uma inclinagao de /2
somente uma unica vez. Por outro lado, para uma inclinagdo de 37/2, resulta na imagem
tipo lente: o pico de menor amplitude da figura. Por fim, quando temos um angulo de
5m/2, temos o anel de fétons, que é o maior dngulo total, ou seja, todos os raios de luz
deram mais de uma volta, e acabam ficando em sua maioria concentrados nessa reta

praticamente vertical.

Modelo 2. No segundo caso, a emissao € resultante do disco que chega até a esfera
de fétons. Para este perfil a expressao ¢ dada por 7y, = vVIM? — 1. Com a = 0 vamos

ter um resultado ja conhecido: rg,, = 3M.

1
) = | TG 50T 2 Tk (4.28)
0, se r < Tsp

Assim, no modelo 2, temos o caso em que a borda interna do disco de acrecao
estende-se até a curva critica, o que possibilita emissao através da correcao do redshift
gravitacional. O que se torna a principal fonte de emissao para a regiao do fator de

parametro de impacto.
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Figura 15 — Modelo 2: (a) Intensidade luminosa observada para cada tipo de emissao; (b)
Aparéncia 6ptica do buraco negro que inicia a emissao fora da curva critica.
Gréfico reproduzido com o cdédigo Mathematica [7].

Assim, como vemos na Figura 15, valores maiores do parametro de impacto geram
um pico mais alto, combinando as emissoes do tipo lente e anel de fétons, em relagao a
emissao direta. O resultado é uma aparéncia 6ptica de um brilho dominante, com um anel

mais fino na parte externa.

Comparando a Figura 15a com o perfil anterior, verificamos que a transferéncia
de imagens nao é tao nitida quanto antes. Anteriormente, era possivel identificar a
contribui¢ao de cada um dos caminhos 6ticos (OC) dos f6tons do disco de acre¢ao até o
observador em um dado espaco-tempo. Isso resultava em trés tipos de imagens: imagem
direta, defletida (por efeito de lente gravitacional), e a proveniente da curva critica (esfera
de fétons). Percebemos que somente a partir de r = 3M nao temos luz, e apds o primeiro
evento, a emissao produz uma imagem direta. Em seguida, esta o efeito lente e, sobreposto
a ele, o anel de fétons. Por outro lado, o perfil circular apresenta um brilho mais intenso

para o anel de fétons, o que ndo era observado no primeiro modelo.

Modelo 3. O tultimo modelo estudado nesse trabalho corresponde ao caso em que

a emissao vai até o horizonte de eventos.

7 /2—arctan(r—>5)

I3 (7") — m/2—arctan(rpor—5) S€ T > Thor (429)
0, ser < Thor
O horizonte é dado por 14, = V4M? — a?, resultando em ry,, = 2M para a = 0.

Para este perfil levamos em consideragao nao somente a intensidade, mas também a

influéncia do redshift gravitacional.

No modelo 3, a extensao da borda fina do disco até o horizonte de eventos resulta

em uma regiao de maior amplitude de luminosidade na radiacao observada. Percebemos
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Figura 16 — Modelo 3: (a)Intensidade luminosa observada; (b) Aparéncia éptica do buraco

negro cuja emissao vai até o horizonte. Grafico reproduzido com o cédigo
Mathematica [7].

agora (Fig. 16a) que a emissao do efeito lente e do anel de fétons aparecem como dois
picos separados, no entanto, sobrepostos a emissao direta. A analise desses resultados
indica que a aparéncia Optica revela uma borda mais luminosa e mais espessa no centro, e

outro anel, mais fino e fraco, na borda interna.

A figura (16a) indica que, quando a emissdo estd muito préxima do horizonte
de eventos, a intensidade luminosa é consideravelmente alta [8]. No entanto, o redshift
associado é também extremamente elevado, o que leva o raio de luz a ser capturado pelo
horizonte de eventos. Por essa razao, a intensidade méaxima observada estd mais na parte

interna, onde o redshift é maior e a intensidade é reduzida.

De maneira geral, para discos épticos de acrecao finos, concluimos que:

e A emissao direta é dominante nos trés casos, com contribui¢do minima da imagem

tipo lente e insignificante do anel de fétons;

o O anel de fétons ocorre sempre proximo a 5,2 M, enquanto o efeito lente ocorre fora

desse raio;

o O tamanho da area escura central depende do modelo de emissao;

Em nossos estudos, abordamos o caso geral de modelos de objetos tedricos ultra-
compactos, que tem sido fundamentais para RG desde a década de 1960. A existéncia de
buracos negros estaticos (BNE), os quais possuem a métrica tipo Schwarzschild, tem impli-
cagoes fisicas significativas na fisica tedrica, especialmente na cosmologia e na astrofisica.
Um possivel caminho para estender a nossa anélise realizada a partir dos trabalhos [18],

[43] e [46], é considerarmos outras fontes que abordam, por exemplo, o caso de BNs com
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dois horizontes. No trabalho [44] foi considerado um espago-tempo de Schwarzschild-de

Sitter, muito 1til para investigar o cenario de um universo em expansao.

Schwarzschild

(b)

Figura 17 — Aparéncia de buracos negros. O brilho de Schwarzschild (b) é mais intenso
do que do Schwarzschild-de-Sitter (a). Figura extraida de [9]

de Sitter-Schwarzschild

Observaed Intansity (/. )
Obsarved Intensity ({../ )

Na Figura 17, verificamos a relevancia do efeito do anel de fétons nesse caso,
quando comparado com a solugao de Schwarzschild. Podemos ver nitidamente que as
imagens, tem similaridade, porém sao claramente distintas: para Schwarzschild o brilho
¢ mais acentuado do que no caso Schwarzschild-de-Sitter, pois além de ter que levar em
consideracao o modelo de disco de acrecao e do espaco-tempo ao redor do BN, o horizonte
cosmologico de Sitter contribui de forma significativa para a prépria imagem do objeto

compacto.

Nesse capitulo, nosso intuito foi explicar o significado de céalculos analiticos e
numéricos por meio de modelos simplificados para examinar a aparéncia observacional de
objetos massivos ultracompactos. Verificamos que a sombra ¢é influenciada diretamente
pelo perfil do disco de acrecao e pelo redshift gravitacional, e isso foi percebido por meio da

interpretacao de graficos obtidos com o auxilio de software de calculo numérico-simbélico.

A partir das discussoes aqui apresentadas, percebemos que, ao investigar os proces-
sos astrofisicos que envolvem a variacao rapida de fontes, é do interesse coletivo de grande
parte da comunidade cientifica o estudo da acrecao de gas em objetos compactos, como

estrelas de néutrons e buracos negros.



Capitulo 5

Conclusoes

O fendémeno 6ptico de sombras de buracos negros desperta um fascinio entre o
publico leigo, pois surge a pergunta: como é possivel a existéncia de sombras em um
buraco negro? Afinal, esses objetos ultracompactos nao emitem radiacao e, portanto,
as sombras nao deveriam existir. No entanto, a analise cuidadosa do assunto revela a
presenca de regioes pouco iluminadas nas imagens calculadas para a luz advinda de uma
regiao préxima a buracos negros, especialmente dos discos de acrecao que os cercam. Essas
regioes escuras sao o resultado do fortissimo campo gravitacional gerado pelo buraco
negro, que produz uma enorme distor¢do do espago-tempo ao seu redor. A curvatura
impede que a luz seja capturada diretamente pelo buraco negro, fazendo com que ela
sofra “lentificagdo” ou, ainda, orbite uma ou mais vezes em torno dele antes de chegar no
observador. Como resultado, observamos que a luz alcanga o observador com diferentes
intensidades em funcao do caminho real percorrido e, ainda, delimita uma regiao escura na
imagem advinda da regiao central do buraco negro: uma sombra correspondente a parte

dos raios de luz que nao conseguem escapar do horizonte.

J& entre especialistas da area, o estudo das sombras de buracos negros ¢ uma
linha de pesquisa de fisica tedrica nos campos da astrofisica que tem recebido cada vez
mais atengao nos anos recentes, devido ao seu grande potencial de trazer informagoes
complementares as obtidas pela incipiente astronomia de ondas gravitacionais puras e
multi-mensageira, gerada a partir da coalescéncia de objetos ultracompactos (tipicamente,

buracos negros e/ou estrelas de néutrons)

Neste estudo abordamos o caso mais simples, que envolve objetos compactos, esta-
cionarios e com simetria esférica, acompanhados de um disco fino de acrecdo. A partir
dessa abordagem, desenvolvemos os fundamentos tedricos necessarios para a investigacao
do problema de sombras em buracos negros, o que exigiu o desenvolvimento de calcu-
los analiticos e a andlise de c6digos numéricos que representam modelos da aparéncia

observacional desses objetos.

Nos capitulos iniciais, discutimos em forma concisa alguns dos tépicos que sao a
base tedrica mais fundamental para o avango de nossos estudos. Nesse primeiro enredo,
dedicamos uma breve releitura da area da fisica que investiga o comportamento da luz e dos
fendmenos a ela associados, a Otica classica. Interessados na trajetoria da luz, foi discutida

a importancia do Principio de Fermat e suas possiveis consequéncias em um fenémeno
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explicado pela teoria moderna, o das lentes gravitacionais. Ainda neste estagio, fizemos a
conexao entre a dtica classica e a Relatividade Geral, introduzindo alguns conceitos basicos
como geodésica, métrica e espago-tempo de Schwarzschild. A partir destes assuntos, foi

possivel avancar para o nosso objeto alvo de estudo: as sombras de buracos negros.

Em sequéncia, no capitulo 3, estudamos o efeito resultante da trajetéria da luz
quando se aproxima de objetos massivos, compactos e esfericamente simétricos. Estabe-
lecemos que o percurso das geodésicas no espago-tempo implica na deflexdo da luz em
um certo angulo. Acompanhando a literatura especializada, chegamos a solucao exata
para o angulo de desvio da luz na presenca de objetos massivos compactos. Para isso
desenvolvemos de forma analitica para obter a medida da proximidade entre o raio de luz e
o horizonte de eventos de um buraco negro. Utilizamos para isso o formalismo de Hamilton,
onde o parametro de impacto, uma quantidade imprescindivel para o entendimento do
fendmeno estudado, é definido como o quociente entre o momento angular e a energia. Em
seguida, investigamos a trajetéria dos fétons em duas aproximacoes, a do limite de campo
gravitacional fraco (WDL), e a do limite de campo gravitacional forte (SDL). Comparamos
essas duas aproximacoes com o angulo de deflexdao da luz exato, e verificamos a influéncia
do campo gravitacional forte no cenario do f6ton muito préximo do horizonte de eventos
de um buraco negro. Isto permitiu estabelecer um valor critico do parametro de impacto:
quando o parametro de impacto de um foton é inferior ao valor critico, o féton é capturado
pelo horizonte. Caso contrério, o raio de luz é desviado. Particulas que experimentam
valores de deflexdo superiores a 27, resultam no raio de luz realizar muitas voltas em torno

do centro, e os fétons podem ficam aprisionados nessa regiao.

Posteriormente, exploramos o fenémeno de lente gravitacional, em que evidenciamos
mediante graficos interpretativos que, a medida que um féton se aproxima do objeto massivo
compacto, sua trajetéria sofre desvios minimos quando os valores do parametro de impacto
sao superiores a 10r,. Ou seja, a depender da escala entre a fonte e o observador, a
deformacao do espago-tempo exerce uma pertubacdo minima ou incluso imperceptivel.
Por fim, revisamos o Principio de Fermat e, a partir dessa analise, observamos que em um
campo gravitacional intenso a 6tica classica é sensivelmente afetada. O indice de refracao
sofre uma interferéncia direta devido a geometria do espago-tempo. Em seguida, revisamos
a teoria de transferéncia radiativa, na qual analisamos o fendomeno da intensidade luminosa
observada ao redor do disco de acrecao. Nesta se¢ao inicial, abordamos tanto o formalismo

classico quanto o relativistico.

Finalmente, no capitulo 4, que é a parte central deste trabalho, examinamos as
caracteristicas observacionais da aparéncia 6ptica de buracos negros estaticos. Retornamos
e aprofundamos nossas analises anteriores para as geodésicas nulas. Desenvolvemos os
calculos analiticos para apresentar um conceito tedrico crucial em nossa investigacao: a

esfera de fétons. Estabelecemos uma relacao entre a esfera de fotons e o potencial efetivo,
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ressaltando que ela contribui para a compreensao do fendmeno, apesar de ndo haver uma
correspondéncia experimental direta desse efeito. Isso contrasta com a sombra, que pode

ser medida por meio de telescopios, como os trabalhos realizados pelo EHT, por exemplo.

Nessa fase, examinamos o comportamento dos raios de luz diante do cenario fisico
estudado, empregando a técnica de tragado inverso. Por meio da analise e implementagao
de um codigo desenvolvido na plataforma Mathematica, facilitado por um grupo de
pesquisa em colaboracgao, conseguimos desenvolver cdlculos numéricos para determinar
parametros essenciais e gerar graficos para obter uma melhor compreensao do fenémeno

investigado.

Finalmente, recorrendo novamente ao estudo numérico, analisamos trés perfis de
intensidade luminosa para cada tipo de emissao proveniente do disco Optico de acrecao,
destacamos a diferenca entre cada um deles. Isso permitiu interpretacdes mais robustas
do comportamento das sombras em buracos negros estaticos. O estudo nos mostrou que a
sombra de um buraco negro é afetada diretamente pelo proprio disco de acrecao e pelo

redshift gravitacional.

Em nosso trabalho, estudamos sombras, anéis e a esfera de f6tons de um objeto

massivo e compacto, descrito pela solucao exterior de Schwarzschild.

Observamos que para um disco de acrecao opticamente e geometricamente fino, a
borda externa da sombra, a partir de uma orientacao frontal, pode variar para diferentes
tipos de emissao e depende do tamanho do buraco negro. Nos trés modelos analisados,

investigamos os tipos de raios de luz e suas contribui¢oes para a formacgao da sombra do
BN.

No primeiro caso examinado, percebemos que a partir de »r = 6M, que é a
raio da Orbita interna mais estavel (ISCO), temos intensidade luminosa, para valores
inferiores a esse raio, nao ha informacao, ou seja, os raios de luz sucumbiram a atracao
gravitacional do BN e cairam no horizonte de eventos. Neste perfil, a regiao de emissao
estd significativamente distante das orbitas circulares da curva critica de fétons, ou seja,
em r = 3M. No primeiro modelo, diferenciamos as intensidades luminosas de cada tipo de
emissao, sendo a imagem direta predominante neste perfil especifico, por outro lado, o

anel de fétons é pouco perceptivel.

No segundo caso investigado, a regiao de emissao esta mais ao interior da geometria,
atingindo seu pico em r = 3M, e caindo em seguida abruptamente para zero. Neste
perfil, os efeitos do redshift gravitacional diminuem sensivelmente o fluxo de radiagao
observada. Uma notavel observacao a ser feita nesse segundo modelo é que a emissao da
imagem tipo lente e a do anel de fotons estao sobrepostas 4 da imagem direta. Devido a
esta configuracao, hd uma significativa melhora na visualizacdo da emissao dos raios de

luz dessa area e, consequentemente, do proprio anel de fotons. Nesse modelo, a emissao
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direta ainda é dominante, no entanto, ha uma certa contribuicao do efeito lente para a

intensidade total observada.

Por fim, no terceiro modelo examinado, a borda interna do disco de acrecao estende-
se até o horizonte de eventos, em r = 2M . Esse efeito configura uma regiao de luminosidade
muito mais ampla na emissdo observada em relagao aos modelos anteriores. Observamos
que o anel de fétons e a imagem tipo lente aparecem como dois picos separados, porém
sobrepostos com a emissao direta. Como resultado dessas contribuicoes, o resultado
observado ¢ uma regiao de ampla luminosidade, com um anel bem largo no meio, e um
anel mais ténue em seu interior. Portanto, as medidas realizadas pelo EHT, de acordo
com nossos estudos, estdao intrinsecamente relacionadas a confiabilidade das suposigoes

tedricas que fundamentam as imagens simuladas utilizadas para ajustar as observagoes.

As perspectivas que temos a partir do nosso estudo incluem a exploracao de
métricas distintas da de Schwarzschild, notadamente o caso de buracos negros com rotagao,
estendendo a abordagem para uma descricao mais realistica. Pretendemos examinar a
correspondéncia entre o conhecimento consolidado na literatura sobre o assunto e as
implicacoes mais ricas e diversas que obteriamos. Isso significa que ha uma quantidade

significativa de informagoes a serem coletadas e exploradas em trabalhos futuros.

Acreditamos que o presente estudo tem contribuido para uma compreensao mais
aprofundada da aparéncia dos buracos negros e dos efeitos gravitacionais que influenciam
a trajetoria da luz ao seu redor, auxiliando na interpretacao de observagoes e na validacao

de teorias relacionadas a Relatividade Geral, e aos buracos negros em particular.

O conhecimento adquirido podera vir a se tornar uma ferramenta de grande valor
em um futuro préximo, fornecendo importante base para a incursao em projetos de pesquisa

na area astrofisica e/ou fisica de buracos negros.
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APENDICE A

Intensidade Invariante de Lorentz

A intensidade invariante de lorentz é resultante da conservagao do volume do espaco

de fase e da conservagdo do nimero de particulas. [33]

Supomos um volume do espacgo de fase V conectado por um pequeno feixe de
particulas. Para o referencial em movimento, essas particulas ocupam um elemento de

volume infinitesimal d*z = dxdydz

O teorema de Liouville garante que o volume do espago de fase permanece inalterado

com a variagdo de um parametro afim A, ou seja,

ay

—=0. Al
0 (A1)
Desde que o niimero de particulas também ¢é um invariante de Lorentz ao longo de A, a

densidade do espacgo de fase também é, notamos que,

AN

_ I (A.2)

No caso dos fétons, temos que |p| = E e d®p = E*dEdS), onde d) é o elemento
infinitesimal de angulo sélido. Reescrevemos o movimento do feixe de particulas no volume
infinitesimal funcao do elemento de area d*x = dAdt (aqui por simplicidade adotamos a

convengao ¢ = 1),

dN
= BdAddEd (4-3)
Como a intensidade especifica dos fétons é dada por:
EdN
Jop=——""" A4
P dAdtdEdQ (A4)

1

onde [I,] = ergs s™' em™2 ster™! Hz1.

O fluxo de energia de um féton, dado um certo elemento de area dA e algum vetor
normal arbitrario n se relaciona com a frequéncia v ao longo do caminho do raio de luz,

de modo

F, = / L,AdS) (A.5)

onde dF, = I, cos 0dS.
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normst A

Figura 18 — Fluxo liquido F, e intensidade especifica I,.

Integrando sobre todos os angulos

™ 2T
F, = I, cos 0dS) = / / I,(0, ¢) cosOsinfdg, (A.6)
4mster 0=0J0

obtemos o fluxo liquido. Verificamos entao que a intensidade especifica é proporcional ao
fluxo radiante dividido pelo dngulo sélido da fonte emissora, ou I, o F,/AQ. Além disso,
a medida que o angulo sélido diminui, o fluxo se reduz pela lei do inverso do quadrado da

distdncia. Por essa razao, a intensidade luminosa ¢ independente da distancia. [34]

Para mostrar com maiores detalhes que I, se conserva no espago vazio, consideramos

uma fonte de luz monocromética ao longo de um caminho.

A densidade de fotons por energia proporcional ao espago de fase
AN = f(F,p) = drd®p . (A7)

Pelo teorema de Liouville, a radiacao incidente é muito pequena em comparacgao a area.
Com isso, temos:

dN = f(7,p) = dtdA cos 0p*dpdS) , (A.8)
sendo p = F = hv. Ap6s manipularmos de forma algébrica (A.8) obtemos:
dE = (hv) f(7, p)dtd A cos O(hv)?(hdv)dQ (A.9)
Resolvendo essa expressao, obtemos
dE = 2h/? f (7, p)d AdtdQdy . (A.10)
Comparando este resultado com a intensidade especifica I,,, observamos que
I, =2hm3f (A.11)

Desde que [,/v® o f é uma quantidade invariante de Lorentz, pois o espaco de fase
f oc dNd3xd?p é também invariante. E segue que,
L, 1,
T3 BB

¢ uma quantidade invariante de Lorentz.

(A.12)
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APENDICE B

Esfera de Fotons do Buraco Negro de
Schwarzschild-de-Sitter

A métrica de Schwarzschild-de-Sitter é da forma:

. 1 .
ds®> = —f(r)f* + 72 4+ r2 2 B.1
M+ o (B.1)
O lagrangeano para essa métrica ¢é
L(x,&) = 1g =1 —f(r)E® + L2 (B.2)
’ 27 2 f(r) '
Das equagoes de Euler-Lagrange, obtemos:
. E
A B.3
G ()
. P
b= (B.4)
Onde F e ¢ sao as duas constantes de movimento.
Sendo f(r)=1—2M — 2472 ¢ f(lr) = @

O elemento de linha da métrica de Schwarzschild-de-Sitter em unidades gaussianas

(G = ¢ =1) para geodésicas nulas ( ds* = 0 )é dado por

2M A dr?
0=— (]_ — T — 3T’2> dtQ -+ 1—2—M——%T2 -+ 7’2dq)2 (B5)

Resolvendo e rearranjando em ambos os lados, obteremos a seguinte igualdade

2M 2A 2M A2
— ==r _ 4
r?ph 3 ! sph o 1 Tsph 3rsph m A - 2M A n 1 (B 6)
- 2 3 9 .3 o T 92 )
T'sph rsph rsph 3 7asph 3 rsph

Ao resolvermos (B.6), chegamos a rg,, = 3M, o que nos mostra que o raio de qualquer

geodésica nula em oOrbita circular ¢ independente da constante cosmolégica.

O resultado obtido para a esfera de fétons é diferente de zero, o que ja era algo
esperado, no entanto iremos detalhar um pouco sobre como esses calculos rigorosos puderam

ser aplicados dentro desse contexto de estudo.
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De acordo com [37], f(r) deve ser positivo e sua derivada também, pois a métrica
¢é preservada na regiao externa para um espago-tempo de Sitter permitindo a propagacao

das informacoes. Notamos que,

2M  2A 3M Tsph
? - ? =0— Tgxtremo = T o= K T?ph (B7)
Supondo que sy, = Teptremo = 3M, entao
3M 1
o que representa um absurdo! Notamos que
1
0<A< e (B.9)

¢ uma condigdo que nado é aplicada em todos os cendrios [38].

Em se tratando de um buraco negro com dois horizontes [37], teremos o horizonte do

buraco negro e o horizonte cosmoldgico, o que se aplica ao caso de Schwarzschild-de-Sitter.

Dessa forma, hd um raio maximo, e com i8s0 f(7extremo), que é positivo e também

é um maximo, pois estamos no dominio da comunicacdo externa, entao segue

3MN\ Y3 A
f(re:ctremo) = f << A ) > > 0 — grgxtremo — Textremo + 2M < 0 (BlO)
A3M 3MN\ /3 3M 1
—— == oM 2TM? < =— & A . B.11
T3 (A> + <0< 27 < oA<Gpe (B.11)

Como estamos no espaco-tempo de Sitter A > 0 sempre! Entao, podemos escrever as

equacoes de movimento para a particula, em termos de M e A, notamos que

2 2 2
Tsph o 9M )
N == B.12
F o) (E) e T \E (B.12)
Com isso, chegamos a:
27 M3 A

== B.13
3M —2M — 42703 <E> (B.13)

Sendo 74, = 3M # 0, chegamos a

o\’ 1 A
—) = _ 2= 14
(E) 2TM2 3 (B-14)

Para o espaco-tempo de Schwarzschild-de-Sitter, as constantes de movimento devem
sempre satisfazer essa condi¢ao. O raio da esfera de fétons continua sendo rg,, = 3M,
como no caso Schwarzschild puro. Iremos agora mostrar que as geodésicas nulas para a

métrica utilizada sdo orbitas instaveis.

Primeiramente tomamos as duas constantes de movimento e substituimos em (B.1)

chegamos a
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= (f]fi) - fq():)> (31

sendo o potencial uma fungao da energia e a segunda derivada com respeito em relagao a

coordenada radial ( 7,,) é negativa, podemos rearranjar (B.14) de forma conveniente

B2 = 2 1)+ 2 (B.16)
com isso, chegamos a
(I)2
P2+ V(r)=E* V(r) = ﬁf(r) (B.17)

Calculando a segunda derivada do potencial e substituindo r = 74, temos

(I)2
Vi(r) = A (Tgphf”(rwh) — Argpnf’ (ropn) + Qf(rszoh))

sph
2 (4N ,  16M
=\ et
sph sph
2 /4 10
=2 (Zoam? —).
1M+ (3(9 ) 3

Recorrendo a (B.9) e aplicando,

4 10 10 7
AM? < 1 < AM? —) 11— = =—-.
9 <1l— 3(9 ) 5 )< 3 3

Assim,

V" (repn) < . (—7) <0 (B.18)
P 81 M4 3

Concluimos entao que a esfera de fétons no caso de Schwarzschild-de-Sitter quanto para
Schwarzschild puro é uma orbita instavel. O que significa que embora o féton possa orbitar

a uma distancia de 3M do BN, qualquer pertubagao minima o fara se desviar dessa érbita.



APENDICE C

Acrecao Estatica Esférica

Um objeto compacto, isolado e estacionario encontra-se localizado em alguma
regiao do espaco-tempo, onde esta sujeito 4 acumulacao de material do meio interstelar.
Como o processo de acumulagao de matéria é dado de maneira uniforme, ndo ha motivos
para haver pertubagoes na geometria do objeto, é preferivel assumir uma distribuigao

esférica durante o processo.
A construgao da dinamica dos fluidos relativisticos para esses objetos compactos e
esfericamente simétricos no espago-tempo propde que

ds = —A(r)dt* + B(r)dr® 4+ C(r)d??, (C.1)

sendo A(r) > 0, B(r) > 0, C(r) > 0 fungoes de r.

Assumindo que a matéria é um fluido perfeito, que é isotropico e nao homogéneo,
supondo variagoes na densidade de energia em fontes proximas de acrecdo, o tensor

momento-energia [47] é dado por
T = e(uu® + p(u™™ — g*?) (C.2)

sendo € e p a densidade e a pressao do fluido, respectivamente.
A 4-velocidade do fluido u® é dada por

d «
u® = c% = (u',u",0,0), (C.3)

onde 7 é o tempo préprio e pela geometria esférica, temos v = 0, u® = 0.

Com o interesse que todas as quantidades sejam fungoes de r, impomos a condi¢ao

de normalizacao u,u* = —1, verificamos que
dt u*+ B
- = C4
dr AB (C.4)

Aqui devemos assumir duas condig¢oes para resolver as equagoes de movimento

para o fluido de acordo com [48], as quais sao:

o A lei de conservacao do fluxo de massa ou do niimero barionico,

(€Un);a =0 (C.5)
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o A lei de conservacao do momento,

B _

(€ + P)tapt” = —pa, — Ua,p, gu”  (equagdo relativistica de Euler) (C.6)

Usando o tensor de energia-momento, temos

0=T%— \/_ (\/—_gTaﬁ)ﬂ + T8 T (C.7)

e com isso obtemos

(e + p)uggg\/uz + B(r)C(r) = Ay, (C.8)

sendo A; uma constante de integragao.

Projetando a lei de conservacao de energia na 4-velocidade uafzﬁ , e contraindo

todos indices, encontramos a equacao da continuidade (conservagao da energia)

ue o + (e +pug, = 0. (C.9)

Supondo que a pressao e a densidade de energia sdo expressas por uma funcao de

estado p(e) = p.

t—+—=+—=+—==0, (C.10)

O primeiro termo com respeito a r é igual a

wC(r) gg’;))efeﬁ?o = — Ay, (C.11)

onde Ay uma constante de integra¢ao. Combinando (C.11) com (C.8) obtemos

(e 4+ p)\/u? + B(r)

Onde A3z é uma constante de integracao que depende de A; e Aj. Pela simetria esférica

7‘[ (e) — é —
o = 5= (C.12)

tomamos 6 = 7/2, e, com isso chegamos a \/—¢g = C'\/A/B. Pela conservacao do fluxo de

energia, 0 = J/, = f%(‘]r‘/ g), 0 que nos leva a
A(r) oy
€u B(T’)C<T) = A,. (C.13)

Dividindo a expressao (C.8) por (C.13), obtemos:

7"
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onde Ay e A, sdo duas constantes arbitrarias. Diferenciamos a (C.14) com respeito a r

obtemos
d e A(r) o)) = ue (—A(r)C(r)B'(r) + B(r) (C(r)A'(r) + 2A(r)C'(r))) dr
du B(r) 9 EEQB(T)Q
22:;0(7’)du. (C.15)

Agora diferenciando com respeito a e chegamos a

4 [+ ur+Br)\ /53 u?+ B(r)dp
€ B €

de

Lte (u’B(r)A'(r) + B(r)*A'(r) — v A(r) B'(r)) dr
2e\ /53 B(r)?/u? + B(r)

u(p +¢€) E:du

ey/u? + B(r

Simplificando e escrevendo essas duas equagoes combinadas em termos de d/du e d/dr,

(C.16)

chegamos ao seguinte resultado

) u? du ) A B c ., B B
<U_jﬂ+300/u+<@'_D<A__B>+Cw__%W%lﬂ>M_ﬂ (C.17)

Onde iremos introduzir a nova varidvel

dIn(e + p)
2
v e 1 (C.18)

Fazendo os parénteses na expressao (C.17) iguais a zero, iremos encontrar o ponto

critico de acrec¢ao, localizado em r = r.. Dessa forma, temos

2

V2 = e T (C.19)
A B ) . B
m‘”Lwa‘mm]*aw”‘m@+mm>

Decompomos essa expressao em duas quantidades u? e v, e obtemos

Ye = T Am ) (C-20)
U2 — A(T)Cﬂ(’f’) (021)

sendo u? a velocidade critica do fluxo.
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A velocidade do som a ser calculada é expressa por

dp|  _ 4 B(r)

de|  =MaAEywe+Be) " €22

Cg2 =

=Tc

De acordo com o que definimos anteriormente, as quantidades A(r) e B(r) sao
constantes que dependem de r e sao positivas. Para qualquer métrica esfericamente

simétrica e estacionaria é possivel calcular o raio critico no espago-tempo dado.

A taxa de variacdo de massa de um buraco negro, é calculada integrando o fluxo

sobre a superficie bidimensional do BN ¢é dada por
M= /ngs (C.23)

Onde dS = /gdfde.

Usando (C.23) podemos obter a taxa de variagdo da massa de um buraco negro da
seguinte forma:
Moo = 4 AsM* (oo + €55). (C.24)

O resultado ¢é vélido para qualquer equagao de estado p(€) = p. Assim, a taxa de variac¢ao

de um ponto de massa orbitando ao redor de um buraco negro é calculada da forma
Moo = 4w AsM*(p + €), (C.25)

com isso, a taxa de variagao de massa para o objeto massivo, compacto, estatico e

esfericamente simétrico é completamente independente de A(r) e B(r).

De acordo com a expressao (C.25), observamos que a massa do buraco negro
aumenta para qualquer fluido na condicao de € + p > 0 na regido exterior. Na regiao
interna, supondo que o fluido se comporta como energia escura, entdao p + € < 0, entao a
massa do BN diminui.[47]

Em sintese, cendarios astrofisicos mais realistas nos mostram que a massa deixa de
ser uma constante pura e fixa, ou seja, ha uma evidente dependéncia da densidade de
energia e do tempo na massa do BN. Assim, o processo de acre¢ao resulta no aumento da

massa, por outro lado, a radiacao Hawking implica na sua diminuicao.
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Anexos



ANEXO A

Script Mathematica para os Perfis de

Intensidade da Sombra

O Mathematica é uma poderosa plataforma de computacdo que oferece uma ampla
gama de recursos para calculos matematicos simboélicos e numéricos. Ele nos permite
resolver equacoes, realizar integracoes numéricas, gerar graficos, entre outras manipulagoes

matematicas relevantes e de maneira eficiente.

Para abordar em nosso estudo o problema das sombras em BNs, analisamos
e reproduzimos um cédigo programado na linguagem do Mathematica, facilitado por
colaboradores de um grupo de pesquisa parceiro [7], de maneira privada, pois o c6digo
nao foi publicado. Por esse motivo, nesse anexo apresentamos uma descri¢ao sucinta da
sequéncia de passos que estruturam o programa, para dar uma nocao do processo de

resolucao do problema.

O codigo esta organizado em trés sequéncias, em que, primeiramente, é imple-
mentado o algoritmo béasico; em seguida, é aplicada a repeticao do algoritmo basico e
instrugoes de condicional para avaliacao de eventos fisicos; repete-se mais uma vez o
algoritmo integrador e as novas quantidades sao atualizadas e salvas em classes de listas.
Na tultima etapa, implementam-se os modelos matematicos para avaliar e exibir graficos

das solugoes do problema.

A seguir, detalhamos cada parte do cddigo.

A.1 Integrador Basico

Comecamos definindo as fungoes e as constantes iniciais; consideramos o horizonte
horSch = /4 — aa?. A fungao HorSch depende do parametro aa, que no nosso caso sera

fixado em zero (aa = 0);

Definimos os parametros fisicos do problema, como o raio inicial, ry, a massa do
buraco negro, definida em termos do raio de Schwarzschild (r; = 2M), o pardmetro de

impacto b e demais varidveis para a implementacao do cédigo.

Entao, usamos o comando NDSolve para integrar numericamente a equacao

diferencial dos eventos que monitoram a trajetoria da particula.
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A partir dessa etapa, é gerado um grafico paramétrico da trajetéria da particula

com o comando ParametricPlot.

Impomos mais condigdes a EDO e reproduzimos mais uma vez o calculo para a
trajetéria da particula; em seguida, armazenamos as quantidades obtidas e exibimos com

o comando \ Print o valor numérico para a imagem direta, efeito de lente e anel de fétons.

Ao final, os valores numéricos e graficos sao exibidos na tela.

A.2 Integrador Automatico para N Geodésicas

Repetimos os passos anteriores, definindo as fungoes e as constantes iniciais. Aqui
definimos os pardmetros iniciais (Tcent, Tend, X P, Y p) € 08 pardmetros que estao relacionados

a orbita da particula (bend, by).

-

E necessario resolver novamente a EDO, e isso é feito utilizando o comando
NDSolve. A seguir, é gerado um grafico paramétrico da trajetéria da particula com o
comando Parametric Plot. Nessa parte, o coédigo verifica se a variavel Xp > 0, caso

verdadeira essa condicao:

Calcule 7, uma pequena variagao de 7e,q (ponto onde a trajetéria foi interrompida);
» Determine o valor de ¢(r) (a inclinagao da trajetéria no ponto 7;,);
« resolver uma nova EDQO, para a Soll (trajetéria que continua a partir de 7;,);

« Plote a nova trajetéria P;, com as diferentes condigoes de Y;
Caso contrario (condicional \ False), nao hé necessidade de “plotar” uma nova
trajetoria.

Armazenamos as informacoes das trajetérias, dependendo de certos eventos e

adicionamos a figura atual \ Fligs a lista de figuras.

Implementamos o loop, onde definimos o nimero de etapas (200 nesse caso) e o
valor da variagdo € = by — bena/200. Para cada etapa de 1 até o ntimero de etapas, proceda

assim:

o ajuste o valor de r..,; para horSch;
e ajuste o valor de re,q para ser igual a 7r.epn;
e inicialize X, ¥, como 0;

« reduza o valor de by até e;
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Atualizamos as listas e armazenamos mais valores nessas listas e exibimos o gréfico

da figura.

Ao final, exibimos numericamente a quantidade de valores de cada lista e os

respectivos valores associados a estas listas.

A.3 Gerando mais Pontos para o Anel de Fétons

Repetimos todos os passos anteriores para calcular mais pontos da trajetoria da
particula. Em seguida, utiliza-se o comando Union para juntar as listas antigas com as

que foram geradas, e assim atualizamos os dados obtidos.

A seguir, exibimos os valores numéricos de cada lista e, apds isso, mostra-se o

grafico paramétrico da trajetoria.

Usamos o comando ListPlot para exibir o grafico das listas, que tem um significado

muito importante para o estudo.

A.4 Gerando os Perfis de Intensidade

Nesta parte do codigo, definimos as fungoes iniciais T, = V36 —aa? e
Liise(x_) =1If {lli’ > Tisco, m7

méxima emissao na 6rbita interna mais estavel (ISCO).

0}, do primeiro modelo a ser analisado: o que tem a

Exibe-se a seguir o gréifico da fungao Iys(x_ ), representado por 300 pontos, para
uma exibi¢do mais precisa, com valores para o eixo x variando de 0 a 12, e para o eixo y,
variando de 0.0 até 1.0.

A seguir definimos a funcao gg(x_):=,/1 — \/ﬁ, que calcula uma raiz quadrada
e trés listas sdo criadas (Directlm, LensedIm, LightRIm). Cada lista possui um par de

coordenadas ordenadas, onde a segunda coordenada é criada usando a fung¢ao gg(z_), e a

primeira utilizando a fungao I4sx(z_ ), apds isso, ordena-se as listas.

Exibe-se o grafico dessas listas e modifica-se a cor do grafico usando o comando
ColorFunction. A seguir, utiliza-se uma funcao de interpolac¢ao de ordem 1 usando o
comando (InterpolationOrder— 1) para criar fungées que podem estimar os valores

intermediarios entre os pontos interpolados com os dados originais.

Defini-se o conjunto de pontos inicial e final de cada lista e em seguida, realiza-se uma
integragao numérica (NIntegrate) para cada contribui¢ao desses dominios, normalizando

as listas.
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Exibe-se com o \ Print o peso relativo de trés componentes (DirectIm, LensedIm,

LightRIm), a seguir, utiliza a interpola¢ao para somar os perfis de intensidade.

Por fim, exibe-se o gréafico da soma do conjunto de pontos interpolados, e utiliza-se

novamente ColorFunction, para dar cor e forma aos resultados.

Utilizam-se os dados originais para exibir os perfis circulares, utilizando-se para
este propdésito uma fungao interpoladora, e em seguida, normalizando a fun¢ao. Para criar
o perfil circular, primeiro inicia-se com a tabela de dados original, e cria-se uma tabela
para cada variagdo de angulo t. Apds isso, cria-se uma nova tabela para cada conjunto de
dados adicional (com excec¢ao do primeiro), removendo as duplicatas, unindo essa nova
tabela com a anterior. Isso resulta em uma nova tabela que contém as coordenadas para
todos os conjuntos de pontos, sem repeticoes. O perfil circular é representado graficamente

com o comando ListDensityPlot.

Para o Modelo 2, no disco que chega a esfera de fétons, definem-se as funcgoes
iniciais z,, = V9 —aad?, Iyg(z ) = If [ZL‘ > Tph, m,()], e repetimos todos os
p

passos anteriores para representar os resultados dessa nova analise.

Por fim, o terceiro modelo, definem-se as fungoes iniciais z,, = Sqrt[4 — aa®] e

Z—tan~"!(z—5)
. — _2 T\ 7
Lysk(z_ ) = If |z > zpor, T an (e =5)"

repete-se todos os passos anteriores para exibir os resultados dessa analise.

0], do horizonte e do disco, respectivamente, e



