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Resumo

Neste trabalho, nos propomos a estudar dois problemas logisticos que modelam o com-
portamento de uma e duas espécies que habitam um ambiente limitado, onde a principal
ferramenta utilizada para abordar os dois problemas é o Teorema Global de Bifurcacao
de Rabinowitz, que faz parte da teoria geral de bifurcacao.

Palavras-chave: Teoria da Bifurcagao; Problemas Logisticos; Solugoes positivas.



Abstract

In this work, we propose to study two logistic problems that model the behavior of
one and two species that inhabit a limited environment, where the main tool used to
address the two problems is the Rabinowitz Global Bifurcation Theorem, which is part
of the general theory of bifurcation.

Keywords: Bifurcation Theory; Logistical Problems; Positive solutions.
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Notacoes

e RY denota o espaco Euclidiano n-dimensional;

e (O C RY & um dominio limitado em R";

e 0€) é a fronteira da 2;

e Q¢ o fecho de Q;

e Y ¢ a funcao caracteristica de B;

e B,(z) é a bola aberta de centro x e raio r > 0;

e B,(r) é a bola fechada de centro z e raio r > 0;

e dim(V') é a dimensao do espago vetorial V;

e Ker(L) é o nicleo do operador linear L;

e im(L) ¢ a imagem do operador linear L;

e span{x} é o espago gerado pelo vetor z;

e supp(p) denota o suporte da fungao ¢;

e sgnf € o sinal da funcao f;

o Ji(z) = det[f'(z)] é o valor do determinante jacobiano de f aplicado no ponto z;
e C() é o conjunto das fungoes continuas de Q em R;

e C*(Q) é o conjunto das funcoes k vezes diferenciavéis de Q em R;



v
o simbolo — denota a convergéncia em norma;
o simbolo — denota a convergéncia fraca;
o simbolo ‘25" denota imersdes compactas;
q.t.p. abreviacao para quase todo ponto ou quase sempre;
0(A) é o conjunto de autovalores reais da matriz A;
o(S) é o conjunto de autovalores reais do operador S;
o(—A) é o conjunto de autovalores do operador (—A, H}(Q));

os termos da forma U = (u,v) também podem ser escritos na forma matricial

u
U= . Da mesma forma para —AU = (—Au, —Av) que pode ser escrito
v
—Au
—AU = ;
—Av

| - ||« denota a norma usual em H}(€2), ou seja,
Julf2 =l ey = [ Vs
)

E denota o espaco Banach C(Q2) x C(€), com norma
1UN = llulle@ + vllog)

onde U = (u,v) € E;

E; denota o espago Banach C'(Q) x C''(€2), com norma

Ul = lluller @y + 1vllor@y;

a
z=(a,8)>00uz= >0, sea,>0;

B

| - ||z, € uma norma em H = H}(Q) x H}(Q), dada por

|U|la = HUHH&(Q) + HUHH(}(Q)

onde U = (u,v) com u,v € Hj ().



Introducao

Neste trabalho, temos por objetivo o estudo da existéncia de solugoes positivas,

via Teoria da Bifurcacao, para os seguintes problemas nao-locais

“Au=u ()\ - /QK(x,y)up(y)dy) . emQ

u =0, sobre 0f)

(P)

onde Q@ C RY é um dominio limitado de fronteira suave com N > 1, p > 0 e K :
2 x @ — R é uma funcdo nao-negativa com K € L>®(Q x Q).

O outro problema estudado ¢ dado por uma classe de sistemas de equacoes

"

—Au = (a - /QK(J:,y)f(u,v)dy) w+bv, em Q
—Av = (d - /Qr(x, y)g(u,v)dy) v+cu, em (Fo)

u=uv=0, sobre 0f)

\

onde Q C RY é um dominio limitado de fronteira suave com N > 1, K,I : OQxQ — R
sao fungoes nao-negativas que satisfazem algumas hipoteses que serao mencionadas
posteriormente, assim como as fungoes f e g. Temos a,b,c,d € R.

A motivacao para estudar os problemas supracitados é a equacgao logistica clés-
sica. Esta, trata-se de um problema local que normalmente é usado para modelar o
comportamento de uma espécie que habita em um dominio limitado @ C RY com
fronteira suave. Aqui estamos considerando que €2 é cercado por areas indspitas, em
consequéncia das condi¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas. Tal equacao logistica

classica é dada por



—Au = u(A —b(z)uP), em o
u =0, sobre 0f)

na qual u(z) denota a densidade populacional num ponto =z € Q, A € R é a taxa de
crescimento da determinada espécie e por fim, b(z) é uma fungdo positiva represen-
tando a capacidade de suporte, ou seja, descreve o efeito limitante da aglomeragao da
populagao e p > 0.

Tendo em vista que o problema (1) é local, entdo o efeito da aglomeragao da
populacao u em x somente dependerd do valor da populagao no mesmo ponto z. Mas
note que o problema (1) nao condiz com a realidade. Para melhorar o modelo e fazé-lo
mais proximo do fenémeno real, é necessario fazer uma analise do efeito de aglomeragao
nao s6 de um ponto isolado da area, mas também observar o que ocorre ao redor desse
ponto. Pensando nisso, Chipot em [11], estudou o efeito da aglomeragao dependendo do
valor da populagao em torno do ponto x, ou seja, o efeito da aglomeracao é diretamente

dependente da integral que envolve a fun¢éo u na bola B,.(z), com r > 0. Isto ¢é,

—Au=u <)\ — / b(y)updy) , em
QNBy(z) (2)
u =0, sobre 0f)

onde b é uma funcao continua nao-negativa e nao-trivial. Neste trabalho, estamos
estudando um problema mais geral, que é o problema (P).

Gostariamos de salientar que o termo “nao -local” também tem sido utilizado para
representar o processo de sele¢ao de uma populagao com base em critérios fenotipicos,
tal fato pode ser observado em [24].

Muitos trabalhos foram desenvolvidos com relagao a (P) considerando diferentes
condigoes sobre K. Um desses trabalhos ¢ o de Corréa, Delgado e Suarez em [12]. Eles

consideraram K com variaveis separavéis, ou seja,
K(z,y) = g(x)h(y), h>0,h#0eg>0em Q.

Com isso, eles provaram que (P) possui uma tnica solugao positiva para A > A, onde
A1 é o primeiro autovalor do menos Laplaciano.
Ao considerar g = 1, p > 1, sob condig¢oes de contorno de Neumann homegéneas,

Coville em [15] e Leman, Méléard e Mirrahimi em [20], provaram em seus trabalhos que
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(P) com sua solugao positiva ¢ capaz de atrair todas as possiveis solu¢oes da equagao
parabolica correspondente associada a (P).

Corréa, Delgado e Suérez em [12| consideraram ¢ >0, g #0,g=0em Qy C Qe
observaram que o problema (P) possui uma unica solu¢do positiva para A € (A1, \g),
na qual \g representa o principal autovalor do menos Laplaciano em 2.

Allegretto e Nistri em [1| provaram que para K(x,y) = Ks(|x —yl|), com Ks(|z —
y|) € C(RY) e /N Ks(|z — y|)dy = 1, para todo = com

R

Ks(lz —yl) =0, se [z —y| =6

Ks(|x — y|) limitada longe de zero, sendo |z — y| < u < 4.

Nessas condigoes temos que K se anula longe da diagonal de € x (.

Ja para o caso onde
K(z,y) > Ky >0, Y(z,y) € 2xQ

Leman, Méléard e Mirrahimi em [20] provaram a existéncia de uma solu¢do positiva
para (P) se, e somente se, A > \;. Um resultado anilogo também pode ser encontrado
em [15].

Sob a hipétese de p =1 e K € C°(Q x ) uma funcio ndo-negativa tal que para
todo ¢ > 0, tem-se

| Kamotis>o.

Em [10], Chen e Shi conseguiram mostrar que existe um \* > \; tal que (P) possui ao
menos uma solugao positiva para A € (A, \*]. Neste trabalho os autores utilizaram o
Teorema da Fungao Implicita.

Em [20], Leman, Méléard e Mirrahimi também estudaram o caso de N = 1. Nessa

situagao, (P) teré solugao positiva se,
K(zx,z) > Ky >0, Vz €Q.

Quando K(z,y) = Ki(Jxr —y|) e @ = (—1,1), tal que K : [0,2] — (0, 00) é uma

aplicagao continua por partes e nao-decrescente com

2
/ K\ (y)dy > 0.
0



Sun, Shi e Wang em [27] mostraram que (P) possui solu¢ao positiva.
Alves, Delgado, Souto e Suérez em [5] em seu trabalho, provaram a existéncia e
nao-existéncia de solugoes positivas para o problema (P). Mas para isso, estabeleceram

uma classe K formada por fungoes K : 2 x 2 — R onde tais fungoes satisfazem
o K € L*(QxQ)e K(x,y) > 0 para todos z,y € L.
e Se w é mensuravel e K(z,y)|w(y)Pw(x)*dzdy = 0, entdo w = 0 q.t.p em €.
QxQ
Eles consideram que K € K e atraves da Teoria da Bifurcacao mostram que
(P) tem solugao positiva se, e somente se, A > A1, onde A; é o primeiro autovalor do

Laplaciano. Esse trabalho é a base do Capitulo 2 dessa dissertacao.

Observe que a integral do problema (2) pode ser reescrita como

/ b(y)uPdy = / XB. () () b(y)uPdy.
QNB,(z) Q

Considerando K(z,y) = X, (¥)b(y) € K pois b é positiva em €, entdo pelos resul-
tados obtidos em [5], temos que o problema (2) tem solugao positiva se, e somente se,
A > A

Para o estudo do problema (F) nossa inspiragao foi o trabalho dos autores de
Lima e Souto em [22|, onde inspirados no trabalho de Alves, Delgado, Souto e Suarez em
[5], eles modelaram o comportamento de duas espécies habitando um dominio limitado
suave ) C RY. Com isso, o problema ganhou a forma matricial. A inspiracdo para
a realizagdo da pesquisa utilizando matrizes, segundo de Lima e Souto [22], vem dos
artigos de Corréa e Souto [13], [14] e Souto [26]. Em [26], por exemplo, Souto fez uma
pesquisa sobre a existéncia de solucao atraves do indice de ponto fixo em cones para

sistemas da seguinte forma

(

—Au =my (z)u+ miz(z)v + f(z,u,v), em Q

—Av = mogy (x)u + maa(z)v + g(z,u,v), em ) (Qo)

u=uv=0, sobre 0f2

\

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, M(z) = (my;(z)) e f,g
satisfazem algumas propriedades que sao necessarias para o desenvolvimento da pes-

quisa. Vale ressaltar que as pesquisas realizadas em [13], [14] e [26], que tratam-se de
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um problema local, é completamente diferente do estudo em [22], que é um problema
nao-local, eles adaptaram as ideias de [13], [14] e [26] e abordaram o sistema (F).
Neste trabalho, eles mostraram a existéncia de solugoes positivas para o problema (F)
através da Teoria da Bifurcagao e algumas hipoteses adicionais.

Para problemas populacionais de uma competicao entre duas espécies, o leitor
interessado em casos mais simples e introdutérios, pode observar no livro de Bassanezi
e Ferreira Jr., em [7], onde eles consideraram que a taxa de crescimento de cada uma
das espécies estudadas, seria reduzida por um fator proporcional a populacao da outra

espécie. O modelo estudado foi o seguinte

dx
g—t—x(a—bx—ay)
d—‘zzy(c—dy—ﬂm (z,y > 0)

onde, x e y sao as populacoes das espécies em estudo. O sistema indica que as taxas
de crescimento das duas populacoes sao inibidas de uma forma linear. Foi realizado
um estudo qualitativo de solugoes para o sistema acima.

Por fim, destacamos que este trabalho esté dividido em quatro capitulos e dois
apéndices. No Capitulo 1, apresentamos conceitos introdutoérios sobre a Teoria de
Bifurcagao, tais como: Bifurcacao do autovalor simples; Grau de Brouwer e Leray-
Schauder com suas principais propriedades; grau para aplicagoes continuas; entre outras
defini¢oes. Por fim, apresentamos o principal teorema do capitulo que é o Teorema
Global da Bifurcagao segundo Rabinowitz.

No Capitulo 2, norteados pelo trabalho de Alves, Delgado, Souto e Suérez [5],
definimos a classe de fungoes K citada anteriormente e usando a Teoria da Bifurcacao,
provamos em detalhes o seguinte teorema:

Teorema: Suponha que K € K. Entao o problema (P) tem uma solu¢ao positiva
se, e somente se, A > .

No Capitulo 3, seguindo as mesmas ideias desenvolvidas por de Lima e Souto
[22], supomos que K,I' € K e considerando a existéncia de v > 0, as fungoes f e g
satisfazem algumas hipoteses que se farao tteis no decorrer do trabalho, além disso
apresentamos propriedades de termos nao-locais e a formulagao matricial do problema
e incluimos um parametro ¢ no problema homogéneo.

No Capitulo 4, ainda norteados por de Lima e Souto [22], demonstramos em
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detalhes os seguintes teoremas

Teorema: Suponha que K,I' € K e as hipdteses de f e g vdlidas. Seja A =

a b , . .
( > uma matriz com a,b,c,d >0 e X\ > 0 seu maior autovalor. O sistema
c

(

—Au = (a — / K(z,y)f(u,v)dy)u + bv, em
Q

—Av = (d— / I'(z,y)g(u,v)dy)v + cu,  em
Q

u,v > 0, em ()

(u=v= 0, sobre OS2
tem solucao se, e somente se, X > A, onde \; € o primeiro autovalor do problema
(—A, Hy ().

No caso de f =g e K =T, provamos

Teorema: Suponha que K,I' € K e as hipdteses de f e g vdlidas. Seja A =

c d

a b , . . iy L
( uma matriz tal que: existe um maior autovalor positivo de A que € o unico
autovalor positivo A com um autovetor z > 0 e dimN (A — A) = 1. Entao, o sistema

(—Au: (a—/K(x,y)f(u,v)dy)u—l—bv, em )
Q

—Av = (d—/K(x,y)f(u,v)dy>v+cu, em )
Q

u,v > 0, em (2

u=uv=0, sobre 0f2

\

tem solugdo para todo X > Ay, onde \; € o primeiro autovalor de problema (—A, H}(2)).
No Apéndice A, recordamos alguns resultados importantes da Anélise do RY, me-
dida e integracao, espacos métricos, Analise Funcional e Algebra Linear. No Apéndice

B, apresentamos algumas propriedades do operador solugao S.



Capitulo 1

Conceltos Basicos da Teoria de

Bifurcacao

Neste capitulo, iremos introduzir alguns conceitos bésicos da Teoria da Bifurca-
¢ao0, na intencao de demonstrar o principal resultado desse capitulo, que é o Teorema
Global da Bifurcagao de Rabinowitz, tal teorema é a principal ferramenta utilizada
para demonstrar os principais resultados desse trabalho. Para isso, se faz necessario
definirmos os graus de Brouwer e Leray-Schauder e algumas de suas principais proprie-
dades. Para mais detalhes dos resultados que aqui serao apresentados e demonstragoes

dos teoremas, proposigoes e lemas apresentados nessa secao, ver as referéncias [3] e [4].

1.1 Ponto de Bifurcacao
Considere X e Y espacos de Banach. Consideremos a equagao

S(Au) =0, (1.1)

onde S : R x X = Y satisfaz

S(\,0) =0, VA€ER. (1.2)

Observe que, a equagao (1.1) tem solugao trivial, pois é satisfeita para u = 0.

Para as solugoes nao-triviais de (1.1), definamos o conjunto
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Ys={(\u) eRx X :u#0,5\u)=0}

Definigao 1.1. Um ponto de bifurca¢ao para (1.1) é um nimero real A tal que (5\, 0) €
g, isto €, A € um ponto de bifurcacdo se existem sequéncias (An) CR e (u,) € X\{0}

tais que
(a1) S\, u,) =0;
(b1) (Ansun) = (A,0).
A Teoria de Bifurcacao se propoe a garantir condi¢Oes nessérias para encontrar-

mos pontos de bifurcacao e, de modo geral, estudar a estrutura do conjunto >g.

Proposigio 1.2. Se A é um ponto de bifurcagio de (1.1), entdo S.(\,u) € L(X,Y)
ndo € invertivel. Em outras palavras, se S(A\,u) = AMu—T(u), onde T € L(X,Y), entdo

qualquer ponto de bifurcagao de (1.1) pertence ao espectro de T'(0).

A reciproca da Proposi¢ao 1.2 nao é valida. Vejamos este fato no seguinte exem-
plo.
Exemplo 1. Seja X =Y = R? ¢ seja S(\,u) = M — T(u), onde u = (x,y) e
T: X —Y ¢€definido como

T(z,y) = (z+y°,y —2°).
Assim, temos

S\ u) =u—T(u) =0 \Nx,y) =T(z,y) < Mo, y) = (z+v°,y — 2%

Logo, as solugoes de S(\,u) = M — T(u) =0 sdo os pares u = (z,y) € R? tal que

At =z +y?
Y (1.3)
Ay =y — a3
Um sistema equivalente ao (1.3) € o sequinte
A\vy = zy + y*
y=xy+y (1.4)

Ay = —ay + 2,

dat, x* + y* = 0, para que isso ocorra devemos ter x =y = 0, ou seja, (x,y) = u = 0,
sendo assim, tem apenas a solugao trivial, logo, nao existe ponto de bifurca¢ao. Por

outro lado,
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1 3y
T'(z,y) =
() ( —3z2 1 )

1 3.0 10
7'(0,0) = = =1
—3.02 1 01

ou seja, a derwada T'(0) ¢ a matriz identidade do My(R), e portanto A = 1 é um

assim,

autovalor de T'(0), de fato € o tinico autovalor.

1.2 A reducao de Lyapunov-Schmidt

Considere S € C2(R x X,Y) e A € R tal que

L=25"(}0) (1.5)

nao ¢ inversivel. Aqui estaremos considerando um nucleo nao-trivial. Seja V' = ker(L)

e R =im(L). Suponha que
(V) V tem um complemento topologico W em X;

(R) R é fechado e tem um complemento topologico Z em Y.

Pelos resultados de Analise Funcional, qualquer operador linear de Fredholm
L satisfaz as condigoes (V') e (R), pois V' tem dimensao finita, R ¢ fechado e Z tem
dimensdo finita. Além disso, se L é Fredholm com indice zero, entao dim(V') = dim(Z).

Se preservarmos a condi¢ao (V'), temos que existe W C X fechado tal que X =
V @& W, e para qualquer u € X existem tnicos v € V e w € W tais que u = v + w,
da mesma forma, se preservarmos a condi¢ao (R), existe um Z C Y fechado, tal que
Y = Z & R. Podemos também definir projecoes conjugadas P, () de Y sobre Z e R,

respectivamente. Defina u = v 4+ w, aplicando P e @ em (1.1) temos

PS(A\v+w)=0 (1.6)

QS(\, v+ w) =0 (Equagao Auxiliar). (1.7)



15

Lema 1.1. A equagao auziliar (1.7) possui uma inica solugao em W, localmente numa
vizinhanca de (5\, 0). Mais precisamente, existem vizinhangas A de 5\, Vo dev =20 em
V, Wy dew=0emW, e a aplicagio w = w(\,v) € C’z(f\ x Vo, W) tal que

QSN v+w) =0,(A\v,w) €A xVyx Wy < w=w(\v).

Além disso,

w(X0) =0, VAeA (1.8)
e
w! (A, 0) = 0. (1.9)
Ao substituirmos w = w(\, v) na equagao (1.6) obtemos a seguinte equacao de
bifurcacao

PS(\v+w(Av)) =0. (1.10)

Agora, suponha que exista uma sequéncia de solugoes para (1.10), tal que (A, v,) —
(5\, 0) com v, # 0. Definindo w,, = v, + w(\,, v,) teremos que S(\,, u,) = 0. E mais,
conforme (1.8) temos que w(\,, u,) — 0. Assim, se v,, # 0 entao u,, = v, +w(A,, v,) #
0, pois note que, se u, = v, + w(A,, v,) = 0, entdo teriamos ||w(A,, vy, )|| = ||vnl], divi-

dindo ambos os lados dessa igualdade por ||v,|| temos que

[0 (An, o)

=1
[[onl

0+

uma vez que, w(X, 0) = 0 para todo A € A e w/,(),0) = 0. Chegando a uma contradico.
Logo, (A, up) € solugao nao - trivial de (1.1). Com isso, mostramos o seguinte resultado.
Teorema 1.3. Seja S € CY(R x X,Y) satisfazendo (V) e (R). Suponha que a equagao
de bifurcag¢io (1.10) possui uma sequéncia de solugoes (A, v,) — (5\,0), com v, # 0.

Entao definindo w, = v, + w(\,,v,), tem-se que (A, u,) € Xg, u, — 0 e assim \é

um ponto de bifurcagcao de (1.1).

1.3 Bifurcacao de Autovalor Simples

Conforme o Teorema 1.3, iremos estabelecer condi¢oes de tal forma que a equa-
gao de bifurcagao (1.10) tenha solugoes. Primeiramente, vamos discutir o caso do
autovalor simples, ou seja, quando V' é unidimensional e a codimencao de R é um.

Vamos considerar as condigoes (V') e (R) validas, e mais
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(V1) existe u € X, @ # 0, tal que V' = span{u};
(Ry) existe p € Y, ¥ #0, tal que R={y € Y : (4),y) = 0} .

Observacgao 1.1. No caso em que X =Y e S(\,u) = u—AAu—T(u), com T continuo
eT(0)=0,T7'(0)=0, e Ae L(X,X) compacto, temos que L = I — M, na qual I ¢
o operador identidade em X . Suponha que \ € um autovalor simples de A, no sentido
(as) ker(I — AA) é unidimensional, e

(by) a codimensao de im(I — MA) € um, e ker(I — AA) Nim(I — AA) = {0}.

Assim, (az) e (b2) s@o equivalentes a (V1) e (Ry). Agora, considere v = tu, t € R,

assim a solugao da equagao auxiliar tem a forma w(\, v) = w(A, ta). Além disso, temos
PS(\ v+ w(\v)) = PSS\ tu+ w(A, ta)).
Logo, por (R;), a equagao da bifurcagao PS = 0 fica
BAt) == (¥, S(\, tu + w(A, ta))) = 0.

Pela propriedade (1.8) de w conseguimos

B(A,0) = (¥, SN\, 0+ w(A,0))) = (¢, S(A,0)). (1.11)
Como S(A,0) = 0, concluimos que

B(A,0)=0. (1.12)

Agora, vamos calcular a derivada parcial 3; de 8 com relagao a ¢

62()‘7 t) = <¢’ S;<>" tu + w(>‘7 tﬂ))[(ﬂ + w;()" tﬂ))(ﬂ)D

Para t = 0 temos

Bi(A0) = (¥, 5, (A 0+ w(A,0))(@+ wy (A, 0))())
= (¥, SL(A 0)[d 4w (A, 0)(@)])- (1.13)

Em particular, para A = A e usando (1.9) e (1.5) obtemos

~

BIA0) = (1, SL(N, 0)[(a + w (X, 0)(@)])
= (¥, S,(A\0)[(@+0-a])
= (¢, La),
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ou seja,
Bi(X,0) =0 (1.14)
pois Lu € im(L).

Por (1.13) temos que a segunda derivada mista J3;, satisfaz

A0) = (0, 81N 0)a+wl (A 0)(@)]) + (&, S (A, 0)[wfy(A, 0) (@)
= (0, SANO)a]) + (&, Llwf A (X, 0)(@)]).

Como L[w,'fi)\(;\,())(ﬂ)] € R, entdo (¢, L [w“\(/\ 0)()]) = 0. Assim, temos

(X, 0) = (v, 57 (A, 0)[a). (1.15)

Teorema 1.4. Considere (V1) e (Ry) vdlidas e suponha que

A 0)[d] ¢ R. (1.16)
Entdo, \ € um ponto de bifurca¢ao para S.

Demonstragdo. Defina uma fungao h € C*(RxR, R) em uma vizinhanga de (5\, 0) € R?

dada por
ﬁ()\’t), set+#0
h(\t) = t
Bi(A,0), set=0.

Pela igualdade (1.14) temos que h(},0) = 0, e por (1.15) temos

RA(A,0) = 55, 0) = (&, 5 (A, 0)[a]).

Logo, pela hipotese (1.16) segue que h’A(j\,O) # 0. Aplicando o Teorema da Funcao

Implicita sobre h, existe A = A(¢) definido em uma e-vizinhanca de t = 0, tal que

~

A0) = A, A(AE),8) = 0, Vit € [—e, .

Se h(\(t),t) = 0 para t # 0, entdo B(A(t),t) = 0, assim (A(¢),u(t)), com u(t) =
ta + w(A(t),t), € uma solu¢do da equagao de bifurcagdo PS = 0 tal que

~

(A(t),u(t)) = (A 0), quando t — 0.

Note que, quando t # 0 entdo u(t) # 0. Assim, deduzimos que A é um ponto de
bifurcacao de S. n

Observagao 1.2.

e O conjunto Xg de solugoes nao-triviais de S, € uma curva suave que tem uma

representacao cartesiana no nicleo 'V de L.
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e I possivel descrever Yg de maneira mais precisa. Note que

~

-3
LA,
Como
AN, 0) = (¥, S0\ (A, 0)[]) = a
€
H0) = S5, 0) =0,
obtemos,

1 A
Logo, se b # 0 entao

At) = A—

SHE

t+6(t), comt— 0.

Isso mostra que existem ramos de solugoes nao-triviais que se bifurca a partir de
(5\, 0) tanto para \ > X quanto para A < ), isto chama-se bifurcac¢do transcri-
tica. No caso em que b =0, a estrutura de Xg dependerd das derivadas de ordem
superior de S em relacao a u. Um exemplo € o caso de S ser impar em rela¢do

a u, assim temos

1 ~
N(0) =~ (0, St 0))
e se \"(0) # 0 teremos
N
A—=A\" 3 "
u=+ 5 u+0-(A=X), na qual c:= \"(0).

Logo, sec > 0, as solucoes nao-triviais se ramificam a direita de \, ou seja, A > A,
que chamamos de bifurcagao super-critica, no entanto se ¢ < 0 a ramifica¢dao

serd & esquerda de X\, A < A, isso chamamos de bifurcagao subcritica.

Figura 1.1: Tipos de Bifurcagao

b#0 b=0,c>0 b=0,¢c<0

Fonte: Ambrosetti e Malchiodi (2007, p.22) em [4].
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Retornando ao caso descrito na observagao (1.1), ou seja, quando X =Y e
supomos que S € da forma S(A\,u) = u—ANAu—T(u), onde A € L(X,X). Tendo

essa situacao, o teorema 1.4 fica da sequinte formas:

Teorema 1.5. Seja T € C*(X,X) tal que T(0) =0 e T"(0) = 0. Além disso, seja A
compacto. Entao, qualquer autovalor simples X de A é um ponto de bifurcagao para

S(A\u) =u—NAu—T(u) =0.

1.4 Grau de Brouwer
Vamos supor que:

(a3) 2 C RY, um conjunto aberto limitado com fronteira 9<;

(b3) f:Q — RY uma aplicacdo continua, onde as componentes de f serdo denotadas

por fi;
(c3) p € RY tal que p & f(09).

Para cada terna (f,(2,p) que satisfaz (a3) — (c3) é possivel associar um inteiro
d(f,Q,p), que chamamos de grau de f (com relagao a Q2 e p). O namero d(f,$2,p)

tem as seguintes propriedades béasicas:
(P1) Normalizagao: se I denota a aplicacido identidade em RY, entao

1, se p € €
d(I,Q,p) =

0, se p ¢ Q.
(P2) Propriedade de solugao: se d(f,2,p) # 0, entao existe z € Q; f(z) = p;
(P3) d(f,Q,p) = d(f —p,Q,0);
(P4) Aditividade: Seja Q2 = Q; U Qy, se Q3 NQy = 0, entao

d(f7Q7p) = d(f7 Qlap) + d(f7 QQyp)'

Faremos agora um procedimento nao usual para definir o grau, omitindo a consis-
téncia da definigao e a verificagao das propriedades (P1)—(P4). A construgao completa

serd feita posteriormente.
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Inicialmente, considere f uma aplicacao de classe C' e p um valor regular. Lem-
brando que, por defini¢do, p é um valor regular de f, se o Jacobiano Jy(x) é diferente
de zero para todo z € f~'(p). Assim, se p é um valor regular, entao o conjunto f~!(p)
¢ finito. Logo, para p um valor regular de f, podemos definir o grau de Brouwer da
seguinte forma:

Definig¢ao 1.6. Seja f : Q — RY de classe C' e p ¢ f(0Q) um valor reqular de f.

Definimos o grau topoldgico de Brouwer da aplicagio f em relagio a £ no ponto p,

como sendo o numero inteiro

d(f,Qp) = Y sgn[Js(x)] (1.17)
zef~(p)
onde, para b € R\{0},
1, seb>0
sgn(b) = * (1.18)
—1, se b < 0.

Note que a defini¢ao de grau de f em (1.17) satisfaz as propriedades (P1) — (P4).
Definimos o conjunto Sy como sendo Sy = {z € Q: Jp(x) = 0}.
Exemplo 2. Considere a aplicagio ¢ : Q — R, definida por ¢(x) = senx, com
Q=0,m) ep= g Nosso objetivo € calcular o grau topoldgico de Brouwer de ¢ com

relagdo a €2 no ponto p, ou seja, d(p,$2,p). A principio, para garantir que d(p,€2,p)
estd bem definida, devemos verificar que p ¢ p(02) U ¢(S). De fato,

0 ={0,7} = ¢(0Q) = {sen 0,sen 7} = {0}
©(S) ={x € (0,7);cosx =0} = {g} = ¢(S) = sen < > = {1}
Logo, ¢(0Q) U p(S) = {0,1}. Com isso, concluimos que p = Z ¢ {0,1}. Assim,
o1 ({ }) {&1,&} e pela defini¢ao de grau

d(p.0m.5) = 2 son(J,L)

fee1({0})

Portanto,

d (. (0.m).5) = son(¢/() + sgn(¢/(&2))
= sgn(cos(&)) + sgn(cos(&2))
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E possivel expandir a definicao acima a qualquer funcao continua f e qualquer
ponto p. Para isso, serd necessario utilizar um procedimento de aproximacao. Primei-
ramente, para aproximar p por valores regulares p; aplicaremos o Teorema de Sard.

Teorema 1.7 (Teorema de Sard). Seja f € CHQ,RY) e Sp = {z € Q: Jy(z) = 0}.

Entao, f(Sf) € um conjunto de medida nula.

O conjunto Sy é chamado de conjunto dos pontos singulares de f. Para
qualquer u onde f(u) = p, chamamos de solugao nao singular da equagao f(u) = p se
u ¢ Sy. Conforme o Teorema de Sard, f(Sy) tem medida nula, assim o complemento de
f(S}) é denso em RY. Logo, existe uma sequéncia (py) ¢ f(Sy) tal que pr — p, quando
k — oo. Quando pj esta suficientemente proximo de p, entdao pj satisfaz (c3) sendo
assim ¢ coerente definir d(f, 2, pr) dado em (1.17). Além disso, é possivel mostrar que
para k > 1, d(f, €, pr) é constante e independe da escolha da sequéncia (pg). Dessa
forma, podemos definir o grau de f € C*(Q,RY) N C%(Q,RY) em qualquer p ¢ f(05)
como

Da mesma forma, seja f € C°(Q,RY) ep ¢ f(09). Pelo Teorema de Aproximagao
de Weierstrass, temos que existe uma sequéncia (f;) C C*(Q,RY)NC(Q, RY) tal que
fr. = f uniformemente em .

Se K > 1, entao qualquer (fx, 2, p) que verifica (a3) — (c3) pode-se considerar o
grau d(fi, 2, pr). Assim, lim d(fx, 2, p) independe da escolha da sequéncia (fy) e dessa

forma podemos definir o grau de f por

O grau definido acima possui uma importante propriedade que é a invariancia
por homotopia, que é uma aplicacio H = H(\, z) tal que H € C°([0,1] x Q,RY).
Esta aplicacao H é admissivel, com respeito a ) e p, se H(\, x) # p para todo (A, z) €
[0,1] x 092.

(P5) Invaridncia por homotopia: Se H é uma homotopia admissivel, entao

d(H(\,-),Q,p) = constante, VX € [0, 1].
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Em particular, se f(z) = H(0,z) e g(z) = H(1,z), entdo

d(f,,p) = d(g,92,p).

Uma consequéncia imediata da invariancia por homotopia ¢é a seguinte:

Teorema 1.8 (Dependéncia dos valores de contorno). Sejam f,g € C°(Q, RY) tal que
f(z) = g(x), para todo x € O e seja p & f(ON) = g(0NQ). Entao,

d(f,Q,p) = d(g,Q,p).
Agora, vamos apresentar mais algumas propriedades do grau:

(P6) Continuidade: Se f; — f uniformemente em €, entdo

d(fx, 2, p) = d(f,Q,p).

Além disso, d(f,, p) é continuo com respeito a p.

(P7) Propriedade de Excisao: Seja )y C 2 um conjunto aberto tal que f(x) # p,
para todo x € Q\€). Entao,

d(f7Q7p) = d(f7 QOap)‘

A propriedade (P7) nos possibilita a definir o indice de uma solugao isolada
f(z) = p. Considere xy € Q tal que f(xy) = p, e suponha que existe r > 0 tal

que f(x) # p, para todo z € B,.(x¢)\{zo}. Usando a propriedade de excisao, com
Q = B, (x¢) e Qo = B,(z0), p € (0,r) deduzimos que

d(fa Bﬂ(x0)>p) = d<f7 Br(x0)7p)v Vp € (07T)'

Este valor comum ¢ definido como sendo o indice de f com respeito a xy, denotado

da seguinte forma:

Z(f’ ‘TO) = })li%d(f, BP(IO)wp)a b= f(x[))

também podemos denotar como i(f, zo) = d(f, B,(x¢),p), para todo p > 0.

Além disso, se f~1(p) = {x1, 29, -+ , 2}, 2; € Q, entdo

(P8)

d(f,2,p) =Y i(f,;).

Jj=1
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Para provar essa propriedade (P8) basta considerar p > 0 tal que B,(x;) N
B,(z;) = 0 para todo i # j. Fazendo Qy = B,(x1) U---U B,(x)) ¢ usando as proprie-
dades (P4) e (P7) obtemos

d(f797p) = (7QO p)
= d(f, Bp(x1),p) + - -+ +d(f, By(x), D)

:Zfo])

7=1

:fo]

Sejam f € C1(Q,RY) e p um valor regular de f (J¢(zo) # 0), para todo zy €
f~Y(p)). Ja sabemos que se p ¢ um valor regular de f, entao temos o conjunto f~!(p)
discreto. Em particular, qualquer solu¢ao zq de f(z) = p é isolada. Sendo assim, é
coerente considerar o indice i(f, xg).

Lema 1.2. Suponha que f € CHQ,RY)NCQ,RY) e seja 29 € Q tal que p = f(x0)

€ um valor reqular de f. Entao,

i(f, 930) = (—1)6

onde B € a soma das multiplicidades algébricas de todos os autovalores negativos de

(o).

1.5 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Aqui, estamos supondo que d(f, 2, p) satisfaz todas as propriedades apresentadas
anteriormente, além de estar bem definido. De fato, veremos que com essas informagoes
podemos obter o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Para isso, se faz necessario o
seguinte resultado preliminar. Seja B; = {z € R : |z| < 1} a bola unitaria aberta em
RY.

Teorema 1.9. A esfera unitiria 0B, ndo € um “retrato” da bola unitdria B,. Isto
¢, ndo eriste uma aplica¢do continua f : B — OB, tal que f(x) = x, para todo
T e 8§1

Observacao 1.3. Note que, de forma geral, se ) € qualquer aberto limitado e convexo
ou se § € um dominio limitado homeomorfo a um conjunto convexo, entao nao €

possivel “retratar” € sobre sua fronteira 0S2.
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Teorema 1.10 (Teorema do ponto Fixo de Brouwer). Se f € uma aplicagdo continua

de um conjunto convexo fechado e limitado C C RY, entdo existe z € C tal que
flz) ==

Demonstragao. Seja C' o fecho da bola unitaria B; em RY. Se f(x) # z para todo
r € By, entao defina f : B; — 0B tal que f (x) é a intersecgao de JB; com a semi -
reta que passa por f(z) e z. Observe que f(z) é continua tal que f(x) = z para todo
x € 0B, contradizendo o teorema (1.9). Para o caso em que C seja qualquer conjunto

convexo limitado e fechado sera andlogo ao comentario da observagao (1.3). ]

1.6 Definicao Analitica do Grau de Brouwer

Agora, vamos fazer uma construcao do grau topoldgico e suas propriedades atra-

ves de uma abordagem mais analitica, diferente do que foi feito até agora.

1.6.1 Grau para Aplicagao C?

Suponha que as condigoes (a3) — (c3) sdo vélidas. Considere f € C?(Q, RY) e seja J;(x)

a matriz Jacobiana de f. Da condigao (c3) temos que
min{|f(x) — p| : x € 02} > 0.
Escolha a > 0 tal que

a < min |f(z) - p|

e considere uma fungado continua de valor real ¢ definida em [0, 00) e tal que
(a1) supp() C (0,00);

(by) / o(lal)dz = 1,
RN
assim, podemos enunciar:

Definigao 1.11. Para f € C1(,RY) definimos

A(f,0p) = / (1 (2) — p) Ty (@) d.

Para justificar essa definicao, basta mostrar que ela independe da escolha de a e 3
satisfazendo (a4) e (by), mais precisamente, é necessario mostrar que se aq, 1, aa, P2

satisfazem (a4) e (by) entdo

/9901(’f(:c) — p|)Jy(x)dx = /Qapg(|f(x) — p|)J;(z)dz.
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Exemplo 3. Seja f = A € L(RY) com A ndo singular. Entdo,
a4 = [ olA) =p)Ja@)da
= [ el - ) det(A)da
— sqnldet(4)] | p(1A() ~ p]det(A)jds

Q

consequentemente,
1400 = [ oy = phsgnidet(4)dy. (119
Q

Tome o < mingg |A(x) — p| tal que

Como o suporte de ¢(- — p) estd contido na bola B, (p), entdo temos que

sgn(det(A)), sep e A(Q)

A4, p) = 0, sepé¢ A(Q)

pois o suporte de ¢ estd fora de A(S?) assim (1.19) € 0. Particularmente,

1, sepe(

d(I,9Q,p) =
0, sepé¢Q

ou seja, (P1) € vdlida.

1.6.2 Grau para Aplicagcoes Continuas

Veremos agora a definigdo de grau para aplicagoes continuas f que satisfazem (a3)—(c3).

Lema 1.3. Parai = 1,2, seja f; € C*(Q,RY) tal que |f;(x) — p| > a > 0, para todo

x € 0. Dado ¢ € (O, %), suponha que |f2(z) — fi(x)| < e, para todo x € Q. Entdo,

d(f1,$%p) = d(f2, 52, p)

Com o Lema acima, temos condi¢oes de definir o grau de qualquer que seja a

aplicagao continua

f:Q—RY tal que f(z) #p, Ve Q.
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Sendo C%(Q,RY) denso em C°(Q,RY), devido ao Teorema de Aproximacio de Wei-
erstrass, entdo existe uma sequéncia de fungdes (f,) € C*(Q,RY) N CO(Q,RY) que
convergem uniformemente para f em 2. Como f(x) # p para todo z € 95 e pela
convergencia uniforme f;, — f, temos que fi # p para todo z € 0f) e para k suficien-
temente grande, assim conseguimos o grau de f; para todo k > 1, ou seja, d(fx, 2, p)
estd bem definido. E mais, pelo Lema 1.3 temos que d( fx, §2, p) é constante para k > 1.

Com isso, podemos definir o grau de f com respeito a {2 e p como

1.7 O Grau de Leray-Schauder

Normalmente, em equacoes diferenciais, os espacos de fungoes que se trabalha sao
espagos de dimensao infinita. Com isso, surgiu a necessidade de estender a definigao
do grau para espagos de dimensao infinita. A partir dessa necessidade, surgiu o grau
de Leray-Schauder, ou seja, o grau para aplicagoes f € C°(X, X), com X um espago

de Banach e f é uma perturbacao compacta da identidade I = Ix.

1.7.1 Definindo o Grau de Leray-Schauder

Considere D um subconjunto aberto e limitado do espaco de Banach X. Vamos traba-
lhar com perturbacdes compactas da identidade, ou seja, com operadores S € C°(D, X)
tal que S =1 — T, onde T é compacto.

Vamos provar que, se G é um subespaco fechado de D, entdo teremos que S(G)
é fechado em X. De fato, considere G C D fechado e (u,) C G tal que S(u,) — uy em
X. Mostremos que uy € S(G). Sabemos que T' é um operador compacto, sendo assim,
existe uma subsequéncia (u,;) de (u,) e vo € X tal que T(u,;) = vo em X. Como
S =1-T, temos

S(uni) = I(tn;) — T (tns)

ou seja,

S(Un;) = tn; — T(Un;) = Un; = S(Un;i) + T(Un;)- (1.20)

Como T (tn;) — vo € S(u,) — ug, passando o limite em (1.20) temos wu,; — ug + vp em
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X. Pela continuidade de S, obtemos
S(tp;) — S(ug + vg)
e pela unicidade dos limites, temos
S(ug + vg) = uo.

Como G é fechado em X, (u,) C G e u,; — ug + vy, entdo ug + vg € G. Logo,
uy € S(G), ou seja, S(G) é fechado, com G fechado, como queriamos. Em particular,
S(0G) é fechado, pois 0D é fechado.

Agora considere p ¢ S(0D) e S(0D) é fechado, assim

r = dist(p, S(0D)) > 0.

Pela compacidade de T, existe uma sequéncia T}, € C°(D, X) tal que T}, — T unifor-

memente em D e

Ty(D) C F, C X, com dim(Fy) < oo. (1.21)

(Ver Brezis em [9]). Iremos definir o grau de I — T" como sendo o limite dos graus de
I T}, que vamos apresentar agora. Para isso, é necessario alguns conceitos preliminares.
Considere uma aplicacdo ¢ : © C RY — R™ com M < N, onde ¢ € C°(Q2, RM).
Considere RM um subespaco de R cujos pontos tem N — M coordenadas nulas, ou
seja,
RY ={z eRY :a2ppy1 = =2y =0}
A funcao ¢ descrita anteriormente, pode ser considerada como uma aplicacao com

valores em RY, na qual as N — M tultimas componentes sao nulas, ou seja,

Sejam g(z) =  — () e gy € CO(QANRM RM), onde gy, denota a restricio de g em
QNRM, ou seja,
g = Glargpm-

Vamos mostrar que se p € RM\g(90), entao

d(g,9,p) = d(ga, QN RY  p). (1.23)
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Considere z € Q tal que g(z) = p, entdo p = z — ¢(x) implicando que =z = ¢(x) + p.
Como ¢ tem posto finito em RM e p € RM\g(90Q), entdo x € QNRM ou seja,

Assim, mostramos que g~1(p) C g;} (p). A inclusao contraria ¢ trivial, assim consegui-

mos que
97" (p) = ga1 (). (1.24)

Vamos supor que QNRM =£ (), pois caso contrério teriamos g;j (p) = 0 e como conclui-
mos que ¢~} (p) = g,/ (p) entdo g~ (p) = 0. Tome ¢ € C' definido da mesma forma em

(1.22), e tome p um valor regular de g5;. Entdo, por (1.17) temos

d(g,p) = Y sgnl[Jy(x)],

z€g~1(p)
assim, consequentemente
g(x) = z—o(x)
= (21— di(@), -, om — dm(T), Tprgr, -+, TN)
(o) G (@)

= (G1<x)? aGM(x)7$M+17"' 7xN>

ou seja, a matriz Jacobiana ¢'(x) esta na forma triangular

0 Ipn—m

Logo, sgn[Jy(x)] = sgn[Jg,,(x)]. Assim,

d(g,2p) = Y sgnlJy()]

z€g~1(p)

= Z sgnlJg,, ()], pois 97 () = 9x ()

z€gy, (p)

= d(gM,QﬂRM,p)

provando (1.23) com p valor regular de gy;.

Para um caso mais geral usamos o Teorema de Sard, dai

d(g,9,p) = d(ga, 2N RY  p).
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Agora, podemos definir o grau para aplicagoes g tal que g(z) = x — ¢(x), onde

¢(D) esta contida em um subespaco de dimensdo finita F' de X. Considere p € X,

p & g(D). Seja Fy um subespaco de X contendo F e p. Sendo, g1 = |5np,, podemos
definir
d(g,D,p) = d(g1, DN Fy,p). (1.25)

Vamos provar que (1.25) independe de Fj. Considere Fy outro subespago de X
talque FF C Fyep € Fy, logo F C F} C Fy e p € F1NF,. Pela igualdade (1.23) temos:

d(guD N Eap) = d(g|5ﬁF1ﬁF27D N Fl N F2)7i = 172

Mostrando que a defini¢cao (1.25) é consistente, ou seja, ndo depende da escolha dos
subespacos Fj;.
Voltando a aplicacao S = I — T, com T compacto. Seja T, — T satisfazendo

(1.21) e seja S, = I — T}, onde k ¢ tal que
sup | T'(x) — Ti()]| < - (1.26)

Assim, p ¢ Si(D), fazendo sentido considerar d(Sg, D, p) definido em (1.25).

Definigao 1.12. Seja p ¢ S(0D), onde S =1—"T com T compacto. Definimos
d(S7Dap) = d([_TkaDap)
para todo Ty, que satisfaz (1.21) e (1.26).

Vamos mostrar que o grau nao depende da aproximacao 7T}, com isso conseguimos
justificar essa definigdo. Seja T;, com ¢ = 1,2 tal que (1.21) e (1.26) se verificam.

Considere F; subespacos de dimensao finita tais que
T,(D) C F.
Se F' é o subespago gerado por F; e F; usamos a defini¢ao (1.25) e temos
d(S;, D,p) = d(Silpnp, DN F,p),i =1, 2.

Considere a homotopia H, dada por

H()‘7 ) - )‘Sl|ﬁﬂF + (1 - )‘)SQ|50F> A€ [07 1]'
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Suponha que H ¢ nio admissivel, logo H (), z) = p para algum x € 9(D N F) ¢ algum
A € [0, 1], segue que
AS1(z) + (1= N)Sqa(z) =p
Az = Ti(x) + (1= ANz —Ta(z)) = p
At — AN (z) + o — Th(x) — Ae + NTh(x) =p
x—MN1(z) — (1 =NTy(z)=p
x—T(@)+T(x) — N1(z) — (1 = N)T(z) =p
S(@) + MT(z) = Ti(x)) + (1 = (T (x) = Ta(x)) = p
p—5(x) = MT(x) = Ti(x)) + (1 = A)(T'(z) — Tz(x))
lp = S@)| = IMT(x) = Ti(z) + (1 = A)(T(z) — Tr(x))]].

(I A

Temos que x € J(D N F), assim por (1.21) e (1.26) conseguimos

NI+ = N)(T(2) = Ta(2))]

r<lp=5S@) < [MT(z) =Tz
= A(T(z) = Ta(@)[| + (1 = N[(T(2) = To ()|

r

r
< A=+ (1=-XN==-=
;tA=N5=5
o que é um absurdo. Logo, H é admissivel em D N F', entdo p ¢ H(A,x) para © €

d(D N F). Com isso, temos
d(S1|pnr, DN F,p) = d(Sa|5np, DN F, p)

justificando a definicao.

Note que, o grau de Leray-Schauder satisfaz as mesmas propriedades (P1) — (P8)
que o grau de dimensao finita (com 2 no lugar de D). Na propriedade de invaridncia
por homotopia (P5), temos que lidar com homotopias H(\,z) € C°([0,1] x D, X) tais
que para todo A € [0, 1], H(-,\) é uma perturbagao compacta da identidade.

Também podemos expandir a nogao de indice de uma solugao isolada zy de S(z) =
x —T(z) = p, por

i(S,zg) = ll_r)% d(S, B.(z9),p), p= S(z0)
na qual B, (z9) = {z € X : ||z — x| < r}.

Lema 1.4. Seja T € C°(X, X) um operador compacto e diferencidvel em xo. Entao,
T'(zg) € um operador linear compacto, por isso existe somente um nimero finito de

autovalores de T'(xo) contidos em (0,1) e cada um tem multiplicidade finita.
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Lema 1.5. Seja T € CY(D,X) um operador compacto, e suponha que 1 néio é um
autovalor de T'(zy). Sejam S(x) =x —T(x) e, zg € X, tal que S(xo) = p. Entao,

Z(S, l‘o) = d(Sl(Io), Br(l'()),p), r < 1.

Lema 1.6. Seja L uma aplicagcao linear compacta em X e suponha que 1 nao seja um

autovalor de L, entdo

d(I — L, B,(0),0) = (=1)%, r>0
onde B ¢ a soma das multiplicidades algébricas de todos os autovalores de L contidos
em (0,1).

Teorema 1.13. Seja T € CY(D,X) um operador compacto tal que 1 ndo seja um

autovalor de T'(xy), para algum xo € D. Entao, sendo
S(x) =z —T(z) e S(xo) = p,
temos que xo € uma solugao isolada de S(x) =p e vale
i(S, z0) = (_1)67

onde € a soma das multiplicidades algébricas de todos os autovalores de T'(xq) con-
tidos em (0,1).

1.8 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Mostraremos como o grau nos permite obter um resultado classico sobre a exis-

téncia de pontos fixos de uma aplicacao compacta.

Teorema 1.14. Seja D C X wum subconjunto aberto, limitado e convexo do espaco
de Banach X tal que 0 € D e seja T € C°(D,X) um operador compacto tal que
T(D) C D. Entdo T tem um ponto firo em D, isto é, existe

z € D tal que T(z) = z.

Demonstragao. Se existe x € 0D com T'(x) = z, o teorema estd demonstrado. Logo,

podemos supor que
T(x) # x,Vr € OD. (1.27)

Com isso, podemos definir o grau de d(I — T, D, 0), assim nosso objetivo sera mostrar
que d(I —T,D,0) # 0 provando o teorema.

Defina a homotopia H : [0,1] x D — R, dada por H(\,z) = 2 — AT (z), A €
[0,1],2 € D. Para cada X € [0,1], considerando H(),-) : D — R com x — H(\, 1)

¢ uma perturbagao compacta da identidade em X.



32
Afirmagao 1.15. H(\,z) # 0, para todo (A, z) € [0,1] x ID.

De fato, suponha por absurdo que existem & € 9D e \ € [0, 1] tais que H(A ,T) =
0, sendo assim, # = AT(&). Por (1.27) temos A < 1. Como por hipotese T(D) C
D, temos que T(&) € D, assim A < 1 e como D é convexo temos que AT'() € D
contradizendo o fato de \T'(&) = & € dD. Logo, H(\ ) # 0 para todo (A, z) €
[0,1] x D, ou seja, H é uma homotopia admissivel.

Pela propriedade de invariancia homotopica do grau, temos
d(I -T,D,0)=4d(I,D,0) =1,

pois 0 € D. Aplicando a propriedade da solugao, tem-se que existe x € D tal que
x—T(z)=0. L

1.9 Generalizacao da Invariancia Homotopica

A propriedade (P5) sera util na demonstra¢do do principal resultado desse ca-
pitulo que é o Teorema Global de Bifurcacao segundo Rabinowitz. Para isso, vamos
apresentar a propriedade (P5) em uma versao mais geral.

Considere X um espago de Banach e um subconjunto U C [a,b] x X aberto e
limitado. Defina

Uy={zreX:(\z)eU},

onde a fronteira de U, denotaremos por OU,. Note que, em geral temos 90U, C (OU),.
Seja H(A\,z) =z — K(\,z), onde K(J\,-) é compacto e 0 ¢ H(OU). Essa aplicagdo H
¢ chamada de homotopia admissivel sobre U. Se H é uma homotopia admissivel para
todo A € [a,b] e para todo x € 9U,, isto ¢, Hy(x) := H(\ ) # 0, assim faz sentido
considerar d(H,y, Uy, 0).

Teorema 1.16. Se H ¢ uma homotopia admissivel sobre U C [a,b] X X, entao

d(Hy,Uy,0) = constante, Y\ € [a, b].

1.10 O Teorema Global de Bifurcacao segundo Rabi-

nowitz

Para mais detalhes dessa secao, veja a Se¢ao 3.7 do Capitulo 3 da referéncia [4].
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Sejam X um espago de Banach, A € £(X) ¢ compacto e T € C'(X, X) compacto
tal que T'(0) = 0 e 7"(0) = 0. Defina o conjunto

Y= {(Au) €Rx X,u#0:S(u) =0},

onde Sy(u) = u — AMu — T(u). Sabemos que se (A,0) € ¥ entdo A ¢ um ponto
de bifurcacdo para Sy = 0. Uma componente conexa de ¥ é um conjunto conexo
fechado C C ¥ que é o méaximo em relacdo a inclusdo. Pelo Teorema de Bifurcacao
de Krasnoselski, se A ¢ um autovalor impar de A, entao A é um ponto de bifurcacao.
Considere C uma componente conexa de ¥ contendo (5\, 0).

Rabinowitz propoe uma melhora no resultado apresentado por Krasnoselski, mos-
trando que C ¢ ilimitado em R x X ou atende outro ponto de bifurcacao de S, = 0.
Denotaremos por o(A) o conjuntos dos autovalores de A. Antes de demonstrarmos o
teorema, precisaremos de dois resultados preliminares, que enunciaremos a seguir.
Lema 1.7. Seja C uma componente conexa de ¥ contendo (5\,0) e suponha que C €

limitado e ndo contém nenhum ponto (\*,0) com \* € o(A), \* # . Entao, existe um

conjunto aberto O C R x X tal que

(i1) C C O;

(is) 00NY = 0;

(is) ON(Rx{0})=(A—e,A+¢e) come >0, a distincia de C e (o(A)\{\} x {0};
(is) Eziste a > 0 tal que se (A, u) € O com |A— | > ¢, entio ||u| > «.

Lema 1.8. Sejam Cy, Cy subconjuntos fechados e disjuntos do espag¢o métrico compacto

J. Se nao houver componentes conexas de J com intersecao nao-vazia com Cq,Cy,
entao J = K, U Ky com Ky, K, fechados, e KiN Ky, =10, C; C K, Cy C K.

Agora, enunciaremos o Teorema de Rabinowitz e faremos um esbogo dos princi-
pais pontos da demonstragao.

Teorema 1.17 (Bifurcagdo Global de Rabinowitz). Seja A € L(X) um compacto e
seja T € CHX,X) compacto tal que T(0) = 0 e T'(0) = 0. Suponha que X\ é um
autovalor de A com multiplicidade impar. Seja C a componente conezxa de ¥ contendo
(A, 0). Entdo

(A) C é ilimitado em R x X, ou

(B) existe \* € o(A)\{\} tal que (\*,0) € C.
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Demonstrag¢ao. Suponha por contradi¢ao que (A) e (B) nao sdo validas, assim pelo
Lema 1.7 conseguimos um conjunto aberto O satisfazendo (i;) — (i4). Usaremos a
invariancia de homotopia geral (Teorema 1.16) aplicada & homotopia Sy. Para ajudar
o leitor dividimos a demonstracao em etapas.

Passo 1: Considere um S tal que Os = 0 e considere um intervalo J = [5\ +
2¢, B]. Tome € menor possivel, podemos assumir que nenhum ponto de o(A) pertence
a (5\, A+ 2¢]. Usando a propriedade (i4) do Lema 1.7 tem-se que Oy N B, = 0, para
todo A € J. Esta e as outras propriedades de O indicadas no Lema 1.7 implicam que
Sx(u) # 0 para todo u € d0, e todo A € J, pois temos que dO0\NX C (00), NE = .
Assim, S\(u) # 0 ou u = 0. Note que u € 90, C (00),, implicando que u € (00),.
Com isso, (A, u) € 00. Se u = 0, entao (A, 0) € 9O com A > A + 2¢, chegando a
uma contradi¢ao, pois pela propriedade (i3) do Lema 1.7 temos que (\,0) € 9O para
rxe(A—e d+e).

Segue que pela invariancia de homotopia deduzimos que d(Sy, O,,0) é constante

para todo A € J. Em particular, como Og = () temos
d(Syioe, Ori2:,0) = 0. (1.28)

Passo 2: Pegue ¢’ € (0,¢) e defina J' = [A+¢’, A + 2]. Como .J' ndo contém qualquer
ponto em o(A), e C N (J' x X) é compacto, existe pg > 0 (com py < «) tal que
XN (J' x B,) = 0 para todo 0 < p < py. Assim, Sy é admissivel no conjunto
O'=0n(J x (X\B,)) e af vale

d(S/\+E/, O/j\+5/’ O) - d(S}\
\B, e O’

A2e o
d<S§\+s” 05\+€’\EP7 O) = 07 Vp S (07 100]

/
+2¢7 OJ\+25> 0)'

Assim, o fato de O/X+a/ =0 ,. em conjunto com (1.28) implica

e’ pun

e assim,
d(Sj\+g/7 05\4_5/7 O) = d(Sj\_g_gH Bp7 0)7 vp € (07 PO] (129>
Por um argumento similar encontramos

d(S;\ie/, 05\75,,0) = d(S;\ig,,Bp,O), Vp € (0,,00]. (1.30)

Passo 3: Usamos mais uma vez a invariancia de homotipia de Sy no conjunto O N ([A—
', A+ €] x X) para inferir

d(S;\ O;_.,0) Zd(Sj\+6,,Oj\+6,,0), Vp € (0, pol. (1.31)
Passo 4: Juntando (1.29), (1.30) e (1.31) deduzimos
d(S;540, By, 0) = d(S;5_./, B,,0), Vp € (0, pol.

—el —e

Isso significa que o indice i(S5,,,,0) ¢ igual ao indice i(S5_,,,0) mas, pelo Teorema

Krasnoselski, isso ndo pode ser verdade, porque [A — &, A+ &/] No(A) = {A} e A tem

multiplicidade impar. A contradi¢ao prova o teorema. ]



Capitulo 2

Um modelo populacional logistico de
uma espécie vivendo em um ambiente

limitado

Este capitulo é dedicado ao estudo do problema (P), que foi estudado por Alves,
Delgado, Souto e Suérez em [5].

Recordando o problema

CAu=u <)\ _ /Q K(x,y)up(y)dy) C em©

u =0, sobre 0f2

(P)

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado de fronteira suave com N > 1,p>0e K € K &
uma fungdo ndo-negativa com K € L>®() x ).
Como em |[5], consideramos K uma fungao pertencendo a classe K formada por

fungoes K : 2 x 2 — R tais que verificam as seguintes condigoes:
(i) K € L*(Q2 x Q) e K(z,y) > 0 para todos x,y € ;

(ii) Se w é mensuravel e K(z,y)|w(y)[Pw(z)*dzdy = 0, entdo w = 0 ¢.t.p em €.
QxQ

O principal resultado deste capitulo é enunciado abaixo:

Teorema 2.1. Suponha que K € K. Entao, o problema (P) tem uma solug¢ao positiva

se, e somente se, A > i, onde \; € o primeiro autovalor do problema (—A, Hg(L)).
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2.1 Preliminares
Nesta se¢ao, apresentaremos algumas propriedades do termo nao-local e demons-
traremos alguns resultados preliminares que sao fundamentais para demonstracao do
teorema principal.

Inicialmente, observe que se K € K e w € L*(Q) podemos definir a fungao

Op : 2 — R por
ula) = [ Kty 2.)

Note que na fungao acima, estamos considerando |w(y)[P dentro do modulo, dife-
rente do problema (P). Isto se da pelo fato de que, se o problema (P) tem solucao, a
mesma devera ser positiva. Porém no decorrer do estudo esse modulo sera descartado,
voltando a forma original do problema (P).

Temos que K e w sao limitadas, pois K € L>®(Q x ) e w € L®(). Assim, ¢,
estd bem definida, pois se w € L>(Q2), entdo ¢, € L>(2). De fato,

R R
< [ 1K@l
<A oo ]2 1€2]-
Lema 2.1. A func¢ao ¢, satisfaz as sequintes propriedades:
(1) PO () = (), para todo w € L>®(Q)et > 0;
(62) 6wl < 1K Illllwll., para todo w € L=(2);
(¢3) [|ow = dulloc < (1Kol w]” = [v][loc, para todos w,v € L*(R);
(61) ¢ : L>®(Q) — L>®(Q),d(u) = ¢, € uniformemente continua em L>®(2).
Demonstracao. (¢1) : Para w € L>(2) e t > 0, temos
ule) = [ Kapltwt)lrdy
- | Kty
—v [ K)oy

ou seja, Gy (x) = Py, ().
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(¢2) : Para w € L*™(2), temos
6u()] = \ [ KGalutba
< / K (2, )| [w(y)Pdy

< / | K ool |2,y
9]

< K oo lw 12 [€2]

consequentemente, ||, ()|l < || Koo |lw]| |-
(¢3) : Para w,v € L*®(Q), temos

|Pw () — du()] = /QK(xyy)IW(y)lpdy—/QK(JJ,y)Iv(y)Ipdy‘

[ e - |v<y>|p>dy\

< / K (2, ) [l ()P — [o(w)P|dy

< Kool lwl” = [o[?lloo|€2]

desta forma, [|pw — ¢ullcc < [|K|oo]l[w]” — [v[P[|oc|€2]-
(¢4) : Consequéncia direta da propriedade (¢3). ]

Vamos considerar ¢, (x) = / K(z,y)uf(y)dy, sendo este o termo nao-local. As-
Q

sim, ficaremos com o seguinte problema

—Au = Au — ¢y(r)u, em Q
u =0, sobre 0f2

ou ainda,

—Au+ ¢p(r)u = Au, em
(z) (P
u =0, sobre 0f).

Segue que u serd solucao positiva de (P) se, e somente se, u for solu¢do positiva

do problema (P") no sentido fraco, ou seja, se u € Hi(Q) N L®(Q) e

/Vqudx+ / puuvdr = )\/ uvdz, Vv € Hy(Q). (2.2)
Q Q Q
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Nosso objetivo é mostrar que existe solu¢do positiva para o problema (P") uti-
lizando o Teorema Global de Bifurcacao de Rabinowitz. Observe que, existe C' =

C(Q) > 0 tal que: para cada f € L>=(£2), existe um tnico w € C*(Q) satisfazendo:

—Aw = f(z) em Q,

w =0, sobre 0f)

[wllor@y < Cllflloe-

Dai, podemos definir o operador solucao S : C°(Q) — C*(Q) dado por

S(u) =w = (2.3)
wy; =0, sobre 0f2

que esta bem definido e é linear (ver Apéndice B). Além disso, o operador S verifica a

seguinte desigualdade

IS ller@ < Cllulleoy, Yu € C(Q). (2.4)

O operador S : C°(Q) — C'(Q) pode ser “visto” como S : C°(Q) — C°(Q),
—. comp.

tornando-se um operador compacto, pois pelas imersoes de Sobolev temos que C*(Q)

C°(Q), ver [2]. Note que, o espectro de S, é dado por

o(S) = {)\j_l : Aj ¢ um autovalor do menos Laplaciano}.

Agora, vamos definir um operador nao-linear G : C°(Q) — C'(Q2) onde

—Awy + ¢pyu=0, em
G(u) = wy <= (2.5)
we = 0, sobre 0f2

ou equivalentemente,

—Awy = —¢yu, em S
(2.6)

wy = 0, sobre 0f).
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Assim, temos que S(—¢,u) = wy = G(u). Logo, o operador G esté bem definido e
é continuo, pois é a composicao de aplicagoes continuas. Além disso, pela desigualdade

(2.4) e (¢2) o operador G satisfaz

IGW)llcr@) < Clliduullcom) < Clldullllulloom), Yu € CO(Q). (2.7)

Analogamente, como verificado para S, temos que G é um operador compacto,

podendo ser escrito como G : C°(Q) — C°(Q). Uma vez que

||G(U)||CO(§) < ||G(U)||cl(§)7 (2.8)

dividindo ambos os lados da desigualdade (2.8) por Hu||co@) e usando a desigualdade

passando o limite e usando a propriedade (¢4) temos que

(2.7) temos

G(u)

||UHCO(§)

G (W)l @y

||u||00(§)

Cllgulloollulloo @)

HUHCO(Q)

< < Ol @ullse,

co@)

lim Glu)

Bl e
u=0 [|ul| o)

ou seja, G(u) = of[|ul|cog)-
Afirmamos que, (A, u) é solu¢ao do problema (P”) no sentido fraco se, e somente

se

u=F(\u):=AS(u)+ G(u). (2.9)

De fato, note que

uw=AS(u) +G(u) < u—G(u)=AS(u) <
A u—G) =5u) < —AN'(u-G)) =ue
A —Gu) =l & —Au—(—AG[)) = I <
—Au— (—Awy) =M & —Au— (—¢u(2)u) = I &
—Au+ ¢y (2)u = Au (2.10)

ou seja, encontrar uma solugao para (P”) é equivalente a encontrar uma solugao para

(2.9).
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Sabemos que, a primeira autofuncao ¢; associada ao autovalor A\; pode ser es-
colhida positiva e temos que A;' é um autovalor com multiplicidade um (impar) para
o operador S. Através do Teorema Global da Bifurcacao de Rabinowitz, existe uma
componente conexa fechada, C = C,,, de solugbes para o problema (P), que ira satis-
fazer a condigdo (A) ou (B) do teorema. E importante destacar, que as propriedades
de S e G sao fundamentais para utilizagao desse teorema.

Lema 2.2. Eziste 6 > 0 tal que se (A\,u) € C com |A — M|+ [[ullcoy < eu # 0,

entao u tem sinal definido, ou seja,
u(z) > 0,Vr € Q ou u(x) <0,V € Q.
Demonstragio. Seja (u,) C C%(Q) e A, — Ay, tal que,

un # 0, |unllco@y — 0 € un = F(An, up)-

Unp

Agora, considere w,, = em (2.10), logo

[unllcogm)

_Aun + ¢un (ZE)U,n )\nun

||Un||00(ﬁ) a ||UnHCO(§)

S/ S [ S (R, I -
[t o) [t o) [tnllcom)

consequentemente

ou seja,

—Awy, + ¢y, (X)W, = Aywy,.

Dai, podemos observar que

—Awy, + ¢y, Wy = AWy, em )

(2.11)
w, =0, sobre 012,

ou equivalentemente

—Aw, = \wy, — ¢y, Wy, em )

(2.12)
wy, = 0, sobre 09,

dessa forma S(\,w, — ¢, w,) = w,. Com isso, temos
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[wnller @y < ClIAnwn — Gu,wnlloogm)
<C (H)\nwnHCo@) + Haﬁunwnl\co@)
< C (allwnlloo@ + 18wl lwnll o )
< C [0 + 18w ll0) (Il lleogey )|

Unp,

=C ()‘n + H¢unHoo)

aallco@ | o,

1
=C ()\n+ ||¢un||oo> (HUTLHC’O(Q)HU H o@) ] )
nllco@

ou seja,

[wnllor@y < ClAn + [[dullso)], ¥ € N. (2.13)

Por outro lado, sabemos que u,, = A\,S(u,) 4+ G(u,), dai dividindo essa igualdade

por [[un || co), temos

Up  ApS(up) N G(uy)
||unH00(§) Hun“ct)(ﬁ) ||UnHCO(§)
dai,
Wy, = ApS(wy) + 0,(1). (2.14)

Pela desigualdade (2.13), a sequéncia (w,) ¢ limitada em C°(Q) que é o dominio do
operador S. Como S é um operador compacto, entao S leva conjuntos limitados em
conjuntos pré-compactos. Assim, S(w,) é convergente, a menos de subsequéncia.

Se S(wy,) é convergente e sabemos que \,, — A, entdo pela igualdade (2.14), (w,)
também é convergente, suponha que para algum w em C°(Q), pois S : C°(Q) — C°(Q)
¢ compacto, assim temos que S(w,) — S(w) em C'(Q). Dai, passando o limite em
(2.14), obtemos

wy, = A\pS(wy,) + 0n(1) = M S(w) em CH(Q)

ou seja,

w, — M S(w) em C(Q) (2.15)
mas, pela imersdo de Sobolev teremos w, — A S(w) em C°(Q). Por outro lado,

sabemos que w, — w em C°(Q), sendo assim w = A\;S(w), ou seja,

—Aw = \w, em )
w =0, sobre 0f).

(2.16)
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Além disso, sabemos que w # 0, pois w, — w em C°(Q), dai, [wnllco@y —
[wllco@), mas [[wnl[co@) = 1, entdo [[wllcom = 1, ou seja, w # 0 em 2. Entdo, pela
Teoria Espectral, temos que w(z) > 0, para todo x € 2 ou w(z) < 0 para todo = € .

Sem perda de generalidade, vamos supor que w(z) > 0 para todo x € 2. Como
limw, = w em C(Q), devemos ter que w,(z) > 0 para todo x € Q e para n suficien-
temente grande, pois w,, — w uniformemente. Dessa forma, o sinal de (u,,) é 0 mesmo

de (w,) para n suficientemente grande, como queriamos demonstrar. ]

Agora, note que, se (A, u) € X, entdo (A, —u) também pertence a ¥. De fato,
como o operador GG é nao-linear, precisamos verificar se a igualdade —G(u) = G(—u)

¢ valida. Sabemos que G(u) = wy = S(—¢,(x)u), assim,

G(—u) = S(=d-u(x)(—u)) = =5(¢-u(2)(—u)) = =5(¢u(x)(—u)) = =S(=du(z)u) = =G(u).

Portanto, se (\,u) € ¥, temos
u=AS(u) + G(u), (2.17)

entao multiplicando a igualdade (2.17) por (—1), obtemos

—u=—AS(u) — G(u) = AS(—u) + G(—u) = (A, —u) € X.

Com isso, vamos decompor C em C = C* UC~. Para tal decomposicao, estaremos

considerando

Ct={(\u)eC:ulz)>0VreQU{(A,0)}

C ={(\u)eC:ulx) <0,Vre Q}U{(A\,0)}

Além disso, consideramos o conjunto

CF ={(\u) € C:u*(z) #0,Vz € Q}.
Claramente, temos que C = C* UC~ UC*. Entao, devemos mostrar que C* = ().
Afirmacao 2.2. CT = ()

Demonstracao. Inicialmente, vamos mostrar que C* e C~ sao fechados. De fato, seja
(An,un) € Ct, com A, — Aem R e u, — u em C°). Temos que, sem perda
de generalidade, u,, > 0, entao pela convergéncia v > 0 em (). Temos dois casos a

considerar, u =0 e u > 0, com u # 0.
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e 19 Caso: Se u = 0, entdo teremos que (A, u,) — (A, 0). Assim, queremos mostrar
que (X, 0) € Ct, para isso, vamos mostrar que A = Ay, ou seja, (A, u) = (A,0) €
C*. Sabemos que u, = \,S(u,) + G(u,) dividindo essa igualdade por ||un||com),

temos

N A R

[tnl o) |unllco@) |unll ooy
Considerando w,, = Un , por (2.18) temos
||Un||00(§)
Wy = A\ S(wy,) + 0,(1). (2.19)

Por argumentos analogos aos do Lema 2.2, temos que w,,, a menos de subsequén-
cia, é convergente. Seja w, — w em C°(Q), entdo passando ao limite em (2.19)

temos
w = AS(w)
ou seja,
—Aw = w, em

(2.20)
w =0, sobre 0f2.

Note que w tem sinal definido, ou seja, w > 0 e mais w # 0, pois ||w||coq = 1.
Como w > 0 e w # 0, pelo Principio do Méaximo (ver Apéndice A), w > 0 em (2,
ou seja, w é autofungao associada ao autovalor A > 0 com sinal definido. Sendo
assim, ja sabemos que o tnico autovalor do Laplaciano que tem uma autofungao
com sinal definido é \;. Portanto, A = \{, ou seja, (A, u) = (A\1,0) € CT.

e 2° Caso: Se u >0, com u # 0. Sabemos que
Up = A S(up) + G(uy,) (2.21)
ou, equivalentemente,

—Au+ ¢y (z)u = Au, em

(2.22)
u =0, sobre 0.

Note que Au > 0, pois u > 0 e por hipotese temos que ¢, (z) > 0. Assim,
pelo Principio do Méaximo (ver Apéndice A), u > 0. Dai, pela continuidade dos

operadores S e (G, e passando ao limite em (2.21) obtemos
u=AS(u) + G(u).

Logo, (A, u) é solugao, ou seja, (A, u) € C*.
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Assim, pelos casos apresentados acima, temos que C* é fechado. Para demonstrar que
C~ é fechado, segue analogomente.

Agora, suponha por contradicdo, que CT # (), entdo devemos ter
e C ¢ conexo em R x C°(R) (consequéncia do Teorema Global de Bifurcagao);

e CtUC™ é fechado e nao-vazio com

(ctucH)nct=90

(CruCcH)NCEAD

De fato, (C*UC~)NC* = 0 ¢ imediato, pela definicio dos conjuntos em questao.
Vamos mostrar que (C*UC~)NCE # (). Sabemos que C* e C~ sdio componentes conexas
fechadas, assim CT UC~ é fechado.

Logo, Ct UC~ e C* sao o complementar um do outro em relacio a C, ou seja,
CT UC™ e C* sdo relativamente abertos. Note que, se tivermos (CT UC™) NCE = (),
entdo CTUC™ = ) ou CE = (), mas ja sabemos que (Ct*UC™) # 0, pois teria pelo menos
o ponto (A1,0) e, por hipétese, temos que C* # (), sendo assim, (C* UC~) NCE # .

Como (C*UC™)NCE # B, entdo existe (\,u) € (Ct UC~)NCE que é solucio do
problema (P), tal que (\,,u,) € (CTUC™) e (s,,v,) C C* onde,

An,Sp — Aem R

Up, vy — u em CY(Q).

Note que u # 0, pois se (A, u) é solugao, com u = 0, entdao (A,0) € C, ou
seja, (A,0) € C* ou (A, 0) € C, assim, terfamos A = \;, ou seja, (A,0) = (A\1,0).
Consequentemente, A\, — A1 e v,, — 0, logo pelo Lema 2.2, v, tem sinal definido, o
que ¢ um absurdo, pois v, € C*. Assim, u # 0. Agora, note que (\,,u,) € (CTUC™),
ou seja, (A, u,) € CT ou (\,,u,) € C, a menos de subsequéncia, sem perda de
generalidade, suponha que (\,,u,) € CT, entdao u > 0 em Q e u # 0.

Como (A, u) é solugao, entao satisfaz

—Au+b(x)u = Au, em
u =0, sobre 0f2
com b(z) = ¢u(x) > 0.
Logo, pelo Principio do Maximo (ver Apéndice A), temos que v > 0 em 2. Como
v, — u em C°Q), entdo v, > 0, para n suficientemente grande, chegando a uma
contradicdo, pois v, € C*. Portanto, C* = ().

Deste modo, concluimos que C = CT UC~, como queriamos demonstrar. O]
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Agora, observemos que CtNC™ = {(A\,0)} e C™ ={(\,u) € C: (\,—u) € Ct}.
De fato, considere (A\,u) € C~ entao (A, u) € C e u < 0. Assim, (A, —u) € C e —u > 0.
Logo (A, —u) € C*. Por outro lado, considerando (A, —u) € C*, entdao (\,—u) € C e
—u > 0. Assim, (A, u) € Ceu < 0. Logo, (A\,u) € C™. Desta forma, C"NC~ = {(A\,0)}
eC-={(\u)eC:(\,—u)eC}.

Além disso, com as afirmacoes acima, podemos observar que C* ¢é ilimitada se, e
somente se, C~ ¢ ilimitada.

Note, que atraves do Lema 2.2 e das propriedades apresentadas acima, podemos
demonstrar que (B) do Teorema Global de Bifurcagao de Rabinowitz, ndo ocorre, na

certeza de alcangarmos os nossos objetivos.
Lema 2.3. C* ¢ ilimitada.

Demonstracao. Suponha por absurdo, que C* é limitada. Entao, C também é limitada.
Pelo Teorema Global de Bifurcagao, temos que C contém (5\,0), tal que A % A e
At € 0(S). Agora, considere (u,) em CO(Q) e A, — A tal que, u, # 0, [unllco@) — O
e U, = F(An, up).

. Up,
Considere w,, =

. Pela demonstracao do Lema 2.2, vimos que satisfaz o
HUnHCO@)
problema (2.11) e se considerarmos uma subsequéncia adquada, teremos que w,, — w

em C*(Q), que é uma solugdo diferente de zero para o problema de autovalor

—Aw = ;\w, em §?
w =10, sobre 0f).

(2.23)

Dessa forma, mostramos que w ¢ uma autofuncao associada ao autovalor . Como
A # A1, entao o sinal de w deve mudar. Assim, para n suficientemente grande, cada
w, deve mudar o sinal, assim como u, = ||ty ||cown, chegando a um absurdo, pois
(An,upn) € Ct ou (A\p,u,) € C™. Logo, C* & ilimitada, como queriamos.

]

2.2 Uma Estimativa a Priori

Nesta secao, apresentaremos uma estimativa a priori, que mostrara que a com-

ponente conexa CT intersecta o hiperplano {\} x H}(Q), para A > \;.

Lema 2.4. Suponha que K € K. Para qualquer A > 0, existe r > 0 tal que, se
(A u) €CT e A< A, devemos ter que |[ullcog) < 7.

Demonstracao.
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Afirmacao 2.3. Para qualquer A > 0, existe r > 0 tal que se (A, u) € CT e A < A,
devemos ter ||u|l,. < 7.

Suponha, por contradigao, que existe (u,) C HJ(Q) e (A\,) C [0,A] tal que,
|lunlls = 00 e u, = F(Ap,u,). Dividindo (2.10) por ||u,||., obtemos

[[n |«  ualls
implicando que
u u u
() + 20 (i) = ()
[[n |« [[tn [« [[tn [«
ou seja,
—Awy, + ¢y, (X)W, = N\ywy, (2.24)

onde w, = Hu—nH Multiplicando (2.24) por v e integrando sobre (2, temos:

Unp ||*

/anVvdx—l— / Gu,, ()Wrvdr = )\n/ wpvdr,Yv € Hy(Q). (2.25)

Q Q Q

Sabemos que (w,) é limitada em Hj(f2), assim, sem perda de de generalidade, vamos

supor que existe w € H} () tal que

w, — w em Hj(Q),

comp.

pelas imersoes de Sobolev sabemos que Hj(2) < L?*(2), entao

w, — w em L*(Q),

e, além disso,

wp(r) = w(x), q.t.p em Q.
Unp ~ .
Considerando v = W como uma funcao teste em (2.25), e usando a propri-
Up ||
edade (¢1), obtemos:
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U U
Vw,V (—n) /%n ———dx = )\n/wn—nd:v
/ [ " an“ o fualZ
1 U 1
= Vw V( ) /qzﬁun —dx:)\n/wn—n dx
/ [ |Un|| [Jwn ¥ o lualls flunll

1
= anan—dx+/(ﬁun(x)wnwn—dx:)\n/wnwn—dx
/Q [[un [ Q [Jwn I Q [[un I

2

1 1 w;
= \Vw, |* ——dx + / Gu, ()02 ——dr = N\, | —2—dw
/Q [[en % 9 5 o llunll*

1 / 2 1 w?
[ un¥ l|wn % ||un||p
! 1 2 1
= Tul? u d :)\n_ 2d
[[unl% +/ (H%H ) Gu, (x)wyd Huan/an T
! 2 An )
7 Tl /Q(bwlln*“n(x)wndx = m/gwndx

1 / 2 An 2
= ——+ [ ¢ un (2)widr = —/wndx
[unl[s ~ Jo = Tenls [unll* Jo

dai,
! +/¢ (2)wlds = 2 / 2 (2.26)
— o, (T)wide = —— [ widz. :
luallf  Jo Jun ¥ Jo

Recordando que ||u,|[. — oo e (\,) é limitada, entdo passando o limite em (2.26)

= [lwall?

temos

lim [ ¢u, (2)widr =0
0

n—oo

logo, pelo Lema de Fatou, conseguimos

Og/limgbwn( wdx<l1m/qbwn Jwidz
Q

n—oo n—oo

e, consequentemente,

n—o0

/Q Gu(7)wdr = 0

- K (z,y)lw(y)"|w(z)[*dzdy = 0.

Como por hipotese K € K, entdo pelo item (ii) temos que w = 0. Sendo assim,

0< / b () dr < lim [ ¢y, (2)widr =0
Q Q

ou seja,

finalmente,

w, — 0 em L?(Q). Por outro lado, tome v = w, como uma funcio teste em (2.25),

assim,
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/anandx+/qbun(x)wnwndx:)\n/wnwnd:c

Q Q Q

donde
/|an|2dx—|—/gzﬁun(x)widx:/\n/widx, (2.27)
Q Q Q

observando que (\,) é limitado por A, (\,) C [0,A] e [, ¢y, (x)widz > 0, temos

/]an\zdx < A/widac. (2.28)
Q 0

Passando o limite em (2.28), concluimos que ||w,|« — 0, 0 que é um absurdo,
Unp

[[en ][«

pois sabemos que |Jw,|. = ' = Hunll*w = 1, para todo n, validando a
|| *

*

afirmacgao.
Como (u,,) é limitado em H}(f), por regularizacao teremos que (u,) ¢ limitada
em L>(Q). O

2.3 Demonstracao do Teorema Principal

Do Lema 2.4, notamos que para todo A > Ay, temos ({\} x H}(Q))NCT # 0, isto
¢, CT cruza o hiperplano {\} x H}(€). Observe que, caso contrario, existe A > \; tal
que CT nao cruza o hiperplano {A} x Hj(f2), sendo assim, pelo Lema 2.4, existe r > 0
tal que (A\,u) € C*, A < Ae |lul|cog < 7. Logo, C* seria limitada, contradizendo o
Lema 2.3.

Agora, para concluirmos a demonstracao do Teorema 2.1, vamos mostrar que nao
existe solugao para A < \;, fazendo isso, conseguiremos mostrar que C* nao intersecta
[0, \] x H3(Q).

Suponha, por absurdo, que (A\,u) € C* N ([0, \;] x Hj(Q2). Tome v = 1 como

uma fungao teste em (2.2), onde ¢; é autofungao do autovalor A\; de (—A),

/Vquoldx—l—/ugolgbu(x)dx:)\/wpld:c,
Q Q Q
logo,

Al/uapldm<)\1/u<,01d:v+/gbu(x)ugol :)\/ugpldx. (2.29)
Q Q Q Q

Como fQ uprdr > 0, a desigualdade (2.29) nos mostra que A\; < A. Portanto, con-
cluimos que o problema (P) tem uma soluc¢ao positiva se, e somente se, A > A, como

queriamos demonstrar.



Capitulo 3

Resultados e Conceltos Preliminares
para o Estudo de um Sistema

Populacional Logistico

Este capitulo, tem como foco apresentar os elementos basicos para o estudo de

existéncia de solugao positiva para a seguinte classe de problemas nao-locais

(

—Au = (a - / K(:c,y)f(u,v)dy) u+bv, em Q
Q

_Av = (d _ /QF(:E,y)g(u,v)dy) vteu,  emQ (Py)

ju=v= 0, sobre 0f2
onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave com N > 1, K,T': OxQ — R
sao fungoes nao-negativas que pertencem a classe IC, com a, b, c¢,d € R. Este problema,
foi estudado pelos autores de Lima e Souto em [22].

Note que no caso de a,b,c,d > 0, teremos um sistema cooperativo, ou seja, as
duas espécies em estudo, cooperam mutuamente para o seu crescimente. Se bc < 0,
teremos uma estrutura envolvendo predador e presa. Ja no caso de b, ¢ < 0, entao ha
competicao entre as duas espécies.

Os teoremas de existéncia de solucao serao demonstrados no préximo capitulo.

As fungoes f, g : [0,00) X [0,00) —> RT verificam as seguintes hipoteses

(f1) f,9:[0,00) x [0,00) — RT s@o fun¢des continuas;
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(f2) Existe € > 0, tal que f(t,s) > €[t|P e g(t,s) > €|s|P, para todo t,s € [0,00) e

p>0;

(fs) F(ELEs) = €2 f(ts) e g(ét,€s) = €Pg(t,s) para todo t,5 € [0,00) ¢ € > 0, onde
p > 0.

Note que f(t,s) = [t|P + [s|P~#|t|* e g(t,s) = C1]t|P + Cals|P s@o exemplos de
fungoes que satistazem as condigoes (f1) — (/f3).

Os principais resultados serao:

b
Teorema 3.1. Suponha que K,T' € K e (f1) — (f3) sejam vdlidas. Seja A = ( ¢ p >
c

uma matriz com a,b,c,d >0 e A > 0 seu maior autovalor. O sistema

(—Au =(a— / K(z,y)f(u,v)dy)u+bv, em Q

—Av = (d— fF(x,y)g(u,v)dy)v +cu, em)

Q
u,v >0, em §2
u=v=0, sobre 02

tem solucao se, e somente se, X > Ay, onde Ay € o primeiro autovalor de problema

(=4, Hy(9)).

Se tivermos f =g e K =1, entao temos o seguinte resultado

a b

c d
uma matriz tal que: existe um maior autovalor positivo de A que € o unico autovalor

Teorema 3.2. Suponha que K,T' € K e (f1)— (f3) sejam vdlidas. Seja A =

positivo A com um autovetor z > 0 e dimN (N — A) = 1. Entao, o sistema

( —Au = (a — / K(z,y)f(u,v)dy)u+bv, em )

—Av = (d— fK(a:, y) f(u,v)dy)v +cu, em

Q
u,v > 0, em 2
(u=v=0, sobre OS2

(1)

tem solugao para todo X > A1, onde Ay € o primeiro autovalor de problema (—A, H} ().

Novamente, destacamos que as demonstracoes serao apresentadas no préximo

capitulo.
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3.1 Os termos nao locais e a formulacao matricial

Como K,T' € K e (f1) — (fs) sdo validas, definimos ¢, 1 : L>®(2) x L>®(Q) —
L*>(Q) tais que

b (&) = / K 9) (u@)], [o(y))dy (3.1)

Y (@) = / P, )g(fu@)], [o(y))dy. (3.2)

Note que ¢ e ¥ estao bem definidas. De fato,

bty (@)] = ' [ Kl )y
/Q K ()| £ (uy)] ()] dy,

IA

ou seja,
Gt (@)] < 1K e / F(lu(w)], [o@)dy.

Agora, sem perda de generalidade, considerando ||t/ > ||v||cc € usando as pro-

priedades (f1) e (f3), temos

e e ()l I
o Qo = (L2 <o vy s 0

ou seja,
implicando que

sendo assim, temos

Bty ()] < 1K 1o / clullZ.dy

logo,

|y ()| < K loo - cllul|Z12] < 00, Vi € €.

Portanto, ¢ esta bem definida. A boa definicao de v segue analogamente.



52

Lema 3.1. As funcoes ¢ e 1 satisfazem as sequintes propriedades:

(ﬁl) tp¢(u,v) (l’) = ¢(tu,tv) (l’) € tpw(u,'u) (l’) = zb(tu,t’u) (.CL'), para todo u,v € LOO(Q>7t >0ce
p>0;

(62) NP lloe < IElolUNF(ul, [vDlloo e [¥wmlle < K ool Cllg(ful; [0) ]l para
todo u,v € L*(Q).

Demonstragao. (f1) : Para u,v € L*(Q),t > 0e p > 0 temos
@mm@yi/K@wﬁWMwHw@m@
Q
:Amemmwmwmw@
:AK@wWﬂMMM@Wy
:wAK@wﬂwwmwm@

= tp¢(u,v) ([l?)
desta forma, ¢(iu10)(7) = PP (7). Analogamente,

awso () = [ T glltnml ftot)l)dy
:Lr@wmwmmwm@m@
:Amnwmmmmmwm@
:ﬁér@wmmwmwm@

= ") (2)
ou seja, Yipuw) () = PP ().
(B2) : Para u,v € L*(2) temos

|mm@w{AKuwvwwmwww4

S/Q\K(:v,y)Hf(\U(y)\,Iv(y)!)ldy
< oo CTeel, [o]) oo €2

ou seja, || Auv)lloo < 1K ||oallf (1], [])]||€2]. Da mesma forma, temos

|w(u,v) (l’) | =

lﬁmwmmwmwm@
SAW@meMNWMMM

< oo llg (el fol) oo €21,
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ou seja, {|Yww)lloc < T losllg(ful, [0])]oo|€2]- O
Com as informacoes anteriores, podemos definir

Pluw) (T)u

w(um) (I)U

Com isso, podemos reescrever o problema (P;) da seguinte forma

Oy (x) := , onde U = (u,v) € L=(Q) x L=(Q).

;

—AU + ¢y (z) = AU, em

U >0, em () (F3)

U =0, sobre 0f2

\

ou, equivalentemente,

(

—Au+ Py pyu = au+bv, em ()
—Av + Ypyv = cu+dv, em
u,v > 0, em ()

u=uv=0, sobre 0.

\

Temos que U = (u,v) satisfaz o problema (P;) no sentido fraco, se u,v € H}(Q)

/Vquod:I:—l-/gb(w)(x)ugodx:/(au+bv)gpdm (3.3)
0 Q 0

/VvVndx+/@/)(u7v)(x)vndx:/(cu—i—dv)ndm (3.4)
Q Q Q

para todo ¢,n € HJ(Q).
Nocasode f = ge K =T, temos ¢,) = Y(uv) €, consequentemente $y(z) =

o(x)U, onde ¢(x) = P (x). Dessa forma, podemos escrever o problema (F,) como

’

—AU + ¢(x)U = AU  em Q,

U >0, em (2, (Ps)

xU =0, sobre 0f)
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Temos como principal objetivo, provar que (P;) e (P,) possuem solugao positiva

usando o Teorema Global de Bifurcacao de Rabinowitz.

Sabemos que existe C' = C(€2) > 0 tal que: para cada h € L>(2), existe uma

tinica fungdo w € C1(Q) que satisfaz

—Aw = h(z) em Q,
w =0, sobre 0f2

[wller@) < Clihlloo-

Considere o operador solucao Sy : E — F; dado por:

(

—Auy =au+bv, em ()
So(u,v) = (u1,v1) <= ¢ —Av; = cu +dv, em (3.5)
\ul =v; =0, sobre 0f)
na forma matricial temos
—AU; = AU, em ()
So(U) =U) = (3.6)
U, =0, sobre 0f2
onde U = (u,v) e Uy = (ug,v1).
O operador S esta bem definido e ¢é linear (ver Apéndice B).
Além disso, o operador Sy satisfaz
(3.7)

1So(D)|l, < C||U||,YU € E e algum C > 0.

O operador Sy : £ — E; pode ser visto como Sy : F — E, que é um operador
compacto, devido as imersdes de Sobolev, pois C1(Q) <5 C(1).

Agora, defina o operador nao-linear Gy : £ — F; dado por:

;

—Auy + Py (r)u =0, em Q

Go(u,v) = (ug,v2) <= § —Avy + Y (x)v =0, em (3.8)

sobre 92

UQZUQZO,
\
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que na forma matricial, pode ser reescrito como

—AUy + Py(z) =0, em Q

U; =0, sobre 0f2
Plu) (T)u B B . .
onde &y (x) = , U= (u,v) e Uy = (ug,v7), ou ainda equivalentemente,
Uy ()V

—AU; = =Py (x), em
2= ~%ulz) (3.10)

Us =0, sobre 0f).
Dai, temos que So(—Py(x)) = Uy = (u2,v2). Logo, o operador Gy estd bem
definido e é continuo, pois é a composicao de aplicagoes continuas. Mais ainda, Gg

verifica

1Go(U)llx < Cllldwu)lloe + 1¥6un ) [U]l, VU € E. (3.11)

Novamente pelas imersoes de Sobolev, sabemos que Go : E — E é um operador
compacto. Além disso, dividindo a desigualdade (3.11) por ||U|| e usando a propriedade

(B2), temos:

1Golls _ Clléwnlloo + Y0l U]
1ol = 1]l

< C(H(b(u,v)uoo =+ ||w(u,v)”oo)

< CIK|oo|Qf - L (Jul; D lloo + ClIT oo 2] - g (ul, [v]) s,
dai,

”fz?”l < Co = maz{]|K s [T} - 121 - Ol oDlloe + lg(lul, o)1) (3:12)

passando o limite em (3.12) obtemos

lim Go(U)

=0
U—0 HUH

ou seja, Go(U) = o([|U]]).
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3.2 Resultado para o Sistema Homogéneo Linear

u
Lema 3.2. Suponha que exista uma solu¢ao nao-trivial U = para o sistema

homogéneo

—AU = AU, em ()

U=0, sobre OS2

que € equivalente ao sistema

p
—Au=au+bv, emQQ

—Av=cu+dv, em¢) (@Q1)

u=uv=0, sobre 0.
Entao, A tem um autovalor real que também é um autovalor do problema (—A, H}(2)).

Ademais,

(a) Se \; € o(—A)No(A), para ¢; uma autofungdo do (—A, Hy(Q)) associado ao au-
Jquo;dx

# 0, z € um autovetor de A associado
Jo vosda

tovalor \;, temos que se z —

ao autovalor \;;

(b) Se o(—A)No(A) = {\;} edimN(A— \;I) =1, entao toda solu¢io de (Q1) €
da forma U = ¢;z, onde z € um autovetor de A associado a Nj. Além disso,
o subespago Ny = {U € E; U é uma solu¢ao do problema (QQ1)} tem a mesma

dimensdo do autoespago associado a \; como autovalor de (—A, H}(Q));

(c) Se o(—A) Na(A) = {\,\n}, m # j, entdo toda solugdo de (Q)1) € da forma
U = ¢jz+dnw, onde z € um autovetor de A associado a \; e w € um autovetor de A
associado a N,,. Nesse caso, dimN, € a soma da dimensao do autoespaco associado
a A\j como autovalor de (—A, Hy(Q)) e a dimensio do autoespago associado a Ay,
como autovalor de (—A, H}(Q)).

Demonstra¢ao. Vamos supor que / ug;dxr # 0, para algum j € N. Multiplicando as

equagoes de (Q1) por ¢;, onde ¢, % autofuncao do autovalor \; do (—A, Hj(Q)), e

integrando sobre (2, temos que
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/Q(—Au)<bjda::/Qauqﬁjd:c—l—/gbvcbjd:c
by /Q ugde = /Q VuVé,dr = a /Q ug;da + b /Q véydz

e, analogamente
/(—Av)qudx:/cu¢jdx+/dv¢jdx
Q Q Q

)\j/vqudx:/Vvv¢jdx:c/u¢jdx+d/v¢jdx
Q Q Q Q

na forma matricial, podemos concluir que

dai,

ou seja,

Jo ugjdx
Jo vé;d

ou seja, A\; é o autovalor de A com autovetor z # 0, mostrando a primeira parte do

Az = \jz, onde z =

lema. Consequentemente,
(a) E uma aplicacio direta da primeira parte da demonstracao.
(b) Multiplicando as equagoes de (@Q)1) por ¢, onde ¢y é autofuncao do autovalor

e do (—A, H}(2)), e integrando sobre €, com k # j, temos
)\k/ugzﬁkdx: / Vquzﬁkdx:a/ugbkdx—l—b/Uqbkdx (3.13)
Q Q Q Q

)\k/v¢kdx:/VvV¢kd$:c/ugbkdx+d/v¢kd:U (3.14)
Q Q Q Q

na forma matricial, temos

) Jo udrdz [ b Jo udrdz
Jo vordz c d Jo vorda
fQ uprdz

Desta forma, temos que A\, € o(—A) N o(A), se # 0. Mas,

Jo vordx
por hipotese, temos o(—A) No(A) = {);}, como k # j e sabemos que autofungoes

associadas a autovalores distintos sao ortogonais, dessa forma,

/ uprdr = / vorpdr = 0,Vk # j.
) Q



Segue que

u=a1¢1 + asdy+ -+ andp + -

v =P1g1+ Baga + -+ P + -

Multiplicando (3.15) e (3.16) por ¢; e integrando sobre 2, obtemos

/Qu¢>,-da::a1/§2¢1¢i+a2/§2¢2¢i+...+an/ﬂ¢n¢i+...

/ﬂv¢z‘d$:51/9¢1¢5i+52/ﬂ¢2¢i+---+ﬁn/9¢n¢i+---

para ¢ # j temos

Oz/Quqﬁidx:ozi/Q(ﬁ?:ozi
Oz/gzvqﬁid:v:ﬁi/ﬂgb?:ﬁi.

Sendo assim,
u = aj¢j

v = 5j¢j

logo, U = ¢z com z = (ay, B;). Portanto, por (3.17) e (3.18) temos que
—Au = —A(o;¢;) = a;(=A)(d;) = a;jA;0;

—Av = =A(B;0;) = B;(—A)(9;) = Bi\;¢;

Assim,

u
AU = —A (

o8

(3.15)
(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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lembrando que Az = \;z, obtemos

av—a % = Ap; [ 7

Bio; Bj

= Agjz = ¢jAz = 9Nz = Nj(¢;2) = AU

Dessa forma, fica claro que z é autovetor de A associado ao autovalor ;. Con-
sequentemente, U sera solugao para o problema (Q)1), se for escrito da forma U = ¢;z,
onde z é autovetor de A associado a A;. Agora, note que N, terd a mesma dimensao
do autoespago associado a A; como autovalor de (—A, Hj(£2)), pois temos por hipotese
que dimN (A — X\;I) = 1. Finalizando a demonstracao do item (b).

(¢) Multiplicando as equagoes de (Q1) por ¢y, onde ¢, é autofungao do autovalor

e do (—A, H}(2)), e integrando sobre €, com k # j,m, obtemos

)\k/ugzﬁkdx:/Vquzﬁkdx:a/ugzﬁkdx—i—b/vqbkdx (3.21)
Q Q Q Q

)\k/vgbkdx:/Vvv¢kdx:c/ugbkdx+d/vgbkdx (3.22)
Q Q Q Q

na forma matricial,

fQ uprdr [ @ b fQ uprdx
Jq vordx c d Jo vordx
Jo udrdx

Assim, \g € o(—A)No(A), se # 0. Mas por hipdtese, o(—A) N

Jo vorda
o(A) = {\j, A\ }, com m # j, como k # j,m e sabemos que autofuncoes associadas a

autovalores distintos sao ortogonais, entao temos que

/ uprdr = / vopdr = 0,Vk # j,m.
Q )

Segue que
u = (a1¢1 + Bid1) + (a2 + frg2) + - - + (1 n + Biddy) + - - - (3.23)

v = (aepr + o) + (202 + Badpa) + -+ - + (2 + Bapn) + - - - (3.24)



60

Multiplicando (3.23) e (3.24) por ¢; e integrando sobre €2, obtemos

[usi=an [ oot [ oot [uont s [ ouot oo

/Qm:ag/gczslgbﬁﬁg/ﬂﬁqsﬁ...MQ/Q%@WQ/QWMM

para i # j, m temos

oz/Qu@dx:al/ﬂqs?+ﬁl/ﬂ¢§:a1+61

e
0_/U¢id9€_042/¢?+52/@2:042‘1‘52-
Q Q Q

Assim,

u = a1¢j + Bl¢m (325)
e

V= Oégd)j + Bngm, (326)
com isso, U = ¢;z + ¢p,w com z = (oq,a2) e w = (f1,2), ou seja, (a, ) sao

autovetores de A associados a A; e (1, B2) sdo autovetores de A associados a \,,. De

fato, pelas igualdades (3.25) e (3.26), obtemos

—Au = —A(d; + fidm) = a1(=A)(6)) + Bi(—=A)(dm) = 01 Ajd; + Bidmdm (3.27)

—Av = —A(; + B2dm) = aa(=A)(¢;) + Bo(—A)(dm) = a2 )j@j + BoAmm. (3.28)

Logo,



61

AU — A u _ A a10; + B1¢m

v @20; + B2
051)\j¢j + Bl)\m¢m
a2)\j¢j + BQAm¢m

alAj¢j + BlAm(bm

o\ Q; BoAm®m
= \;9; “ + Am®m g
(%) I

= )\j@b]’Z + )\mgbmw

e

AU = A a10; + B1dm _ 4 a1 4 Br1dm
Q2dj + Badm a20; B2Pm
P N P
Qy B2

= A¢JZ + Agbmw = )\jgbjz + /\mgbmw

Com isso, temos que z é autovetor de A associado ao autovalor \; e w é autovetor
de A associado ao autovalor \,,, como queriamos. Portanto, U sera solugao de (Q)
se, e somente se for escrito da forma U = ¢z + ¢,,,w, onde 2z e w sao outovetores de A
associados aos autovalores A; e A, respectivamente. Assim, teremos que dim/N4 seréd a
soma da dimensao do autoespaco associado a A; e a dimensao do autoespago associado

a Am, com \; e ), autovalores do (—A, Hg()). O

u
Lema 3.3. Suponha que existe uma solu¢ao nao-trivial e nao-negativa U = do

v
sistema homogéneo

—AU = AU, em Q,
(3.29)

U=0, sobre Of).

Entao, A tem \i como um dos seus autovalores, que possui um autovetor associado

com coordenadas positivas.
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Demonstragao. Do Lema 3.2, item (c), obtemos u = a10; + S1¢m € v = a20; + Lodm.
Afirmagao 3.3. j =1 oum = 1.

De fato, suponha por absurdo que j,m # 1. Multiplicando v = a1¢; + B1¢y, por

¢1 e integrando sobre {2, temos

/wald:c:al/ﬂ¢j¢1d:c+ﬁl/ﬂ¢m¢1dx

u u
Sabemos que ¢; > 0 em €2 e, por hipotese, >0e # 0, com isso

v v
temos a certeza de que pelo menos uma das coordenadas é nao-trivial. Sem perda de

generalidade, vamos supor que u é nao-trivial e nao-negativa, assim, / uprdr > 0 e
Q

sabemos que autofuncoes associadas a autovalores distintos sao ortogonais, logo

0< /Quqzﬁldx = al/ﬂﬁéjﬁbldx + 51/Q¢m¢1d$ =0,Vj,m #1

o que é um absurdo. Agora, sem perda de generalidade, suponha que j =1, m# leu
nao-negativa e nao-trivial. Entao, u = a1¢1 + f1¢m € v = aspy + B2¢,,. Multiplicando

u = a1¢1 + B1¢m por ¢ e integrando sobre §2 obtemos

/Q wbndz = ay /Q brbrde + By /Q i
dai,

O</uq§1d:p:a1/¢%dx
0 0

dessa forma teremos que «; > 0. De forma anéloga, as > 0. Note que para o caso de
j =m =1, o resultado segue anéalogo. Portanto, existe um autovetor de A, associado

a A1, tendo ambas coordenadas positivas, como queriamos demonstrar. O

Corolario 3.4. Seo(A) = {u, A\}, u <A\, A >0 ez >0 ¢ um autovetor de A associado
ao autovalor X\, entdo, se (QQ1) tem U como solu¢ao nao-trivial e nao-negativa, temos

que A = X1 e U = ¢pw, onde w € um maltiplo de z. Além disso, temos que U > 0 e

g—z, Z_Z < 0 sobre 0f).
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Demonstragao. Pelo Lema 3.3 temos que A tem A\; como um de seus autovalores,
na qual tem um autovetor associado com coordenadas positivas. J& sabemos que
o(A) = {\, u} com A > 0, note que se A\; = p, entao teriamos dois autovalores positivos
com dois autovetores associados positivos, mas pelos resultados de Albebra Linear isso
nao pode ocorrer, entdo A = A\;. Assim, o(A) No(—A) = {\1}, pois sabemos que A\,
é o primeiro autovalor de (—A), como 1 < A; entdo p nao pertence a essa intersegao
e dimN(A — X\I) =1, entdo U = ¢w, onde w é um multiplo de z. Além disso,
)

como U >0e B < 0 sobre 92 (consequéncia do Lema de Hopf - ver Apéndice A),

teremos w = | >0,U = b > 0, assim, ou _ 0(ad) — aad)l <0e
g Bor on on on

ov  9(Bo1)  ,0¢

o0~ on _6877 < 0 sobre 9. 0

3.3 Inclusao do parametro ¢t no Problema Homogéneo

Linear
. . Cl/ . .
Considere a matriz A = tal que A tem um autovalor positivo \ asso-
c
. . . O{ . . ~
ciado a um autovetor positivo z = . Daremos hipoéteses sobre ¢ > 0 na intengao
B

de que o sistema

—AU =tAU, em )
U=0, sobre 0f)
possua um espago de solugoes unidimencional com uma solu¢ao U > 0 em (2.
At

Supondo que existe um autovalor positivo A\, considere t = t; = ~ onde \; é

o autovalor do (—A, H}(Q)). Dai, temos que tAz = t;\z = %)\z = A\z. Assim,

agpq Q
U = = ¢ = ¢z ¢é positiva, pois ¢; > 0 e z > 0 e além disso,
B 5
também satisfaz a igualdade —AU = t; AU. De fato,
AU = A agr | _ a(—A)d _ [ oM ) _ Moy a ) _ Moy
B B(=A)¢ BA1¢1 B
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e
A A A
hAU = S A1z = Ti(Az) = Thi(A2) = Mgz,
A A A
Dessa forma, o espago de solugoes do problema para t = t;, N; := Ny 4 tem

dimensao positiva. Nossa intencao é ter um espago de solugoes unidimensional, para

isso sera necessario considerar a seguinte situagao:

(C1) Se o(A) = {\, u}, com A\ # M\A, para todo j > 1. Neste caso, o(t;4) =
{t111, A\1}. De fato, seja A um autovalor de A associado ao autovetor z e seja

autovalor de A associado ao autovetor w. Assim,

o Az = )\z, logo, t1Az =tz = Tl)\z = A1z, ou seja, \; é autovalor de t; A.

o Aw = pw, logo, ty Aw = tyuw, ou seja, tu é autovalor de 1 A.

A
Como TI/L # N\ = tip # Aj, para todo j > 1 e o(t14) No(—A) = {\}, segue
do Lema 3.2 (b) que dimN; = 1.

Se considerarmos A\ > p, (Cf) sera sempre satisfeita, pois tiu < 1A = %)\ =
A1 < Aj, para todo j > 1.

Note que se a matriz A tem dois autovalores positivos, A associado ao autovetor
positivo z, e p associado ao autovetor positivo w, entao, pelo Lema 3.2 temos que
dimNgay = 1, para t =ty et = sy, onde t; = % e s = % Além disso, temos que,
0 < z¢1 € Nya) e 0 <wpy € N, 4. Como nosso objetivo é usar o Teorema Global
de Bifurcacao de Rabinowitz, nessas condi¢oes acima, podemos ter uma bifurcacao que
inicia de t = t; e finaliza em ¢t = s;. Essa é uma situacao que devemos evitar. Para
isso se faz necesséario considerar uma hipotese sobre a matriz A, sendo ela a seguinte:

A matriz A deve possuir pelo menos um autovalor positivo A com dimN(A—\I) =

1, na qual \ deve estar associado a um autovetor positivo z. Além do mais, se A tiver

Qg

e

outro autovalor positivo p, entao p deve estar associado a um autovetor w =

com awfy < 0, ver Apéndice A.

Considerando A com essas hipdteses, veremos que uma bifurcacdo de solugoes
positivas do problema parte de t = t;.

No proximo capitulo, faremos finalmente as demonstragoes dos Teoremas 3.1 e

3.2, utilizando todos os resultados e informacoes do presente capitulo.



Capitulo 4

Existéncia de Solucoes para um
Sistema Populacional logistico de duas
espécies vivendo em um ambiente

limitado

Este capitulo é dedicado as demonstracoes dos teoremas 3.1 e 3.2 em que provamos

a existéncia de solugdo para os sitemas (P;) e (P).

4.1 Demonstracao do Teorema 3.1

Para demonstrarmos o Teorema 3.1 utilizando a Teoria de Bifurcagao, serd ne-

cessario introduzir o parametro ¢t > 0 no problema (P;) e demonstrar o seguinte lema.

c d
uma matriz com a,b,c,d >0 e A\ > 0 seu maior autovalor. Para t € R, o sistema

¢

a b
Lema 4.1. Suponha que K,T" € K e (f1) — (f5) sejam vdlidas. Seja A = ( )

—AU + Oy(x) =tAU  em Q,

U >0, em €2, (Ps)

U=0, sobre OS2

\
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N A1 ) .
tem solugcao se, e somente se, t > ty, onde t; = 5N e A1 € o primeiro autovalor do
problema (—A, Hj(2)).

Note que, pelas defini¢oes dos operadores Sy e Gg, temos que (t,U) € R x E é

solucdo de (FPs) no sentido fraco se, e somente se,

U:F(t,U) = tSO(U)+G0<U) (41)

Para verificar a igualdade acima, siga os mesmo passos feitos no Capitulo 2.

Para demonstrarmos o Lema 4.1, vamos usar o Teorema Global de Bifurcagao de
Rabinowitz. Recorde que concluimos na Secao 3.3, que uma autofuncao U; associada ao
autovalor ¢; do problema linear pode ser escolhida positiva. E mais, ] é um autovalor
de multiplicidade 1 para Sy. O Teorema Global de Bifurcagao nos garante que existe
uma componente conexa fechada C = C;, de solugbes para (F), que satisfazem (A) ou

(B). Mostraremos a seguinte afirmagao:
Afirmagao 4.1. (B) ndo ocorre.

Para demonstrar essa afirmagao, precisaremos de alguns resultados, que demons-

traremos a seguir:

Lema 4.2. Eziste 0 > 0 tal que se (t,U) € C com |t —t1| + ||U|| < d e U # 0, entao

U tem sinal definido, ou seja,
U(z) >0,V € Q ou U(x) <0,Vz €.

Demonstracio. E suficiente mostrar que para quaisquer duas sequéncias (U,) C E e

t, — t1, tal que
Up # 0, ||Upn|| = 0e U, = F(t,,U,) = t,So(Uy,) + Go(Uy,),

U, tem sinal definido para n suficientemente grande.

Considerando W,, = %, temos que
SO(Un) GO(Un>
W, =t, = t,S0(W,) + on(1). (4.2)
A ’

Como Sy ¢ um operador compacto, entao Sy leva limitado, a menos de sub-
sequéncia, numa sequéncia convergente. Assim, (So(W,,)) é convergente, a menos de

subsequéncia.
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Sendo (Sy(W,,)) convergente e t, — t1, entdo pela igualdade (4.2), (W,,) também é
convergente, suponha que para algum W em E. Dai, passando (4.2) ao limite, obtemos

que

sendo assim, W solucao do problema abaixo

—AW =t AW, em Q
(4.3)

W =0, sobre 0f).

Além disso, sabemos que W # 0, pois W,, — W, entdo, ||W,| — |[W]|, mas
WLl = 1, entéao ||W| = 1, ou seja, W # 0 em Q. Entao, pelos Lemas 3.2 e 3.3
concluimos que W(z) > 0 ou W(x) < 0, para todo = € Q.

Sem perda de generalidade, vamos supor que W (z) > 0 para todo x € 2. Como
lim W, = W em E, devemos ter que W, (xz) > 0, pois W,, — W uniformemente
em () para n suficientemente grande. Assim, o sinal de (U,) ¢ o mesmo de (W)
para n suficientemente grande, ou seja, U, também é positiva. Concluindo assim a

demonstracao. O

E importante destacar que, se (t,U) € %, entdo (t,—U) também pertence a ¥.
Pelos argumentos usados no estudo anterior, e a, b, c,d > 0, podemos decompor C em

CTUC~, onde

Ct={(t,U) € C,U > 0} U{(t1,0)}

C={(t,U)eC,U<0}U{(t1,0)}.

Temos que CtNC™ = {(t1,0)} e C~ ={(t,U) € C: (t,-U) € C"}. E mais, C" &
ilimitada se, e somente se, C~ ¢é ilimitada.
A demonstragao dessas condi¢oes acima sao analogas as feitas no Capitulo 2, com

simples alteragoes.

Lema 4.3. C* € ilimitada.
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Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que Ct é limitada. Entao, C também é
limitada. Pelo Teorema Global de Bifurcacio, temos que C contém (£, 0), tal que £ # ¢,
et € o(S).

Agora, considere (t,,U,) C C* com t, — t tal que, U, # 0, ||U,|| = 0 e U, =

n

U
F(t,,U,). Definindo W,, = m, pela demosntracao do Lema 4.2, existe W € F, onde

W, = Wem E, W #0, W > 0 e satisfaz o problema do autovalor

—AW = (tA)W, em Q
(4.4)

W =0, sobre 0f2.

. ~ A
Pelo Corolario 3.4, temos que tA = Ay, dai t = Tl = t1, o que é um absurdo.

Logo, C* ¢ ilimitada, como queriamos demonstrar.

4.1.1 Estimativa a Priori

Pelo Lema 4.3 concluimos que C* ¢é ilimitada. Agora, vamos mostrar que a componente

conexa CT intersecta qualquer conjunto da forma {t} x F, para t > t.

Lema 4.4. Para todo A > 0, existe R > 0 tal que, se (t,u) € C* et € [0,A], entdo
IU|| < R.

Demonstracao.

Afirmacao 4.2. Para qualquer A > 0, existe R > 0 tal que se (t,U) € CT et < A,
entao |U||lg < R.

Suponha por contradi¢ao que existe (U,) C H e (t,) C [0, A] tal que, | Uy, ||lx — oo

U, n
e U, = F(t,,U,). Considere W,, = ———— onde W,, = (u,,7,), com u, = 4 e
. 1Unll 1Un |z
Uy = ||Un|| . Sabemos que encontrar uma solugdo para o problema (Fg) é equivalente
n||H

a encontrar uma solugao para a equagao (4.1). Desta forma, obtemos

(
—AUp + Gup,on)Un = tn(at, + bvy,), em
—AU, + &y, () = tAU,, em Q
> § —Av, + Yy 00)Vn = ta(cu, + dvy,), em Q

U, = 0, sobre 0f)

u, = v, = 0, sobre 0f).
\

(4.5)
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Sendo assim, dividindo as equagoes de (4.5) por ||U,| g, temos

u u U v

- (i) * e (i) = o () 2 ()| e
A AN A A
() v U ()

() e (i) = e (i) 4 ()] -
A o) \ U1 A A

ou equivalentemente,

— ATy, + Pl 00)Un = tn(aTin, + bT,), em (4.6)

— ATy, + Yy 00)0n = to(Cly + dv,), em . (4.7)

Multiplicando (4.6) por ¢ e integrando sobre €2, obtemos

/ Vu,Vedr + / Blunon) (@)U pdr = t, / (att, + bv,,)pdz, Vo € Hy(Q) (4.8)
0 0 0

e multiplicando (4.7) por 7 e integrando sobre € temos
/ Vu,Vndz + / Y(un,on) (X)Vpndr = 1, / (ctt, + dv,)ndz,¥n € HL (). (4.9)
Q Q Q
Como W, é limitada em H, entao podemos supor, sem perdade de generalidade,

que existe W € H com W = (u,v) que satisfaz

U, — uem Hy(Q) e v, — vem Hy(Q) (4.10)

comp.

pelas imersdes de Sobolev temos que Hi(Q) — L2(f2), assim

U, — uem L*(Q) e v, — v em L*(Q) (4.11)
e, além disso,
Up(x) = u(x),q.t.p. em Q e v,(x) — v(x),q.t.p. em €. (4.12)
Tome ¢ = Lp en= U—”p como fungoes testes em (4.8) e (4.9) e usando a
1 Unl5 U

propriedade (1) obtemos:
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U U U
vu,V (—n )da:—i— / T (aj)ﬂn—n de = tn/(aﬂn —i—bﬁn)—n dx
/ 1Un A A 0 10l
1 1 t

= vu,V (ﬂn—) dx + / Blaun om) (L) Un Uy 7 dT = ———" / (a1, + bv, )u,d

/Q AP o L) AP 1T Jo
= /Nﬂ \2#d:c+/ (L)% (z)udr = b /aﬂ Up + bV, U, dx

N AT o \Unllsr ) “Cm ot =gy o

1 t

2 2 n
= Uy, - _|_ ¢ T)Uu dm a
I o )||Un||pH /Q (\4xuﬁ\\H“"’7|\U§|\H”">( i, U5 (

ou seja,

1 tn
U, |21 ——I—/gbuv xﬂidm ( /u dz—i—b/@nﬂndx) 4.13
| ”HO(Q)”UnHz;I o (tn, n)( ) U, Hp o ( )
/VFV(E—n)dmﬁL/w (x)@de—t /(cu + dv,) - v dx
o " ATl o O @ ||U P

1 1 t
= [ V7,V (@n—) dr + / iy o) ()T Ty o dit = ——2 / (ct,, + dv,)v,dx
/Q AP g L) CAP [CAAA
;‘/W—P ! d+/( ! )p@D (z)v2d fn /“+d——d
Un X )\ L)V, AT = CUp Uy UpUnpax
o [CAP N AT 1011 Jo

tn

1
— 12 —2 — — —2
= v, — + x)U,dr = c/ Uy Updx + d/ Un> dx
| ||H‘%(Q)HUnH% /szw(llvi||H“”’|Ui|H”">( ) U 1% ( Q Q

ou seja,

1 t
En 2 +/ Un, U X E2dl’ - = (C/anndx+d/ﬁ2> dl’ 414
el * Jo Ve o =\ )

Usando (4.10) - (4.12) em (4.13), notamos que

1
— 12
U, — — 0
A

pois, U, é limitada em L?*(Q) e |U, ||z — oo, além disso, — 0, pois t,, é limitada

||U ||p
e pela desigualdade de Holder temos que ||[T,Tn||1 < ||Unl2]|@n|l2 sendo assim, / VU,
também é limitada. Da mesma forma, se usarmos (4.10) - (4.12) em (4.14) terem%s que
”E”H%’&(Q)m — 0, HJ i — 0 e pela desigualdade de Holder Qﬂnm é limitada.

Dessa forma,

lim P ,v,) ()T, 2dx = lim /w(un Tn) =0,
Q

n—o0 n—oo
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dai, pelo Lema de Fatou

0< / lim Qs(m,m)ﬂidx < lim gzﬁ(m@n)(x)ﬂidx =0
0] n—oo

n—0o0 0

€ consequentemente,

@ Q

n—oo

ou seja,

/ Bluv) (x)qux = 0.
Q

Analogamente,

/ Y(uw) (x)vzda: =0.
Q

Como consequéncia, obtemos
| K@)l oDl ey = [ T mg(uwl o)) Pdady =0
QxQ QxQ
Pela hipotese (fa), que é f(t,s) > €|t|P e g(t,s) > €|s|’, chegamos que

0<e [ Kylu)llu@) dedy < K (z,y)f(lu)], [o(y)])[u(z)*dzdy = 0
QxQ QxQ

0< E/Q QF(ﬂij)!v(y)lp\U(ﬂf)lzdxdy < /Q L(z,y)g(Ju)l, [v(y)])v(@)*dedy = 0

x 2
Desta forma,

K (z,y)|u(y)lu(z)]*dedy = / L(z, y)|v()I?|u(z)[*dzdy = 0, (4.15)

QxQ QxQ

como por hipdtese K, I" € K, entdo pela propriedade (ii) que é
K(z,y)|w(y)Pw(x)*dzdy = 0, entdo w =0 ¢.t.p. em Q
QxQ
temos que u = v = 0. Logo, u, e U, convergem para 0 em L?(Q2). Agora, tomando

Y =T, e n =71, como funcoes testes em (4.8) e (4.9), obtemos

/ Vu,Vu,dr + / Pl o) () UnTpdr = 1, / (aw, + bu, )u,dz
Q Q Q
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e
/ V1, Vo,dr + / V(g o0) (2)UnUpd = t, / (i, + dv, )Updx
Q Q 0
ou seja,
/ |V, |*dz + / Do) (@) ULdT = 1, / (att,, + bv, ), dx
Q Q Q
e
/ VT, d:c—i—/w(un o) (@) U2dT = 1, /(cun+d_ VUnda.
Como (t,) € limitado por A, ( / Blun o) (T)ULdT > 0 € / V(o) (T) V2
Q
0, temos
/ 'V, |*dz < A [a/ mn|2da:+b/ ]ﬂnanyd:cl (4.16)
Q 0 Q
e
/ |V, [2dr < A {c/ ]ﬂnﬁn]dx—i-d/ |6n]2dx] : (4.17)
0
Passando ao limite (4.16) e (4.17), obtemos HunHHl(Q —0e anH , = 0, ou
seja, | W% = Hﬂnlﬁfé(ﬂ) + ||Un||§{3(9) — 0, entao [|[W,||lg — 0, o que é um absurdo,
pois sabemos que ||W,||y = H”UUﬁH = ||U, HHHUnIIH 1, para todo n, validando a
afirmagao.
Como (U,,) ¢ limitado em H, por regularizagao teremos que (U,,) ¢ limitada em
L>() x L>=(Q). O

4.1.2 Conclusao da demonstracao do Lema 4.1 e demonstracao

do Teorema 3.1

Através do Lema 4.4, notamos que, para todo t > ¢;, C* cruza o hiperplano {t} x FE,
ou seja, ({t} x E)NC*t # 0. Observe que, caso contrario, existe A > ¢; na qual C*
nao cruza o hiperplano {A} x E, sendo assim, pelo Lema 4.4, existe R > 0 tal que
(t,U)eC*,t€[0,A] e ||U|| < R. Logo, C" seria limitado, contradizendo o Lema 4.3.

Agora, para finalizar a demonstracao do Lema 4.1, vamos mostrar que nao existe
solugao para o problema (Fg) se t < t;. De fato, suponha, por contradi¢ao, que (t,U)

é solucdo de (Fs) com t <ty e U > 0, assim temos
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( b
—Au+ Py (T)u =1 {au + —(Jv)] : em 2
o
—A(0V) + Y (2) (o) = t](co)u+d(ov)], em Q (4.18)
u=uv=0, sobre 02
para todo o > 0. Em particular, se 02 = = = b =co’ = = = co =: 3, vamos fixar
c o
w = ov. Assim, temos U= (u,w) € FE é uma solu¢ao para o problema
( A
—Au+ ¢y ()u = t(au + bw),  em
—Aw + Yo (2)w = t(bu 4 dw), em Q
) (4.19)
u,w > 0, em
(v =w= 0, sobre 0f2.
a b
Uma vez que Ag = | ¢ uma matriz simétrica, temos que
b d
plz|? < (Agz, 2) < Az|?, para todo z € R? (4.20)

onde p e A sao autovalores da matriz A, nos quais A > 0 e A\ > pu.

Por outro lado, note que

t

1L
I
I
It

/ (tAypz, z) dx
0

J
J

|Vul*
Q

[ (=au)

VuVu + (b(um)u?dx + / VwVw + w(u,v)w2dx
Q

a b U U
, dx

d w w >

au + bw
dz
bu + dw
(au + bw
dx
bu + dw)
— AU+ Py )

—Aw + Py pyw

u—i—gbuvuudx—i— (—Aw)w + Yy, wwdz

Q

+ ¢(u7v)u2dx + / IVw|* + w(u,v)dex
Q
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ou seja,
/ (tAgz, z) dx > /(\Vul2 + |Vw|?)dz,
Q Q

POis Pyyu? > 0 € Yy myw? > 0. Logo, por (4.20)

/Q(|w2+ Vwl)dz < /(tAoz,z> <t)\/ﬂ(|u\2+ w]?)da. (4.21)

Pela desigualdade de Poincaré, chegamos que

A1 /(|u|2 + |w|*)dz < t)\/(|u|2 + |w|*)dz.
Q Q

Portanto, ¢ > Tl = t; que é uma contradi¢ao. Finalizando a demonstragao do
Lema 4.1.
A
Note que pelo Lema 4.1, temos que (Py) tem solugao se, e somente se, t; = 71 < 1.

Assim, (P;) tem solugao se, e somente se A > A\;. Provando o Teorema 3.1.

4.2 Demonstracao do Teorema 3.2

Da mesma forma que foi feito no Teorema 3.1, vamos introduzir o pardmetro
t > 0 no problema (F2), na intengao de demonstra-lo via Teoria de Bifurcagao. Para

isso, também se faz necessario a demonstracao do seguinte Lema.

a b
c d

uma matriz tal que: existe um maior autovalor positivo de A que € o unico autovalor

Lema 4.5. Suponha que K € K e (f1) — (f3) sejam vdlidas. Seja A =

positivo X associada a um autovetor z > 0 e dimN(A — A) = 1. Parat € R, temos
que o sistema

(

—AU + ¢(x)U = tAU  em Q,

U >0, em (0, (Pr)

U=0, sobre OS2

\

tem solugao para todo t > ti, onde t; = 71 e A1 € o primeiro autovalor do problema

(=4, Hy(9)).

Diferentemente do caso anterior, estamos considerando a,b,c,d € R. Assim,

podemos obter solugoes nas condigoes f = g e K =1, ou seja, ¢ = 1.
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Antes de demonstrar o Lema 4.5, note que pelas definicoes dos operadores Sy e

Gy, temos que (t,U) € R x E é solugao de (Pr) se, e somente se,

De fato, pelos calculos feitos para o problema (Fs), chegamos a igualdade

—AU + ¢y (z) = tAU, em Q.

Mas, note que, neste caso estamos considerando f = g e K =T, ou seja, ¢ = 1, dessa

forma, teremos que @y (z) = ¢(x)U. Assim,

U = tSo(U) + Go(U) = —AU + ¢(z)U = tAU. (4.22)

Sabemos que podemos escolher uma autofuncao U;, associada ao autovalor t; =
At
A

impar (um) para Sy. De acordo com o Teorema Global de Bifurcacdo, existe uma

de um problema linear, ¢ positiva. E mais, £;* é um autovalor de multiplicidade

componente conexa fechada C = C;, de solugoes para (Pr), que verifica (A) ou (B).

Mostraremos a seguinte afirmacao:
Afirmagao 4.3. (B) nao ocorre.
Para demosntrar essa afirmagao, sera necessario utilizar o seguinte lema:

Lema 4.6. Eziste § > 0 tal que, se (t,U) € C com |t —t1| + ||U]| < d e U # 0, entao

U tem sinal definido, ou seja,
U(x) >0,V € Q ou U(x) <0,Vz €.

O Lema 4.6 é semelhante ao Lema 4.2, a diferenca é que neste caso estamos
considerando o problema (Pr). A demonstragao é anéloga, com simples alteragdes.

Nos casos estudamos anteriormente, utilizando o Principio do Maximo (Ver Apén-
dice A) , conseguimos fazer a decomposi¢ao de C em CTUC™ sem problemas. Aqui, sera
necessario introduzir um operador auxiliar, na qual as propriedades sao semelhantes as

do operador de Laplace.
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Operador Auxiliar

Fixando 1 € L>=() com 1 > 0, definimos o operador solugao Sy, : L3(Q2) — L*(Q) tal

que Sr(v) = u, sendo u a tnica solugdo fraca para o problema linear

L(u) =v, em
u =0, sobre 02,

onde L(u) = —Au+(x)u. Esse operador é compacto e auto-adjunto (ver Apéndice B),
assim usando os resultados da Teoria Espectral, existe uma base ortonormal completa
{¢n} de L*(Q) e uma correspondente sequéncia de nimeros reais positivos {\,} com

A, — o0 quando n — oo tal que

D<A < A< < )\, < -

L<¢n) = )\n¢m em ()
o =0, sobre 0f).

Utilizando o Multiplicador de Lagrange, temos que A; tem a seguinte caracterizacao

/[|W|2 + p(@)?dz
)\1 = inf = J8 .

veHL(Q\{0} / 2de
Q

Também é possivel demonstrar que A\; € um autovalor simples e que uma corres-
pondente autofungao ¢, pode ser escolhida positiva em (2.
Observe que, se substituirmos —AU por LU e o(—A) por o(L), onde LU =
L(u)
L(v)

no Lema 3.2, este continua sendo valido. Assim, temos o seguinte lema:

Lema 4.7. Se o problema

LU = AU, em)

U=0, sobre OS2

tem solugio U com U >0 e U # 0, entao o(L)No(A) # 0. Ademais, U >0 em Q e

ou Ov
— = Q.
a0’ on < 0 sobre 0
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Demonstracao. Pelos mesmos argumentos utilizados na primeira parte da demonstra-
¢ao do Lema 3.2, temos que o(L) No(A) # (), ou seja, existe pelo menos um autovalor
real de A que também é autovalor de L. Além disso, por hipotese do Lema 4.5 existe
um maior autovalor positivo de A que é o Gnico autovalor positivo A associado a um
autovetor z > 0 e dimN (A — A) = 1, assim A = \q, pois sabemos que o(A) = {\, u}
com A > 0, se \; = u, A teria dois autovalores positivos com dois autovetores positivos
o que seria um absurdo, além disso, pelo Lema 3.2 temos que U = ¢w, onde w é

0
multiplo de z. Sabemos que % < 0 sobre 052 (consequéncia do Lema de Hopf), entao

temos w = ) >0,U = o > 0, onde, % = Oad) = a8¢1 <0e
B B In on on

ov  9(Bo1)  ,0¢

o0~ on _6877 < 0 sobre 0f). 0

Para concluirmos a demonstracao do Teorema 3.2, vamos precisar dos seguintes
resultados

Considere os conjuntos

Ct={(t,U)eC:U(x)>0,Vr € Q} U{(t,0)} (4.23)

C={(t,U) €C:U(z) < 0,Yz € Q) U{(t,0)} (4.24)

Assim, C =CTUC™. Observe que C~ = {(t,U) € C: (t,-U) eCt},CTNC =
{(t1,0)}, as demonstragoes sao anélogas as feitas no Capitulo 2. Além disso, C* ¢

ilimitado se, e somente se, C~ ¢ também ilimitado.
Lema 4.8. Ct ¢ ilimitada.

Demonstrac¢ao. Suponhamos, por absurdo, que C* é limitada. Entao, C também ¢é
limitada. Pelo Teorema Global de Bifurcacio, temos que C contém (£, 0), tal que £ # ¢,
et ' € o(Sy). Agora, considere (t,,U,) C C* com t, — t tal que, U, # 0, |U,|| = 0 e

Up = F(tn, Uy).
U, _
Defina W,, = m Pela demosntracao do Lema 4.6, vimos que existe W € E,

onde W,, - W em E, W # 0, W > 0 e satisfaz o problema do autovalor
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(4.25)
W =0, sobre 0f)

onde L(W) = —AW + ¢(x)W. Pelo Lema 4.7, temos que i\ = \; = | = % =15, 0

que ¢ um absurdo. Logo, C* ¢ ilimitada, como queriamos demonstrar. O

4.2.1 Estimativa a Priori

Lema 4.9. Para todo A > 0, existe R > 0 tal que, se (t,U) € CT et € [0,A], entao
U]l < R.

Demonstracao.

Afirmagao 4.4. Para qualquer A > 0, existe R > 0 tal que se (t,U) € Ct et < A,
entio |U||lg < R.

Suponha, por contradigao, que existe (U,) C H e (t,) C [0,A] tal que, ||U,||g —
e U, =Fl(t,,U,).

U, u v
Considere W,, = —— onde W,, = (uy,,v,), com U, = L e, = .
[Unla 1Unlla 1Unlla
Relembre a seguinte identidade,
—AU + ¢(x)U = tAU, em € (4.26)
a qual é equivalente ao sistema
—Au+ ¢(x)u = t(au + bv), em
(4.27)

—Av + ¢(x)v = t(cu + dv), em Q.

Dividindo (4.27) por ||U, ||z e lembrando que ¢(x) = ¢u,0)(z) temos

() o () = ( () + ()

— ATy, + Q) (), = Ly (atiy, + bT,,) (4.28)

ou seja,
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e
— ATy, + Gpu) (2)T, = t,(ctty, + dvy,) (4.29)

Seguindo os mesmos passos que foram realizados no Lema 4.4 conseguiremos
validar a afirmagao. O

Conclusao da demonstracao do Lema 4.5 e demonstragao do Teorema 3.2

Por meio do Lema 4.9, para todo t > t;, temos que C* cruza o hiperplano {t} x FE,
ou seja, ({t} x E)NC* # 0. Observe que, do contrario, existe A > ¢; tal que C* nao
cruza o hiperplano {A} x F, com isso, temos pelo Lema 4.9, que existe R > 0 tal que
(t,U) € C*, t € [0,A] e ||U]| £ R. Desta forma, C* seria limitado, contradizendo o
Lema 4.8.

Para concluirmos a demonstracao do Teorema 3.2, basta notar que pelo Lema
4.5, fica claro que (P,) tem solucdo se t; < 1. Portanto, (P) tem solu¢do se A > Ay,

como queriamos demonstrar.



Apéndice A
Alguns Resultados Utilizados

Lema A.1 (Lema de Fatou). Se (f,,) pertence a M*(X,X), entao

/(lim inf f,,)dp < lim inf/fnd,u.
Demonstracao. Ver [6]. O

Teorema A.1 (Desigualdade de Holder). Seja f € L, eg € L,, comp>1e é%—é = 1.
Entao fg € Ly e |[fgls < [Ifllpllglls-

Demonstragao. Ver [6]. O

Teorema A.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q um aberto limitado de RY. Entdo,

existe uma constante C = C(§2, p) tal que

1
|u||r) < C (/ |Vu]pd$) , Yue WP com1<p< oo.
0
Demonstragao. Ver |23] O

Teorema A.3 (Principio do Maximo). Seja Au > 0 (< 0) em Q e suponha que ezista
um ponto y € §Q tal que

u(y) = supu (inf u).
Q Q

. Entao u € constante.

Demonstragao. Ver [17]. O
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Teorema A.4 (Teorema da Funcao Implicita). Sejam f : U — R uma funcgdo de
classe C* (K > 1), definida num aberto U C R, e (z0,y0) € U tal que f(zo,90) = ¢,

a—(xo,yo) # 0. Entao existe um retangulo aberto I x J, de centro (xq,yo) tal que

Y

fYe)n (I x J) € o grifico de uma funcio € : I — J, de classe C*. Tem-se £'(x) =
of oz

0f /oy
Demonstragao. Ver [25]. O

estas derivadas sendo calculadas no ponto (x,&(x)).

Teorema A.5 (Teorema de Aproximagao de Weierstrass). Dada uma fun¢ao continua

f i la,b] — R, existe uma sequéncia de polindmios p,, tais que

n—oo
uniformemente em |a, b].
Demonstragao. Ver [21]. O
- . . a b
Proposigao A.6. Seja a matriz A = com a,b,c,d > 0, temos que o(A) =
c d
. , . a
{p, A} e X > p com A > 0. E bem conhecido que, existe um autovetor de A
8
. a1 .
associado ao autovalor A com «, > 0 e todo autovetor de A associado ao
b
autovalor p com oy - B < 0.
Demonstragao. Ver [18]. O

Teorema A.7 (Agmon-Douglis-Niremberg). Seja Q C RY um dominio limitado com

fronteira suave, f € L"(Q)) comr > 1 e u € H}(Q), verificando:

/Vqudmz/fvd$, Yo € C5° (). (A.1)
Q Q

Entio, u € W?7(Q) e existe C' > 0 independente de f, tal que

lullw2r@) < Cllfllr@)-

Demonstragao. Ver [17]. O
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O teorema anterior afirma que dado f € L"(2) existe uma tunica solugado u €

W2 (Q) N W, (Q) verificando (A.1). Além disso, temos
feWwrr(Q) = ue WH2r(Q).

Teorema A.8 (O Teorema de Bifurcagdo de Krasnoselski). Seja X um espago de
Banach e seja T € CY(X,X) um operador compacto, tal que, T(0) = 0 e T'(0) = 0.
Além disso, seja A € L(X) compacto. Entao todo autovalor A de A com multiplicidade

algébrica impar é um ponto de bifurcagao para u = NAu + T'(u).
Demonstragao. Ver [4]. O
Lema A.2 (Hopf). Seja u € C*(Q)NCYQ) que verifica

Au <0, em Q.

Se existe xy € OS2 tal que

temos,

onde 1 denota a norma exterior a 02 em x.
Demonstracao. Ver [16]. O

Uma conseqéncia imediata do Lema de Hopf é que,

2f)
e Q
an(y)<0, Vy € 0

onde ¢; ¢ uma autofungao positiva de (—A, H}(Q)) associada a )y, isto é

—A¢y = M1, em Q
¢1 > 0, sobre 0f2.

Teorema A.9 (Teorema da Representacao de Riesz). Seja H um espago de Hilbert e

VU € H'. Entao, existe um unico u € H tal que
U(v) = (u,v)g, Yo€ H e |V|g = |ullg.

Demonstragao. Ver [9]. O
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Teorema A.10 (Multiplicador de Lagrange). Consideremos f : U — R, uma fung¢ao
de classe C*(K > 1) no aberto U C RN e M = p~Y(c) uma hiperficie contida em
U, imagem inversa do valor reqular ¢ € R por uma funcio ¢ : U — R, de classe CF.

Um ponto p € M € ponto critico de f|y se, e somente se, existe um nimero real A tal

que grad f(p) =X - grad (p).
Demonstragao. Ver [19]. O

Teorema A.11. Sao vdlidas as sequintes imersoes:

e Hy(Q) — LI(Q), 1 < ¢ < 2%

comp.

e Hy(Q) — L), 2<q<2%;

o W2,T(Q) — Clza(Q), para 0 < a <1 — 1%, onde r = 27.

comp.

e CH(Q) — CYN),0<a<1.
Demonstragao. Ver [2]. O

Teorema A.12 (Decomposigao espectral de operadores compactos e autoadjuntos).
Sejam H um espaco de Hilbert e T': H — H um operador compacto e autoadjunto.
Entao H admite um sistema ortonormal completo formado por autovetores de T'. Mais
ainda, existem sequéncias (finitas ou infinitas) de autovalores (\,), de T e de vetores

(Un)n tais cada v, € autovetor associado a A, e

T(x)= Z An (T, vp) Uy,
para todo x € H.

Demonstragao. Ver [8]. O



Apéndice B
Propriedades do Operador S

Seja o operador solucdo S : C°(Q) — C'(Q) dado por

S(u) = w; <= (B.1)
wy = 0, sobre 0.

Este operador possui algumas propriedades que serao apresentadas abaixo.

e Propriedade 1: S : C°(Q) — C'(Q) esta bem definido, ¢ linear e continuo.
De fato, dado f € L>(2), temos, que f € L"(2), para todo r > 1, pois || < co.
Assim, pelo Teorema da Representagao de Riesz, existe um tnico u € Hg(£2) com

—Au = f(u), em (B2)

u =0, sobre 0.
Desta forma, pela Teoria da Regularidade (Agmon-Douglis-Niremberg), u €
W2T(Q), para todo r > 1 e existe uma constante C' > 0 independente de f,

tal que

[ullzr < Coll 1l

N
Por [2] temos que, se r = f, onde W2"(Q) — C**(Q), para 0 < a < 1 — P
p

S
lle < C ( / HfH’") <c ( / Hfuzo) — ClIf ol

Y

assim
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ou seja,

[ullia < Crll oo

comp.

Como, CH*(Q2) =" C'(), ver [2], entdo temos

[ullorey < llullere@) < Cooll flloo-

Dai, fica bem definido o operador S : C°(Q) — C'(Q) que é compacto e continuo,
pois C°(Q) — L>(Q).
Agora, vejamos a linearidade. De fato, considere u,v € C°(Q) e a € R. Denota-

remos por w,, w, € w, as solugoes dos seguintes problemas lineares

¢

—Aw, =u, em ()
(B.3)
| wu = 0, sobre 0f2
)
—Aw, =v, em ()
(B.4)
| wo = 0, sobre 0f2
e
—Aw, =u+av, em (]
(B.5)

w, =0, sobre 0.
ou seja, S(u) = wy, S(v) = w, e S(u+ av) = w,. Queremos mostrar que

w, = w, + aw,, na qual implica que S(u + av) = S(u) + aS(v).

Note que, se ¢ € H}(2), entao

/V(wu+awv)V<,0dx = /unVgodx+a/VwUVg0dx
0 Q 0

= /ugpdw+a/vgpdw
Q Q

/ V(wy + aw,)Vedr = /(u + av)pdz.
Q Q

ou seja,

Sendo assim, temos que w,, + aw, ¢é a solugdo fraca para o problema (B.5). Mas
o problema (B.5) tem como tnica soluc¢do a funcdo w,, entdo w, = w, + aw,.

Portanto, S é linear.



¢ Propriedade 2: O operador S ¢ simétrico, ou seja, (S(u), v) 2@ = (u, S(v)) 12

2

)
para todo u,v € L*(2).

De fato, considerando S(u) = w, ¢ S(v) = w,, temos

/unV<pdx—/ucpdx, Vi € Hy(Q)
Q Q

/VMUV@Ddx:/dex, Vip € Hy(Q).
Q Q

Fazendo ¢ = w, e ¥ = w, obtemos

/unvadx:/uwvdx,
Q Q

/vaundx:/kudx.
Q Q

/uwvd:v:/kud:v
Q Q

(S(u), 0) 2y = (u, 5(v) 2@y

Dai, temos que

ou seja,

e Propriedade 3: O operador S ¢ positivo, ou seja, (S(u),u)z2q) > 0, para todo
u € L2(Q)\{0}.

Seja S(u) = w,, assim

/unVgpd:B:/ugpdx, Y € Hy(Q).
Q Q

Fazendo ¢ = w, temos

/\VwUIde:/uwudx.
0 Q

Desde que u # 0, teremos que w, # 0. Dai, segue imediato que / uwydr > 0,
Q
ou seja,

(S(u),u) 2@ > 0, Vu € LA(Q)\{0}.



87

e Propriedade 4: O operador S contém uma sequéncia (u,) C (0,00) de autova-
lores tais que

fir > pig > >y > >0

e
tn — 0, quando n — oo.
E mais,
dimV,, < oo, neN
e

Q) =PV,
j=1

Pelos resultados de Analise Funcional, podemos garantir a existéncia da sequéncia
de autovalores (iu,). A positividade desses autovalores vem da Propriedade 4,
pois S é um operador positivo. Note que, se u é autovalor de S, entao existe

u € C°(Q)\{0} tal que verifica S(u) = pu, assim temos
0< (S(u)au)CO(ﬁ) = M/Q |U\2d$ = M(%U)CO@)
logo, 1 > 0.

e Propriedade 5: Relagdo entre os autovalores do operador S com o (—A, H}(2)).
Seja (u,) uma sequéncia de autovalores de S. Assim, para cada n € N existe

©on € C°(Q) tal que satisfaz

S(Qpn) = HnPn; (90 S H(%(Q))

Com isso, temos

[ Fen)Vods = [ puvde, vo € Hy@),
Q Q

logo,

1 1 1
/Q (E) V (pnon)Vodz = /Q (E) onpdz, Vi € Hy(Q)

Q Q

ou seja,

n
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Sendo assim, temos que ,, € solucao do seguinte problema,

—Ap, = \pn, em
(B.6)

Yn =0, sobre 0€2;

1
onde, \, = —. Com isso, (\,) ¢ uma sequéncia de autovalores para (—A, Hg(9)).
Agora, suponhamos que A € R seja um autovalor de (—A, HJ(€)). Assim, existe

o € H}(Q)\{0} tal que

—Ap=Xp, em(
(B.7)

¢ =0, sobre 0f2
ou equivalentemente,
/V(,pvwd:c = )\/ odr, Y € Hy (). (B.8)
Q Q

Assim, devemos ter que A\ # 0, pois caso contrario, teriamos que —Ap = Ay = 0,
o que é um absurdo, pois ¢ € H}(Q)\{0}. Dessa forma, temos que A > 0, pois

pela igualdade (B.8) temos

O</|Vgo|2d:£:)\/ lplPde = A>0. (B.9)
Q Q

Assim, por (B.8) e (B.9), obtemos

/ v (190) Vipdr = / pbdr, Vb € HAQ)
Q /\ Q

1 1
ou seja, S(p) = an, indicando que " é um autovalor de S associado a autofuncao

@. Portanto, 3= lhn, Para algum n € N.

Observacao B.1. O operador Sy : E — E; do Capitulo 3 e o operador auziliar
Sp @ LA2(Q) — L*(Q) do capitulo 4, verificam as mesmas propriedades apresentadas

acima. As demonstragoes sao andlogas as do operador S com simples alteragoes.
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