Mateus Soares Marques

Projeto de um sistema de controle de atitude e
estimacao de orientacao para quadrotores com

abordagem nao-linear no SO(3)

Campina Grande, Paraiba

Junho de 2024



Mateus Soares Marques

Projeto de um sistema de controle de atitude e estimacao

de orientacao para quadrotores com abordagem nao-linear

no SO(3)

Trabalho de Conclusao de Curso submetido
a Coordenacao de Graduagao em Engenharia
Elétrica da Universidade Federal de Campina
Grande, Campus Campina Grande, como
parte dos requisitos necessarios para a ob-
tencao do grau de Bacharelado em Ciéncias
no Dominio da Engenharia Elétrica.

Universidade Federal de Campina Grande — UFCG
Centro de Engenharia Elétrica e Informéatica — CEEI

Departamento de Engenharia Elétrica — DEE

Orientador: Antonio Marcus Nogueira Lima, D. Sc.

Campina Grande, Paraiba

Junho de 2024



Mateus Soares Marques

Projeto de um sistema de controle de atitude e estimacao
de orientacao para quadrotores com abordagem nao-linear

no SO(3)

Trabalho de Conclusao de Curso submetido
a Coordenacao de Graduacao em Engenharia
Elétrica da Universidade Federal de Campina
Grande, Campus Campina Grande, como
parte dos requisitos necessarios para a ob-
tencao do grau de Bacharelado em Ciéncias
no Dominio da Engenharia Elétrica.

Trabalho aprovado. Campina Grande, Paraiba, 07 de Junho de 2024:

Antonio Marcus Nogueira Lima, D. Sc.
Orientador

Marcos Ricardo Alcantara Morais, D.
Sc.
Convidado

Campina Grande, Paraiba
Junho de 2024



Dedico este trabalho aos meus pais, Marcondes e Adriana.



Agradecimentos

Agradeco os meus pais pela paciéncia e pelo apoio moral e financeiro, sem os quais
nao estaria concluindo a minha graduacao. Ao meu irmao Gabriel pela companhia e pelas

risadas de todo dia.

Agradeco a minha namorada, Bibi, e sua familia, Seu Carlos, Bia e Isadora, pelo

acolhimento e pelos almocos e conversas.
Agradeco os meus amigos do NSC, pela fé que sempre tiveram no meu potencial.

Agradego os meus amigos de curso Icaro e William pelas ideias trocadas e o incentivo

mutuo.

Agradeco os meus amigos do 2015.1 Augusto e Pedro Saulo, com os quais passei

6timos momentos e enfrentei os desafios dessa graduacao.

Agradeco os meus professores do departamento, em especial o professor Antonio

Marcus pela oportunidade e pela orientacao concedida.



“A simplicidade € a sofistica¢ao suprema.”
(Leonardo da Vinci)



Resumo

Este trabalho apresenta a aplicagao de técnicas nao-lineares ao problema de controle de
rotacdo e estimacgao de orientagao de quadcopteros, com foco na representacao da rotagao
por elementos do SO(3) (Grupo Ortogonal Especial de Terceira Ordem) e formulagao do
problema usando o Teorema de Lyapunov para a estabilidade de sistemas nao-lineares
aplicado a problemas de controle geométrico. Um modelo combinado de estimador, con-
trolador de atitude e controlador de posi¢ao é proposto e implementado no ambiente de
simulagdo computacional Simulink, onde os resultados foram produzidos e analisados.
Os erros de estimacao e de rastreio de trajetoria observados no sistema implementado
mostram que o uso de técnicas baseadas na geometria da rotagdo proporcionam robustez

e rapida convergéncia do sistema ao equilibrio.

Palavras-chave: Quadrotores, Controle geométrico, Observadores Nao-lineares de Estado,

Modelagem de Sistemas Mecanicos, Simulagdo Computacional.



Abstract

This work presents the application of nonlinear techniques to the problem of rotational
control and orientation estimation in quadcopters, focusing on the representation of
rotation using elements from SO(3) (Special Orthogonal Group of Third Order) and
formulating the problem using Lyapunov’s Theorem for the stability of nonlinear systems
applied to geometric control problems. A combined model of estimator, attitude controller,
and position controller is proposed and implemented in the Simulink computational
simulation environment, where results were produced and analyzed. The estimation errors
and trajectory tracking observed in the implemented system show that the use of techniques
based on the geometry of rotation provide robustness and rapid convergence of the system

to equilibrium.

Keywords: Quadrotors, Geometric Control, Non-linear State Observers, Mechanical

Systems Modeling, Computational Simulation.
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1 Introducao

Nos ultimos anos, os quadrotores tém emergido como uma tecnologia promissora
com aplicagoes em diversas areas, incluindo vigilancia, mapeamento de terrenos, entrega de
pacotes e entretenimento. Esses veiculos aéreos nao tripulados (VANTSs) apresentam uma
agilidade e versatilidade tinicas, o que os torna especialmente adequados para tarefas que
exigem manobras complexas e acesso a areas de dificil alcance. No entanto, a realizagao
eficaz dessas tarefas depende crucialmente do desenvolvimento de sistemas de controle de

voo robustos e precisos.

O controle de voo de um quadrotor apresenta desafios significativos devido a sua
natureza nao linear, além das limitacoes impostas por sensores e atuadores disponiveis.
A estabilidade e a capacidade de resposta do drone sao influenciadas por uma série de
fatores, como ventos turbulentos, variagoes de carga, efeitos aerodindmicos nao lineares e
incertezas no modelo do sistema. Portanto, projetar um controlador eficiente que possa
lidar com essas complexidades é fundamental para garantir o desempenho adequado do

quadrotor em diversas condigoes operacionais.

Este trabalho propoe um sistema de controle de voo para drones, com foco na
abordagem estritamente nao-linear na solugao. Foram considerados aspectos tedricos e
praticos, incluindo modelagem dinamica, controle de atitude e estimacao de orientacao.
Além disso foram realizadas simulacoes para ilustrar a eficacia das abordagens propostas e

suas aplicagoes em um cenario de seguimento de trajetéria.

Ao compreender os desafios inerentes ao controle de voo de quadrotores e as
estratégias disponiveis para enfrentd-los, espera-se que este trabalho possa contribuir
para o avanco continuo desta tecnologia, ampliando suas possibilidades de aplicacao e

melhorando sua seguranca e desempenho.
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1.1 Objetivos

Os objetivos deste trabalho sao o estudo do controle geométrico e observadores
nao-lineares no SO(3) aplicados ao contexto de controle de véo de quadrotores e a

implementagao dessas técnicas em ambiente de simulacao.

1.1.1 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos definidos foram:

1. Revisao da literatura escolhida sobre controladores e observadores nao lineares no

contexto de quadrotores;
2. Modelagem e simulacao computacional do sistema dinamico do quadrotor;
3. Projeto do controlador de voo;
4. Analise da estabilidade do controlador;
5. Projeto do observador de estados;
6. Anélise da estabilidade do observador;
7. Implementacao do controlador e do observador em ambiente de simulacao;
8. Implementacgao do controlador de posicao;
9. Simulacao do sistema para referéncias de orientacao e de posi¢ao;

10. Analise da convergéncia do sistema na estimacao e no rastreio de trajetoria.

1.1.2 Estrutura do trabalho

O trabalho esta dividido em 6 capitulos. O Capitulo 2 apresenta a mecanica de
corpo rigido do quadrotor representada no SO(3) através de matrizes de rotagao. Ainda
no Capitulo 2 discute-se a modelagem dos efeitos aerodinamicos presentes no voo de
quadrotores bem como o modelo usado para simular os sensores embarcados no drone,
em especifico os sensores presentes no Parrot Mambo, cujo o pacote de simula¢do para
Simulink (MathWorks, 2023) foi usado para simular as técnicas de controle e estimacao de

estados desenvolvidas nesse trabalho.

Nos Capitulos 3 e 4 sdao apresentados o controlador e o observador estudados.
Nesses capitulos os principais resultados sao comentados e a estrutura geral da abordagem

nao-linear no SO(3) é trazida sob forma de equagoes.

No Capitulo 5 ¢ explicada a implementacao do controle e do estimador no ambiente

de simulacao computacional Simulink, onde usou-se o modelo de simulagao do Parrot
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Mambo para Simulink para testar as leis formuladas nos capitulos 3 e 4. Ainda no Capitulo
5 implementa-se um controle de posicao para testar o funcionamento do controlador e do
observador no contexto de seguimento de uma curva no espaco. Ao final do capitulo os

resultados obtidos das simulacoes sao analisados.

O Capitulo 6 conclui o trabalho com uma anélise geral do conteido apresentado

nos demais capitulos e sugestoes de melhorias e estudos futuros sao apresentadas.

No Apéndice A constam as deducgoes das equacoes e os resultados matematicos

importantes para compreensao do controle geométrico de sistemas mecéanicos.
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2 Modelagem do quadrotor

O quadrotor é um rob6 moével aéreo, com quatro propulsores dispostos em X que
permitem estabilizar e movimentar o drone no ar. Do ponto de vista de controle, o drone
quadrotor é um sistema sub-atuado, uma vez que possui seis graus de liberdade mas apenas
quatro atuadores, de tal maneira que o controle de posicao e orientagao sao acoplados.
Assim, para controlar a trajetoria do drone no espaco, controla-se sua orientacao a fim de

direcionar a propulsao total produzida e o torque total aplicado sobre sua estrutura.

O sistema de propulsao do drone é feito por quatro pares motores + hélice. A
dindmica do drone tem por entrada os torques e forcas gerados por cada um de seus
propulsores através dos efeitos aerodinamicos associados a rotacao das hélices, de modo
que as entradas do sistema sao produzidas pelo controle da velocidade angular individual

de cada propulsor.

Dadas as consideragdes dos dois ultimos paragrafos, pode-se abstrair o sistema
dinadmico do quadrotor como um corpo rigido com seis graus de liberdade cuja a pose é
controlada pelo torque e pela forca total aplicada. Uma vez que as leis de controle para as
entradas forca e torque tenham sido encontradas, por meio do entendimento da aerodi-
namica do propulsor pode-se obter as velocidades de cada propulsor que conjuntamente

permitem a realizacao do controle de pose.

Nas se¢oOes seguintes os modelos analiticos das plantas considerados no projeto
do controle de voo serdao apresentados, tendo por referéncia o drone Parrot Mambo e o
pacote de suporte a drones Parrot para Simulink® (MathWorks, 2023), onde o projeto foi
desenvolvido e testado seguindo o detalhamento trazido por (OLIVEIRA, 2020) para uso

e otimizacao de projetos baseados em modelo no contexto da toolbox mencionada.

2.1 Modelo dinamico

A Figura 1 ilustra o quadrotor no espaco. O sistema de coordenadas fixado ao
quadrotor é {B} de bases ortogonais ZB, j’B ek . O sistema de coordenadas inercial é
{I} de bases ortogonais i7, j; e k7. O sistema de coordenadas {I*} (de bases if+, j;- e
k +) representa a translagdo de {I} para a posigdo do drone no sistema em coordenadas
inercial. p, ¢ e r s@o as velocidades angulares do quadrotor no referencial { B}, sendo o
vetor da velocidade angular dado por w = [p ¢ r]7 € R3. Os vetores F; e R3,1<i<4
representam os empuxos gerados por cada um dos quatro propulsores do veiculo (em
coordenadas de {B}); j4 as grandezas M; € R3, 1 <14 < 4 representam os torques gerados

por cada propulsor sobre a estrutura do drone (em coordenadas de {B}).
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Figura 1 — Sistemas de coordenadas inercial e do quadrotor em voo.

{}

Fonte: Autoria prépria.

Das varidveis nao representadas na Figura 1 temos a inércia total do quadrotor em
{B}, representada por .J, a massa total do quadrotor representada por m, a aceleragao
da gravidade dada por § = [0 0 g]* no sistema de coordenadas {I}, a matriz de rotacao
R € SO(3) de {I*} para {B}, a posi¢ao p € R? de {B} em coordenadas de {I}, bem

como a velocidade linear v € R® de {R} em relagdo a {I}.

2.1.1 Cinematica de corpo rigido
A pose {B} com relagao a {I} pode ser dada por £ € SE(3):

R p

f:
01><3 1

(2.1)

Seja 5 a derivada da pose no tempo. Podemos escrever este termo como (MURRAY;
LI; SASTRY, 1994)
R

£ =[Vi]x€=¢E[Vplx = o o

(2.2)
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onde V7, Vg € RS representam as velocidades do drone em {I} e {B}, respectivamente

i —RRTp +7
v— |V = [TV PR (2.3)
o (RRT)"
_VB RTp
Va = = : 2.4
7 _w] (R"R) 24

onde p ¢ a derivada no tempo do vetor posicao p.

Os operadores [-]x e ()Y representam os mapas hat : R — g(n) e vex : g(n) — R™,
respectivamente, onde g(n) é a dlgebra de Lie associada ao grupo G(n). Os grupos de
Lie para os quais se explicitara os mapas mencionados sao o grupo ortogonal especial de
terceira ordem (SO(3), de algebra s0(3)), que engloba todas as matrizes de rotagao no
espago tridimensional e o grupo euclidiano especial de terceira ordem (SE(3) de dlgebra

se(3)), que representa todas as poses em trés dimensdes. Para a,b € R3

Qg 0 —a, aqa
hat(a) = |a,| £ | a. 0 —a,|:R>— s0(3) (2.5)
az| —Qy Ay 0
0 —a, ay Vb,

'R — 5e(3)  (2.6)

=
o
=
RS
Q
= <
~
Il
—
Q o
[
X

[[>
(@n)
=8,
50X
o o
L= =
|

| =
[SEEEN]
<
S o

|
S
8
S oS
S

0 0 0 0
Para ¢ € 50(3) e d € se(3)
v
O _Cz Cy Cw
vex(c)=|c. 0 —ci| = |¢,|:50(3) >R’ (2.7)
—Cy  Cg 0 C,
]
v
0 —d, dy du dyy
d, 0 —d, d d.
vex(d) = — : 5¢(3) — RO (2.8)
—d, d, 0 d. dy
0 0 0 o0 d,
L dz -

Podemos representar V7 em termos de Vg (e virse-versa) através da transformacao
adjunta Ade (MURRAY; LI; SASTRY, 1994)

Vi = AdeVp = Vg = Ad;'V; (2.9)
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onde

R [p]xR
03><3 R

RT _RT [p] X

Adg =
¢ 03><3 RT

e Ad' = (2.10)

Antes de prosseguir com o desenvolvimento matematico, é importante notar que a
componente v; da equagao 2.3 nao representa a velocidade do centro de massa do drone em
relagao a origem de {7}, mas sim a velocidade de um ponto (imaginério) fixado no sistema
de coordenadas de {B} que passa pela origem de {I} no instante em que a velocidade
V; é medida. Essa informacao é importante para entender que a velocidade do centro de

massa ¢ dada por p, nao por vy.

E conveniente separar a cinematica em suas componentes translacionais e rotacionais.

Tomando 2.2 em coordenadas de {B} e aplicando a definigao 2.6:

R R w A
p _ g[VB]X _ |Y [ ]>< B
O1><3 O O1><3 1 01><3 0
R = R[w]«
— (2.11)
p = Rvp

2.1.2 Dinamica de corpo rigido

Sejam FeMa forca e o momento totais aplicados sobre o drone e representados

em {B}, computados da seguinte maneira

4

i=1 =1

onde F; é o empuxo gerado pelo propulsor 4, 2 é a posicdo do propulsor i em relagio ao
centro de massa do drone e M; é o torque reativo aplicado pelo propulsor na estrutura do

quadrotor.

Podemos representar a dinamica de corpo rigido do drone no espaco através das
equagoes de Newton-Euler (MURRAY; LI; SASTRY, 1994) em coordenadas de {B}

[w]x 03><3]

O3x3 [w]x

F + RTmg
M

B =

(2.13)

mlIs  Ozxs VB
O3><3 J

mlIs  Ozx3
O3><3 J

onde g = glg 1 é a aceleracao da gravidade expressa em {/}.

Separando as dindmicas translacionais e as rotacionais e isolando as velocidades,
temos o sistema
vp=m'F + R'§— [w]xvp

(2.14)
w=JYM — [w]xJw)
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O termo [w]|«vp some se representarmos a dindmica translacional com relagao a
{I}, o que nos da:
. -1 = -
v=m_ RF+g
(2.15)
w=JYM — [w]xJw)

onde v = Rvpg.

2.1.3 Dinamica do quadrotor

Combinando as equagoes 2.11 e 2.15, pode-se expressar a mecanica do quadrotor

no sistema ‘

R = Rlw]x

p=vVv

v=m"RF +§
w=JYM — [w]xJw)

(2.16)

O sistema 2.16 servira de base para a formulacao tanto do algoritmo de controle
quando de estimagao dos estados que serao apresentados nos capitulos subsequentes. No
sistema apresentado, se considera que forga F , expressa em coordenadas de { B}, s6 contém
componentes na dire¢ao k B. Essa hipotese parte da suposicao de que o sistema de propulsao
gera empuxo apenas na direcao axial dos atuadores. Como explicado na secao seguinte, essa
hipdtese nao condiz com um situacao real de voo. Apesar disso, tomar essa suposicao por
verdadeira simplifica o desenvolvimento analitico do controlador. Podemos entao reescrever
o sistema 2.16 de forma a explicitar a direcao da forga F de magnitude F. Buscando

evidenciar as entradas de controle, pode-se expandir o termo M em M = [1;, Tj, Tez|"

R = R[w]
p=V
v=§—mRFk
g b (2.17)
TZ'B
w=—J M Jw+J |1,
TkB
Dizemos entao que a entrada de controle do sistema 2.17 é
F
u=|"" (2.18)
Tip
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2.2 Atuadores

O modelo apresentado na se¢ao anterior usa os torques e forca total como entradas.
No entanto estas entradas resultam dos efeitos aerodinamicos associados a rotagao das
hélices do sistema de propulsao, e estao sujeitas a dinamicas adicionais como a eletromeca-
nica do motor utilizado, o descarregamento da bateria e a dindmica elétrica do controlador
eletronico de velocidade (ESC). Nesta secdo sdo apresentados os modelos simplificados da
aerodinamica da hélice na geracao dos torques e forcas e a geracao de velocidade angular
do rotor do motor (MAHONY; KUMAR; CORKE, 2012).

2.2.1 Aerodinamica dominante

Em regime permanente, o empuxo gerado por um propulsor em condigoes de
hovering é dado por
F; = —C’TpATprfgw?EB (2.19)

onde A, € a drea dentro da qual a hélice rotaciona, r, é¢ o comprimento de uma das pas,
w; € a velocidade angular da hélice em torno do eixo do propulsor, C7 é o coeficiente de
empuxo da hélice, que depende de sua geometria e p é a densidade do ar. Na pratica,

considera-se o modelo simplificado

F; = —crw’ky (2.20)

A constante ¢r > 0 pode ser determinada por testes de empuxo estatico.

O torque reativo (produzido pelo arrasto da hélice) que age sobre a estrutura do

quadrotor em condicao de hovering pode ser modelado por
M; = +eywiky (2.21)

onde cj; também depende de A, , r, e p e pode ser determinado por testes de empuxo
estatico. O sinal da expressao acima depende do sentido de rotacao da hélice em questao.
Se considerarmos a Figura 1

—cywkp , parai € {1,3}

M, = " (2.22)
cywikp , para i € {2,4}

Considerando 2.18, busca-se explicitar a relagdo entre as entradas do sistema
dindmico que descreve a mecanica do quadrotor e as velocidades de cada propulsor,
possibilitanto a alocagdo das velocidades (que sdo as variaveis que o drone pode impor

através da ESC) para os sinais de controle dados em termos de forga e torque. Dada a
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equagao 2.12 e tomando a Figura 1 por referéncia, com as devidas substituicoes chega-se a

F Cct Ctr Cr CT wl wl
l ! ! l _ _
Tip — R BT /lr T RCT| |W2 )
_ _ 2 V2 V2 V2 _
e R e R i DR N I N ot i (2:23)
JB \/Q T \/ﬁ T \/5 T \/Q T 3 3
Tkp —CM CM —Cy CM Wy Wy

onde [ é a distancia de qualquer propulsor ao centro de massa do VANT.

No contexto da implementagao, I' pode variar a depender da maneira como se
enumerou os propulsores. Em todo caso, as velocidades de rotacao de cada hélice para

uma dada entrada de controle u podem ser calculadas por

=T""u (2.24)

2.2.2 Efeitos aerodinamicos adicionais

No modelo da dindmica do VANT 2.17, considerou-se por entrada do sistema
forcas geradas apenas na direcao de k B, 0 que torna o controle do drone nas dire¢oes
remanescentes sub-atuado. Dado isso, dois efeitos aerodinamicos tém influéncia significativa
na dindmica do sistema como um todo (por gerarem forgas no plano i X j’B), sendo eles
o de batimento das pés, (comumente chamado na literatura de rotor flapping) e o arrasto

induzido.

Quando um quadricéptero se desloca no plano horizontal ir % jI, a velocidade
na ponta da hélice que estd avancando é superior a da hélice que esta recuando. Essa
diferenca de velocidade desbalanceia o empuxo gerado por cada hélice. A alta velocidade
do rotor amplia os efeitos giroscopicos, que por sua vez produzem um torque atuando
perpendicularmente a direcao do vento percebido. Como resultado, a for¢a de empuxo
gerada desvia-se dos eixos do motor, inclinando-se para tras em relacao a direcao de

movimento do quadricoptero.

Esse fend6meno também leva ao surgimento de um arrasto adicional, denominado
arrasto induzido, causado pelas diferentes velocidades relativas do ar entre as hélices que
avancam e as que recuam. A hélice que avanca, ao se mover mais rapidamente, gera mais

sustentacao, mas também maior arrasto em comparacao com a hélice que recua.

Adicionalmente, (MAHONY; KUMAR; CORKE, 2012) mostra que é possivel
modelar esses efeitos utilizando um modelo simplificado, onde uma tnica expressao é
suficiente para representar ambos os fendmenos. Uma expressao detalhada para o rotor
flapping envolve o modelo mecéanico da deformacao da hélice sujeita a forgas aerodinamicas

e centripeta a medida que ele realiza uma rotacao completa. As equac¢oes de movimento
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Figura 2 — Rotor flapping.
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Fonte: Autoria proépria.

resultante sao um sistema dindmico nao-linear de segunda ordem com uma resposta
oscilatéria altamente amortecida na frequéncia forcada correspondente a velocidade do
rotor. Para uma hélice tipica, a dindmica converge para o regime permanente apos um
ciclo completo de rotacao. Para o modelo usado neste trabalho, considerou-se apenas o

regime permanente do rotor flapping, presente no pacote do Parrot para Simulink.

Considera-se que o centro de massa do drone desloca-se com velocidade linear
p = [v 0 0]7 no referencial {I}, tal como ilustrado na Figura 2. F; é a forca gerada pelo
rotor ¢ na dire¢ao axial do propulsor, w; é a velocidade angular da hélice do propulsor i e
B ¢ o dngulo de flapping em regime permanente. Seja r, o raio da hélice (distancia do eixo
do propulsor & extremidade de uma das pas) e p = |v|/(w;r,) a razao de avanco, isto é, a
razao da magnitude da velocidade horizontal do propulsor pela velocidade linear da ponta
de uma pé, temos (MAHONY; KUMAR; CORKE, 2012)

,UAls
T+ 1)

,uAlc
=12

onde 3+ é a inclinacdo ortogonal ao o vento aparente e as constantes A;. e A, abstraem o

5= Bl = — (2.25)

defasamento adicional entre as componentes cossenoidal e senoidal dos angulos de flapping

que advém do modelo detalhado da deformacao das pas.

O rotor flapping faz com que o empuxo total gerado por um dos propulsores nao
seja coaxial ao rotor, mas perpendicular ao plano da hélice. Na pratica, a hélice é rigida e
opoe-se a forca aerodinamica que levanta a pa que avanca contra o vento de forma que seu
empuxo maximizado em razao da velocidade da ponta nao seja totalmente neutralizado
por um angulo de ataque menor e um menor coeficiente de sustentacao. Ja para a pa que

desloca-se a favor do vento aparente, o empuxo é reduzido.

Para um aerofélio que gera sustentacgao, como € o caso das pas da hélice, a inclinacao
da forga aerodinamica leva a producao de um arrasto induzido proporcional a sustentacao
gerada pelo aerofdlio o que, em condig¢oes normais de hovering, traduz-se em forcas geradas
em todas as dire¢oes em torno da area da hélice e é responsavel pelo torque M; de cada
propulsor. No entanto, quando ha flapping da hélice, a pad que avanca contra o vento

produz mais arrasto induzido do que a que movimenta-se a favor do vento. O resultado é
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um arrasto induzido que se opde a direcao aparente do vento do ponto de vista da hélice e
que é proporcional a velocidade aparente do vento. Este efeito ¢ insignificante para o caso
de veiculos grandes, mas pode ser significante para modelos menores e mais leves. A maior
consequéncia dos efeitos combinados de flapping e arrasto induzido sao um notavel arrasto

percebido pelo quadrotor, mesmo quando este viaja a uma baixa velocidade horizontal.

Partindo do pressuposto que todos os propulsores sao iguais e estao girando a
velocidades angulares similares (w; = @, 1 <1 < 4), pode-se afirmar que as quatro hélices
encontram-se sob as mesmas condicoes de flapping e aerodinamicas desbalanceadas. Sob
tais condi¢oes, como pares de propulsores consecutivos giram em sentidos opostos, seus
torques reativos sobre a estrutura do quadrotor se cancelam. Considerando o movimento

geral do quadrotor & uma velocidade vp = [v; v; 0]7 expressa em {B}

vuty (2.26)

Wrp

M:

Define-se (MAHONY; KUMAR; CORKE, 2012)

1 Alc _Als 0
Aﬂap e Als Alc 0 (227)
o0 o

A matriz acima representa a sensitividade do angulo de flapping com relagao ao

vento aparente em coordenadas de { B}. Em coordenadas de { B} o arrasto induzido é

di 0 0
Dinde ~ |0 dj 0 VR (228)
0 0 0

onde d; = d; é o coeficiente de arrasto induzido. A forga total aplicada sobre o drone pode

ser modelada por

d 0 0
Fia=F—F | App+ |0 d; 0| |vs (2.29)
0 0 0

O modelo apresentado tem por finalidade simular com maior precisao a situacao
real de voo. Sua importancia reside na modelagem de fendmenos percebidos pelo quadrotor
que podem ser considerados no desenvolvimento do estimador de estados e analise da

robustez do controlador projetado.

2.3 Sensores

O quadrotor dispée de um conjunto de sensores para medicao de seus estados

(velocidades lineares e angulares, posi¢do e orientagdo) direta ou indiretamente. Num
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arranjo minimo de sensores, os drones geralmente possuem uma IMU (Inertial Measurement
Unit), que combina acelerometro e giroscopio para medir as aceleragoes e velocidades
angulares em trés eixos; e um sonar empregado na medicao da altitude do VANT, que
também pode ser combinado com um sensor de pressao barométrica. Esse arranjo minimo
produz dados suficientes para estabilizar o drone e manobra-lo no espago, no entanto pode

nao ser ideal para a estimacgao precisa da posicao do drone.

Em arranjos mais robustos, o sensor combina aos sensores ja mencionados outros
recursos como cameras para odometria visual, estimagao de velocidade translacional e
atitude, medicao da posicao relativa de objetos, mapeamento, deteccao de colisao, etc.;
magnetometros para estimagao da orientacao em torno do eixo vertical e compensacao do

desvio do giroscopio; GPS para medicao de posicao global, altitude; entre outros.

Nesse capitulo abordaremos o arranjo considerado nesse trabalho, baseado no
quadrotor de pequeno porte Parrot Mambo (cujos detalhes de hardware e software sao
tratados na préxima sec¢do), que possui uma IMU, um sensor de pressdao barométrica, um
sonar para medicao de altitude e uma camera posicionada na parte inferior do corpo do

drone, que é empregada na estimacao da velocidade do VANT no plano paralelo ao solo.

2.3.1 IMU - Inertial Measurement Unit

O sensor IMU combina dois tipos de sensores diferentes, o acelerémetro e o giros-
copio, para obter as aceleracoes e velocidades angulares em trés eixos. Esse dispositivo
é amplamente utilizado na industria aeroespacial e é crucial para o controle de atitude
do quadrotor. O maior desafio no emprego desse tipo de sensor esta no ruido e no desvio
apresentado nas suas medigoes, sendo este ultimo costumeiramente de baixa frequéncia e

modelado como um processo random walk, o que dificulta sua filtragem. A seguir séo apre-
sentados os modelos estocasticos dos dois sensores da IMU (FIGUEIR6A; MOUTINHO;
AZINHEIRA, 2014).

2.3.1.1 Giroscépio

O giroscopio mede a velocidade angular de {B} em relagdo a {I}, expressa em
{B}.
O modelo de erro usado é

W=w+ 0, + (2.30)

com w € R? denotando o valor verdadeiro da taxa angular, o, denotando ruido branco

aditivo e p,, correspondendo a um viés constante (ou lentamente varidvel no tempo).
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2.3.1.2 Acelerbmetro

Deixe o vetor de aceleracio gravitacional constante ser § € R?® e v denote a
aceleragao linear de {B} em relagdo a {I} expressa em {B}. O acelerometro mede a
aceleracao instantanea de { B}, v, menos o efeito da aceleragao gravitacional expressa
em {B}:

Ve =vVvp— RTG+ 00, + iy (2.31)

Novamente, a medi¢ao vp é corrompida por um termo de ruido branco oy, e um termo

de viés fi5,,.

2.3.2 Medicao de Altitude

Como mencionado anteriormente, a medicao de altitude no Mambo emprega dois
sensores: o barometro e o sonar. A seguir, o modelo matematico utilizado para descrever o

comportamento das leituras desses sensores.

2.3.2.1 Barbmetro

O quadricéptero é equipado com um sensor de pressao digital que mede a pressao
do ar ambiente para obter uma estimativa de posicao vertical baseada no gradiente de

pressao atmosférica com o seguinte modelo de erro:

Z'baro = Z + Obaro (232)

2.3.2.2 Sonar

Utilizado para medigoes de altitude de alta precisao, ao contrario do GPS e do sensor
barométrico, o sonar mede uma altura relativa e nao uma altura absoluta, e tipicamente

tem um alcance limitado (aproximadamente 5m).

2sonar = Z + Osonar (233)

2.3.3 (Camera e odometria visual

O Parrot Mambo possui uma camera acoplada ao seu corpo na parte inferior que é
usada para medi¢ao do fluxo 6ptico, a partir do qual se obtém estimativas das velocidades

translacionais do drone.

O fluxo o6ptico é a distribuicao de velocidades aparentes de movimento de padroes
de brilho em uma imagem. O fluxo 6ptico pode surgir do movimento relativo de objetos e
do observador. Consequentemente, o fluxo 6ptico pode fornecer informacoes importantes

sobre o arranjo espacial dos objetos visualizados e a taxa de mudanga desse arranjo (HORN;
SCHUNCK, 1981).
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Figura 3 — Modelo de projecao central.
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Fonte: (CORKE, 2017).

2.3.3.1 Modelo de Imagem de Projecdo Central

Em visao computacional, ¢ comum usar o modelo de imagem de perspectiva
central mostrado na Figura 3. Os raios convergem na origem do quadro da cdmera {C'}
e uma imagem nao invertida é projetada no plano de imagem localizado em z = f. O
eixo z intercepta o plano de imagem no ponto principal, que é a origem do quadro de
coordenadas de imagem 2D. Usando triangulos semelhantes, podemos mostrar que um
ponto em coordenadas de {C'} P = (X,Y, Z) é projetado no ponto de imagem p = (x,y)

por (CORKE, 2017)

X Y
7z =7
o que é uma transformagao projetiva, ou mais especificamente, uma projecao perspectiva.

T

(2.34)

Podemos escrever as coordenadas dos pontos no plano da imagem em forma

homogénea como p = (Z,y,z), onde z = fX,y= fY ez = Z.

Ou em forma de matriz compacta como

f 0 0] |X
p=|0 f O] |Y (2.35)
0 0 1} |~Z
onde as coordenadas da imagem nao homogéneas sao
T = ?, Yy = g (2.36)
z z
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Essas sao frequentemente referidas como coordenadas do plano da imagem retinal. Para o
caso em que f = 1, as coordenadas sao referidas como normalizadas, retinal ou canonicas

coordenadas do plano da imagem.

Se escrevermos P em forma homogénea também como P = (X,Y, Z,1)T, entdo a

projecao perspectiva pode ser escrita em forma linear como

f 000
p=10 f 0 0|P=CP (2.37)
0010

onde C' é uma matriz 3 x 4 conhecida como a matriz da camera. Observe que escrevemos
P para destacar que esta é a coordenada do ponto com respeito ao referencial da camera

{C}. A barra indica quantidades homogéneas. A matriz da cAmera pode ser fatorada como

f

0
p=10 f (2.38)
0 0

_ O O
o O O
o O =
o = O
_ O O
o O O
s

onde a segunda matriz é a matriz de projecao.

Em geral, a cAmera tera uma pose arbitraria . com relacao ao sistema de coorde-
nadas {C'} conforme mostrado na Fig. 11.5. A posi¢ao do ponto com relagdo a camera
é

Cp = (¢)'P (2.30)

Em uma camera digital, o plano da imagem é uma grade W x H de elementos
sensiveis a luz chamados fotossitios, que correspondem diretamente aos elementos da
imagem (ou pixels) como mostrado na Figura 4. As coordenadas dos pixels sdo um vetor
de 2 componentes (u,v) de inteiros ndo negativos e, por convengao, a origem estd no canto
superior esquerdo do plano da imagem. No MATLAB®, o pixel superior esquerdo é (1,1).
Os pixels sao uniformes em tamanho e centralizados em uma grade regular, portanto, a

coordenada do plano da imagem ¢ relacionada a coordenada do plano da imagem por

u:i—l—uo, v:£+vo (2.40)

Pw Ph

onde p,, e pp sdo a largura e altura de cada pixel, respectivamente, e (ug,vy) é 0 ponto
principal - a coordenada do pixel do ponto onde o eixo Optico intersecta o plano da imagem
com respeito a nova origem. Podemos escrever a Eq. 11.4 em termos de coordenadas de

pixel, precedendo uma matriz de parametros da camera K

piw()uofooo
p=K|0 L w||0 f 0 o0P (2.41)
0 1|0 010
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Figura 4 — Modelo de projecao central com plano de imagem e pixels discretos.
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Fonte: (CORKE, 2017).
onde p = (u,v,w) é a coordenada homogénea do ponto {C'} P em coordenadas de pixel.

As coordenadas de pixel ndo homogéneas da imagem sao
(2.42)

Combinando a 2.39 e 2.41 podemos escrever a projecdao da camera na forma geral

Ccomo
—1
L0 w| |1 000
p=10 L wllo 100 P=
0 0 1]]/0 010
= KRT,;'P=CP (2.43)

onde todos os termos sao agrupados na matriz da camera C. Esta é uma transformacgao
homogénea 3 x 4 que realiza escalonamento, translacao e projecao perspectiva. Frequen-

temente também é referida como a matriz de projecdo ou a matriz de calibracdo da

camera.
A projecao também pode ser escrita em forma funcional como

p="PP K,&) (2.44)

onde P é o vetor de coordenadas do ponto no referencial {C'}, K é a matriz de pardmetros

da camera e compreende os parametros intrinsecos que sao as caracteristicas inatas da
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camera e do sensor, como f, p., pPn, Uy € Vg. & € a pose da cdmera e compreende um
minimo de seis parametros - os parametros extrinsecos - que descrevem a translagao e

orientagao da cdmera em SE(3).

2.3.3.2  Calculo do fluxo 6ptico

O algoritmo considerado no céalculo do fluxo 6ptico é o apresentado em (HORN;
SCHUNCK, 1981). O algoritmo Horn-Schunck assume suavidade no fluxo éptico em toda
a imagem. Assim, busca minimizar distor¢oes no fluxo e prefere solugoes que apresentem

mais suavidade.

O fluxo é formulado como uma funcao de energia global que se busca minimizar.

Esta funcao é dada para fluxos de imagem bidimensionais como:
E= // (Lot + 1o + 1)* + o2 (IIVal]? + Vo)) dady (2.45)

onde I, I,, e I; sao as derivadas dos valores de intensidade da imagem ao longo das
dimensdes x, y e tempo, respectivamente, V = [iu(z, y), v(x,y)]T é o vetor de fluxo éptico
a ser resolvido, e o parametro o ¢ uma constante de regularizacao. Valores maiores de «
levam a um fluxo mais suave. Esta funcional pode ser minimizada resolvendo as equagoes

de Euler-Lagrange associadas:

0L 0oL 0oL _
ou Oz ou, Oyodu,
oL 9 0L 0 OL _

90 9w, oyon, C (2.46)

onde L é o integrando da expressao de energia, resultando em:

L(La+ Lo+ 1) —o*Au=0
I(La+ I + I,) — &®Ab =0 (2.47)

onde os subscritos indicam diferenciacao parcial e A = 88—;2 + %22 denota o operador
Laplaciano. Na pratica, o Laplaciano é aproximado numericamente usando diferencas
finitas e pode ser escrito como Au(z,y) = pa(x,y) — w(x,y), onde py(z,y) é uma média
ponderada de @ calculada na vizinhanga do pixel (x,y). Usando essa notagao, o sistema

de equagoes acima pode ser escrito como:

(I7 + &®)i + L 1,0 = &y — L1,
LI+ (I} 4+ o) = o?py — 1,1, (2.48)

que é linear em 1 e © e pode ser resolvido para cada pixel na imagem. No entanto, como a

solucao depende dos valores vizinhos do campo de fluxo, deve-se repetir uma vez que os
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vizinhos tenham sido atualizados. O seguinte esquema iterativo é derivado usando a regra

de Cramer:
ikt — Ml? . Im(lxﬂg + ]yﬂg + 1)
“ a? + 12+ I}
L(Lpk + Ik + 1
i}k‘—‘rl — ll’[[k]: _ y( /’Lu + y:uu + t) (249)

042—|—I§+Iy2

onde o superindice k + 1 denota a préxima iteracao, que deve ser calculada, e k é o
resultado da ltima iteracao calculada. Isso é, essencialmente, um método de divisao de
matriz, semelhante ao método de Jacobi, aplicado ao grande sistema de equagdes que

surge ao resolver para todos os pixels simultaneamente.

2.3.3.3 Relacao entre fluxo 6ptico e velocidades da camera

Derivando a equacao 2.39 no tempo
b= Jp(P, K, &)v (2.50)

onde v = [v,, vy, U, Wy, wy, w.]T € RS é a velocidade da cAmera no referencial {C}, J, ¢

chamada de jacobiana da imagem.

Considere uma caAmera movendo-se com uma velocidade de corpo v = [v,w]T no

referencial {C'} e observando um ponto P em {C'} com coordenadas relativas & camera

P = (X.,Y,Z). A velocidade do ponto relativa ao referencial da camera ¢é
P=—-wxP—-v
que podemos escrever na forma escalar como
X:wyZ—sz—vx

Y:wZX—sz—vy
7 =uw,Y — wy X — v, (2.51)

A projecao perspectiva para coordenadas de plano de imagem normalizadas é

X Y

xr = — = —

A
e a derivada temporal, usando a regra do quociente, é
. XZ-27ZX
T

. YZ-ZY
y:T
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Substituindo em 2.51, X = xZ e Y = yZ, podemos escrever isso na forma matricial

como o
Vg
Uy
. 1 T 2
L 0 2 (1 .
otz oz W (127 g | v (2.52)
¥ 0 —% % 1+ —ry  —x| |w,
Wy
wz

As coordenadas de plano de imagem normalizadas estao relacionadas as coordenadas

de pixel pela equagao 2.40 que pode ser rearranjada como

_ Pu_ _ Pu
T =—u, Y= —0

f f

onde u = u —ug e v = v — vy. No caso tipico onde p, = p, = p, pode-se expressar a

distancia focal em pixels f' = f/p. Substituindo f” e derivando a expressao anterior, tem-se

. u . v
Substituindo 2.53 em 2.52
_@x_
Uy
U —f7/ 0 % % —le;EQ v v,
51 1o Pon [P v = (2.54)
v —z Z Iz - f —U Wy
JP(p7Z) wy
Wy

em termos de coordenadas de pixel com respeito ao ponto principal. De forma mais
compacta
p=Jp(p, Z)v (2.55)

Pode-se considerar o movimento de dois ou mais pontos empilhando suas jacobianas.

Para trés pontos:

_ﬁl_
é

S [l 2)

2

- = Jp(p%Z?) v
V2

- Jp(p37Z3)
Uus

U3
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a matriz sera de posto completo, nao singular, contanto que os pontos nao sejam coincidentes

ou colineares. Dito isso, obtém-se a velocidade da cdmera em coordenadas de {C'} por

Uy

1 |v

2

v =|Jp(p2, Z2) -
V2

Jo(D3, Z3) .

Uus

U3

sendo o vetor das velocidades dos pontos na imagem calculado através do algoritmo
Horn-Schunck apresentado anteriormente. Se considerarmos todos os pontos da imagem (o

fluxo éptico completo) a equagao acima sera:

Jp(p1, Z1) [y vq)"
V= : : (2.56)
Jp(pns ZN) [y vq)"

onde o superescrito + representa a matriz pseudo-inversa.
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3 Controle de atitude

O controle de atitude implementado neste trabalho foi baseado na formulacao
proposta por (LEE, 2011) e (FERNANDO et al., 2011), onde um controlador robusto

adaptativo é derivado diretamente da geometria da mecanica rotacional do drone.

Isolando da equacao 2.16 a dindmica rotacional temos

{RRMX

(3.1)
w=JY M — [w]xJw)

Seja a Ry(t) é a trajetoria desejada para a rotacao, cuja dindmica é dada por

Rd = Rd[wd] x (32)

Define-se os erros de configuragao

B(R, Ry) = ;tr[G(Ig ~RTR)] (3.3)
en = (;(GRdTR - RTRdG))V (3.4)
w = w — RT Rywy (3.5)

onde (R, Ry) : SO(3)xSO(3) — R! é uma métrica bi-invariante nao negativa que expressa
a distancia entre as configuragoes atual R e a desejada Ry onde G = diag(g1, g2, 93), €r ¢
o vetor erro de configuracdo no espago tangente ao SO(3) e e,, é o vetor erro de velocidade.

As seguintes afirmacoes sao verdadeiras

jtcb(R, Ry) = (er, €w) (3.6)
¢r = E(R, Ry)e, (3.7)
ey = JHM — W] Jw) — ag (3.8)
onde
E(R,Ry) = ;(tr(RTRdG)Ig — RTR,G) (3.9)
g = —[w]x RT Rgwq + R Ryg (3.10)

sendo wy a aceleracao angular desejada.

Dadas as defini¢oes acima, diz-se que a fun¢ao potencial

1
V= §(ew, Jey) + kr®(R, Ry) + ¢(Jey, er), kr,c>0 (3.11)
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representa a energia do sistema em termos dos erros de configuragao e para a lei de controle
M = —kreg — koe, + [W]xJw + Jag, ky, >0 (3.12)

a derivada temporal de V' é
V = —ky|lew||® — ckrller||? — cko(er, eo) + c(Jey,, E(R, Ry)ey,) (3.13)

A lei de controle M estabiliza assintoticamente o sistema em torno de Ry, fazendo

V positiva semi-definida e V negativa semi-definida para a condigao

. 2b1kR>\m \/§kw 4kRkw
¢ < mm 2 T At (G) R+ T hpAartr(G
Ay Aute(G) R+ ZskrAutr(G)

(3.14)

onde )\, e Ay s@o os autovalores minimo e maximo, respectivamente, da matriz de inércia

J. Os ganhos kg, k,, e ¢ sao parametros de sintonia do controlador apresentado e define-se

hy
b 3.15
e (3.15)
onde
hi =min{g; + g2, 92 + 93,93 + g1}
ho =max{(g1 — 92)°, (92 — 93)%, (93 — 91)*}
hg =max{(g1 + g2)*, (92 + 9)%, (95 + 91)°} (3.16)

A prova da estabilidade bem como a deducao dos termos apresentados nesse capitulo

seguem no Apéndice A.

Como apontado por (FERNANDO et al., 2011), o controle geométrico definido
em termos de uma matriz de inércia J constante demanda o conhecimento prévio da
inércia do corpo rigido controlado (que no contexto desse trabalho é o quadrotor). Embora
essa informacao seja disponivel para o Parrot Mambo, a estimativa é ideal e imprecisa.
(FERNANDO et al., 2011) também expoe que a aplicagao direta de uma lei de controle
adaptativo nesse caso sem considerar possiveis perturbagoes no sistema podem levar a
instabilidade.

3.1 Controle adaptativo

Como mencionado, o conhecimento da inércia real do quadrotor nem sempre é
possivel. Portanto
J=J—-J (3.17)

onde J é o erro de estimacgao da inércia J e J é a inércia estimada. Assumi-se que J, J e

J s@o matrizes simétricas. A funcdo potencial

1 1 -
V= §(ew, Je,) + kr®(R, Ry) + c{Jey, er) + T I|JI%, k;>0 (3.18)
J
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representa a energia do sistema em termos dos erros de configuragao e estimacao da inércia

e para a lei de controle
M = —kpeg — kyew, + [w]xJw + Jog (3.19)

e a dindmica de j
=k
J = ?J(—adeg — eAadT + wa[eA]X — [eA]waT) (3.20)

€4 = e, + CeR

a derivada temporal de V' é

V= —kaewHZ — ck:RHeRHQ — cky,(er, en) + c(Jey, E(R, Ry)e,) (3.21)

Para a condicdo 3.14 o termo V é positivo semi-definido e V' é negativo semi-
definido, fazendo o sistema assintoticamente estavel. Neste caso, considera-se um chute
inicial de J na obtencao de A, e Ay;. No caso do Mambo, uma aproximacao ideal de J é
disponibilizada no pacote para Simulink (MathWorks, 2023).

3.2 Controle Robusto

A lei de controle desenvolvida na secao anterior considera que nao ha perturbacgoes
na dinamica de atitude. Sistemas de controle robusto adaptativo modificam a estrutura do

controle adaptativo para fazé-los robustos frente a dindmicas nao modeladas e perturbagoes
limitadas (LEE, 2011). Seja

R = R[w]«

(3.22)
w=J1 M+ A - [wxJw)

o modelo da dinamica rotacional levando em consideragao a presenca de uma perturbacgao
A limitada por uma constante § conhecida (||A|| < §). Define-se a seguinte lei de controle
e de atualizacdo da estimativa J (FERNANDO et al., 2011)

M = —kgegr — kye, + [W]xJw + Jag +v

_ 52e
V= st 329
J= (-] —esad +wwllea]x — [ea]xww! — 20J)

onde e4 = e, + ceg e kg, k,, ¢, kj, € e 0 sao constantes positivas. Uma analise similar a
apresentada para o caso do controle adaptativo pode ser realizada levando em conta os
novos termos que aparecem acima. Essa andlise nao foi feita para este trabalho. Assumiu-se
que uma escolha suficientemente pequena dos valores de € e ¢ levam a uma mudanca
igualmente pequena nas fronteiras de V' e V calculadas no Apéndice A, nao trazendo

mudangcas significativas a dinamica considerada na se¢do anterior.
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4 Qbservador de atitude

Uma vez que o problema de controle foi formulado usando a geometria do problema
no SO(3), por coeréncia implementa-se um observador de atitude nao-linear que forneca
uma estimativa de orientacdo como uma matriz de rotagao. O observador implementado
foi o filtro complementar passivo com estimagao de viés (MAHONY; HAMEL; PFLIMLIN,
2008).

4.1 Medidas

As medidas disponiveis da IMU do Mambo sao as de um acelerometro e de um

giroscopio, ambos de 3 eixos. A origem da IMU é o referencial { B}.

4.1.1 Giroscépio

O giroscépio mede a velocidade angular w de {B} expressa em {B}. O modelo
de erro usado neste trabalho é w, = w + b + 7 € R? onde w, é a medigdo, w denota o
valor verdadeiro, 7 denota ruido de medicao e b denota um viés constante (ou variante no

tempo) de giroscépio.

4.1.2 Acelerometro

Denota-se a aceleracao linear instantdnea de {B} relativa a {I}, expressa em
{I}, por a. Um quadro ideal de acelerémetro, fixado em {B}, mede a aceleracao linear
instantanea de { B} mais a aceleracao gravitacional § em {/}. Na prética, a saida de um

acelerometro possui viés e ruido,
a=R'(V+g) + b+ 1,

onde b, é o viés do acelerometro e 7, é o ruido limitado. No entanto, para o filtro
implementado considerou-se a medi¢gdo a como uma representacao direta de § em { B},
uma vez que o viés do acelerémetro no Mambo pode ser estimado durante um processo de
calibracao dos sensores antes da missao e que, viajando sob baixas velocidades, a influéncia
de v é muito pequena em relacdo a g. Assim, subtraiu-se o viés obtido e durante a missao

o ruido é n, de alta frequéncia ¢ filtrado usando um filtro passa baixa. Para reconstruir a
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rotagao medida R, a partir de a, calculou-se

t
9 —/ wEdT
8 —arcsm< >
o —arctan< ;>
ag

Ry, =Ry(0;) R;(07) R;(0;)

(4.1)
(4.2)

(4.3)

(4.4)

onde w; ¢ a velocidade angular em torno de kp, az, az e ag sao as leituras do acelerometro

nos seus 3 eixos, correspondentes aos do referencial { B}, g é a norma de g (g ~ 9.81m/s) e

RE(Q) = |sinf

Rj*-(e) = 0 1 0

R:0) = |0 cosf —sinf

_cos § —sinf O_
cos@ O
0 0 1

cosf 0 sind

—sin@ 0 cosf

1 0 0

0 sinf cosf

sao matrizes de rotagao pura em torno de kg, jz € i, respectivamente.

4.2 Filtro complementar passivo com correcao de viés

Seja o modelo das medigoes dado por

R, ~ R,
wy ~w+ b,

para baixas frequéncias

para um viés b constante

o filtro complementar passivo no SO(3) consiste em

R=Ral., RO)=
W= wy + kpw. — b
b = —kw,, ( ) =
we=PyJR)Y, R=R" Ry

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.10)

onde kp e k; sdo ganhos positivos que podem ser sintonizados. R(0) e b(0) sdo os valores

de inicializacao do filtro, onde Bo pode ser obtido durante a calibracao dos sensores. w,. €

um termo de corre¢do que compensa a dinamica de alta frequéncia associada aos ruidos do

giroscopio enquanto define-se a dinamica do viés estimado de forma a capturar a dinamica

em baixa frequéncia associada ao viés do sensor.
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4.2.1 Andlise da estabilidade

A andlise de estabilidade nao linear é baseada na ideia de uma estimativa adaptativa

para o valor desconhecido do viés. Definimos uma fun¢ao candidata de Lyapunov por

1 ~ 1 -~
V = —tr(I — R) + —]|/b]|? 4.11
Sl = ) + 5| b (111)
Diferenciando R e usando o modelo proposto das medicoes, em um processo muito

similar ao feito para o controle quando se diferenciou @, se chega a

~T ~

R = Rlwly + [wlx B = kplwdx R — [B & =

~T ~ ~

= [(tr(BNI; — B w]x — kplwdx R — [b]x

moll

Como b=b — f), tém-se b = —b. Diferenciando V e fazendo essas substituicoes ¢é

possivel se chegar a

- —;tr(j%) - k11<6,6> _
= — o (I )ty = Yl — plie Fo— [B].R) — (5.} =
tr(keli] ) + 5B ) - ¢ (B.B) =
— ~hplen PR = (b PuR)") — 4 (B.) (4.12)

Substituindo na equacao acima w, = Pa(R)V eb=—kw, = —k;Pa(R)V

V = —kp|| Pu(R)“I[2 = (b, Pa(7)") + (b, Pu(R)) =
= —kpl|Pu(R)|? (4.13)

provando a estabilidade do observador projetado.
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5 Implementacao e Simulacao

Este capitulo trata da implementacao e simulacao dos algoritmos desenvolvidos nos
Capitulos 3 e 4. O controle de sistemas mecanicos por controle geométrico apresenta como
maior desafio a sintonia, tendo em vista que as provas matematicas fornecidas permitem
analisar a estabilidade frente a escolha dos ganhos mas nao oferecem meios para avaliar a
dinamica que uma dada escolha possa proporcionar. Uma vez que o pacote de simulacao
para drones Parrot no Simulink permite configurar ruidos dos sensores baseados em dados
de calibragao reais e modela a aerodinamica discutida no Capitulo 2, usou-se o proprio
ambiente para sintonizar o controle e o estimador por tentativa e erro. O ambiente foi

mantido nas configuragoes padrao para o pacote do Parrot.

5.1 Observador

Implementou-se o observador de estados proposto no Capitulo 4 no modelo de
simulacao do Parrot no Simulink. O estimador proposto esta representado em tempo
continuo. No entanto o ciclo de atuagao do controle de voo do Mambo é de tempo discreto
com perfodo de amostragem T, = 5- 1072 s. Portanto ¢ necessario adaptar o processo de

integracao da orientacao estimada R e do viés b. Para o viés
bes1 = by, + T,by (5.1)

onde by, ¢ dado na equacao 4.10.

Para R uma integracao direta nao é possivel, pois isso levaria Ry, a valores nao
pertencentes ao SO(3), deixando de representar uma rotagdo. Uma alternativa retirada de

(CORKE, 2017) é tratar a integragdo como a realizagdo de rotac¢oes incrementais
Ripr = Ry exp([Op]« - Ty) (5.2)

onde wy, é dado em 4.10. J4 a exponencial matricial foi implementada usando a equacao
de Rodrigues

:[3’ r=0
exp([z]x) = sin ||| 1—cos ||| >3
I:,)—}— [x]x—l— 2 [l’]i, .CE#O

Il Il

A implementacao realizada segue na Figura 5. Os ganhos kp = 0.1 e k; = 0.1 do
observador foram sintonizados por tentativa e erro, partindo-se de um valor muito pequeno
de ganhos e aumentando gradualmente as escolhas até a atitude estimada acompanhasse a
evolucao real dos angulos de saida do modelo dindmico do quadrotor. Para tal implementou-

se as leis de controle 3.23 (detalhes da implementagao seguem na préxima segao) e fez-se o
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Figura 5 — Diagrama de blocos do estimador de atitude no Simulink.
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drone acompanhar uma referéncia de atitude dada por

o 5 sin(mt)
0:| = | cos(mt) (5.4)
0z 0

O resultado para os ganhos do observador da Figura 5 segue nas Figuras 6, 7 e 8.

Figura 6 — Estimativa da orientacao frente aos estados.
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Figura 7 — Estimativa da velocidade angular frente aos estados.
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Figura 8 — Erros de estimativa
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5.2 Controle

O controlador foi implementado em substituicao ao controle de orientacao original

do pacote do Mambo. O bloco inserido no modelo segue na Figura 9.

O codigo contido no bloco MATLAB Function implementa as equagoes 3.23

function [M,dJ] = control(Rd,wd,dwd,R,w,J)

G = diag([1 1 1]);

kR = 0.05;

kw = 0.0025;

kJ = 0.001;
= 1.5;

d = 0.001;

s = 0.001;

e =0.1;

RT = transpose(R); RAT = transpose(Rd) ;

wT = transpose(w); wx = skew(w);

ad = -wx*RT*Rd*wd + RT*Rd*xdwd;
ew = w - RT*Rd*wd;
eR = 0.5*%xvex(G*RdT*R - RT*Rd*G) ;

el = ew + cxeR;

eAx = skew(ed);

adT = transpose(ad); eAT = transpose(eld);

v = —-d"2xeA/(d*norm(ed) + e);
M -kR*xeR - kw*ew + wx*xJ*w + J*ad + v;

dJ = (kJ/2)*(-ad*eAT - eA*xadT + wxwTkxeAx - eAxxwxwT - 2%s*xJ);

Como mostrado na Figura 9, a integragao discreta de 7 foi feita da mesma maneira
que para b no observador. J4 as velocidades e aceleracoes angulares desejadas foram
calculadas derivando a referéncia de atitude com uma derivada filtrada. A razao para tal é
que a referéncia de atitude pode conter mudancas abruptas a depender da missao. O sinal
R, é obtido em uma etapa externa ao controlador, onde usando a func¢ao eul2rotm do
MATLARB se converte as referéncias de angulos ori_ref na representacao de Euler para

uma matriz de rotacao.
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Figura 9 — Diagrama de blocos do controlador de atitude.
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z1

Delay

A sintonia dos ganhos do controlador foi feita por etapas. Primeiro alimentou-se o
bloco do controlador diretamente com os estados do modelo da mecanica de corpo rigido
do Mambo. Nesse caso, fixou-se ¢ = 1.5 e sintonizou-se os ganhos kg e k, para o controle
geométrico puro, sem os termos associados ao controle adaptativo e robusto. A etapa
adaptativa do controle nao foi sintonizada apropriadamente pois a inércia simulada no
Parrot é exatamente a disponibilizada no Pacote. Portanto, manteve-se k; e ¢ pequenos
como forma de compensar pelas perturbagoes sem levar a inércia estimada a valores muito

distantes da inércia do modelo.

A sintonia da etapa robusta do controle foi feita uma vez que o observador imple-
mentado foi adicionado ao modelo e sintonizado. Partindo de valores da ordem de 107°,
aumentou-se 0 e € até que o controle fosse menos sensivel aos ruidos que o observador nao
conseguiu filtrar. O sinal de referéncia usado foi o mesmo da se¢do anterior, dado por 5.4.

Os resultados finais seguem nas Figuras 10 - 15.
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Figura 10 — Orientagao do drone com o controlador projetado.
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Figura 11 — Velocidade angular do drone com o controlador projetado.
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Figura 12 — Erros de orientagao e velocidade
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Figura 13 — Sinal de controle produzido pelo controlador.
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Figura 14 — Empuxo comandado por propulsor.
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Figura 15 — Sinal de comando para os motores.
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5.3 Seguimento de caminho

Para testar o sistema com o observador e o controlador combinados em uma situacao
mais proxima de uma aplicacao real, projetou-se uma etapa de controle de posi¢ao para
gerar comandos de orientacao e possibilitar que o quadrotor seguisse um caminho de

referéncia. Sejam

ep =Pa— P (5.5)
os erros de posicao e velocidade, onde py e v; sao a posicao e a velocidade desejadas,

respectivamente. Dada a dinamica translacional 2.16, projeta-se a forga desejada —Fy=

FyRukp que leva os erros (ep, ev) & zero, conforme proposto em (LEE et al., 2013)

. ¢
Fyq=—mpq+mD?, +mg — k,rp — Iﬁi/ rpdT (5.7)
0
onde
rp = ey + Dep, (5.8)

¢ chamado de erro de modo deslizante. D, k, e x; sdo ganhos positivos a serem sintonizados

sendo D uma matriz diagonal positiva e k, e k; escalares. Pode-se obter R; de Fg

|| Fall
i kpa X ipd
Bd ==
|IkBa X igdll
Rq= [;Bd x kpa JBa EBd} (5.9)

onde *ZBd ¢ a direcao desejada da projecao de ip no plano zy do referencial {I}, ou seja, a

direcao para onde deve apontar a frente do drone.

Para suavizar o sinal R; produzido, fez-se o planejamento de atitude numa versao
simplificada do proposto por (INVERNIZZI; LOVERA; ZACCARIAN, 2020), acrescen-
tando um estado a mais entre a atitude produzida pelas equagoes acima e a atitude enviada

ao controlador de orientacgao.
R, = R,k (RI Ry — RIR,)"]x, R,(0)=1Is (5.10)

para um ganho k, positivo. A implementacao desse controle de posi¢ao com planejamento

de atitude segue na Figura 16.
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Figura 16 — Diagrama de blocos do controle de posicao.
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O cédigo implementado no bloco MATLAB Function foi

function [F,Rout,rp] = fcn(xref,vref,aref,x,v,intrp)

persistent R w

if (isempty(R))
w = [0;0;0];
R = eye(3);
end
= 0.0630;
= 9.8100;
D1 = diag([0.1 0.1 0.6]);
ex = xref - x;
ev = vref - v;

rp = ev + Dlxex;
Fd

-m*¥aref + m*D172%ex + m*x[0;0;g] - .17*rp - .Olxintrp;

F = -sqrt(sum(Fd."2));

b3d = Fd/(-F);
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b2d
b2d

cross(b3d,[1;0;0]);
b2d/sqrt (sum(b2d.~2)) ;

Rd = [cross(b2d,b3d),b2d,b3d];
RAT = transpose(Rd);
RT = transpose(R);

w = — 0.01*%vex(RdAT*R - RT*Rd);
if (norm(w) == 0)
expw = eye(3);
else
expw = eye(3) + sin(norm(w))/norm(w)*skew(w) +...

(1 - cos(norm(w)))/norm(w) " 2xskew(w) "2;

end
R = Rxexpw;
Rout = R;

O bloco completo do controle de pose é apresentado na Figura 17. Os sinais de
posi¢ao e velocidade linear usados para o controle de posi¢ao sao fornecidos pelo estimador
de posicao ja implementado pelo pacote do Mambo, que usa o fluxo 6ptico para estimar a
posicao e velocidade no plano xy e as leituras do sonar e do barémetro para estimar a
altitude e velocidade no eixo k ;. Essa estimacao é feita por um par de filtros de Kalman
projetados a partir do modelo linearizado de translacao e de dados estatisticos dos ruidos

dos sensores que sao coletados durante a calibracao.

A referéncia escolhida foi uma trajetéria no plano z; = —1.5 (o eixo k ; aponta para
o solo) em forma de um quadrado com bordas arredondadas, como apresentado na Figura
18, que deve ser percorrida no sentido anti-horario com velocidade linear constante de
0.25 m/s. Para isso implementou-se uma fungdo para gerar essa referéncia dinamicamente
dentro do bloco Path Planning, chamada RoundedSquare. Detalhes desses dois blocos

seguem nas Figuras 19 e 20. Dentro do RoundedSquare implementou-se o seguinte c6digo

Figura 17 — Controlador de pose completo.
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Fonte: Autoria proépria.
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function [x, y] = next_square_point(straightLength, arcRadius, speed)

persistent pos vel dt

if isempty(pos)

dt = 0.005;
pos = [0;0];
vel = speed*[-1;0];

end

if (pos(1) > 0 && pos(1l) < straightLength && pos(2) < 0)
vel = speed*[-1;0];
elseif (pos(1) > 0 && pos(1l) < straightLength && ...
pos(2) > straightLength + 2*arcRadius)
vel = speed*[1;0];
elseif (pos(1) < -arcRadius && pos(2) > arcRadius && ...
pos(2) < straightLength + arcRadius)
vel = speed*[0;1];
elseif (pos(1) > straightLength + arcRadius && pos(2) > arcRadius && ...
pos(2) < straightLength + arcRadius)
vel = speed*[0;-1];
elseif ((pos(1) < 0 && (pos(2) < arcRadius ||
pos(2) > straightLength + arcRadius))||
pos(1) > straightLength && (pos(2) < arcRadius |]...
pos(2) > straightLength + arcRadius))
vel = rot2(-speed/arcRadius*dt)*vel;

end

pos = pos + velxdt;

x = pos(1); y = pos(2);



Capitulo 5. Implementacio e Simulagao

95

&5

Figura 18 — Trajetoria de referéncia.
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Figura 19 — Diagrama de blocos do planejamento de trajetéria.
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Figura 20 — Diagrama de blocos da fungao geradora de caminho.
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Figura 21 — Posicao do quadrotor no tempo.
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O quadrotor deve primeiro decolar e, depois de atingida a altura de 1.5 m, comeca
a mover-se seguindo a referéncia. Os resultados para esse cendario sao apresentados nas
Figuras 21 - 24.
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Figura 22 — Comandos de orientacao gerados.
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Figura 23 — Erros de pose.
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Figura 24 — Posi¢ao do quadrotor no espaco.
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Fonte: Autoria proépria.
5.4 Andlise dos resultados

5.4.1 QObservador

Como ¢ possivel observar nas Figuras 6 e 7, o estimador projetado conseguiu rastrear
com precisao os angulos e as velocidades em torno dos eixos ie j mas nao convergiu para o
eixo k. Isso ocorre porque com apenas uma medida vetorial de dire¢ao (a gravidade medida
pelo acelerometro), fez-se necessario integrar diretamente a leitura da velocidade angular
em torno de k fornecida pelo giroscopio, levando a um erro crescente na medicao de 9; e,
por consequéncia, um distanciamento crescente entre a estimativa de 05, € o valor real. Esse
problema é abordado em (MAHONY; HAMEL; PFLIMLIN, 2008) e a solugao proposta é
a de um filtro complementar explicito com a inclusao de uma segunda medida vetorial
que pode ser fornecida por um segundo acelerdmetro ou um magnetometro. Solugoes que
dispensam o uso de uma medida adicional também sao possiveis. (MARTIN; SARRAS,
2018) propde um método onde, dada a existéncia de uma excitagdo angular suficiente, é

possivel reconstruir a orientacao em todos os eixos.

Como o problema do rastreio do angulo 9; ¢ inerente a formulacao 4.10 quando
aplicada ao caso de uma tnica medida vetorial de direcao, os gréaficos 8 e 12 representam

os erros apenas em relacao aos eixos i e j. Como visto no caso do rastreio de trajetéria da
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segdo anterior, quando a excitacao angular da referéncia nao é persistente (como era para

uma referéncia senoidal) o desvio da estimativa de 6, cresce mais lentamente.

5.4.2 Controle

O controle implementado trouxe resultados satisfatérios no rastreio da referéncia
de orientacao e velocidade angular, como pode ser visto na Figura 12. Um dos problemas
observados ¢é a sensibilidade do controlador as variagoes de aceleracao angular, o que
implicou na necessidade do uso de derivadas filtradas para manter a estabilidade do sistema.
Como o observador nao consegue estimar corretamente o viés em torno de E, é possivel
observar na Figura 10 que «9; progressivamente se distancia da referéncia. Esse problema
nao ¢ observado quando se alimenta o controle diretamente com os estados gerados pelo

modelo da mecanica de corpo rigido do Mambo.

Na Figura 12 ¢ possivel ver que o erro de rastreio de velocidade angular estabiliza
em 0,2 rad/s. Isso é consequéncia da filtragem da aceleracao, que impde um atraso no

rastreio da velocidade, como exposto na Figura 11, provocando o erro observado.

Dos graficos 13, 14 e 15 é possivel concluir que nem o transiente inicial nem o
rastreio da referéncia de atitude provocam variagoes abruptas nos sinais de controle. Do
ponto de vista do uso do sistema implementado em uma situacao real de controle de pose
de um drone, esse comportamento é positivo pois minimiza as chances de que um erro de
configuragao grande provoque movimentos bruscos o suficiente para levar o quadrotor as

singularidades (mais detalhes no Apéndice).

5.4.3 Seguimento de caminho

O seguimento de caminho foi implementado como uma forma de demonstrar o
controle e o estimador implementados numa situagao mais préxima da realidade, onde
o drone executa uma missdao. A Figura 22 mostra que a combinacdo de um controle
geométrico de posicao com o controle geométrico de orientagdo permitem o seguimento
de caminho com erros minimos sem geracao de comandos de orientacado com variagoes
bruscas. A eficiéncia dessa estratégia fica evidente no grafico 21 e na variacao dos erros
no tempo exposta na Figura 23. A Figura 24 traz uma representacao tridimensional da
trajetéria realizada pelo quadrotor no espago como uma forma de melhor visualizar a

missao realizada.



60

6 Conclusao

Neste trabalho de conclusao de curso foi discutido a aplicacdo de técnicas nao-
lineares ao problema de estimacao e controle de atitude de um quadricoptero, em especial
o controle geométrico de sistemas mecéanicos. Modelou-se a dinamica do quadrotor repre-
sentando a dinamica rotacional por matrizes de rotacao e as velocidades por mapeamentos
anti-simétricos dos vetores. Derivou-se dessa modelagem as equagoes de controle e de esti-
macao pela aplicacao do teorema de Lyapunov para estabilidade de sistemas nao-lineares

e definiu-se as condigoes para convergéncia.

Também foi discutido nesse trabalho a modelagem dos sensores, em especifico os
sensores disponiveis no minidrone Parrot Mambo. A aerodindmica das hélices foi modelada

e dela foi possivel definir como os sinais de controle sdo mapeados em velocidades de hélice.

O observador de estados e o controlado foram implementados e testados no ambi-
ente de simulagao computacional Simulink, onde os recursos de visualizacao de sinais e

formulacdo de cenarios foram usados para sintonizar os sistemas projetados.

Por fim, testou-se o sistema completo para uma missao de seguimento de caminho
no espago por meio da implementagao de um controlador de posicao, que foi colocado
entre as referéncias de posicao e o controlador de orientagao desenvolvido, num arranjo
em cascata. Os dados coletados da simulagao desse cenario apontaram para um bom
desempenho do sistema projetado no rastreio da trajetoria planejada e na suavidade do

movimento.

O método de sintonia empregado foi baseado tao somente nas condi¢oes de esta-
bilidade e nos recursos de simulagao, que permitiram uma sintonia por tentativa e erro.
Essa abordagem nao ¢ ideal e expoe um das principais desvantagens da aplicagao do
controle geométrico, que é a dificuldade de aplicar uma sintonia baseada em controle
classico, a partir dos tempos de resposta, sobresinal, tempo de subida, etc. Para a sintonia
de controladores geométricos existe na literatura a aplicacao de diversas técnicas, que vao
desde o uso de aprendizagem por reforgo (LEE; BANG, 2019) a extensao do problema para
considerar a dindmica de ganhos variaveis, num processo de sintonia online dos ganhos

(VANG; TRON, 2022) (INVERNIZZI; PANZA; LOVERA, 2020).
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6.1 Trabalhos futuros

Como sugestao de trabalhos e melhorias futuras nessa linha de pesquisa é possivel

citar

o Estudo mais aprofundado dos formalismos do controle geométrico de sistemas meca-

nicos;
o Implementacao do controle projetado numa situagao real de voo;

» Estudo e implementagao de técnicas de sintonia de controladores geométricos, sejam

elas técnicas offline e/ou online.
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A Analise da estabilidade

A.1 Controle de atitude

A.1.1 Erro de configuracao

A fungao erro de configuragao ® : SO(3) x SO(3) — R! é uma conhecida métrica
sobre elementos do SO(3) que é bi-invariante, positiva semi-definida e diferencidvel (BULLO;
LEWIS, 2005), dada por

B(R, Ry) — ;tr[G(Ig ~RTR)] (A1)

onde tr(A) é o traco da matriz A e G € R3*? é uma matriz diagonal positiva. Essa funcio
pode ser interpretada como uma forma de medir em valor absoluto a distancia entre as
rotagdes R e Ry, ou seja, entre o estado e a referéncia de atitude. Deseja-se definir vetores
de erro de configuracao e velocidade no espago tangente de SO(3) usando as derivadas de
®(R, Ry) a partir dos quais as entradas de controle sdo projetadas através de uma andlise

de Lyapunov no SO(3). Assim sendo

d 1 d
a3 — —tr[G(Z(RTR))] =
1 d _r rd
= ——t —_ i -
5 r[G(dthR+Rd dt)R]
1
= —§tr[G(—[wd]XRdTR + Rj Rlw]] (A2)
usando do fato que £ RT = (L Ry)T = (Rywa]x)" = [wa)X RE. Observando a defini¢do do
mapa [-]«, é possivel concluir que [a]% = —[a]«. Portanto 4 R? = —[w,]« RY. Retomando
d

Lo, Ry) = —S0{GURE Rlsl — [ )] =

— —;tr[GRgR([w]x — RTRy[wq]« RYR)] (A.3)

Usando a propriedade da &lgebra so(3) [Aa]x = Ala]<AT, onde A € SO(3) e

a € 50(3)
d 1 T T —
(R, Ry) = — ti[GRIR([w]x — [R' Rawa] )] =

1
= —§tr[GRdTR[w — RTRywy]«] (A.4)
onde valeu-se do fato que [a]x + [b]x = [a + b]«.

A expressao —str([al«[b]x) ¢ equivalente ao produto interno de a por b, para
a,b € R3 )
—§tr([a]x[b]x) = {a,b) = (b,a) =a’b="b"a
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Toda matriz quadrada pode ser decomposta em uma parte simétrica e uma outra
anti-simétrica dadas respectivamente por Py(A) = $(A+ AT) e P,(A) = (A — AT). Essas
parcelas sdo ortogonais quanto ao produto interno. Aplicando estas propriedades, podemos

substituir GRT R por sua projecio anti-simétrica P,(GRL R):

CZ@(R, Ry) = —;tr B(GRdTR — RTR,G)|w — RTRdwd]X} —

1 \Y%

= <<2(GRdTR - RTRdG)> (= RTRdwd)> = (er, €w) (A.5)
sendo

w = w — RT Rywy (A.6)

€

1 T T v

er = (Q(GRd R—R RdG)) (A7)

os erros de rastreio de rotagao e velocidade angular, respectivamente. er foi construido

valendo-se do fato que G é uma matriz diagonal.
Antes de definir partir para a analise de Lyapunov, é importante determinar as

derivadas temporais dos termos eg e e, obtidos.

' —d(l(GRTR—RTR G))v—
B 2\ =)=

- (jeqmn - G RG) (48)

O termo %(RdTR) ja foi calculado anteriormente no processo de obtencao de
LO(R, Ry): 4(RYR) = RYRlw— R"Rywy)x = RY Rle,]x. Assim 4 (RTRy) = —|e,|« RT Ry.

Substituindo esses termos:
. 1 T T v
¢p = (Q(GRdR[ew]X — (—[e].R Rd)G)> .

= (;(GRdTR[ew]X + [ew]XRTRdG)>v (A.9)

Usando da propriedade [a]x A + AT[a]x = [(tr(A)I3 — A)alx, para a € s0(3) e
AeR¥3

1 \
- <2[(tr(RTRdG)Ig - RTRdG)ew]X> (A.10)
como [|x e -Y sdo mapeamentos inversos um do outro

1
ep = 5(tr(RT};th)Ig — R"R;,G)e, =
= E(R, Ry)e., (A.11)
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onde E(R, Rd) = %(tr(RTRdG)Ig — RTRdG)

Agora para o e,

by = (jt(w — RTRywq) = & — jt(RTRdwd)
= J (M — [w]xJw) — (—[eo]x RT Rgwy + RT Rywy) =
= J M — [w]xJw) + [eo]x RT Rgwy — RT Ryig =
= J N M — [w]xJw) + [w — BT Rywy|x R" Rgwy — RT Ry =
= JHM — [w]xJw) + ([w]x — [R" Rawal ) R" Rgwa — R" Rywq =
= JHM — [w]xJw) + ([w]x — R" Rglwa]« Rg R)R" Rgwq — R Rawq =
= J N M — [w]xJw) + [w]x RT Rgwyq — RT Rylwq]xwa — RT Ratdq (A.12)

Sabendo que [a]«b, para a,b € R, é o mesmo que a x b. Portanto [wy]xwq =

wq X wg = 0. Logo

e, = J_l(M — [W]XJW) —+ [w]XRTRdwd — RTRdu}d =
= J (M — [w]xJw) — ag (A.13)

onde ag = —[w]x RT Rgwq + RT Rgwig e o termo Wy é a aceleracdo angular desejada.

As fungoes ®(R, Ry), er e e, definem os erros da dindmica rotacional frente a
referéncia definida por 3.2, e permitem formular uma func¢ao candidata de Lyapunov que

serd usada para encontrar a lei de controle M que estabiliza o sistema em torno de R,(t).

A.1.2 Estabilidade do controle adaptativo
A.1.2.1 Func3o candidata de Lyapunov
A funcao candidata de Lyapunov escolhida é
V= ;<ew, Jey,) + kr®(R, Ry) + c(Jey, er) + 211@]”’7“% (A.14)

onde kg, ¢ e k; sdo constantes positivas e || - |[|r ¢ a norma de Frobenius dada por
||A||r = /tr(ATA). Derivando V no tempo

V = 5 (€ Jeu) + (e TEu)) + binlem, ) + e ((Jew,en) + (Jew, en)) + kljtr(JJ)
(A.15)
Como J é simétrica, é possivel averiguar que (é,, Je,) = (e, Jé,)
(o, Jen) = ebJe, = (Jey,) e, = el Je, = (ew, Jéu)
Assim
V= (ew, Jew) + nlem en) + ¢ (e, en) + (Jew, én)) + —tr(TT) (A.16)

ks
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Sabendo que k{a,b) = (ka,b) = (a, kb) para k € R!, bem como as propriedades

comutativa

{a,b) = (b,a)

e distributiva
(a,b) +(a,c) = (a, (b+c))

do produto interno de vetores, pode-se agrupar alguns termos

. 1 ~ 2
V = (ew, Jé, + krer) + ¢ ({(Jéy, er) + (Jey, ér)) + k—tr(JJ)
7

De A.13
Jey, =M — [w]xJw — Jag

Escolhendo o torque como
M = —kReR — kwew + [w]X:]w + jad
onde k,, é uma constante positiva. Substituindo A.19 na expressao de Jé,

Jé, = —kper — ke, + [w]xJw + Jag — [w]xJw — Jag =
= _kReR — kwew + [W]X<:] - J)w + (:] - J)Oéd =
= —kper — kye, — [w]xJw — Jag

Substituindo agora o Jé, e ér (A.11) na derivada temporal de V:

V = <ew7 <_kR€R - kwew - [W]ij - jad + kR@R)>+

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

+c (<(_kR€R - kwew — [w]xjw - :]Oéd), €R> + <J€w, E(R, Rd>€w>) + li]tr(jj) =

— —klleull? = chrllerl” — ckuler, eu) — (e, (] Tw + Ta)) — (cer, (W] Jw + Taa))+

1 ~ 2
+{Jey,, E(R, Rg)ey) + k—tr(JJ)
J

— V= —kyllew||? — ckrller||* — ckoler, en) + c{Jey, B(R, Ry)e,)+

~(ew + cen), (W] Jw + Jaw)) + ]:Jtr(jf])

(A.21)

Por conveniéncia ey = e, 4+ cer. Pode-se entao reescrever o pentltimo termo da

equacao acima

(e, ([W]xJw + Jag)) = lea, [w]x Jw) + (ea, Jag)

Sabendo que (e4, [w]xJw) é o produto triplo dos vetores e4, w e Jw, ou seja

(e, [wW]xJw) = e4 - (W x Jw)
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pode-se aplicar a propriedade da invariancia desse produto triplo sob permutagoes ciclicas

dos vetores:

a-(bxc)=c-(axb)=b-(cxa)

para a,b e c € R®. Assim

(e, [wW]xJw) = €4 (W x Jw) = Jw - (eq X W) = (Jw, [ea] xw)

Para qualquer par de vetores a,b € R? (a,b) = tr(ab”) = tr(ba’). Substituindo o
resultado acima e trocando o produto interno pelo traco
(e, ([W]xJw + Jag)) = (Jw, [ea]xw) + (ea, Jag) =
= tr[Jw([ea]xw)T] + tr(Jagel) = tr[Jw([ea]xw)T + Jagel]
— (ea, ([w]xJw + Jag)) = tr[J(w([ea]xw)T + agel)] (A.22)

Como a inércia do quadrotor é constante J = 0, pode-se obter de 3.17 J = —.J.
Substituindo essa expressao juntamente com o resultado acima na equagao A.21 e valendo-se

da lineariedade do operador tr

V = —kulleo|® — ckrller|* — cku{er, e) + c(Je,, E(R, Rg)e,)+
~ 1 ~
—tr[J(w([ea]xw)T + agel)] — k—tr(JJ) =

J
= —kollew|” — ckrller||* — cku{er, e.) + c(Jey,, E(R, Ry)e,)+

_tr {j <W([€A]XW)T + aacy + liJ)]

Fazendo ([ea]xw)? = —wT[ea]«
V = —ky|lew||® — ckrllerl|? — cku{er, en) + c(Jey,, E(R, Ry)e,)+

—tr [j (—wa[eA]X + agely + ;:]j>:| (A.23)

Escolhendo-se a dinamica para a estimativa J

k
?J(—adeﬁ —eaad +wwlea]x — [ea]xww’) (A.24)

j:
tém-se
V = —kulleo|® = ckrller|* — cko{er, en) + c(Jes,, E(R, Rg)e,)+
ky2
= —ky|les||? — ckgrller||® — ckuler, en) + c(Jey,, E(R, Ryg)e,)+

—tr P (—;([eA]waT + wwlealx) + ;(adez — 6,4045))} (A.25)

- 1k
—tr [J (—wa[eA]X + adeg + J(—adez — eradT + wa[eA]X — [eA]waT)ﬂ =
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A expressao [e4]xww! +ww![ea]«, como mencionado anteriormente neste capitulo,
estd no formato [a]x A+ A7 [a]x = [(tr(A)I3—A)al. J& o termo (agely —eaal) = Po(aqelk).
Assim

V= —kyllew||* = ckrller||* — cko(er, ew) + c(Jey, E(R, Rq)e,)+

—tr [j (—;[(tr(wa)Ig —wwea]x + Pa(ade£)> (A.26)

Uma vez que a + b € s0(3),Va,b € 50(3) e que JA € R3 | P,(A) = o,V € 50(3)

;(A — AT = —;[(tr(wa)Ig — wwh)ealx + Pa(age})

Pode-se reescrever o ultimo termo de V como

—tr P (—;[(tr(wa)Ig — wwh)ea]x + Pa(ade£)> = —tr P;(A — AT)

_ _; (tr(JA) — tr(TAT)) (A.27)

Sabendo que tr(B) = tr(BT) e que tr(BC) = tr(CB), VB, C € R

tr(JAT) = tr[(JAT)T] = tr(AJ) = tr(JA)
onde J = jT, como dito no inicio desta se¢ao. Assim

—tr P (—;[(tr(wa)Ig —wwhea]x + Pa(ad€£)>

_ _; (tr(JA) = (T 4)) = 0 (A.28)

Por tanto, reduz-se A.26 a

V = —kulleo|® — ckrller||* — cku{er, e.) + c(Je,, E(R, Ry)es) (A.29)

A.1.2.2 Anilise da estabilidade

Até o momento uma fungao candidata V' foi definida (A.14) e, assumindo que
ela atende aos critérios de ser positiva definida, nula para o ponto de equilibrio (quando
®(R, Ry), er e e, sio nulos) e de derivada temporal V' (A.29) negativa definida; projetou-se
a entrada de controle M (A.19) e a dindmica da estimativa da inércia J (A.24). Faz-se
necessario, portanto, provar que a fungao escolhida cumpre tais critérios quando o sistema

opera em malha fechada

(A.30)

M = —kper — kuew + [WxJw + Jag
J =% (—aueh — eaal +wwTleal — [ea]xww”)
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Como ja demonstrado

V = ${ew, Jew) + kr®(R, Rg) + c(Jew, er) + 5= 1|7

. (A.31)
V = —ky|leu||* — ckgrl|ler||* — cku(er, en) + c{Je,, E(R, Rq)e,)

quando aplicadas as leis de A.30.

No que concerne as propriedades de ®(R, R,), as afirmagoes

1. ® é localmente positiva definida em torno de R = R,.

2. Os pontos criticos de ® quando ez = 0 sdo { Ry} U{Ryexp(x[s]y)} para s € {i, ], k}

sao verdadeiras e as provas podem ser encontradas em (BULLO; LEWIS, 2005) no capitulo
11, e nao farao parte do escopo desta analise. O validacao da func¢do candidata consiste
portanto em encontrar as fronteiras de V e V, o que envolve encontrar os limites inferior e
superior de ® bem como dos demais termos presentes em A.31. Mais precisamente, dado
que A.31 representa a dindmica de energia do sistema em malha fechada e que V' esta no

formato

V=00 + Sl + 0o )

a andlise dos limites de A.31 e, por consequéncia, a prova de sua estabilidade seguem da
aplicacao direta do Teorema 6.45 ((BULLO; LEWIS, 2005), Capitulo 6) onde

V(g) = billU(g)]* + ;Ilvq\l2 —ellU(g)]]]]vg] (A.32)

V(q) < =llvgl[* = ellvgl[* = ellU (a)1I”
+ellvgllI1U(9)]] (A.33)

onde ¢ representa os estados (R); v, o vetor dos erros no espago tangente aos estados (e,
e Jey); U é uma fungao potencial dos estados (P); U é a derivada de U com relagdo a g
(eg) e a constante € > 0 é um peso atribuido a contribui¢do conjunta de Ve Ug, qUE NO
nosso caso é equivalente a c. Fica evidente a necessidade de determinar o limite superior

de ® na forma b;||er||?.

Seja R = RYR = exp([z].), R € SO(3), conhecido como mapa exponencial,
relaciona elementos do 50(3) a elementos do SO(3), onde = € R? e exp([z]«) pode ser

obtido pela formula de Rodrigues

Ig, T =
exp([z]x) = ol L cos o] (A.34)
I + S o] + 2]k, = #0

Il
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Reescrevendo ® como 1tr(G(I; — R)) e considerando que z # 0:
1
o = itr(G(Ig —exp([z]x))) =
n|

1 sin ||z|| 1 — cos||z|| 2)]
:*tI'G I_I_ xx—ixx —
2 l ( TR T T e

e i)

1 [sin||z|
2

1 — cos ||=||

(Gl + Wtr(sz)]

||

Como G é diagonal G = diag(g1, g2, 93), a diagonal principal de G|x]x serd nula.
Portanto tr(G[z]x) = 0. Assim

1 1—costHr 2

Como para o trago sé é de interesse o contetido da diagonal principal da matriz,

calcula-se a diagonal de [z]%

0
([25)n = {0 —3 $2} g | = —(a + 3)
([2]5)22 = {1‘3 0 _1‘1} 0 | =—(ai +a3)
([213)ss = [~22 1 0] |~z | = —(a} +23)
L O .
e a diagonal de G[z]%
(Glzf)n = gi([#z]%)n = —gi (a5 +23)
(G2]3)22 = g2([2]% )22 = —ga(a] + 23)
(G[2]3)33 = g3([2]%)33 = —ga(a? + 23)

Logo
tr(Glaly) = —g1 (23 + 23) — ga(a7 + 23) — ga(aT +23) =

=—(g1 + 92)933 — (92 + 93)33? — (g5 + 91)933

= (G[a}) = —( > (9¢+9j)$i> (A.36)

(i,4,k)€C
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onde C = {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}. Finalmente

1]11—cosl|lz
¢ =—3 ¢ | X (9 +g5)ai
||| (iBee

1 —cosl||z
Locosllll S~ (gt gy)a (A37)

e @ =
2ll=[* G imec

Busca-se expressar os limites de ® em termos de ||eg||[®. Assim, usando A.7 e
substituindo R} R por R

HGRH2::<€Ra€R>:=‘—;th€R]xkﬁﬁx):= §tfﬂ€R]xkﬁﬂZ):=

=~ =T

171 ) N
= | (GR-R G)(R'G - GR) (A.38)

O calculo do termo acima pode ser simplificado com aplicagdo das propriedades do
trago, no entanto essa analise se mostrou extensa. Seguindo o mesmo procedimento de
(LEE, 2011), usou-se o Symbolic Math Toolbox (MathWorks, 2021) do MATLAB, onde
expressou-se R como

R =15+ alz]« + blz]>
declarando primeiro um vetor x e usando a fungao skew do Spatial Math Toolboz (CORKE,

2023). Os termos a e b foram declarados como variaveis simbélicas e representam

. 1_
CL:sm||x|| . b — cos ||z||

||| [|[[?

O script produzido segue abaixo

syms x [3 1]
syms a b

syms g [3 1]

skew(x);

[}
I

diag(g);
eye(3) + axX + b*xX"2;

eR_skew = 1/2*%(GxR - transpose(R)*G);

eR_norm = simplify(collect(...

1/2*xtrace(eR_skewxtranspose(eR_skew)),{’a’,’b’}...
));

coefficients = coeffs(eR_norm,{’a’,’b’});
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a_coeff = coefficients(1)

b_coeff

coefficients(2)
A saida desse script resultou em
eR_norm =
((x172%(g2 + g3)7°2)/4 + (x2°2*%(gl + g3)72)/4 + (x3°2(gl + g2)"2)/4)*a"2 +
((x172*%x272% (gl - g2)72)/4 + (x172*x372x(gl - g3)72)/4 +
(x272%x372% (g2 - g3)72)/4)*b"2
a_coeff =
(x172%x272% (gl - g2)72)/4 + (x172xx372*(gl - g3)72)/4
+ (x272%x372%(g2 - g3)"2)/4
b_coeff =

(x172%(g2 + g3)72)/4 + (x272%(gl + g3)~2)/4
+ (x372%(gl + g2)72)/4

Finalmente
sin? ||| (1 — cos ||z]|)?
llerl]® = pEE > (gi+95)°x; + Tl Yo (gi—g)aia?  (A39)

(i.3,k)€C (i.4,k)eC

onde C ={(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}.
lerl|

llerll
P

llerll* _ (SiHQHSCH) < 2| || > ) <Z(i,j,k)ec(gi+gj)2wi> N
® Allz|2 ) \1 = cos|lz|| ) \ T jmec(9i + 95)77
+ l(l — cos ||5EH)2] ( 2| || ? ) (Z(i,j,k)ec(gz‘ - gj)%f?f’??) (A.40)

A 1—cosllz|l )\ Eijmeclgi + 9;)

Calculando
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Fazendo sin? ||z|| = 1 — cos? ||z]| = (1 — cos ||z|])(1 + cos ||z||)
sl _ [1=con s o] (2P (St +0°2)
o Af[? 1—cos|lz|l ) \ Zjmeclsi + g;)k

+l(1—cos|]$H)2]< 2| )(Z(i,j,k)ec(gi—gj)%?x?)

4| z||* 1 — cos ||=| Z(i,j7k)EC(gi + g;)x}

llerl|> _ 1+ cos||z]] (E(i,j,k)eC(gi +9j)2xi>
) 2 > Ggmec(gi + 9;)7%

1= cos|la] (z@,j,m(g@- - gj>2x%x§/ux||2> )
2 > i myec (i + 95)Ti
E possivel observar que, para z #0
llerll* _ 1 1 hy + hs
- hy 4+ —(1 hy < A.42
2L < 5 (U= cosfalDha + (1 -+ cosfal o < 22 (A2
onde
hy =min{g, + g2, g2 + g3, 93 + 91}
hy =max{(g1 — g2)°, (92 — 93)*, (95 — 91)*}
hs =max{(g1 + g2)°, (92 + 93)% (93 + 1)*}
resultando no seguinte limite superior de ® em termos de eg
@ > () fleal = buleal (A43)
ha + hs
Agora tomando ﬁ
® 1 — cos||z|| [ Al
ler||? 2([z|[> [ lz|?sin® [|z]|8 + (1 — cos [[|z][)?*y
2a(1 — cos ||z]]) (A.44)

- sin? [|2][8 + (1 — cos [[2][)*y/||x]]?

onde

a= 3 (g; + 95)7k

(3,5,k)eC

B= > (9i+9);
(3,3,k)eC

vy= > (9 —gy)’xix;
(3,5,k)eC

E possivel observar que

o < lZ(l—costH)] (a)
lerll> = [ sin|lz[]? B
d < [2(1 — cos||x]|)] (Z(i,j,k)ec(gi +9j)xi>

lleall> = | sinfz]]” Yigmec(gi + 9;)wk

—
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Mais uma vez substituindo sin? ||z|| por (1 — cos||z||)(1 + cos||z||):

o < < 2 ) (Z(i,j,k)ec(grl-gj)x%) < ( 2 > hy (A.45)
|ler|[? 1 + cos ||| Z(i,j,k)ec(gi+gj)237k 1 +cos||z|| ) hs

onde

hy =max{g; + 92,92 + 93,93 + 91 }
hs =min{(g1 + 92)°, (92 + 93)°, (95 + 91)*}

Seja ¢ uma constante estritamente menor que h; tal que

<<y (A.46)

Assim, olhando para A.37

1 — cos ||z|]

h1—90<h1—(1)§h1— 5

h
hy = (1 + cos )
hy

— <
1+ cos|lz|| = h1—

Assim

P << 2 >h4< hah
lerll? = \1 +cos|la[| ) hs = hs(h =)

hah
= ) llerl[* = ba|ler]? (A.A4T)

:‘“(ml—@

Com isso foram definidas as fronteiras de ® em fungio dos valores de G, da norma

do vetor erro de orientagdo er e de uma constante ¢ que atenda ao critério A.46
bller||* < @ < byller|[? (A.48)

onde

i e by = _fala (A.49)

b pu—
! h2 + h3 h5(h1 - 90)

hi =min{g, + g2, 92 + 93,93 + o1}

ho =max{(g1 — 92)°, (92 — 93)°, (95 — 91)°}

hg =max{(g1 + 92)°, (92 + 93)°, (93 + 91)°}

ha =max{g1 + g2, 92 + g3, 93 + g1 }

hs =min{(g1 + g2)%, (92 + 93)°, (95 + 91)*} (A.50)
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Faz-se necessério agora avaliar as fronteiras de E(R, Rq) = 5(tr(RTR,G)I; —

RT R,@G) para analisar os limites de V. Considerando a norma de Frobenius
1 - - 1 - N T
|E(R, Ry)|[% = tr(E7E) = tr <4tr(RTG)Ig - RTG) <4tr(RTG)I3 - RTG>

s |B(R, RD)|[% = ~te(R7G)? + t2(G?) (A51)

4

Usando mais uma vez a féormula de Rodrigues, expande-se o termo tr(RTG)
. i 1—
wli6) | (1 - Tl o 25 g ) o) -

sin || z|| 1 — cos ||z||

=tr(G) — ] tr(Glx]x) + Wtr(G[CEK)

Como j& mencionado, tr(Gz]x) =0 e

tr(Gla]2) = —( > (gﬁg;-)xi)
(

iyjak)ec

portanto

(ﬁ=;w+<yﬁﬁyw>< > (gi+ga ):

(i,9,k)eC
1 — cos ||z||
=m+m+%—<|MPKm+mﬁ?ﬂm+%ﬂ?ﬂ%+mﬂi=

1 — cos ||z|]
=0 +9+93— <||$||2 [91(x3 + 23) + ga(af + 27) + g3(a] + 23)] =

24 24z x4 x2
. <1 2 3>+92 <1 22 1>+ 3(1 : 2)+
EE ] Il
x2 4+ 22 x2 4 x? x4 x2
“OS""”””lgl( e ) e e ) e e

||z||* = % + 2% + 22, o que significa que

e Ot et
P = el el

(S
vtad elP-ai | af
[T lP

Dessa forma

HR G =g (Hi@ ro i 2)* o (1 )*2
sl o (1= 55 +on (1= )+ (1= )

|
Solfp) reteiZa (- )

=1

:>trRG
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Como 0 < z2/||z||* < 1,
tr(R°G) <> g, = tr(G)
i=1

de forma que | .
I1E(R, Ra)l[7 < (tr(G%) + 0(G)°) < 5tr(G)?

logo

1E(R, Ry)l|r < jgtr@

Como ||E(R, R)|| < [|B(R, Ra)||» (TAYLOR, 2010)

|E(R, Ra)l| < @) (A.53)

1 f(
—=1r
V2
De posse de A.48 e A.53, faz-se a analise de A.31 segundo as férmulas A.32 e A.33,

a comegar por V.

Sejam \,, e A\y; 0 menor e o maior autovalor de J, respectivamente (obtidos de

uma estimativa prévia da inércia). Pela desigualdade de Rayleigh

Amllea]l < llewllll Jew cos < Aarlles||”

Assumindo que a distribuicao de massa do drone seja aproximadamente simétrica
em torno dos eixos do referencial { B}, cuja a origem estd no centro de massa e cujo os
planos definidos pelos eixos sempre dividem o drone em partes simétricas e equilibradas,
podemos considerar que J desvia a direcao e, em um angulo 6 ~ 0. Essas consideradoes
nao estao distantes da realidade, uma vez que é comum da construcao dos quadrotores a
distribuicao simétrica do peso no plano xy do referencial do corpo, que costumeiramente é
centrado na IMU, instalada o mais proximo do centro de massa possivel. Esse também
é o caso do Parrot Mambo, cuja a matriz de inércia indicada pelo pacote (MathWorks,
2023) é simétrica, mais especificamente diagonal, com valores de inércia principal muito

proximos. Portanto, considerando § =~ 0 = cosf ~ 1
Aallew| ] < Tewllll Tewll < Anllew|?
Amllew]| < [[Jew|| < Anrllew]|
Aplicando esses resultados a andlise de V
2 1 2 L
V' = bikgllerl]” + SAmlleal|” + cAullerllllel] + 5 =1 /]]F
2 2k,

— V Z ZTW112 (A54)



Apéndice A. Andlise da estabilidade 76

onde z = [||eg||, ||e|l, HjHFF €
blk‘R %C/\M
Wi = [1edy 2. 0 (A.55)
0 0 5

Assim, V' é positiva uma vez que os autovalores de Wi; também o sejam. Aqui

fez-se o uso de (MathWorks, 2021) mais uma vez

syms bl ¢ kJ kR 1M 1m
W1 = [b1l*kR,c*1M/2,0;c*1M/2,1m/2,0;0,0,1/(2xkJ)];

Wieig = simplify(eig(W1));
eq = [Wleig(3) == 0];

C = solve(eq, [c])

Cuja a saida resultou em

(27(1/2)* (b1*kR*1m) " (1/2)) /1M

Avaliando as expressoes que determinam os autovalores de Wi, chegou-se a

2b1kpAp,
< [ (A.56)
)‘M

que ¢ o critério para o qual zZ W, z é positiva e, consequentemente, V também o é¢. Também
¢é possivel estabelecer um limite superior para V', o que é particularmente 1til na sintonia

do controlador

1 1 -
V < bokrllerll” + SAulleull” + cAullerllllea]] + %HJHF

= V< ZTW122I (A57)
onde
bgk’R %C/\M 0
Wi = ichu 3 im0 (A.58)
0 0 i

Desse segundo resultado é possivel estipular uma dinamica desejada para as normas
llew!l, llerl| € ||/]| & partir de Wis e consideréd-la como o pior caso dadas as escolhas dos

ganhos.



Apéndice A. Andlise da estabilidade 7

Agora resta analisar V', buscando determinar que valores garantem que ela seja

negativa.
V< —kleall ~ challeall + Al ERRIeal + chollealleal
— ¥ <= (b= () ) ol = ol + e el
— V< —\TWay (A.59)
onde agora x = lexl .|| ¢
k _chy
WQ = cdf c 2 (A60)
R T )

Como do caso para V, quando os autovalores de W, sdo positivos, —x? Way ¢é
negativa e, por consequéncia V também o é. Usando (MathWorks, 2021), foi possivel

chegar na seguinte condicao

V2k,

€= )\Mtl"(G>
4kgk,
c< A.61
/{5 + %kR)\MtI'(G) ( )
Compondo os resultados A.56 e A.61
. 2blkR)\m \/ka 4kRkw

A.62
¢ = mmn { N Aute(G) k2 + Skpdute(G) (A.62)

Até o momento inferiu-se sobre a estabilidade do sistema desconsiderando as
singularidades da soluc@ao. A prova da estabilidade assintética global demanda maior rigor
e um conhecimento profundo de controle geométrico. Feitas essas consideracoes, o controle
desenvolvido tem estabilidade local garantida para erros angulares suficientemente distantes
das singularidades que aparecem em ||z|| = kw. Boas estimativas iniciais de orientagao e
de inércia favorecem a estabilidade e, como mostrado nas simulagoes, impossibilitam que

a acao de controle per si leve o sistema as singularidades.
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