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Resumo

Este trabalho aborda o uso de Recorréncias Lineares de primeira e segunda ordem
direcionado para alunos (professores da Educagao béasica) do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica. PROFMAT em rede nacional, com destaque, principal-
mente, ao estudo das recorréncias lineares de segunda ordem nao homogénea e suas
técnicas empregadas na resolucao de problemas. O grande diferencial deste trabalho
para os encontrados na literatura é o olhar para a solucao geral da recorréncia linear
como combinagao de solugoes linearmente independentes e para as solugoes particula-
res das recorréncias lineares de 2% ordem nao homogéneas, onde apresentaremos um
método que reduzird a quantidade de tentativas para a obtenc¢ao da solucao particular
para tais recorréncias, isso ocorre quando estamos procurando uma féormula fechada
que dependa apenas de uma incoégnita natural. Finalizaremos nosso trabalho com uma
miscelanea de problemas que nos deparamos em diversas areas da Matematica e que
podemos modelar através das recorréncias lineares de 1% e 2 ordem, tanto homogéneas

como nao homogeéneas.

Palavras-chave: Recorréncias. Conjunto fundamental de solu¢des. Solucao particu-

lar. Problemas de contagem.



Abstract

This work addresses the use of first and second order Linear Recurrences aimed at
students (basic education teachers) of the PROFMAT Professional Master’s Program
in Mathematics on a national network, with particular emphasis on the study of non
homogeneous second order linear recurrences. and its techniques used in problem
solving. The great differential of this work to those found in the literature is the
look at the solutions of 2nd order homogeneous linear recurrences as a combination of
linearly independent solutions and at the particular solutions of non-homogeneous 2nd
order linear recurrences, where we will present a method that will reduce the number
of attempts to obtain the particular solution for such recurrences. This occurs when
we are looking for a closed formula that relies only on a natural unknown. We will
finish our work with a miscellany of problems that we come across in various areas
of Mathematics and that we can model through 1st and 2nd order linear recurrences,

both homogeneous and non homogeneous.

Keywords: Recurrences. Core set of solutions. Particular solution. Counting prob-

lems.
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1 Introducao

A motivacao pela escolha do tema recorréncias lineares ocorreu em funcao da riqueza
e potencial que ele possui para a resolugao de varios problemas em Matematica que sao
trabalhados na Educacao Basica, mas que muitas das vezes é abordado em enunciados
que iniciam com palavras do tipo: calcule ou determine. Esse tipo de abordagem acaba
levando o aluno ha desmotivagao pela aprendizagem de Matematica.

Olhando para a Educagao Basica, principalmente no Ensino Médio, sentimos a
falta de uma abordagem envolvendo as recorréncias recursivas com uma visdo mais
dedutiva e menos decorativa nas aulas de Matematica, uma vez que é trabalhado o
tema de forma superficial no estudo das Progressoes Aritméticas e Geométricas. E
esses contéudos envolvendo essas progressoes é tido em muitas das vezes como decora-
tivos, transparecendo que a resolucao de problemas requer apenas aplicagoes de meras
formulas matematicas prontas e acabadas.

Diante dessa perspectiva, pensando na disciplina de Matematica Discreta (MA12)
e no objetivo do Programa de Mestrado Profissional em Rede Nacional (PROFMAT),
que é o aprimoramento da formacao profissional com énfase no dominio aprofundado de
conteido matematico relevante para a atuacao docente, iremos abordar o tema com a
finalidade de construir um material de apoio para os alunos (professores da Educacao
Bésica) do programa e que posteriormente esses professores possam trabalhar com
seus alunos em sala de aula, construindo o pensamento recursivo, principalmente nos
problemas abordados nas olimpiadas de matematica.

Desta forma, salientamos que a resolucao de problemas a partir de um pensamento
recursivo vem de certa forma contribuir para o pensar matematico no sentido de de-
senvolver habilidades e incitar a criatividade para a resolucao de diversos problemas
no Ensino Basico.

O uso de recorréncias em contetidos de Matematica no Ensino Bésico tem como
objetivo desenvolver habilidades e estimular o aluno a construir sua propria solucao, e
por conseguinte agucar o estudante a ter uma aproximacgao cada vez mais precisa na
resolucao de problemas.

A importancia do tema ganha énfase por agregar valores e disciplinar ainda mais
a solucao de varios problemas que sao trabalhados no Ensino Basico, que passarao a
serem resolvidos por meio de técnicas que deliberam uma logica cadenciada a partir de
casos particulares até a obtencdo do caso geral, fazendo com que a resolucao de varios

problemas seja cada vez mais significativa, objetiva e clara no entendimento do aluno.
E proépria da busca de padroes e férmulas de recorréncia, deter o olhar sobre diversas
situagoes, analisar propriedades de forma intuitiva, refletir sobre casos particulares,
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procurando chegar a generalizagao, formular conjecturas e procurar, posteriormente, a
possivel validagao destas férmulas. A propoésito, Keith Devlin diz

[---] a Matemética é a ciéncia dos padrdes, refletindo assim a ideia
de transversalidade dos padroes, o que sugere que, mais do que um
tipico da Matemaética, constituem uma qualidade associada a esta
ciéncia. E uma forma de admirar e compreender o mundo em que
vivemos, tanto a nivel fisico, como biolégico e até mesmo socioldgico,
bem como o mundo escondido das nossas mentes, tornando visivel o

que é invisivel ao olhar. (DEVLIN| 2002, p.9)

E pertinente destacar que o papel dos padrdes e das férmulas de recorréncia se faz
presente na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). A BNCC é um documento
de carater normativo que tem como objetivo definir o conjunto organico e essencial
para o aprendizado no cursar de toda a Educagdo Basica. Ela aprofunda e amplia
alguns dos objetivos encontrados nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs) que,
sao documentos que trazem um referencial padronizado de educacao a ser atingido.

Nos (PCNs) a recursividade era observada de forma menos aprofundada no bloco
de “Numeros e Operacoes” e objetivava, apenas, que o aluno utilizasse representagoes
algébricas para expressar generalizacoes sobre regularidades observadas em sequéncias
numeéricas. Assim, o estudo da recursividade era, superficialmente, estudado em Pro-

gressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas.

E notéria a importancia atribuida aos padroes, ja& que estes permeiam varios te-
mas do curriculo, ndo s6 da Matematica, como também de outras disciplinas, além
de promoverem uma melhor compreensao das suas respectivas capacidades matema-
ticas. Desta forma, espera-se construir um conhecimento matematico mais profundo,
duradouro e sélido e diz-se

A linguagem algoritmica tem pontos em comum com a linguagem
algébrica, sobretudo em relagao ao conceito de varidavel. Outra habi-
lidade relativa a algebra que mantém estreita relacdo com o pensa-
mento computacional é a identificacao de padroes para se estabelecer
generalizagdes, propriedades e algoritmos. (BRASIL, 2022, p.271)

Ja nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental (PCN) ha uma
abordagem sobre a relevancia do uso das generalizagoes em sala de aula, mesmo que
diga apenas respeito ao campo algébrico:

[---] o estudo da dlgebra constitui uma oportunidade bastante sig-
nificativa para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de
abstracao e de generalizagdo, além de lhe possibilitar a aquisicao de
uma poderosa ferramenta para resolver problemas. (BRASIL), 1998,
p.115)

A procura por padroes de regularidades em atividades e a utilizagdao de recorréncias
matematicas em de sala de aula, possibilita ao aluno o estabelecimento de conexoes

entre a Matematica e o mundo real, construindo uma referéncia positiva da disciplina.
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Sendo assim, a necessidade de abordar o tema de Recorréncias se encontra funda-
mentado na BNCC quando esta propoe como Objetos de Conhecimento a descoberta e
a verificacio de padrdes e sequéncias recursivas na sua Unidade Tematica de Algebra no
desenvolvimento das habilidades dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, langando
assim, as bases para a construcao e consolida¢do de um pensamento algébrico recursivo
que se amplia nos Anos Finais do Ensino Fundamental e, também, no Ensino Médio.

O desenvolvimento desse trabalho teve fundamentagao tedrica bibliografica baseada
nos livros: [Morgado e Carvalho| (2022)); [Steffenon| (2022)); |(Gomes, Diniz e Gurgel| (2021);
Neto, (2013)); |[Lima, (2013)) e Hefez| (2022). E, em obras académicas que tratam sobre o
tema trabalhado, buscado em banco de teses e dissertagoes e/ou periédicos que farei
referéncias ao longo do trabalho.

Nesse trabalho, apresentamos um texto a partir de um raciocinio logico dedutivo
para apresentar as defini¢oes, propriedades, Teoremas, Proposi¢oes, Lemas e aplicagoes,
sempre exemplificando de forma detalhada para uma melhor compreensao do leitor,
com linguagem simples, clara e eficaz.

Desta forma, esperamos que o resultado que almejamos seja alcancado por pro-
fessores e alunos na construcao do processo de Ensino-Aprendizagem na resolugao de
problemas matematicos envolvendo as recorréncias lineares de 1* e 2* ordem, homogé-

neas e nao homogéneas.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

o Abordar as recorréncias lineares de 12 e 2% ordem, apresentando um método para
as solugoes particulares das recorréncias de 2* ordem nao homogéneas. E além
disso, abordar problemas que envolvem recorréncias lineares em suas diversas

variagoes/generalizacoes, a fim de aplicar os resultados obtidos no trabalho.

1.1.2 Objetivos especificos

o Identificar relacao de recorréncia em problemas de formas gerais;
o Utilizar as recorréncias lineares em diversos problemas de contagem:;

o Justificar através da independéncia linear o formato apresentado para a solucao

geral das recorréncias lineares de 2% ordem homogéneas;

o Apresentar um método para solugoes particulares de uma recorréncia linear de

2% ordem nao homogénea;
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o Construir um material que sirva de motivacdo para os professores trabalharem

recorréncias lineares com seus alunos na educacgao basica;

e Abordar problemas que podem ser modelados por meio de recorréncias em suas

diversas areas da matematica.

1.1.3 Metodologia utilizada no desenvolvimento do trabalho

Faremos uma revisao bibliografica e desenvolveremos uma pesquisa cientifica, uma
vez que o método que iremos utilizar para encontrar uma solugao particular para as
recorréncias lineares de 2% ordem nao homogénea nao encontramos na literatura Brasi-
leira, porém existe um resultado demonstrado de forma bem simplificada na literatura
America que podemos encontrar em |Andrica e Bagdasar| (2020)). Sendo assim, o nosso
trabalho se diferencia uma vez que trazemos todos os detalhes minuciosos desse resul-
tado.

1.2 Organizacao

O trabalho esté estruturado da seguinte maneira:

No Capitulo 1, apresentamos a introdugao do nosso trabalho contendo a motivacao
da escolha do tema, os objetivos que almejamos alcancar e a forma que estruturamos
o trabalho.

No Capitulo 2, abordamos os resultados preliminares a respeito do tema a ser
desenvolvido como o Principio de Indugao Finita (PIF) e as sequéncias elementares:
Progressoes Aritméticas (PA’s) e as Progressoes Geométricas (PG's).

No Capitulo 3, apresentamos as recorréncias lineares de primeira ordem, homogénea
e nao homogénea de forma superficial e fizemos um aprofundamento no estudo de
recorréncias lineares de segunda ordem, onde justificamos através da independéncia
linear que a solucao geral das recorréncias homogéneas é escrita como combinagao de
solugoes linearmente independentes.

O Capitulo 4 foi destinado a apresentacao do método (pesquisa cientifica) para
minimizar a quantidade de tentativas para encontrarmos uma solucao particular para
as recorréncias lineares de 2* ordem nao homogénea.

No Capitulo 5, é explanado uma miscelanea de problemas que se faz uso de recorrén-
cias lineares de 1% e 2% ordem homogéneas ou nao homogéneas para obter sua solugao.
Sao problemas que nem imaginamos que podem ser resolvidos por meio de recorréncia
e que geralmente estao presentes em problemas de olimpiadas de Matematica.

Em seguinda, traremos nossas consideragoes finais e por fim as referéncias biblio-

graficas utilizadas no desenvolvimento desse trabalho.
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2 Resultados preliminares

Neste capitulo abordaremos os resultados que dizem respeito ao Principio de Indu-
cao Finita e as sequéncias elementares Progressoes Aritméticas (PA’s) e Progressoes
Geométricas (PG’s) e contamos com o seguinte referencial teérico: [Morgado e Carvalho
(2022)), [Steffenon, (2022), (Gomes, Diniz e Gurgel (2021), Neto (2013), Lima| (2013) e
Hefez (2022)).

2.1 Principio de Inducao Finita - PIF

O processo de contagem é o meio em que a maioria das pessoas tém seu primeiro
contato com a Matematica. Mas, vale salientar segundo Morgado e Carvalho| (2022)),
que aprender a contar tem duas etapas bem distintas assim como seus graus de com-

plexidades.

1. Aprendemos a enunciar uma sequéncia de palavras (um, dois, trés, ---), sem

atribuir significado a elas;

2. Algum tempo depois, aprendemos a usar essa sequéncia para contar os elementos
de um conjunto, ou seja, encontrar uma correspondéncia entre os elementos do
conjunto e estas palavras que chamamos de nimeros. Algo notavel, que nao
custamos a observar, é que, nao importa como iremos fazer essa correspondéncia,
o numero final serd sempre o mesmo, nesse caso, a esse numero designamos o

nimero de elementos de tal conjunto.

A mesma tarefa em duas etapas deve ser compreendida ao se estabelcer a fun-
damentacao matematica apropriada para os ntimeros naturais, pois quando olhamos
os numeros naturais como uma simples sequéncia, na verdade estamos diante do que
chamamos de nimeros ordinais, enquanto seu uso como instrumento de contagem nos
remete a nog¢ao de ntmero cardinal.

Mas, talvez vocé esteja se perguntando como podemos descrever matematicamente
a estrutura do conjunto dos nimeros naturais no sentido de niimeros ordinais?

Se uma propriedade envolvendo niimeros naturais vale para 1,2,3,---, 1000, entao
vale sempre? Como podemos ter certeza da validade de uma certa propriedade para
todos os niimeros naturais?

A Matematica diferencia-se de outras ciéncias, pois para provarmos que um re-
sultado vale num conjunto infinito, precisamos ter certeza de que isso foi testado ou

provado para todos os elementos desse conjunto.



Capitulo 2. Resultados preliminares 18

Como em outros ramos da Matematica, descrevemos a estrutura do conjunto dos
numeros naturais por meio de uma lista de propriedades essenciais, chamadas de axi-
omas, que caracterizem a estrutura de sequéncia, sem ambiguidades ou propriedades
supérfluas, isto é, que possam ser obtidas das demais.

Sendo assim, a definigdo concisa e precisa do conjunto dos nimeros naturais (N)
foi dada pelo matematico italiano Giuseppe Peanoﬂ (1858-1932) no ano de 1889, onde
propds uma lista de axiomas, baseado na nocao de sucessor de um ndmero natural
(intuitivamente, o que vem logo depois dele na lista dos niimeros naturais). Os axiomas

de Peano, que definem os ntimeros naturais sao:
1. Todo ntimero natural tem um tnico sucessor, que é ainda um ntmero natural.
2. Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes.

3. Existe um tnico nimero natural, chamado um e representado pelo simbolo 1,

que nao ¢ sucessor de nenhum outro.

4. Se um conjunto de nimeros naturais contém o ntimero 1 e contém também o
sucessor de cada um de seus elementos, entao esse conjunto contém todos os

numeros naturais.

A nocao de sucessor de um numero natural esta intimamente relacionada a ideia
de adicao: tomar o sucessor de um nimero equivale a somar uma unidade ao nimero
anterior. Os axiomas de Peano podem ser reescritos como podemos observar a seguir,

representando como n + 1 o sucessor de n.
1. Todo ntimero natural n tem um sucessor, representado por n + 1.
2. Sem+1=n+1, entao m = n.

3. Existe um tnico nimero natural, designado por 1, tal que n + 1 # 1, para todo
n € N.

4. Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X C N). Se 1 € X, e se, além
disso, n + 1 € X, para cada n € X, entao X = N.

Os axiomas enunciados anteriormente sao fundamentais para a caracterizagao dos
nimeros naturais, mas, o tltimo deles, é chamado de Axioma da Indugdo (Primeiro
Principio de Indugdo Matematica). Ele destaca-se por fornecer um mecanismo para

garantir que um dado subconjunto X de N inclui, na verdade, todos os elementos de N.

L foi um matematico e glottologista italiano. Autor de mais de 200 livros e artigos, foi um dos

fundadores da légica matemética e da teoria dos conjuntos, para as quais ele também contribuiu
bastante da notagao.
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Por essa razao, é um instrumento fundamental para construir defini¢coes e demonstrar
Teoremas relativos a nimeros naturais.

Para entender como o PIF funciona, considere um conjunto X C N tal que 1 € X.
Suponha ainda que saibamos que toda vez que um certo natural k estiver em X, entao
k+1 também estard em X. Entao, 1 € X assegura que 2 € X. Mas, por sua vez, 2 € X
nos permite concluir que 3 € X, e assim sucessivamente. Desta forma, concluimos que
X contém todos os nimeros naturais, ou seja, X = N.

Aqui nos cabe a seguinte pergunta, como aplicar o PIF para se demonstrar algo
em matematica? Para responder a essa pergunta, suponhamos dada uma propriedade
P(n) do ntimero natural n, a qual desejamos provar sua validade para todo n € N.

Sendo Assim, definamos um conjunto X pondo:
X ={k eN; P(k) é verdadeira},
e observamos que,
X =N <& P(n) é verdadeira para todo nimero natural n.

Assim, a fim de mostrarmos que P(n) é verdadeira para todo n € N, é suficiente

mostrarmos que X = N, ou ainda, pelo primeiro Principio de Indugao, que:

e 1le X;

e ke X=k+1eX.

Por sua vez, a definicdo de X garante que mostrar os dois itens acima em termos

da propriedade P(n), equivale a mostrar que:
i) P(1) é vélida;
ii) Para todo k € N, a validez de P(k) implica a validade de P(k + 1).

A discussao acima pode ser resumida na seguinte receita ou método para demonstragao

por inducao.

Proposicao 2.1. Dada uma propriedade P(n) do nimero natural n, temos P(n) ver-

dadeira para todo n € N se, e somente se, as duas condicoes a sequir forem satisfeitas:
(a) P(1) é verdadeira (Base de Indugao);
(b) P(k) verdadeira (Hipdtese de indugio) = P(k+1) verdadeira (Tese de indugio).

Para entendermos na pratica como funciona uma demonstracao por meio de indu-

¢ao0, vejamos os exemplos a seguir.
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Exemplo 1. Mostre que a soma dos n primeiros nimeros naturais impares € igual ao

quadrado da quantidade de termos, ou seja, n?.

Demonstragao: Como o k-ésimo natural impar é o nimero 2n — 1, definamos a

propriedade P(n) da sequinte maneira:

P(n):1+3+5+7+~--—|—(2n—1):Zn:(Qi—l):nZ.

i=1

para fazer a demonstracdo por inducdo, devemos verificar que:
i) P(1) é vdlida;
it) Para todo k € N, a validez de P(k) implica a validade de P(k + 1).

A wverificagdo de 1) é imediata, pois o primeiro nimero natural impar é o nimero 1
e isso € 0 mesmo que 1> = 1. Para provarmos a validade de ii) suponhamos que P(k)

¢ verdadeira para algum k natural, isto €,
143454+ (2k—1) =k
e queremos deduzir que P(k + 1) também é verdadeira, isto €, devemos obter:
1+34+5+-+2k+1)+[2(k+1) =1 = (k+ 1)
Assim, por hipdtese de indugdo temos:
1+3+5++(2k—1) =k (2.1)

Agora, somando o termo (2k + 1) a ambos os lados da igualdade de (2.1)), obtemos:

14345+ +2k—1)+(2k+1) =k + 2k + 1),
ou ainda,

1+3+5+-+2k—=1)+2(k+1)—1=(k+1)

assim, mostramos que p(k + 1) € verdadeira e portanto pelo PIF, seque que p(n) :

14+3+5+---+2n—1=n? para todo nimero natural n.

Exemplo 2. Para cada n € N, a soma dos n primeiros quadrados perfeitos é igual a:

n(n+1)(2n+1)
G .

Demonstrag¢do: Como o n-ésimo quadrado perfeito é o nimero n

2 a propriedade

P(n) €, neste caso:

S D(2n+1
P(n):12+22+32+...+(n_1)2+n2:Zigzn(n+ )6(n+ )
=1

Vamos utilizar o PIF para mostrar a validade de P(n).
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1(14+1)(2-1+1 1-2-
i) Caso base: P(1):12=1= (+)(2 +): 63:2:1.

it) Hipotese de indugio: Suponhamos a validade de P(k) para algum k € N, isto é:

k+1)(2k+1)
6 )

k
12+22+_.+(k_1)2+k22222:k(
=1

iti) Mostremos que supondo P(k) verdadeira teremos P(k + 1) também verdadeira,

isto é:

oty ppn S EFDEED UG D+

=1

De fato, por hipotese indutiva, teremos:

k(k+1)2k+1
P4+22 4 4+ (k=12 + k= (k + )6< i ). (2.2)

Assim, somando (k + 1)? a ambos os lados da igualdade de (2.2)) tem-se:

k(k + 1)6(% ULV P
k(k+1)(2k+ 1)+ 6(k+1)?
(k+ 1)[k(2k f 1) +6(k+1)]
(k +1)(2k? +(;k; + 6)

6
(k+1)(k+2)(2k + 3)
6
(E+D(k+1)+ D)2+ 1) +1]
G :

P+22 4+ + B+ (k+1)? =

Logo, € verdade a validade para P(k+ 1) e portanto pelo PIF, P(n) é verdade para

todo nimero natural n.

Em alguns tipos de problemas podemos utilizar uma versao mais forte do Principio
de Indugdo Matematica, tal versao ¢é util para demonstrarmos propriedades que sao
validas para nimeros naturais a partir de um certo natural ny ( o valor de ng pode
ser 0 (zero), naqueles casos em que seja de interesse considerar 0 como um nimero

natural).

Proposicao 2.2 (Principio de Inducao Matematica - Forma Forte). Seja P(n) uma
propriedade relativa ao nimero natural n e seja ng um numero natural. Suponhamos

que:

i) P(ng) € valida.
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it) Para todo n > ng, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1).
Entao P(n) € vdlida para todo n > ny.

O Principio de Indugao é um caso particular desse enunciado acima, para ng = 1.
Para demonstrar a versao mais geral, recorremos como antes, ao Axioma da Indugao,
mas tomando X = {n € N|P(ny + n — 1)é valida}. Entao, 1 € X, ji que por i),
P(no+1—1) = P(ng) é valida. Além disso, por i), se n € X, entao n+1 € X. Logo,
pelo Axioma da Indugdo, X = N. Isso significa que P(ng+n — 1) é valida para todo

n € N, ou seja, que P(n) é vélida para todo n > ny.

Exemplo 3. Mostre que 2" > n? para todo natural n > 5.
Solucdo: Observando alguns valores assumidos por 2" e n?, dados na tabela a sequir,
é facil ver que ndo é verdade que 2" seja maior que n® para todos os valores de n, mas

a propriedade parece ser verdadeira para n maior do que 4.

n | n? 2
1 1 2
2 4

3 9

4 | 16 16
5 | 25 32
6 | 36 64
7149 128
8 | 64 256
9 | 81 512
10 | 100 1024

Se P(n) é a propriedade 2" > n?, temos que P(5) é verdadeira. Suponhamos, agora,
que P(k) seja verdadeira, ou seja, 28 > k? para algum k > 5. Multiplicando ambos os

membros das desigualdades por 2, obtemos 2 -2F > 2. k%. Mas,
2k — (k+ 12 =k -2k —1=(k—1)*-2.
Se k > 5, entdo:
(k—12-2>(5-1>*-2=14>0.

Dai, concluimos que 2-2F = 281 > (k+1)2, ou seja, que P(k +1) é verdadeira. Logo,
pela generalizacao acima do PIF, a desigualdade vale para todo nimero natural maior

do que 4.
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Definicao 2.1. Dado um nimero natural n, o produto de todos os naturais de 1 atén é
chamado de fatorial de n e é representado, em simbolos, por n! (onde se lé n-fatorial).
Assim, temos:

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1.

Além disso, por convengdo, definimos 0! = 1.

Exemplo 4. Para todo natural n > 4, temos n! > 2™.

Solucao. Novamente, observando os valores assumidos por 2" e n!, percebemos que

nao € verdade que n! seja maior do que 2" para os valores de n menores que 4.

n| 2" n!

1 2

2

3] 8

41 16 24

51 32 120
6| 64 720
71128 5040
8 | 256 40320

A propriedade P(n) que desejamos provar utilizando o PIF é dada por:
P(n):n! > 2"

A wvalidade de P(4) seque de 4! = 24 > 16 = 2*. Suponhamos agora que P(k) ¢é
verdadeira para um certo k € N com k > 4, ou seja, k! > 2F.
Queremos deduzir a veracidade de P(k + 1), isto é, que (k + 1)! > 2571 Para isso

veja que, pela suposi¢io da veracidade de P(k), temos:
(k+1)!=(k+1) K= (k+1)- 2~ (2.3)
Por outro lado, seque de k > 4 que:
(k+1)-2F > 21, (2.4)

Em verdade, a desigualdade (2.4) vale para todo inteiro k > 1. Portanto, combinando

as duas desigualdades (2.3) e (2.4) obtemos que:
B+ 1) > (k+1)-2F > 21 = (k1)1 > 2k,

isto €, mostramos que P(k + 1) é verdadeira. Logo, pelo PIF concluimos que P(n) é

verdadeira para todo inteiro n > 4.
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O resultado a seguir caracteriza o sistema de numeracao binario.

Teorema 2.3. Todo numero natural pode ser escrito de modo unico como soma de
diferentes poténcias de 2 com expoentes inteiros nao negativos e dois a dois distintos,

denominada representacdo bindria.

Demonstracgao: Utilizaremos o Principio de Inducao Forte para mostrar a validade
de tal resultado. Para n = 1, temos 1 = 2° e veja que essa é a tnica representacao
possivel. Suponha agora que o resultado desejado seja verdadeiro para todo natural
menor que n.

Mostremos inicialmente que existe uma representagao binaria para n. Para isso, tome

a maior poténcia de 2 menor ou igual a n, digamos 2*. Entdo,
ok <p < okt — ok .ol — ok | ok

de maneira que 0 < n — 2F < 28, Se n — 2¥ = 0, nada mais hd a fazer. Sendo,
1 < n—2% < n, e por hipétese de inducdo existem inteiros ndo-negativos, ou seja,
0<ay<a <---<a tais que n — 2F = 2% 4 29 4 ... 4 Qu,

Mas, como também temos n — 2% < 2% (veja acima), segue que 2% + 2% + ... 4 2% < 2¥

e dai a; < k. Portanto,
no= 290 420 4292 4 ... 4 2% 4 ok

comO0<agyg<a; <ag<---<aq <k.

Mostremos agora que a representacao binaria é tinica. Para tanto, suponha que,
n = 2% 4 201 4 ...9% :2170_’_2b1_{_”'_1_2bl7

com 0 <ay<a <---<ajel<by<b <---<b. Entao,

20 < 290 429 . 2%
— b0y obr ..y b
< 2042 442

2bl+1 -1

Y

de maneira que 2% < 2%*1! e portanto, a; < b +1,isto &, a; < by.
Agora, trocando os papéis de a; e by, podemos concluir de forma totalmente analoga

que b; < a; e dai a; = b;. Denotando a; = b, = k, segue que,
n—2F=2% 49 4 ... .4 9%-1 =90 ob 4 ... 4 b1

Utilizando agora a parte de unicidade da hipétese de inducdo, segue de n — 2F < n,

que j—1=1—-1eay=by, ar = by, ag = by, - -+ a;_1 = bj_y, ou ainda, que a; = b; para
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i€{0,1,2,---,7}, isto é, a representagao de k + 1 também ¢é tnica, como querfamos.

[ |

O sistema bindrio permite-nos fazer a mégica com os Cartdes Mégicos Binarios,
usando o seguinte roteiro:

O matemagico escolhe alguém da plateia e pede que essa pessoa pense em um

numero de 0 a 63, sem reveld-lo. Em seguida, sao apresentadas as 6 cartelas conforme

a Tabela (1] e 0 matemagico faz 6 perguntas.

Tabela 1 — Cartelas de Cartoes Magicos

13 5 7 9 11 13 15 2 3 6 7 10 11 14 15
1] 17 19 21 23 25 27 29 31 2] 18 19 22 23 26 27 30 31
33 35 37 39 41 43 45 47 34 35 38 39 42 43 46 47
49 51 53 55 57 H9 61 63 50 51 54 55 H8 H9 62 63
4 5 6 7 12 13 14 15 § 9 10 11 12 13 14 15
3 20 21 22 23 28 29 30 31 ] 24 25 26 27 28 29 30 31
36 37 38 39 44 45 46 47 40 41 42 43 44 45 46 47
52 53 54 55 60 61 62 63 56 57 58 59 60 61 62 63
16 17 18 19 20 21 22 23 32 33 34 35 36 37 38 39
5 24 25 26 27 28 29 30 31 6 40 41 42 43 44 45 46 47
15 48 49 50 51 52 53 54 55 6] 48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63 56 57 58 59 60 61 62 63

1. O ntimero que vocé pensou estd na primeira cartela?
2. Esta na segunda cartela?

3. Esta na terceira cartela?

4. Esta na quarta cartela?

5. Esta na quinta cartela?

6. Esta na sexta cartela?

Ao final das 6 perguntas, o matemdgico revela o nimero que a pessoa pensou! Como

é possivel o matemagico advinhar o niimero que foi pensado por alguém da plateia?

Exemplo 5. Jodo estava na plateia e escolheuw um certo numero, logo respondeu ao
magico que seu nimero estava na cartelas [1],[3] e [5]. Qual foi o nimero que Jodo

escolheu?
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Solugao: Da cartela [1], sabemos que o ntiimero de Joao serd impar, pois na mesma so
figuram nimeros impares. Desta forma, podemos descartar todos os nimeros pares da
cartela 3, ficando com os seguintes possiveis nimeros impares: {5,7,13,15,21,23,29,
31,37,39,45,47,53, 55,61, 63}.
Na cartela [5], também desconsideraremos todos os nimeros pares, ficando com os
seguintes nimeros impares: {17,19, 21,23, 25,27,29, 31,49, 51, 53, 55,57,59, 61, 63}.
Sendo assim, como o numero que Jodao pensou deve estar presente somente nas 3

cartelas, teremos os seguintes nimeros possiveis:
[ N3] N[5 ={21,23,29,31,53,55, 61,63}

Veja que nao tem como o magico saber qual foi de fato o nimero pensado por Joao
dentre esses elencados. Entao, como o magico advinha tal nimero?

Talvez esteja se questionando se realmente o matemdagico teria todo esse raciocinio
na hora de fazer sua magica acontecer, e vou logo te adiantando que nao é necessario
fazer tudo isso, basta utilizar um pouco de matematica, particularmente, o sistema de
numeracao em sua representacao bindria.

O sistema de numeragao mais utilizado pelo homem é o sistema decimal ( sistema de
numeragao na base 10 ). Nesse sistema utiliza-se dez algarismos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e
9. Cada algarismo tem valor posicional, isto ¢, seu valor depende da posicao que ocupa
no numero onde aparece escrito.

Ja o sistema bindario, é o sistema mais utilizado por maquinas, uma vez que os
sistemas digitais trabalham internamente com dois estados ( ligado/ desligado, verda-
deiro/ falso, aberto/fechado). No sistema bindrio (ou sistema de numeracao na base
2) utiliza-se dois algarismos: 0 e 1.

E sempre possivel converter nimeros inteiros de uma determinada base para outra,
sendo essa conversao baseada em determinadas regras. Assim, por exemplo, para
converter um numero escrito na base 10 para a base 2, poderemos proceder da seguinte

maneira:
o Efetuar divisoes sucessivas por 2 até obter um quociente inferior a 2;

o Escrever ordenadamente o tultimo quociente e todos os restos obtidos por ordem

inversa (da direita para a esquerda).Vejamos:

Exemplo 6. Converta o nimero 52 (base 10) para a base 2.
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Tabela 2 — Representacao do ntimero 52 na base 2

52 2
0) 26 2
0) 13 2
1) 6 2
0) 3 2

Escrevendo da direita para a esquerda os 0's e os 1's da Tabela |2, que representam o
ultimo quociente e os restos das divisoes, respectivamente, vamos obter a representagao

do nimero 52 no sistema de numeragao na base 2, ou seja,
(52)10 = (110100),

J& para obter o processo inverso, ou seja, converter um nimero representado na

base 2 para a representacao na base 10, faremos o seguinte procedimento:

o Multiplica-se cada algarismo do nimero na base 2 por 2 elevado a poténcia que

define a sua posicao, comecando da direita para a esquerda;
 Adiciona-se os produtos obtidos (Soma);

Voltando ao exemplo anterior, vejamos como converter para a base 10 o niimero
(110100)s.

(110100); = (1 x2° +1x 2 4+0x 22 +1x 2240 x2' +0x 2%
= (324+16+0+44+0+0)5
- (52)10

Esses 0's e 1's que aparecem na representagao de um nimero decimal para a repre-
sentacao binaria, responde como o magico adivinha o nimero pensado por Joao. Pois
a presenca do “0” na sua representacao significa que o niimero nao figura na cartela, e
a presenca do “1” significara que o nimero figurara.

A ordem das cartelas é observada da direita para a esquerda (a quantidade de 1’ e
0’ na representagao bindria, representa a quantidade de cartelas a serem analisadas).

Sendo assim, a ordem em que figuram esses 1’ e 0’ é relevante, ou seja, o primeiro
resto calculado na divisdo representa a primeira cartela, o segundo resto a segunda
cartela e assim por diante, sendo a ultima cartela representada pelo tltimo quociente
das divisoes sucessivas por 2.

Veja o exemplo a seguir,

Exemplo 7. Escreva o nimero 21 (base 10) para a base 2.
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Tabela 3 — Representacao do ntimero 21 na base 2

21 2
(1) 10 2
0 5 2
1 2 2
0) 1

O ntmero 21 é escrito na base 2 do seguinte modo: (21);9 = (10101), significa que
o 21 figurd nas cartelas [1],[3] e [5].

Ja o nimero 52 que ¢é escrito da seguinte maneira: (52);9 = (110100), figurard nas
cartelas [3],[5] e [6].

Ora, observando o primeiro nimero de cada uma dessas cartelas, concluimos que
o numero procurado é exatamente igual a soma desses primeiros nimeros que figuram
em tais cartelas, pois o primeiro nimero da cartela [3] é igual a 4, o da cartela [5] é 16
e o da cartela [6] é 32, logo 4 + 16 + 32 = 52.

Sendo assim, vamos demonstrar que para descobrir o nimero pensado pela pessoa
da plateia, devemos somar os primeiros nimeros das cartelas em que a pessoa afirmou
que seu numero estava presente.

Veja que no sistema decimal, um ntimero a pode ser escrito do seguinte modo:
A= Uply_1Gy_o " Q0100 = Ap - 10" + @p_q - 10771« 4+ ag - 10% + a1 - 10 + ay.

De modo andlogo, o sistema binario utiliza sua decomposi¢ao a base 2, sendo assim,

um numero natural a pode ser escrito como:
a=0by 2" +b, 1 2" F by 22+ by -2+ by

Observe que, na representagdo bindria aparecem apenas os algarismos zero ou um,
que s@o os possiveis restos na divisao por 2. Se o numero for impar implica que o resto
serd igual a 1 e se o niimero for par, terd resto igual a 0. Assim, todo nimero natural
nao nulo pode ser escrito como soma de poténcias de 2.

No caso das cartelas, temos niimeros de 1 a 63, assim, podemos escrever qualquer
um desses nimeros como soma de poténcias de 2, isto é, seja n um numero natural

pertencente ao intervalo [1;63], assim:
n="s 2" 4+by-2"+b3-254+by-22 4+ by -2+ by,

sendo os algarismos by, by, by, - -+ , b5 iguais a 0 ou 1 e, neste caso, a representacao do

nimero na base 2 é, exatamente, b5b b3b2b1bg. Por exemplo temos:
e 18=16+2=214+2'=0-254+1-224+0-224+0-224+1-2+0 = (10010),

¢ 62=32+16+8+4+2+1=254+244234224+2=(111110),
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Assim, basta observar que na primeira cartela do magico estao os niimeros para os
quais by = 1, isto é, aqueles que terminam em 1 quando escritos na base 2; na segunda
cartela estao os nimeros em que by = 1; na terceira cartela estao aqueles para os
quais by = 1 e assim por diante. Isso mostra por que o truque do matemagico sempre

funciona.

Como construir as cartelas?

Isso dependera do objetivo que se pretende descobrir com a brincadeira "Mégica".
Vamos supor que pretendemos descobrir o dia do aniversario de uma certa pessoa.
Entao os ntimeros presentes nas cartelas deverdo pertencer ao intervalo [1;31], desta
forma, vamos escrever todos os nimeros de 1 até 31 como poténcia de 2 ou soma de

poténcias de 2, como podemos observar na Tabela

Tabela 4 — Representacao dos nimeros de 1 a 31 como poténcia de 2.

_ 0
; - ;1 17 = 2049
5 _ 9049l 18 = 2" 421
L o 19 = 2042424
- _ 2 4
o _ 1 2 4
7 = 9049l 22 = 242 w2
& 23 = 2042149242
9 = 20493 24 = 2+2
B 25 = 20423424
_ 1 3
=242 26 = 2142342
=242 +2 97 = 20421498 0
12 — 922498 - o e e
13 = 20492493 28 = 242042
29 = 204224923424
14 = 21422428
_ 1 2 3 4
15 = 204204924093 U= 2 2 422
31 = 204204224923 494

16 = 24

Observe que para representar os nimeros de 1 até 31 utilizamos poténcias de 2 do
tipo: 20,2122 23 e 24, logo utilizamos 5 tipos de poténcias de base 2. Desta forma,
montaremos 5 cartelas e na primeira célula de cada uma dessas cartelas, colocarei cada

uma das poténcias de base 2 conforme a Tabela 5.

Tabela 5 — Montagem: cartelas de Cartdes Magicos dia de aniversario

E R SR S E R SR S * %k ok X * ok ok X * X X% X
* ok ok ok * ok ok ok * ok ok ok * ok ok ok * * ok ok
* ok ok ok * ok ok ok * ok ox % * ok ox k * * ook ok
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Agora vamos fazer o preenchimento das demais células de cada cartela, e para isso,
vamos preencher de acordo com a representacao do niimero como poténcia de 2. Veja
que o préximo numero a ser colocado nas cartelas é o nimero 3, porém, esse nimero

na representagao em poténcias de 2 é dado por:
o 3=20420

Isso significa que o nimero 3 deve estar nas cartelas cujo primeiro nimero ¢ 2° e 21,

ou seja, nas cartelas 1 e 2.

Os préximos nuimeros a serem colocados nas cartelas podem serem escritos como

poténcias de 2 do seguinte modo:
e 5=2%422 Ou seja, deve aparecer nas cartelas 1 e 3;
e 6=2'+22 Ou seja, aparece nas cartelas 2 e 3;
o 7=20421422 Ou seja, figurard nas cartelas 1, 2 e 3;
e 9=20423 Ou seja, aparecer nas cartelas 1 e 4.

Seguindo esse mesmo raciocinio preencheremos todos os nimeros de 1 até 31. Faremos

mais 2 casos para melhor entendimento.
e O ntmero 25 = 2° + 23 + 2%, Ou seja, o nimero 25 estard nas cartelas 1, 4 e 5.
o O ntimero 30 = 2! 4 22 + 23 + 2%, Assim, figurard nas cartelas 2, 3, 4 e 5.

Portanto, apds todas as andlises para os niimeros, obtemos a Tabela [6] contendo as
cartelas preenchidas que podem serem utilizadas para descobrir o dia de aniversario de

uma pessoa.

Tabela 6 — Cartelas de Cartoes Magicos dia de aniversario preenchidas

1 3 5 7 2 3 6 7 4 5 6 7 g8 9 10 11
9 11 13 15 10 11 14 15 12 13 14 15 12 13 14 15
17 19 21 23 18 19 22 23 *20 21 22 23 24 25 26 27
25 27 29 31 26 27 30 31 28 29 30 31 28 29 30 31

16 17 18 19
20 21 22 23
24 25 26 27
28 29 30 31

Seguindo esse mesmo raciocinio, podemos construir as cartelas para qualquer inter-
valo de niimeros que desejarmos. Fica a cargo do leitor verificar que os niimeros das

cartelas da Tabela [I] estao ordenados corretamente.
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2.2 Sequéncias elementares

Uma sequéncia é uma estrutura discreta usada para representar uma lista ordenada.
Por exemplo, (1,2,3,5,8,13) é uma sequéncia, com quantidade finita de termos, com
seis termos e (1,2, 4,8, 16, - - - ) é uma sequéncia com uma quantidade infinita de termos.
Portanto, podemos classificar as sequéncias em finitas ou infinitas.

Uma sequéncia infinita de niimeros reais é uma lista ordenada infinita (a, as, - - - )
de ntmeros reais, isto é, uma lista infinita de nimeros reais na qual especificamos
quem ¢ o primeiro nimero da lista (primeiro termo), quem é o segundo e assim por
diante. Denotaremos uma sequéncia infinita como a vista anteriormente por (ax)g>1,
ou simplesmente por (ag).

Ademais, quando temos uma lista ordenada finita, (ai,as, - ,a,), de nimeros
reais, ou seja, uma lista finita de niimeros reais na qual, assim como acontece com
as sequéncias infinitas, conseguimos especificar o primeiro termo da lista, o segundo
e todos aqueles pertencentes a tal lista, estaremos diante de sequéncia finita de
nimeros reais. Denotamos as sequéncias finitas por (ax)i<g<n-

Em qualquer um dos casos acima, diremos que ay é o (k-ésimo termo) da sequéncia.
Nosso propdsito com essa secao ¢ estudarmos alguns tipos elementares de sequéncias
que, pela frequéncia com que ocorrem na Matematica, merecem lugar de destaque.
Quando a sequéncia abordada for finita, tomaremos o cuidado de diferencia-la para

nao ter confusao com as infinitas.

2.2.1 Férmulas posicionais e recorréncias

Diz-se que a sequéncia (ay)g>1 estd definida por uma férmula posicional se os

valores a;, € R forem dados por uma féormula em k.

Exemplo 8. A sequécia (ag)r>1 dos quadrados perfeitos é a sequéncia (12,22 3% ---).
Portanto, temos a; = 12, ay = 22, a3 = 3% e, mais geralmente, a, = k* para k > 1

inteiro.

Para sequéncias definidas por férmulas posicionais, é frequentemente ttil listar os
termos da mesma a partir do zero, isto é, denotar a sequéncia por (ag)r>0. Tal notagao
pode parecer estranha a principio, uma vez que o primeiro termo da sequéncia seria
ag, o segundo seria a; e assim por diante. No entanto, a fim de simplificar a férmula
posicional que define os valores dos termos da sequéncia, é desejavel se fazer assim,
incorporando o zero aos nimeros naturais para o conjunto dos indices.

Com tal notacao alternativa, a sequéncia dos quadrados perfeitos, por exemplo,
seria dada por aj = (k + 1)?, para todo k > 0. Também podemos citar que sequéncia

formada pelas poténcias inteiras e ndo negativas de 2, (1,2,4,8,16,---) pode ser tanto



Capitulo 2. Resultados preliminares 32

representada pela sequéncia de termo geral a; = 2¥~! com k > 1 quanto pela sequéncia
b, = 2 com k > 0. Veja que a tltima férmula é mais simples do que a anterior.

Uma alternativa a féormulas posicionais para os termos de uma sequéncia é uma
definicdo recursiva, ou por recorréncia, dos mesmos. Tal procedimento consiste em
definir uma sequéncia em que cada termo, a partir de um certo indice kg, é obtido

através dos termos anteriores a ele.

Exemplo 9. Considere a sequéncia (ax)i>1 definida recursivamente por a; =2, as =5

e

ap = 2ak_1 — Ag—2, vV k Z 3, (25)
encontre 0s quatro primeiros termos dessa sequéncia.

Solugao. Fazendo k = 3 na recorréncia (2.5, obtemos az = 2a3 —a; =2-5—2=28.

Fazendo k = 4 na mesma recorréncia obtemos as = 2a3 — as = 11, e assim por diante.

A relagao acima ¢ a relagcao de recorréncia, ou simplesmente a recorréncia
satisfeita pela sequéncia (ag)x>1.

Note que cada termo é calculado em funcao dos dois termos imediatamente anteri-
ores a ele. Assim, o conhecimento dos dois primeiros termos a; = 2 e ay = 5 permite
calcular os demais termos dessa sequéncia. Mas, conhecer somente o valor de a; nao
bastaria, uma vez que calcula cada termo em func¢ado dos dois termos imediata-
mente anteriores. Por outro lado, se mudassemos os valores de a; e ay, mas mantivés-
semos a recorréncia acima, em geral, mudariamos os valores dos termos subsequentes
da sequéncia. Por exemplo, considerando a; = 1 e ay = 2 para a recorréncia acima e
calculando o valor do terceiro e do quarto termo, obteriamos as = 2as—a; = 2-:2—1=3
e aqy = 2a3 — ay = 4.

Através de translagoes sob os indices obtemos outras formas equivalentes para es-
crevermos a recorréncia . Por exemplo, seja k — 2 igual a j e assim obtemos
k=j+2. Dai,

Qj42 = 2aj+1 — 4y, VJ Z 1

(uma vez que k > 3). Esse procedimento evidencia que o nome que damos ao indice de
uma sequéncia, nao é relevante para sua definicao. Também poderiamos reescrevé-la

Ccomo:
Api12 = 2ak+1 — ag, vV k 2 1.

Aqui nos cabe uma pergunta muito interessante, serd que € possivel obter uma
formula posicional que define a sequéncia acima? A resposta é que é possivel e que

veremos isso posteriormente neste trabalho.
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Devemos ter cuidado quando definimos uma sequéncia listando alguns termos e,
com isso, imaginar que definimos os demais. Por exemplo, a sequéncia (1,4,9,16,-- )
pode ter as leis de formagao a,, = n? ou também a,, = n?+b,(n—1)(n—2)(n—3)(n—4),
onde b,, é qualquer sequéncia.

Paran =1,2,3 e 4, entao a, retorna 1,4,9 e 16, respectivamente. Mas, paran > 4,
entao a, dependera da sequéncia b, que for utilizada para definir a formula posicional.

Agora, vamos passar ao estudo de dois tipos de sequéncias que sao bastante estu-
dadas na disciplina de matematica principalmente no Ensino Médio, sao as chamadas

Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas.

2.2.2 Progressoes

Daremos continuidade ao estudo das sequéncias elementares discutindo as Progres-

soes Aritméticas e posteriormente as Progressoes Geométricas.

2.2.2.1 Progressao Aritmética - PA.

Definigao 2.2. Uma Progressao Aritmética (PA) é uma sequéncia na qual a diferenga
entre cada termo e o termo anterior é constante. Fssa diferenca constante é chamada

razao da progressao e representada pela letra r.

O primeiro termo de uma PA costuma ser representado pela letra a. Assim, uma

PA pode ser definida de maneira recursiva:
a1 =aeap=ax_1+r parak > 2.

Exemplo 10. Se (ax)r>2 € uma PA de razao r, prove que as sequéncias (bg)i>2 €
(ck)r>2, definida por by = agx € cx = ag—1 para todo k > 2 inteiro, também sio PA’s,
de razoes iguais a 2r.

Prova: Vamos analisar primeiramente a sequéncia by, entdo devemos mostrar que
b — bg—1 = 2r para todo k > 2. Pela defini¢io de by, e pelo fato de (ay)g>2 ser uma PA

de razdo r, temos que:
br — bp—1 = Qo — Qg(k—1) = Qok — Qop—2 = (Gok — Gop—1) + (Qop—1 — Gop—2) =7 + 7 = 27

Por outro lado, devemos mostrar que ¢ — cp_1 = 2r. Assim,

Ck — Cp—1 = Q2k—1 — A2(k—1)-1 = A2k—1 — A2k-3 — (azk—l - a2k—2) + (a2k—2 - azk—s)
= r+r

= 2r,

conforme queriamos demonstrar. [ |
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Vejamos mais um exemplo de PA’s relacionadas com as férmulas posicionais.
Exemplo 11. As sequéncias definidas por:
a, = (3,5,7,9,--+), b,=1(9,4,-1,-6,---) e ¢,=(13,13,13,---) Vn > 1.

sao Progressoes Aritméticas cujas razoes valem 2,—5 e 0, respectivamente. Suas for-
mulas posicionais sao dadas por a,y1 =1+2n, b, =14 —-5nec, =13 +0-n = 13.
Nao € coincidéncia que os coeficientes associados a n nas formulas posicionais sejam

iguais as razoes das PA’s. No resultado a sequir, justificaremos essas formulas.
Teorema 2.4. Se (ap)r>1 € uma PA de razao r, entdo:

a) a, =ay + (n— 1)r, para todo n > 1.

b) ap =a,+ (p— q)r, para quaisquer p,q > 1.

c) Sep+q=m+n, entio a, + a, = Ay, + ap, para m,n,p,q > 1.

d) A soma dos n primeiros termos da PA ¢é igual a

n(ay + ay)

Sp=a1+azx+az+---+a, = 5

Demonstragao:
a) Observe no diagrama abaizo que para chegar a a, a partir de ay $Go necessarios

n — 1 passos, onde cada passo corresponde a somar r ao termo anterior.

+
aliagiagﬂazli)---%an_lﬂan

para chegarmos até a,, precisamos somar (n—1) vezesr a ay, isto €, a, = a3+ (n—1)r.

b) Pelo item a) temos que a, = a1 + (p — 1)r e a;, = a1 + (¢ — 1)r. Logo, temos que

ap —ag = lax+(p—1)r] = lar + (¢ = Dr]
= am+@p-—1)r—a—(¢g—1)r
= pr—r—qr—+r
= (p—ar

Desta forma, seque que: a, = a, + (p — q)r.

c¢) Suponha que p+ q =m +n. Assim, seque que:
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ap+a, = [a1+(p—1)r]+ a1+ (¢g—1)r]
= et (p—Ur+a—(g—1r
= 20+ (p+q—2)r
= 2a1+(m+n-—2)r
= a+m—-1r+a+n-1r

= Qy + a,.

Isso mos permite escrever que a; + ap = Ao + Gp_1 = A3 + Gp_o = Qg + Gp_3 = - - -,
ou seja, ay + an = a + ap_1 para todo 1 < k < n.

d) A soma dos n primeiros termos da PA de primeiro termo a; € dada por:
S,=a,+ay+az+ -+ ap_92+ apn_1 + Q. (2.6)
FEssa soma pode ser reescrita como:
S, =ap +ap_1+po+---+az+ay+a. (2.7)
Somando termo a termo as duas expressoes de S, € , seque que:
25, = (a1 + an) + (a2 + an_1) + (a3 + an_2) + -+ + (@n_1 + a2) + (a, + a1).

Utilizando a observagao do item ¢) de que ag+a,_k+1 = a1+ay, para todo 1 < k < n,

entdo teremos da iqualdade acima que:

2Sn = (a/l +an) + (a1+an)++ (Cll —|—an) :TL(al —|—@n)

n parcelas

nla; + an,
Portanto, S, = a1 +as+az3+---+a, = <12)
[ |
Exemplo 12. Calcule a soma dos n primeiros nimeros inteiros pares positivos.
Solucgdo: A sequéncia dos inteiros positivos pares, 2,4,6,8,10,---, é uma PA de razdo

2. Assim pelo item a) do Teorema 0 n-€simo inteiro positivo serd:
an=2+(n—-1)-2=2n.
Ja a soma dos n primeiros termos desta sequéncia é obtida pelo item d) do Teorema

2.4 Desta forma teremos que:

. . (249
Sn:n (a12+a):n (; n):n(n+1):n2+n.
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Exemplo 13. Pelo Teorema 2.4, a soma dos n primeiros termos de uma PA de razao

r é dada por:

g (m+a)n (e +a+(n—1rn  (2a —r)n+rn*  (2ay —r)n+1rn?
" 2 B 2 B 2 B 2
= rnz—k(a —T)n
T2 o)

Note que, se v # 0, entao S, ¢ um polinomio de sequndo grau em n, desprovido
de termo independente. Reciprocamente, todo polinomio do sequndo grau em n, sem
termo independente, é o valor da soma dos n primeiros termos de uma PA.

De fato, P(n) = An® 4+ Bn € a soma dos n primeiros termos da PA na qual A = g
eB:al—g, ou seja, r =2A eay = A+ B.
Exemplo 14. Qual a soma de todas as fracoes irredutiveis, da forma %, que pertencem
ao intervalo [4,7]%
Solugao. Ora, como % € [4,7], tem-se que:

P

4 <
72

<7 = 4-72<p<7-72 = 288<p<504.

Como queremos que a fracao 2 seja irredutivel, além da condicao 288 < p < 504
devemos impor a condi¢io adicional mde(p,72) = 1. Como 72 = 23 - 3%, para que
mde(p,72) = 1, o nidmero p nao pode possuir os fatores 2 e 3. Vamos analisar esses

dois casos separadamente:
e Desde 288 até 504 os niumeros que tém o fator 2 sdo os elementos do conjunto:
A = {288,290,292,294, - - - , 500,502,504}
Esses nimeros sao membros de uma PA de razdo 2. Assim,
ap=a+(n—1)r =504=288+(n—-1)-2 = n=100.

Assim, existe 109 elementos no conjunto A que possuem fator 2 em sua formagdo,

ou seja, numeros pares. Portanto, a soma de todos esses elementos serd:

(a1 + ay) 288 + 504
- . n

n = = ——-109 = 43164.
S 5 = Smg 5 09 316

e Desde 288 até 504, os niumeros que tém o fator 3 sao os elementos do conjunto:
B = {288,291,294,297,--- ,498,501, 504}.
FEsses numeros fazem parte de uma PA de razao 3. Assim,

ap,=a+(n—1)r =504=28+(n—-1)-3 = n=73.
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Logo, existem 73 multiplos de 3 no conjunto B. Portanto, a soma de todos esses

elementos serd:

. 288 -+ 504
Sn:(alga)-n N S73=_;-73:28908.

e Note que existem numeros que apresentam o fator 2 e o fator 3 ao mesmo tempo,
sao os multiplos de 6. Desde 288 até 504 os nimeros que sao multiplos de 6, sdo

0s elementos do conjunto:
AN B = {288,294, 300, 306, - - - ,492,498,504}.
FEsses numeros sao membros de uma progressao aritmética de razdo 6. Assim,
an=a;+(n—1r =504=288+(n—1)-6 = n=3T.

Assim, hd 37 maltiplos de 6 no conjunto AN B. Portanto, a soma de todos esses

elementos serd:

(a1+2a),n N 537:88;50-37:14652.

Sp =
Diante disso, usando o fato de n(AU B) = n(A) +n(B) —n(AN B) tem-se que:
n(AUB) =109 + 73 — 37 = 145,

ou seja, existem 145 nimeros no intervalo de 288 a 504 que possuem fator 2 ou 3.
Ora, como de 288 até 504 existem 217 numeros, seque que existem 217 — 145 = 72

numeros que nao possuem o fator 2 ou 3.

Sejam x1,T9, X3, - , X1, Tyy €sses numeros. Assim, as fracoes:
T owy Ty Tn A
727727720 T2 72

sao irredutiveis.

A soma dessas fracoes serd:

T i) XT3 sl T2 ZL‘1+$2+IL‘3+"'+ZE71+ZB72
ntntn T Tty 7

Por fim,

@1 b @yt a = (2884289 4 -+ + 503 + 504) — (43164 + 28908 — 14652)
— 28512.

Sendo assim,

L1+ ZTo+ -+ X7+ T 28512
S = = = 396.
72 72
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Agora, traremos alguns resultados que nos ajudarao a analisar as recorréncias de

primeira ordem, embora nao seja o foco desse trabalho.

Definicao 2.3. Define-se para sequéncias, o operador diferenca A da sequinte maneira,
Aa, = api1 — ay.

Portanto, da defini¢ao acima segue imediatamente que uma sequéncia (a,) é uma
PA de 1% ordem se, e somente se, Aa,, = a,11— a, é constante (sequéncia estaciondria).

De fato, se a, é uma PA de razao r, entdao Aa, = a,+1 — a, = r. Por outro lado,
se Aa, = a,41 — a, = r, entdo a,; = a, + r define uma PA de primeiro termo a; e
razao r.

O Teorema a seguir é conhecido como Teorema Fundamental da Somacao, que é

andlogo discreto do Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema 2.5 (Teorema Fundamental da Somagao). Seja (a,)n>1 wma sequéncia, entao

n
Z Aay = apy1 — a1.
k=1

Demonstragdo: Veja que:

ZAak = Aa; + Aay + Aaz + Aay + -+ - + Aa,—1 + Aa,,
k=1

= (a2—a1)—i—(ag—ag)+(a4—a3)+---+(an—an_1)—|—(an+1—an)
= (95— 1) + (96— 99) + (94— 99) + - + (97 — Gr=1) + (@011 — 077)

= QApy1 — Qq.
|

Esta soma é conhecida como soma telescopica. O nome vem do fato de que, na
simplificacdo da soma, uma parcela de cada expressao entre parénteses cancela uma
parcela que aparece na préoxima expressao entre parénteses, até que a soma toda colapse,
como um telescépio retratil, restando apenas duas parcelas.

A proposicao a seguir é um resultado importante associado as progressoes geomé-

tricas que abordaremos posteriormente.
Proposigao 2.6. Seja q € R, ¢ # 1, entao

n i . ) . qn+1_q
k=1 ¢—1
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Demonstragdo: Note que A¢F = " — ¢* = ¢*(q¢ — 1), assim, isolando o termo ¢"

1
nessa ultima expressao, obtemos que ¢~ = ﬁAqk. Logo, poderemos reescrever |}
q —

da sequinte maneira:

k n+1
T ¢ = ——\9  —q
py et CRE)
_ qn+1_q
g—1 "~
Logo, temos que:
n k_anrl_q
e
k=1 q—1

Exemplo 15. Sejam a = 111111 -+ -1 um nimero de n algarismos e b = 100000 - - -

um numero de n + 1 algarismos. Entao ab+ 1 ¢ um quadrado perfeito.

Solugdo: De fato, veja que pela Proposi¢ao temos que:

10" — 10
— P — 2 3 o .. n—1 P -
a_111111. =1+ (10+10"+10"+--- +10"") = 1+ =
n atgarismos
_10m -1
- —

Também podemos escrever que b = 10" + 5 e dai,

10" -1
9

10%" 4+4-10"+4 (10"+2>2

bt 1=
a+( 9 3

)-(10”+5)+1:

10" + 2

0 que ja nos indica a sua raiz = 333---34, com n algarismos.

Corolario 2.7 (Férmula da Somagcao por Partes).
Z A 1Aby = api1bpy1 — arby — Z brAay.
k=1 k=1

Demonstracao: Note que:

A(Gkbk) = Ap1bp41 — arby = app1bppr + (@k+1bk - Gk+1bk) — agby
= Qpp1brp1 — Qpgrby + bragr — agby,
= p1(bgyr — b)) + br(agr — ax)

= ak+1Abk + bkAak

05
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Logo, temos que A(agby) = apr1Abk + bpAay. Por conseguinte, isolando o termo da

direita, obtemos:
(lk+1Abk = A(akbk) - bkAak.

Sendo assim, seque que:

n n

Z ak+1Abk = Z [A(akbk — bkAak Z akbk) — Z bkAak

k=1 k=1 k=1
Agora, pelo Teorema Fundamental da Somagdo, temos que:
Z A(akbk) = an+1bn+1 — albl.
k=1
Portanto, concluimos que :
> a1 Aby, = angrbop — arby — > bpAay,
k=1 ~

conforme queriamos demonstrar. |

No préximo exemplo, faremos a utilizagao da Férmula da Somagao por Partes para

obter o resultado pretendido.

Exemplo 16. Calcule o valor do somatdrio em fungao den e de q, onde (q € R,q # 1).
> kg
k=1

1
Solucdo: Note que A¢E = ¢"1—¢* = ¢*(q—1) e assim, ¢* = 71Aqk, logo, podemos
q JR—

escrever,
Zk:-q :ZkilAq zizk-Aq.
k=1 =1 4~ 9= 1=

Por outro lado, aplicaremos a formula de somacao por partes:

Z ap1Abg = api1bpy1 — arby — Z brAag.
k=1 k=1
Fazendo apy1 = k e by, = ¢* temos que ap = k—1 e Aay, = apy1—ay = k—(k—1) =

Assim como, a; = 0 e by = q. Desta forma, seque que:

S>oko¢f=—> kA" = — <n-q”+1—0-q—2qk~1>.
k=1 A St 4= k=1
qn+1 —q
Vimos também que 37—, ¢* = T e assim, teremos,
q —

n 1 n 1 n+l __
Zk-q’“zzkﬁqk:<n-q”ﬂ—u>.
k=1 q—1

-1/
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Como,
n+l _ n+2 n+l _ n+l n+1 _ _ 1) +
gt =4 q_ng ng " 4+q ¢ (ng—n q
q—1 q—1 q—1 ’
concluimos que:
Sopg = L[0T amn-1)+g
P qg—1 qg—1
¢"'(ng—n—1)+q
(¢—1)?
_ nlg= D" —qlq" - 1)
(¢—1)

2.2.2.2 Progressao Geométrica - PG.

Outra classe bastante til de sequéncias é a classe formada pelas Progressoes Ge-
ométricas e traremos aqui um problema bastante interessante, que costuma deixar os
alunos intrigados e os professores desconfiados! O problema supracitado foi adaptado
a partir de um problema de exame nacional de MAA (Mathematical Association of

America) e traz na sua solugdo uma rela¢ado com a lei de formacao de uma PG.

Exemplo 17. Uma pessoa, comecando com R$64,00, faz seis apostas consecutivas, em
cada uma das quais arrisca perder ou ganhar a metade do que possui na ocasido (da
aposta). Se ele ganhar trés e perder também trés dessas apostas, pode-se afirmar que

essa pessoa:
a) Ganha dinheiro.
b) Nem ganha e nem perde dinheiro.
¢) Perde R$27,00.
d) Perde R$37,00.

e) Ganha ou perde dinheiro, mas isso dependerd da ordem em que ocorrerem suas

vitorias e derrotas.

Comentdrio. Em geral, os alunos escolhem uma ordem para ver o que aconteceu;
alids, essa é até uma boa estratégia. Por exemplo, se ela vence as trés primeiras

apostas e perde as ultimas trés, o seu capital evoluiu de acordo com o esquema:
64 — 96 — 144 — 216 — 108 — 54 — 27.

Se ela comegou com R$64,00 e terminou com R$27,00, significa que ela perdeu no
final das contas, o valor de R$37,00. Jd houve grande progresso ao analisarmos as

alternativas, pois consequimos eliminar as alternativas a,b e c.
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Em sequida os alunos costumam experimentar uma outra ordem para essas vitorias
e derrotas, por exemplo, em ordens alternadas. Suponhamos que essa pessoa comegou

ganhando, entdo obtém-se o sequinte esquema:
64 — 96 — 48 — 72 — 36 — 54 — 27.

Veja que nessa ordem escolhida, a pessoa também perdeu a quantia de R$37,00.

Em sequida, escolhem outra ordem para essas vitorias e derrotas, torcendo para
que a pessoa nao termine com a quantia de R$27,00, o que permitiria concluir que a
resposta seria a alternativa (e).

Mas, infelizmente isso nao foi possivel, e a pessoa terminou as rodadas com R$27,00
e permanecem na divida, Alguns se dispoem a tentar outras ordens possiveis, mas logo
desistem, pois um dos alunos que gostava muito da parte de andlise combinatoria,
calculou a quantidade de ordens possiveis, na qual resultou em 20 ordens possiveis para

tal situacao.

Solugao. A melhor maneira de abordar problemas nos quais hd uma grandeza varidvel,
da qual é conhecida a taza (porcentagem) de variagio, é concentrar a aten¢io, nao na
taxa de variagdo da grandeza, e sim no valor da grandeza depois da variacao.

Nesse problema, devemos pensar da sequinte maneira: cada vez que ganha, o capital

1
aumenta 3 (ou seja, 50%) e passa a valer 1+ 5= 3 do que valia; cada vez que perde,
o capital diminui = (ou seja, 50%) e passa a valer 1 — — = 3 do que valia.

Pensando desta maneira, fica subentendido que se a pessoa vencer as trés primeiras
apostas e perder as trés ultimas, a evolucdo de seu capital dd-se de acordo com o

esquema abaixo:

3 3 3 3 3 3
4= 64-- — 64---- —= 64-----=
0 0 2 0 2 2 0 2 2 2
—— ————— —_——
ganhou a 1@ ganhou a 1%e 2% ganhou a 1¢,2%¢ 32
67
3 3 3 1 3 3 3 1 1 33 3 1 1 1
64 —.—. — .- 64-—.-—.—.—. 64-—-—.—.—. — .
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Perdeu a 4@ Perdeu a 49 e 5% Perdeu as trés ultimas
33 3 1 11
Veja que ela termina com 64 - — - — - — - — - —. — = 27 reais. Além disso, também fica

2 2 2 2 2 2
evidente que se as vitorias e derrotas tivessem ocorrido em outra ordem, isso apenas

mudaria a ordem dos fatores, sem alterar o produto, e a pessoa também terminaria
com R$27,00.
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Assim, se uma pessoa comegou com R$64,00 e terminou com R$27,00, significa que

ela teve um prejuizo de R$37,00. Desta forma, a alternativa correta para o problema
éa (d).

O que deve ter ficado claro nesse exemplo é que se uma grandeza tem taxa de
crescimento igual a 7, cada valor da grandeza é igual a (1+i) vezes o valor anterior.
PG’s sao sequéncias nas quais as taxas de crescimento ¢ de cada termo para o seguinte
é sempre a mesma.

Vejamos a definicao para Progressao Geométrica a seguir.

Definigao 2.4. Uma Progressao Geométrica (PG) € uma sequéncia na qual o quociente
da divisdo entre cada termo e o termo anterior € constante. Esse quociente é chamado
razao da PG e representada pela letra q. O primeiro termo de uma PG costuma ser

representado pela letra a. Assim, uma PG pode ser definida de maneira recursiva:
a=a e ap=dag-q, para k > 2.

Exemplo 18. As sequéncias (3,9,27,81,---), (1, 3 L L L.y (1,1,1,---) e

(2, —10,50, —250, 1250, - - - ) sdo PG’s cujas razoes valem 3, %, 1 e =5, respectivamente.
Em uma PG (aq, ag, as, - - - ) bastamos multiplicar a razao uma vez para avangar um

termo, multiplicar duas vezes para avancar dois termos, e assim por diante.

k—1

Em geral temos que a;, = a; - ¢° ", pois ao passar de a; para ai, avancamos k — 1

termos. Podemos ver que:

a; = a
Az = ar - q
as = az-q=(ar-q)-q = ar - ¢°
ay = as - :(al-q2)-q = ar - ¢°
as = a4~q:(a1-q3)-q = ar - q*
a1 = ap2-q=(a1-¢" %) -q = a-¢"?
ag = ap1-q=(a1-¢"?)-q = a-¢"!

Para um melhor embasamento matematico, precisariamos provar essa validade por
meio de Indugao Finita matematica, mas a priori, vamos admiti-la como verdadeira.

Isso, nos permite enunciar a seguinte Proposicao.

Proposigao 2.8. Seja (ax) uma PG de primeiro termo a # 0 de razao q # 1,entdo a

soma dos seus n primeiros termos €

a(g"—1)

S, =
qg—1
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Demonstracao. Veja que:
S, =a+aq+aq*+ag®+ag* +--- +aqg" 2 +ag" . (2.9)
Agora, multiplicando os dois lados da equagdo anterior pela razdo q obtemos:
q-S,=aq+aq* +aq®+aqg* +ag® + -+ ag"t + ag™. (2.10)

Fazendo (2.9)) - (2.10), tem-se:
Sp—qS,=a—aq" = Sp(l—q)=a—aq" =a(l—q")
1—q

Outra maneira de obter o valor da soma é utilizando o Teorema Fundamental da So-

macao - Teorema [2.5] como foi visto na Proposicao [2.6], ou seja,

n . A qn+1_q
S =t T g =
k=1 q-
Logo,
Sp=a+ag+ag® +ag®+---+aqd"*+ag"" = a+talg+¢+¢+ - +¢")
n—1
= a—i—ank
k=1
_ a+a<q —q>
qg—1

_alg=1)+alg" —q)

qg—1
_aq" —a
= 1
_oalg"—1)
g—1

Exemplo 19. Segundo wma lenda antiga, o jogo de zadrez foi inventado na India, para
agradar a um soberano, como passatempo que o ajudasse a esquecer os aborrecimentos
que tivera com uma desastrada batalha. FEncantado com o invento, o soberano, rei
Shirham, quis recompensar seu sudito Sissa Ben Dahir, o inventor do xzadrez. Shirham
disse a Sissa que lhe fizesse um pedido, que ele, rei Shirham, o atenderia prontamente.
Sissa disse, simplesmente: Bondoso rei, dé-me entdo um grao de trigo pela primeira
casa do tabuleiro, dois pela sequnda casa, quatro pela terceira, oito pela quarta, e assim
por diante, sempre dobrando a quantidade a cada casa nova. O rei achou esse pedido

demasiado modesto e, sem dissimular seu desgosto, disse a Sissa: Meu amigo, tu me
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pedes tao pouco, apenas um punhado de graos de trigo. Fu desejava cumular-te de
muitas riquezas, paldcios, servos e tesouros de ouro e prata.

Determine a quantidade de graos de trigos que Sissa teria direito a receber.

Solucgao. Pelo acordo feito entre o Rei Shirhan e Sissa, o rei deveria disponibilizar a
sequinte quantidade de graos de trigos: S, = 20 4+21 4+ 22423 424 ... + 263, Ou seja,

estamos diante de uma soma finita de uma PG, assim tem-se:
e Primeiro termo: a1 = 1;
e Razao: q=2;
e Quantidade de termos: 64.

Desta forma, substituindo esses valores na formula da soma dos termos de uma PG

finita, obtemos:

n_ .1_264:264_1
1—gq 1-2 '

Calculando esse valor, encontraremos S, = 18446744073709551615. Ou seja, um valor

em torno de 18 sextilhoes de graos de trigo.

Para dar uma ideia desse niimero, estima-se hoje que o niimero de graos de areia
presente na Terra seja de 8 quintilhoes, ou seja, a quantidade de graos de trigo que
Sissa tera direito é mais de mil vezes maior que a quantidade de graos de areia no

planeta Terra.
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3 Recorréncias

Neste capitulo iremos trabalhar com as chamadas sequéncias recorrentes, isto é,
sequéncias que sao definidas a partir dos valores de alguns dos seus termos iniciais
acompanhados de uma relagao que permite determinar os demais termos da sequéncia
a partir dos termos iniciais fixados.

As sequéncias recursivas consistem de uma ferramenta matematica bastante pode-
rosa para resolver problemas de Matematica Discreta e problemas de muitas outras
areas tais como Engenharia, Computacao, Biologia, Estatistica, entre outras.

Vimos no capitulo anterior que uma sequéncia ¢ definida recursivamente se ela for
dada por uma regra que permite calcular um termo qualquer por meio de um ou mais
termos anteriores. Por exemplo, PA’s, PG’s, fatorial, poténcias com expoentes naturais
e a sequéncia de Fibonacci sao definidas por recorréncia.

A sequéncia de Fibonacci foi inspirada num problema que consistia em determinar
o numero de pares de coelhos que serdo produzidos num ano, comegando com um sé
par, se em cada més, cada par de coelhos gera um novo par que se torna produtivo
a partir do segundo més. Desse problema célebre surge a sequéncia de Fibonacci
(1,1,2,3,5,8,13,21, -+, fn,...), onde frio = fui1 + fu.

Além da sequéncia de Fibonacci existem outras que sdo comuns, como por exemplo,

a sequéncia de inteiros:

(a1, a2,a3,"+ ,ap_o9,An_1,ay) (3.1)

na qual fixamos que cada termo, a partir do terceiro, é a soma dos dois termos anteri-

ores, o que equivale dizer que para todo n > 3:
Ay, = Qp_1 + Qp_o (3.2)

O processo pelo qual se determinam sucessivamente os termos particulares destas
sequéncias chama-se processo recorrente e uma igualdade da forma ¢ uma formula
recorrente.

E f4cil ver que podemos construir outras sequéncias recorrentes para inteiros usando
a condicao , como por exemplo:

a) (ag,5,7,12,19,31,50,---) com a; = 2 e as = 5;
b) (10, 15,25,40,65,--) com a; = 10 e as = 15;

c) (=3,-7,—-10,—17,—-27,---) com a; = —3 e ay = —7T.



Capitulo 8. Recorréncias 47

Destacamos que para se estabelecer a sequéncia precisamos conhecer os dois
primeiros elementos e a partir dai encontrar todos os elementos exigidos, usando a
regra definida em (3.2)).

Existem problemas cujas resolu¢oes recaem em uma sequéncia numérica onde nao
se conhece de forma explicita a lei de formagao (termo geral) que permita escrever,
de forma direta, qualquer termo de tal sequéncia. Porém, a natureza de tal sequéncia
permite relacionar um termo qualquer desta com alguns de seus termos anteriores,
ou seja, os termos podem ser obtidos recursivamente, ou através de uma equagao de
recorréncia. No texto, sempre vamos considerar sequéncia cuja lei de formacao esta
bem estabelecida, no sentido que as reticéncias significam a continuidade de um padrao

na formacao da sequéncia. Observe os exemplos a seguir:

Exemplo 20. Considere a sequéncia (2,7,12,17,22,27,---). Observe que cada termo,
a partir do sequndo termo, € igual ao termo imediatamente anterior adicionado (so-
mado) com 5. Desta forma, podemos encontrar a relagio geral dessa sequéncia dada

POT Tpy1 = D+ X, com 1 = 2.

Exemplo 21. Considere a sequéncia (0,3,3,6,9,15,---), perceba que qualquer termo
a partir do terceiro termo é obtido pela soma dos dois termos anteriormente a ele.
Assim, os termos dessa sequéncia estao relacionados pela equagdo Ynio = Yni1 + Yn,

em quen >3,y =0 ey = 3.

Diante dos exemplos acima, de modo geral, as equagoes de recorréncias sao deter-
minadas por formulas que especifica como cada termo da sequéncia é obtido através
dos seus termos anteriores.

Em geral, estamos interessados em encontrar uma férmula fechada que represente a
solucao, ou seja, uma féormula com a qual é possivel obter todos os termos da sequéncia,
em funcao da posi¢cao n que cada termo ocupa e nao dos termos prévios. Veja o exemplo

a seguir para melhor compreensao.

Exemplo 22. Considere a sequinte sequéncia (2,7,12,17,22,27,---), sendo assim,

determine o 15° termo dessa sequéncia.

Solugao. Do Exemplo 20| temos que a relagio geral dessa sequéncia € dada por:
Tpt1 =D+ Ty, comxy =2.

Entao, como estamos procurando o 15° termo, pela relacao de recorréncia, iremos
precisar do 14° termo, que por sua vez, depende do 13° termo. FE o procedimento
continua, nesse caso, até o 7° termo que consequimos de forma imediata, utilizando a

relagdo da sequéncia e os termos dados na sua formacao.
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Sendo assim, obtemos a Tabela a sequir contendo os demais termos da sequéncia

dada pela relagdo x, 11 = x, + 5.

Tabela 7 — Os 15 primeiros termos da recorréncia x,, 1 = x,, + 5

r1 = 2 Tg — 27 r11 = 52
To = 7 7 = 32 T12 = 57
r3 = 12 rg = 37 T3 = 62
ry = 17 r9g = 42 Ty = 67
Ty = 22 10 = 47 T15 = 72

Desta forma, conclui-se que o 15° termo € igual a 72.

Veja, dependendo da posicao do termo que se deseja encontrar (por exemplo, o
milésimo termo) é muito trabalhoso obté-lo. Sendo assim, sera que é possivel encontrar
uma férmula fechada em funcéo apenas de m para descobrir qualquer termo dessa
sequéncia? A resposta é que é possivel obter uma férmula pratica para isso, mas
deixaremos para fazer isso em um momento mais oportuno.

Resolver uma relagdo de recorréncia é encontrar uma férmula posicional explicita
para o termo geral da sequéncia. Para entender melhor o conceito de solucao, vamos
exemplificar a relacao de recorréncia e a sua férmula posicional, sem no entanto ainda

descrever como tal féormula é obtida.

Exemplo 23. A sequéncia (a,) dos nimeros naturais impares 1,3,5,7,---, pode ser
definida por a,y1 = a, + 2, comn > 1 e a; = 1. Neste caso, podemos verificar que

a, = 2n — 1 para todo n € N, é a solugio dessa recorréncia.

Exemplo 24. Qualquer PA (b,) de razao r e primeiro termo igual a ¢, pode ser definida
por b, = by,+r, comn > 1 eb; = c. Neste caso, podemos verificar que b, = c+(n—1)r

¢ uma solugdo dessa recorréncia.

Exemplo 25. Qualquer PG (y,) de razdao q e primeiro termo igual a a, pode ser
definida por Yni1 = q - yn, comn > 1 e y1 = a. E facil obtermos que y, = a - ¢" " é

uma solucao dessa recorréncia.

Uma equacgao de recorréncia costuma ser classificada através dos seguintes critérios

independentes entre si:

i) Ordem: A ordem de uma equagao de recorréncia é a diferenga entre o maior e
o menor indice que aparece na equagao. Se tal diferenga entre indices for igual a

n, dizemos que a recorréncia é de n-ésima ordem.
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ii) Termo independente ou homogeneidade: sao as expressoes aditivas, que
podem depender de n, mas que aparecem isoladas dos termos da sequéncia na

expressao da recorréncia.

iii) Linearidade: uma recorréncia é dita linear se a sua parte principal, isto é, se
excetuando os termos independentes da expressao, consiste de uma combinagao
linear (soma de multiplos dos termos da sequéncia) de seus termos. Esses mul-
tiplos, inclusive, podem ser apresentados como fungoes de n. Caso contrario,

diremos que a recorréncia é nao linear.

Por exemplo, a recorréncia z,.» = 2x,.1 + x, é linear. Mas, a recorréncia

Tpyo = 22,11 + 22 é dita nio linear.
Agora, vejamos alguns exemplos de recorréncias e suas classificagoes.

Exemplo 26. Dadas as recorréncias a sequir, classifique-as de acordo com sua ordem,

homogeneidade e linearidade.
a) Tpy1 = T, + 3.
b) Tpy1 =n-22 + 3T, 1.

Classificagdo:
a)

e Ordem: ¢ uma recorréncia de primeira ordem, pois fazendo a diferenca do maior

e do menor indice obtem-se: (n+ 1) — (n) = 1.
e Termo independente: O unico termo aditivo que aparece na exrpressao € o 3.

e Linearidade: ¢ uma recorréncia linear uma vez que a sua parte principal con-
siste de combinacao linear dos termos x, e x,y1, mais precisamente lem-se

1-zpe1 + (=1) -z, (soma de miltiplos de x,, € Tpy1).
b)
e Ordem: E uma recorréncia de sequnda ordem, uma vez que (n+1)—(n—1) = 2.
e Termo independente: Funcao identicamente nula.

o Linearidade: é uma recorréncia ndo linear, pois temos o termo dependente x2,

nao pode ser escrito como uma combinacdo linear.

Diante do exposto, vamos abordar ainda nas préximas se¢oes desse capitulo: recor-
réncias lineares de 1* ordem homogéneas e nao homogéneas, dependéncia e indepen-

déncia lineares e as recorréncias de 2% ordem homogéneas e ndo homogéneas.
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3.1 Recorréncia Linear de 12 Ordem

No presente texto usaremos os simbolos ¥ (1é-se Sigma ou somatorio) utilizado para
somas e [] (lé-se pi ou produtério) para produtos, os quais terdo um papel fundamental
no contexto do estudo das sequéncias.

n

Definigao 3.1. Dada uma sequéncia (a,), escrevemos Zai para denotar a sequinte

i=1
soma ay + as + az + - - - + a,, e lé-se o somatorio dos a; para 1 < i < n.
Sendo assim,

ap, se n=1

a+as+---+a,, se n>1.

n
>~
i=1

Uma das vantagens de se fazer uso da notagdo usando o simbolo X se deve ao fato
de torna-se facil a manipulagdo de somas com um nimero grande de parcelas.

Essa notagao é particulamente 1til para fazermos cancelamentos em somas. Mais
precisamente, dada uma sequéncia (a, ), efetuando os cancelamentos intermediarios na

soma.:

(ay —a1) + (a3 —az) + (ag —ag) + -+ + (ap—1 — ap—2) + (an, — @p-1),

obtemos (a, — a;) como resultado. Com o uso da notagdo ¥, podemos escrever tal

igualdade como:
n—1

Z(ai—H —a;) = a, — ai,

i=1
que ¢ a soma telescopia, conforme mencionado no Capitulo 2.

Defini¢ao 3.2. Dada uma sequéncia (a,), escrevemos Hai para denotar o produto

i=1
ay-ag-ag---- - ay, e lé-se o produtorio dos a;s para 1 <i < n.

Assim,

ap, se n=1

n
[[ai=
i=1

Com o uso da notacao [], podemos denotar o fatorial de n € N, escrevendo:

ap - Qg .. *Gp, se n>1.

Analogamente ao caso de somatorios, a notacao [] é particulamente 1til para a re-
alizagao de cancelamentos em produtos. Dai segue o mesmo raciocinio para produtos

telescopicos, conforme a definicao a seguir.
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Propriedade 3.1. Se (ax) é uma sequéncia de reais nao nulos, entao:

n
H Aj+1 Op4a

Y

j=1 @ ai
ou seja,
a2 az Q4 ap-1  Qn  Gpy1 Onil
ap az as ap—2 Qn-1  Qap ai

Agora, iremos abordar as recorréncias lineares de 1* ordem;

Definicao 3.3. Uma recorréncia é dita linear de 1% ordem quando cada termo da
sequéncia € obtido a partir do termo imediatamente anterior a ele e sao apresentadas

no sequinte formato:
Tpy1 = f(n)x, + h(n), com f(n)# 0,V neN.

onde, f(n) e h(n) sao fungoes de n € N. Além disso, se h(n) =0 a recorréncia € dita

homogénea, caso contrdrio serd nao homogénea.

3.1.1 Resolucado de recorréncias lineares de primeira ordem homogénea

A equagdo da recorréncia linear de 1* ordem homogénea é do tipo x,11 = f(n)x,.
Para resolver estas recorréncias sera utilizado o método dos produtos telescopicos ou
soma telescopicas de forma que seja feito o cancelamento de alguns termos para que
possamos escrever x,, em funcao apenas de n.

Néao ha grandes dificuldades na resolucao de uma recorréncia linear homogénea de

primeira ordem, como podemos observar nos exemplos a seguir.

Exemplo 27. Resolva a recorréncia x,.1 = nx,, ry = 1.

Solugdao: Temos,

Ty = 11’1
r3 = 2.172
Ty = 313
Ts = 4y
T, = (n—1)x,1.

Dai, fazendo a multiplicacao membro a membro nas igualdades,e efetuando as devidas

simplificagcoes, obtem-se:
Ty =(n—1lzy=(n—-1),

uma vez que r1 = 1.
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Veja que a féormula que encontramos depende somente do niimero natural n, mas
isso é apenas uma conjectura, para mostrar que a férmula é sempre valida, precisamos
mostrar que ela vale para todo niimero natural n, desta forma, utilizaremos o PIF para

mostrar sua validade para todo ntimero natural n.

Demonstragao. Seja P(n) a propriedade relativa ao nimero natural n tal que:
P(n):x,=(n-1)"
Assim,
e P(1):xy =(1-1)!=0!=1. Logo, P(1) se verifica.

e (Hipotese indutiva) Suponhamos que P(n) é verdadeira para todo nimero natural

n, o que equivale a x, = (n — 1)\

e Queremos mostrar a validade de P(n + 1), ou seja, que x,.1 = n! para todo n
natural.

Assim, da hipdtese indutiva temos:
xy, = (n—1)! (3.3)
Agora, multiplicando (3.3)) por n obtemos:

n-x,=n-(n—1)=~=nl

Mas, observe que pela equagao de recorréncia x, = (n — 1)! = z,,1 = nl. Isso
mostra a validade para P(n + 1), sempre que P(n) € verdadeira. Portanto, provamos
pelo PIF que a formula para solugdo da recorréncia é valida para todo nimero natural

n, conforme queriamos.

3.1.2 Resolucao de recorréncias lineares de primeira ordem nao homogénea

Recordemos que uma recorréncia é dita nao homogénea se ela possuir um termo
independente nao nulo. As recorréncias lineares ndo homogéneas de primeira ordem

assumem a forma:
Tni1 = f(n)z, + h(n), (3.4)

onde f(n) e h(n) sdo fungdes nao identicamente nulas.

Podemos analisar dois casos para essas recorréncias, que sao quando f(n) = 1 e

quando f(n) # 1.
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« Caso 1: Quando f(n) = 1. teremos:
Tpy1 = Tp + h(n). (3.5)
Vamos resolver a recorréncia (3.5). Assim, teremos:

To = X1+ h(l)

————
x2

xy = w3+ h(3)=x1+h(1)+ h(2)+ h(3)

T4

= + =
Tp1 = Tpo+h(n—2)=x1+h(1)+h(2)+---+h(n—3)+h(n—2)
Tn—2
Portanto, obtemos que:
n—1
Ty = T + Z h(k),
k=1

é a solugao da recorréncia (3.5)).
Agora, vamos ao outro caso.
« Caso 2: Quando f(n) # 1.

Para recorréncias desse tipo, ou seja, aquelas em que f(n) # 1, utilizaremos o resultado
a seguir que mostra que qualquer recorréncia linear nao homogénea de primeira ordem
da forma x,.1 = f(n)z, + h(n) pode ser transformada em uma equagao da forma

Yn+1 = Yn + t(n) e assim, resolve-se conforme foi visto no caso 1.

Teorema 3.2. Se a,, € solugio nao nula da recorréncia x,1 = f(n)x,, entdo a subs-

tituicdo x, = a,y, transforma a recorréncia x,1 = f(n)x, + h(n) em

h(n)
f(n)a,

Demonstracao. Considere a equagio x,+1 = f(n)x, + h(n), com x, dado. Suponha

Yn+1 = YUn +

que a, € solugio de x,1 = f(n)x,, isto €, suponha que a,i1 = f(n)a,, fazendo a

substitui¢do x, = apy, na equagao inicial T4 = f(n)x, + h(n), obtemos que:

Uns1Ynt1 = [(N)anyn + h(n).
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Logo,

f(n)anyn—i-l = f(n)anyn + h(n)

Dividindo toda a expressio anterior por f(n)a, teremos:

L )
I e,
Pelo resultado obtido no caso 1, uma solucao dessa recorréncia € dada por:
n—1
h(k) T
Yn = Y1 + , com Yy = —.
k,z::l (k)ag aq
Portanto,
n—1
h(k) ] T
Tp = QplYn = Qp Y1 + onde y1 = —.
[+ S i .

Exemplo 28. Encontre a solucao da recorréncia an,1 = a, +2n+ 1, com a; = 1.

Solugao. Note que f(n) =1 e h(n) = 2n+1 e desta forma podemos utilizar o resultado

anterior e assim obtemos:

n—1 n—1 n—1
an = a1+ Y h(n)=1+> 2n+1)=> (2n+1)
k=1 k=1 k=0

= 143+5+7+9+ -+ (2n—1)=n’

Exemplo 29. Resolver a recorréncia x,,1 = 5, + 4" com x1 = 2.

Solugao.
Uma solucdo ndo nula para a recorréncia homogénea x,,1 = b5z, € x, = 5", ou seja,
qualquer PG de razao 5, ndo nula, poderia ser outra solucdo.
Fazendo a sequinte substituicao:
n—1
Tp = 5" Yp, (3.6)

na recorréncia original, obtemos:
5"Ypy1 = d"yn + 4",

isto €,

4 n
wor = (5)
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4
Entao, y, € uma PG de razao 5 Como 1 = 2 e x,, = 5" Yy, temos que y; = 2.
Assim,
4 1
Y2 = Y1+ <5>
4 2
Ys = Y2+ (5)
4 3
Ya = Ys+ (5)
4 4
Ys = Ya T+ (5)
B ' 4 n—2
Yn—1 = yn72+ (5)
4 n—1
Yn = Yn—1+ (5) .
Logo,

Yn = Y1 +

Como y, = 2 teremos:

4 n—1 4qn
yn:2+4b—<5> 126—5ny (3.7)

Agora, substituindo (3.7)) em (3.6)) obtemos:
4n
5n—1

T, = 5"y, = 5" (6 — ) =6-5""1 — 4™ (3.8)

Logo, a expressao em (3.8)) € a solugio da recorréncia x,11 = 5z, + 4™ comn € N e

1'1:2.

3.2 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao 3.4. Sejam (x,,) e (yn) duas sequéncias de escalares. Se existirem escalares

A e B, nao simultaneamente nulos, tais que
A-xp,+ B-y, =0 para todo n natural,

diremos que (x,,) e (y,) sio linearmente dependentes(LD). Caso contrdirio, diremos

que sao linearmente independentes(LI).

Segue da Definicao que (z,,) e (yn) sdo LI’s se, e somente se, para todo n € N
0 sistema:
A-xy+B-y,=0,
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possui exclusivamente a solugao trivial, a saber: A = B = 0. Assim, (x,) e (y,) s@o
LD se x, ¢ multipla de y, ou y, ¢ miltipla de x,,.
Ademais, segue da Definicao que (x,) identicamente nula é LD com qualquer

outra sequéncia (y,). Com efeito,
Tp=0=0-vy,,Vn e N.

Logo, considerando A =1 e B = 0, tem-se Ax,, + By, = 0 para todo n natural, que

implica serem z,, e y, LD.

Lema 3.3. Sejam, A, B,C, D escalares tais que A% + C? # 0. Entdo,
A B
det(c D):O(:)EI)\GRtalqueD:)\CeB:)\A.

Demonstracao. Mostremos inicialmente que a condicdo € necessdaria. Suponha que
D = \C e B =M)A. Entao,

A B
det( ):AD—B(J:A(/\(J)—(/\A)C’:O
C D

A
Mostremos agora que a condicao € suficiente. Suponha que det (C D) = 0. Logo,

AD — BC = 0. Como A? + C? # 0, temos dois casos a analisar:

e Caso I. A#0.

B
Nesse caso, consideremos A\ = e assim, B = XA e AD — BC = 0 implica que

B
D=(— = AC.
(A)C AC

e Caso II. A=0.

D
Nesse caso, consideremos A = —, teremos, D = \C' e AD — BC' = 0 implica que

D C
B=[(—=)A=)A
(e)

Teorema 3.4. Duas sequéncias (z,) e (y,) sio LD se, e somente se,

det LY =0,
Lj Yj

para todos os indices i, j naturais.

Demonstracao. Suponha inicialmente que (x,) e (y,) sao LD. Assim, existe A € R

tal que y, = Ax,, ou x, = A\y,, Yn € N. Suponhamos sem perda de generalidade que
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ocorre o primeiro caso, em particular, dados os indices i,j quaisquer, tem-se y; = \x;

e y; = A\xj, de onde seque que
Ti Yi
det Vi) = Ty — xj -y = xi(Axj) — xj(Ax;) = 0.
Lj Yj

T Y
Tj Yj

o menor indice tal que z;, #0 e X =

Reciprocamente, suponha det ( ) =0, para todos os indices i, j naturais. Seja iy

10

10
Vamos provar por indugio sobre n que se x, =0, entdo (z,) e (y,) sdo LD.

Suponhamos que x,, Z 0, entdo provemos que Yy, = Ax,, Yn > .
Com efeito,
(I) para n =iy a igualdade se verifica por definicio. De fato, veja que:
n =1 = Y, = L- Yig = (v%ii) Yip = <x:)> Lig = )\xiO'
(II) Passo indutivo: Suponha, por indugao, que yy = Axg, Vip < k < n.
(I11) Mostremos que Ypi1 = Axpy1. Considerando j = n+ 1 e i = ig, por hipdtese

(inicial) tem-se

X i
det o o) g o TigUni1 — Tni1Yio = 0
Tn4+1  Yn+1

< TigYnt1 — xn-&-l()‘xio) =0

& Tig(Yny1 — ATny1) =0,
como x;, # 0, da dltima igualdade seque que Yn+1 = A\Tp41. Portanto, pelo PIF,
Yn = ATp, VN > 1.

Para finalizar a demonstragao, observe que y, = x, =0, Vn=1,2,3,--- ;59 — 1. Com

efeito, desde que iy € o menor indice para o qual x,, # 0, seque que:
x; =0, sempre que 1 < j <.

Assim, se 7 € qualquer indice menor do que iy tem-se:

Z; 7
det o Yio =0« TiglYj — TjYip = TigYj — 0- Yip = 0= Lig¥Yj = 0.
T Yj

Ora, como x;, # 0, seque da ultima igualdade que y; = 0 para cada j < iy. Assim,

yjzoz)\-xj, j:1,2,3,"' Zo—l
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Portanto, seque das alegacoes acima que vy, = A\x,, para todo n natural, caracterizando
que (z,) e (yn) sdo LD.
[ |

Exemplo 30. Vejamos algumas sequéncias que sao LI’s:
a) {xn,yn}, com A €R, x, = AT, yp = A5, A # Ao e Ay # 0, A9 # 0.
b) {xn,yn}, comx, =", y, =nA", NER e X #£0.
¢) {Zn;Yn, }. com cos (nb), y, =sen (nh), 0 # kn com q € Z*,

Solucgao. Seja i,5 € N com j =i+ q para algum q € N Para que as sequéncias sejam

det (x y) £ 0.
Tj Tj

a) Sejam x, = A} ey, = \J. Assim temos que:

iy 2\ A\ o 1 1 , ;
det [T V) =det | 71 72 ) = AN det = A - A (A=A | #0.
i+q i+q 4q ~— | ——
T Yj A Ag AL Ag 20 #0 #0

LI devemos ter:

Portanto, concluimos que x, = A\ e x,, = A} sao LI.

b) Sejam x, = \" e x,, = n\". Assim temos que:

B e I\ o 1 1-A L
det |70 V) =det | T ) = AN det | = NN AT £ 0,
T Yy AT (G4 g)\Te A (14 1)\

Portanto, concluimos que x, = \" e x, =n - A" sdo LI.
c) Sejam x,, = cos (nb) e y, = sen(nd). Relembremos as transformagoes trigonomé-
tricas e a Rela¢ao Fundamental da Trigonometria.
e Soma de dois arcos:
sen(a + ) = sen(a)cos(B) + sen(B)cos(«)
cos(a + ) = cos(a)cos(B) — sen(a)sen(S)
e Relacao Fundamental da Trigonometria:
sen?(a) + cos*(a) = 1
Assim temos que:
det [V Z ger COS' (i0) sen. (10) _ ger | € ()  sen(0)
T y; cos[(i+ q)0] sen|(i+ q)0] cos (20) sen(26)
q-0)- (senQ(iQ) + 0032(i9)>
= sen(q-0) #0,Yq € Z,.

= sen(
(

Portanto, concluimos que x,, = cos(nf) ey, = sen(nd) sio LI.
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3.3 Recorréncia linear de 22 ordem

Iniciaremos essa secao propondo um exemplo de contagem, de enunciado muito
simples, cujos métodos tradicionais da Analise Combinatéria se mostram no minimo
ineficientes para resolvé-lo, motivando entdo a necessidade de uma nova ferramenta

mais adequada para ataca-lo.

Exemplo 31. Quantas sao as sequéncias de n termos, todos pertecentes ao conjunto

{0,1,2}, que nao possuem dois termos consecutivos iguais a 0%

Apesar da simplicidade do seu enunciado, as técnicas usuais da analise combinato-
ria, mostram-se ineficientes para se chegar a uma solucao. Isso pode ser mais evidente
quando olhamos para a resposta desse problema, dada por:

3+2V3 (1+\/§)"+3_2\/g (1-v3)",
6 6
que é completamente nao intuitiva.

Nao devemos esperar que os métodos tradicionais da andlise combinatéria ( arran-
jos, combinagoes, permutagoes,etc) nos levem a essa resposta. Mais tarde retornaremos
a discussao desse problema e detalharemos como obtivemos essa resposta.

Diante do exposto, é clara a necessidade de estudarmos outras ferramentas que
sejam eficientes para tratar problemas como o proposto no exemplo anterior. Essas
ferramentas sdo as chamadas recorréncias lineares as quais nos delimitaremos as de 2
ordem homogéneas e nao homogéneas.

Inicialmente definiremos as recorréncias lineares de segunda ordem a partir de sua

caracterizagdo e posteriormente mostraremos a resolucao de recorréncias homogéneas

e nao homogéneas com coeficientes constantes.

Definicao 3.5. Uma recorréncia é dita linear de sequnda ordem quando aparece na
equacdo de recorréncia um termo em funcao de seus dois antecessores imediatos, ou

seja, tem o sequinte formato:
Tnto + f(N)Tny1 + g(n)zn + h(n) =0,

onde as fungoes f, g e h tém como dominio o conjunto dos nimeros naturais e g(n) é
uma fungdo nao nula, caso contrdrio a recorréncia serd de primeira ordem. Além disso,

se h(n) =0 a recorréncia é dita homogénea, caso contrdrio ela é dita nao homogénea.

Nesta segdo, estudaremos apenas o caso em que as fungoes f(n) e g(n) sdo cons-

tantes, ou seja, as recorréncias da forma: , 9 + Pz, + Qx, = h(n), com @ # 0.
Exemplo 32. A recorréncia x, o+6x,,1 = 8x, € linear de sequnda ordem homogénea.

Exemplo 33. A recorréncia x40 + 5Tpi1 + 82, = n?® + 2n + 1 € linear de sequnda

ordem nao homogénea.



Capitulo 3. Recorréncias 60

3.3.1 Resolucado de recorréncias lineares de segunda ordem homogénea

Agora trataremos do caso particular das recorréncias lineares de segunda ordem

com coeficientes constantes. Nesse caso, a lei de recorréncia é da forma:

Tnio = [(N)Tpir + g(n)zn + h(n),

onde f, g sdo fungdes constantes e g(n) # 0.
Para comecar, trabalharemos especificamente com o caso homogéneo, isto é, o caso

em que h(n) = 0. Assim, as recorréncias serao apresentadas no seguinte formato:
Tpt2 + Pxn—&—l + Ql‘n =0

Para resolver recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes
constantes, que sdo apresentadas no formato apresentado anteriormente, apresentare-
mos uma técnica, que consiste em encontrar progressoes geométricas da forma r™ que
resolvem a recorréncia e cujas razoes r sao raizes de uma equacao algébrica do segundo
grau chamada equacao caracteristica associada a recorréncia.

O termo geral da sequéncia é obtido como uma combinacao linear dessas progressoes
com coeficientes determinados gracas aos valores dos termos iniciais z; e xs.

Uma primeira tentativa para determinar solugoes para recorréncias do tipo:
Tpio + Pxn+1 + an = 07

é procurar solugoes do tipo x,, = r™, onde r é uma constante real. Substituindo z,, = r"

na recorréncia .o + Pr, 1 + Qx, = 0, segue que:

r’ =0
"2 Pttt Qrt =0 = " (PP + Pr+Q)=0= ou,
r’4+Pr+Q =0

No primeiro caso, " = 0 implica que r = 0 e nos leva que z, =r" =0,V n € N.

No segundo caso, r? + Pr + Q = 0, o que revela que r é uma raiz da equacdo
quadrética A\* + PA+ Q = 0.

Observe que a técnica a ser empregada ¢ a mesma usada na resolugao das equagoes
diferenciais lineares homogéneas com coeficientes constantes, onde as PGs sao subs-
tituidas por fungoes exponenciais. Dai, a cada recorréncia linear de segunda ordem
homogénea, com coeficientes constantes, da forma x,, o + pr,+1 + qr, = 0, associamos
uma equacao do segundo grau 72 + qr + p = 0, chamada de equacio caracteristica.

Mas, sera que vale a reciproca? Isto é, se r é uma raiz da equacao quadratica

A2+ P\ +Q =0, entdo z,, = r™ é uma solucao da recorréncia:

Tpio + Pmn—s—l + an = 0.
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Essas sao as tnicas solugoes dessa recorréncia? Os Teoremas a seguir irao esclarecer

essas e outras questoes relacionadas com esse tipo de recorréncia.

Teorema 3.5. Se as raizes da equacdo \* + PA\+ Q = 0 sdo iguais a \; e Ay, tal que
A1 # Ag entdo x, = Cy (M\)" + Cy (A2)" € solugio da recorréncia linear homogénea de

sequnda ordem x,. 9+ P, + Qx, = 0, quaisquer que sejam as constantes C e Cl.

Demonstragao. De fato, substituindo x,, = C1 (A\)"+Cy (X2)" em @10+ Py 1+Qx,,

obtemos:

Tpto2 + Prp + Qx, = CM?” + CQ)‘;H_Q + P(CM?H + Cﬁ\?“) + Q(C1AT + C2)3)
= CINIA+PA+Q)+Codi(A+ Py + Q)
— ——

=0 =0
= 0.

Mas, serd que todas as solugoes serdo do tipo x, = C;(A\1)" 4+ C2 (A\2)"? Para
responder a essa pergunta, vamos precisar dos resultados que serao apresentados a

seguir.

Lema 3.6. Seja (y,) uma solugio ndo identicamente nula da recorréncia linear de

sequnda ordem a sequir:

Azpio+ Brpi +Cx, =0, A#0eC #0. (3.9)
Entao, nao existe um indice © natural tal que y; = y;1+1 = 0.
Demonstragao. Suponha por absurdo que exista um indice v tal que y; = y;p 1 = 0

onde y,, € uma solu¢io ndao nula. Sendo y, solugdo da recorréncia (3.9)), tem-se:

o —Byi1 — Cy; :920
Yit2 A 1 .

Suponha, por hipétese de indugdo, que yr = 0 tal que i < k < n. Mostraremos que
Ynt1 = 0. De fato,

__Byn_oyn—l _9_0
Yn+1 = A =3V

Logo, pelo PIF, y, = 0 para todo n > i. Por outro lado, usando a relacio de

recorréncia e como temos que (y,) € solugio da referida recorréncia, temos que:

—AYnt2 — BYni1
c .

Ayn+2 + Byn+1 + Oyn =0= Yn =

Assim, usando a relacio de recorréncia obtemos que:

® Yi—1 = = =—==0 .. y_1=0.
Yi—1 C ) C Yi—1
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Yi—2 = C - A _C_ o Yi—2 = U

—Ayi 1 —Byio —-A-0-B-0 0

* Yi—3 = C = A 6 =0 .. Yi—3 = 0.

Sequindo este raciocinio, encontraremos todos os termos de y, como sendo nulos,
uma contradicao! Pois, ndo existe dois termos consecutivos nulos em uma sequéncia
que € solugao de uma recorréncia linear de 2* ordem com coeficientes constantes. Por-
tanto, nao existe um indice i talque y; = y;41 = 0, onde y,, € uma solugcao nao nula da
recorréncia de 2 ordem dada.

[ |

Teorema 3.7. Seja (y,) e (z,) duas solugdes da recorréncia
Axyio+ Bryy +Cx, =0, A£0eC #£0. (3.10)

As sequéncias (y,) e (z,) sio LD se, e somente se,

det vi " | =0, para todo o indice i natural.
Yit1 Zit1

Demonstracao. Se (y,) ou (z,) sao identicamente nulas, o Teorema € trivialmente
verificado. Suponha que (y,) e (z,) sdo duas solugoes nao nulas de recorréncia (3.10)).
A condigao necessdria é um caso particular do Teorema 3.4, A prova da reciproca serd

dada por inducdo. Mais precisamente, vamos provar que existe X\ € R tal que:
Zn = \Yn, Vn > 1.
Com efeito,

(I) Considerando que (y,) e (z,) s@o ambas solugoes nao nulas de (3.10), seque do

z
Lema |3.6| que y1 # 0 ou 2o # 0. Como por hipotese, det (Zh " = 0, seque do
Y2 22

Lema

que existe A € R tal que:
21 = \Y1 € 29 = Ay.
Observe ainda que necessariamente A # 0.
(II) Suponha, por hipdtese de indugdo, que:

2 =My, V1< k<n, comn>2.
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(III) Mostraremos que zp1+1 = Ayn+1. Com efeito, note que, sendo (y,) € (z,) solugoes

da recorréncia (3.10) e da hipotese de indugdo, temos que:

e = —Bz, ;102”1 hip —B(A\yn) ;C(Aynl) _ )\—Byn LCynl e,
Portanto, seque pelo PIF e das alegagoes feitas acima que:
Zn = \YpVn € N,
caracterizando que (y,) € (z,) sdo LD’s. [

Teorema 3.8. Sejam (y,) e (z,) duas solugoes linearmente independentes da recor-
réncia
Axyio+ Bry1 +Cx, =0, A£0eC #£0. (3.11)
Se {w,} € qualquer outra solugio da recorréncia , entdo existem escalares Cy e
Cs tais que:
wy, = C1yn + Cazy.

Demonstracao. Se (w,) € solugio identicamente nula, tomamos Cy = Cy = 0. Supo-
nha entao que (w,) seja identicamente nao nula. Como (y,) e (z,) sao duas solugoes

LI’s, isso significa que tanto (y,) quanto {z,} sdo nao identicamente nulas. Ademais,
z
det [ 7 # 0.
Y2 22

(S){ylA + 2B =w,

pelo Lema |3.6

Dessa forma, o sistema:

yQA + ZQB = Wy
tem solugao tunica. Sejam A = Cy e B = Cy a (unica) solugio desse sistema. defina
t, = w, — C1y, — Caz,.

Perceba que {t,} € solu¢do da recorréncia (3.11)). Além disso, t; = to = 0 pelas escolhas

das constantes C e Cy. Assim, t, =0 e, consequentemente,
Wy, = Clyn + CQZn-
|

Agora, justificaremos que todas as solugoes de uma recorréncia de 2% ordem em que

sua equagao caracteristica possuem duas raizes distintas sdo da forma:

Ty = Cl ()\1)71 + Cg ()\Q)n .
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Teorema 3.9. Se P e (Q sdo numeros reais ndo nulos e \i, Ay raizes distintas da
equacdio caracteristica N2> + P\ + @Q = 0, entdo todas as solugoes da recorréncia linear

homogénea de sequnda ordem x, 9+ Px,i1 + Qz, =0, sdo da forma:
Ty = C1 (M)" + Cy (M),
em que Cy e Cy sao constantes.
Demonstracao. Sejam t, = A} e y, = A\ solugoes nao nulas da recorréncia:
Tpio + Prpi + Qz, = 0.
Ou seja,
n+2 n+1 n
Tnt2 + P+ Que = (M) + P (M) +Q (M)
= X (M +Ph+Q)
= A7-0
= 0.

pois \i € raiz da equacdo caracteristica r> + Pr + Q = 0.

E de modo andlogo,
Tngr + Prop1 + Qry = ()" + P (M) +Q(N)"
= M (M+Px+Q)
= Ay-0
= 0,
pois Ny é raiz da equacdo caracteristica r* + Pr 4+ Q = 0.

Agora, vamos mostrar que t,, = A\ e y, = \y sao LI’s.

Para as solugoes serem LI devemos ter:

t
det [0 #0.
la Yo
Ora,

t A1 A £
det [V ) =det [ 2] = AMcAZ = AT e = A Az Q2 = A) #0,
lo Yo AN
#0 #0 #0

Pois A1 € Ay $G0 ndo nulos e Ay # Aso.
Logo, {tn,yn} sio LI’s e portanto formam um conjunto fundamental de solugao.
Assim, podemos utilizar o Teorema e concluimos que qualquer outra solucdo que

exista € escrita como combinagdo linear dessas duas, ou seja:

Ty = Ol (/\1)n + 02 ()\2)n .
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Exemplo 34. Resolva a recorréncia .o + dxpi1 — 62, = 0.

Solucgao.

Podemos associar a recorréncia linear de 2% ordem homogénea a sequinte equagdo carac-
teristicacia \> + 5\ — 6 = 0, cujas raizes sio Ay = 2 e Ay = 3. Pelo Teorema seque
que as solucoes da recorréncia sio as sequéncias (Tn)np>1 tais que x, = C12" 4+ Cy3™,

VneN, onde Cy e Cy sdo constantes reais.

Observacao 3.1. Numa recorréncia linear homogénea de sequnda ordem, se foram
dados 0s wvalores dos dois primeiros termos da sequéncia (x,),>1 que deve satisfazer
a recorréncia, entao podemos obter os valores explicitos das constantes Cy e Cy. Por
exemplo, se no Exemplo anterior, além da recorréncia tivéssemos as condicoes r1 = 5

e xo = 13, teriamos o sequinte sistema:

Cy-2'+Cy 3" =5
{1 e :>01:1 & 02:1

Cy-224Cy-32 =13

Assim, nas condigoes impostas no Teorema (3.5 quando temos apenas a recorréncia,
ndo existe uma solugdo unica, isto é, ndo existe uma unica sequéncia (Tp)p>1 que
satisfaca a recorréncia. Mas, fixados os dois primeiros termos da sequéncia, a soluc¢ao

passa a ser unica.

Observagao 3.2. (Raizes complezas). O Teorema continua valendo, mesmo que
as raizes \, e Ay da equagdio caracteristica \*> + PA+ Q = 0 sejam nimeros complexos
(que, nesse caso, sao conjugados, visto que os coeficientes da equagao caracteristica $ao

nimeros reais). Todas as solugoes sio, como ja vimos, da forma:
z, = C1 (M)" +Cy (M)
Escrevendo \1 e Ay na forma trigonométrica, seque que:
A1 = p(cost +i-senf) e Aoy = p(cosd —i - senb).
Nesse caso,
T =p"[cos(nf) +i-sen(nd)] e A =p"(cos(nf)—i-sen(nb)].
Portanto,

T, = CIAT + CoA}
= C1p"[(cos(nf) + i - sen(nB))] + Cop™ [(cos(nh) — i - sen(nh))]
= p"[(Cy + Cy)cos(nb) +i(Cy — Cy)sen(nd)]
= p"[D-cos(nb) + E - sen(nbh)],
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onde D = Cy+ Cy e E = i(Cy — Cy) sao constantes complexas. Nessas condigoes, a

solugao geral da recorréncia é dada por:
z, = p"[D - cos(nf) + E - sen(nd)].
Em que, p é o modulo do nimero complexo e 6 é o argumento principal.

Lema 3.10. Suponha que x,, = «, + 13, seja uma solugdo da recorréncia:
Axyyo+ Bryiy +Cx, =0 (3.12)

com A, B e C escalares (reais ou complexos) com A-C # 0. Entdo (o) e (B,) sdo

solugoes reais de (3.12)).

Demonstracao. Veja que:

Azpio+ Bryi1+Cx,, =0 < A(apas +10ns2) + Blani1 + i6ns1) + Clay, +i6,) =0
& [Aanss + Banss + Cawn] + i[ABss + BBnsr + CBa] = 0

Aayio + Bapi1+Cap, = 0

{Aﬁmz + BB +CBy = 0

Ou seja, (o) e (Bn) sdo solugoes da recorréncia (3.12)). |

Teorema 3.11. Se A = u + iv é uma raiz compleza da equacdo AN?> + BX + C = 0,

onde, A, B e C sdo escalares reais com A-C =0, entdo a solucao geral da recorréncia:
Axpio+ Bryi1 +Cx, =0 (3.13)
¢ dada por:
z, = C1p"cos(nb) + Cyp"sen(nh), (3.14)
onde, p € 0o modulo de A e 0 é o argumento principal de \.

Demonstragio. Considere A\ = p(cosf+isenf), onde p = || = Vu2 + 2 e € [0, 27)
¢ o argumento principal de X.

Assim, seque que X" = p"(cost + isenf)™ = p"(cosnf + isennf) = p™cosnb + ip"sennd
¢ uma solugcao complexa de (3.13)). Pelo Lema temos que:

Yn = plcos(nh) e z, = p"sen(nd)

s@o duas solugoes de (3.13)).
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Observe também que:

g [ ¥ _ | picosgié) | pisengzﬂ)
Yirl Zit1 pleos(i+1)0 plsen(i+1)0

= p**!cosifsen(i + 1)0 — senifcos(i + 1)0)
= p**lsen[(i +1)0 — i6]

= p*Tlsend.

Como A = pcos + isenf, A # 0 e A € C, tem-se que p # 0 e senf # 0, para que A
nao seja um numero real. Assim, (Yo, z,) sdo LI’s e portanto, formam um conjunto
fundamental de solugoes para (3.14)). Portanto, pelo Teorema qualquer solugdo de

(13.14) é combinacdo linear de y, e z,.
[ |

Exemplo 35. Resolva a recorréncia x, o + Tpi1 + x, = 0.

Solucdo. Nesse caso a equacdo caracteristica é N> + X +1 = 0, cujas raizes sdo:

1 V3 IRV}

AM=——4+i— € Ag=—=—i—.
R T2 2
5 2
o , ) 1 V3
Esses dois nimeros complexos tém o mesmo maddulo p = (—2) + 5 = 1. Os
L m m . 71' .
argumentos principais sao 0 = 3 ou f = — 3 Considerando 6 = 3 a solugao geral
da recorréncia serd:
x, = p"[Cicos(nf) + Cysen(nh)]
= 1" [Clcos (ng) + Cysen (ng)}
nmw nmw
= (Cicos— + Cysen—,
ST
com Cy e Cy constantes complexas.
Note que nao faria diferenca se tomdssemos 6 = —g, pois messe caso apenas teria-

mos:

x, = p"[Cicos(nf) + Cysen(nd)]

= 1" {Clcos (—ng) + Cysen (—ng)]

= Clcos% + (—C’Q)sen%

nm nm
= 01608? + C'ésen?,

mudaria apenas o valor da constante Cy, mas o conjunto de valores descritos por essa

nova formula seria igual ao conjunto dos valores descritos pela primeira formula.
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Exemplo 36. Resolva a recorréncia linear de 2* ordem dada por a,1—4a,+8a,_1 =0,

com as condicoes a1 = —3 e ay = 4.

Solucdo. A equacio caracteristica é ¢*> —4q +8 = 0, cujas raizes sdo ¢ = 2+ 2i e

g2 =2 — 2i. Nesse caso, p=2v2 e § = % e entao:

an = (2V/2)" {C’lcos (T) + Cysen (T)} .

Agora iremos descobrir os valores das constantes C e Cy. Note que o cilculo de ag
nos retorna ag = —2 e substituindo n = 0 na solugcao geral nos retorna que C; = —2.

Por outro lado, —3 = a1 = 2v/2 [—2008 (Z) + Cysen (Zﬂ e usando o fato de

2 1
cos (Z) = sen <Z> = \é_’ seque que Cy = 5 Portanto,

an = (2V2)" [—2003 (T) - ;sen <n47r)] :

Exemplo 37 (Adaptacao - (MORGADO; CARVALHO, [2022))). Em um jogo, em cada

etapa, Noah pode fazer 1 ou 2 pontos. De quantos modos ele pode totalizar n pontos?

Solugao. Seja x,, a quantidade de modos distintos de Noah fazer n pontos. Ora, como

em cada etapa, Noah faz 1 ou 2 pontos, seque que:
e 11 =1,
e 9 =2 (pode ser 1+ 1 ou simplesmente 2);
Para que Noah obtenha n + 2 pontos, existem duas possibilidades:

1. Marcar 1 ponto na primeira etapa e n+1 pontos nas etapas sequintes, o que pode

ser feito de x, 11 modos distintos;

2. Marcar 2 pontos na primeira etapa e n pontos nas etapas sequintes, o que pode

ser feito de x,, modos distintos.

Diante das possibilidades anteriores, seque que:
Tpao =Tpi1 + Ty =  Tpio — Tpip — Tp = 0.

A equacdo caracteristica associada a equagdo homogénea anterior é N> — X —1 =0,

1—+5 1+5
6)\2: 9 .

Portanto, a equacdo geral de solucao dessa recorréncia é dada por:
1—+5\" 1++5\"
Vo ) e ( v5 ) |

2

cujas raizes sao A\ =

Tpn — Cfl)\a1 + 02)\721 = Cl <
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Utilizando as condicoes x1 =1 e x9 = 2, obtemos C; = — e Cy =

Sl-
i

Logo,

xn:C’l)\?+Cz D= —

1 (1-V5 ”+i 1+v5\"
V5 2 V5 2 '
Exemplo 38. Para todo n € N, mostre que (3 + \/5>n + (3 — \/g)n € par.

Solucgao. A ideia é mostrar que para todo n natural, o nimero (3 + \/3>n—|— (3 — \/g)n
¢ solucdo de uma recorréncia em que todos os termos da sequéncia sGo numeros pares.
Para todo nimero natural n, seja x, = (3 + \/S)n + (3 — \/B)n Note que:

(3+\/5);+(3—\/5): =6
(3+v5) +(3-V5) =28

x1
T2
Por outro lado, definindo A\; = (3 ++/5) e Ay = (3 — /5), seque que:

>\1+>\2 =6
Al Ay =4

o que revela que \y e \y sdo as raizes da equacdo quadrdtica N2 —6\+4 = 0. Mas, essa
equacdo € a equagdao caracteristica da equagao de recorréncia Ypio — 6Yni1 + 4y, = 0,
comn € N.

Mas ocorre que para todo numero natural n, tem-se que:

Yn+2 — 6yn+1 + 4yn =0 = Yn42 = 6yn+l - 4yn
= Ynt2 = 2(3yn+1 - 2yn>

Perceba que se y; e ys forem pares, entdo a igualdade Yy, = 2(3Ynt1 — 2y,) noS
garantird que vy, serd par para todo miumero natural n. Entdo, se consequirmos fazer
com que T, = Y, para todon € N, isso mostrard que x,, € par para todo nimero natural
n. Mas como fazer isso? Vejamos:

Ora, como A\ = 3 + V5 e Ay =3 —+/5 sio as raizes da equacao caracteristica da
TeCOTTENCIA Ypio — O6Yni1 + 4y, = 0, seque que a solugcao geral dessa recorréncia é da

forma:

Yn = Cl/\?+02)\g
= 1 (3+V5) +C (3-V5)"

Assim, como x, = (3 + \/g)n -+ (3 — \/3>n V' n €N, para que x, = y,, devemos ter
que C1 = Cy = 1.
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Desta forma, se tomarmos C7 = Cy = 1, para todo n € N teremos que:

yo = 1-(3+V5) +1-(3-V5)"
= (3+V5)" +(3-v5)"
Nesse caso, como os dois primeiros termos da sequéncia (y,) sao y; =6 e yo = 28

€ Ynio = 2(3Yns1 — 2yn) Vn € N, entdo podemos garantir que x,, = y, € par para todo

numero natural n.

Agora trataremos o caso em a equacao caracteristica da recorréncia linear de se-
gunda ordem homogénea dada por z,,s + Px, 1 + Qx, = 0, com P e () reais nao

nulos, possui apenas uma raiz real (raiz dupla), isto é, Ay = Ay = A,

e Método de reducao de ordem
Método para obter uma segunda solucao para a recorréncia linear de 2% ordem

homogénea com duas raizes iguais.

Teorema 3.12. Se a equacao caracteristica da recorréncia Axp.o+ Brpi +Cx, =0,
com A, B e C reais nao nulos, possui apenas uma raiz real A, entdo a solu¢ao geral da

recorréncia € dada por:
Ty, = Ci A" + Con A", com C1,Cy € R.
Demonstracgao. Considere a recorréncia:
Axyio+ Bryy + Cx, =0 (3.15)

com A, B e C escalares e A-C # 0. Consideremos ainda, que a recorréncia (3.15))

possui a propriedade que \ = —% € a unica raiz da equagdo caracteristica associada.
Entdo, 2AN+ B =0, A = B> —4AC =0 e AN> + B\ +C = 0.
Queremos obter uma solugdo z, que mao seja multipla de y, = A". Portanto,

procuramos algo da forma z, = f(n)-A\" com f sendo uma fung¢ao de n, nao constante.

Assim,
Azl ,+ Bal, +Cz2 =0
se, e somente se,
ANT2f(n +2) + BN f(n +1) + CA"f(n) = 0. (3.16)

Como temos que N\ # 0, podemos dividir a expressao de (3.16) por \*. E assim,

obtemos:

AN f(n+2)+ BAf(n+1)+Cf(n) =0.
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Ora,
AN f(n+2)+ BAf(n+1)+Cf(n) =0
AN f(n+2)+ AN f(n+1) — AN f(n+ 1)+ BAf(n+ 1)+ Cf(n) =0
AN [f(n+2) = f(n+ 1)+ A[AX+ B] f(n+ 1)+ Cf(n) =0.  (3.17)
Mas, como temos que A\ é a unica raiz da equacdo caracteristica, seque que:
B
)‘:_ﬂ & 2AM+B=0
& AN+ (AN+B)=0
& AN+ B =-—-A\
Assim, substituindo AN+ B = —AX em , obtemos:
AN [f(n+2) = f(n+ D]+ A[AN+B] f(n+1) +Cf(n) =0
AN [f(n+2)— f(n+ D]+ A[-AN f(n+ 1)+ Cf(n) =0
AN [f(n+2) = fin+ D]+ X[-AN f(n+ 1) + Cf(n) + AN f(n) — AN’ f(n) =0
AN [f(n+2) = f(n+1)] = AN’ [f(n + 1) = f(n)] + Cf(n) — AN*f(n) =0
AN [f(n+2) = fn+ D] = AN [f(n +1) = f(n)] + f(n) (C = AN?) = 0.

2

B
Por outro lado, como A = B?> — 4AC = 0 implica que C = T Assim, substituindo

essa informagdo na ultima equacao da expressao anterior, obtemos:
AN [f(n+2) = f(n+1)] = AN [f(n+1) = f(n)] + f(n) (C = AN?) =0

AN [f(n+2) — fn+ 1] — AN [f(n+1) — f(n)] + f(n) <32 - AV) 0.

4A
Vej A= _B t :
eja que como A = —o— teremos que:
B2 ) B2 B 2 B2 — B2
m = 4A_A< 2A> =~ v
Assim, teremos que:
AN [f(n+2)— f(n+1D)] = AN [f(n+ 1) — f(n)] + ( — A/\2> =0

AN [f(n+2) = f(n+1)] = AN [f(n + 1) — f(n)] + f(n) - 0
AN [f(n+2) = f(n+ 1] = AN [f(n + 1) — f(n)] =
AN [f(n+2)— f(n+ 1) — f(n+ 1)+ f(n)] =
AN [f(n+2) = 2f(n+ 1)+ f(n)] =

o o o o
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Ora, A # 0 e X # 0, assim podemos dividir a ultima igualdade da expressao anterior

por A - \2. Logo, obteremos:
fin+2)=2f(n+1) + f(n) =0,
ou ainda,
f(n+2)—f(n+1)=f(n+1)— f(n),Yn € N.
Veja que Af(n+ 1) = Af(n) e isso significa que os pontos (n, f(n)) pertencem a

fln+1) — f(n)
1

uma reta de coeficiente angular igual a m = . Ou seja, [ é a restrigao
de uma funcao linear sobre N.

Logo, f(n) = Dn com D € R. E desta forma, temos que:
22 = f(n)\" = DnA\".

n

Como as solugdes Y, = A" € z, = nA\" sdo LI’s (consultar item (b) do Exemplo[30)),
seque pelo Teorema que todas as solugoes para a recorréncia (3.15)) é escrita como

combinagdao linear dessas duas solugoes, ou seja,
T, =Ci\"+Cy-n-\", com C,Cy € R.

Exemplo 39. Resolva a recorréncia homogénea dada por a,., + 6a, + 9a,_1 =0 com

as condigoes iniciais, a1 = 1 e ay = 2.

Solugao.
A equacdo caracteristica associada a recorréncia homogénea é r*+6r +9 = 0, que tem

raiz real dupla ry = r9 = —3. Logo pelo Teorema (3.12| a solugdo geral é dada por:
Ay = 01(—3)n + an(—3)n

Para determinar as constantes Cy e Cs, utilizaremos as condicoes iniciais e assim

8 5
obtemos que C7 = —9 e Cy= g

Portanto, a solucao geral da recorréncia serd:

8 5
an = —§(—3) +§n(—3)
) (5n — 8).

9
A sequéncia de Fibonacci, f(n) = f(n—1)+ f(n—2) é definida por uma equagao de

recorréncia linear homogénea de segunda ordem. Portanto, podemos utilizar a teoria
desenvolvida anteriormente para estabelecer uma formula fechada para o seu n-ésimo

termo, que serd abordada no exemplo a seguir.
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Exemplo 40. Usando a teoria das recorréncias lineares de sequnda ordem, deduza a

famosa Formula de Binet para o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci, isto €, se

f(n) é definida por

Lse n=0 ou n=1
f(n){f(n—l)Jrf(n—?)’S@ n22,
entao,
L [(1+v5)"_ (1-V5\"
f(n)—\/gK 2 ) ( 2 )]
Solucao.

A equagdo caracteristica é dada por r* = r + 1, ou seja, r* —r —1 = 0. Desse modo,
suas raizes Serao:

L4V 145

2 "2 2

" =

Pelo Teorema [3.9) tem-se que:

o= (5 (155

Para determinar Cy e Cy, vamos utilizar as condigoes iniciais f(0) = 1 e f(1) = 1,

asstm resultaremos no sequinte sistema de equacao:

Ol + CQ =0
1 5 1—+/5 :
Cy + \/_ + (Y \/_ =1
2 2
. N 1
Resolvendo o sistema de equacoes, encontraremos C7 = —Cy = —=. Portanto,

V5

S5

Agora vamos resolver o Exemplo [31] do inicio da se¢do sobre recorréncia linear de

segunda ordem. Vamos relembra-lo.

Exemplo 41. Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes ao conjunto

{0,1,2}, que nao possuem dois termos consecutivos iguais a 0%

Solugao.
Seja x, a quantidade de sequéncias com n termos, todos pertencentes ao conjunto

{0,1,2}, que nao possuem dois termos consecutivos iguais a 0.
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Note que x1 = 3, pois com apenas um termo, qualquer sequéncia ndao terd dois
termos consecutivos iguais a 0, visto que com um termo so temos trés opgoes a saber:
(0), (1) ou (2) que sdo sequéncias com apenas um termo e em nenhuma delas hd dois
termos consecutivos iquais a 0.

No caso em que n = 2, isto €, sequéncias com dois termos, temos as sequintes

possibilidades para que a sequéncia ndao possua dois termos consecutivos iguais a 0:
(0,1);(0,2); (1,0); (1,1); (1,2); (2,0): (2, 1) e (2,2),

o que revela que xo = 8. Agora consideremos uma sequéncia comn > 3 termos. Temos

duas possibilidades, a saber:

e O primeiro termo da sequéncia ¢ igual a 0. Nesse caso, o sequndo termo da
sequéncia nao pode ser igual a 0 (jd que estamos interessados nas sequéncias em

que nao hd dois 0’s consecutivos).

Dessa forma, existem duas possibilidades para o sequndo termo da sequéncia (pode
ser igual a 1 ou 2). Uma vez colocado o sequndo termo da sequéncia, ainda
existem n— 2 termos a serem colocados, que ainda devem respeitar a condicao de
nao apresentarem dois 0’s consecutivos, mas isso pode ser feito de x,_o modos
distintos. Pelo principio fundamental da contagem, existem 2x,_o Sequéncias

desse tipo.

e O primeiro termo da sequéncia nao € igual a 0. Nesse caso, existem 2 possibi-
lidades para o primeiro termo (pode ser igual a 1 ou 2). Uma vez preenchido o
primeiro termo, ainda precisamos preencher os n— 1 termos restantes da sequén-
cia, o que pode ser feito de x,_1 modos distintos. Pelo principio fundamental da

contagem, existem 2x,_1 sequéncias desse tipo.

Diante do exposto, tem-se que x1 = 3, r9 = 8 e x, = 2x,_1 + 2x,_9 para n > 3.
Ora, como essa lei é de uma recorréncia de sequnda ordem homogénea, podemos utilizar
a teoria apresentada messa secao para exibir uma solucdo explicita para ela.

Com efeito, neste caso, a equacao caracteristica associada a recorréncia homogénea
Ty —2Lp_1 —2Lp_o =0 ér>—2r —2 =0, cujas raizes sGor, = 1++/3 ery =1 —+/3.

Pelo Teorema [3.9|, seque que existem constantes Cy e Cy tais que:
Tn=Cyr} + Cory = Cy (14 V3) + Gy (1-V3)
Por fim, como x1 = 3 e 19 = 8, seque-se que:

Cl(l+\/§)1+02(1—\/§>1 -3
Cl(l+\/§)2+02(1—\/§>2 -8
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3423 3-2V3
Y eC=

Resolvendo esse sistema, encontraremos C = . Portanto,

para todo n > 3, tem-se que:
S UG R LY R

Para finalizar essa subsecao e a teoria basica das recorréncias lineares de segunda

ordem, apresentaremos as recorréncias lineares de segunda ordem nao homogéneas.

3.3.2 Resolucao de recorréncias lineares de segunda ordem nao homogénea

com coeficientes constantes

Lembrando que uma recorréncia linear de segunda ordem sao aquelas que podem

ser escritas da seguinte maneira:
Tny2 + f(n)Tp1 + g(n)z, + h(n) =0

onde f, g e h sao fungdes e g(n) # 0.
Agora trabalharemos com o caso em que f e g sdo fungoes constantes, com g # 0
e h(n) # 0, isto é, as recorréncias lineares de segunda ordem nao homogéneas com

coeficientes constantes que podem ser escritas da seguinte maneira:
$n+2+Pxn+1 +an = h’(”) com P>Q GR, € Qah# 0.

O Teorema a seguir, mostra um processo para resolver algumas recorréncias nao

homogéneas com coeficientes constantes.

Teorema 3.13. Se a,, ¢ uma solugdo particular da equacao de recorréncia nao homo-
génea Tyyo+ Prni+ Qx, = h(n), entdo a sua solugdo geral é dada por x, = a, + Yn,

onde vy, € a solugao geral da recorréncia homogénea associada, isto €, da recorréncia:
Tpy2 + Pxn—s—l + an = 07
e a substituicio x, = a, + y, transforma a equacao em Ynio + Pyni1 + Qyn, = 0.

Demonstracgao. Inicialmente mostremos que x, = a, + Yy, € uma solucao. Substi-

tuindo x,, por a, + y, na equacao original, obtemos:

Tpio + Pny1 + Qrn = Gpia + Yny2 + P (ang1 + Yns1) + Q (an + yn)

= Gpy2 + Papy1 + Qay + Ynyo + Pynir + Qun

= h(n).
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Agora, vamos demonstrar que toda solugio da recorréncia Tpio+ Px,i1 + Qz, = h(n)
¢ da forma x, = a, + Yy, onde a, é uma solucao particular da mesma recorréncia € yy,
¢ uma solugdo da recorréncia homogénea associada.

De fato, se x, € a solucao geral e a, é uma solugdo particular da recorréncia .o+
Pz, + Qx, = h(n), vamos mostrar que y, = =, — a, € uma solu¢io da recorréncia

homogénea associada. Com efeito,

(In—l—Q - an+2) + P(l‘n—i—l - an—‘rl) + Q(:En - a'n) =

Tpio + Prpiq + Qx, — (an+2 + Pan + Qan) = 0.
=h(n) =h(n)

Logo, vy, = ©, — a,, € solucao da recorréncia homogénea x, o + Pxy,i1 + Qx,, = 0,
e assim, Y, = T, — a, implica que x, = a, + y, € a solugdo geral da recorréncia dada
inicialmente.

Veja que substituindo x,, = a,, + y, na recorréncia original,obtemos

Ant2 + Ynt2 + P (@ns1 + Yns1) + Q (an + yn) = h(n)
nyo + Panyr + Qan + Yoo + Pyni1 + Qun = h(n).
Mas, a,i9 + Pay1 + Qa, = h(n), pois a, € solugio da equagao original. Logo, a
equagao se transformou em:
h(n) + Yni2 + Pyni1 + Qyn = h(n)
Yn+2 + Pyns1 + Qun = h(n) — h(
Yn+2 + Pynsr + Qyn = 0.

n)

O Teorema [3.13| mostra que a solu¢ao de uma recorréncia nao homogénea é cons-
tituida de duas parcelas: uma solucao da recorréncia homogénea e uma solucao qual-
quer da nao homogénea. A solucao da homogénea é facil de encontrarmos conforme ja
abordamos na se¢ao anterior e uma solucao qualquer da recorréncia nao homogénea ¢é
encontrada por meio de tentativas. A solugao particular da recorréncia ndo homogénea
deve ser escrita como uma combinacao linear de um conjunto de fung¢oes capaz de gerar

a fungao h(n). Observe os exemplos a seguir.
Exemplo 42. Resolva a recorréncia linear de segunda ordem nao homogénea dada por:
Tpao — DTpyq + 62, = 3n. (3.18)

Solugao.
A recorréncia (3.18)) tem equacdo caracteristica r* —5r+6 = 0, cujas raizes sdo r1 = 2

e ro = 3. Portanto, a solucao da homogénea serd:

Yn = 012n + CQ?)”
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Devemos agora, determinar uma solugcao particular a, da recorréncia (3.18), para
que quando substituirmos a, em ZTpio — Hx,y1 + 62, obtenhamos o 3n. O problema é
definir que tipo de funcao serd a,,.

Observando a recorréncia e olhando para o termo independente h(n) = 3n pode-
mos supor intuitivamente que a, tem a forma de um polinémio de 1° grau. Assim,

tentaremos a, = An + B. Substituindo a, em x, o — 5Ty 1 + 62, = 3n obtemos:

An+2)+B—-5[An+1)+ B]+6(An+ B) =3n
(A—5A+6Am+ (2A+ B —5A— 5B +6B) = 3n
2An —3A + 2B = 3n.

Assim, teremos:

3 3A 9
2An=3n=>A=—- ¢ —-34A4+2B=0=B=—=—.
2 2 4
3 9 | N . .. .
Portanto, a, = An + B = in + 1 ¢ uma solugdo particular para a recorréncia nao

homogénea dada.

Mas pelo Teorema 3.13| a solucao geral da recorréncia nao homogénea é dada pela
soma de duas parcelas x, = a, + y,, uma solugdo particular da recorréncia nao ho-

mogénea e outra solugdo da homogénea associada. Portanto, a solugdo geral € dada

poT:
Tn = Qp+Yn

n n 9 9

= 012 +023 + =n+ -.

=Yn _—

=an
Como ndao foram fornecidas as condigcoes iniciais, nao é possivel determinar os valores

das constantes C; e Cs.

Exemplo 43. Resolva a recorréncia x, — 5xp_1 + 62,9 = 2n?, sujeita ds condicoes

miciais xr1 = 28 e 19 = 34.

Solugao.

A equacio caracteristica associada a equagio homogénea é dada por r? — 5r +6 = 0,
cujas raizes sGo r1 =2 e ry = 3. Assim, a solucdo geral da equacao homogénea é dada
por: y, = C12" + Cr3™.

Pelo Teorema a solugdo geral da recorréncia x, — 5Tp_1 + 6T,_o = 2n* € da
forma x,, = a,+y,, onde a, € uma solugcdo particular dessa recorréncia ey, € a solucao
da recorréncia homogénea que ja encontramos.

Para determinar uma solugao particular da recorréncia x, — 5xp_1 + 6T,_9 = 202,

podemos raciocinar da segquinte forma: ora, como no termo independente h(n) = 2n?
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aparece o polinomio do sequndo grau, podemos procurar uma solucao particular do
mesmo tipo, isto €, a, = An?> + Bn + C.

Substituindo a, na recorréncia T, — HTp_1 + 6x,_o = 2n>, obtemos:
24An* + (—14A + 2B)n + (19A — 7B + 20) = 2n?.

Fazendo as devidas comparagoes, obtemos:

2A =2 A=1
—14A+2B =0 = B=7.
19A-7B+2C =0 C=15

Sendo assim, teremos que a, = An*+ Bn+C = n*+Tn+15. Mas, a solucdo geral

da recorréncia € dada por:

Tn = Yntay

= (12" 4+ 093" +n® + Tn + 15. (3.19)

Como foram fornecidas as condigoes iniciais x1 = 28 e xy = 34, podemos determinar
as constantes C e Cy, substituindo essas condigoes em (3.19)), obteremos:

:>01:7 e 02:—3.

201 +3C5 +23 =28
4C1 +9C5 + 33 =34

Portanto, a solucdo geral da recorréncia é dada por x,, = 7-2"—3-3"+n?+7Tn+15

para todo n € N.

Exemplo 44. Resolva a recorréncia linear de seqgunda ordem ndao homogénea dada por:
Tpio — DTpyy + 62, =14+ 34"

Solugao.
Perceba que a equacao caracteristica associada a recorréncia homogénea é a mesma dos
exemplos anteriores, portanto, seque a solugao serd y, = C12" 4+ Cy3™.

Agora, vamos procurar uma solucdo particular a,, para a recorréncia ndo homogénea
dada originalmente. Observando a recorréncia, podemos supor que a, seja uma soma de
um constante com uma exponencial de base 4. Sendo assim, tentaremos a, = A+ B4".

Substituindo a, na recorréncia original, obtemos:

A+ B4™? —5(A+ BA"™) + 6(A+ B4") =1+3-4"
A—5A+6A+ (16B —20B +6B)4™ =1+ 3 - 4™,

Assim fazendo as devidas comparagoes, encontraremos os sequintes valores para as

3
constantes, A = 3 e B= 5 Portanto, seque que a, = 3 + 3 4",
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Desta forma, a solucao geral da recorréncia € dada por:

Tp = yn+an

1 3

Nos 3 exemplos anteriormente, as tentativas de solu¢ao foram executadas com éxito,
mas nem sempre a tentativa de resolucao é imediata, podem ocorrer falhas e deve-se
observar as composicoes das fungoes e tentar corrigir fazendo ajustes conforme verfica-

remos no exemplo a seguir.
Exemplo 45. Resolva a recorréncia xpio — 6x,1 + 8x, = 1+ 2™,

Solugao.
A equagdo caracteristica associada a recorréncia homogénea é r* — 6r + 8 = 0, cujas
raizes sio ry = 2 e ro = 4. Portanto, a solugio da equacao homogénea, isto €, de
Tp42 — 6.I'n+1 + 8$n =0¢ Yn = 01271 + 024n

Tentaremos agora, descobrir uma solucao particular a, para a recorréncia ndao ho-
mogénea Tpio9 — 62,11 + 82, =1+ 2",

Ora, se substituirmos a, em x, 5 — 6x,1 + 8x,, devemos encontrar 1 + 2". Que
tipo de funcao deve ser a,?

E bastante razodvel imaginar que a, seja a soma de um polindmio constante com
uma exponencial de base 2. Tentaremos a, = A+ B2"™. Substituindo a, na recorréncia

original, ou seja, em x,19 — 62,11 + 8x,, = 1 4+ 2", encontraremos,

A+ B2 —6(A+ B2") +8(A+ B2") =1+2"
(A—6A+8A) + (4B —12B + 8B)2" =1+ 2"
3A=1+2"

Essa igualdade € impossivel de ocorrer. A recorréncia ndo admite solugdo da forma
a, = A+ B2".

Parando para pensar no que aconteceu, verificamos que era ¢bvio que a nossa ten-
tativa ndo podia dar certo. O espirito da nossa tentativa era tentar uma constante A
para que obtivéssemos uma constante que igualariamos a 1 e tentar B2"™ para gerar
uma exponencial que pudéssemos iqualar a 2".

E claro que o termo B2™ ndo poderia cumprir o seu papel, pois, B2" é solucio
da homogénea (€ a solugio da homogénea que é obtida pondo C; = B e Cy = 0) e,

substituida na equagdo, daria zero e ndo uma exponencial que pudéssemos igualar a 2™.
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Vamos corrigir a nossa tentativa para a, = A+ Bn2". Agora substituindo essa

solu¢ao em xpio9 — 62,41 + 82, = 1+ 27, obteremos:

A+Bn+2)2"2—6(A+B(n+1)2"") +8(A+ Bn2") =1+2"
A+4B(n+2)2" —6(A+2B(n+1)2")+8(A+ Bn2") =1+2"
(A—6A+8A)+[4B—-12B+8B)n+ (8B —12B)|2" =1+2"
3A —4B2" =1+ 2"

1 1
Fazendo as comparacoes 3A =1 e —4B2™ = 2" encontraremos A = 3 e B=—-.

Desta forma, teremos a solugdo particular da recorréncia ndo homogénea de 2¢

ordem, dada por:

1 1
n=A+Bn2" = - — —n2".
a + bn 3 4n

Portanto, a solucao geral da recorréncia dada inicialmente é dada por:

Tp = Yn+ay

1 1

Exemplo 46. Resolva a recorréncia linear de sequnda ordem nao homogénea dada por:
Tpio — 6Tp1 + 92, =n — 3"

Solucao.

A recorréncia T, 9 —6x,11+91, = n—3" tem equagdo caracteristica r*—6r+9 = 0,
cujas raizes sao vy = ro = 3. Portanto, com temos uma raiz dupla, seque que a solugcao
da homogénea serd vy, = C13" + Con3™.

Agora, iremos procurar uma solugdo particular para a recorréncia ndao homogénea
Tpto — 6p41 + 92, =n — 3".

Olhando para o termo independente, h(n) = n—3", devemos encontrar uma solu¢ao
ayn que ao ser substituida em x,19 — 62,41+ 91, resulte em n—3". Entdao suponhamos
que a, seja a soma de um polinomio de 1° grau com uma exponencial de base 3, ou
seja, a, = An+ B 4+ C3".

Substituindo a, = An+ B + C3" em xn + 2 — 6,41 + 92, = n — 3, obtemos:

Aln+2)+ B+ C3"? =6 [A(n+1) + B+ C3""'| + 9(An+ B+ C3") =n — 3"
(A-6A+9A)n+ (2A+ B —-6A—-6B+9B)+ (9C —18C +9C)3" =n — 3"
AAn + (—4A+4B) = n — 3",

onde concluimos que a igualdade é impossivel de ocorrer.
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Desta forma, a recorréncia ndao admite solu¢io na forma a, = An+ B 4+ C3". O
motivo da nossa tentativa nao ter logado éxito, é o fato que C3™ figura na solugdo da
homogénea associada a recorréncia xt, o — 6x,11 + 92, =n — 3.

Fazendo um pequeno ajuste na tentativa para a solugcdo particular, multiplicando
nossa primeira por n, apenas na parte que figura na solugao da homogéna C'3", teremos
a possivel candidata a solu¢do a,, = An+ B 4+ Cn3".

Efetuando o mesmo procedimento que fizemos para a primeira tentativa, obtemos:

(A-—6A4+94An+ (2A4+B—-6A—-6B+9B)+0-3"=n—-3"
4An —4A+ 4B =n — 3™

No entanto, esta igualdade é impossivel de ocorrer. Desta forma, a recorréncia
original, ndo admite solucao particular na forma a,, = An+ B+ Cn3", e o motivo para
a falha € 0o mesmo da tentativa anterior.

Novamente, tentaremos uma nova solucao, modificando a parcela Cn3™ para Cn?33,
assim teremos a sequinte sequéncia a, = An + B + Cn?3"™ como candidata a solugio
particular da recorréncia ndo homogénea.

Substituindo a, = An + B 4+ Cn?3"™ na recorréncia original, obtemos:
4An —4A +4B 4+ 18C3" =n — 3".

Fazendo as devidas comparacoes 4An =n, —4A + 4B =0 e 18C3" = —3", encon-

1 1 1
tramos os sequintes valores para as constantes: A = 1 B = 1 e C = TS
Portanto, uma solucao particular da recorréncia nao homogénea é dada por:
1 1 1
n=An+ B+ Cn*3" = —-n+ -~ — —n*3".
a n+b+0Cn 4n + 1 18n

Mas, a solugcao geral da recorréncia nao homogénea é dada como a soma da solucao
da equagdo homogénea associada vy, com a solucao particular da equagcdo nao homogénea

Qp, ASSIM, Seque que:

Tn = Yn+tay

1 1 1
_ 13" n - 7_7271.
= C13"+(Cyn3 —|—4n~|—4 18n3

No exemplo que acabamos de resolver, perceba que nossa tentativa foi bem suce-
dida a maneira que aumentamos o grau duas vezes, uma vez que as nossas tentativas
anteriores figuravam na solugdo da homogénea associada.

Isso nos dispertou interesse em pesquisar e analisar o porqué de multiplicar por
n. Assim, pesquisando na literatura, em |[Morgado e Carvalho (2022) encontramos o
seguinte “Sempre que na nossa tentativa algum bloco ndao cumprir seu papel, fazemos

a corre¢ao aumentando o grau, isto ¢, multiplicando o bloco por n”.
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Porém, na literatura Brasileira consultada, ndo encontramos nenhum resultado ma-
tematico plausivel que justifique a necessidade de se multiplicar o bloco por n, quando
a tentativa para a solucdo particular da recorréncia nao homogénea figurar na solu-
¢ao homogénea associada, resolvendo a inconsisténcia de encontrar os valores para
as constantes e consequentemente encontrar a solucao particular da recorréncia nao
homogénea procurada.

Encontramos na literatura Americana um resultado bem parecido, porém com uma
demonstracao bem ofuscada para um melhor entendimento, diferente do que apresen-
tamos no nosso trabalho.

Diante disso, ficamos curiosos com esse resultado e apresentaremos um método
para encontrarmos a solucao particular para a recorréncia nao homogénea, reduzindo a
quantidade de tentativas na busca pela tal solucao particular. Esse método sera abor-
dado no préximo capitulo e isso é um dos grandes diferenciais que podemos encontrar

nesse trabalho!
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4 Solucao particular da recorréncia linear de

22 ordem nao homogénea

Neste capitulo iremos abordar alguns resultados necessarios que utilizaremos no
desenvolvimento do método que visa minimizar a quantidade de tentativas para a
solugao particular da recorréncia linear de segunda ordem nao homogénea. Em seguida,

iremos testar o método em alguns exemplos para validarmos a sua eficacia.

4.1 Meétodo dos coeficientes a determinar

Teorema 4.1. Considere a recorréncia
Ay + Bry + Cx, = o+ Bn+yn® = h(n) (4.1)

onde A, B e C sdo escalares com A - C # 0. Entao, existe uma solucdo particular de

na forma:

an = n°(co + cn + con?) (4.2)
onde s = 0,1 ou 2 deve ser escolhido de forma apropriada.
Demonstracao. Vamos dividir em casos:

e Caso1: Suponha que r = 1 ndo € raiz da equacao caracteristica da equacao

homogénea associada a recorréncia (4.1). Assim teremos:

—B+vB? - 4AC

Ar* +Br+C=0&r=
r°+ pr—+ r 54

Como r =1 nao € raiz da equagao caracteristica associada, tem-se que W(1) # 0,
onde U(r) = Ar? 4+ Br + C. Sendo assim, seque que:

A+B+C#0.

Vamos mostrar que, a, = (co+cin+can?) é uma solugio particular de (4.1), onde

0s coeficientes cg,c1 e ¢ sao determinados apropriadamente e foi considerado

(s = 0) em (ED).

Com efeito, temos que:

Aaypio+ Bayyy +Ca, = a+ fn+ yn?,
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se e somente se,

A{co+cl(n+2)—|—02(n+2)2} +B{co+cl(n+1)+02(n—l—1)2} + C(co+cn) +
+ Cen® = h(n).

Ou ainda, se e somente se,

(A+ B+C)eop+ (2A+ B)ey + (4A+ B)es = «
(A+ B+ C)ey + (4A+2B)cy = 3.
(A+ B+ C)ey = 7

Ou, equivalentemente,

A+B+C 2A+ B 4A+ B o Q
(S) 0 A+B+C 4A+2B |- || = |p
0 0 A+B+C Co v

Uma vez que o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (S) € nao nulo,
ou seja, igual a (A + B + C)3, seque que existem e sio tinicos os escalares cg, ¢y € ¢

que determinam a,,.

e Caso 2: Suponha que r = 1 é uma raiz simples da equacdo caracteristica da

equagao homogénea associada a recorréncia (4.1)). Assim teremos:

—B+VB?—-4AC

A+ Br+C=0&r=
r°+ br+ r 5

Como r = 1 é uma raiz simples da equag¢do caracteristica asssociada, teremos
que:

A+B+C=0.
Como 1 € raiz simples, entdo teremos que:

AP+ Br+C = (r—1)(Ar+A+B)+(A+B+C)
= (r—=1)(Ar+ A+ B),
uma vez que A+ B+ C = 0.

Como r =1 € raiz simples, entao Ar + A+ B nao admite 1 como raiz. Dai:

A-1+A+B=2A+B#0.

Agora mostremos que, a, = n(co+ cin+ con?) é uma solugio particular de (4.1)),

onde os coeficientes co,c1 € co sdo determinados de forma apropriada e s foi

tomado igual a 1 em (4.2)).
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Sendo assim,
Atpio + Bapy +Ca, = a+B-n+vy-n?

se e somente se,

(2A+B)co+(4A+B)c1+(8A+B)cy+(A+B+C)co+[(A+ B+ C)cy + (4A + 2B)cy n+
+ [(12A + 3B)cy]n + [(A+ B + C)ey + (64 + 3B)co] n® + [(A+ B + C)ca] n®
= a+pB-n+y-n’

Como A+ B+C =0 ¢e¢2A+ B # 0, da igualdade de polinémios como um sistema,

podemos reescrever a ultima tqualdade:
(2A+ B)coy+ (4A+ B)ey + (8BA+ B)es = «

3(2A+ B)cy = v

=

Ou, equivalentemente,

(2A+B) (4A+B) (8A+ B) Co a
0 2(2A+ B) 3(4A+B)| - || = |B] .

Como o determinante da matriz dos coeficientes do sistema acima € igual a:
3
3-2-(2A+B)"#0,
o0 sistema possui uma unica solugdo cg, ¢y € Cs.

e Caso 3 : Suponha quer =1 € uma raiz dupla da equacdo caracteristica da equacao
homogénea associada a recorréncia (4.1). Neste caso, teremos A+ B+ C = 0,
2A+ B =0 e A= C. Novamente, vamos mostrar que existe uma solugcdo a, na

forma:
an = n*(zo + 110 + 190%),
neste caso, foi considerado s = 2 em .
Com efeito,
Aayio + Bagyr + Ca, = h(n)
se e somente se,

A {co(n + 22 +c1(n+2)% +co(n + 2)4} + B {co(n +1)2 +ci(n+1)% +co(n + 1)4}
+C {con2 +ein® + 02714} = h(n).
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Ou, equivalentemente,
(4A+ B)cy + (8A+ B)ey + (16A+ B)egs, = «
(A+ B+ C)cog+32A+ B)ey +6(4A+ B)es = v

Como A+ B+ C =0 e2A+ B =0, resulta a igualdade:

(4A+ B)ey  + (8A+ B)ey + (16A+ B)es = «
0 + 3(4A+ B)cy +4(8A+ B)ey, = .
0 + 0 +@A+B)e, = ~

Como 2A+ B =0 = B = —2A, resulta que o determinante da matriz dos coefici-

entes, dado por:
3(4A+ B)® = 3(4A — 2A)° = 3(2A4)> = 244% # 0.
Desta forma, o sistema possui solucdo tnica no formato a, = n?*(co+ ¢y -n+co-n?).
[ |

Aqui, cabe a seguinte observacao.

Observacao 4.1.1. No caso 2, a solugdo geral da homogénea associada é dada por:
Yn = C1AT + Gy,

onde \y = 1 e Ay # 1. Ou seja, a solugio constante é uma solug¢dio da homogénea
associada, por isso ela nao deve configurar como parte da solugdo particular a ser
determinada.

No caso 3, a solucao geral da homogénea associada é:
Yn = C1AT + Con g,

com A\ = Ay = 1, assim, 2 = C} + Cyn. Logo, tanto Cy quanto Con sdo solugdes

da homogénea associada e por isso, elas nao devem configurar como parte da solucdo

particular para a recorréncia dada. Havendo assim, necessidade de multiplicar por n?

para retirar os termos C7 e Con da solugdo particular.
Teorema 4.2. Considere a recorréncia
Azpio+ Brpiy + Cxy,y = h(n) - A" (4.3)

onde, A, B e C sio escalares com A-C # 0, h(n) = a+f-n+B-n* e X\ é um nimero
real diferente de 0 e de £1. Entao, a recorréncia (4.3) possui uma solugao particular

da forma:
an = n*(co + cn + con?)\",

com s =0,1 ou 2.
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Demonstracao. Considere a sequinte substituicdo vy, = a,\". Desta forma,

h(n))‘n = Ayn+2 + Byn-‘rl + Cyn = Aan+2)\n+2 + Ban—i—l>\n+1 + Can)\n
= X" (ANpi2 + BAanys + Cay) .

Como A # 0 e A\ £ 1, seque que:
ANay 9 + BMani1 + Ca, = .h(n)

Ou ainda,
Day 1o + Eani1 + Fa, = h(n), (4.4)

onde, D = AN, E =B\ e F =C.
Note que D - F = AN?-C #0, pois A-C #0 e X #0.
Do Teorema existem constantes cg,c1,cq € s € {0, 1,2} talque:

a, =n’ (co +cn + CQnQ)
¢ solucao de (4.4) e consequentemente,
Un = ap\" = A" - n® (Co —f-cln—i—62n2)

¢ uma solugdo particular de (4.3)).

4.2 Caso Geral

Iniciamos considerando o termo nao homogéneo como um polinémio na variavel n.

Teorema 4.3. Considere a recorréncia
Atpio + By + Cr, = g(n) = an’, (4.5)

onde A, B e C sao escalares com A-C' #£ 0. Existe uma solugdo particular da recorréncia

na forma:

m
a, =n’ (Z cinz> ,
i=0

onde s = 0,1 ou 2 deve ser escolhido de forma apropriada.

Demonstracao. A equacio caracteristica associada a recorréncia homogénea é dada

por:

Ar*+ Br+C =0.
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Note que C' # 0, pois caso contrario, a recorréncia seria de primeira ordem, e esse
caso ja foi trabalhado no capitulo anterior.

e Caso 1: (s =0).

Neste caso, vamos admitir que a solucao particular da recorréncia seja da

forma:

ou seja, estamos supondo que r = 1 nao é raiz da equagdo caracteristica da homogénea
associada a recorréncia dada inicialmente (4.5). Neste caso, temos que A+ B+C # 0.
Ora, vamos mostrar que a; co+ cin + can® + -+ + ¢,,n™ € uma solugio particular

de (4.5)), onde os coeficientes cy, ¢y, -+ ,Cm sGo determinados apropriadamente. Com

efeito,
el () )1
Upio = ici (n+2)i = iq{(é)n’ + (i)ni—l N R (2)22}

Axpyo+ Brypg + Cxy, = Zami,

fenfSals ()

Aayyo + Bayy, + Cay, = Qo+ ain + asn? + -+ an® + -+ apn™

an+1 = ZCZ TL—}-]_

Assim,

se, e somente se,

{Z ci L}% (j) ntI .

Logo,

—J } + C'Zcmi = Zaini.

1=0 1=0

se, e somente se,

{a[@)os Qe (mee] # 2 [(G)os (oot ()] + 0}
{ [( >cl+ 2>2CQ+ ( n_11>2m 1cm}+3[<é>cl+(>cg+ (mn_L1>cm:|—|—Cc1}n+
SR S A S A R

S Gy oS I ) SNy s
) I (O Rt [ S

—_
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Por comparacao, temos,

k m—k
Z( +j>2jck+a +B z%kﬂL] Crtj| + Ccp =
=0 J
para k =0,1,2,3,---,m
Ou matricialmente,
(OVA+B+C] (ORa+B - (M2mA+B] | e Qo
o 0 @uesea (e | o)
i 0 0 0 (MA+B+C | Lom i,

Uma vez que o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (S) € igual d:

m k 1
H(O-m+3+cﬁ*¢a
k=0

seque que existem e sdo unicos os escalares cg, C1,- -+ , Cp que determinam a,.

o Caso 2: (s=1).

Suponha que r = 1 é uma raiz simples da equagdo caracteristica da homogénea as-

sociada d equagdo (4.5)).
Neste caso, A+ B+C =0 e2A+ B #0. Vamos mostrar que

m
ap=ny cn'=n (co +en+con?® + - - —|—cmnm)
i=0
¢ uma solugao particular de (4.5)) para co,c1,ca,+ -+, C determinados de forma apro-
priada.

Assim, Aap.o + Bay + Ca, = Z a;n', se, e somente se,

A [Z (n42)"" Ci] + B lz (n+ 1) cil +C> nle; =an+ an® + -+ + an™,
i=0

=0 i=0

se, e somente se,

A{ K;>n+ G)Q} o+ Kf))nu @n.H @2} S Km;l)nmﬂ - (Zﬂ)zmﬂ] cm}
e[ (5)n ()] o+ [(5) o+ (G)ne (5)] oo ngl):wu...+ ()] e

+CZni+lci =ain+- -+ ampn™

=0
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Ou ainda,
()24+B) ()2°A+B) (52*°A+B) - ()E™A+B)] [aw]| [a]
0 D@2A+B) (5)2°A+B) - (T)E2"A+B) al as
0 0 (6)2°A+B) - (E)E™A+B)| - || = |as
i 0 0 0 () (m;;l) (2A +B) | _c;n_ _a.m_

Uma vez que o determinante da matriz dos coeficientes do sistema acima € igual a:
(m+1)!- (244 B)" £ 0,

o sistema tem uma unica solu¢io dada por cy,cy,- -+, Cm, uma vez que 2A + B # 0.
e Caso 3: (s =2).

Suponha que r =1 é uma raiz dupla da equacao caracteristica da homogénea asso-

ciada a equagdo (4.5)).
Neste caso, A+ B+C =0,2A+ B =0 e A=C. Novamente, vamos mostrar que

existe uma solugdo a, na forma:

m

= 2 ; 2 2

a,n E gn'=n (co+cln+02n +---+cmnm)
i=0

eEM que Cy, C1,Ca, -+ ,Cy SG0 determinados de forma apropriada.

Com efeito,
m .
Axay,o + Bayi + Ca, = Z a;n'
i=0

se, e somente se,

A(n+ 2)2 [Z (n+ Z)i Ci] + B(n+ 1)2 [ (n+ 1)i Ci] +Cn? Z ent = Z a;n'.
i=0 i=0 =0 =0

Se, e somente se,

=0

Ou ainda, se, e somente se,
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3
0

o (e )
il
<0>n +<1> n’ 44 1]+

m
}+C(Co+61n+62n2+---+0mnm) :Zami.

A(n2+4n+4){co+cl(n+2)+02(n +2n+4)+c3 [(

++Cm

+B(n?+2n+1) {co +e(n+1)+ca(n+1)2 +c3
<m> nm + - + <m>
0 m

{(2A+ B+ C)co+ (2°A+ B)ey + (2'A+ B)ea + -+ (2724 + B) o ) +
n{(2?A+ B)ey + (2°A+ B+ C)er + (2'A+ By + -+ + (2" A+ B) e} +
+

L.
+n™ { leA + 2° (T) + 2%4(”5) + 2B (”f) - (ZL)B - C] cm} = ioozn

Escrevendo na forma matricial, teremos:

+ cm

Equivalente a:

()B4 ()64 - (TDE"D] (o] [a]
0 6A : c1 9
0 0 |G| = |3
i 0 O 0 2:4 | | Cm | | Om |

Uma vez que o determinante da matriz dos coeficientes do sistema acima é nao

nulo, tem-se que o sistema admite uma unica solucao com:cy, C1.Ca,* -+ ,Cpm.

Como segundo caso, consideremos o termo nao homogéneo abordado anteriormente

multiplicado pelo fator A™.

Teorema 4.4. Considere a recorréncia

1=0

onde A, B e C sdo escalares com A-C # 0, h(n Zozn =aqptan+---+a,n" e

=0
A € um numero real diferente de 0 e £1. Entao, a recorrencza possut uma solucao

particular na forma:

com s =0,1 ou 2.
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Demonstragao. Considere a sequinte substituicio, a, = bY\". Dessa forma,

h(n)\" = Aani2+ Bayy1 + Ca,
—  AbyioN™? 4 Bby N 4 O A"
— A" (Abpys + BAbnst + Cby).

Como A\ # 0 e X\ # £1, seque que:
DXpio+ EXpi1 + FA, = h(n), (4.7)

com D= AN, E = B\ e F = C. Note que D - F = AN*C # 0.
Do Teorema existem constantes ¢y, ¢y, Co, -+ ,Cm € s €{0,1,2} tal que:

m .
a, =n’ (Z cl-nZ)
i=0
¢ solugao de (4.7)) e consequentemente,
ap = b, A" =nSA\" (co +en+en?+ -+ cmnm)

é uma solugdo particular de (4.6]).

4.3 Resolucao de questdes de recorréncias lineares de 22 ordem

nao homogénea via método apresentado

Nesta secao faremos uso do método desenvolvido para resolver algumas questoes de

recorréncias lineares de segunda ordem nao homogéneas com coeficientes constantes.
Exemplo 47. Resolva a recorréncia linear de seqgunda ordem ndao homogénea dada por:
Tpio = DTy — 61, + 4. (4.8)

Solucao.

A recorréncia ¢ uma recorréncia linear de 2% ordem ndo homogénea com co-
eficientes constantes. Portanto pelo Teorema a solugao geral de tal recorréncia
¢ composta por duas parcelas, sendo uma delas a solu¢ao da recorréncia homogénea
associada (yn) € a outra é uma solugio particular para a recorréncia ndo homogénea

(an). Ou seja,
Tp = Yp + Qn.
Sendo assim, a equagdo da recorréncia homogénea associada € dada por:

Ynt2 — OYnt1 + 6y, = 0. (4.9)
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Podemos associar a equagdio caracteristica r?> —5r+6 = 0 d recorréncia apresentada

e, confome vimos no FExemplo 42| a solugdo geral da equacao homogénea é dada por:
Yn = 017"? + CQT;L = Cl A -+ 02 - 3™ (410)

Agora, vamos determinar uma solugdo particular para a recorréncia (4.8). Como o
termo independente dessa recorréncia é h(n) = 4, ou seja, uma constante, a solugio

terd o sequinte formato:
a, =n’(A),

onde A € uma constante e s € {0,1,2} € escolhido de forma apropriada.
Como a solugdo geral apresentada em (4.10) nao contém em nenhuma de suas
parcelas, partes do termo independente, seque que podemos tomar s = 0 na erpressao

anterior e portanto, a solucao particular é dada por:
ap =n"- A=A (4.11)
Substituindo a solucdao particular a, em:
Qpyo — OAptq + 6a, =4,
obtemos:
A—-bA+6A=14 = A=2.

Portanto, a solucao particular é dada por: a, = A = 2, e assim, a solugcdo geral da
recorréncia apresentada em (4.8) é dada por:

T, = Yp+a, (4.12)
= 02"+ Oy 32, (4.13)

Como nao foi fornecida nenhuma informacgdao a respeito das condigoes iniciais, nao

¢ possivel determinar os valores das constantes Cy e Cs.

Exemplo 48. (SILVA et all 2020) Resolver a recorréncia x, 2+ Tpi1 — 62, = 6—8n,

comxg=1¢ex; =4.

Solucao.
A solucao dessa recorréncia é obtida de modo totalmente andlogo ao utilizado no

problema anterior. Sendo assim, a solu¢do geral da homogénea é dada por:

Yn = 017"711 + 027'3 =} (_3)n + Cy - 2™,
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Agora, vamos determinar uma solugcio particular para a recorréncia linear de 2%
ordem nao homogénea dada inicialmente. Como o termo independente é h(n) = 6—38n,
ou seja, € um polindomio de grau 1 em n, significa que pelo método que trabalhamos

anteriormente, a solucao particular é da forma:
a, = n’(An + B),

onde s € {0,1,2} € escolhido de forma apropriada.

Veja que como na solugdo geral da homogénea figura termos exponenciais, e o termo
independente figura apenas termos polinomiais, significa que podemos tomar s = 0 pois
r =1 nao é raiz da equacao caracteristica associada e assim a solucao particular terd

o sequinte formato:
an, =n’(An + B) = An + B.
Substituindo a,, = An + B na recorréncia linear de 2% ordem nao homogénea:

Gpio + apy1 — 6a, =6 — 8n,

obtemos:
[An+2)+ B]+[A(n+1)+ B]+ —6[An+ B] = 6—38n
(A+A-6An+(2A+B+A+B—-6B) = —8n+6
—4An+ (3A—5B) = —8n+6.

Fazendo a comparacao de polindomios, obtemos que:

44 = -8 A =
=

Logo, a solucao particular da recorréncia ndao homogénea serd:
a, = An + B = 2n.

Desta forma, pelo Teorema 3.13| a solu¢ao geral da recorréncia ndo homogénea é

dada por:
Tp = Yn + an = C (_3)n+02 - 2" 4+ 2n.

Para determinar os valores das constantes C7 e Cs, vamos aplicar as condigoes

xo =1 exy =4 e resolver o sequinte sistema de equagoes:

Cl+02 = 1 N —201—202 = —2 — Cl = 0
—30, +2C,+2 = —3C,+2C, = 2 Cy = 1
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Portanto, a solugdo geral da recorréncia linear de 2* ordem ndao homogénea é dada

por:

= 2" 4 2n.

Exemplo 49. Resolva a recorréncia T,4o — 5Tpy1 + 62, = (n + 2)2".

Solugao.
Como iremos resolver uma recorréncia linear de 2% ordem ndo homogénea, a solugdo

geral pelo Teorema ¢ dada por:
Tp = Yn + Qn,

onde vy, € a solucao da homogénea associada e a, € uma solugcao particular para a
recorréncia nao homogénea.
Vamos inicialmente encontrar a solugao y,. Conforme vimos nos exemplos anteri-

ores, a a solucao geral da homogénea é dada por:
Yo = Cl’T?"’CQ‘Tg
= C1-3"+Cy- 2"
Agora, vamos encontrar uma solu¢do particular para a recorréncia mndo homogénea.
Como o termo independente é h(n) = P(n) - 2", onde P é um polindmio de grau 1

em n. Assim, pelo método que apresentamos messe trabalho, devemos procurar uma

solugao particular na forma:
a, = n’(An + B)2",

onde s € {0,1,2} deve ser escolhido de forma apropriada.

Para s = 1, teremos a, = n(An + B)3" = (An? + Bn)3", que ndo figura na
homogénea e portanto serd uma solucao para a ndo homogénea.

Substituindo a, = (An?® + Bn)2" em:

A2 — Dapyy + 6a, = (n+2) - 2",

teremos,

4[A(n+2) + Bn+2)] =10 [A(n +1)*+ B(n+1)| 2"*! 4 6(An® + Bn) = n+2
0n? + (—4A)n + (6A —2B) = n+2.
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Fazendo a comparacao de polinomios, obtemos:

—1

A = —

44 = 1 4
= .

6A—2B = 2 7
B = =

Logo, a solugdo particular é dada por:

a, = (An®+ Bn)2"

1
= ()

Portanto,a solucao geral da recorréncia nao homogénea apresentada inicialmente é

dada por:
Tp = yn+an
_an_l_c 2n+<127>2n
= 1 2 47”& 471
1 7
— 01'3n+ <—4n2—4n+02) 2n

Exemplo 50. Resolva a recorréncia xpio — 6xp41 + 92, =n - 3"

Solugao.
Como iremos resolver uma recorréncia linear de 2% ordem nao homogénea, a solu¢cao
geral pelo Teorema [3.13] é dada por:

Ty = Yn + Qnp,

onde y, € a solucao da homogénea associada e a, € uma solugcio particular para a
recorréncia nao homogénea.

Vamos inicialmente encontrar a solugdo y,. Sendo assim, a recorréncia homogénea
€ Yngz — 6Yns1 + Yy = 0 ao qual associamos a equagdo caracteristica r* —6r +9 =0,
cujas raizes sao: vy = ry = 3.

Como as raizes da equagdo caracteristica sao iguais, temos pelo Teorema que

a solugcao geral da homogénea é dada por:

Yo = Cir"+Cy-n-r"
Agora, vamos encontrar uma solu¢ao particular para a recorréncia nao homogénea.
Como o termo independente é h(n) = P(n) - 3", onde P é um polinémio de grau 1

em n. Assim, pelo método que apresentamos nesse trabalho, devemos procurar uma

solugcao particular na forma:

a, =n’(An + B)3",
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onde s € {0,1,2} deve ser escolhido de forma apropriada.
Veja que se tomarmos s = 0, teriamos a solug¢io a,, = (An+ B)3" = B-3"+ An-3",
que ndo serve, pois esses termos figuram na solucao vy, da equagdo homogénea.
Para s = 1, teremos a,, = n(An + B)3" = (An? + Bn)3" = An? - 3" + Bn - 3", que
também nao serve, pois um de seus termos figura na solugdo da homogénea.
Finalmente, se tomarmos s = 2, temos a,, = n*(An + B)3" = (An® + Bn?®)3", que
nao figura em vy, e portanto serd uma solugdo particular a ser determinada.
Substituindo a, = (An® + Bn?)3" em:

Ant2 — 6an+1 +9a, =n- 3n’

teremos,

[A(n +2)* + B(n+2)?| 8"+ = 6 [A(n + 1)* + B(n +1)%| 3"+ + 9(An® + Bn?)3" = n3"
9[A(n+2)° + B(n+2)2] —18 [A(n+1)° + B(n + 1)2] + 9(4n® + Bn?) =
(0)n® + (0)n? + (54A)n + (54A+18B) = n

Fazendo a comparacao de polinomios, obtemos:

1

A = —

544 - 1 54
= )

54A +18B = 0 1
B = —

18

Logo, a solugdo particular é dada por:

a, = (An®+ Bn?)3"

_ 1 3 1 2 n
- (54" _18”>3'

Portanto, a solug¢io geral da recorréncia nao homogénea fornecida inicialmente é

dada por:
Tp = YnT+ay
= 13"+ C 3”+(1 s_ L 2)3“
- 21 547 18"
_ 1 3 1 2) n
= (C'1+an+54n 18n 3",

Exemplo 51. Resolva a recorréncia x, o — 62,11 + 8x, = 14 2",

Solugao.
Como iremos resolver uma recorréncia linear de 2% ordem nao homogénea, a solu¢cao

geral pelo Teorema [3.13] é dada por:

Tp = yn+an7
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onde y, € a solucao da homogénea associada e a, € uma solugdio particular para a
recorréncia nao homogénea.

A solugao geral da homogénea € dada por:

Yo = Cp-r!+Cy-1y

Agora, vamos encontrar uma solucio particular para a recorréncia ndo homogénea.
Como o termo independente é composto de dois termos, ou seja, h(n) = i(n) + j(n)
onde i(n) = A e j(n) = B2". Teremos que uma solu¢do para a recorréncia nao

homogénea é dada por:
ap = bn + Cn,

onde b, é uma solucao particular da recorréncia T, o — 62,11 + 8z, =1 e ¢, € uma
solugao da recorréncia T,io — 6,41 + 8, = 2".
Assim, pelo método que apresentamos nesse trabalho, devemos procurar uma solucao

particular na forma:

onde s € {0,1,2} deve ser escolhido de forma apropriada.

Veja que se tomarmos s = 0, teremos que b, = A é uma solug¢do, uma vez que o
termo constante ndo figura na solucao encontrada para a homogénea y,.

Substituindo b, = A em:

bpto — 6b,11 + 80, = 1,
teremos,
A—-6A+4+8A4A=1.

1
Fazendo a comparacao de polinomios, obtemos que 3A = 1, o que impica que A = 3

1
Sendo assim, teremos que b, = —.
3

Agora vamos encontrar a solucdo particular c,. Pelo método apresentado nesse

trabalho, devemos procurar uma solucao na forma:
cp =n® - A2"

onde s € {0,1,2} deve ser escolhido de forma apropriada.
Tomando s = 1, teremos que ¢, = Bn - 2" é uma solugdo particular para a recor-

réncia nao homogénea, uma vez que essa solugdo ndao figura em y,.
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Substituindo ¢, = Bn - 2" em:
Cny2 — 6Cny1 + 8¢, = 27,
obtemos,

B(n+2)2""* -~ 6B(n +1)2"™ +8Bn2" = 2"
(4B—12B+8B)n+ (8B—12B) = 1
—4B = 1

Logo, a solugdao particular ¢, é dada por:

¢, = Bn-2"
1 o
4
Sendo assim, teremos que a solucao particular da recorréncia nao homogénea é dada
por:
a, = b,+c,
1 1
= —— ——-.n-2"
11"
Portanto, a solugdo geral da recorréncia nao homogénea dada inicialmente é dada
por:
Tp = Yntay
1
= - 2"+Cy 4"+ ————-n-2"
1 + Co + 171 n
1+(C ! )2"+C e
— [N ——n . .
4 g 2

Exemplo 52. Resolva a recorréncia x, o — 42,11 + 42, = 1 + n2™.

Solugao.
De modo andlogo aos Exemplos anteriores temos que a solucao eral da homogénea

¢ dada por:
Yo = C1-r"+Cy-n-1"
= C1-2"+Cy-n-2"
Agora, vamos encontrar uma solu¢do particular para a recorréncia nao homogénea.
Como o termo independente é composto de dois termos, ou seja, h(n) = i(n) + j(n)

onde i(n) = A e j(n) = (Bn+ C)2". Teremos que uma solu¢do para a recorréncia nao

homogénea é dada por:

Qp = bn+cn7
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onde b, €é uma solucao particular da recorréncia xpio — 4xp11 +4x, =1 e ¢, € uma
solucao da recorréncia Tpio — 4,41 + 42, =n - 2™
Assim, utilizando o método apresentado nesse trabalho, devemos procurar uma so-

lucao particular na forma:

onde s € {0,1,2} deve ser escolhido de forma apropriada.

Veja que se tomarmos s = 0, teremos que b, = A é uma solug¢do, uma vez que o
termo constante ndo figura na solucao encontrada para a homogénea y,.

Substituindo b, = A em:

bn+2 - 4bn+1 + 4bn =1,
teremos,
A—4A+4A=1.

Fazendo a comparacao de polinomios, obtemos que A = 1. Sendo assim, teremos
que b, = 1.
Agora vamos encontrar a solugdo particular c,. Pelo método apresentado messe

trabalho, devemos procurar uma solugdo na forma:
¢, =n’(Bn+ C)2",

onde s € {0,1,2} deve ser escolhido de forma apropriada.

Considerando s = 2, teremos que ¢, = n*(Bn + C)2" = (Bn® + Cn?)2" ndo figura
em y, e portanto é solugdo para a recorréncia ndo homogénea.

Substituindo ¢, = (Bn® + Cn?) 2" em:

Cnt2 — 4cn+1 +4c, =n- 2n’
obtemos,

[B(n +2)3+C(n + 2)2} 22 4 [B(n + 13 +C(n+ 1)2} 2ntl 44 (Bn3 + an) 2" =np 2"
(8B — 8B)n® + (24B + 8C — 24B — 8C)n? + 24Bn + (24B + 8C) =n

Fazendo a comparacao de polinomios, obtemos:

24B = 1 24
24B+8C = 0 1
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Logo, a solugdo particular c,, € dada por:
cn = (Bn®+Cn?)2"

I 53 1 2)
S (e P AP
(24 g

Sendo assim, teremos que a solucao particular da recorréncia nao homogénea é dada

por:
a, = b,+c,
1 1
n o= 1+ (= -n*--. 2)2".
a +(24 n 3 n

Portanto,a solugao geral da recorréncia nao homogénea dada inicialmente serd:

Tp = yn+an
1 1
o= C-2"+Cy-n-2"+1 ( S 2)2"
x 1 +Ca-n +1+ 21 n 3 n
1 1

Exemplo 53. Resolva a recorréncia linear de segunda ordem nao homogénea dada por:

Tppo + Ty = 1. (4.14)

Solugao.

A solucao geral da equagdo homogénea ¢ dada por:
Yp = C1r} + Cory = Cy -i" + Cy - (—0)". (4.15)
Ou ainda, pelo Teorema temos que a solucdo serd dada por:
Yn = D1cos <n27r> + Dysen <n;> )

Agora, vamos determinar uma solu¢io particular para a recorréncia (4.14). Como o
termo independente dessa recorréncia € f(n) = 1, ou seja, uma constante, a solugao

terd o sequinte formato:
a, =n’(A),

onde s € {0,1,2} ¢é escolhido de forma apropriada.
Como na solugdo apresentada em (4.15) nao apresenta em nenhuma de suas parce-

las, apenas o termo constante, signfica que podemos tomar s = 0 na expressao anterior

e portanto, a solucao particular é dada por:
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Substituindo a solucao particular a, em:

Opio + Qp = 17

obtemos:

DN | —

1
Portanto, a solucao particular é dada por: a, = A = 5 e assim, a solucao geral da
recorréncia apresentada em (4.8|) € dada por:

Tn = Yn+tay
1
= Djcos (n27r) + Dysen (n;) + 3

Como nao foram fornecidas as condicoes iniciais, nao podemos encontrar os valores
das constantes D, e Ds.
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5 Miscelanea de problemas envolvendo re-

corréncias

Neste capitulo, fazendo o uso da teoria apresentada nos capitulos anteriores, ire-
mos resolver uma miscelanea de problemas contextualizados ou nao, que envolvem as
recorréncias lineares de primeira e segunda ordem, homogéneas e nao homogéneas no
ambito da geometria, da analise combinatoéria, da aritmética, das olimpiadas nacio-
nais e internacionais de matematica, utilizando as idéias recursivas para construir as

recorréncias.

Problema 1 ( Banco de questoes, questao 5 - pagina 23, (OBMEP), 2009)). Conjunto
de Cantmﬂ Desenhe um segmento de reta de comprimento 1, e denote-o por Cy. Re-
mova o terc¢o central (sem remover os extremos). Denote por Cy 0 que sobrou. Agora
remova o ter¢o central ( sem os extremos ) de cada segmento de reta de Cy. Denote
por C3 o que sobrou. Podemos continuar esse processo, em cada estigio removendo o

terco central de cada segmento C,, para formar Cyq.

0 e——
c]_ L}

cj I L I I

Figura 1 — Conjunto de Cantor

a) Desenhe Cy,Cy e Cs, indicando os nimeros que representam os extremos dos

segmentos.

14 3 4
b) Quais dos sequintes pontos pertecem ao conjunto de cantor? -, —, —, —.
379 81" 81

c) Quais sao os comprimentos de Cs, Cy e Cs5? Vocé pode achar uma expressio para

o comprimento C,, ¢

Solugao. Para responder o item (a), devemos levar em consideragao que cada segmento
¢ um subconjunto da reta real, com valores no intervalo [0,1]. Usando os critérios do

Conjunto de Cantor, temos a sequinte Figura:

1O conjunto de Cantor é um subconjunto do intervalo [0,1] definido pelo matematico Georg Cantor

como limite de um processo interativo



Capitulo 5. Misceldnea de problemas envolvendo recorréncias 104

cl—

0 1
'Ca I
0 1/3 2/3 1
C; — — — —
o 1fa 2/9 1/3 2/3 7/9 8fa 1

Figura 2 — Extremos do conjunto de Cantor

No item (b), deve-se observar que os extremos dos intervalos pertencem ao Conjunto

de Cantor. Dai, podemos afirmar que:

e — pertence ao Conjunto de Cantor, pois é extremo de Cy;

¢ removido de Cy, logo nao pertence ao Conjunto de Cantor;

Ol = Wl

¢ extremo de Cy, logo pertence ao Conjunto de Cantor;

é removido de Cy, logo nao pertence ao Conjunto de Cantor.

0| e %o

Para resolver o item (c), vamos montar a relagao de recorréncia entre os compri-
2 4
mentos de cada intervalo do Conjunto de Cantor. Como Cy =1, Cy = 3 e Cy = 9’
8 16
77 e Cs = — e dai,

mduzi Cy=
induzimos que Cy = 3 3

Cy, = -4

2
3
¢ = 20
c, = 303
¢ =
C, = ?)C’nl

Multiplicando as igualdades anteriores membro a membro, obtemos:

2 n—1
CQCSCn—lcn:(3> '01'02'03"'071—1«

Efetuando as devidas simplificagoes, obtemos:

2 n—1
&= (35) @

- ()7

2 n—1
_ (3) Vn € N.
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Problema 2. (STEFFENON, |2022) Dispondo-se de uma grande quantidade de blocos

quadrados de lado 1cm nas cores branco, cinza e preto. Os blocos devem ser colocados

em filas de alturas 1cm e comprimento n cm, com os lados em contato.

Hy N

a) Quantas filas distintas de comprimento n podem ser feitas sem nenhuma restri-

cao?

b) Quantas filas distintas de comprimento menor ou igual a n podem ser feitas sem

nenhuma restri¢io?

c) Quantas filas distintas de comprimento n, podem ser feitas, contendo apenas uma

quantidade par de pegas pretas?

Solugao.

a) Se D, representa o nimero de combinagoes de filas de comprimento n, entdo
D,1 = 3D, com Dy = 3. A solugcio é dada por D, = 3" uma vez que ndo temos
nenhuma restricao no enunciado.

Podemos também utilizar o processo de contagem. Para uma fila de comprimento
n, sem restrigoes, ha trés possibilidades para o primeiro bloco, trés para o sequndo e

assim por diante, entao teremos uma quantidade de filas distintas iqual a:

IX3IX3IX -+ x3x3Ix3=3".

n fatores

Portanto, D, = 3" filas de comprimento n, quando ndo hd restricoes.

b) De acordo com o item a), o niumero de filas sistintas de comprimento n é igual

s

a: D, = 3". Logo o numero de filas distintas de comprimento menor ou igual a n é,
Di+ Do+ Ds+-++D, 1+ D, =) 3"
k=1

Utilizando a formula da soma da PG finita, podemos calcular que:
3n+1 -3

> >

c) Considere a,, a quantidade de maneiras de formar uma fila de comprimento n
cm com uma quantidade par de pecas pretas.

Note que,

ap = 2: .
“w = 5 BN [ .
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Agora vamos analisar o caso geral a,.y para n > 2. Para a,,, temos trés tipos de
solugoes: aquelas em que a ultima peca € branca, aquelas em que a ultima pega é cinza

e aquelas em que a ultima € preta.

e (Caso 1: O numero de solugoes com n+1 blocos em que a ultima € branca, significa
que temos que escolher os n primeiros blocos com uma quantidade par de pretos,

que € igual a a,.

e (Caso 2: O numero de solugoes com n+1 blocos em que a ultima é cinza, significa
que temos que escolher os n primeiros blocos com uma quantidade par de pretos,

que € igual a a,.

e (Caso 3: O numero de solucoes com n—+ 1 blocos em que a ultima € preta, significa
que temos que escolher os n primeiros blocos com uma quantidade impar de pretos,
que € iqual a todas as configuracoes possiveis para n blocos, sem restrigoes, menos

aquelas com quantidade par de blocos pretos: 3" — ay,.
Considerando os trés casos acima, concluimos que:
Upi1 = QG +ay, + (3" —a,) = a, + 3", a1 = 2. (5.1)

Vamos agora, resolver a recorréncia disposta em . Note que:

ay, = a1+ 31
az = as+ 32
as = as + 33
as = a4+ 34
-3
(p-2 = Qp—3+ 3"
_ 3n—2
Gp-1 = GQp_2+
p = Qp-1+ 3n—1.

Somando membro a membro as igualdades anteriores e fazendo as devidas simpli-

ficagoes, obtemos:

an = a1 +3'+32+3F+-.- 43V 34302430t
PG

3(3n1 — 1)
= 92 - 7
T3

3n 41

5
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Problema 3 (OMRN-2018 - |Gomes, Diniz e Gurgel (2021)). Uma sequéncia (a,)

satisfaz:

4
a1 =—14, ay=14, e, para k>3, apr=ar o+ —.
Q-1

Qual o menor valor de k para o qual ar, =07

Solugao. Observe que:

ax = ap—2 + S apap—1 = ap_1ax—2 + 4.

Ag—1
Chamando b, = apar_1, podemos escrever que:

b = apap—1 = ap_1ap_2 +4 =by_1 + 4.

Assim, podemos escrever:

by = by+4
by = b3+4
bs = by+4
o= 4
bp—1 = byo+4
b, = b1 +4.

Somando membro a membro todas as igualdades anteriores e efetuando os devidos

cancelamentos, obtemos:

bk = b2+(k—2)4:a2a1+(k—2)4
b = 14(—14) + (k — 2)4
by = —196+4(k —2).

Logo, teremos que b = 0 se, e somente se,
196 +4(k—-2)=0 < k=51
Além disso, veja que bsy = asoagg = —196 + 4(50 — 2) # 0. Mas:
bs1 = asiaso = —196 + 4(51 —2) = =196 + 4 - 49 = —196 + 196 = 0.
Portanto o menor valor de k para que ap =0 é 51.

O grande gedmetra alemao Jacob Steiner (1796-1863) propos e resolveu, em 1926,

o seguinte problema:
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Problema 4 (Pizza de Steiner - (MORGADO; CARVALHO| 2022)). Qual é o maior

numero de partes em que se pode dividir o plano com n cortes retos?

Solugao. Seja r,, o numero mdximo de regioes em que n retas dividem um plano. Ima-
gine a situagcdo em que hd n—1 retas dividindo o plano em r, regides. Ao adicionarmos
uma nova reta a essa configuracio (nesse caso o plano estd dividido em r,_1 regioes),
essa nova reta intersecta cada uma das n — 1 retas jd existentes em exatamente um
ponto, gerando n — 1 pontos de intersecio. A inclusio dessa nova reta incrementa o

numero de regides em n, ou seja, , = r,_1 +n. Dessa forma,

r = 2

rg = 1r1+2
rs = ro+3
ry = r3+4

Tn—1 = Tp-2+ (n - 1)

Tn = Tn_1+nN.

Adicionando membro a membro as igualdades acima e fazendo as devidas simplifi-

cagoes, seque que:

m = 24+243+4+---+(n—1)+n

= 14+14+24+3+4+5+--+(n—-1)+n

1

atn)

Problema 5 (O queijo de Steiner- (MORGADO; CARVALHO, 2022)). Para fazer a

sua pizza, Steiner teve que cortar, primeiro, o queijo. Imaginando que o espago € um

= 1+

enorme queijo, qual é o numero maximo de pedacos que poderiamos obter ao cortd-lo

por n planos?

Solugao. Nesse caso tridimensional o problema é um pouco mais delicado, mas seque
a mesma linha de raciocinio do problema da pizza de Steiner.
Sendo assim, suponhamos que p, seja o numero mdximo de Tegioes em que 0 eSpago

tridimensional pode ser dividido por n planos. Vamos mostrar que:

Pn+1 =Pnt+Tn Vn € N7
(14+n)

em que r, =1+ -n € a solucao do problema da pizza de Steiner.
De fato, suponha que jd existem n planos dividindo o espaco tridimensional em p,

regioes. Agora suponha que adicionemos um novo plano, isto €, um n + 1-ésimo plano
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sem que intersecte uma reta que seja comum a dois planos ja existentes ou que seja
paralelo a qualquer um dos planos jd existentes.

Dessa forma, cada um dos n planos jd existentes ird intersectar o novo plano em n
retas que dividem o novo plano em r, das p, regioes ja existentes (dividindo cada uma
delas em duas regices). Isso da origem d r, novas regioes do espago tridimensional,
fazendo que haja p, + r, regioes nesse momento, ou S€ja, Ppi1 = Pn + Tn para todo n
natural.

Sendo assim, temos que:

po= 2
P2 = p1+7m
Ps = P2+ T2

Py = P3+7T3

Pn—2 = DPn-3+Th-3
DPn-1 = Pn-2+Th2
Pn = Pn-1+t7Th_1.

Adicionando membro a membro as igualdades acima e efetuando as devidas simpli-

ficacoes, obtemos:

Dn = 241r14+r04---+1ry1

_ 2+:§<1+(1;k>.k>
— 2+(n—1)-1+;:§k+;§k2
- 2+n—1+;W(n—lﬂ;(n_l)("_1+61)(2("_1)+1)
= (n+1)+;~2~(n—1)+;.<”_1)”6(2"_1>
_ 12(n+1)4+3n(n—1)+ (n— 1)n(2n — 1)
12

n3+5n+6
—
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Em 1826, Jacob Steiner analisou esse problema até o caso tridimensional que aca-
bamos de mostrar. Em 1840. Ludwif Schlafli imaginou um queijo d-dimensional e
provou que nesse caso o numero maximo de regioes em que o espaco d-dimensional

ficaria dividido por n hiperplanos de dimensao d — 1 é dado por:

0-(5)+)+ ()

Problema 6 (Adaptado - (STEFFENON| 2022)). Jucimeri deposita inicialmente
R$1.000,00 em uma poupanca que rende 6% ao ano, com juros computados mensal-
mente, e além disso, ela deposita no primeiro dia de cada més, a partir do més sequinte
ao depdsito inicial, R$200, 00.

a) Para cada inteiro ndo negativo n, seja A, o montante acumulado na conta apds

n meses. Para cada inteiro positivo n, determine uma relacao entre A, e A,_1.
b) Determine uma formula explicita para A,, em fungao de n.

c) Quantos anos serdo necessdrios para que o saldo presente na conta ultrapasse

R$10.000,00%

Solucao.

a) Vamos inicialmente calcular a taza de juros mensal. Sabe-se que:
T =(1+T,)7 — 1
onde, T, ¢ a taxa anual e T,, é a taxa mensal. Assim,
T,, = (1+0,06)7 — 1~ 0,0049.

Utilizando o raciocinio recorrente, observamos que:

A = 1000

Ay = A, -1,0049 + 200
Ay = Ay-1,0049 + 200
Ay = Ay-1,0049 + 200
As = As-1,0049 + 200
As = As-1,0049 + 200
A; = Ag-1,0049 + 200

. L

Ans = An_g-1,0049 + 200
An1 = Au_s-1,0049 + 200

A, = A,-1-1,0049 + 200.
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Desta forma, encontramos a relacio entre A, e A,_1 dada por:
A, = A,_1 -1,0049 + 200.
b) Tem-se que:

1,0049"'A, = 1000 -1,0049"*

1,0049" 2. Ay = A;-1,0049" +200 - 1,0049" 2

1,0049" 3. A3 = A,-1,0049"2 4200 - 1,0049" 3

1,0049"* - Ay = As-1,0049"3 4200 - 1,0049"*

1,0049"° - A5 = Ay-1,0049"* 4200 - 1,0049™°

1,0049% - A, = A,_5-1,0049% + 200 - 1, 00492
1,0049 - A,1 = A,_5-1,0049% 4200 - 1,0049!
A, = A,_1-1,0049" 4 200 - 1,0049°.

Adicionando membro a membro e fazendo as simplificagcoes necessdrias obtemos:

A, =1000-1,0049" 1 +200 | 1,0049° + 1,0049" + - - - +1,0049" 3 4+ 1, 0049" 2
PG

Perceba que o termo destacado é a soma de uma Progressao Geométrica finita cujo
primeiro termo € 1, a razdo € igual a (1,0049) e contém n — 1 termos. Usando a
formula para a soma de uma PG finita de n—termos, dada por:
ai (¢" — 1)

S, =
qg—1

Y

teremos que,
g 1[(1,0049)"~! — 1] 1 004971 — 1
"ETL0049—10,0049

Portanto, seque que:
1,0049" 1t — 1
A, =1000-1,0049" " 4200 [ ———
+ ( 0, 0049 )
1,0049" 1 — 1
0,0049
necessdrio para que o saldo presente ultrapasse R$10.000,00. Sendo assim, teremos:

c¢) Vamos utilizar A,, = 1000 - 1,0049"~1 + 200 para calcular o tempo

0,0049 - 10000 = 0,0049 - 1000 - 1,0049" ! 4+ 200 - 1,0049"~! — 200
249 = 204,9-1,0049"!
1,0049" 1 = 1,22

log 1,22
= —— 41
" T log1,0049
n ~ 42 meses.

vy
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Logo o tempo necessdrio para o valor ultrapassar R$10000,00 serd 42 meses ou

aproximadamente 3 anos e meio.

Problema 7 (Adaptado -|Castro et al.| (2016)). Quantas sao as sequéncias de n termos,

todos pertencentes a {0,1,2} que possuem um nidmero impar de termos iguais a 0%

Solugao. Seja x,, 0o numero de sequéncias de n termos, todos pertencentes ao conjunto
{0,1,2} que possuem um nimero impar de termos iquais a zero.

Consideremos uma sequéncia com n + 2 termos, teremos dois casos a serem anali-
sados: as sequéncias que nao comegam com o termo zero e aquelas que comegam por

ZEro.

e Se 0 zero nao estd na primeira posicao, significa que as sequéncias comegam por
1 ou por 2 e assim, nos n + 1 termos restantes, devemos ter uma quantidade
impar de termos iguais a zero, ou seja Tni1. Entdo, se o primeiro termo ndo
for zero, teremos uma quantidade de sequéncia iqual a 2x,,1 que possuem uma

quantidade impar de termos iguais a zero.

e Se 0 zero estd na primeira posicio, devemos ter mos n + 1 termos restantes,
uma quantidade par de zeros. Ora, as sequéncias de n + 1 termos pertencentes
a{0,1,2} possuem um total de 3" sequéncias, porém, devemos retirar a quan-
tidade de sequéncias com numero impar de termos, isto é, T,y1, sendo assim,
teremos 3" —x, 1 sequéncias que comegam por zero e possuem uma quantidade

impar de termos iguais a zero.

Diante disso, como deve acontecer as situacoes acima, concluimos que a quantidade

de sequéncias de n + 2 termos pertencentes ao conjunto {0,1,2} é dado por:
Tnpa = 2Tpi1+ (3" —2,41)
Tpi2 = Tpi1+ 3n+1'

Logo, podemos concluir que a quantidade de sequéncias com n termos pertencentes

ao conjunto {0,1,2} € dada por:

Ty = Tn_1+3" 1 VneN.

Note que:
1 = Xg-+ 30
To = X1+ 31
T3 = XT9+ 32

-1
Tn = xn—l"‘?)n .
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Adicionando membro a membro as igualdades acima e efetuando as devidas simpli-

ficacoes, obtemos,

T, = xo+3°+3'+324+334... 4324 3!

PG

1-(3"=1)

= X _—
ot T3

3" —1
= 170+ 9
31
= 5

Observe que consideremos xo = 0, wma vez que nessa configuracio ndo Se tem

sequéncia.

Problema 8 (PROFMAT-PROVAS NACIONAIS- MA12-2011). Considere o conjunto
dos numeros escritos apenas com os algarismos 1, 2 e 3, em que o algarismo 1 aparece
uma quantidade par de vezes, por exemplo, ( 2322 e 12123). Seja a, a quantidade

desses numeros contendo exatamente n algarismos.
a) Liste todos esses nimeros para n =1 e n = 2, indicando os valores de ay e as.
b) Explique por que a, satisfaz a equagdo de recorréncia:

any1 = (3" — ay,) + 2a,, paran > 1.

¢) Resolva a equagio de recorréncia descrita no item b).

Solugao.

a) Paran =1 sé hd trés nimeros possiveis: 1,2 e 3. Somente os dois tultimos tém
um nidmero par de algarismos iguais a 1 (neste caso, nenhum algarismo igual a 1).
Sendo assim, a; = 2.

Os numeros de 2 algarismos sao: 11,12,13,21,22,23,31,32 e 33, num total de
9 = 32 possibilidades. Cinco deles tém uma quantidade par de algarismos iguais a 1,
entao as = 5.

b) Um nimero de n + 1 algarismos em que o 1 aparece um nimero par de vezes

pode ser formado de dois modos, a partir de um niumero com n algarismos.

e Tomando-se um numero de n algarismos em que o 1 aparece um nimero par de
vezes (ha a,, deles) e acrescentar 2 ou 3. Nesse caso haverd 2a,, nimeros de n+ 1

algarismos com um nimero par de 1's construidos dessa maneira.

e Tomando-se um numero de n algarismos em que o 1 aparece um numero impar

de vezes e acrescentando-se 1. como hd um total de 3" numeros de n algarismos
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formados por 1, 2 e 3, a quantidade de niimeros com n+1 algarismos com nimero

par de 1's que resulta dessa construgao € igual a 3" — a,.

Logo, a quantidade total de nimeros com n + 1 algarismos com numero par de

1's € dado por:

any1 = 3" —a,) +2a,=3"+a, Vn>1.

c¢) Note que,
a; = 2
as = a1+ 31
as = ag+ 32
as = agz—+ 33
Ap—1 = GQp_2+ 3n—2
an = ap_q+3"7L

Somando membro a membro nas igualdades anteriores e efetuando as devidas sim-

plificagoes, obtemos:

a, = 243" +324+34... 43" 243"

PG
31 _3
_ 9
T
31 41
_ ;,VneN.

Problema 9 ( Pinheiro e Lazzarin (2015) Questao 9 - OBMEP-2012- nivel 2). Renata

montou uma sequéncia de triangulos com palitos de fosforos, sequindo o padrao indicado

na Figura[3. Um desses triangulos foi construido com 135 palitos de fésforo. Quantos

palitos formam o lado desse triangulo?

AN
VAN JAVAVAN

Figura 3 — Sequéncia de triangulos
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Solugao.
Na Figura consideremos a; = 3 o numero de palitos utilizados para construir o
primeiro triangulo. Desta forma, ay = ay + 6, ag = as + 9, e assim sucessivamente.

Assim, podemos formar a sequinte relagdo de recorréncia:

ap = 3
a = a1+2-3
a3 = as+3-3
as = as+3-4
+
-1 = Qp2+3-(n—1)
ap, = Qp_1+3-n.

Adicionando membro a membro as igualdades acima e efetuando as devidas simplifi-

cagoes, obtemos:

an, = 3(1+24+3+---+(n—1)+n)

1
= 3< —;mn
Como a, = 135 temos que:
3 1 =-10
"<"2+>:135 = 3 43n-210=0 = {n )
n =

desconsiderando o valor negativo, pois nao faz sentido termos quantidade de palitos
negativa, obtemos que o quantidade de palitos mecessdrios para formar o lado desse

triangulo € igual a 9.

Problema 10. (MORGADQO; CARVALHO, |2022) O saldrio de Carmelino no més
n €S, = a+ bn. Sua renda mensal é formada pelo saldrio e pelos juros de suas
aplicacoes financeiras. Ele poupa anualmente 1% de sua renda e investe na poupanca a

juros mensais de taxa i. Determine a renda de Carmelino no més n.

Solucao.

A renda x,, no mésn € igual ao saldrio S,, mais o rendimento sobre montante y,_1
das aplicagoes financeiras no més anterior. Ou seja, x, = Sy + 1 - Yp_1-

Por outro lado, o montante das aplicagoes financeiras no més n € igual ao do més
anterior, acrescido do valor poupado no més n, ou seja, Yp = Yn_1 + Z;xn

Ty — S

. . ~ n . .
Da primeira equagdo, temos que Y1 = o que implica que:

o xn—i—l - Sn—i—l
n — /.

?
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o . 1
Agora, substituindo essas equagoes em Yy, = Yn_1 + —T,, obtemos:
p

1 Tytl — Sn Tp— S, 1
Yn = Yn—1 + —Tp = + . + = : + -y,
p p

ou ainda,

1 .
Tny1 — Sn+1 + Sn = Tp+ —Tp-1

p
Tp4+1 — (Sn—i—l - Sn) = Tn (1 + )

i

Tpr1—b = x, <1+>.

p

Note que b= S,, 11 — S,, pois como S,, = a + bn teremos que:

Sn+1 = Qa + b(n + 1)

E assim,

Spt1—Sp=a+bn+1)—(a+bn)=a+bn+b—a—bn=0.

Dai, temos uma recorréncia linear de 1 ordem nao homogénea dada por:

Tpa1 = Tp <1+ Z) + b.
p

.\ n—1
. Z 7/ ~ ~ A .
Assim, a, = |1+ — ¢ uma solugcdo nao nula da recorréncia:

p
l
Tpy1 = Tn <1+> )
p

e aplicando o Teorema (3.2)), seque que:

Ty = Tp_i <1+1>+b
p

.\ n—1 .\ n—2 .
1 1 1

<1+> Yy = <1+> -<1+>-yn_1+b
p p p
.\ n—1 .\ n—1
1 7

<1 + ) Yp = (1 + ) “Yn—1+0.
p p

1
Chamando k =1+ —, temos a,, = k" 1. Logo,

kn_lyn = kn_lyn—l +b.
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Multiplicando a equagdo anterior por obtemos:

1
kn—l

Yn ::yn—1‘+ knfl'
Por outro lado, xog = a ( no més 0 a renda é Sy = a ). Assim,

—1
Tp = GpYn = To=aYo = a=apy > a=k Yo = Yo=a-k.

Dai, seque que:

Yo = ak
Yy = Yo+0b
b
Yo = %1+ ©
b
Yn = yn—l‘+ k"fl‘

Adicionando, membro a membro as igualdades anteriores, temos que:

S FIL
Yn = @ k k2 knfl
PG
(1 n__l
= ak+b (k) ]
-
|k
1—-k"
= ak+ bk |~
ak + L_k]
1-—k" 1
1—-k" 1
yn = a/k+b kn—l ﬂ

Como x,, = a,Yy,, teremos:

1—-k" 1
n—1

1—-k"

= ak"+b- 5

Agora, substituindo k =1+ ]%, obteremos:

T, = a(l*_i>n4_b.1__<1+;)
p 1—(1+1)

_ a(Hz’)"M.l—(H;)
p

?

p
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T, = a(l—l—

Logo,

No mundo ocidental, a sequéncia de Fibonacci apareceu pela primeira vez no livro
“Liber Abaci”(1202) de Leonardo Fibonacci, embora ja tivesse sido descrita por gregos

e indianos. Fibonacci considerou o crecimento de uma populacdo idealizada ( nao

realistica biologicamente) de coelhos, como descreveremos a seguir. Consideremos uma

sequéncia (f,),>1 na qual f, representa o nimero de casais na populagao de coelhos

no n-ésimo més, supondo as seguintes regras:

o No primeiro més nasce apenas um casal;

e 0s casais amadurecem sexualmente e reproduzem-se apenas apds o segundo més

de vida;

o Nao ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo;

e Todos os meses, cada casal fértil da a luz a um novo casal,

e 0s coelhos nunca morrem.

A Figura 4] a seguir ilustra essa populagao imagindaria de coelhos nos seis primeiros

meses do Processo.

Figura 4 — Evolucao do nimero da populagao de coelhos
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A populacao de coelhos evolui como podemos obervar na Tabela |8 a seguir.

Tabela 8 — Populacao de coelhos de Fibonacci

Meés Pares adultos Pares Jovens Total de pares

1 0 1 1
2 1 0 1
3 1 1 2
4 2 1 3
5 3 2 5
6 5 3 8
7 8 5 13
8 13 8 21
9 21 13 34
10 34 21 95
11 5Y) 34 89

A sequéncia de Fibonacci (f,) é definida como sendo o niimero de casais de coelhos
existentes ao final do més n. Assim, f1 =1, fo =1, f3 =2, fy =3, -+, mais ainda
frt+2 = fos1 + frn para todo natural n > 1.

Uma pergunta bastante natural nesse ponto é se podemos obter uma féormula fe-
chada para f,, em funcao de n.

Pelo que ja abordamos no nosso trabalho, sabemos que ¢é possivel encontrar tal

formula fechada. E uma férmula muitissima curiosa, pois nela aparece o ntmero de
1++5 _ 1 1-+5
e 0 seu inverso —— = .
2 %) 2
Problema 11. (MORGADO; CARVALHO, 2022) De quantas formas distintas n pes-

soas que estao sentadas em n cadeiras numa unica fileira de um teatro podem regressar

ouro da geometria classica ¢ =

para a mesma fileira apos o intervalo do espetdculo, respeitando-se a condigcdo de que
cada pessoa sente-se ma mesma cadeira que estava antes ou numa cadeira que Sseja

vizinha a cadeira que ocupava antes do intervalo.

Solucao.

Seja x, o numero de maneiras distintas de n pessoas que estao sentadas em n
cadeiras numa fileira de um teatro regressarem para a mesma fileira apos o intervalo
do espetdaculo, respeitando-se a condicdo de que cada pessoa sente-se na mesma cadeira
que estava antes ou numa cadeira que seja vizinha a cadeira que estava antes.

Note que x1 = 1, pois havendo apenas uma pessoa e uma cadeira, a pessoa neces-
sariamente regressaria para a sua cadeira de origem, jd que a cadeira €, meste caso,

unica.
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Além disso, xo = 2, visto que no caso de duas pessoas e duas cadeiras, hd 2 situagoes
possiveis: a primeira situacao € cada uma das pessoas regressem ao seu lugar de origem;
a outra € que essas duas pessoas troquem de lugar entre si.

Consideremos entao a situagcdo em que temos n+2 pessoas e n+2 cadeiras. Podemos

dividir as possiveis configuracoes em dois tipos, a saber:

e As configuracoes em que a pessoa 1 regressa para a sua cadeira de origem. Nesse
caso, ainda teremos que arrumar as n+ 1 pessoas restantes satisfazendo as con-

digoes impostas pelo enunciado, o que pode ser feito de x, 1 modos distintos.

o As configuracoes em que a pessoa 1 nao regressa ao seu lugar de origem. Nesse
caso, a pessoa 1 necessariamente terd que sentar na cadeira que era originalmente
da pessoa 2 ( pois essa é a unica cadeira vizinha da cadeira que era originalmente

ocupada pela pessoa 1).

Ja a pessoa 2, também necessariamente terd que ocupar a cadeira que era ocupada
pela pessoa 1, pois nenhuma das demais pessoas tem a cadeira de origem ocupada

pela pessoa 1 como cadeira vizinha.

Diante do que acabamos de expor, seque que as pessoas 1 e 2 trocaram de lugar,
restando ainda n cadeiras e n pessoas, que respeitando as condicoes impostas pelo

enunciado, pode ser feito de x, maneiras distintas.

Logo, o numero total de configuracoes distintas com n + 2 pessoas que respeitam as
condicoes do enunciado € igual a x,11 + T,.

Portanto,
Tpio = Tpi1 +Tp, VN EN, com n>1. (5.2)

Sendo assim, vamos resolver a recorréncia homogénea de sequnda ordem obtida em

E2.
A equacdo caracteristica associada a referida recorréncia é dada por > —r —1 =0,

1++5 1-+5

— e —_
2

a equacao caracteristica, a solucao geral da homogénea € dada por:

1+v5\" 1—v5\"
gf +022\/— '

cujas raizes $ao: r4 = ro . Como temos duas raizes distintas para

Ty = 017“? + 027’3 = 01

Para determinar os valores das constantes Cy e Cy, vamos utilizar as condicoes:

x1 =1 e xy =2. Aplicando essas condicoes, teremos o sequinte sistema de equacoes:

1 1
1 5 1—-+5
Cy +2\/_ + 1-V5 -1

2

2
1++5 1—+5
olf +022f =2
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Resolvendo o sistema de equagoes acima, encontraremos:

5+5 5—5
G=—p ¢ =

Desta forma, teremos que a solucao geral da recorréncia homogénea satisfazendo as
condicoes iniciais xr1 = 1 e xo = 2 serd:
1+v5\" 1-v5\"
Ty = Cﬂ’? + CQT;L = Cl < 2\/_> + CQ ( 2\/_>
5+V5 (1++5 "+5—\/5 1—-+5\"
10 2 10 2 '

Se quiser relacionar com a sequéncia de Fibonacci, seque que x,, = fn11, ou seja, o
n-ésimo numero de Fibonacci.
1

. Silsal

Problema 12. (GOMES; DINIZ; GURGEL, |2021) Resolva a recorréncia

D,=n—-1)(Dp1+Dpo)Vn>2 comnéeN,
e as condigoes iniciais Dy =1 e Dy = 0.

Solugao.

Podemos reescrever a lei de recorréncia D, = (n — 1)(D,—1 + D, _2) da sequinte

maneira:
Dy, =nD, 1 —D,_1+ (n - 1)Dn—2 = Dy—nDyp 1=~ |Dypq — (TL - 1)Dn—2 )
—_——
Qn an—1
ou seja, a, = —a,_1, para todo n > 2.

Ora, como Dy =1 e Dy =0, seque que:

CL1:D1—1D0:O—11:—1

Por outro lado, como a,, = —a,_1 para todo inteiro n > 2, seque que:
a; = —1
aa = —ap=—(—1)=1
a3 = —ag9 = —1
ag = —az=—(-1)=1

a, = (=)™
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Assim,
Ay = Dn — 77,an1 = (-1)”

Agora dividindo a expressao D,, —nD,_1 = (—=1)" por n!, seque que:

Dn TLDn_l (—].)n Dn nDn_l (_1)n
- — :> _ fr
n! n! n! n!  n(n-—1)! n!
D D, —1)"
o Do Dn (L7
n! (n—1)! n!

. D, o , .
Definindo b,, = — podemos reescrever a exrpressao acima da Sequinte maneira:
n!

(1"

n!

D, D, (—1)™
— - = by, = by
n! (n—1)! n! ~ L

Sendo assim, temos que:

(=1)*

by = b1+T
—1)3
._1n

b, = bn_1+( ).

n!
Somando membro a membro as igualdades anteriores e fazendo as devidas simpli-

ficagoes, obtemos:

b, = b+

2! 3! (n—1)! n!
D, 1 1 (1)
I TR TR TR
0 1 1 (1)
T onta st
1 (1)
2 §+' + n!
Por fim, como b, = —T, seque que:
n.
D, 1 1 (1) 11 (1)
- ce —_nl|l = - = ce
T R T R ”'(2! T )
Como & = 1 =1, podemos escrever:
1111 (1)
=nl | - - — - ce A
D "'(()! TR TR TR )

Da andlise combinatoria, sabemos que essa expressao € justamente o numero de

permutacoes caoticas de n elementos distintos.
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Problema 13. (PINTO, 2017) Uma planta € tal que cada uma de suas sementes
produz, um ano apos ter sido plantada, 21 novas sementes e, a partir dai, 44 novas
sementes a cada ano. Se plantarmos hoje uma semente e se, toda vez que uma semente
for produzida ela for imediatamente plantada quantas sementes serdo produzidas daqui

an anos?

Solugao.
No ano (n +2) sdo geradas 21 sementes para cada semente gerada no ano (n+ 1)
e 44 sementes para cada semente gerada nos anos anteriores.

Logo, se x,, denota o numero de sementes geradas no ano n, temos:
Tpyo =21Tpy +44 (2 +Tpq + -+ 21+ 20) (5.3)

comxy =1 ¢exyg=21-21+44 = 485.
Para transformar essa recorréncia em uma recorréncia linear de sequnda ordem,

eSCrevemos a erpressao para Toii dada por:
Tpo1 =21z, +44(xy 1+ Tp o+ -+ 21+ 20) - (5.4)
Agora, fazendo — e efetuando as devidas simplificacoes, obtemos:
Tpyo — 22041 — 232, = 0.

Veja que podemos associar a essa recorréncia homogénea a equacdo caracteristica

dada por:
r? —22r —23 =0,

cujas raizes reais sao: r1 =23 e ryg = —1.

Desta forma, a solugcao geral dessa recorréncia é dada por:
Tp = CY17'711 + 027’3 = Cl - 23" -+ 02(_1)n

Aplicando as condicoes iniciais, x1 = 1 e x9 = 485, obtemos o sequinte sistema de

equagoes:
23C1 —Cy = 1
529C) + Cy = 485
. . 11 1
Resolvendo o sistema anterior encontraremos os valores C = T2 e Oy = Tk

Portanto, a solugdo geral é dada por:

o 23" + 1( 1"
=1 12 '
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e

Problema 14. Sejam a e b as raizes da equacdo x* = x + 1. Mostre que a'3 + b3 ¢

um inteiro e determine seu valor.

Demonstracao.
Das relacoes de Girard, temos que S =a+b=1e P=a-b= —1. Suponhamos
que quetramos descobrir o caso geral, ou seja, a™ 4+ b" = s,,. Assim,
sop = a+0=14+1=2
s = at+bt=a+b=1
sy = a*+b=(a+b*-2ab=1-2(-1)=3=1+2
s3 = &+ =(a+b)(a®+b*—ab)=1-(3—(-1)=4=3+1
o= a4+ b = (@4 B) 20 =38 - 2(-1)P=9-2=T=4+3,
Note que, Sp19 = Spi1 + Sn (conjectum). Como s, = a"™ + b", teremos que:

Spy1 +8n = a" Tt e 4"
= a"(a+1)+0"(b+1).
Mas, como a e b sdo raizes da equagio x> = x+1 seque que a®> =a+1 eb?> = b+1.
Logo,
Spp1+ 8, = a(a+1)+b"(b+1)
= a"-a®+ b
a2 4 pnt?
Sn+1 T Sn = Sp42.

Desta forma, Spi1 + Sp = Spio COMO queriamos.
Sendo assim, fazendo uso da recorréncia encontrada anteriormente, teremos o0s

sequintes valores para s; com 2 < i < 13.

Tabela 9 — Os 12 elementos da recorréncia dada

Spt2 = Spt1 + Sn Sni2
S9 = 81 + Sp 3
S3 = So + S 4
S4 = S3 + S2 7
S5 = S4 + S3 11
S = S5 + S4 18

S7 = Sg + S5 29
S8 = S7 + Sg 47
S9 = Sg + Sy 76
S10 = Sg + Sg 123
S$11 = S109 + S9 199
S12 = 811 + S10 322
$13 = S12 + 511 521

PR 0o e wn e~ o3
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Desta forma, utilizando a recorréncia encontrada, obtivemos que s13 = 521.
Agora, vamos encontrar esse mesmo wvalor, resolvendo e encontrando a formula

fechada para a recorréncia obtida anteriormente:

Spt+2 = Sp+1 + Sp, com so =2 e sp = 1.

2_r—1=0 a recorréncia

1++5

homogénea dada. Assim, as raizes dessa equacao caracteristica sao r = e

2
16

o =

Note que podemos associar a equagdo caracteristica r

Portanto, a solucao geral dessa recorréncia homogénea é dada por:

1+\/S>"+02.<1—\/5>".

2 2

Sp = 017"711"‘027“3 = 01 . (

Aplicando as condigoes iniciais, so = 2 e s1 = 1, teremos o sequinte sistema:

Cy + Oy = 2 N ¢, =1
6 (58) + 6 (155) = 1 G o= 1

Desta forma, a solucao dessa recorréncia é dada por:

Sn:<1+\/3>"+<1—\/5>"'

2 2

Sendo assim, o valor s13 procurado € dado por:

2 2

<1+\/5)13+81192(1_\/5)13

- _(1+\/5)13+(1—\/5)13]
B

Lk=0

o <1+\/5>13+ (1—x/3>13

AW IORWIRGH

k=0

- a2 (o) (9]

(e (e (G () ol o)
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1
S18.= 1006 (1 + 390 + 17875 + 214500 + 804375 + 893750 + 203125)
1
= —— 2134016
4096
S13 = 521.

Veja o quanto foi rapido obter nossa solugao via solugio geral da recorréncia, ima-
gina o trabalho que seria obter o resultado de sipoo sem usar a formula em fungdo

apenas de n.

Problema 15. Prove que se a e b sio as raizes da equacdo x> — Sz + P = 0 e

Tp=a"+b" onde S e P sdo a soma e o produto das raizes, respectivamente, entao
Tpio = Stpy1 — Py, Vn € N,
Demonstracao. Temos que,
??—Sr+P=0 = a2°=S8x—P
Das relagoes de Girard, temos que S =a+b e P=a-b. Assim,

Stpy1— Px, = S (a”+1 + b”“) —P(a"+b")
= (a+b) (" +5") = (ab) (a" + b")

— an+2 + bn+2
= Tny2-

Logo, ©, 0 = Sx, 11 — Px, conforme queriamos provar. [ |

Problema 16. Prove que se a e b sio as raizes da equagio v°> — Sz + P = 0 e

T, = aa™ + Bb" entdo
Tpio = STpi1 — Px,, Yn € N.
Demonstracao. Note que,

Sty — Pz, = (a+b) (aa™ + 80" — (ab) (aa” + 5b")
— aan+2 4 6bn+2

= Tnpit2-

Logo,

Tpy2 = an—i—l - Pxna
como queriamos.

Problema 17. Sejam a e b as raizes da equagio x*> — 6x +1 = 0 e para cada inteiro

ositivo n, defina x,, = a™ + b", sendo assim
) ) )
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a) Mostre que Ty = 6xp11 — Ty
b) Prove que, para todo inteiro positivo n, x, é um inteiro nao divisivel por 5.
Solugao. a) Note que,
62pi1 —x, = 6 (a”Jrl + b”“) — (a" 4+ 0")
= a"(6a—1)+0b"(6b—1)
= a"-a®+ b b
g2y 2
= Tnt2-
Veja que utilizamos o sequinte fato, como a e b sao raizes da equagio > —6x +1 =0,
entdo a®>+6a+1 =0 o que implica que a* = 6a—1 e analogamente, b> = 6b—1. Desta
forma, obtemos que 19 = 6x,11 — Tp.
b) Por indugao.
r1 = a+b=6
zy = a®+b = (a+b)”—2ab=36-2=34
r3 = b6x9—1x1 €Z, uma vez que Ty € T SAo inteiros.
(Hipotése de Indugao): Suponha que xy e Txy1 Sdo inteiros, ou seja,
Tryo = 6Zpq1 — 11 € Z.
Como x40 = 611 — Ty, tem-se,
1 = a+b=6=1 mod5
zo = >+ =34=—-1 mod5=4 mod5
T3 = 06x9—21=198=—-2 mod 5=3 mod 5.

Tabela 10 — Restos nao nulos na divisao por 5

n | Tpnio= Tpi1— 2, = ¢ modbH | Resto
1 T3= a9—2; = —2 mod?bd 3
2 T4= X3—T9 = —1 mod?bd 4
3 Ts= x4—2x3 = 1 modbH 1
4 Te= x5—x4 = 2 modbd 2
5 = x5—25 = 1 modbH 1
6 Tg= x7—T¢ = —1 modbd 4
7 T9= a3—T7 = —2 mod?bd 3
8 Tip= X9—x3 = —1 mod?H 4
9 TIH= Xip—T9g = 1 modbH 1
10 T12= T11—Z19o = 2 modbH 2
11 Ti13= Xi2—213 = 1 modbH 1
12 Tu= X13— T2 = —1 modbd 4
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Os restos que aparecem em modulo 5 sao {1,2,3,4} e repetem um bloco de 6 em 6.
Ou seja, os seis primeiros numeros deixam o mesmo resto que 0 numeros que vao do
T7 a0 x19 respectivamente.

Desta forma, concluimos que,
r,=1,2,3,4 mod 5.

ou seja, sempre serd um numero nao divisivel por 5.

’

Problema 18. Prove que, para todo inteiro positivo n, o nimero {(2 + \/§>nJ ¢ impar.

| x| representa o maior inteiro menor ou igual a x.

Solucao. Veja a Tabela a sequir para alguns valores assumidos por n.
Tabela 11 — Alguns valores para ntimero piso.

n _(2 + \/5) n_ = 7

0

(2+v3)] = 1
(2+va)| = 3
2| |2+v3)| = 13
( )| = 51
(2+v3)

= 193

Definindo x, = (2 + \/§>n + (2 — \/g)n Pois tanto o mimero (2 4+ v/3) quanto
(2 — \/§) sdo raizes de uma equacao do 2° grau com coeficientes inteiros. Entdo,

analogamente ao Problema (15| teremos que:

Tni2 = an-{—l — Pz,
Tnt2 = 4xn+1 — Tn,

uma vez que S = (2+V3)+(2—-V3)=4eP=(2+V3)- (2—V3)=4-3=1.
Assim,

x0:(2+\/§)0+(2—\/§)0:2 exlz(2+\/§)1+(2—\/§)1:4.

Desta forma, como x,19 = 4xn11 — Ty, Significa que todos os termos da sequéncia
sao pares, pois o primeiro e o sequndo lermo Sao pares, e a TECOTTENCIG Tpio € G

diferenca de termos pares. Sendo assim, x, € par para todo nimero inteiro positivo n.
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Logo, de x,, 19 = 4xp11 — T,, obtemos:

To = 41‘1 — Ty = 14
T3 = 4.172 — T = 52
Ty = 4]73 — Ty = 194

rs = 4dxg— x3="T24.

Veja que x,, = (2 — \/§)n + (2 + \/§)n e além disso, 0 < (2 — \/§) < 1 tmplica que
0<(2-v3)" <1

Desta forma, teremos que {(2 + \/g)nJ =x, — 1.

Ora, como X, é sempre par, isso significa que x, — 1 serd sempre impar. Veja a

Tabela a sequir para uma melhor ilustragdo:

Tabela 12 — Valores: ntimero piso X sequéncia x,.

AICONIES
0 1 2

1 3 4

2 13 14
3 51 52
4 193 194
5 723 724

e

Desta forma, concluimos que para todo inteiro positivo n, o niumero {(2 + \/3) nJ é

sempre impar.

Problema 19. (MORGADQO; CARVALHO, |2022) Cinco times de igual forca disputa-
rao todo ano um torneto. Uma taca serd ganha pelo primeiro time que vencer trés vezes

consecutivas. Qual a probabilidade da tagca nao ser ganha nos n primeiros torneios?

Solucao. Seja p, a probabilidade de que a taca nao seja ganha nos n primeiros tor-
netos. Vamos caracterizar p,io em fungdo de ppi1 € pp.

Primeiramente, temos que o primeiro torneio pode ser ganho por qualquer um dos
cinco times, com isso, duas alternativas podem ocorrer para caracterizarmos recursiva-

mente 0s n + 2 torneios.

e O time que ganhou o primeiro torneio ndao ganhar o sequndo, o que pode aconte-
cer com probabilidade igual a = Isso ocorrendo, serd como se a série de torneios
estivesse comegando no sequndo torneio. Assim, considerando que os torneios

iniciaram a partir do sequndo (sem perda de generalidade), temos que esta alter-

nativa tem probabilidade igual a gpnﬂ de acontecer.
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e O time que ganhou o primeiro torneio, ganhar o sequndo, mas ndao ganhar o
1

terceiro, o que pode acontecer com probabilidade igual a <5 -1- 5). Assim, con-

siderando que os torneios iniciaram a partir do sequndo (conforme a alternativa

anterior), temos que esta possibilidade tem probabilidade igual a £ 5pn, ou seja,

—pn de acontecer.

25
Portanto, temos que a probabilidade de que a taga nao seja ganha nos n+2 primeiros
4 1 4
torneios é caracterizada recursivamente pela recorréncia p,io = gan + 5 5pn.
Ou ainda,
4 4 0
Pn+2 5pn+1 25pn — Y

com p; = pe = 1 (jd que a tarca certamente nao é ganha nas duas primeiras realizagoes).

Assim, a equacdo caracteristica associada a recorréncia homogénea encontrada é

dada por:
4 4
2
B
Ty T
, ) . 24+ 2v/2 22 ,
cujas raizes $ao ry = ———— € 1y = . Sendo assim, como r1 # o temos que

a solucao geral da recorréncia linear de 2* ordem € dada por:
n n
pn = Ci17 + Cory,

onde Cy e Cy sao determinadas pelas condigcoes p1 = po = 1. Sendo assim, teremos:

2 +22\" 2 —22\"
Pn:C’1<+5\/_) -1-02(\5\/_) .

Aplicando as condicoes iniciais p1 = pa = 1, teremos o sequinte sistema de equagoes:

e 2+52\/§>+02<2—52\/§ 4 o, _10+5v2
16

= .

12 4 8v/2 12 -8v2\ _10-5v2

(B e (2R T o 1

Logo, substituindo os valores encontrados para as constantes Cy e Csy, teremos que

a solugcao geral serd dada por:

C1045v2 (2422 ”+10—5\/§ 2-2v2\"
16 5 16 5 '

Pn

Problema 20. (PINHEIRO et all| 2015) De quantas maneiras diferentes podemos
organizar n domind’s 2 X 1 em uma caixa 2 X n sem contar as possiveis permutagoes

entre as pecas?
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Solugao. Vamos analisar alguns casos para compreender melhor o que estd aconte-
cendo. Para isso, vamos representar pela letra V' e H, respectivamente, as posigcoes

vertical e horizontal que o dominé pode ser posicionado na caiza.
e Paran =1 teremos UMA tnica possibilidade que é colocar na posi¢io {V'}.
e Para n =2 teremos DUAS possibilidades que serdo: {VV'} ou {H}.
e Paran = 3 teremos TRES possibilidades: {VVVY} ou {VH} ou {HV}.

e Paran =4 teremos CINCO possibilidades: {VVVV} ou{VVH} ou {VHVY} ou
{HH} ou {HVV}.

Analisando esses casos particulares, e sendo x, o nimero de maneiras diferentes

que podemos organizar n domind’s 2 X 1 numa caixa 2 X n, percebemos que:
T3 =2X9+T1 € T4= 23+ T2,
o que intuitivamente nos leva a concluir que:
Tp = Tp—1 + Tp_o.

Vamos justificar que de fato a relagio de recorréncia dada anteriormente é valida.
Para isso, como temos uma caiza de tamanho 2 xn, temos duas formas de comecarmos
organizar os domind’s nessa caiza. Ou colocamos um dominé na vertical {V'} ou dois

domind’s na horizontal {H}. Entdo vamos analisar esses dois casos:

i) Comegar com um domind na vertical {V'}.

Se comecarmos com um domind na vertical, sobrardo uma caiza de tamanho
2 X (n—1), pois ja se utilizou um espago 2 X 1 da caiza, ao ser posicionado o

primeiro domino.
Portanto, teremos x,_1 maneiras de organizar os domino’s na caira comecando
com um dominé na posi¢ao vertical.

it) Comegar com dois domind’s na horizontal {H}.

Se comecarmos com dois domind’s na horizontal, sobrardo uma caira de tamanho
2 X (n —2), pois ja se utilizou um espago 2 X 2 da caiza, ao ser posicionado o

primeiro domino.

Portanto, teremos x,_o maneiras de organizar os domino’s na caira comecando

com dots domind’s na posi¢ao horizontal.

Como devemos ter qualquer um dos dois casos acima, seque que a relacao de

recorréncia serd dada por:

Tp =Tp-1+ Tp_2
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A equacao caracteristica associada a recorréncia homogénea acima é dada por:
r?—r—1=0,
1++5 1-+/5

cujas raizes sao dadas por: ry = 5 ery =

Desta forma, a solucao geral da recorréncia € dada por:

0 =C) (1 +2‘/5>n+02 (1 _2‘/5>n.

Para determinarmos os valores das constantes C7 e Cy utilizaremos as condigoes

nicitais 1 = 1 e xo = 2, formando assim, o sequinte sistema de equagoes:

()05 < fo -

2 2

2 N — 10 _
o (LE5) o (L) s ¢, =20
1 5 2 5 = T
Portanto, a solucao geral é dada por:
1+v5\" 1— "
a5 ()
2 2
_ 5 VB 14V 5B (15"
10 2 10 2 '

Problema 21. (DUARTE, 2018) Quantas sao as senhas de n termos, em que seus
caracteres pertencem a um conjunto definido por 1 letra e 2 algarismos que nao possua

dois algarismos adjacentes?

Solucao. Sem perda de generalidade, vamos considerar o conjunto de caracteres des-
crito dado por {A,1,2}. Seja x, o nimero de senhas procurado pelo enunciado do
problema.

Sendo assim, para n =1, ou seja, senhas formadas apenas com 1 unico termo, te-
remos as sequintes possibilidades: A, 1 ou 2, ou seja, teremos 3 possibilidades possiveis
(x1=3).

Para senhas formadas com 2 termos tem-se: cada senha de 1 termo que termina
em letra, dd origem a mais trés senhas (AA, A1, A2). No entanto, quando termina em
algarismo, sé da origem a mais uma senha (1A,2A). Assim, temos 5 possibilidades
possiveis (o =3+2-1=05).

Para senhas com 3 termos, pode-se acrescentar os algarismos 1 ou 2 depois de todas
as senhas de xo que terminam em A, assim como também, podemos acrescentar A em

todas as senhas de x5, veja tais possibilidades listadas a sequir:

(AA1, AA2,1A1,1A2,2A1,2A2) + (AAA, A1A, A2A, 1AA, 2AA).
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Sendo assim, r3 =5+3+3=54+2-3. Percebe-se que 5 =19 ¢2-3=2-x1. Dai,
T3 = T9 + 2x1 = 11.

Para senhas com 4 termos, teremos de modo andlogo ao que fizermos anteriormente,
acrescenta-se 1 ou 2 depois de todas as senhas de x3 que terminam com a letra A que
corresponde ao numero de senhas de xs, logo sao 2 - x9 =2 -5 = 10. Pode-se também
acrescentar A no final de todas as senhas de x3, logo séo mais x3 = 11 senhas. Sendo
assim, x4 = x3 + 209 = 11+ 2 -5 = 21.

Para senhas de 5 termos, analisando como feito nos casos anteriormente, pode-se

fazer recursivamente:

Ty = $4+2I3
s = 21+2-11
s = 43.

Assim, somos levados a perceber, por arqgumentos de recursividade, que temos como

solugcao geral para esse problema a sequinte recorréncia:
Tpi2 = Tpi1 + 2%,
Veja que podemos associar a recorréncia anterior a equacdo caracteristica dada por:
r?—r—2=0,

cujas raizes sio r =2 e ry = —1.

Assim, a solugdo geral da recorréncia homogénea é dada por:
Ty = 012n + Cg(—l)n

Para encontrarmos as constantes C7 e Cy utilizaremos as condi¢oes x1 =3 exo =5

e resolveremos o sequinte sistema de equacoes:

4

201—02 =3 Cy :g
= 1 -

401‘{’02 =35 02 :_g

Desta forma, a solucao geral da recorréncia homogénea é dada por:

T, = =-2"——(=1)".
Problema 22. Quantas sio as senhas de n termos, em que seus caracteres pertencem

a um conjunto definido por 2 letras e 1 algarismo que ndao possua dois algarismos

adjacentes?
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Solugao. Seja x,, 0o numero de senhas procurado pelo enunciado do problema. Conside-
raremos o conjunto de caracteres sem perda de generalidade descrito dado por { A, B, 1}.

Vamos proceder de forma andloga ao que fizemos no problema anterior. Sendo assim,
e Para senhas de 1 termo, teremos trés possibilidades x1 =3 (A ou B ou 1).

e Para senhas com 2 termos, tem-se: cada senha de 1 termo que termina em letra
dar origem a mais 3 senhas (AA, AB, A1, BA, BB, B1). No entanto, quando
termina em algarismo, sé dar origem a mais 2 senhas (1A, 1B). Temos entdo,

8 senhas possiveis (vo =2+ 3 - 2).

e Para senhas com 3 termos, pode-se acrescentar 1 depois de todas as senhas de x5
que nao terminam em 1, também pode-se acrescentar A ou B em todas as senhas
de x5. Nao podemos deixar de perceber que 2-x1 =2-3=06¢2 -1 =2-8 = 16.

Assim,

T3 =211 + 209 =2-3+2-8=22.

e Para senhas com 4 termos, de modo andlogo, pode-se acrescentar 1 depois de
todas as senhas de x3 que nao terminam em 1, o que corresponde ao dobro das
senhas de x5, logo sdo 2-x9 = 16. Pode-se também acrescentar A ou B em todas

as senhas de xs3, logo sdo 2 -x3 =222 =44, sendo assim:

Ty =229 +2x3 =2-8+2-22=60.

e Senhas com 5 termos. Analisando como nos casos anteriores, pode-se fazer re-

cursivamente:

Ty = 2$3+2[E4

= 2-2242-60 = 164.

Analisando os casos acima, conjecturamos que a recorréncia para a solug¢do do pro-

blema € dada por:
Tpaio = 2Tpa1 + 22,

A equacdo caracteristica associada a recorréncia homogénea de 2% ordem anterior é

dada por:
r?—2r —2=0,

cujas raizes sao ry = 1+ \/§ ers=1— \/§
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Sendo assim, a solucdo geral da recorréncia € dada por:

Para determinar as constantes Cy e Cy,aplicaremos as condigoes iniciais 1 = 3 e

ro = 8, obtendo o sistema de equagoes:

{01(1+¢§)+02(1—\/§) =3 Oy _ 323

6
2 2 = .
Cr(1+v3) +Ca(1-V3) =38 e, _3-2V3
6
Portanto, a solucao geral é dada por:

3+2v3 3—2v3
Problema 23. (DUARTE, 2018) Quantas sio as senhas de n termos, em que seus
caracteres pertencem a um conjunto definido por L letras e K algarismos que ndo

possua dois algarismos consecutivos.

Solugao. Seja x, o numero de senhas de n termos que satisfazem o enunciado do

problema. Assim,
e Para senhas de 1 termo, teremos x1 = L + K possibilidades.

e Para senhas de 2 termos serao xo9 = L(L 4 2K), pois em todas as senhas de x;
podemos acrescentar qualquer uma das L letras, ou seja L(L + K) e mais, em
todas as senhas de x1 formadas por letras, que sao L letras, podemos acrescentar

qualquer um dos K algarismos, logo teremos L - K senhas, entao:

Ty =L(L+K)+ LK = L*> +2LK = L(L + 2K).

e Senhas com 3 termos, assim como fizemos nos casos anteriores, vamos dividir

em dois casos:

— Senhas terminadas em letras: As senhas de x3 que terminam em letra serdo
todas as senhas de xo acrescentadas por qualquer uma das L letras, logo

teremos, L - x9 possibilidades.

— Senhas terminadas em nimeros: As senhas de x5 terminadas em letras serao
formadas acrescentando qualquer um dos K algarismos no final de todas as
senhas de x5 que terminam em letras, que por sua vez, sao as senhas de xq
acrescentadas por qualquer uma das L letras, logo sao K(L - x1). Assim,

teremos:
r3=L -2+ K- -L-xq,

comxy =K+ L exy=L(L+2K), conforme vimos anteriormente.
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e Senhas com 4 termos: A partir daqui, faremos uso do raciocinio recursivo, onde

se determina:

x4y = Lxs + KLxs.

Procedendo de maneira andloga ao que fizemos nos casos anteriores, teremos:
Tpyo = Lz, + KLx,, (5.5)
comn>1, 21 =K+ L exy=L(L+2K).
Sendo o = L(L + 2K) e xo = Lxy + K Lxo, obtemos que xo = 1, pois:

L(L+2K) = Lxi+ KLz
I’ +2KL = L(L+ K)+ KL
I’+KL+KL = L*+KL+KLzy =1
A equacao caracteristica associada a recorréncia ¢ dada por:
r?—Lr—KL=0,
L++VL?>+4KL L—+L?+4KL
e .

9 =

cujas raizes sao ri =

Desta forma, temos que a solugcao geral da recorréncia homogénea é dada por:

n n
Ty, = 01'7“1 +Cg*’f’2

(L +VI2+ 4KL>”
2

Ty, = 01 +02

(L —VI?+ 4KL>”
2

Para determinarmos as constantes reais Cy e Cy, utilizaremos as condicoes xog = 1

exy = K+ L, formando o sequinte sistema de equagoes:

Cy+ C = 1
¢, <L+\/L;+4KL>1102 (L—\/L;+4KL> K4l
Como Cy + Cy = 1, implica que Cy =1 — Cy e portanto:
c, <L+\/L;+4KL> Lo (L—\/L2+4KL> K+l
(1—Cy) <L+\/L;+4KL> +CQ<L \/L2+4KL> _ K+l

(1-Co) (L+VI?+4KL) +Cy (L - VI*+4KL) = 2K +2L
C, (L— L2+4KL—L—\/L2+4KL> — 9K+ L —VI2+4KL
C, (—2\/L2 + 4KL) — 9K+ L—VI2+4KL

o = —(2K+ L)+ VL*+4KL
S o0WIZ+ 4K '
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Como C1 =1 — (Cy, teremos:

—(2K + L)+ VL2 +4KL
212 +4KL

(2K + L)+ VI*+4KL

2V L2 +4KL '

Desta forma, a solucao geral é dada por:

C, = 1-—

C, =

x, = Cp-r7+Cy 1y

c <L+\/L2+4KL>”+C (L—\/L2+4KL>n
1 2
2 2

- P e (e

onde A = [ +4K L.

Vamos testar a veracidade da férmula geral encontrada anteriormente em ([5.6)) no
problema para sequéncias com 3 termos, formado por 2 letras (L = 2) e 1 algarismo
(K = 1), ou seja, vamos encontrar o valor xg e verificar se o resultado serd 22 que foi
o encontrado no referido problema.

Como L =2, K =1e A = L? +4KL, teremos que: A = 12. Sendo assim,
substituindo n = 3 e esses valores em obtemos:

[2+2 w—] <2+2\/ﬁ>3+ l“é?—im] (2_2m>3

_ ( ) 1+\/§)3+< 224\;_[)( \/3)3
_ (2“[) 1O+6\/§)+(_22J\;§\/—> (10— 6v/3)

= 2\/3(10+6\/_+10 6\/_)+\}§(10+6\/§—10+6\/_)

Problema 24. (’SA/ et al., |2020) Considere o conjunto das palavras formadas pelas

T3 =

letras A, B e C' (com ou sem significado) escritas de modo que ndo haja duas consoantes
consecutivas, por exemplo, CAB e CABA. Seja x, a quantidade dessas palavras de n

letras satisfazendo as condigoes do enunciado.
a) Determine os valores de x1, x5 € x3.
b) Justifique a igualdade T, 49 = xp11 + 22,.

¢) Resolva a recorréncia dada em b) obtendo uma férmula geral para n.
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d) Calcule quantas palavras de 10 letras podem ser formadas satisfazendo as condi-

coes acima.

Solugao.
a) Considerando as palavras com apenas 1 letra teremos: x1 = 3 possibilidades A, B
ou C.

Para palavras com 2 letras teremos xo = 5 possibilidades a saber: AA, AB, AC, BA
ou CA.

Para palavras com 3 letras teremos x3 = 11 possibilidades: AAA, AAB, AAC, ABA,
ACA,BAA,BAB,BAC,CAA,CAB ou CAC.
b) Paran > 1, seja x, o nimero de palavras de (n+2) letras satisfazendo as condigoes

do enunciado. Para n > 3, uma palavra de n letras pode terminar em A, B ou C.

e Se terminar em A, as (n + 1) letras anteriores podem formar qualquer uma das

Tpa1 palavras de (n+ 1) letras satisfazendo as condigoes do enunciado.

e Se terminar em B ou C, a peniltima letra deve necessariamente ser A, obede-
cendo a condicao de nao podermos ter duas consoantes consecutivas e as n letras
iniciais podem formar qualquer uma das x, palavras de n letras satisfazendo as

condicoes do enunciado.

Entao como acontece qualquer um dos casos acima, teremos que:
Tpio = Tpi1 + 2$n7

conforme queriamos.
¢) Note que a equagao caracteristica associada a recorréncia linear de 2* ordem homo-

génea T,1o — Tyy1 — 22, = 0 é dada por:
r?—r—2=0,

cujas raizes sao ry =2 € rg = —1.

Logo a solucao geral dessa recorréncia é dada por:
Ty = 012n + Cg(—l)n

Para encontrarmos os valores das constantes C; e Cy utilizaremos os valores en-

contrados no item a) r1 = 3 e xy =5, formando o sequinte sistema de equagoes:

= 1 -

201 —Cy =3 Ci = g
4C1+CQ :5 C’2 - __
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Desta forma, a solucao geral da recorréncia € dada por:

4 1
n==-2"—-(=1)"
d) Fazendo n = 10 na expressao encontrada no item c) teremos:

4 1

— 7'210_7'_110

10 3 3 (—1)

4 1

= --1024 — -
3 3

~ 4095

-3

= 1365.

Portanto, podem serem feitas 1365 palavras com 10 letras pertencentes ao conjunto
de letras formado por A, B,C de modo que ndo haja duas consoantes consecutivas

conforme o enunciado do problema.

Problema 25 (OBM - 1997 - Nivel sénior). Os vértices de um decigono regular
ABCD ---1J devem ser coloridos usando-se apenas as cores Verde, Amarela ou Preta.
De quantos modos isso pode ser feito se vértices adjacentes nao podem receber a mesma

cor?

Solugao. Seja p, a quantidade de maneiras de colorir um poligono reqular de n lados
usando as condigoes do enunciado do problema.

Para compreender melhor o problema, vamos analisar alguns casos. De quantos
modos podemos colorir os vértices de um triangulo e de um quadrado? Ou seja, estamos
buscando encontrar os valores de p3 € py.

Vamos analisar p3. Seja um triangulo reqular de vértices ABC. Para pintar o
vértice A temos 3 modos, uma vez escolhida a cor, resta 2 cores para pintar o vértice
B e ja fica determinada a cor do vértice C, pois é a cor que resta. Portanto, temos
que p3 =3 x 2x1=6.

Para pintar os vértices do quadrado, nao € possivel fazer da maneira que fizemos
para o triangulo, pois os vértices opostos A e C podem ser coloridos da mesma cor ou

cores diferentes. Sendo assim, devemos dividir em dois casos:
e CASO 1: Os vértices A e C serdo coloridos da mesma cor.
e CASO 2: Os vértices A e C serdo coloridos de cores diferentes.

Vamos analisar o caso 1. Sem perda de generalidade vamos admitir que a cor do
vértice A seja PRETA e a do vértice B seja AMARFELA.

Note que a cor do vértice C' ja fica determinada e ¢ PRETA. Veja que para o vértice
D restard 2 opgoes (VERDE ou AMARELA), ou seja, teremos 2 possibilidades para

o caso em que o vértice A e C' sejam coloridos da mesma cor.
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Vamos analisar o caso 2. Considere que o vértice A foi pintado na cor PRETA e o
vértice B na cor AMARELA, como a cor de A e C sao diferentes, logo a cor de C' fica
determinada, ndo pode ser PRETA e nem AMARFELA, logo so poderd ser VERDE.
Com isso, a cor do vértice D também jd fica determinada, porque nao pode ser nem
PRETA e nem VERDE, logo teremos apenas a cor AMARELA. Ou seja, nesse caso
teremos apenas 1 possibilidade.

Assim, fizando as cores de A e B temos 3 possibilidades para colorir o quadrado.
Mas como temos 6 maneiras de escolher as cores de A e B, significa que py = 6x3 = 18
modos de colorir o quadrado.

Diante disso, como podemos colorir o poligono comn lados satisfazendo as condicoes
do problema?

Para responder a essa pergunta, vamos definir duas sequéncias auziliares dadas por:

e q, ¢ a quantidade de maneiras de pintar o poligono nas condigcoes do enunciado

quando a cor do vértice A for igual a cor do vértice C'.

e 1, € a quantidade de maneiras de pintar o poligono quando a cor de A for diferente

da cor de C.

Veja que a quantidade p, de maneinas de colorir o poligono jd estd definida e é

dada por:

Pn = Qn + Ty

Agora vamos encontrar a relacao de recorréncia de q, e de r,. No caso de g, temos
que as cores dos vértices A e C' sao iguais. Entao consideremos um poligono de n lados
e retiramos os vértices C' e B, pois o vértice C' tem a mesma cor de A e para o vértice
B teremos 2 possibilidades. Entao sobrarao n — 2 vértices do poligono n denotado por
ADEFG...., quando removemos os vértices B e C.

Portanto, ¢, = pn_o -2 = 2pn,_o, ou seja, serd igual a quantidade de modos de
colorir os n — 2 vértices que € p,_s e a quantidade de colorir o vértice B que poderd
ser pintado de 2 modos.

Agora encontremos a relagao de r,. Considere o poligono de n lados e retiramos o
vértice B. Assim existem p,_1 maneiras de colorir os vértices do poligono ACDEF - - -.
Note que uma vez colorido esse poligono a cor de B estd determinada (a cor diferente
de A e C). Logo teremos que 1, = pp_1.

Portanto, a quantidade de maneiras de colorir os vértices de um poligono de n lado

¢ dada por:

Dn = Qn+ 7y
- 2pn—2 + Dn-1.
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A equacdo caracteristica associada a recorréncia encontrada é dada por r*—r—2 =0,
cujas raizes sao ry = —1 e ryg = 2.

Diante disso, a solugdo geral é dada por:

Para determinar os wvalores das constanres C7 e Cy vamos utilizar as condigoes

p3 =6 e py = 18 na solugdo anterior, formando o sistema de equagoes:

—Cy+8Cy, = 6
Cy +16C, = 18

cuja solugao € Chy =2 e Cy = 1.

Portanto, como determinamos os valores das constantes C; e (s, segue que a solu¢ao

geral é dada por:

DPn = Cl (_1)n+022n
= 2(=1)"+2"

Como no problema estamos procurando a quantidade de maneiras de colorir os vértices

de um decagono, basta fazer n = 10 na solucao anterior, assim:

po = 2(=1)" 42
— 1026.

Problema 26 (Primeiro Teste Cone Sul Brasil-2020). Maria tem 14 dias para se
preparar para uma olimpiada. Se ela treina 3 dias sequidos, terd fadiga muscular.
Mas, se ela ndo treina por 3 dias sequidos, terd atrofia muscular. FEla entdo decide
planejar quais dias, dentre os 14, ela ird treinar, e quais nao ird treinar, de modo que
ela nunca treine 3 dias sequidos nem fique sem treinar 3 dias sequidos. De quantas

maneiras diferentes Maria pode montar seu plano de treino?

Solugao. Vamos representar as rotinas de treinos com uma sequéncia de letras T e N
onde T representa os dias que Maria treinard e N os dias que ela nao treinard.

Seja X,, a quantidade de sequéncias possiveis com n letras. Para uma melhor com-
preensao, vamos analisar alguns casos. Para n = 1 teremos X1 = 2 pois as possiveis
sequéncias sao T ou N. Para n = 2 teremos Xy = 4 pois sao as sequéncias NN, TT,
NT ou TN.

Veja que se tomarmos n = 3 devemos tomar o cuidado com as sequéncias TTT
ou NNN que ndo pode ocorrer de acordo com o enunciado do problema. Entao vamos

utilizar uma estratégia para estudar os casos onde n > 3.
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Sejam XAB a quantidade de sequéncias possiveis com n letras que terminam em
AB, onde A e B podem ser T ou N. Assim, uma sequéncia de treinos ou ela termina

em TT, ou em NN, ou em TN ou em NT, ou seja,
X, =X 4 XMV ¢ XNT o XTIV, (5.7)

Vamos analisar cada uma dessas situagoes que pode terminar o treino. Iniciaremos
analisando as sequéncias X1 o seja, as sequéncias que terminam com dois treinos
consecutivos. Para isso vamos analisar as sequéncias com n-1 termos e o ultimo termo

serd treinar (T).

xXm — ..77- 0 4---NN- 0 +---NT- 1 +---TN- 0
—_— N Y N Y N —— ~~
anl T anl T anl T anl T
XM = XN (5.8)

Justificando o resultado anterior. Como estamos analisando o caso da sequéncia ter-
minar com 2 treinos, o primeiro elemento nao podemos contar, uma vez que teriamos
uma sequéncia terminada com 3 treinos, o sequndo terminaria com NT e o quarto
elemento terminaria com NT.

Agora vamos analisar as situacoes que termina sem dois treinos sequidos, ou seja,

as situagoes terminadas em NN. Assim,

XN — ...TT.- 0 +---NN- 0 +---NT- 0 +---TN- 1
—_—— Y N Y/~ Y—— =~
Xn-1 N Xn-1 N Xn-1 N Xn-1 N
N = X0 (5.9)

A justificativa ocorre de modo totalmente andlogo ao caso anterior.

As situagoes que terminam com TN sdo:

Xm™ — ..1r7- 1 4---NN- 0 +---NT- 1 +---TN- 0
— N Y N Y N Y= =
anl N anl N anl N anl N
XM = X 4+ xM. (5.10)
As situacoes que terminam com NT sdao:
XN — ..TT- 0 4---NN-1 +---NT- 0 +---TN- 1
—— N e N Y N Y= =
anl T anl T Xn—l T anl T
XN = XNN 4 XTI (5.11)

Sendo assim, substituindo , , € em obtemos:
X, = X7 4 XNV 4 xNT 4 xTN
= X0+ X0 (X + X0 + (X0 x0)
= X5 XN XG0+ XG0+ X X
Xn—1
= X1+ XN 4+ XN (5.12)
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Ora, substituindo n por n — 1 em obtemos:

XM= X7+ XN (5.13)
E de modo andlogo, substituindo n por n —1 em obtemos:

XN XN 4 XN (5.14)

Agora substituindo (5.13) e (5.14) em (5.12)) obtemos:

X, =

Portanto, temos que X,

X1+ XN + X0
X1+ (X025 + X0 + (X + X))
X1 + X0 + X0+ X5+ X0

Xn—l + Xn—2~

Xn—2

n-1 + X,_o € a recorréncia que determina de quantas

maneiras uma pessoa pode organizar dentre n dias, os dias que ird treinar ou ndo,

respeitando as condicoes propostas no enunciado desse problema.

Como Maria tem 14 dias para se organizar em treinar ou mao, vamos encontrar

de quantos modos ela poderd montar o seu plano de treino. Como x1 =2 e Xo =4 e

usando a relagdo de recorréncia encontrada anteriormente, teremos:

Xio
X1
X2
X3
X4

X+ X4
X3+ Xy
X5+ Xy
Xe+ X5
X7+ Xg
X0+ Xy
X1+ X
X2+ X1
X3+ X2

442
6+4
10+6
16+10
26+16
42+26
68442
110+68
1784110
288+178
466+288
7544466

6
10
16
26
42
68
110
178
288
466
754
1220.

Portanto, Maria terd 1220 maneiras de montar seu plano de treino respeitando as

condicoes para nao apresentar fadiga muscular e nem atrofia.

Poderiamos ter resolvido a recorréncia linear de 2% ordem e encontrado a formula

fechada em funcao de n que representa a quantidade de dias que uma pessoa pode se

preparar para uma determinada situacdo com as condicoes do enunciado desse pro-

blema.

Sendo assim, considere a recorréncia X, = X,_1 + X,,_o com as condicoes X1 = 2

e Xo = 4. Podemos associar a essa recorréncia a equacio caracteristica r®> —r —1=0,
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1++5 1-+/5

[

Ut

cujas raizes sao: r1 = . Como encontramos duas raizes distintas

para a equagdo caracteristica, a solucdo geral dessa recorréncia é dada por:

xome () (1)

Para determinar as constantes C7 e Cs, vamos aplicar as condi¢oes X1 =2 ¢ Xo = 4

na expressao anterior e formar o sequinte sistema de equagoes:

(L) e 50) -

2
2 )
1 1—+/5
C'1< +\/_> +Cg< \/_> = 4
2 2
cuja solucao é01:5+5\/3 602:5—5\/5.
Portanto,
X_5+x/3<1+\/5>" —x/3<1—\/5>"
"5 2 5 2 '

Fazendo n = 14 na expressao anterior, encontraremos X4 = 1220.

Problema 27. Num certo local a populacao de uma determinada espécie é contada
no fim de cada ano, desde ha 10 anos. Designando por p,.+1 o numero de elementos
da espécie quando da (n + 1)-ésima contagem, sabe-se que py = 200 (isto é, hd 10
anos havia 200 elementos da espécie em questao) e p1 = 400, e verificou-se que no
fim de cada ano, o nimero de elementos da espécie em questdo era iqual ao quddruplo
do crescimento que essa populagdo teve no ano anterior (ao que acabou de findar). A

manter-se esta relacio no futuro, qual a populagcdo da espécie daqui a 5 anos?

Solucao. Pelos dados retirados do enunciado, teremos as condigoes iniciais po = 200,

p1 =400 e a relacao de recorréncia dada por:

Pn+2 = 4 (pn+1 - pn) .

A equagio caracteristica associada a recorréncia anterior é r? — 4r 4+ 40 = 0, cujas
raizes $ao: ri = ro = 2.

Portanto, a solucao geral é dada por:
P =C12" +Cy-n - 2".

Aplicando as condicoes pg = 200 e p; = 400 na solugcdo geral, teremos o sequinte

sistema de equagoes:
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C, = 200
20, +2C, = 400’

cuja solucao € Cp = 200 e Cy = 0.

Sendo assim, a solucao geral do problema € dada por:
pn = 200 - 27,
e consequentemente a populacao dessa localidade daqui a 5 anos é dada por:

po = 200-2°
= 25.8.2°
= 25.28
= (5-2)%.2°
= 20.100
= 6400.

Problema 28 (Olimpiada Iberoamericana- 1992). Sejam a,, e b, duas sequéncias de
inteiros tais que ag = 0, by = 8 e as relagoes apio = 2ap11 — Ay +2 € byio = 2b,11 — by,
Prove que a?+b% é um quadrado perfeito paran > 0 e encontre pelo menos dois valores

possiveis para (aig92, biggz)-
Solucgao. Note que:

Upyo = 20p41 — Gy + 2. (5.15)

Api1 = 20, — Qp_q + 2. (5.16)

Fazendo (5.15) — (5.16)) obtemos:
Ap42 — Qpy1 = 2 (anJrl - an) - (an - an71> .

Defina r,, = a,, — a,_1, veja que r, € chamada de razdo da sequéncia a,. Assim

teremos:
Tnt2 = 2rn+1 - Tn-

Podemos associar a recorréncia anterior a equacdo caracteristica q> —2q +1 = 0,

cujas raizes sao q = qo = 1. Assim, a solucao geral é dada por:
rn201-1”+02-n-1"201+02n.

Note que r,, € uma PA de razao Cs.
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Ora, como definimos r, = a, — a,_1 temos que r| = a3 —ag = a1 — 0 = ay. e
ro=as—a; = (201 —ap+2)—a; =a, —ap+2=a; + 2.

Assim, ro — 1y = 2, desta forma, temos que Co = 2. Masr; = a; = C; +2-1
implica que C; = a; — 2.

Portanto,

r, = C;+Con
rn = (a1 —2)+2n
rm = ap+(n—1)-2.

Por outro lado, veja que:

an, = (an_an—1)+(an—l_an—2)+(an_2—an_3)—|—...+(a1_ao)
— T’n‘|“’f‘n—1+7"n_2+rn_3+...+T2+T1
_ ()
2
n
= [a1+a1+(n—1)-2]§
- 2(a1+n—1)g
= n2+n(a1_1)

= n+n- a,
onde a =a; — 1.
Por outro lado, temos que:
bpio = 2by,11 — by,
Ou ainda,
b2 — bnt1 = bpp1 — by =0,

onde b é uma razao constante. Isso significa que a sequéncia é uma PA. Sendo assim,
teremos: b, = by + bn = 8 + bn.

Sendo assim, devemos mostrar que a2 + b2 ¢ um quadrado perfeito, logo:

2
ai+ b2 = (n®+an) +(8+bn)’
= n* 4+ 2an® + a®n® + 64 + 16bn + b*n?.

Como estamos procurando um quadrado perfeito, temos que:

(n2 +an + 8)2 =nt 4+ 2an® + (16 + a2> n? + 16an + 64.
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Portanto, a? + b é um quadrado perfeito se, e somente se:
nt 4+ 2an® + a®*n® + 64 + 16bn + b*n* = n* + 2an® + (16 + a2) n? + 16an + 64.

Fazendo a comparacao de polindmios, devemos ter:

)

16+a®> = a®>+1?
16a = 16b
o que resulta em a = b e b = £4. Agora vamos analisar os dois casos assumidos por b.
e Sea="beb=4teremos que: a, =n?+4n e b, = 8 + 4n e portanto:
(a1992, biog2) = (1992> +4-1992,8 + 4 - 1992)
(alggz, blggg) = (3976032, 7976)
e Sea=>beb=—4 teremos que: a, =n>—4n e b, = 8 — 4n e portanto:
((11992, 61992) = (19922 —4. 1992, 8—4- 1992)
(Cl1992, 61992) = (3960096, —7960)

Problema 29. (MARTINS, 2014) Um corpo nos instantes Os, 1s, 2s, 3s e 4s se en-
contra nas posicoes 2m, 3m, 6m, 11m e 18m, respectivamente. Encontre uma formula

que defina a posicao para qualquer instante n.

Solugao. Vamos colocar os dados em uma Tabela, como podemos observar a sequir:

Tabela 13 — Posicao do corpo no instante n

n : instante | Posicao
0Os 2m
1s 3m
2s 6m
3s 11m
4s 18m

Seja x, a posicao assumida pelo corpo no instante n. Assim, perceba que:

Tr3 = 2!E1 — Ty + 2

Ty = 2$2 — 2+ 2

Ts = 204 — T3+ 2
Tpo1 = 2Tp_9— Tp—3 + 2

Tp = 2Tp_1 — Tp_o + 2.
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Veja que a posicao para o instante n € dada pela recorréncia:
Ty =2Tp 1 — Ty o+ 27

que € uma recorréncia linear de 2* ordem nao homogénea. Entdo para encontrarmos a
formula fechada, € necessdrio resolver tal recorréncia.

Mas como estamos diante de recorréncia ndao homogénea de 2% ordem, a solugcao
geral é constituida de duas parcelas, uma solucao da homogénea associada e uma solucao
particular da recorréncia nao homogénea conforme vimos no capitulo 3 no Teorema
313

A equacao caracteristica associada a recorréncia homogénea € dada por:
2 _
re—2r+1=0,
cujas raizes sio r1 =19 = 1. Sendo assim, a solugio da homogénea € dada por:

Yo = C’lln—l—anln
= 01+Cg77,.

Agora vamos procurar uma solugcdo particular a, da parte ndo homogénea, utili-
zando o método desenvolvido no capitulo 4, teremos que uma solugdo particular para a

recorréncia nao homogénea € dada por:
S
a, =n’(A),

onde s deve ser escolhido de forma apropriada entre os numeros 0,1 ou 2. Tendo em
vista que uma constante figura na solu¢do homogénea encontrada anteriormente, s ndao
pode ser igual a 0. O mesmo ocorre para s = 1, pois na homogénea temos uma parcela
formada por uma constante multiplicada por n.

Assim, tomando s = 2, teremos que a, = An® é uma solucdo particular para a
recorréncia Ty, — 2Tn_1 + Tn_o = 2. Logo substituindo a, = An® na recorréncia nao

homogénea, obtemos:

An? —2A(n — 12+ A(n —2)* = 2
(A—2A4 A)n? + (4A — 4A)n + (—2A +44) = 2
A = 1.

Assim, a, = n?® é uma solucio particular para a recorréncia nao homogénea e

portanto como a solugdo geral é constituida das parcelas da homogénea e da particular,

teremos que:

Tn = Yn Tt ap

= C,+ Con+n
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Aplicando as condicoes iniciais, podemos encontrar os valores das constantes Cy e

Cs, para isso, fazemos xqg =2 e x1 = 3, dando origem ao sistema de equacoes:

Cl+02'0+02 :2 — Cl :2
Ci+Cy-14+12 =3 '

Logo, x, = 2+n? é a férmula que define a posicao do corpo para qualquer instante

n.

Problema 30 (Linares, Bruno-Alfonso e Barbosa (2020)-IMO 1984 - proposto pela
delegacao do Canadd).

Seja ¢ um inteiro positivo. A sequéncia (f,) se define como fi =1, fo=c e
fn+1:2fn_fn—1+2a (TLZQ)
Mostre que para cada k € N existe r € N talque fifri1 = fr-

Solucao. A relagdo de recorréncia fni1 = 2fn — fu_1 + 2 pode ser reescrita como:

fn+1 - fn = fn - fnfl + 2.

Agora, vamos escrever a recorréncia para diferentes valores de n e colocar em evi-

déncia uma soma telescopica:
fa—fo = fo—fit+2
Jai—fs = f3—fa+2
fs—Jfi = fai—[f3+2
fn_fn—l - fn—l_fn—2+2
fn+1_fn = fn_fn—1+2‘

Somando todas as equacoes anteriores, obtemos:

fovi = fa=fo— fi+2(n—-1).

Escrevendo de forma explicita a equagdo anterior para diferentes valores de n fica

em evidéncia outra soma telescopica:

fas—fo = (c—=1)+2-1
fa—fs = (c—=1)+2-2
fo—fo = (c=1)+2-3

(c=1)+2-4

fo—fs =

fo—foa = (e=1)+2-(n—2).
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Somando todas as equacoes anteriores encontramos:

fo—Ffo = (c=1)n—=-2)+2[14+2+ -+ (n—2)]
fn=fr = (c=1)(n—=2)+(n—-1)(n-2)
fo—fo = n*—4n+nc—2c+4

fo—fo = n®+(c—4)n+4-2c

Assim, teremos que:
fa=n*+(c—4)n—(c—4).
Chamando b = ¢ — 4 temos uma formula explicita para a sequéncia (f,):
fo=n%+bn—b. (5.17)
Fazendon =k en=k+1 em (5.17) teremos:
fa=k2+bk—b e fi=k+1)*+bk+1) -0
Assim,

forfovr = (B 40k =0b) - [(k+1)°+b(k+1) - b
= (K> +0bk—0b)- (K* 42k + bk +1)
= K'+20+ DK+ (b +b+ 1)E* — (b* + b)k — b. (5.18)
Queremos encontrar um numero natural r tal que fifri1 = fr-
Da equacao anterior, sabemos que fi fri1 € um polinomio de grau 4 em k e de ((5.17)

temos que f,. € um polinémio de grau 2 em r. Logo, devemos fazer r um polinémio de

grau 2 em k. Isto €,
r=k+pk+gq, (5.19)

onde p e q sao inteiros a serem determinados.
De (5.17) e (5.19) seque que:
fro = fephrqg = (B +pr+q)* + b(k* + pk +¢) — b
= K20k + (® + 2 +D)KE + p(2q + D)k + (¢ +bg—b).  (5.20)
Igualando os coeficientes respectivos de cada poténcia de k em (5.18) e (5.20) che-

gamos ao sequinte sistema de equagoes nas varidveis p e q:

D = b+1
pPP+2¢ = b +1
p(2¢+b) = —(*+b)

P +bg = 0



Capitulo 5. Misceldnea de problemas envolvendo recorréncias 151

Substituindo p = b+ 1 na sequnda equagdo do sistema obtemos q = —b.
Logo, voltando em (5.19), o valor de r procurado é:

r=k*+ b+ 1)k—0b. (5.21)
Ou ainda, utilizando b = c — 4,
r=k+(c+3)k—c+4.

Temos que r € o resultado da soma e produto de inteiros, logo r serd um niumero
inteiro. Como ¢ e k sao inteiros e no minimo 1, teremos que r € no minimo 2.

Assim,

r o= kK +(c—3)k—(c—4)

= (k=D + 1 +[c=1) =2k =1)+1] = [(c—1) = 3]

= (k—124+2k-D+1+(Cc—Dk—-1)+(c-1)—-2k—-1)—2—(c—1)+3
= (k=124 (c—1)(k—1)+2

> 2.

De (5.17) a equagio (5.21]) também pode ser escrita como:
r= fr+k.

Portanto, tem-se:

fk‘fk+1 = fT
ffk"rk'

Problema 31. (MELO; ANDRADE, 2021) Considere o experimento de lan¢ar uma
moeda repetidamente até se obterem duas caras sequidas. Sendo e, o nimero de expe-

rimentos para os quais duas caras sao obtidas até o n-ésimo langcamento.

(a) Encontre uma relagio de recorréncia para e, e encontre uma formula em fungao

apenas de n para a recorréncia encontrada.

(b) Use tal resultado para calcular a probabilidade de se obterem duas caras consecuti-
vas, para o caso particular de o experimento ser realizado com até 10 lancamentos

da moeda.

Solugao. (a) Inicialmente, note que e = 1, pois o experimento consiste em obter uma
cara no primeiro lancamento e outra no sequndo lancamento. Em sequida, note que

e1 = 0, uma vez que para obter duas caras consecutivas em até trés lancamentos ha
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dots experimentos: wma cara no primeiro lancamento e outra no sequndo; uma cara no
sequndo lancamento e outra no terceiro langcamento.

A sequir, temos trés situacoes a considerar: ou ocorre cara no primeiro lancamento
e outra no sequndo, ou ocorre coroa no primeiro lancamento (restando obter duas caras
consecutivas dentre os n — 1 langamentos que restam) ou cara no primeiro langamento
e coroa no sequndo (restando obter duas caras consecutivas dentre os n—2 langamentos
que restam,).

As trés situagoes revelam que e, € solucio da recorréncia ndo homogénea de 2°

ordem:
en =€ 1teno+1 (n > 4), (522)

comey=1¢ee3 =2,

Veja que a recorréncia ¢ de seqgunda ordem e nao homogénea. Portanto, a
sua solugdo geral é composta de duas parcelas, uma solucdo da recorréncia homogénea
associada e uma solucao particular para a nao homogénea.

Sendo assim, a recorréncia homogénea associada a (5.22)) é dada por:
Yn = Yn—1 — Yn—2 = 0. (5.23)

Agora, vamos resolver a recorréncia (5.23|). Sendo assim, a equagdo caracteristica

associada a tal recorréncia € dada por:
r?—r—1=0,

1++/5 1—+/5
— €

cujas raizes sao : ri = ry = ———. Como as raizes encontradas sao

distintas, a solucao geral da homogénea (5.23) é dada por:

1+v5\" 1—v5\"
2\/_ +022f '

n n
Yn = Cl’f‘l + CQ’I"Q = Cl
Agora, vamos encontrar uma solugcdo particular para a recorréncia nao homogénea
(5.22). Fazendo uso do método desenvolvido no capitulo anterior, como o termo in-

dependente é uma constante, a solugdo particular para a recorréncia terd o sequinte

formato:
a, =n°(A),

onde s € {0,1,2} deve ser escolhido de forma apropriada.
Como uma constante ndo € raiz da equagdo associada a recorréncia (5.23), significa
que a escolha para o s serd o 0 (zero).

Sendo assim, teremos que a, = A € uma solu¢do particular para a recorréncia

6.22).
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Logo, substituindo a, = A em , obtemos:
A=A+A+1=A=—-1.
Assim, a solugdo particular da recorréncia ndo homogénea serd:
T, =A=—1.
Portanto, a solugao geral da recorréncia ((5.22)) serd:

€n = Ynta,

1++v5\" 1—+/5
en = Clr?+02rg+A:01< “f) +02< v5

5 5 )-1. (5.24)

Para determinarmos os valores das constantes Cy e Cy, vamos utilizar as condigoes

es = 1 e e3 = 2. Aplicando tais condigoes em ((5.24)), teremos o sequinte sistema de

equagoes:
2 2
1 1-—
C'1< +2\/5> —i—Cz( 2\/5> —1=1
3 3 .
1 1-—
2 2
Ou ainda,

Ou equivalente,

01+Cl(2+\/5)+02+02(2—\/3) — 4
Cy (24 V5) +C2 (2 - V5) — 3

Resolvendo o sistema, temos que Cy + Cy =1, o que implica que Cy, =1 — Cs. Substi-
tuindo C1 =1 — Cy em:

Ci (24 V5) +Cy (2-V5) =3,
obtemos:
(1-C) (24 V5) +Ca (2- V5) =3. (5.25)
Resolvendo a equagio (5.25), obtemos:

5
10

B

OQ -
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Como C; =1 — (Y, seque que:

c, = 1-0,
5—5
pr— 1—
= 10
5+5
C, = -

Portanto, como jd determinamos as constantes Cy e Cy, temos que a solugcdo geral da

recorréncia ((5.22)) é:
1+v5\" 1-+5\"
0 = (M) va () -

O () )
_ {(5+\/5)<1+\/5> +(5—\/5)<1_\/5> }—1.

10 2 2

(b) Para saber a quantidade de experimentos para os quais duas caras sio obtidas até
o 10° langamento, basta fazer n = 10 na solugdo obtida no item (a).

Ou seja,

o 1{(5+¢3) (1”5)10+ (5- V) (“ﬁ)lo} 1

10 2

Por outro lado, teremos um total de possibilidades iguais a 2'°. Sendo assim, a

probabilidade procurada serd:

€10
€10
210

_ 21{
4

2 2

(5+V5) <1+\/5>10+ (5-V5) (1_ﬁ>10] —1}

1
10
1 1
ﬁ _
1
23 .11
23 . 97
11
128
~ 8,59%.

-890—1}

—_

0

Problema 32 (Olimpiada da India-96 ~(AMORIM et al., 2014)). Define-se uma
sequéncia T,, n > 1, por x1 = 1, 9 = 2 € Tpio = 2Tpy1 — T + 2, para n > 1.

Prove que para todo m, x,, - Tpye1 também é um termo dessa sequéncia.



Capitulo 5. Misceldnea de problemas envolvendo recorréncias 155

Solugao.
A equacdo caracteristica é v* — 2r + 1 = 0, cujas raizes sio r; = ro = 1. Portanto,

a solugcao da homogénea associada é:
yn2011n+02'n'1n201+02'n.

Agora, vamos determinar uma solucdao particular para a recorréncia nao homogénea.
Como o termo independente é igual a f(n) = 2, ou seja, uma constante, significa que

uma solugcdo particular deve ter o sequinte formato:
a, =n°A,

onde s € {0,1,2} € escolhido de forma apropriada.

Considerando s = 0, teremos que a, = n° - A = A ndo é uma solucdo para a
recorréncia nao homogénea, pois, essa solucdo faz parte da solucao y,.

Tomando s = 1, tem-se que a,, = An ndo pode ser solugcdo particular para a recor-
réncia nao homogénea, pois essa solugdo figura na solucao de y,.

Agora, tomando s = 2, tem-se que a, = An? é uma solugio da ndo homogénea,
visto que essa solugdo ndao figura na recorréncia y,.

Substituindo a, = An* em a, o — 2an41 + a, = 2, obtemos que:

An+2)? =2A(n + 1) + An* =

(A—2A+ An? + (4A — 4A)n + (4A - 24) =
0-n*+0-n+(24) =

A =

=N

Logo, a solugdo particular a, é dada por:

a, = An?

= n2.

Portanto,a solugcdo geral da recorréncia nao homogénea dada inicialmente serd:

Tp = YnT+ay

r, = C’1+Cg-n+n2

Agora, vamos aplicar as condigoes iniciais : x1 = 1 e xo = 2 para determinar os
valores das constantes C; e Cs.
Aplicando as condicoes na solugdo geral da recorréncia, obtemos o sequinte sistema

de equacoes:

Cl+02 - 0 N Cl = 2
Ci+20C, = -2
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Portanto, a solucdo geral da recorréncia ndo homogénea que satisfaz as condigoes
iniciais é:
Ty = Cl—l—an—l—l
T, = 2—2n+n?
T, = (n—1)72%+1.
Desta forma,
_ 2 2
T Tmpr = [(m=1)7+1] - [(m+1-1)?+1]
= (m*=2m+2)-(m*+1)
= m'—2m* +3m* —2m+1+1
5 2
= |m*-m+2)-1] +1

= Tm2-m+2;

conforme queriamos mostrar. [ |
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6 Conclusoes

Esperamos que este trabalho venha a contribuir para uma melhor divulgacao e co-
nhecimento a respeito das recorréncias lineares de 12 e 22 ordem e que além disso,
desperte o interesse dos professores, principalmente aqueles que lecionam na Educacao
Basica, a buscarem por seu estudo, bem como estimular o uso do mesmo em demons-
tragoes no ensino.

Sendo assim, depreendemos que a resolucao de problemas a partir de um pensa-
mento recursivo vem de certa forma contribuir para o pensar matematico no sentido de
desenvolver habilidades e incitar a criatividade para a resolucao de diversos problemas
no Ensino Bésico.

Em se tratando das aplicagoes do estudo de recorréncias, apresentamos varios exem-
plos com a finalidade de mostrar que em diferentes contextos se faz uso da recorréncia
linear, seja de 1* ou de 2% ordem homogénea ou nao homogénea. Acreditamos que
a devida interpretacao de um fenémeno real, que se observa através de um padrao
matematico, desperta o interesse pela matematica.

A abordagem do estudo das recorréncias lineares no ensino bésico é de provocar
e incentivar que os alunos sejam cada vez mais intensamente desafiados a situagoes
problemas didaticas motivadoras. Fazendo com que a nossa sala de aula se transforme
ainda mais em um laboratorio para que os nossos alunos se tornem ainda mais prota-
gonistas em elaboracao de ideias e resolucao de problemas, fortalecendo a experiéncia
e o ambiente em fazer matematica a partir da pratica do pensar, do experimentar, do
testar, do criar, do desenvolver, do demonstrar, do produzir construindo linguagem
matematica a partir das situacoes do cotidiano.

Ao resolvermos problemas que constam em livros didaticos ou em olimpiadas de
matematica, estdvamos mostrando que os padroes matematicos ja estao inseridos em
questoes de nivel médio, faltando apenas que o professor oportunize a seus alunos o
conhecimento recursivo na modelagem da solucao. Dai a importancia de se iniciar o
estudo de recorréncias ainda na Educacao Basica.

No Capitulo 5 vimos que sao intimeras as situagoes em que problemas que envol-
vem contagem podem ser facilmente interpretados e solucionados utilizando-se de um
raciocinio recursivo. As relagoes de recorréncias sao, dessa forma, mais uma estraté-
gia a somar com as ferramentas tipicas da Andlise Combinatéria para resolucao de
problemas dessa natureza.

O que propromos é que as relagdes de recorréncia sejam inseridas no contexto da
Educacgao Basica desde os primeiros anos de forma progressiva para que o aluno possa

de forma facil e criativa resolver problemas que a primeira vista parecem dificeis. E,
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assim, possam, de fato, evoluir em seu potencial de aprendizagem.

No Capitulo 3 justificamos o por qué as solugoes para as recorréncias homogéneas de
segunda ordem serem apresentados naquele formato, através da independéncia linear,
essa abordagem é um dos diferenciais que podemos encontrar nesse trabalho, tendo em
vista que nao encontramos nenhum material com essa abordagem.

Para os professores que estao ou tém a pretensao de cursar o Programa de Mestrado
Profissional em Rede Nacional (PROFMAT), este trabalho pode ser de grande rele-
vancia para alguns conteidos abordados na disciplina de Matematica discreta (MA12),
uma vez que apresentamos um método para se obter a solugao particular para as recor-
réncias lineares de 2% ordem nao homogéneas. Ja na disciplina de MA12, essa solugao
é obtida por meio de tentativas.

Vimos que o método apresentado nesse trabalho para a obtencao da solugao parti-
cular da recorréncia nao homogénea de 2% ordem é eficaz, uma vez que conhecendo o
formato da solucao da recorréncia homogénea associada, bastamos tomar o valor para
s € {0,1,2} de forma apropriada e obter a devida solu¢ao particular.

Por fim, é importante lembrar que o trabalho foi elaborado com o intuito de motivar
professores (mestrandos) e alunos a adentrarem nesse tema com maior profundidade, e
pedimos, entao, para que os que se sentirem atraidos pela area continuem seus estudos
e permanecam firmes na atividade, pois s6 trabalhando juntos poderemos abranger

nosso conhecimento e favorecer as futuras geragoes.
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