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Resumo

Neste trabalho estudamos solucoes de cordas negras sob consideragao da gravidade Rainbow.
Obtivemos analiticamente a solucao para cordas negras quadridimensionais em termos das
funcoes f(E/E,) e g(E/E,) que definem a escala de energia onde a gravidade Rainbow
se torna relevante. Obtivemos também a temperatura de Hawking para a corda negra, a
partir da qual nés pudemos ver que as fungoes rainbow desempenham o papel de aumentar
ou diminuir a temperatura de Hawking para um dado raio de horizonte dependendo da
escolha dessas fungoes. Calculamos também a entropia, calor especifico e energia livre da
corda negra. A entropia e o calor especifico exibem uma dependéncia das fungoes rainbow

enquanto a energia livre nao apresenta modificacao.

Palavras-chave: Buraco negro; Corda negra; Gravidade Rainbow; Termodinamica.



Abstract

In this work we study black string solutions under the consideration of rainbow gravity.
We have analytically obtained the solution for four-dimensional black strings in terms of
the functions f(E/E,) and g(E/E,) that set the energy scale where the rainbow gravity
becomes relevant. We have also obtained the Hawking temperature for the black string,
from which we could see that the rainbow functions play the role of increasing or decreasing
the Hawking temperature for a given horizon radius depending on the choice of such
rainbow functions. We have computed the entropy, specific heat and free energy for the
black string. The entropy and specific heat exhibit a rainbow dependence while the free

energy is not modified by the rainbow functions.

Keywords: Black hole; Black string; Rainbow gravity; Thermodynamics.
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1 Introducao

A formulagao da teoria eletromagnética em 1861 por James Clerk Maxwell unificou
os fendmenos elétricos e magnéticos e os descreveu quantitativamente no conjunto de
equagoes chamadas equacoes de Maxwell, que caracterizavam também as ondas eletromag-
néticas. Essas ondas possuiam um carater diferente do mecanico pois eram causadas por
alteracoes no campo eletromagnético e se propagavam no espago vazio como consequéncia
da teoria. A velocidade de propagacao das ondas eletromagnéticas foi o que mais instigou
os pesquisadores da época, ja que era numericamente igual a velocidade da luz e salientava
uma relagao entre fendmenos eletromagnéticos e 6pticos. A natureza eletromagnética da
luz e sua propagacao no espago vazio nao ia de acordo com os conceitos da mecanica new-

toniana, além disso, as equacgoes de Maxwell ndo eram invariantes sob as transformacoes
de Galileu.

Para contornar a incompatibilidade entre eletromagnetismo classico e a mecanica
newtoniana, Einstein formulou em 1905 a Teoria da Relatividade Especial, essa teoria
foi baseada em dois postulados. O primeiro postulado, em esséncia, afirma que para
todos os sistemas de coordenadas em que sao validas as equagoes da mecanica, também
sao igualmente validas as leis da optica e da eletrodinamica. O segundo enuncia que
a luz, no vacuo, sempre se propaga com uma velocidade determinada que independe
do estado de movimento da fonte luminosa e do estado de movimento do observador.
Esses dois postulados foram formulados para sistemas de referéncia que caracterizam os
chamados referenciais inerciais *. Tais postulados mostraram-se suficientes para solucionar
as contrariedades do carater da natureza da luz e sustentar o principio da relatividade,

deixando invariante as equagoes de Maxwell.

A teoria da relatividade especial se tornou um dos pilares da fisica moderna, no
entanto, é uma teoria restrita a uma classe privilegiada de observadores: os observadores
inerciais. Ao incluir a gravitagdo, e consequentemente referenciais nao inerciais, Einstein
complementou a sua formulacao originando a Teoria da Relatividade Geral em 1915. Essa
teoria conseguiu explicar satisfatoriamente inconsisténcias da mecanica newtoniana, como a
precessao do periélio de Merctrio, por exemplo, além de fazer previsdes inéditas e especificas
referentes ao comportamento da natureza, como a existéncia de ondas gravitacionais e

buracos negros.

Buracos negros sao obtidos como solucoes das equacgoes de Einstein e desempenham
um papel muito relevante na fisica, tendo em vista que tais objetos podem ser usados

para entender como o espago-tempo se estabelece ap6s um colapso gravitacional, além de

1 De maneira concisa, um referencial inercial pode ser definido como aquele que caracteriza um observador

que possui um movimento com velocidade constante em relacao a uma particula livre.
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investigar a relacdo entre as caracteristicas do espaco-tempo em escala microscépica e em
escala macroscépica. Apesar de haver uma tendencia natural para o estudo de buracos
negros de simetria esférica, especialmente em espacos-tempo que possuem constante
cosmologica nula, o estudo de tais objetos com simetrias diferentes também se efetivou
como algo de interesse. Espacgos-tempo que admitem constante cosmologica negativa sao
o pano de fundo para a existéncia de buracos negros de simetria cilindrica e uma corda
negra surge nesse cenario. Uma solucao de corda negra para uma acao de Einstein-Hilbert
quadridimensional foi proposta em [1], dentro do cenério da teoria classica da gravitagao e

desde entdo tem sido extensivamente estudada na literatura.

A teoria da relatividade geral, apesar de bem sucedida, ndo consegue descrever
alguns fenémenos no regime de altas energias e falha em caracterizar fen6menos no mundo
quantico, por este motivo, algumas propostas surgem tentando desenvolver uma teoria mais
geral que seja capaz de abarcar tais fendmenos. A Relatividade Duplamente Especial (DSR)
foi originalmente proposta por Amelino-Camelia [2] e surge como uma teoria modificada
da relatividade restrita, essa teoria parte do principio de que além da velocidade da luz,
existe uma escala de comprimento caracteristico que deve permanecer invariante sob
as transformagoes de Lorentz. Esse modelo ainda sugere que a relacdo de dispersao é

modificada quando se considera energias proximas a escala de Planck [3, 2, 4, 5].

A gravidade Rainbow foi proposta hd mais de uma década, sendo estudada dentro
do escopo da DSR. De acordo com essa teoria, nao existe uma tnica geometria classica
para o espaco-tempo quando se considera energias proximas a escala de Planck e isso
leva a uma modificagao na relagdo de dispersao [6] que permite a explicagao de alguns
fendomenos, como os raios cosmicos, por exemplo. Na astrofisica, a influéncia da gravidade
Rainbow nas propriedades de um buraco negro tem sido estudada em diversos cenarios,
incluindo sua termodinamica [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17], e também no estudo
de cordas césmicas [18, 19, 20], além de favorecer o entendimento do universo primitivo,

no qual as energias envolvidas estavam préximas a escala de Planck.

Neste trabalho, estudamos solugoes de cordas negras sob a consideragao da gravidade
Rainbow. Nés obtivemos analiticamente a solucao para cordas negras quadridimensionais
em termos das funcoes f(E/E,) e g(E/E,) que definem a escala de energia onde a
gravidade Rainbow se torna relevante. Além disso, calculamos a temperatura de Hawking,
entropia, calor especifico e energia livre da corda negra, bem como estudamos os efeitos
da gravidade Rainbow nas orbitas de particulas massivas e sem massa em torno da corda

negra.
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2 Teoria da Relatividade Geral

Um dos principios bases para a teoria da relatividade geral é o principio da
equivaléncia, cujo ponto chave consiste em entender o carater da massa gravitacional e

da massa inercial. A massa inercial é definida pela segunda lei de Newton
F =mja, (2.1)

e pode ser entendida como a medida da resisténcia de um corpo a uma mudanca em
seu movimento. A massa gravitacional, por sua vez, seria uma propriedade intrinseca
da matéria, tal como a carga elétrica, e seria o agente causador e receptor do campo
gravitacional. Assim, temos duas categorias: a massa gravitacional ativa, que produziria o
campo, e a passiva, que sofreria a agdo do campo, mas devido a simetria na equacao da lei

da gravitagdo universal, estas massas sdo equivalentes.

A forga que um corpo esfericamente simétrico de massa M constante exerceria em

um corpo de massa gravitacional m, ¢ dada por

GMm, .
-7

F = = (2.2)
onde 7 ¢ o vetor unitario de M para m,. Considerando que a forca resultante que atua
sobre o corpo de massa gravitacional m, é a forga gravitacional e comparando (2.1) com

(2.2), em magnitude, temos que
GM

2

5y = mya (2.3)

Na mecanica newtoniana foi medido com boa precisao, usando as unidades adequa-
das, que a massa inercial e a massa gravitacional sao iguais, ou seja, a massa que gera o
campo gravitacional é a mesma que define a tendéncia de inércia de um corpo. Portanto,
a aceleracao produzida por um corpo de massa M sera

GM

2

a= = constante. (2.4)

r

A aceleracao da gravidade seria, entdo, a mesma para todos 0s corpos com massas
suficientemente pequenas para experienciar um campo gravitacional, mas nao contribuir
para o mesmo. Esse resultado é suportado experimentalmente, tendo em vista que,
estabelecido um local onde haja um campo gravitacional conhecido, é verificado que todos
os objetos caem, independente de sua forma e composi¢do, com a mesma aceleracao quando
soltos em queda livre a partir de um mesmo ponto. Se houvesse realmente alguma diferenca
entre massa gravitacional e massa inercial, um corpo que, por exemplo, apresentasse massa

inercial razoavelmente maior do que sua massa gravitacional deveria, em seu processo de
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queda, apresentar uma aceleragao menor do que a que se observaria em um corpo no qual

a massa gravitacional mostrasse-se maior que sua massa inercial.

Essa equivaléncia, no entanto, poderia ser apenas uma coincidéncia, considerando
que a existéncia da massa inercial nao estaria, a priori, relacionada a gravidade. Einstein
pensou nesse fato como algo mais fundamental. Todas as forcas inerciais sao proporcionais
a massa do corpo que as experiencia, existe uma forga que se comporta da mesma maneira:
a forca da gravitacao. Se jogarmos dois corpos no campo gravitacional da Terra, por
exemplo, eles vao experienciar as forcas mig e msyg, respectivamente. Essa coincidéncia
sugeriu para Einstein que poderiamos tratar a gravitacdo como um efeito inercial também,
ou seja, um efeito que surge por nao usarmos um referencial inercial. Portanto, o principio

da equivaléncia de Einstein pode ser enunciado da seguinte forma:

Um referencial linearmente acelerado em relagdo a um referencial inercial é

localmente idéntico a um referencial em repouso em um campo gravitacional.

Vale ressaltar que "localmente'se refere a um referencial localizado em uma regiao
tao pequena que nao ¢ possivel verificar mudancas consideraveis no campo gravitacional,
ou seja, o campo é aproximadamente uniforme. Assim, de acordo com o principio da
equivaléncia, é impossivel um referencial que esteja em repouso sob a acdo de um campo
gravitacional uniforme de um referencial que esteja acelerado. Por exemplo, se uma pessoa
estiver dentro de uma nave e experienciar uma for¢a a puxando para baixo, a mesma nao
podera afirmar se essa forca é devido a gravidade local ou se é a prépria aceleracao da
nave no sentido oposto que esta gerando esse efeito. Portanto, as leis da gravitagao sao

definidas a partir do principio de que a gravidade é equivalente a um referencial acelerado.

Consequentemente é possivel remover os efeitos gravitacionais e recair na relati-
vidade especial, podemos fazer isso considerando um sistema de referéncia que esta em
queda livre e seja nao rotativo. Assim, nao haveriam experimentos locais que poderiam
distinguir referenciais nao rotativos em queda livre em um campo gravitacional daquele
que esteja em movimento uniforme no espago na auséncia do campo gravitacional. Dessa
forma, seria impossivel distinguir um referencial em queda livre de um outro que seja
inercial. Se uma pessoa estiver em uma nave e nio sentir a atua¢ao de nenhuma nenhuma
forca sobre ela, a mesma nao saberd relatar se estd em um local onde nao ha gravidade ou
se estd sofrendo o efeito da gravidade, porém em queda livre com a mesma aceleracao do

campo gravitacional.

Uma consequéncia que surge do principio da equivaléncia é que nao é possivel
se construir nenhuma experiéncia de qualquer carater que consiga distinguir o efeito
de um referencial acelerado do efeito de um referencial em repouso sob efeito de um
campo gravitacional uniforme. Isso levou Einstein a propor o principio da covariiancia

geral, que estende o principio da relatividade especial e afirma que todos os observadores,
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incluindo os nao-inerciais, sao equivalentes. Assim, todos os observadores sao capazes
de discutir as leis da fisica, dessa forma, é natural assumir que todas as equacodes que
descrevem as leis fisicas devem ser invariantes sob uma transformacao de coordenadas

global. Portanto, o principio da covariancia geral pode ser declarado da seguinte forma:
As equacgoes da fisica devem ser da forma tensorial.

Para entendermos melhor esse enunciado precisamos definir o que sao os tensores e estudar
suas propriedades para sermos capazes de estudar a relatividade geral a partir dessa

formulacao.

2.1 Tensores

De maneira pragmatica, tensores podem ser entendidos como uma extensao natural
do conceito de matriz, tendo em vista que eles sdo usualmente representados dessa forma.
O exemplo mais simples de um tensor é o que chamamos de escalar ou tensor de ordem
zero, que € basicamente um nimero e pode ser representado por uma matriz de uma linha
e uma coluna. Um vetor ou tensor de ordem 1 pode ser representado por uma matriz

coluna e tensores de ordem 2 sao representados por matrizes quadradas

v mi1 M2 -+ My
2
v Moy Mo -+ Moy
C = [3] v = M =
v" Mp1 Mp2 - Mpy

Esse conceito se aplica para mais dimensoes e um tensor de ordem 3, por exemplo,
seria representado por uma grade tridimensional de niimeros e tensores de ordem superior
seriam representados por matrizes multidimensionais. Apesar dessa definicao ser pratica,
ela nao ¢ totalmente satisfatoria, um tensor é um objeto bem mais abstrato e possui um

significado geométrico.

Podemos definir um tensor de maneira mais precisa como um objeto que é invariante
sob uma mudanca de coordenadas, ao contrario de suas componentes que se transformam
ao passar de uma representagdo para outra. Ou seja, as componentes de um tensor sao
modificadas pela lei de transformacao que dita a mudanca de coordenadas mas o tensor
em si, nao muda. De maneira mais completa e abstrata, um tensor ¢ um objeto geométrico

definido em uma entrada geométrica chamada variedade.

2.1.1 Variedades

Uma variedade de dimensao n é algo que localmente se parece com o espago

euclidiano R™ mas globalmente possui uma estrutura bem diferente [21]. Podemos tomar



22 Capitulo 2. Teoria da Relatividade Geral

o exemplo da esfera S? que ¢ uma superficie curva, mas uma regiao suficiente pequena
de S?% ¢ bem semelhante ao plano euclidiano R? De maneira geral, uma variedade M de
n dimensoes é caracterizada como um conjunto de pontos onde cada ponto possui um

conjunto de n coordenadas (z!, 22, ..., 2").

Um fato importante é que, nao é possivel descrever geometricamente a semelhanca
local da variedade com o R"™ através de um tunico sistema de coordenadas, ou seja, um que
descreve um tnico conjunto de n nimeros de coordenadas para cada ponto. Por exemplo,

a esfera S? de raio R pode ser parametrizada como:
X(p,0) = (Rsenfcos¢, R senfsen ¢, Rcos o), (2.5)

com 0 < ¢ <2me0 <0< Essaparametrizacao é satisfatoria para associar um tnico
conjunto de coordenadas para cada ponto sobre a esfera, no entanto, ela nao satisfaz as
condicdes que categorizariam a esfera S? como uma superficie quando # = 0 e § = 7. Uma

saida para este problema ¢é utilizar duas parametrizagoes:

X(u,v) = (u,v,VR*—u?—1v?), (2.6)
X'(u,v) = (u,v,—VR?—u?—v?). (2.7)

Por este motivo trabalhamos com sistemas de coordenadas que cubram apenas uma porg¢ao

da variedade.

Perto de cada ponto da variedade M de dimensao n podemos construir uma carta.
Uma carta pode ser definida como um subconjunto aberto U de M mais um homeomorfismo
¢:U C M — R", ou seja, a imagem do homeomorfismo ¢ é um subconjunto aberto de
R™. O homeomorfismo permite a saida de um sistema de coordenadas para outro através
de uma transformacao de coordenadas na regiao de sobreposicao, como esta esquematizado

na figura (2).

Um conjunto de cartas que cobre toda a variedade é chamado de atlas, esse atlas
pode ser s6 continuo mas estamos interessados no caso em que ele é também suave para
que seja possivel trabalhar com o cédlculo diferencial, que tem como ambiente natural o

espaco euclidiano, por isso trabalharemos com as variedades diferencidveis.

Dada uma variedade, estaremos preocupados com os pontos nela e os subconjuntos
de pontos que definem curvas e superficies de diferentes dimensdes. Uma curva é definida
como uma aplicacao diferenciavel que possui um grau de liberdade, ou seja, que depende

de apenas um pardmetro. Vamos designar uma curva pelas equacoes paramétricas:
z* = 2%u), (2.8)
onde (a =,1,2,....,n), e z'(u), 2%(u), ..., 2"(u) sdo n fungdes do pardmetro u.

Uma superficie, por sua vez, ¢ uma aplicagdo que depende de m parametros,

portanto, possui m graus de liberdade e dimensao m. Vamos designa-la pelas equagoes
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Figura 1 — Transformacao de coordenadas

-

Figura 2 — *

Fonte: https://bjlkeng.io/posts/manifolds/

paramétricas:
vt = a%(ut,u?, . u™), (2.9)

com (a =,1,2,...,n).

Um ponto sobre a variedade pode ser descrito a partir de diferentes sistemas de
coordenadas, consequentemente, precisamos descobrir como suas coordenadas se compor-
tam quando vamos de um sistema para outro. Consideramos, portanto, a transformacao

% — 2'* dada pelas n equacoes:
P = fat 2?2, (2.10)

onde as f’s sao fungoes diferenciaveis. Assim, vemos uma transformacao como atribuir a
um ponto da variedade cujas coordenadas antigas sdo (x!, 22, ..., 2") as novas coordenadas
(2t 22, ..., 2'™). Além disso, podemos escrever a equagao (2.10) de maneira mais simples

como
' = 2'(x), (2.11)

observe que a transformagcao se d4 quando tomamos cada coordenada nova como func¢ao

das n coordenadas antigas.

2.1.2 Operacdes com tensores

As transformagoes entre sistemas de coordenadas descritos segundo o sistema
cartesianos sao obtidas de maneira mais objetiva, pois os vetores de base que geram
o sistema cartesiano sao constantes, no entanto, transformagoes de coordenadas entre

sistemas gerais sao mais complexas, tendo em vista que em sistemas curvilineos seus vetores
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de base mudam de ponto a ponto. Portanto, a matriz de transformacao de coeficientes

é obtida derivando (2.11) em relacdo as antigas coordenadas °, que resulta na matriz

Jacobiana:
r 8:1:’1 8$/1 8:E/1 ]
L EE R
l ;xb ] = (%‘UQ dx? . 83‘:” . (2.12)
ax/n ax/n ax/n
LOx?2  Ox2 ox"

O determinante .J' dessa matriz é chamado de jacobiano da transformagao.

Podemos obter a transformacao inversa

= 2%2)), (2.13)
cuja matriz de transformagao é:
[Oxz'  Ox! Ozl ]
axll aIJQ ax/n
P or?  0x? ox?
[83:”’] = 8@:’2 Ox'? ‘ ax.’” : (2.14)
Jx"  Ox" ox"
_axIZ 637/2 8x/n_

e segue diretamente da regra do produto para determinantes que o jacobiano da funcao

inversa sera J = 1/.J'

Em trés dimensodes, a equagao de uma superficie é dada por z = f(z,y) e sua

diferencial total é definida como

of af
dz = ——dx 2.15
z D7 + = 8@/ ( )
Assim, de maneira andloga, a diferencial total de (2.11) é definida como
“ a$/a 1 a a la
da'* = 8;1:1dx +82d + .. +8”d : (2.16)
para cada a indo de 1 a n. Podemos escrever isso de maneira mais concisa como
n axla
dr'* = = dz® 2.17
v b; ot (2.17)

ou de maneira ainda mais economica pela introducao da notagao de Einstein, que
consiste basicamente omitir o simbolo de somatorio e interpretar os indices que se repetem
uma vez em um mesmo termo como indicador desse somatodrio

ax/a

da'* = o da®. (2.18)
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Os indices que nao se repetem nao representam somatorios, mas sim o nimero de equagoes.

O indice repetido pode ser substituido por qualquer outra letra que ainda nao esteja em

uso
ax/a 81,/(1
dz’ = dx®. 2.1
ozt " are " (2.19)
Segue diretamente da definicdo de derivada parcial que
ox'® ox® "
o o O (2.20)
onde 0 é o Delta de Kronecker, que é uma quantidade definida como
1 =0
A S (2.21)
0, se a#0

Consideremos agora dois pontos vizinhos P e () na variedade com coordenadas x®
e x% 4 dx®, respetivamente. Esses dois pontos definem um vetor infinitesimal dz® avaliado
no ponto P, as componentes desse vetor em relacao ao sistema de coordenadas x'® é dz'®,

de modo que elas estao conectadas através da equacao

a$/a
Ox?

d'® = l 1 da®. (2.22)
Assim, podemos definir um vetor contravariante - ou tensor contravariante de
ordem 1 - como quantidades que se transformam com a matriz (2.12) sob uma mudanga

de coordenadas:

833/0,
X' = Xt 2.2
9 (2.23)

Generalizando essa definicdo, um tensor contravariante de ordem 2 é um conjunto de

quantidades associadas ao ponto P, que denotaremos por X no sistema de coordenadas
%, que se transformam de acordo com

la b
0x'* 02" _ .4
Ox¢ Ozd~

ou seja, com duas matrizes de transformacao. Esse conceito pode ser estendido para

X'ab — (2.24)
tensores de ordem superior.

Vamos considerar agora a fun¢ao de valor real na variedade:

¢ = o), (2.25)

ou seja, para cada ponto P na variedade, ¢(P) produz um nimero real. Portanto,
assumindo que ¢ é uma funcio diferencidvel podemos tomar d¢/dz°. Como 2° = (')
temos, pela regra da cadeia,

dp oz’ 0¢

ox'a — 9x'a Qb

(2.26)
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Dessa forma, podemos definir um vetor covariante ou tensor covariante de ordem
1 como quantidades que se transformam com a matriz (2.14) sob uma mudanga de

coordenadas

Oxb
Xy = X (2.27)

De maneira semelhante, vamos definir um tensor covariante de ordem 2 como quantidades

que se transformam de acordo

0z°¢ Ox?
/ —_— S —
ab T a$,a 8I/chd' (228)
Tensores mistos sdo quantidades que se transformam com as duas matrizes de
transformagao (2.12) e (2.14). Um tensor misto de ordem 3 - uma vez contravariante e
duas vezes covariante - satisfaz a equacao
W _ 0x' Oz Oxf
be T Oab 9 Qare e

(2.29)

Se um tensor misto tem p indices contravariantes e ¢ indices covariantes, entao o

denotamos como um tensor do tipo (p, q).

Um escalar o, também chamado de tensor de ordem zero, é uma quantidade que

se transforma como

a = do. (2.30)

Em analise vetorial, um vetor fixo é um vetor associado a um ponto enquanto um
campo vetorial definido sobre uma regiao é uma associacao de um vetor para cada ponto
da regidao. Por exemplo, um campo vetorial em R? é uma aplicacio F': A C R? — R? tal

que

Fz,y) = (u(z,y),v(z,y)), (2.31)
Fo= u(w,y)i+v(,y)] (2.32)

De maneira analoga, um tensor é um objeto definido em um ponto da variedade
enquanto um campo tensorial definido sobre uma regiao da variedade é uma associacao de
um tensor de mesma ordem para cada ponto da regido. A lei de transformacao para um

campo tensorial contravariante é, portanto

ox'®
X)) = Xx° 2.
@) = 5] e 239
Para um campo tensorial covariante
ox®
X/ () = [ ] Xp(z). (2.34)
am/a P
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Estamos interessados em operagdes com tensores que resultam em outros tensores.
Tensores do mesmo tipo podem ser somados e resultam em um tensor também do mesmo

tipo
Xpe = Yoo + Zies (2.35)

sendo esses tensores avaliados no mesmo ponto P. O mesmo vale para a subtracao e a

multiplicagao por escalar.

N6s podemos multiplicar dois tensores do tipo (p1,¢1) e (p2,g2) e obter um tensor

do tipo (p1 + p2, ¢1 + ¢2)

Xoea = Y Za. (2.36)

Dado um tensor do tipo (p,q) podemos formar um tensor do tipo (p — 1,4 — 1)

pelo processo de contracao, por exemplo, dado o tensor Xj.,

5baXl§lcd = Xacd = }/;d'

a

Um tensor covariante de ordem 2 é dito simétrico se X, = Xj,. Ou seja,

Xy — Xpo = 0, (2.37)
e é dito anti-simétrico se X = —Xpq, logo
X+ Xy, = 0. (2.38)

Assim, podemos representar o tensor X, da forma:

1
Xap = §[Xab + Xab), (2.39)
1
- i[Xab + Xab + Xba - Xba]' (240)
Dai, temos
1 1
Xap = §(Xab + Xba) + §(Xab — Xpa)- (2.41)

Assim, a partir de (2.37) podemos definir a parte simétrica do tensor como

1
Xab = §<Xab+Xba>7 (242)

e a partir de (2.38) podemos definir a parte anti-simétrica do tensor como

1
X = 5(Xap = Xoa). (2.43)
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Para um tensor covariante de ordem 3, sua parte simétrica e anti-simétrica sao

dadas respectivamente por

1

Xabc = B[Xabc + Xacb + Xcab + cha + Xbca + Xbac]a (244)
1

Xabc - 6[Xabc - Xacb + Xcab - cha + Xbca - Xbac]‘ (245)

Para um tensor covariante de ordem n temos

1
Xoyas.oan, = ] (soma de todas as permutagoes dos indices aypara a,). (2.46)

2.1.3 Derivada de um tensor

Como vimos anteriormente, algumas operagoes algébricas sao tensoriais, i.e. con-
verte tensores em tensores, no entanto, existem algumas operacgoes que nao possuem o
mesmo carater como, por exemplo, a derivada parcial usual de um tensor que, em geral,

nao forma um tensor. No caso de um vetor contravariante, pela relagdo dada em (2.23),

temos que
X' 0 [0z
5 = g (axb Xb) (2.47)
oxd o (0%,
-~ Ox'c Oxd ((9be ) (248)
la d b 2,./a d
_ 0z’ 0z 0X N 0%z’ Ox X, (2.49)

0xb Ox'c Oxd ~ OxbOx? Ox'c
Observe que se o segundo termo do lado direito da equagao (2.49) ndo existisse, entao a
derivada parcial atuaria em um vetor contravariante como uma transformacao tensorial

usual para um tensor do tipo (1,1), no entanto, a presenca deste termo impede esse

comportamento. Existe um motivo pelo qual isso ocorre.

Pela defini¢ao, derivar implica comparar uma quantidade avaliada em dois pontos
vizinhos P e () no limite em que um parametro du que represente a separacao entre esses
dois pontos tende a zero. No caso de um campo vetorial contravariante X* no espago
plano, o limite do parametro du ir a zero pode ser interpretado geometricamente como
o transporte paralelo do vetor que caracteriza o campo X no ponto () até o ponto P.

Nesse caso, o transporte é trivial e estd esquematizado na figura (4).

No entanto, lidar com campos vetoriais imersos em espacos diferentes do R™ acaba
sendo um trabalho dificil, isso acontece porque esses espagos sao geralmente curvos e a
definicdo de um tensor num espaco curvo é local, ou seja, s6 é legitimo operar com tensores
em um ponto, isso ocorre porque a orientacao desses vetores mudam de ponto a ponto,
entao toma-los apenas como sendo segmentos de reta equipolentes e deslizando um sobre

o outro para compara-los acaba nao tendo muito sentido.
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Figura 3 — Transporte paralelo no espago plano

keep vector

/ T constant
1 ~—
N

\</

b}

Figura 4 — *

Fonte: https://www.researchgate.net/figure/Parallel-transport-in-flat-spacetime

Figura 5 — Transporte paralelo no espago curvo

Figura 6 — *

Fonte: mathphysicsbook.com/mathematics/riemannian-manifolds/introducing-parallel-
transport-of-vectors/the-parallel-transporter/

Como vemos na figura (6), quando transportamos paralelamente o vetor w do
ponto p ao ponto ¢, a depender do caminho escolhido para fazer isso, obtemos vetores
com orientagoes diferentes, o mesmo nao acontece em um espago plano onde a orientagao
do vetor é sempre preservada. Portanto, para definir uma derivada que faga sentido para

espagos curvos, precisamos encontrar uma outra maneira de comparar vetores.

2.1.4 Derivada covariante

Vamos considerar um campo vetorial contravariante X“(z) avaliado no ponto @

que possui coordenadas x® + dx®. Pelo teorema de Taylor temos que

X%z 4 6x) = X*(x) + 529, X . (2.50)
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Denotando §2°9,X* = §X*(z) obtemos

Xz +dz) = X% z)+6Xx) (2.51)
X% z) = X%z +dz) — Xx) (2.52)

Observe que essa quantidade nao ¢é tensorial ja que envolve a subtracao de tensores
avaliados em pontos diferentes. O ponto ) esta préoximo de um ponto P com coordenadas

:L,(l

Para definir uma derivada tensorial, vamos introduzir um vetor em () que, para
algum senso geral, é paralelo a X® avaliado em P. Ja que z% 4 dx® é préximo a z“, entao
podemos assumir que o vetor paralelo s6 difere de X* por uma pequena quantidade, que
denotaremos por 6.X¢ e que também nio possui carater tensorial, mas a construiremos de

forma que

Xz) +6X%x) — [X%x) + 6X%(z)] = 6X%(z) — 0X(z), (2.53)
seja tensorial.

E natural exigir que 6 X“(z) desapareca sempre que X%(x) ou dz® desaparecer. Por
este motivo, se torna mais simples assumir que 6 X é linear tanto em X “(x) como em oz

Isso significa que existem fatores multiplicativos que denotaremos por I'j, onde
0X(x) = —TLX(x)dae. (2.54)
O sinal de menos ¢ convencional.

Vamos portanto, definir a derivada covariante pelo processo limitante

1 -
VX" = 5hcm0 @{X“(x +z) — [X%x) + 6X(2)|} (2.55)
1
= 5hcm0 5o {X%(z + 6x) — [X(x) — L X" (2)02°]} (2.56)
_ : 1 a a : 1 a b c
= &lclcrgo @{X (x +dz) — X2)} + &lclcrgo @{Fch (x)dz}.  (2.57)

Em outras palavras, é a diferenca entre o vetor X*(Q)) e o vetor em () paralelo & X*(P)
dividida pela diferenca de coordenadas no limite em que essa diferenca tende a zero.
Portanto,

V. X" =0.X"+T¢ X, (2.58)

O objeto I'y, é denominado conexao afim e se transforma de acordo com

0z’ 9z 9x! ,  da” Oz° D*a"
Oxd 9z dz'c” ¢ 9 Az'e Dxddxe’

re= (2.59)

ou de maneira equivalente

la e f la 2,.a
e = aﬂfd &E/b (313/ zf + 8$d a/bx e (2.60)
ox? Jx' Ox'° Ox? Jxdx’e
Observe que a nao linearidade da transformacao da conexao afim indica que a mesma
nao possui carater tensorial, no entanto, a existéncia do termo nao homogéneo nao é

surpreendente ja que deve compensar o segundo termo que aparece em (2.49).
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A expressao no caso de um tensor geral é
Vel =00, + Vg Ty 4 = TR To — (2.61)

O nome derivada covariante vem do fato de que a derivada de um tensor do tipo (p,q) é

do tipo (p,q + 1), i.e., tem uma classificacdo covariante extra.

A soma de duas conexdes nao é uma conexao e nem um tensor, mas a diferenca de
duas conexoes é um tensor do tipo (1,2) (j4 que o termo nao homogéneo se cancela na

transformagao) que é chamado de tensor de torgao, dado por
Ty =14 —T%. (2.62)
Quando o tensor de tor¢ao desaparece, entao a conexao € dita simétrica, isto é

Iy, =%, (2.63)

2.1.5 Geodésicas Afins

Um campo vetorial contravariante X pode determinar uma congruéncia local de

curvas
% = x%(u), (2.64)
de modo que o campo tangente a congruéncia ¢é
ox®
= X 2.65
5 (2.65)

A partir disso, podemos definir a derivada de um tensor qualquer 7 ao longo da

curva C' da congruéncia como

D
Fu(Tﬁzj') = VxTy, (2.66)

onde Vx = XV, é a derivada covariante de um tensor contraida com X.

O tensor T é propagado paralelamente ou transportado ao longo da curva C' se

D a...\ __
g L) = 0. (2.67)

Essa é uma equacao diferencial de primeira ordem para 73", assim, dado um valor inicial
T (P), a equagao (2.67) determina um tensor ao longo de C' que é paralelo & T} em

todos os pontos.

Portanto, uma geodésica afim pode ser definida como uma curva privilegiada ao
longo da qual o vetor tangente se propaga paralelamente a ele mesmo. Em outras palavras,

o vetor propagado paralelamente em qualquer ponto da curva, é proporcional ao vetor

D (dz® dxz®
— 2.
Du < du ) Au) du’ (2.68)

tangente nesse ponto
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A equagao (2.68) pode ser reescrita como
VX% = AXY, (2.69)

ou equivalentemente
d*z* o dabdzt da®
du? du du " du’

Se a curva é parametrizada de modo que A\ desaparece (ou seja, de modo que o vetor

(2.70)

tangente é transportado nele mesmo), entao a equacao da geodésica se reduz a

VxX*=0. (2.71)

Um resultado muito 1til é que em qualquer ponto da variedade, nés podemos
introduzir um sistema de coordenadas especial chamado de sistema de coordenada
geodésico, no qual

[ gc]P = 0.
Muitas equagOes tensoriais podem ser estabelecidas mais facilmente nas coordenadas

geodésicas.

Pode ser mostrado que o resultado pode ser estendido para obter um sistema de
coordenadas no qual a conexao desapareca ao longo de uma curva mas nao, em geral, em
toda a variedade. No entanto, se existir um sistema de coordenadas especial no qual a
conexao desapareca em todo ponto, entao a variedade é chamada de plano afim. Como
veremos mais adiante, isto esta intimamente ligado com o desaparecimento do tensor de

Riemann.

2.1.6 Meétrica

Qualquer campo tensorial simétrico de ordem 2 define uma métrica. Uma variedade
dotada de uma métrica é chamada de variedade Riemanniana. Uma métrica (ou tensor
métrico), que denotaremos por gq(z), permite especificar um procedimento para medir
distancias e o comprimento dos vetores, além de estender nocoes do espaco euclidiano

como area ou volume de uma superficie ou angulo entre duas curvas.

A distancia infinitesimal (ou intervalo infinitesimal para a relatividade), entre dois

pontos vizinhos z% e % + dx® é definida como
ds® = gap(2)dxdz’. (2.72)

Note que a equagao (2.72) nos fornece o quadrado da distdncia infinitesimal. Essa equagao
também é conhecida como elemento de linha e g,, é chamado de forma métrica. O

quadrado do comprimento ou norma de um vetor contravariante X é definido por

X% = gup() XX, (2.73)
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A métrica é dita positiva definida se para todos os vetores X, X2 > 0 e é dita negativa
se X2 < 0, para todos os vetores X. Caso nao se enquadre em nenhum desses casos, a

métrica é dita indefinida.
O angulo entre dois vetores X® e Y com X* # 0 e Y # 0 é dado por

_ gabXaYa
cos (X,Y) = e XV A2 gy XV T2 (2.74)

Em particular, os vetores X® e Y* sao ditos ortogonais se g, X*Y* = 0. Se a métrica é
indefinida, entdo existem vetores que sdo ortogonais a eles mesmos, isto é, g X*X? =0 e

sao chamados de vetores nulos.

O determinante da métrica é denotado por

g = det (gap)- (2.75)

A métrica é ndo-singular se g # 0. A inversa de g, é denotada por g, onde

Jabg" = 0% (2.76)

A métrica transforma-se de acordo com

0z°¢ Ox?
Jap(') = wwgcd(if), (2.77)
e entao, seu determinante
g =7 (2.78)

Uma isometria é uma transformacao de coordenadas que deixa as componentes
do tensor métrico invariantes.Essas transformagoes sdo importantes para preservar as

informagoes sobre as simetrias da variedade Riemanniana.

Considere uma curva C' de equagoes paramétricas % = x%(u), pela equagao (2.72),

temos que
ds\” dx® da®
=) = g —. 2.79
<du> Jab du du ( )
Entao, o intervalo s entre dois pontos P; e P, em C sera dado por
Py Py dz® dzb\ /?
_ [ as = / U 2.80
iy P ° P (g v du du) “ ( )

Nos definimos uma geodésica métrica entre dois pontos quaisquer P; e P», como
a curva privilegiada que os une cujo intervalo é estaciondrio sob pequenas variagoes que
desaparecem nos pontos extremos. Consequentemente, o intervalo pode ser um maximo,

um minimo ou um ponto de sela.
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Através do formalismo Lagrangeano e dos resultados que obtivemos até aqui, temos

que as equagoes de Euler-Lagrange resultam em equagoes diferenciais de segunda ordem
d?a® dx® dx¢ d*s /ds

. be,a}——=|— / — | G- 2.81

gbdu2+{ca}du du <du2/du>gb (2:81)

As quantidades {bc, a} sdo chamadas de simbolos de Christoffel do primeiro tipo,

que sao definidas em termos das derivadas da métrica

1
{bC, CL} = i(abgac + aagbc - acgab>~ (282)

Os simbolos de Christoffel do segundo tipo sao obtidos multiplicando a equacao

acima por g%.

Se uma variedade é dotada tanto de uma conexao afim quanto de uma métrica,
entao ela possui duas classes de curvas, uma geodésica afim e uma geodésica métrica. De

modo que,
1
[ = igad(abgdc + Ocgay — Oagse)- (2.83)

Essa conexao especial construida a partir da métrica que é equivalente aos simbolos de

Christoffel do segundo tipo recebe o nome de conexao métrica, que é simétrica
be = L' (2.84)
A partir dessa definicdo segue a seguinte identidade
Vegap = 0. (2.85)

Vale ressaltar que esse resultado é valido apenas para conexoes métricas.

Em qualquer ponto P da variedade, g, ¢ uma matriz simétrica de niimeros reais,
sendo assim, existe uma transformacao que reduz a matriz g, para a forma diagonal, onde
cada elemento da diagonal é +1 ou —1. O excesso de sinais positivos ou negativos depende

da assinatura da métrica.

Em geral nao é possivel encontrar um sistema de coordenadas no qual a métrica
possa ser reduzida para essa forma diagonal com seus elementos sendo £1 em todos
os pontos. No entanto, se existir um sistema de coordenadas no qual a métrica possa
ser escrita dessa forma, entdao a métrica é chamada plana. Desde que a métrica seja
constante em todo lugar, suas derivadas parciais desaparecem e, portanto, a conexao

métrica desaparece como consequéncia da defini¢ao (2.83).

2.1.7 O tensor de Riemann

No espaco euclidiano, podemos chamar de curvatura a fungao escalar que mede em

cada ponto do dominio a norma da variacao do vetor tangente em relacao ao comprimento
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do arco definido pela curva. Em uma variedade Riemanniana com dimensdo > 3, a
curvatura ¢é representada pelo tensor de Riemman, também chamado de tensor de

curvatura que é dado por
gcd = 80ng - adrgc + ngrgc - gc gd’ (286)

onde I'f, é a conexao métrica dada em (2.83). Segue diretamente da defini¢do que o tensor
de Riemann é anti-simétrico

Rch = _Rgdc' (287)

Podemos usar o tensor de curvatura para definir varios outros tensores importantes.

O tensor de Ricci ¢é simétrico e é obtido através da contracao

Ray = R, . (2.88)
O escalar de curvatura ou escalar de Ricci, por sua vez, é dado por
R = g"Ry. (2.89)

Por fim, os dois tensores dados em (2.88) e (2.89) podem ser usados para definir o
tensor de Einstein

1
Gab = Rab - igabRa (290)

que também é simétrico.
Alguns resultados importantes seguem das defini¢oes que vimos até aqui

Teorema: Uma variedade ¢ um plano afim quando existe um sistema de coordenadas

global no qual I'j, = 0.

Teorema: Uma condigdo necessaria e suficiente para que uma variedade seja um

plano afim é que a conexao seja simétrica e integravel.

Teorema: Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que a variedade seja um plano

afim é que o tensor de Riemann desapareca.

Teorema: Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que a métrica seja plana é que

o tensor de Riemann desaparega.

2.1.8 Tensor momento-energia

Cada particula carrega consigo um vetor quadri-momento em sua linha de mundo.
Um sistema de muitas particulas produzem, assim, um fluxo continuo, esse fluxo pode ser
quantificado através do tensor momento-energia. O tensor momento-energia, definido

por T, é um tensor do tipo (0, 2), que possui as informagoes a respeito das densidades dos
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fluxos de energia e momento associados a todas as formas de matéria e todos os campos

nao gravitacionais [22].

Assim como os outros tensores, o tensor momento-energia é um objeto cuja defini¢ao
e significado transcendem sistemas de coordenadas. Mas qualquer observador, presta mais
atencao nas componentes de Ty, do que no préprio Ty, isso porque a cada componente ele
atribui um significado fisico especifico. As componentes do tensor de energia-momento sao

as seguintes:
o Tho = densidade de massa e energia;
o Ty, = fluxo de energia na direcao b; b # 0;
o T,0 = densidade da componente a do momento; a # 0;

o Ty = fluxo da componente a do momento na diregao b (i.e., tensdo de cisalhamento);
a,b #£0;

e Ty, = fluxo da componente ¢ do momento na diregao a (i.e., forga sobre a drea

perpendicular, ou seja, pressao); a # 0.

Para a relatividade geral, podemos descrever a fonte de um campo gravitacional
como um fluido perfeito, isto é, que ndo tem viscosidade e nao conduz calor em um sistema
de coordenadas comoveis. No caso da matéria ser um fluido perfeito, com densidade p e
pressdo p e cuja quadri-velocidade é dada por U, = (—¢,0,0,0), o tensor momento-energia

pode ser escrito como

T = (p + g) UsUp + pGap- (2.91)
Em um sistema de coordenadas local, temos que
Ty = pc?, (2.92)
Too = Top =0, (2.93)
Taa = p(Sab. (294)

Isso faz com que o tensor energia-momento seja dado por uma matriz diagonal, nesta
situagao, podemos escrever o tensor para um fluido perfeito como T, = diag(—p, p,p, p).

Ademais, esse tensor é simétrico e obedece a seguinte lei de conservagao

V,T% = 0. (2.95)

2.2 Equacoes de Campo

O motivo pelo qual vimos um pouco do formalismo tensorial é porque na teoria da

relatividade (tanto restrita quanto geral) o espago-tempo é caracterizado matematicamente
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por este formalismo. Através dessa abordagem, o espacgo-tempo na relatividade especial é,
em esséncia, representado por uma variedade quadridimensional dotada de uma conexao
afim simétrica I'{, que satisfaz (2.83) e um tensor métrico 7,,, onde 7,, é ndo singular,
satisfaz a condigdo de metricidade V.1, = 0 e o tensor de curvatura ¢ identicamente nulo
R;., = 0. Em outras palavras, o continuo quadridimensional que caracteriza o espago-tempo
no cenario da relatividade restrita (na auséncia de gravitagdo) chamado espago-tempo de
Minkowski é um espago-tempo plano, cuja métrica plana é dada por diag(1,—1,—1,—1)
em relacdo ao sistema de coordenadas de Minkowski® (¢, x,v, z). Adotando a convengao
de sinal adequada, o elemento de linha de Minkowski pode ser obtido a partir de (2.72) e
toma a forma

ds* = dt* — da* — dy* — d2°. (2.96)

Um espago-tempo curvo, por sua vez, ¢ caracterizado como uma variedade com
uma métrica nao plana na qual ndo existe um sistema de coordenadas canonico. Até aqui
fizemos as principais definigbes necesséarias para se estudar as propriedades geométricas do
espago-tempo, e também definimos outra quantidade tensorial de imensa importancia do
ponto de vista fisico: o tensor momento-energia. Para completarmos nossa formulagao a
respeito da teoria da relatividade geral vamos partir para o seu ponto central: as equagoes

de campo, que em unidades relativisticas (G = ¢ = 1) sdo dadas por

1
Rab — iRgab = 87TTab. (297)

Essas equagoes essencialmente relacionam como a curvatura do espago-tempo é
afetada pela presenca de matéria e energia, e essa declaragao pode ser observada analisando
cada lado da expressao individualmente. O lado esquerdo da equagao (2.97) é composto
apenas de quantidades de carater puramente geométrico, como o tensor de curvatura
de Ricci Ry, e o escalar de curvatura R, que, como vimos, sao tensores que contém
informagoes parciais a respeito da curvatura do espago-tempo e podem ser expressos em
termos da métrica gu,, que é o objeto responsavel por designar como se mede distancias
no espago-tempo ao qual ele caracteriza. Ja no lado direito da equagdo noés temos o tensor
momento-energia T}, que é o objeto matematico que descreve como ¢é a distribuicao de
energia e matéria no espaco-tempo. Com base nisso é que é feita a afirmagao fundamental

da relatividade geral: matéria e energia curvam o espago-tempo.

A equacdo de campo (2.97) enganosamente simples é na verdade um conjunto
de dez equagoes diferenciais nao-lineares de segunda ordem. Mesmo sem fazer o grande
esforco de resolvé-las exatamente, podemos fazer afirmagoes gerais sobre as propriedades
da solugao. Como as dez equagoes diferenciais sdo de segunda ordem, isso significa que o

espago-tempo pode ter curvatura diferente de zero mesmo em vizinhancgas do espago-tempo

1 Como vimos, se uma métrica é plana, entdo existe um sistema de coordenadas especial cobrindo toda

a variedade no qual a métrica é diagonal com elementos iguais a +1.
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onde o tensor momento-energia T}, é zero, tendo em vista que o campo gravitacional em
si carrega energia e momento. Além disso, essas equagoes diferenciais podem produzir
solucoes de propagacao de ondas, nas quais as perturbacoes se propagam através do espago

em funcao do tempo, dando origem as ondas gravitacionais.

O principal objetivo na mecanica newtoniana é, em geral, determinar a trajetoria da
particula, pois é através da trajetéria que vocé obtém outras quantidades importantes para
descrever esse sistema, como a velocidade, momento linear, aceleracao e etc. Na mecanica
quantica, o principal objetivo é determinar a funcao de onda, ja que é a quantidade
que descreve como o sistema formado pela particula ou conjunto de particulas evolui no
tempo. Na teoria da relatividade geral, nés geralmente estamos preocupados em obter o
tensor métrico, pois ¢ através dele que vocé consegue calcular e medir distancias, além de
determinar quais sao as trajetoérias naturais dos corpos que se movem pelo espago-tempo,
que sdo as geodésicas. Além disso, caso exista alguma curvatura no espago tempo, ela sera

apontada pela métrica.

2.2.1 Termo cosmoldgico

A constante cosmoldgica, denotada por A, foi introduzida por Einstein nas equagoes
de campo, primeiramente com o objetivo de prescrever condi¢oes de contorno apropriadas,
tendo em vista que as equagoes de campo, a priori, violavam o principio de Mach. No
entanto, a principal motivacao para a introducao do termo cosmologico Agg, foi o fato do
Einstein ser adepto a ideia de que o universo, em grande escala, era estatico. As equagoes
de campo, tal como expressas em (2.97) ndo permitiam um universo estético, na verdade,
a gravidade faria com que o universo se contraisse, assim, o termo cosmolégico deveria ser
capaz de complementar as equagoes de campo e fornecer um modelo que equilibrasse uma
forca repulsiva de A com a forga atrativa da gravitagao. As equagoes de campo, com o

termo extra, se tornam
1

Rab_ 9

Rgab + Agab = 87TTab. (298)

No entanto, esse modelo apresentava um defeito pratico: era instavel, além disso,
pouco depois de Einstein obter a solugao cosmolégica estatica, foi descoberto que o universo
nao era de fato estatico, mas que estd em expansao em larga escala, como evidenciado
pelo redshift das galaxias. Esses resultados fizeram com que de Einstein descartasse esse
termo subsequentemente, porém, a maioria dos tratamentos da cosmologia o incluem, e
dependendo da sua denotagao (A > 0, A =0 ou A < 0), obtemos caracteristicas diferentes

para o universo.
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3 Solucao de Schwarzschild

Como vimos, as equagoes de campo (2.97), em geral, formam um sistema de
equacoes diferenciais nao lineares, isso pode tornar a sua resolucao bastante complicada,
mesmo que os parametros independentes possam ser reduzidos devido a simetria da métrica.
No entanto, para maior simplificagdo da resolucao podemos ainda recorrer a simetrias. A
solugao de Schwarzschild foi a primeira solucao exata das equacao de campo e foi obtida
por Karl Schwarzschild em 1916, que para isso considerou as equacdes de campo no vacuo'
e um sistema idealizado de massa M no qual havia simetria esférica. Para encontramos a
solucao de Schwarzschild vamos partir do elemento de linha com simetria esférica mais
geral [23]

—e?Mdt? 4 2 dr? 1 12dh? + rsen 20dp>. (3.1)
Pela relagao (2.76)

0 0 r 0
0 0 0 r2sen 26

Como a métrica deve satisfazer a relagdo (2.72), entao

_6721)(7") 0 0

0

0 e 22 0
ab __ 1

0

1

L r2sen 20

Através da métrica podemos calcular os simbolos de Christoffel a partir de (2.83),

de onde obtemos

Lo = v'(r), (3.4)
TL = of(r)e PO+, (3.5)
r, = N, (3.6)
[y, = —re 0, (3.7)
Il, = —rsenfe 22", (3.8)
I, = i (3.9)
s, = i (3.10)
I, = cotb, (3.11)
I3, = —senfcosd. (3.12)

I Quando T, = 0.
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As componentes nao-nulas do tensor de Riemann podem ser obtidas através de
(2.86) e sao dadas por

Rb, = e 2020 Q") — o' (r)N () + 0™ (r)), (3.13)
Riyy = U,(T)e_Q:(THW), (3.14)
Rgy = Ul(r)ei(rmv(r), (3.15)
Ry, = —v"(r) + N (r) —v?(r), (3.16)
Rty = Xy), (3.17)
r, = M) 3.18

Ry = —ro/(r)e )

(3.18)
(3.19)
Ry, = e 20rX(r), (3.20)
Ry = —e 2041, (3.21)
RSy = —e2™ rsen?(r), (3.22)
Ris = e 2N (r) sen?6, (3.23)

(3.24)

R%,, = —e 2Msen?f 4 cos? 6. 3.24

A partir de (2.88) podemos encontrar as seguintes componentes do tensor de Ricci

Fop = (u'm N +02(0) + 2“}”) 20 (3.25)
Ry = —U"(r) + X)W (r) —o?(r) + QA;(T), (3.26)
Ry = (=1—70'(r) +7N(r))e 2 41, (3.27)
Rsz = sen?0[(—1 —r'(r) + XN (r))e 2 £ 1]. (3.28)

Como estamos considerando o cenario de vacuo onde 7, = 0, temos que

1
g“bRab—ig“bgabR = 0. (3.29)

Mas sabemos que g% Ry, = R e além disso

a —2U(Tr (T — T T 1
G = (e ) (e 0) 4 (PO)H0) 4 () ()
1 2 2
+ (T‘QSGDQQ) (T Sen ‘9) (330)
= 4. (3.31)
Dessa forma, temos
R—2R=0= R=0. (3.32)

Portanto, as equacoes de campo de Einstein para esse caso se reduzem a

R = 0. (3.33)
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Através de (3.25) e (3.26) temos que

2N (1) N 2v'(r)

=0 3.34
2 g, (334)

0 que nos leva a

A(r) 4+ v(r) = const. (3.35)

Quando consideramos pontos distantes, isto é, quando r — oo, devemos recuperar o
espaco-tempo de Minkowski, no qual e — 1 e e — 1, ou seja, A(r) — 0 e v(r) — 0.

Dai, temos
A(r) +v(r) = 0. (3.36)
Substituindo em (3.27):
(1 +2r0/(r))e* —1 =0, (3.37)
de modo que
d(re%(”))
— =1 3.38
dr Y ( )
assim,
re? = r4C, (3.39)
que por (3.36)
e — 14 & e ), (3.40)
r
onde C' é a constante de integragdo que escolheremos como C' = —2M (em unidades

relativisticas) para que no limite de campo fraco recupere a descrigdo newtoniana.

Portanto, o elemento de linha que descreve a regiao do espaco-tempo exterior ao

corpo esfericamente simétrico é dado por

2M 2MN\
ds* = — (1 - ) dt* + <1 - ) dr® 4+ r*(d6” + sen 0d¢), (3.41)
r r
onde —co <t <00, 0<r<oo,0<f<mel<¢<2m. Além de ser esfericamente
simétrica, a solugdo de Schwarzschild é estacionéria, ou seja, a métrica é independente do

tempo, nao possui termos cruzados e por isso ¢ estatica, e é assintoticamente plana?.

Em geral, o elemento de linha (3.41) diverge para dois valores de raio, pois quando
r — 0 temos goy — oo e quando r, — 2M 3 temos que g;; — oo. A divergéncia em

r, = 2M pode ser evitada em um sistema de coordenadas apropriado. Por exemplo,

Isso significa que quando r — 0o a solugao recai no espago-tempo de Minkowski.

3 Raio de horizonte de Schwarzschild.
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considerando a mudanga de coordenadas dt = dv — f(r)dr temos que

2M 2MN\ !
ds* = — (1 — 7") (dv? + f2(r)dr* — 2dvf(r)dr) + (1 - 7"> dr?
+1r%(d6* + sen *0dg), (3.42)
2M 2MN\ ! 2M
ds® = — (1 — > dv® + [(1 — > - (1 - ) fQ(r)]
r r r
2M 2/ 102 2
+ (1 - r) 2dv f(r)dr + r=(df” + sen0dg). (3.43)
A escolher f =1—2M /r, implica que
2 2MY 2 102 2
ds® = — (1 - 7~> dv? + 2dvdr + 2(d6? + sen 20d0), (3.44)

que é bem definido quando r = 2M. O mesmo nao ocorre para r = 0, e podemos verificar
isso analisando os invariantes de curvatura, que por serem quantidades escalares, sao
invariantes sob uma transformacao de coordenadas, e sao eles que caracterizarao se a
divergéncia em r = 0 ¢ inerente ao sistema de coordenadas ou nao. Analisando o escalar

de Kretschmann
A8 M?

r6

RabcdRade = y (345)

observamos que obtemos um valor finito para r = 2M mas, de fato, had o que denotamos

por singularidade em r = 0.

Como vimos, matéria e a energia estao “apoiadas” no tecido espaco-tempo e sao
capazes de afunda-lo ligeiramente - vale ressaltar que absolutamente nada no universo esta
imune a essa curvatura (isto é, a gravidade), nem mesmo a luz - assim, a interpretagao para
essa singularidade pode ser tomada como: se vocé compactar um objeto muito massivo em
um espaco muito diminuto, chega uma hora que ele objeto entra em colapso, a gravidade
se torna tao intensa que o objeto desaba sobre si mesmo, até se tornar uma singularidade,
causando essa divergéncia na métrica, um bug no tecido do espago-tempo. Por esse motivo,

surge a interpretacdo de um buraco negro associado a solugao (3.41).

3.1 Buracos negros

Apesar a existéncia de objetos caracterizados como buracos negros ser uma previsao
da teoria da relatividade geral, a ideia intuitiva de objetos fisicos com o seu comportamento
decorre dos conceitos da mecanica newtoniana. O cerne desse pensamento consiste na
ideia de welocidade de escape. A menor velocidade para que um objeto possa escapar
de um campo gravitacional dado por uma distribuicao esférica de massa m e raio r, em

unidades naturais, é

vt = —. (3.46)
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Como a maior velocidade permitida no universo é a velocidade da luz, a qual se considera

¢ = 1 no sistema natural de unidades, obtemos a seguinte relagao
r=2m. (3.47)

Ou seja, a velocidade minima que um objeto deve ter para escapar do campo gravitacional
de um corpo esfericamente simétrico de massa m e raio 2m seria igual a velocidade da
luz. Uma questao que surge é: o que aconteceria se existisse um corpo com um campo
gravitacional tao intenso, que sua velocidade de escape fosse maior que a velocidade da

luz? Dai retomamos a ideia de um buraco negro.

Um buraco negro pode ser definido como um objeto cujo campo gravitacional seja
suficientemente intenso a ponto de que a velocidade minima necessaria para que um objeto
possa escapar dele - uma vez que esse objeto ultrapasse uma regiao denotada por horizonte
de eventos - deve ser maior que a da luz. Ou seja, nenhum objeto pode escapar de buraco
negro, dado que a velocidade maxima no universo é a velocidade da luz. Assim, qualquer
matéria ou até mesmo a luz que atravesse a regiao delimitada pelo horizonte de eventos s6
pode descrever uma trajetoria de via nica, isto €, elas podem entrar na regiao delimitada

pelo horizonte, mas nao podem sair sem violar a causalidade.

Assim, o elemento de linha (3.41) descreve a forma mais simples de um buraco
negro, que depende apenas do seu raio r e de sua massa M. No entanto, se relaxarmos
a condigao de simetria esférica e admitirmos termos cruzados em (3.41), o buraco negro
pode ter rotacao e, por consequéncia, dependera de um outro pardmetro: seu momento
angular J, e entao sera descrito entao pela solucao de Kerr. Considerando um espago-
tempo permeado por um campo eletromagnético, podemos ter um buraco negro com
carga elétrica (). Por fim, a solugdo mais geral que descreve um buraco negro com todos
esses parametros tem o nome de solugao de Kerr-Newmann, que descreve buracos negros
com carga e em rotacao. Essencialmente, do ponto de vista da relatividade geral, um
buraco negro é descrito apenas por 3 parametros: massa M, carga () e momento angular
J, segundo o teorema da auséncia de cabelo [24]. Assim, todas as outras informagoes sobre
a matéria que colapsou para formar o buraco negro ou que "cai'nele, desaparece dentro do

horizonte de eventos e consequentemente se torna inacessivel a observadores externos.

3.2 Termodindmica de buracos negros

Em 1973, os fisicos Bardeen, Carter e Hawking publicaram um artigo [25] apre-
sentando quatro leis que regiam a mecéanica dos buracos negros, essas leis foram obtidas
utilizando a relatividade geral para descrever o comportamento dos mesmos. A chamada
lei zero para buracos negros envolve a nog¢ao do que chamamos de gravidade superficial k.
De maneira concisa, a gravidade de superficial é a aceleracao necessaria que um observador

localizado no horizonte de eventos do buraco negro deve possuir para que nao caia na
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singularidade, essa aceleracao é medida do ponto de vista um observador localizado em
um ponto que estd infinitamente distante do buraco negro 4. Assim, a lei zero enuncia
que a gravidade superficial k é constante no horizonte de eventos para um buraco negro

estacionario e em um espaco-tempo que respeite a condigao dominante de energia.

A primeira lei dos buracos negros descreve essencialmente como o buraco negro
se comporta em trocas de energia com a matéria existente. No contexto da relatividade
geral, sabemos que massa e momento angular carregam energia, dessa forma, dependendo
dos processos nos quais os buracos negros sejam submetidos, suas varia¢coes de momento
angular estarao relacionadas com suas variacoes de massa, e por consequéncia de seu
tamanho. O que chamamos da primeira lei dos buracos negros consiste exatamente em

uma relagao entre os parametros de um buraco negro. Essa relagao ¢ dada por

dM = " dA — QudJ. (3.48)
8

A segunda lei para os buracos negros diz essencialmente que, para quaisquer
processos fisicos, a area A do horizonte de eventos de um buraco negro sempre obedece a
relacdo 6A > 0, onde 0 A = 0 para processos estacionarios, entdo o aumento da sua area
do horizonte de eventos é causado por processos nao estacionarios. A chamada terceira
lei da mecanica dos buracos negros diz, por sua vez, que nao é possivel atingir k = 0 por

processos fisicos finitos.

Como podemos ver, essas leis exibem um carater excepcionalmente analogo as leis
da termodinamica, por este motivo, foram chamadas de quatro leis da termodinamica de
buracos negros. Os paralelos entre as leis da termodindmica e as leis dos buracos negros

estao esbogados em (1).

A semelhanca entre as leis da mecanica dos buracos negros e as leis da termodina-
mica chamaram atencao dos fisicos da época. Primeiramente pelo fato de serem resultados
obtidos a partir de teorias de carater distinto, mas também porque, a principio, analisando
buracos negros do ponto de vista classico, é notavel a sua incompatibilidade com as nogoes
termodinamicas, tendo em vista que, corpos com temperatura emitem um espectro térmico
de radiacao que caracteriza sua temperatura, e pela propria definicao de buracos negros,
nada escapa de seu interior. Dessa forma, a tinica temperatura fisicamente coerente para
caracterizar um buraco negro seria T' = 0, assim, nao faria sentido existéncia de uma
termodinamica para esses objetos. Isso também levantou discussoes, especialmente pelo

fato disso implicar na violacao da segunda lei da termodinamica.

Em 1995, Hawking publica um artigo [26], no qual, partindo de uma abordagem
semiclassica e introduzindo campos quanticos, provou matematicamente a existéncia do

que chamamos de radiacao hawking. De maneira heuristica, essa radiacao se da devido

4 Vale ressaltar que do ponto de vista do observador que estd localizado no horizonte de eventos, a

aceleracdo que o mesmo deve possuir para nao cair na singularidade tem que ser infinita.
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Tabela 1 — Relacao entre as leis da mecanica de buracos negros com as leis da termodina-

mica
Lei Termodinamica Buracos Negros
. T ¢é constante em um sistema em | Para um buraco negro estacionario, s ¢é
Lei Zero s s .
equilibrio térmico constante no horizonte de eventos
Primeira Lei dE =TdS — dW AM = aqa — QpdJ
8
Sequnda Lei 05 >0 0A >0
Terceira Lei Nao é possivel zft'mglr T.: 0 por Nao é possivel z}t.mglr If.: 0 por
processos fisicos finitos. processos fisicos finitos.

a flutuagoes do vacuo e exibe um carater similar a da radiacao do corpo negro com
R , . . . .

temperatura Ty = o Além disso, Bekenstein considerou a semelhanca entre as leis da
T

termodinamica e as leis dos buracos negros como algo relevante e formulou a hipotese de

que buracos negros tém entropia [27] e que a mesma seria proporcional & drea de horizonte

de eventos S = T Esses resultados salientavam que o paralelo entre as leis dos buracos
negros com as demais leis da termodinamica seria de fato algo fundamental e nao apenas

uma coincidéncia.

Ademais, esses resultados despertaram o interesse na tentativa de obter uma
descri¢do para buracos negros do ponto de vista da termodindmica estatistica. Em [2§],
Gibbons e Hawking obtiveram o ensemble canénico para buracos negros em equilibrio
térmico com um reservatério no infinito, e além de recuperar as formulas para entropia e
temperatura de Hawking, eles observaram que a quantidade que controla a estabilidade
dos buracos negros neste cenario ¢ a sua capacidade térmica. Uma capacidade térmica
positiva indica que o sistema é termodinamicamente estavel, enquanto sua negatividade

implica uma instabilidade termodinadmica [29].

A partir de agora estaremos aptos a estudar a termodinamica do buraco negro de
Schwarzschild. Vamos inicialmente calcular a sua temperatura. Sendo B(r) =1—2M/r a
funcao que caracteriza o comportamento da solu¢ao de Schwarzschild, a temperatura de

Hawking associada pode ser obtida através da expressao [30]

B'(r)

Ty —
a 47

(3.49)

T=Th
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Dessa forma

1 [2M
Ty = — |— 3.50
" At { r2 ] T_Th’ ( )
como 1, = 2M entao
1
Ty = ) 3.51
" mM ( )

Essa relagao nos permite afirmar que os buracos negros de maior massa emitem menos
radiagdo do que os de menor massa. A expressao (3.51) pode ainda ser expressa em termos

do raio de horizonte de eventos, na qual assume a forma

1
Ty = . 3.52
H 4mry, ( )

O comportamento da temperatura de Hawking estd apresentado na figura (7).

08
06
04r

Temperatura

0.2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ih

Figura 7 — Temperatura de Hawking do buraco negro de Schwarzschild

Com o intuito de calcular a entropia do buraco negro, vamos partir da primeira lei

da termodiniamica

dE — TdS = dW. (3.53)

Pela teoria da relatividade especial, sabemos que existe uma equivaléncia entre massa
e energia e como estamos considerando uma solugao estatica, na qual dW = 0, entao a

expressao (3.53) assume a forma

dM
dsS = —. 3.54
T, (3.54)
Dai, temos
g = / 8t MdM, (3.55)

= 47> (3.56)
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Este resultado mostra que quanto maior a massa do buraco negro, maior serda a sua
entropia. Expressando em termos do raio de horizonte de eventos, temos
2
dmry

S =" (3.57)

A expressdo acima estda de acordo com a relagdo entre entropia e drea S = A/4, sendo
A = 4mr? a 4rea da superficie que define o horizonte de eventos, obtida a partir da

equivaléncia entre as leis da termodinamica e as de um buraco negro.
S

1.0
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Figura 8 — Entropia do buraco negro de Schwarzschild

Podemos ainda estudar a estabilidade do buraco negro através do calculo do seu

calor especifico, que pode ser feito através da expressao

dM
Cyo=—. 3.58
T (3.58)
Pela regra da cadeia, temos que
dM d?“h
Logo,
1 1
C, = —2mr;. (3.61)

Aqui podemos notar um calor especifico sempre negativo, o que implica em uma
instabilidade termodindmica do buraco negro de Schwarzschild, isto é, o buraco negro
aumenta a sua entropia conforme se diminui a sua temperatura, e isso pode ser visto

também comparando as figuras (7) e (8).

Por fim, podemos obter o o potencial termodindmico de Helmholtz que é dado por

F=M-TyS (3.62)
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In
2+

4+

Calor especifico

-10“

Figura 9 — Calor especifico do buraco negro de Schwarzschild

Dai, temos que

T 1 4mr
F = —— .
2 dmr, 4 (3.63)
F =2 (3.64)
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4 Solucao de Corda Negra

Uma das caracteristicas fundamentais de um buraco negro é a sua topologia.
Em um espago-tempo estacionario quadridimensional e assintoticamente plano, Hawking
mostrou que um buraco negro deve ter necessariamente uma topologia S? [31]. Mais tarde,
o teorema da censura topoldgica [32] afirmou que, em espagos assintoticamente planos,
apenas horizontes esféricos podem dar origem a uma estrutura causal bem definida para
um buraco negro. Além disso, a conjectura Hoop, proposta por Kip Thorne em 1972, afirma
que uma configuragao de matéria auto gravitante de massa M entraria em colapso para
formar um buraco negro se, e somente se, um aro circular de uma circunferéncia critica
C = 4w M pudesse ser colocado em torno dessa distribuicdo de matéria e girado em 360°
para formar uma esfera envolvente, no entanto, esse resultado ¢é restrito a condi¢ées bem
especificas. Todos esses teoremas restritivos nao se sustentam em dimensoes superiores

[33] ou sdo contornados pela introdugao da constante cosmoldgica.

Em 1995, Lemos propos a solugao de um buraco negro cilindricamente simétrico
para uma ac¢ao de Einstein-Hilbert quadridimensional, dentro do cenario da teoria classica
da gravitagao [1]. Essa solugao foi obtida considerando as equagoes de Einstein com o termo
cosmologico e uma constante cosmoldgica negativa, e é conhecida como corda negra,
exatamente como se fosse uma corda infinita de matéria, ou seja, enquanto na simetria
esférica considera-se que a matéria colapsa no centro do sistema de coordenadas (na
origem), na simetria cilindrica considera-se que a matéria colapsou numa reta que coincide
com o eixo “z”. Para obtermos a solucao de corda negra, vamos comecar considerando o
seguinte elemento de linha

dr?

f(r)

onde —co <t<owel<r<oo 0<¢<2m,—00 < 2z < oo definem as coordenadas

ds* = —f(r)dt + + r2d¢* + o*r?dz?, (4.1)

radial, angular e axial, respectivamente. O pardmetro a é tal que a? = —A/3, sendo A a

constante cosmolégica.

Para a corda negra, a acao efetiva de Einstein- Hilbert requer a contribuicao da

constante cosmoldgica, de modo que,

1
Si=53 / d'zy/—g (R — 2A), (4.2)
K
onde K = 87 e R é o escalar de Ricei. O tensor métrico referente a esse sistema sera
—f(ry 0 0 0

1
0 — 0 0
Gab = f(?“) . (43)
0 0 r? 0
0

0 0 o?r2.
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Os simbolos de Christoffel ndo-nulos sao

0
FOI

7(r)

2/ (r)’

Fr)f ()

s

7(r)
27 (r)’

~f(r)r,

A

)
r)a’r,

Y

R e R I

As componentes nao-nulas do tensor de Riemann sao

_ ()

5 ;
f(r)f'(r)
2r
f(r)f'(r)
2r
()
2f(r)’
f'(r)
fr)r
f'(r)

As componentes do tensor de Ricci, por sua vez, serao

ROO

Rll

R22
R33

fr)f"r) | f)f(r)
2
frr) — f'(r)

Y

r

C2f(r)  f(r)r
= —f'(r)r = f(r),

—f'(r)a*r — f(r)a.



o1

Por fim, o escalar de curvatura é dado por

R = —f”(’l") . 4f;(7“) . 2];(;). (4‘27)

As equagbes de movimento apropriadas para esse caso, sdo as equagoes (2.98). O
tensor momento-energia estara restrito apenas ao eixo “z”, portanto, podemos representéa-lo
por uma distribuicao delta de Dirac T* = —p(r) diag(1,1,0,0)+ p,(r) diag(0,0, 1,1), onde
p(r) = p(27r)~*8(r) e pp = ps = p. = p (27r)~'6(r), sendo p massa linear da corda negra.
Como estamos interessados na regiao em que r # 0, entdo podemos assumir que 7}, = 0
para essa regiao. Para o nosso proposito, s6 é necessario usar uma componente do tensor
de Einstein, aqui usaremos a componente Ggo. Dessa forma, podemos obter a solucao de

corda negra resolvendo

1
Roo — ig[)OR + AgOO =0. (428)
Dai temos
fy f"(r)y  for) fi(r) 1 4f'(r 2f(r
) S T T L gy (=i 22O ey =0, (420
2 r 2 r T
d,
onde f'(r) = ];(:), logo, o
S lfr) )= —A (4.30)
Resolvendo a equagao diferencial acima, obtemos a seguinte solugao
A, C
= —— — 4.31
fr) = =3+ =, (431)
sendo C' a constante de integracdo, que definiremos como C' = —4pu/a. Sabemos também
que —A/3 = o, portanto,
Ap
N 4.32
flr) = a2 = X (4.3

Logo, o elemento de linha que representa o espacgo-tempo de uma corda negra

estatica! no vacuo é

4 A~
ds? — — <a27~2 _ “) di? + (a27°2 _ “) dr? +7%d¢? + o2r2d2%. (4.33)
ar ar

Para encontrarmos o raio do horizonte fagamos f(r) = 0.

4
o’r? — S 0.
ar

A tnica raiz real que a equacao (4) possui é:

(4.34)

1 Quando falamos em solucdo estética nos referimos ao fato do elemento de linha nao possuir termos

cruzados.
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E importante destacar que essa solu¢cdo também possui uma divergéncia intrinseca em

r = 0, pois o escalar de Kretschmann da mesma ¢ dado por

8 2
RabcdRade = 240{2 (]_ + Oééj"(i) s (435)

e, além disso, quando r — 00, 0 espago-tempo da corda negra ¢é anti-de Sitter.

4.1 Termodinamica da Corda Negra

A partir da solucao de corda negra, somos capazes de estudar sua termodindmica.

Partindo de (4.34), podemos escrever a massa linear como

adrd
= 4.36
H=—7 (4.36)
A temperatura da corda negra pode ser calculada através da expressao
/
7y =10 (4.37)
A —
Assim,
1
r=rp
o?
= |— 4.39
o 47?047“2] ’ (4.39)
r=ry
()13 2
- O‘— dn (o ) (4.40)
27 47Ta (4p)2/3
1/3
- i( (4.41)
Usando a relacao (4.34), temos que
3&2 Tn
Ty = . 4.42
" 4 ( )

Aqui podemos observar o comportamento linear da temperatura de Hawking para a corda

negra usual.

Para calcular a entropia, vamos partir novamente da primeira lei da termodinamica
(3.53), como vimos ela teoria da relatividade especial, sabemos que existe uma equivaléncia
entre massa e energia - nesse caso temos a massa linear y - e como estamos considerando

o caso em que r # 0 entdo dWW = 0. Dessa forma, a expressao (3.53) assume a forma

_ anp
ds = T (4.43)
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A partir disso, temos

47 _
s = §82(4“) 3dy, (4.44)
4 _
S = [ aw dp (4.45)
m
S = %@mm. (4.46)

Utilizando a relagao (4.36) obtemos, portanto

2
S:W?%. (4.47)

Observe que este resultado obedece a lei de drea de Bekenstein S = A/4 onde, no nosso

caso, A = 2mar;.

Com a finalidade de estudar a estabilidade termodindmica da corda negra, vamos

calcular seu calor especifico através da expressao

A

C, = . 4.48
T (4.48)
Pela regra da cadeia, temos que
du dry
= — ———. 4.49
dTh dTH ( )
Assim,
3a3r? 4m
Cp=—=""— 4.50
C,=ar;m. (4.51)

Esse resultado mostra que o calor especifico da corda negra é sempre positivo, o que

implica que a mesma é termodinamicamente estavel.

Por fim, vamos estudar o comportamento da energia livre associada a esse sistema
F=u—TygS. (4.52)

Usando as relagoes (4.42) e (4.47), temos que

alrd 3ary,\ (7 ar?
F = h h 4.53
1 <4w 2 (4.33)
A rd o 3adry
— — 4.54
4 8 ( )
208y 3ar}
_ _ 4.55
Portanto,
o3 3
Fe— (4.56)
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5 Solucao de Corda Negra na Gravidade Rain-

bow

5.1 Gravidade Rainbow

A teoria da relatividade geral é extremamente bem sucedida na descri¢ao e previsao
de fenomenos gravitacionais, no entanto, a teoria ainda possui alguns problemas em aberto
como a energia escura e alguns fendomenos no regime de altas energias, por exemplo.
Por este motivo, surge a necessidade de se formular uma teoria mais geral que consiga
abarcar tais fendomenos. Dentre as varias propostas nesta dire¢ao, vamos focar na chamada

gravidade Rainbow.

A gravidade Rainbow surge dentro do cenério da Relatividade Duplamente Especial
(DSR), apresentada inicialmente por Amelino-Camelia [2]. A DSR foi uma proposta que
emergiu como uma teoria alternativa para a relatividade especial. A formulacao dessa
teoria tem uma motivagao fenomenologica, pois certas observagoes de raios coésmicos de
ultra alta energia violavam algumas previsoes basicas da relatividade especial. Além disso,
alguns argumentos que surgiram devido a teorias para a uma gravidade quantica também

encorajaram uma busca por uma modificacdo da relatividade especial.

A relatividade de Galileu foi substituida pela relatividade especial devido sua
incompatibilidade com a teoria eletromagnética, a transicao da relatividade de Galileu pela
relatividade especial se deu com a introdugao de um invariante relativistico: a velocidade
da luz. De maneira analoga, a transicao da relatividade especial para a relatividade
duplamente especial ocorre quando introduzimos mais uma escala absoluta independente
do observador: uma escala de comprimento minimo, uma escala na qual nossa descri¢ao
dos fendmenos fisicos mudam significativamente, como uma escala cinematica independente

do observador, onde nesse caso, sera atribuida um status especial a escala de Planck.

Assim, o espago-tempo serd governado por duas escalas independente dos observa-

dores, a velocidade da luz ¢ e o comprimento de Planck que é definido como

1/2
I, = (Gh> 7 (5.1)

que implica em uma escala de energia maxima, a energia de Planck, dada por

5\ 1/2
Ep=<ﬁé> . (5.2)

Assim, observadores com a energia de Planck iriam atribuir os mesmos comprimentos para

um determinado corpo, e entdo, ndo haveria o fenémeno da contragao dos comprimentos



56 Capitulo 5. Solugdo de Corda Negra na Gravidade Rainbow

que ocorre no limite de baixas energias. Vale ressaltar que esses efeitos s6 seriam fisicamente
relevantes para energias proximas a escala de energia de Planck. Uma consequéncia desse
modelo é uma simetria de Lorentz deformada, de modo que existe uma modificacdo na

relagao de dispersao quando consideramos energias proximas a escala de Planck [3, 2, 4, 5].

A abordagem que recebe o nome de gravidade Rainbow emerge buscando fazer
uma modificacao na Teoria da relatividade geral classica incorporando os aspectos dessa
teoria da relatividade especial modificada (DSR). Acredita-se geralmente que a geometria
do espaco-tempo é fundamentalmente descrita por uma teoria quantica, qualquer que seja
a natureza dessa descri¢ao, cré-se que a energia de Planck desempenhe o papel de um
limiar que separa a descricao classica da descricdo quantica. Nesse sentido, é esperado
que no regime de energias proximas a escala de Planck, surja uma nova imagem para o

espaco-tempo.

A teoria da gravidade Rainbow parte do principio de que nao existe uma tinica
geometria classica para o espaco-tempo, a geometria do mesmo se torna dependente da
energia. Assim, quanta de diferentes energias observam diferentes geometrias classicas.
Essas geometrias classicas compartilham os mesmos referenciais inerciais e, portanto, o
principio da equivaléncia pode ser mantido, em uma forma modificada, mas as medigoes
de distancia e tempo adquirem uma nova dependéncia da energia dos quanta usados nas

medigoes.

© Aerltorm/lkon Images

Figura 10 — Efeitos da gravidade Rainbow nos diferentes comprimentos de onda de luz
préoximo a uma fonte de gravidade forte.

Como resultado, ha o surgimento de uma relacao de dispersao modificada, que é

usualmente escrita na forma [4, 34, 35]
E*f*(E/E,) — p*c’g*(E/E,) = m*c", (53)
onde f(E/E,) e g(E/E,) recebem o nome genérico de fungoes rainbow. Essas funcoes

sdo parametrizadas pela razdo E/Ep, sendo E a energia total da particula ou sistema de

particulas medida por um observador em queda livre e Ep é a energia na escala de Planck.
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Ja que a geometria do espaco-tempo muda de acordo com a energia da particula
teste se movendo nele, entao nao existe um tinico espaco-tempo dual ao espaco de momento,
isto é, existe uma familia de métricas dependentes da energia, de acordo com [35], que serdo
parametrizadas pelas fungoes rainbow. A construgdo da métrica deve ser de tal modo que
ela seja covariante em relagdo a representacao nao-linear das transformagcoes de Lorentz,
jé que pretendemos incorporar a DSR. Nas referéncias [36, 37|, os autores pontuam que as

métricas dependentes da energia podem ser construidas fazendo a substituicao

dt
dt - ————, (5.4)
f(E/Ep)
para a coordenada temporal e
, dx’
dr' = ———, (5.5)
9(E/E,)
para todas as coordenas espaciais. Entao, o espago-tempo de Minkowisk se torna
dt? 1

ds® Sijdatda’. (5.6)

~ JHE[Er)  4(E/Ep)
As fungoes f(E/E,) e g(E/E,) sao construidas de modo que, no limite de baixas energias,

elas convergem para a unidade

lim f(E/E)=1 lim g¢(E/E,)=1. (5.7)

E/Ep—0 E/E,—0

Para estudar os efeitos da gravidade Rainbow no universo Friedmann-Robertson-

Walker (FRW) [38, 39], as seguintes fun¢oes rainbow foram consideradas (caso I)

[(EJE) =1, g(E/Ep) =1 —=&(E/E), (5-8)

onde s > 1 e £ é um parametro livre adimensional do modelo, que nés vamos conside-
rar o mesmo das outras fungoes rainbow para facilitar a comparacao entre os modelos

empregados.

Outra escolha interessante para as fungoes rainbow é a seguinte (caso II)
1
E/Ep)=g(F/Fp) = —————.

Tais fungoes rainbow foram consideradas em [4, 34] (e em suas referéncias) no estudo

(5.9)

de possiveis solugoes de universos nao singulares e em [35], uma vez que assegura uma
velocidade constante para a luz, isso pode fornecer uma solucao para o problema do

horizonte.

Uma tltima escolha bastante interessante para as fungoes rainbow é dada por (caso
I11)
£(E/Ep) _ q
§(E/Ep)

Essa escolha de fungoes rainbow foram originalmente consideradas em [6] no contexto de

f(E/Ep) = , 9(E/Ep)=1. (5.10)

explosdes de raios gama. Mais tarde, essa mesma escolha foi abordada em [38, 40] em

conexao com as solucoes FRW.
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5.2 Solucao de Corda Negra na Gravidade Rainbow

De maneira anédloga ao que fizemos no capitulo (4), para obtermos a solu¢ao da
corda negra na gravidade Rainbow, vamos comegar considerando o seguinte elemento de

linha

A(r) N 1 ) r? ) a’r?
dt” + dr= + do +W/Ep)

= pE/E)" T 2EE)AN" T AE/E,)

dz?,  (5.11)

com as transformacoes adequadas para considerar os efeitos da gravidade Rainbow (5.4) e
(5.5), sendo t € (—o0,0), a coordenada radial € [0, 00), a coordenada angular ¢ € [0, 27)

e a coordenada axial z € (—o0, 00).

Os simbolos de Christoffel ndo-nulos para a corda negra neste cenario sao

Iy = 240 (5.12)
. 9HE/E) A(r)A'(r)

T = mE) 2 (5.13)
Iy = —;A((?), (5.14)
[y = —A(r)r, (5.15)
I3 = —A(r)a’r, (5.16)
2, = i (5.17)
s, = i (5.18)

As componentes nao-nulas do tensor se Riemann serao, portanto,

W
R = ) g 20
R o2
R = _;4;;((2, (5.22)
R = ~5a o
r, = A0 (5.24)
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(5.25)
A(r)r
Ry, = — 5 (5.26)
A'(r)r
Rém = = 9 (5-27)
R%zz = —A(r), (5.28)
Al
Ris = — 2(T)0427’7 (5.29)
A'(r)
Rél?) = - 9 ? ) (5.30)
Ry = —A(r)a? (5.31)
A partir das quais obtemos as seguintes componentes para o tensor de Ricci
2 " !
g (E/E,) (A(r)A"(r) = A(r)A(r)
= .32
fo = pEm)\" 2 T ) 032
A'(ry  Al(r)
Ry = - — 5.33
! 2A(r)  A(r)r’ (5:33)
Ry = —A'(r)r— A(r), (5.34)
Rsy = —A'(r)a’r — A(r)a®. (5.35)
Por fim, o escalar de curvatura para esse caso sera
4A 2A
R=g#(B/B) (') - 220 200 (530
Pelos mesmo argumentos dados em (4), podemos encontrar A(r) resolvendo
1
Roo — ig[)OR + AgOO - O (537)
Dai, temos
LdA(r)  A(r)
E/E)) |~ =A :
e/ [F40 4 20— (539
de modo que obtemos
2,.2
4
Ay = —— 1 71 (5.39)

l9(E/Ep)]?  ar

A solugdo acima para a corda negra no cendrio de gravidade Rainbow [41] recupera a

solucdo usual de corda negra [1] quando g(E/E,) = 1, isto é,

A(r) = (o - 4”) | (5.40)

ar

Tendo encontrado a solucao da corda negra na gravidade Rainbow, podemos estudar

o seu comportamento devido aos efeitos da gravidade Rainbow para cada caso das fung¢oes
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rainbow que mencionamos anteriormente. Comecemos notando que o caso III (5.10) para
as fungoes rainbow nao gera nenhuma modificagdo na solugao de corda negra, ja que
g(E/E,) = 1. O comportamento de A(r) estd representado nas figuras (11) e (12) para os

casos I e II respectivamente .

Como podemos ver em (11), a medida em que aumentamos o valor da energia FE,
aproximando-se da escala de energia de Planck, também aumentamos o valor do raio do
horizonte da corda negra para o caso I.

AN

40t

Figura 11 — Solugdo da corda negra na gravidade Rainbow para o caso I das funcoes
rainbow.

Em (12), podemos observar um comportamento semelhante para o caso 11

AN
40t

20 -

Figura 12 — Solugdo da corda negra na gravidade Rainbow para o caso II das funcgoes
rainbow.

5.3 Termodinamica da Corda Negra na Gravidade Rainbow

Tendo a solucao da corda negra estatica no cendrio da gravidade Rainbow dada em
(5.39), somos capazes de estudar a sua termodindmica. Primeiramente vamos encontrar as

curvas de horizonte que sao definidas por A(7),) = 0, ou seja,

a?r? dp

GE/EPE ar (5:41)
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A tnica solugao real que a equagao (5.41) possui é

(40) Pl B/ Ep)*

(5.42)

A partir dessa relacdo podemos escrever a massa linear da corda negra nesse cenario como

oz377,%

T ag(B/E) o4

2/3

mas, temos que 7 = 1,[g(E/Ep)]*?, onde 1, é o raio de horizonte da solucao usual de

corda negra da relatividade geral. Assim, a expressao (5.43) se torna

3.3
a“Ty

I (5.44)

ILL =
Portanto, a massa linear ndo apresenta modificacoes devido a gravidade Rainbow.

Vamos comecgar a calcular suas quantidades termodinamicas, partindo do calculo

da temperatura de Hawking por meio de Ty = #:h). Assim, obtemos

T o 30{27:]1
" dnlg(BJE)

(5.45)

O comportamento da temperatura de Hawking para os casos I e Il esta representado
nas figuras (13) e (14). Para ambos os casos (I e II), o mesmo comportamento linear da
temperatura de Hawking usual da corda esta presente. No entanto, algumas pequenas

diferencas entre os casos devem ser destacadas.

Para o caso I (fig(13)) podemos ver que para um determinado raio de horizonte a
temperatura de Hawking é maior quando consideramos o efeito da gravidade Rainbow, ou
seja, conforme aumentamos o raio de horizonte da corda negra neste cenario, a temperatura
de Hawking aumenta de maneira mais rapida.

T
10

Corda Negra
08 €=02 P
€=05

[ ’
061 e

\\\\\\\\\\\\\,«
4 6 8 10 "

Figura 13 — Temperatura de Hawking para uma solucao de corda negra na gravidade
Rainbow para o caso I.

O contrario acontece para o caso II (fig(14)), onde para um determinado raio de horizonte
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Figura 14 — Temperatura de Hawking para uma solu¢ao de corda negra na gravidade
Rainbow para o caso II.

a temperatura de Hawking aumenta de maneira mais lenta quando consideramos o efeito

da gravidade Rainbow.

Para entender corretamente a termodinamica da corda negra no contexto da

gravidade Rainbow é necessario calcular a entropia, calor especifico e energia livre. A

entropia pode ser calculada diretamente através da expressdo dS = %‘I . Na qual obtemos

o rhlg(E/Ep)|*?
: .

g:

(5.46)

Esse resultado recai no resultado usual da corda negra S = imari quando g(E/Ep) = 1.

Como podemos ver nas figuras (15) e (16), para ambos os casos nés temos a mesma
dependéncia quadratica do raio de horizonte que a entropia da corda negra usual exibe.
No entanto, diferentemente na temperatura de Hawking, o caso I promove uma diminuicao
na entropia para um dado raio de horizonte, ou seja, a entropia vai aumentar de maneira

mais lenta conforme aumentarmos o raio de horizonte de eventos
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Figura 15 — Entropia para solucao de corda negra na gravidade Rainbow para o caso I.

Para o caso II e o efeito da gravidade rainbow promove um aumento mais rapido da
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entropia, ou seja, a entropia vai aumentar de maneira mais rapida conforme aumentarmos

o raio de horizonte de eventos.
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Figura 16 — Entropia para solu¢ao de corda negra na gravidade Rainbow para o caso II.

O calor especifico, por sua vez, pode ser calculado através de C, = dde’“ , de onde
H

obtemos
(5.47)

C, = ar} [g(E/Ep)]"".

O comportamento do calor especifico para os casos I e II das fungdes rainbow esta retratado
nas figuras (17) e (18). Semelhante a entropia, no caso I, para um dado raio de horizonte, o

calor especifico aumenta de maneira mais lenta quando consideramos o efeito da gravidade

Rainbow.
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Figura 17 — Calor especifico para solucao de corda negra na gravidade Rainbow para o

caso I.

O oposto acontece para o caso II.

Quando g(E/Ep) = 1 nés obtemos C, = war?, que é a expressao para o calor
especifico da solucao usual da relatividade geral. Como se sabe, a estabilidade termodina-
mica dos buracos negros (cordas negras para o nosso caso) estd diretamente relacionada
ao sinal da capacidade térmica. Uma capacidade térmica positiva indica que o sistema

¢ termodinamicamente estavel, enquanto uma capacidade térmica negativa indica uma
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Figura 18 — Calor especifico para solucao de corda negra na gravidade Rainbow para o

caso II.

instabilidade termodinamica. Logo, o resultado para o calor especifico no contexto da

gravidade Rainbow indica uma estabilidade termodinamica da corda negra.
Por outro lado, a gravidade Rainbow nao apresenta modificagdo na energia livre

F =y — TyS, produzindo portanto, o resultado da corda negra usual

3,.3
iy (5.48)

5.4 Geodésicas e orbitas circulares

Um resultado importante que pode nos interessar ¢ o das possiveis érbitas circulares

em torno da corda negra nesse cenario. Isto é, se é possivel uma particula com massa m

ou um féton realizar uma trajetéria circular em torno da corda negra. Para avaliarmos
isso, podemos estudar o comportamento da energia potencial efetiva (V.;¢) do sistema
formado pela corda negra e uma particula massiva ou uma particula sem massa. A partir
da determinacao desta energia potencial, podemos aplicar a condi¢do bésica para que uma
orbita possa ser circular, ou seja, que seja um ponto de equilibrio, um ponto no qual a
derivada em relacao a coordenada radial da energia potencial seja igual a zero. Assim,
existem dois tipos de Orbitas circulares, a 6rbita estavel e a instavel. A érbita estavel é
aquela na qual, nas vizinhancas do ponto de equilibrio, a concavidade da funcao é positiva,

ou seja, Verr > 0, e a instével, sua concavidade é negativa, Vorr < 0 [42].

A geodésica de uma particula em 6rbita em torno de uma corda negra estatica é

dada por
(5.49)

onde w ¢ a energia da particula, L é o momento angular e m é a massa da particula.
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Portanto, o potencial efetivo é definido como
(5.50)

As geodésicas circulares ocorrem nos pontos r, satisfazendo 372 = 0 e V/(r.) = 0. Na
figura (19) nés descrevemos o potencial efetivo de particulas massivas e sem massas para

a corda negra no cendrio da gravidade Rainbow.

VI[r]

0.0010F
0.0005
[ 1 1 1 r
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Figura 19 — Potencial efetivo para particulas sem massa.

VI[r]
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Figura 20 — Potencial efetivo para particulas massivas.

Isso mostra que nao ha casos que apresentem Orbitas circulares estaveis, de maneira
semelhante a solugdo usual de corda negra. Portanto, a gravidade Rainbow nao modifica
significativamente os resultados para geodésicas e orbitas circulares em comparagdo com a

corda negra usual.
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6 Conclusao

Neste trabalho encontramos de maneira inédita a solucdo de uma corda negra
quadridimensional sob consideragao da gravidade Rainbow [41] e verificamos que a solugao
da corda negra depende apenas da func¢ao g(£/Ep), uma das quais define a escala de energia
onde a gravidade Rainbow se torna relevante. Consequentemente, todos os parametros
termodindmicos da corda negra nesse cenario dependem apenas de g(E/Ep). Tracamos
o comportamento da solu¢do da corda negra em (11) e (12) e pudemos verificar que a
medida que aumentamos o valor da energia F, aproximando-se da escala de energia de
Planck, também aumentamos o valor do raio do horizonte para os casos I (5.8) e II (5.9)

das fungoes rainbow.

Também obtivemos a temperatura de Hawking para a corda negra, a partir da qual
pudemos ver que as fungoes rainbow desempenham o papel de fazer com que a temperatura
de Hawking aumente de maneira mais rapida ou mais lenta para um determinado raio do
horizonte, dependendo da escolha de tais fungoes rainbow. Calculamos a entropia, calor
especifico e energia livre para a corda negra. A entropia e o calor especifico exibem uma
dependéncia das fungoes rainbow, enquanto a energia livre nao é modificada. Estudamos
também as orbitas de particulas massivas e sem massa em torno de uma corda negra, e
as particulas nao exibem orbitas estaveis em torno de uma corda negra no cenario da
gravidade Rainbow, para qualquer configuracao das fun¢des rainbow; sejam as particulas

massivas ou nao.
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Abstract: In this paper, we studied black string solutions under the consideration of rainbow gravity.
We analytically obtained the solution for four-dimensional black strings in terms of the functions
fLE/Ep) and g{E/Ep} that sets the energy scale where the rainbow gravity becomes relevant. We
also obtained the Hawking temperature for the black string, from which we can see that the rainbow
functions play the role of increasing or decreasing the Hawking temperature for a given horizon
radius depending on the choice of such rainbow functions. We computed the entropy, specific heat
and free energy for the black string. The entropy and specific heat exhibit a rainbow dependence,
whereas the free energy is not modified by the rainbow functions. Finally, we studied the effects of
rainbow gravity in the orbits of massive and massless particles around a black string. We could verify
that neither massive nor massless particles exhibit stable orbits around a black string in the scenario
of rainbow gravity for any configuration of rainbew functions.

Keywords: black string; rainbow gravity; modified dispersion relation; thermodynamics

1. Introduction

Black holes are obtained as solutions of Einstein’s equations and play a very relevant
role in physics since such objects can be used to understand how space-time is established
after a gravitational collapse. Although there is a natural tendency to study spherically
symmetric black holes, especially in space=times with a vanishing cosmological constant,
the study of such objects with different topologies has also become something of interest.
Space-times with a negative cosmological constant are the background for the existence of
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APENDICE A

75

— Componentes dos tensores

para a solucao de Schwarzschild

Nesta secao, vamos calcular com detalhes todas as componentes nao nulas dos

simbolos de Christoffel, tensor de Riemann e do tensor de Ricci para a solucao de

Schwarzschild.

A.1 Simbolos de Christoffel
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— (W (r)e 020 <1>

r
U/(,r)e—Q)\(r)—‘er(r)

r

R(?)’30 - 83P(:§0 - aorg?) + F80Fg3 + F(I)OFiﬂ + F(Q)UF%?) + F%OF§3 - I183I130 - F(l)?)r‘?o - I1(2]3I1§0 - F%firgo
_ (U/(T)e—2>\(r)+2v(r)) <1>

r
U/(T)ef2)\(r)+2v(r)

r

Rl = 0ol — Ol + T11Tg + T T + THT5 + T3 — Tolgy — Tyl — TTs; — Tl
= —aar(vl(?“)) + N ()W (r) = (' (M) (@' (r))
= —"(r) + N (r) —v?(r)

Rill =0
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R%Zl = aZF%l - 81]‘1%2 + F?1Fg2 + FhF%Z + F%ll—gQ + Fi)lF%Q - F?ZF(QH - F%Qrﬁl - F%2F§1 - Fi’ngl

= = () () -()6)

1 V)1
AR
_ X0
a T

R?Z&l = a3F§)1 - alri? + P(I)IPSS + Filril)b?; + F%lrgii + F?lrgfi - I‘(1)3]'—%1 - F%ZSF‘I)I - F%BFgl - F??)Fgl

= RCICROIC

L N) 1
A
_ N(r)
N T

Ry, = 809y — 0ol + T9yTg0 + TapTg + T35 + a5y — TpT0, — ol — T5T'5, — I5Ls,
= (=P r)((r)

= —rd/(r) e P

Ryy = 01Ty — 0oLy + Ty + Toolyy + Ty + T5,03; — T9, Ty — Dgpl'ly — T3, Ty — 5,1y
= (PO )+ (e PO () - (1) (e P )
_ (_6—2)\(7")(_2)\/(r>)r _ 6—2)\(r)) . 6_2>\(T)’f‘)\/(’l“) + 6—2)\(7’)
= e 20N (r)

R%zz =0

Ry = 03155 — 0ol'53 + Tpl'Gs + Dopl'y + T5,T55 + T35 — T35, — T3y — I53T5, — I35,
0 1
= —%(cot 0) + (—e~ 22 ) (r) — (cot B)(cot 6)
= cosc®0 — e ") —cot
= cosc?0 — e — (cosc?h — 1)

= — 672>‘(r) + 1
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0
R303

2
R323

3
R333

A3

= —€

= O0l'gs — 0550 + T'3310 + Taalg + Dl + T351'50 — Tl — Iaolls — T50l'%5 — T

= (—e 20 rgen20)(v/(r))

220 sen 200 (r)

= 01l — 00y + Tgslgy + Dagl'yy + DTy + DLy — Iy Lo — Ty Ty — Iy Doy — Ty g
9] 1
= (—e’”‘m 7 sen 2(9) + (=720 rsen 20) (N (1)) — () (—e™ ) gen )
r

or

= 220N (1) rsen?d — e sen 20 — e 2 1 sen N (r) + e sen 29

= e 2N (r) sen?d

= 05135 — 0515, + ['33T5, + D3]y + D315, + 3315, — [5,05 — [, 155 — 5,15, — I5,15,
1

= (—e’QA(r) T sen 29) <> — (cot @) (—sen @ cos )
r

= —e 2 Mgen?0 + cos? f

= 0

Tensor de Ricci

Rab =R,

ach

Ryy = Ry + Riyo + Ry + Riso
U/(T)G—Z)\('r)—l-Zv(r)

_ 6_2/\(r)+2v(r)(1)/,(7“) _ U,(T))\/(’I") + U2(T)) +

r
U/(T)e—zA(r)-s—%(r)
+
T
2 /
_ 6—2/\(r)+2v(r) (U”(T) . U,(T)/\/(T) + ’02<T‘) + v (7')>
r

Ry = Rjy + Riy + Ry + Riy

= —"(r)+ N (r) —o*(r) + Ar) | X()

= —"(r) + X)W (r) —o3(r) +
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R22

R(Q)OQ + R%IQ + R%QQ + Rg32

—rv/(r) €70 4 e P N () — 0 4

e PO (i (1) 47 N(r) — 1)+ 1

Ris + Rypy + Rips + R

—e 2Wrsen 200 (1) + e PN (1) 7 sen 20 — e Msen 20 + cos® 6

e~ (—rsen 200/ (1) + N (r) 7 sen 0 — sen 20) + sen 20
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Componentes dos tensores

para a solucao da corda negra

Nesta secao, vamos calcular com detalhes todas as componentes nao nulas dos

simbolos de Christoffel, tensor de Riemann e do tensor de Ricci para a solugao da corda

negra.

B.1 Simbolos de Christoffel

1
Iy = igad(abgdc + 0cYap — OaGne)

0o _
F()1

;900(80901 + 01900 — Oogor)
; <_f(1r)> <§“<_f (T))>
f'(r)

2f(r)

f(r)

2f(r)

;gn(aoglo + og10 — O1900)
1 0
3700 (= e =100

f@r)f'(r)
2

9" (81911 + 01911 — Orgnn)

o (68 (f(1)>>

N~ N~

f<2r> (o : f@f —(1) f’(r))
% ()

f'(r)
2f(r)

<
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1
F22

2
Fl?

3
F31

B.2 Tensor de Riemann

1
5911(32912 + 02912 — 01G22)

1 o,
10 (= 5r2)

—@ 2r
2

—f(r)r

1
5911(83913 + 03913 — 01033)

1 0, 55
10 (= i)

1
5922(31922 + 02921 — 02012)

: () (5:)

1

ﬁ27"
1
,
1
,
1 43
59 (01933 + 05931 — O3613)
1/ 1 0 5,
2 (a2r2) <37’<a " )>
1
2702(2@27“)

I3 =0

Rgcd = aCFZd - aUlFlC)Lc + Fle)drgc - Fle)c]‘_veld
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Rgoo =0
Ry = Oilgy — 0olgy + Lol + Tool1y + Lol + Tools — Lo Lo — Doy Tle — T510%0 — Torlo

- SO ()
= Jrerey s e+ (<50 - (50

2
O fR) | f) () fR ()
= o T 2
_ S ()

2

RSQO = aZFgO - aOFSQ + F80F32 + F(I)OF%Q + F(2)0F§2 + F?)Ol_%ﬂ - F82P30 - F(1)2F%0 - F%ZI%O - F82Ff230

- (o))

f(r)f(r)
2r

R(?;?;O = 831—‘30 - 801—‘(%3 + F80Fg3 + 1—‘(1)01—‘:1;3 + F(Q)OFgB + F30F§3 - F83F30 - F(1)31—‘:f0 - F33F§0 - F33F§O

- ()

fr)f(r)
2r

Ry = Gl — Ol + T, T + Ty Ty + I, 15 + T3y — TG, — Dol — Ty — Tl
_ _5<f’(’f’)>+< f’(?‘))(f’()) < ())( ())
f( f(r) 2f(r)) \2f(r)
)

) fF(r)
(). (L) (72

_f//(r)f( ) + f‘/Q f/2 T
2f2(r)  2f%(r ) - 2/%(r)
_f(r)
2f(r)
Rill =0
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2
R121

3
R131

0
R202

1
R212

2
R222

3
R232

oIty — Oy + PTGy + Tyl + T TS, + T TS, — T,IG, — Tl — Tl — ThI,

5 () (i) ()-GO )

1 fr) 1
r2  2f(r)r 12
_f'(n)

2f(r)r

05Ty — Oy + T TGy + Ty + T T 4 Ty Ty — TI0, — Tyl — Ty, — Tl

5 () (i) (-G )

1 fl) 1
r2  2f(r)r 12
_f'(n)

2f(r)r

OnI'3y — 95y + TaT G0 + I'aoT + 5T 50 + I5,150 — Ioglgy — Togl'ly — T5T5 — Il

con(£)
_fr)r

2

OnT'gy — 015y + Toolgy + Iopl'yy + T30 + I,y — I53Tgy — Dyl — T5,Tp — 15,15,

0
=10+ (10

f'(r)r
2

)
2f(r)

+ f(r)

)= s
) — ) +
P+ f/(;“)r

WAGL
2

0

05135 — 0155 + ool g + IopLy + 5155 + T5,155 — IogIG, — Dyl — T35, — Il

(1)) ()

—f(r)
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Riys = Ool'33 — 05T + T'33T00 + g3l + D335 + T35 — T50T05 — T3T '3 — T3l'a3 — T30
f'(r)
= (—f(r)a?r (
(~1ma%) (370
J(r)

= ——Za%r

2

Ré13 = 811—%3 - 831—‘;)1 + I_‘(531—‘(1)1 + Fil’)?)l—‘il + F?’)Srél + F%BF;)I - Fglr(l)ii - Félrii’: - Fgll—‘%?) - Fglrilif%

= a — TO{2T — TO[QT _f/(r) — 1 — T()Z2T
= grerman + g (L0 - (1) e
= —f'(r)a®r — f(r)a® + fgr)aQT—l—f(r)aQ
= —f’(r)a2r+f/;r>a2r
_ S0y,

2

Riyy = 0o55 — 05155 + T30, + gyl 4+ D335, + Tl55 — T5,T05 — TaplTy — T35 — 55155
— () ()
— e

3333 =0

B.3 Tensor de Ricci

Ru = R,

ach

Ry = Rgoo + R(lno + R(2)20 + Rg:so
fr) ") [ f)f'(r) | flr)f'(r)

B R T
_ SO0 f ()
2 r

Ry = R(1)01 + Rill + R%m + R:1331

S ) F)
2f(r)  2f(r)r 2f(r)r
[ ()
2f(r)  fr)r
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Roy = Rgo2 + R%lQ + R§22 + Rg?,z
S i)
= - )
= —f'(r)r—f(r)
Rz = Ryggy + Rz + Rip + Ry
f'(r) o f(r)

= —aTr- r— f(r)a?

= —f(r)e*r - f(r)a?

B.4 Escalar de Curvatura

R= gabRab

R = ¢"Ro + g"" Ry + ¢**Roy + ¢** Rs3

(1 fr)f"(r) | fr)f(r) A (L) )
h= < f@«)) > )H()( 2f(r) f(r)r>

) (1) = f(r)e?)
) _F0) S0 f@) )

r 72 r 72




87

APENDICE C - Componentes dos tensores
para a solucao da corda negra na gravidade

Rainbow

Nesta secao, vamos calcular com detalhes todas as componentes nao nulas dos
simbolos de Christoffel, tensor de Riemann e do tensor de Ricci para a solu¢ao da corda

negra sob consideracao da gravidade Rainbow.

C.1 Simbolos de Christoffel

1
Iy = igad(abgdc + 0cgab — Oagne)

—_

Fgl = *900(30901 + 01900 — Oogor)

2
_ ;(—f T @ )
-
Mo = 54,:1((?)

1
1ﬂtl)o = 5911(50910 + Jog10 — 01900)

L, ) A(r)

_ 5(9 (E/E,)A(r)) (‘ar <_f2(E/Ep>>>
G*(E/E,) A(r)A'(r)
PB[E) 2

—_

Fh = *911(31911 + 01911 — O1911)
= 3012020 (5 (i)
A(r) (‘A;(T)>

f2(r)

il N
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1
F%Q = 5911(82912 + 02912 — 01G922)

1 2 8 2
= JPE/EA) (- 5]
= _A(r) 2r
2
= —A(r)r

1
F:%,s = 5911(83913 + 03913 — 01933)

1 2 0 2.2
= JPE/EAC) (- 50
= A(Qr)(—2oz27’)
= —A(r)a’r

1
F%Q = 5922(81922 + 02G91 — 02012)

Z OIS

1

= ﬁ27"
B 1
oy
1
rz = -
21 ,
3 1 43
I3 = 59 (01933 + 05931 — O3613)
1/ 1 8 5.
T2 (a2r2) <37’<a " )>
1
= a2r2(2a27“)
B 1
oy
1
rs = -
31 .

C.2 Tensor de Riemann

Rgcd = aCFZd - aUlFlC)Lc + Fle)drgc - Fle)c]‘_veld
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0
RlOl

0

01Tg0 — 0oTgy + Tool'oy + I'g Fh + TGl + F3 Fél F81Féo TorT10 = Tl — Ton g

o (g?(E/E;;) A(r)A'(r)) ¢ (E/E,) ( Ay A() A(r)A'(r))
f2(E/E,) 2 f2(E/E,) 2 A(r) 2A(’r) 2

;fcgg (A () + AA')) - fcéﬁii (A,Lf : Alf))

¢*(E/E,) (A’Q(r A”( ) A%))

F(E[E) \ 2

P(E/E,) (A A" (r )

F2(E/E,)

9aT50 — Bol5 4+ Lol 5, + Toola + Tool3s + Lool'sy — T0:I50 — Dol o — Toal50 — Toal'%
g (E/E,) A(r)A'(r) ( 1 )
fHE/E,) 2 r

g (E/E,) A(r)A'(r)

fAE/E,) 2

afﬂFgo - 801—%3 + Fgorg?, + F(l)OF??, + th)orgs + Fgorgzﬁ - F83Fgo - Ftl)sl—‘?o - F33F§0 - ngrgo
g (E/E,) A(r)A'(r) (1)
fz(E/Ep) 2 r

g (E/Ep) A(r)A'(r)

fA(E/E,) 2

0T ?1 01F?0+F?1F80+F%1F?0+F?1F80+F?1F20—F%F&—Fiof?l—F%oF% — Tl
< N < i) ()~ (63) )
2A( )) \24(r) 2A(r) ) \24(r)

A/2 A/Q(T)
) () - (6e)
()

(

_A”(T)A(r) N A’2 B A% (r

2A2(r) 2A%(r ) 2A%(r)
_A”(r)
2A(r)
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2
R121

3
R131

0
R202

1
R212

2
R222

3
R232

oIty — Oy + PTGy + Ty Iy + T TS, + T TS, — T,IG, — Tl — Tl — ThI,

5 () () -0 6)

1 Al(r 1
Ry T
_ A

2A(r)r

05Ty — Oy + T TGy + Ty + T T + Ty Ty — TI0, — Tyl — Ty, — Tl

5 ()= () -0 6)

1 A(r 1
2 240 2
_ A

2A(r)r

OnI'3y — 95y + T'oaT g + I'apT + 5150 + I5,150 — IogLgy — Togl'ly — T50T5 — Il

o (8]

A(r)r
2

O1T'gy — 015y + Toolgy + Dol + T30 + I,y — I53gy — Tyl — T5,Tp — 15,15,

0 Al(r) 1
A0+ (A0 (<548 = H-A)
A — A + 4 (2”7’ AP
—A'(r)r + AI(QT)T
_AI(T)T

2
0

05135 — 0155 + ool g + Doy + 5155 + T5,155 — IogIG, — Dyl — T35, — Il

(-40) 1) ()

—A(r)
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0 —
R303 -

1 —
R313 -

Onl'35 — 05150 + T'gTg0 + Iag g + T3l + T3l — Ielgs — Tol'y — Tl — Il

i (481
CAr)

a’r
2

T35 — O3y + Tggloy + Pagl'yy + Ty + Tgglay — Iy Pog — Ty T — T, T — Ty T

O (~A(r)a*r) + (~A(r)a*r) <— ﬁ%) - (3) (~A@arr)
—A'(r)e’r — A(r)a® + Alz(r)a% + A(r)o?
—A'(r)a’r + A/(T)oﬂr
A 2,
2

02135 — 0815, + 3Ty + Dag 'y + Tg1'5, + Ty — Iyl — Ty — Tl — I5,175

(—A)e?r) ()
—A(r)a?
0

C.3 Tensor de Ricci

ROO

Ru = R,

acb

= Rgoo + Rclno + Rgzo + Rgso

_ C(E/E) AnA"(r)  g°(E/E,) A(A'(r) | g°(E/E,) Al A'(r)
FHE/E) 2 JHE[E) 2 JHE[E,) 2

_ J(E/Ey) <A(T)A”(7‘) +A(T)A’(T)>
FHE/Ey) 2 r

= R[1)01 + R%u + R?m + R:1331
_A”(r) B A'(r) B Al(r)

2A(r)  2A(r)r  2A(r)r

A'(r)  A'(r)

2A4(r)  A(r)r
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Ry = Rop + Raip + Ropy + R
_ A (r)r A (r)r A()

2 2

= —A'(r)r — A(r)

Ry = Ry + Ry + Ry + Rigy
Al A
= _2<7~) o’r — 2(7’) o’r — A(r)a?

= —A'(r)a’r — A(r)a?

C.4 Escalar de Curvatura

R= gabRab

R =g¢"Ro + ¢g"" Ry + ¢**Roy + ¢** Rs3

_P(BJE,) (EJE,) (ANA)  ARAWDY ) AW
A0) fQ(E/Ep)< ;T )“g (E/EpAr)) (‘2A<r>‘A<r>r>

# (PEED) (e = )+ (DL (s - ae)

r2 2r?

_4A(r) 2A(r)> |

r r2

R = E/E) (—A"(r)
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