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Resumo

Nesta dissertacao, consideramos que a gravidade Rainbow seja um modelo apropriado
para se estudar o Universo de Schwarzschild no regime de altas energias. Diante disto, o
setor temporal da métrica é modificado de tal forma a estabelecer um cenario peculiar
para verificar as implicagdes nas propriedades da teoria de espalhamento. Nossos estudos
giram em torno da ideia a qual as fung¢oes Rainbow sejam capazes de afetar as segoes de
choque diferencial e de absorcao, gerando assim, estruturas dependentes de um parametro

que controla a violagao da invariancia de Lorentz em altas energias.

Palavras-chave: Gravidade Rainbow, Buracos Negros, Teoria de Espalhamento.



Abstract

In this dissertation, we consider Rainbow gravity to be an appropriate model for studying
the Schwarzschild Universe in the high energy regime. Given this, the temporal sector
of the metric is modified in such a way as to establish a peculiar scenario to verify the
implications on the properties of the scattering theory. Our studies revolve around the
idea that Rainbow functions are capable of affecting the differential and absorption cross
sections, thus generating structures dependent of a parameter that controls the Lorentz

invariance violation at high-energy.

Keywords: Rainbow gravity, Black holes, Scattering Theory.
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1 Introducao

A busca por uma “nova fisica”, como aquela além do Modelo Padrao, vem sendo
um dos principais objetivos dos fisicos tedricos ao longo das tultimas décadas. Neste
cenario, acredita-se que a geometria do espago-tempo é fundamentalmente descrita por
uma teoria quéntica, substituindo a suavidade trazida pela Teoria da Relatividade Geral
(TRG). Diversas sao as propostas na tentativa desta descri¢ao, dentre estas temos a
Gravidade Quéntica em Loop [2], Geometrias Nao-comutativas [3], Teoria das Cordas [4] e
a Relatividade Duplamente Especial [5], por exemplo. No entanto, nenhuma destas teorias
obtiveram ainda o sucesso devido a um ponto singular, a incompatibilidade presente entre
a Teoria da Relatividade Geral (TRG) e Mecénica Quantica (MQ).

Um ponto de partida para solucionar este problema seria o de investigar a natureza
na transicdo entre a fisica de baixas energias e a fisica de altas energias. Neste sentido,
dentre as propostas acima, destaca-se a Double Special Relativity I, ou a Relatividade
Duplamente Especial, ou ainda a Relatividade Nao-Linear, proposta por Giovanni Amelini-
Camelia em 2002 [5], como uma extensao a Teoria da Relatividade Especial TRE. Esta
teoria, de maneira resumida, consiste em uma estrutura simples para descricao do espaco-
tempo plano quantico, em que a premissa ¢ a de assumir que a energia de Planck
Ep = /hc®/G desempenha um papel limiar de separagao entre a descrigado do espago-
tempo quantico e classico. Para valores superiores desta energia, espera-se que se tenha
uma imagem radicalmente nova do espaco-tempo. Além disso, este valor de energia pode se
tornar uma invariante, assim, todos os observadores inerciais concordam se uma particula
possui mais ou menos esse valor de energia. Em outras palavras, a energia de Planck Ep,
assume o status de constante universal, sendo a mesma para todos os observadores inerciais.

Algumas implicacoes fisicas desta teoria podem ser vistas nas referéncias [6, 7, 8, 9].

Uma outra extensao para a TRE foi proposta por Magueijo e Smolin. Esta extensao
estd fundamentada em uma deformagao a algebra de Poincaré na escala de energia de
Planck e é conhecida como Double Special Relativity 11, comumente conhecida como DSR
IT [10]. Neste cenario a energia de Planck mantém os mesmos aspectos para todos os
observadores iniciais, ou seja, observadores com a energia de Planck vao possuir os mesmos
comprimentos descartando o fenémeno de contracao de comprimentos quando submetidos
a baixas energias descritos pela TRE. Entao, resultaremos em trés escalas invariantes,
sendo elas: o comprimento de Planck, a velocidade da luz no vacuo e a energia minima

observavel.

Magueijo e Smolin [11] mais uma vez propuseram uma nova extensio, desta vez nao

a TRE, mas sim, a Relatividade Duplamente Especial. Esta teoria ficou conhecida como
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Gravidade Rainbow ou Gravidade Arco-iris e sera o objeto de estudo desta dissertagao.
O ponto fundamental da proposta é considerar que diferentes comprimentos de onda de
luz, experimentam diferentes niveis de gravidade e sdo separados da mesma maneira que
um prisma natural divide a luz branca. Em linhas gerais, nao existe uma tnica geometria
classica para o espaco-tempo quando consideramos energias proximas a escala de Planck e
isso conduz a uma modificacao na relacao de dispersao. Tal fenomeno seria imperceptivel
em areas de gravidade relativamente baixa, como, por exemplo, o conteido de gravidade
produzida pela Terra, sendo significativo apenas em areas de gravidade extremamente

alta, como um contetdo de gravidade produzido por um buraco negro.

Buracos Negros sao objetos compactos, previstos pela teoria da relatividade geral
que possuem um horizonte de eventos e uma singularidade [12, 13]. Desempenham um
papel importante na fisica, tendo em vista, que sao utilizados para entender como o
espago-tempo se comporta, contribuindo na investigacao da relagdo entre caracteristicas
do espago-tempo para escalas microscopicas e macroscopicas. Na astrofisica, os buracos
negros tem sido estudados considerando a influéncia da Gravidade Rainbow que afeta suas
propriedades. Estes aspectos sao abordados em diversos cenarios na literatura, incluindo
por exemplo, a termodinamica de buracos negros como uma forte area no ambito do estudo
de Gravitagao [14, 15, 16, 17|, favorecendo o entendimento do universo primitivo no que
diz respeito as energias préximas a escala de Plank. O objetivo geral deste trabalho é o
de estudar os efeitos da Gravidade Rainbow sobre a métrica de Schwarzschild para em

seguida investigar suas implicagoes na Teoria de Espalhamento.

Recentemente, o problema das perturbacoes lineares das solu¢des de buracos
negros [18] atraiu interesses enovados em relagdo ao aparecimento de equagoes diferenciais
ordindrias lineares de segunda ordem apo6s uma separacao de variaveis. Em consonéncia,
podemos destacar o estudo da absorcao de espalhamento nas proximidades de um buraco
negro, ramo importante da fisica tedrica que ao longo dos anos vem apresentando diversos
trabalhos para investigar a dispersao de um buraco negro [19, 20]. Essa investigagdo nos
motiva a analisar as aplicagoes da Gravidade Rainbow no Universo de Schwarzschild com
foco em investigar as se¢oes de choque diferencial e de absorc¢ao sobre o efeito da violagao

da invariancia de Lorentz.

Esta dissertacdo se encontra organizada como segue. No Cap.(2), trazemos uma
revisao dos fundamentos da Teoria da Relatividade Geral, explicitamos as equagoes de
campo de Einstein e a sua primeira solu¢ao, a solu¢ao de Schwarzschild. No Cap.(3),
exploramos a proposta de Gravidade Rainbow e suas implicacoes na TRG, tais como as
equagoes de campo modificadas e seus impactos na solugao de Schwarzschild. No Cap.(4),
apresentamos uma breve revisao da teoria de espalhamento. Neste sentido, procuramos
entender as caracteristicas de espalhamentos tanto no regime classico como no regime

quantico. No Cap.(5), abordamos o estudo da teoria de espalhamento pela métrica de
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Schwarzschild sobre a influéncia das fungoes rainbow. No Cap.(6), apresentamos nossas
conclusoes e perspectivas.
Ao longo deste trabalho, adotaremos o sistema natural e unidades a qual considera,

c=h=1.
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2 Teoria da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral TRG proposta por Albert Einstein por volta de
1916, pode ser descrita como uma teoria de gravitagdo que incorpora uma manifestacao
do espago-tempo e generaliza a Teoria da Relatividade Restrita (TRR) ao incluir os
referenciais nao inerciais. Completa e auto consistente, esta teoria trouxe uma nova
perspectiva na compreensao do fenémeno de Gravitagao, ao passo que, constitui um
dos pilares da Cosmologia Moderna, transcendendo o paradigma newtoniano sobre a

compreensao do Universo.

Este capitulo trata de uma revisao acerca dos fundamentos da TRG. Expomos as
equagoes de campo de Einstein por meio do principio variacional onde também explicita-
mos a primeira solugdo das equagoes de Einstein, proposta por Karl Schwarzschild [21],

conhecida comumente por solugao exterior ou solugao de Schwarzschild..

2.1 Equacao de Campo Via Principio Variacional

Albert Einstein, no final de 1915, trouxe uma proposta de equagoes que consolidaram
a TRG, estas equagodes descrevem a gravidade como uma curvatura do espaco-tempo,
substituindo a gravitacao newtoniana. Em sua interpretacao, ele considerou o Universo
como uma variedade M dotada de uma métrica g,, onde a Gravidade é vista como uma
distor¢ao (curvatura) do espago tempo gerada por um corpo massivo 22, 23|. Neste caso,
as equacoes de campo para a TRG devem relacionar a curvatura do espago-tempo com a
distribuicao de matéria-energia. Assim, o ponto de partida via o principio variacional deve
ser uma ac¢ao fundamental que carregue estes dois ingredientes. Esta acdo é conhecida

como acao de Einstein-Hilbert
S =38+, (2.1)
O termo S, descreve a agao da parte geométrica, que contém a curvatura do espago-tempo,
S. = / V—gLed'z. (2.2)

A quantidade §,,, descreve a acao que contém o contetido de matéria.
Spm = li/\/—gﬁpd4$. (2.3)

Para a obtengao das equagoes de campo de Einstein é necessario assumir para (2.2)
que Lo = R, pois, essas equacoes envolvem derivadas do tensor métrico g, sem exceder

as derivadas de segunda ordem. A lagrangiana associada deve conter derivadas superiores
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a ela mesma para que o tensor métrico dependa apenas das primeiras derivadas, o tinico
escalar que consegue atender essas condicoes ¢ o escalar de curvatura de Ricci, porque ele
inclui termos com derivadas de segunda ordem do tensor métrico, além de derivadas de

primeira ordem e do proprio tensor métrico.

Variando primeiramente a parte da acao de Einstein-Hilbert que carrega o contetido

geométrico do espago-tempo e ja reescrevendo (2.2) com L = R obtemos as relagdes
(5/\/—ng4$ = (5/\/—gg“”R#,,d4x, (2.4)

5 / J—gRd'z = / V99" O R diz + / R (vV=gg") d'z. (2.5)

O que nos conduz a

1
5/\/—ng4x = /\/—g (R;w — qu,,R> Sg"diz, (2.6)
esse resultado é obtido apds a aplicacao de algumas propriedades envolvendo as derivadas

do tensor e escalar de Ricci além, de algumas manipulacdes mateméaticas?.

Aqui R = g""R,,, ¢ o escalar de curvatura ou escalar de Ricci, definido em termos

do tensor de Ricci

ory,  or , ,
S T R ARV YO (2.7)

R,

Agora, aplicando o mesmo procedimento para a parte da acdo que carrega o

conteudo de matéria
58, = Ok / V—gLrd'z, (2.8)

encontramos a seguinte relagao

0(v/—gL L, 0(/—gL 5
(SSm = /‘i/ [Wég“ + M&gz d4£L'. (29)
O(V—9LF)

O termo Tég’g’ traz um indice que esta relacionado com uma diferencial parcial,
;a ’

fa=0f/0z*. Este é um termo de superficie e pode vir a ser desprezado eventualmente
de acordo com cada sistema de interesse [24]. Entao, podemos definir o tensor energia-

momento como segue

TM,,:\/2__g{a(\/__g£F)— 0 la(@&)”' (2.10)

gt ox®

Assim, temos como resultado a seguinte relacao

0Sm = 5/{/\/—gﬁpd4x = ;/@'/\/—ngwég“"d‘laj. (2.11)

A demonstracdo formal das equagoes de campo de Einstein serd exposta no Apéndice 1.

1
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Portanto, aplicando o principio da minima agdo com §S = 0 em (2.1) e combinando

juntamente as equagoes obtidas pela variagao (2.6) e (2.11) encontramos a relagao

1
0S8 = /\/__g <RIW - §QWR - HT,W) 59Wd4$ = 0. (2.12)

Esta relagao nos conduz as famosas equagoes de campo de Einstein

1
R;w - §g;wR = K'T;wa (213)

em que k = 87(G.

2.2 A Solucao de Schwarzschild

Uma vez formulada a TRG com o conjunto de equagoes (2.13), o préximo passo
seria encontrar a solucao destas equagoes. O primeiro a apresentar uma solucao foi o
alemao Karl Schwarzschild [21], considerando um campo gravitacional esférico e simétrico,
se assemelhando ao espago-tempo plano quando no infinito. A priori, para desenvolver
a solucao Schwarzschild precisamos partir de uma métrica na sua forma geral. Para um

campo esfericamente simétrico, esta métrica se apresenta como
ds® = —B(r,t)dt* + A(r,t)dr* + r*(d6* + sen’0dp?), (2.14)

onde A(r) e B(r) sao fungoes radiais a serem determinadas. Estamos interessados na
solucao exterior, assim, devemos resolver as equagoes de campo de Einstein para o espaco-
tempo vazio, ou seja,

Ry, = 0. (2.15)

Devemos encontrar as componentes do tensor de Ricci (2.7), em termos das coordenadas

(t,r,0,¢). Tem-se portanto, as seguintes componentes nao nulas

_B'(r) 1 (B'(r)\ (A(r) B'(r)\ 1[A(r)

re=a501 1 (561) (i +507) ~+ (ap): @
o r _A’(T) B'(r) 1

oo = =1+ 540 ( Ay T B(r)) VTR (2.17)
Ry = sen’0 Ry, (2.18)

B'(r)y 1 (B'(r)\ (A(r) B'(r) 1 (B'(r)
m=gy i () (30 20) -1 (5 ) e

Pode ser visto que da relagao

}ZT’ + }Z;“ = —Tl <f{ + Z) : (2.20)

obtemos a quantidade constante

A(r)B(r) = const . (2.21)
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Espera-se que para grandes distancias (r — 00) a métrica (2.14) se aproxime da

métrica de Minkowski. Em outras palavras, devemos ter

lim A(r) = lim B(r) = 1. (2.22)

r—00 =00

Desta forma, de (2.21), tem-se

A(r) = Bzr) (2.23)
Portanto, usando a relagdo (2.23) em (2.17) encontramos
Rgg =1 — B'(r)r — B(r), (2.24)
igualando Ryy = 0 obtemos
CZ@B@)) —rB(r) + B(r) = 1, (2.25)
cuja solucao é
rB(r) = r + const. (2.26)

A constante de integragao é determinada considerando um argumento fisico. Para grandes
distancias de um corpo massivo de massa M, a componente goy deve se aproximar de
—1 —2¢, onde ¢ é o potencial gravitacional newtoniano [25]. Assim, a forma final das

fungoes A(r) e B(r) s@o respectivamente

2M
B(r) = (1 _ G), (2.27)
r
¢ 1
2MGN
Alr) = (1 - G) . (2.28)
r
Desta forma, a solugao de Schwarzschild (2.14) pode ser expressa por
2GM 2
ds? = — (1 — GT ) dt* + 1_‘”2GM + r?d6* + r’sen’0dg’. (2.29)

Acreditava-se até o final da década de 50 que o termo r = 2G M descrevia uma
singularidade fisica. No entanto, David Finkelstein introduziu o conceito de horizonte de
eventos (nome dado pelo fisico Wolfgang Rindler), apresentando as chamadas coordenadas
de Eddington-Finkelstein, [26]. Com a introducao destas coordenadas, ficou provado que
esta era na verdade uma singularidade de coordenadas, nao uma singularidade fisica.
Assim, r = 2GM na métrica (2.29) é na verdade uma regidao de fronteira sem volta
entre a regiao exterior r > 2GM e a regiao interior 0 < r < 2GM. Na regidao exterior o
campo gravitacional é relativamente fraco quando comparado as regioes mais préoximas do
buraco negro, porém, para a regiao interior temos uma mudanc¢a no comportamento das

coordenadas, dentro do horizonte de eventos as coordenadas radiais tornam-se temporais,
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por sua vez, as coordenadas temporais passam a se apresentar como coordenadas espaciais
evidenciando a caracteristica do espago-tempo inserido no horizonte de eventos como

podemos verificar na métrica (2.29).

Ou seja, toda a informacao que um observador no exterior pode receber, foi criada
em r > 2GM e toda a informagao na regiao 0 < r < 2GM ¢é desconectada causalmente
para um observador na regidao exterior. Desde entao, o termo r = 2GM ficou conhecido
como raio de Schwarszchild. Este fato se configura um dos pilares da chamada fisica dos

buracos negros, cujo pioneiro, foi seguramente o buraco negro de Schwarszchild.
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3 Gravidade Rainbow

Houve diversas tentativas visando criar uma teoria quintica para a Gravidade
[27]. Dentre elas algumas até foram abandonadas [28]. E assumido que a geometria do
espaco-tempo no contexto de altas energias é descrita por uma teoria quantica atrelada a
TRG. Assim, surge a necessidade de modificar a TRG preservando seus fundamentos. Neste
contexto, abordamos a chamada Gravidade Arco-iris ou do inglés “Rainbow Gravity” [11]
que sugere o espaco-tempo como sendo um conjunto de geometrias dependentes da energia
de um corpo. Como consequéncia, a energia de Planck associada a velocidade da luz no
vacuo introduz uma escala adicional implicando em um novo formalismo com quantidades
dependentes da energia. Neste capitulo abordamos os fundamentos da gravidade Rainbow

e suas implicagoes na TRG, que servirda de base para o estudo da Teoria de Espalhamento.

3.1 Relatividade Duplamente Especial (DSR)

Na busca por uma resolugao para a incompatibilidade entre a Teoria da Relatividade
Geral e a Mecanica Quéantica, uma proposta intrigante surge na forma da Relatividade
Duplamente Especial I (DSR I), apresentada por Amelino-Camelia [5]. Essa teoria modifica
a estrutura da Relatividade Especial, introduzindo duas grandezas invariantes essenciais
[29]: a velocidade maxima da luz (c¢) e o comprimento minimo de Planck (I,) ou a escala
de energia maxima de Planck (E,). A transicao da Relatividade Especial para a Relativi-
dade Duplamente Especial ocorre com a incorporagao dessas duas grandezas invariantes
mencionadas. Esse ajuste implica que, em regimes de altas energias, o comportamento
das particulas é modificado em relagdo a sua energia e momento. Em outras palavras, a
presenca das escalas invariantes da velocidade da luz maxima e do comprimento minimo
de Planck altera significativamente as caracteristicas fundamentais do movimento de parti-
culas em cenarios de alta energia. A transi¢cao da Relatividade Especial para Relatividade
Duplamente Especial acontece com a insercao dessas duas escalas invariantes mencionadas,
isso implica que, em altas energias, a forma como as particulas se comportam em relacao

a sua energia e momento é modificada.

Independentemente, Magueijo e Smolin [10] apresentam uma nova extensao para a
Relatividade Especial, essa passa a ser denominada Relatividade Duplamente Especial II,
do inglés "Double Special Relativity II (DSR II)". Essa extensao considera que além da
velocidade maxima da luz (c) e da energia maxima observavel, existe uma terceira escala
invariante: a energia minima observavel. A relacao entre energia e momento torna-se
nao linear para altas e baixas energias trazendo implicacoes significativas para a fisica de

particulas, afetando padroes de dispersao e interacoes.
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A Gravidade Rainbow emerge como uma extensao a DSR para o espago-tempo
curvo. Proposta também por Magueijo e Smolin [11], essa teoria afirma que a gravidade
é modificada devido a presenca das escalas invariantes que caracterizam a relatividade
duplamente especial, elas afetam a curvatura do espago-tempo alterando as propriedades
gravitacionais para diferentes faixas de energia. Recebe esse nome devido a ideia de que
diferentes fétons e particulas "enxergam'o espaco-tempo curvo de formas diferentes, a
depender de suas energias, essa ideia faz uma alusdo a um prisma quando separa a luz
branca em diferentes cores, ou seja, o espago-tempo é dividido por diferentes geometrias
que fazem referéncia as diferentes "cores'do prisma. Parte do principio de que nao existe
apenas uma geometria para o espago-tempo, mas um conjunto de geometrias classicas
que compartilham os mesmos referenciais inerciais. No contexto da DSR, a Gravidade
Rainbow é desenvolvida a partir da nao-linearidade da transformacgdo de Lorentz, gerando

uma modificagdo na dispersao expressa por
E*f(E/Ey)* — p*g(E/E,)* = m?, (3.1)

onde E, é a escala de energia de Plank, m é a massa da particula, as fungoes f(E/E,)? e
g(E/E,)? sdao denominadas fungdes arco-iris ou fungoes Rainbow. Elas devem satisfazer
duas condigOes, no limite de baixas energias, convergindo para a unidade

lim f(E/E,) =

lim g
E/Ep—0 E/Ep—0

(E/E,) = 1. (3.2)

A escolha das fung¢oes Rainbow parte de motivagoes fenomenoldgicas, dentre elas, Amelino-

Camelia[30],[31] apresenta a estrutura das fun¢oes Rainbow sendo expressa por

f(E/E,) =1, g(E/E,) = \/1_77(E/Ep)a (3.3)

usada para o estudo da Gravidade Quéntica em Loop [2]. Anos mais tarde, Amelino-
Camelia mostra outra forma dessas fungoes, dessa vez para explicar os espectros de raios

gama [32],
eaE/Ep -1

aF/E

p

f(E/Ep) = » 9(B/E,) = 1. (3.4)

Por fim, apresentamos o terceiro modelo dessas func¢oes sugerido por Magueijo e Smolin
[10] na tentativa de solucionar o problema do horizonte [11],
1

f(E/E,) = g(E/E,) = 1—\

(E/E,)’ (3:5)

nos trés modelos propostos, 1, a e A sao parametros adimensionais.

3.2 Aspectos Gerais da Gravidade Rainbow

Qualquer proposta para uma teoria quantica de Gravitacao deve reproduzir os

sucessos para a TRG, considerando uma reconstrucgao acerca da geometria local com
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observaveis nao locais. A escala de Planck apresenta um comprimento minimo definido

por:
ly =1 — (3.6)
l,,) representa o comprimento de Plank, e (G) a constante newtoniana.
P

Para uma escala de energia méxima, a energia de Plank (E,) é definida por

1
By= 5= (3.7)

Como se sabe, em 1905 Einstein propos dois postulados para a TRE afirmando
que as leis fisicas sdo as mesmas para qualquer referencial inercial e que a velocidade da
luz é invariante para qualquer referencial inercial. O comprimento de Planck dado pela
Eq.(3.6), incorpora um novo invariante para o segundo postulado de Einstein conforme ja

afirmado anteriormente [5], sendo relevante unicamente para as escalas de altas energias.

Para a Gravidade Rainbow o espaco-tempo classico nao é representado por apenas
uma geometria quando consideramos os efeitos da ordem de [, £, mas por um conjunto
de geometrias cujo tnico parametro é parametrizado pela razao (E/E,). Desta forma, a
geometria do espago-tempo pode depender da energia de uma particula movendo-se nele.
Assim, uma vez que temos um espaco-tempo sondado pela energia de cada particula ou
sua frequéncia, pode-se definir um "espago-tempo Arco-iris", no sentido de que a geometria
do espago-tempo e as trajetérias dependam da "cor'da particula, ou energia, ou ainda
frequéncias de onda. Justifica-se desta forma, o nome Rainbow que do inglés equivale a

"arco-iris".

Para que Gravidade Rainbow esteja em conformidade com a TRG, dois principios

fundamentais devem estar consistentes [11]:

1. O Principio da Equivaléncia Modificado Considere uma dada regiao do espago-
tempo em que o raio de curvatura R é muito maior que o comprimento de Planck
lh=E; 1. Para observadores que fazem medidas sobre propriedades associadas a
particulas e campos, com energias que satisfazem 1/R < E < E,,, as leis da fisica
sdo, em primeira ordem em 1/R, as mesmas da DSR. Desta forma, observadores
em queda livre podem ser descritos como observadores inerciais no espago-tempo

Rainbow, assintoticamente plano.

2. O Principio da Correspondéncia A TRG devera ser recuperada quando estamos
trabalhando com energias muito baixas comparadas com a escala de Planck. Assim,

quando E/E, — 0, recuperamos a TRG como ¢é esperado.
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3.3 Equacoes de Campo Modificadas

Conforme vimos os dois principios na subse¢ao anterior, a Gravidade Rainbow
deve trazer modificagoes nas equagoes de campo. Neste cenario, como o espago-tempo ¢é
uma func¢ao da energia, a métrica, por sua vez, também sera. Assim, devemos ter uma
estrutura que garanta que a métrica seja covariante na representacao nao linear de Lorentz
[33], deformando a relatividade especial. De acordo com isto, consideramos uma métrica
parametrizada por g(E) = n%e,(FE) ® ey(E), com

1 1
“rEE P )

notando que e,(FE) corresponde a uma base geométrica dependente da energia (no sentido

eo(E) &, (3.8)

de que a particula com energia F se move numa geometria constituida por um conjunto
de bases ortonormais dependente da energia). Por outro lado, €, especificam a geometria
constituida por um conjunto de bases independentes da energia, sondada por particulas

de baixa energia.

Deste modo, anteriormente as equagoes de campo de Einstein eram escritas como
G = 8nGT,,, (3.9)

sendo essa a forma convencional. Considerando as fun¢oes Rainbow vamos aplicar o prin-
cipio de correspondéncia substituindo G, pelo tensor de Einstein modificado G, (E/E,),

o mesmo faremos para o tensor energia-momento substituindo por 7),,(E/E,), obtemos
Gu (E/E,) =81G (E/Ep) T, (E/E,) (3.10)

onde G (E/E,) é a constante de Newton em termos da energia tal que G representa a

constante newtoniana usual.

As fungoes f(E/E,) e g(E/E,) carregam em si diversas motivacoes fenomenoldgicas.
Dentre estas motivagoes, podemos citar sua importancia estudar a dispersao de ondas
eletromagnéticas de Gamma Ray Bursts [34]. Também é proposta para resolver o paradoxo
dos raios gamma ultra energéticos [35, 32] bem como o paradoxo dos raios gama de 20
TeV da galaxia Markarian 501 [36].

E comum obtermos as funcoes Rainbow apenas em termos dos parametros do
espago-tempo. Isto é possivel quando relacionamos a energia dos fétons que circundam o
buraco negro, por exemplo. Existe uma dependéncia entre o quociente de energia do corpo
que gravita e a energia de Planck G (E/E,), esta relagdo mostra a expectativa referente ao
acoplamento de energia depender da escala de energia. Sabemos que na TRG, as equacgoes
de campo (3.10) satisfazem as condi¢oes de consisténcia, denominadas identidades de

Bianchi, garantindo a seguinte lei de conservacao

vV, T = 0. (3.11)
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Considerando uma solucao geral para um sistema esfericamente simétrico, a modificacao é

representada por

(Y S R
=B EE) " T EEEINOT T E(EE)

em que dQ? ¢é o elemento de angulo sélido e N(r) descreve a geometria do espago-tempo

dQ?, (3.12)

na auséncia de corregoes quanticas ou modificagoes da gravidade. Esta consideragao é
fundamental para determinarmos a solucao de Schwarzschild modificada, que veremos na

préxima segao.

3.4 Solucdo de Schwarzschild Modificada

No contexto de Gravidade Rainbow, vamos utilizar um sistema esfericamente
simétrico como o descrito pela métrica (3.12) e encontrar a solu¢ao correspondente a de
Schwarzschild, que serd, é claro, modificada. E possivel absorver a dependéncia da energia

nas coordenadas temporal e radial, entao a métrica sera dada por

A(r) 2 B(r) dr? — r’
f*(E/Ey) P (E/Ep) 9*(E/E,)

em que o elemento de linha d2? = df? + sen?(0)d¢?, r representa a coordenada da &rea,

ds* = dQ?, (3.13)

sua definicdo nos permite dizer que é proporcional a raiz quadrada de uma area medida
no raio por observadores considerando E/E, — 0. A coordenada de area coerente para

fazer as medicoes por quanta de energia é

" GBI .

Aqui, a coordenada “ 7 ” descreve as coordenadas dependentes da energia. Partindo desses

pressupostos, definimos duas fungoes dependentes da energia
A(F(E), E) = A(r), (3.15)

B(7(E), E) = B(r). (3.16)

E possivel definirmos uma coordenada temporal, dependente da energia, sendo explicitada

Cco1mo

~ t
Substituindo as duas fungoes (3.15, 3.16) na métrica (3.13), obtemos
A(F(B).E) o BF(E).E) ,  P(E) 0,
d 2 _ _ — dQ .
TS pwE) " e T pEE) (315)
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precisamos eliminar as dependéncias de energia das fungoes f e g, para isso vamos usar a
condi¢do f2(E/E,)g*(E/E,) = 1 vélida para substituirmos 7 = r\/fQ(E/Ep)gz(E/Ep), 0

que nos permite simplificar (3.18) obtendo

ds? = A(F(E), E)dt(E)? — B(#(E), E)di(E)? — #(F)%dQ>. (3.19)

Com o teorema de Birkoff’s [37], encontramos uma solu¢do para as equagoes
de Einstein na auséncia de matéria com simetria esférica, que é dada pela métrica de

Schwarzschild. Entao, para o espaco vazio teremos

A(7(E),E) = B\(#(E),E) = (1 — ggg;) : (3.20)

em que o C representa uma constante que depende da energia.

Conforme a nova funcao (3.20) determinamos a dependéncia energética da constante
de integragao, essa dependéncia fica visivel na métrica mencionada em (3.19) incluindo as

coordenadas independentes de energia. Portanto, fica descrita

A(F(E),E) = (1 - C(E)QE> = A(r). (3.21)

r

Retomando ao principio da correspondéncia, concluimos que

C(E) = %, (3.22)

onde M representa a massa independente da energia e G(0) é a constante gravitacional
newtoniana. A métrica modificada de Schwarszchild é obtida de acordo com a relacao
expressa em (3.21) em conjunto com o principo (3.22) que substituido em (3.19) acrescido
de algumas manipulagoes, resulta em

. QG(O)M dt? 1 dr? 2
. <1 o >f2<E/Ep) - 26O g2(E/Ep) B g2(E/Ep)dQQ' (3.23)

Como vimos no capitulo 2, as singularidades de coordenadas refletem uma inade-
quacao do sistema de coordenadas escolhido. Podemos observar que para casos em que
0 eixo assume os valores com # = 0 e # = 7, ndo podem ser descritos por essa métrica
porque apresentam elemento de linha degenerado. Entretanto, a métrica (3.23) também
¢é degenerada em r = 0 e r = 2G(0) M. Para solucionarmos essa inadequacao devemos
calcular um dos invariantes associados a curvatura e verificar o que acontece para esse

caso mencionado. Calculando o escalar de Kretschmann [25]

K = R, ,cR""7, (3.24)
o resultado nesse caso especifico é
48 M?
K= g2 : (3.25)

76
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Portanto, identificamos que o escalar de Kretschmann carrega a funcao Rainbow ¢gg. Para
a singularidade destacada no caso r = 2G(0)M, conseguimos interpretar que é apenas
aparente, mas para r = 0 o escalar diverge nao sendo possivel efetuar transformacoes de
coordenadas para remover a singularidade, uma vez que esta singularidade assim como o

caso usual é uma singularidade fisica.



25

4 Teoria de Espalhamento

A Teoria de espalhamento é desenvolvida no Regime Classico e Quantico com
o objetivo de comparar os desdobramentos. E um campo de estudo que se propoe a
compreender como ocorre o espalhamento de ondas e particulas através de solugoes de
equacoes diferenciais. O estudo dos processos de espalhamento é um ramo que tem
despertado o interesse de muitos estudiosos em diferentes areas do conhecimento, para
a Fisica, essa teoria contribui para o estudo do mundo subatomico e dos constituintes
bésicos da matéria [38, 39]. Nas segoes a seguir evidenciaremos o Espalhamento cldssico
e quantico com intuito de calcularmos a se¢ao de choque diferencial para a solucao de

Schwarzschild e Gravidade Rainbow.

4.1 Espalhamento no Regime Classico

Na Teoria de Espalhamento no Regime Classico, consideramos a interagdo de uma
onda ou particula para verificarmos como ela é desviada devido a presenca de potencial.
O principal problema do espalhamento classico ¢ calcular o &ngulo de espalhamento com
base no impacto sofrido. Vamos considerar um exemplo classico de uma particula com
dimensoes atomicas que consegue trocar energia e momento com outras particulas do
sistema, como um préton sendo disparado com um niicleo pesado. Quando a particula
incide no centro de espalhamento, a energia inicial ¢ dada por F, o parametro de impacto b
seré proporcional ao angulo de espalhamento, permitindo calcular o parametro do impacto.

O esboco do exemplo mencionado esta apresentado na figura abaixo.

tl t
=

Centro de espalhamento

Figura 1 — Problema classico de espalhamentol[1]
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Para a Teoria de espalhamento, a secao de choque diferencial é definida por

do
= —d) 4.1
do de : (4.1)

onde do é uma area infinitesimal efetiva da secdo de choque dentro do angulo sélido df2.
Podemos reescrever a equagao (4.1) de forma similar introduzindo o argumento (¢) para

enfatizar que ela dependera da direcao de observacao, entao

D(9) = ;l;dﬁ. (4.2)

O resultado do espalhamento devido ao impacto das particulas incidentes é descrito através
do angulo azimutal ¢, d¢ = bdbd¢ e dS) = senfdfd¢, assim

b |db

D(9) = senf | df

, (4.3)

em que % assume valor negativo devido a premissa da lei da forca de forma que o o valor

da deflexdo angular acaba diminuindo por conta do aumento referente ao parametro de
impacto. A secao de choque total de espalhamento total é dada através da integral de D@

sobre todos os angulos sélidos da secao de choque diferencial
o= / D(8)d, (4.4)

no regime classico a area total incidente é espalhada pelo alvo.

4.2 Espalhamento no Regime Quantico

Seja no Regime Classico ou Quantico, a grandeza crucial para descrever o processo
de espalhamento é a secao de choque. Essa grandeza mostra a relacao entre o niimero de
particulas incidentes e espalhadas no angulo solido df2. Para o caso quantico usaremos
como base o comportamento de uma onda plana se movendo na direcao z que encontra
um potencial de espalhamento gerando uma onda esférica de saida. Estamos em busca de

solugoes para a equacao de Schrodinger em sua forma geral

(. 0) ~ A lek + f(e)eikr] | (4.5)

r

o primeiro termo ¢ a onda incidente, e o segundo termo representa a onda espalhada
(carrega em si o fator 1/r com o intuito de conservar a probabilidade), e f(6) é a amplitude

de espalhamento.

O numero de onda k estd relacionado a energia das particulas incidentes, pela
definicao
k=+vV2mE. (4.6)
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elkz

Figura 2 — Espalhamento de ondas|1]

A amplitude de espalhamento f(6) representa a probabilidade de que uma particula
seja espalhada em uma direcao especifica 8. Em termos mais simples, indica quao provavel
é que a particula seja desviada em um angulo particular # ap6s um encontro. probabilidade
da particula que se move com velocidade v através da area do é dada no intervalo de

tempo dt, sendo

dP = |A|?vdtdo, (4.7)

e a probabilidade para o caso da particula se espalhar no angulo sélido é expressa
de forma correspondente df?2
[AP[f(0)?
2

ap = VN o any v da. (4.8)
T

Igualando (4.7) e (4.8) segue que

2 2
|A?vdtdo = w (vdt) r* dS. (4.9)

,
Como |A|* e v dt aparecem de ambos os lados podemos cancelar os termos semelhantes,
restando apenas

1) (4.10)
aQ ' '

A igualdade dessas expressoes implica que a secao de choque do é igual a |f(6)]* dS

do = |f(0)2dQ =

demonstrando como a probabilidade de espalhamento 6 esta relacionada a sua diferencial.

4.3 Analise de ondas parciais

A equacgao de Schrodinger admite duas solugdes separaveis para um potencial
esfericamente simétrico V' (1), sendo destinadas para a parte radial e angular, podendo ser

representada como

w(ra 0, (b) = R(T)ng(ea o, )7 (4'11)
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em que Y;™ trata-se de um harmonico esférico com solucao geral expressa por

20+ 1)1 —|m])! ,
Y0, 4) = (—1)™ mé P (cos 4.12
l ( 7¢) ( ) \l 47r(l—|m|)' ¢ l (COS )7 ( )
Y™ (0, ¢) é descrito em termos das fungoes associadas de Legendre, sendo R(r) solucao da
equacao
d ([ ,dR 9
— — ] =2 — F]R = 1)R. 4.1
= (r dr) mre [V (r) JR=I1Il+1)R (4.13)
Aplicando a mudanca de varidvel u(r) = rR(r), podemos reescrever a equagio acima como
—1 d?u 1I(l+1)
— — =F 4.14
2m dr? + [V + 2m 12 “ b (4.14)
em que ﬁl(l;;l) é o termo centrifugo e o potencial efetivo é expresso na forma
1 I(l+1
Vers =V + — (7“2 ) (4.15)

Regiao intermediaria

=0 Zona de radiagsio
@ (kr>1)

Regido de

espalhamento

Figura 3 — Espalhamento por um potencial localizado [1]

A primeira distingdo que vamos considerar é com relagao a zona de radiagao (3),
pois, o r é muito extenso e o potencial V' chega a zero tornando o termo centrifugo

desnecessario para a relagao, possibilitando assim sua reescrita
2
fhf; = —k*u, (4.16)
onde k? = 2mE, a equacao (4.16) representa uma forma simplificada da equagio de
Schrodinger radial para uma particula em um potencial V(r). A solugao geral para esta
equacao diferencial é
u(r) = Ce'*™ + De . (4.17)

Podemos interpretar os termos e’*” e e**" como ondas viajantes, o primeiro representando
uma onda esférica que se afasta do ponto central (r = 0) e o segundo uma onda que se
aproxima do ponto central; queremos encontrar D = 0. Entao a solu¢ao proporcional para
a parte radial é

eikr

R(r) ~

— (4.18)



Capitulo 4. Teoria de Espalhamento 29

Na teoria de espalhamento unidimensional, assumimos que o potencial esta locali-
zado de tal forma que, fora de uma regiao finita de espalhamento, ele é essencialmente
nulo. Na regiao intermediaria, a equacao radial se torna relevante, permitindo-nos estudar
o movimento das particulas sob a influéncia do potencial. Portanto, a equagao radial é
expressa por

d*u (1 +1)
dr? r2
com uma solugdo geral composta por uma combinagao linear de Bessel, j; (se assemelhando

u = —k*u, (4.19)

a fungao seno) e de Neumann n,;(é um tipo de fungio cosseno),

u(r) = Arji(kr) + Brny(kr), (4.20)
em que l l
i = (o 1] e m = (o |1 S5 G

Vamos utilizar as combinagoes lineares das fungoes de Bessel nas fungoes esféricas
de Hankel, pois, embora as fungoes de Bessel e Newman sejam soluc¢bes da equacao

diferencial, ndo servem para descrever o problema de espalhamento. Com essa condicao

temos que
1 )
hY = ji(x) + iny(z) — (i) ten (4.22)
1 )
W = ji(x) — ing(z) — —(@)*le (4.23)

A fungao de Hankel de primeiro tipo hl(l)(kr) ¢ uma combinagao linear de j;(x)

: ; 2 , L
com ny(z), funcionando como €**" /r, enquanto hl( ) (kr) é uma combinacdo das mesmas

—ikr

fungoes de Bessel esféricas se comportando como e~ /r, portanto precisamos de fungoes

do tipo
R(r) ~ b\ (kr). (4.24)
A funcgao de onda fora da regidao de espalhamento, onde V' = 0, pode ser reescrita
de forma
B(r,0,8) = A | €™ + 3 Cruhi” (kr)Y;" (@, ¢>] . (4.25)
I,m

Dado que estamos considerando um potencial esfericamente simétrico, a funcao de
onda nao deve depender da coordenada azimutal ¢. Para satisfazer essa condi¢ao, vamos

fazer m = 0 em (4.12), essa expressao passa a ser

20+ 1
v0(6.0) = | 2 Poeos), (4.26)
T
em que PP representa os polindmios de Legendre de ordem [ para m = 0. Para ajustar a

funcao de onda espalhada faremos C igual a

Cro = i k/4m (21 + 1ay. (4.27)
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Levando isto em conta e substituindo (4.26),(4.27) e a fun¢ao de Hankel de primeiro tipo

m (4.25) encontramos

) ikr
W(r,0) = Ale™ + 3" (20 + Da PY( cos@)e
1=0 r

(4.28)

Realizando a comparagao de (4.28) com (4.5), notamos que a amplitude de espa-

lhamento sera igual a

=> (2l 4+ 1)a P (cos ). (4.29)
1=0

Portanto, a secao de choque diferencial é
D) =|fO))* = f0)f(0) =>_> (20 +1)(2I' + 1) ajay Pi(cos §) Py(cos§),  (4.30)
G

por fim, utilizando a relagao de ortogonalidade dos polinémios de Legendre, a secao de

choque total sera representada por

o =4y (20 + 1) | (4.31)
=0

4.4 Mudanca de Fase

De acordo com o problema de espalhamento unidimensional, vamos considerar um
potencial V(z) localizado na semirreta < 0 (4) limitado por uma parede infinita. A

onda incidente da esquerda sera dada por
Vi(z) = Ae™ (z < —a), (4.32)

sendo refletida em
U (z) = Be % (2 < —a). (4.33)

A funcao de onda total, considerando tanto a onda incidente quanto a onda refletida, é

dada por
Yo(w) = A (e — ™) (V(z) =0), (4.34)

para esse caso, com um potencial nulo V' (z) = 0, a amplitude refletida B é igual e oposta
a amplitude de onda incidente A com intuito de garantir a continuidade da func¢ao de onda

ik

k* yepresenta a onda incidente e —e~*? a onda refletida. Outro

na origem. O termo e’
caso é quando o potencial é diferente de zero, a funcao de onda incrementa a forma com

(I < —(l>,

Y(a) = A(e* — e TR (V(x) #0). (4.35)
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+——— B~

e Agh

j*—\/ . ol
Figura 4 — Espalhamento unidimensional [1]

A onda plana incidente ((Aei’”)) nao traz momento angular na direcao z No
entanto, ela inclui todos os valores possiveis do momento angular total (I = 0,1,2,...).

Portanto, essa onda plana pode ser representada pela formula de Rayleigh

(o)
e =3 " il (21 + 1)j;(kr) Py(cos 0). (4.36)

1=0
Como o momento angular é conservado devido a simetria esférica do potencial, as
ondas parciais se espalham independentemente sem mudanca na amplitude, apenas na
fase. Se nao ha nenhum potencial atuando, a funcao de onda total 1)y é simplesmente uma
ikz

onda plana incidente e é dada por €"*, e a 1-ésima onda parcial é

o) = A2+ 1)j,(kr) Pi(cos§)  (V(r) = 0). (4.37)
Efetuando a adigdo das equagoes (4.22) com (4.23), temos

: ) o] 1 NI i N1 —ix
ge) =5 [+ ] = o [0+ @) e (4.38)

inserindo esse resultado em (4.37), encontramos

204+ 1) ¢ . .
W~ A(%;) e — (=1)'e™™] P(cos®) (V(r) =0). (4.39)
O segundo termo entre colchetes representa uma onda esférica de entrada. O
primeiro termo, por sua vez, representa a onda de saida. Ele inclui uma mudanca de fase

0; e é dado por

20+ 1) . ,
0NN A<2Z) [ekr4200 — (—1)'e”*7| Pi(cos0) (V(r) # 0). (4.40)
1kr
Nesta se¢ao estamos expressando a amplitude em termos de mudanca de fase
0;, fazendo uma ligacdo com a andalise de ondas parciais, podemos comparar a forma

assintética de (4.28) com (4.40), encontrando

a = 23]@ (e —1), (4.41)
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logo, de 4.36 a amplitude de espalhamento sera
I & 2i6,
= 5 220+ 1) (2% — 1) Pi(cos6). (4.42)
1=0

A equagao (4.42) é menos convergente, o que torna extremamente dificil calcular a soma
direta das séries. Isso ocorre devido ao fato de que um niimero infinito de polinémios de
Legendre é necesséario para evitar divergéncias em 6 = (. Para contornar esse dilema, os
mencionados autores em [40] propde uma série reduzida menos divergente, isso se evidencia
resumidamente

(1 —cosO)™f(0) =>_ a"P,cosb, (4.43)

1=0
dessa forma as séries deverao convergir. Por fim, a se¢do de choque diferencial sera

determinada de acordo com [41, 40], como sendo

do _
a9

Filcost) | (4.44)

1 — cos®

o lzl(:)2l+1 (2“51—1)

onde w representa a frequéncia.
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5 Secao de Choque Diferencial no Contexto
da Gravidade Rainbow

No capitulo anterior fizemos uma revisao sobre a Teoria de Espalhamento, agora
vamos investigar a secao de choque para dois casos especificos: no contexto da métrica
de Schwarzchild e no contexto o qual a métrica em questao seja modificada através das

fungoes Rainbow.

5.1 Espalhamento para o caso Schwarzschild

Partindo da métrica (3.13) precisamos encontrar solugoes para a equagao de Klein-

Gordon 2

]' v
ﬁaﬂ (vV=99"0,%) = 0. (5.1)

Utilizando o método de separacao de variaveis para escrever ¥ como Ry (r)Y;,(0, ¢)e ™",

buscando encontrar solugoes da forma
U(r,0,0,t) = R(r)Y (0, ¢)e™™", (5.2)

em que R(r) é a fungao radial, Y (0, ¢) sao os harmonicos esféricos e w a frequéncia angular.

A funcao radial R(r) obedece a equagao

d [A(T) dR.(r)

A(r)— - = :
(r) - ] + [w? = Veps] Rualr) =0, (5.3)
em que o potencial efetivo é dado por

A(r) dA(r) N A(MI(1+1)

r dr r2

Voyy = =0, (5.4)

Precisamos encontrar R(r), para isso usaremos métodos apropriados. Levando em conside-

racio 1(r) = AY2(r)R(r), podemos realizar a reescrita da equacio (5.3) como sendo

d*(r)
dr?

L U@)(r) =0, (5.5)
vale ssalientar que as fungoes sao

AP A W Vg

ulr) = 4A2(r)  2A(r) T A2(r)  A2(r) (5:6)
A(r) = déir) _ 2];‘426’7 A"(r) = dcf;gr) _ _4];43(;‘ (5.7)

2 A Equacao de Klein-Gordon é uma generalizacio da equacio de Schrédinger para particulas relativisti-
cas.
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Expandindo a fun¢ao U(r) da equacao 5.5 em série de poténcias em torno de 1/r conse-

guiremos calcular seus principais termos,

d*(r)
dr?

+ [w? 4+ v(r) + u(r)] + ¥(r) = 0, (5.8)

entao temos
B AM Guw? n 1202

5.9
o) = MOS0 (5.9)
e
—2GM[(I* +1) + 1] + 16G*M3w? + 2GM
ulr) = !
16G MAw? — AG2M[(12 + 1) + 1] + 5G2M?
+ ; +..
r
com o termo /2 sendo
2 2n2 o I
= GAMA — (5.10)

Obtemos a mudanca de fase através da expressao

5lm;(z—£) :;(Z—\/M+G2M2w2). (5.11)

12

No limite de baixas energias, a mudanca de fase pode ser simplificada, | — 0

5o ~ _G2M“’. (5.12)

5.2 Espalhamento na Gravidade Rainbow

Na métrica de Schwarzschild vamos encontrar a solucao da parte transversal

diferencial, primeiramente através da onda espalhada

1 v
VCE@(¢:@“@Q)ZQ (5.13)

com a separagao de variaveis obtemos

Rwl (r)

Wt (7, t) = Yim (6, )", (5.14)

Y (0, ¢) sao os harmdnicos esféricos assim como para o caso de Schwarzschild da segao

anteior em (5.2), portanto, escrevemos a equagao radial na forma

2
)3 (05 ) + (L vett) R0, 5.15)

o termo &(r) é dado por
ey =1- MG (5.16)
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é importante notar que o potencial efetivo influenciard no comportamento da onda, sendo

€Xpresso como

_ € de |, €I+

Verr=="1- 3 (5.17)

Reescrevendo (5.15) incorporando a forma da equagao de Schrodinger com a adi¢ao da

mudancga de varidveis para a funcao radial, encontramos

d2
dTZ +V(r)u =0, (5.18)

e para o potencial temos que

g 1) P Vi
2

1
Vi) =7 - ST T 5.19
D=Ten i Teem e (.19
Expandindo (5.18) pela série de poténcias com a condi¢ao 1/r, teremos
d2
;:,(;) @+ Veps ()] ulr), (5.20)

em que @ = (f/g)?w evidenciando a inser¢iao das funcoes Rainbow. Portanto, o potencial

fica descrito

fA4MG 12 ,
3 = - 21
Vers(r) pi— + 3 (5.21)
(§]
2 e s 1P+
="M - .22
e G w TR (5.22)

¢? ¢ uma quantidade que captura a interacdo entre a curvatura do espaco-tempo e o buraco

negro, a saber, o buraco negro de Schwarzschild. Quando substituimos r — oo temos

V,

e
nao estd mais sujeita a um potencial gravitacional significativo. Esse comportamento é

i (r) — 0 isso significa que quando a particula estd muito longe do buraco negro, ela

esperado, pois a medida que a particula se afasta do buraco negro, o efeito gravitacional
do buraco negro se torna cada vez mais fraco, até se tornar praticamente nulo quando a

particula estda muito distante.

5.3 Espalhamento Diferencial

Obtemos a mudanca de fase aproximada na secao anterior, levaremos em conside-

racio g = 1, f = (1 — AE)~!, para obter a mudanga de fase na expressao

2 _
S~ 2(l—0) =2 (z - ¢(1 — AE)“2M2G2w? — : 5 l) , (5.23)

esta mudanca de fase ¢é crucial para entender como as ondas sao afetadas pelo potencial

e pela energia. Adotamos o caso 3.4 para f = (1 — AE)™!, em que A ~ 1/M com M a
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escala de energia a qual a violagdo da invariancia de Lorentz acontece. Em seguida, para

frequéncias muito baixas (I — 0), a expressao é modificada, sendo apresentada como

o=-2(1-AE+(\E)+...) MGu. (5.24)
Utilizando a mudanca de fase o;, para calcular a secao de choque diferencial ¢ T
do ! - P, cost
— N2+ 1) (2 —1) ——— 5.25
o | ;)( +1) (e ) 1—cosf|’ (5:25)

isso significa uma medida de como as particulas sao espalhadas em diferentes angulos

devido ao potencial. Para o limite de pequenos angulos,
2

do 4 !
0 = g IE_O(QZ + 1)sen (6;) P, cosf)| (5.26)
16M2G2 2| i
= (1= AE+ (B ) §lzoi<2l +1)Pcost]| (5.27)

do

95> obtendo uma

no limite de baixa frequéncia com r = 0, simplificamos ainda mais

expressao que inclui os parametros A e F na dispersao das particulas,
do  16M*G?
o~ 6

Observe que para A = 0, obtemos o resultado para o buraco negro de Schwarzschild.

(1= 2)\E +3(AE)” = 2(\E)* + (AE)" + ...). (5.28)

Além disso, ao introduzir as corregoes da fungdo Rainbow (identificada pelo parametro
A), a segao de choque diferencial para a dispersdo de um buraco negro de Schwarzschild é
reduzida a medida que aumentamos os seus valores. Isso implica que as propriedades da

dispersao sao afetadas pelas modificacoes introduzidas pela teoria da Gravidade Rainbow.

Vamos calcular agora a se¢ao de absor¢ao para um buraco negro de Schwarzschild
na Teoria da Gravidade Rainbow no regime de baixas frequéncias. A secao de absorcao

total é dada por

T A
Oabs = E Z(Ql -+ ]_) (’1 - 621&

- i;z 20 + 1)sen? () . (5.30)
=0

2) (5.29)

No limite de baixa energia e considerando [ — 0, teremos
Oans = 16TM?G? (1 = 20E + 3(\E)? — 2(AE)* + (AE)" + .. ) , (5.31)

Para A = 0, recuperamos o resultado padrao para a absor¢io As = 4713 do buraco
negro de Schwarzschild rq = 2MG. Portanto, ao introduzir corre¢des da fungao Rainbow,
a amplitude de absor¢do do buraco negro de Schwarzschild é reduzida a medida que
aumentamos o valor do parametro \. Este efeito mostra como a Gravidade Rainbow pode
influenciar as propriedades dos buracos negros, modificando suas se¢oes de espalhamento

e absorcao em baixas energias.
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6 Conclusoes

Nesta dissertagao estudamos os impactos da Gravidade Rainbow sobre o Universo
de Schwarzschild e as implicagoes na teoria de espalhamento sobre o efeito da violagao
da invariancia de Lorentz. Primeiramente, estudamos a Teoria da Relatividade Geral
como uma revisao para demonstrar as equagoes de campo de Einstein na sua forma
usual, com a insercao das fungoes Rainbow expomos as modificagoes realizadas tanto nas
equagoes de campo como na solugdo de Schwarzschild. A inclusao das fungoes Rainbow
¢é realizada de acordo com a Relatividade Duplamente Especial, que é posteriormente
estendida para considerar os efeitos de curvatura, resultando no que conhecemos hoje como
Gravidade Rainbow. Para esse cendrio a métrica do espago-tempo incorpora um conjunto

de geometrias dada pela relagao entre a energia da particula e a energia de Planck.

Incrementamos também uma breve revisao sobre a Teoria de Espalhamento no
regime classico e quantico com o intuito de desenvolver solugoes diferenciais envolvendo a
equacao de Schrodinger para estudar o comportamento da se¢ao de choque diferencial.
Verificamos o comportamento da se¢ao de choque no contexto da Gravidade Rainbow,
introduzindo fungoes Rainbow na métrica de Schwarzshild em conjunto com a Teoria de
espalhamento para conseguirmos investigar os efeitos que tais fungoes realizam modificando
as segoes de espalhamento em dois casos especificos e na absor¢ao no regime de baixas

energias.

Foi possivel verificar que para o cenério de energia escolhido que nos levou a escolha
das fungoes Rainbow nao houve mudancas no potencial efetivo, no entanto, foi possivel
reescrever a frequéncia em termos destas fungoes. Além disso, também verificou-se que as
secoes de choques diferencial e de absorcao foram reescritas em termos do pardmetro A e
da energia E. Este fato deve-se a “versatilidade” das fung¢oes Rainbow que nesta situacao
nos trouxe apenas uma “mudanca de escala” o que nao significa que a teoria seja invalida.
Como perspectiva, pretende-se construir uma funcao Rainbow fundamentada na energia

minima necessaria para uma particula orbitar um buraco negro.
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APENDICE A - Demonstracio das Equacdes

de campo

Este apéndice consiste em demonstrar as Equacoes de campo de Einstein 2.1

considerando o principio da minima agao

05 =0. (A1)
Inicialmente vamos desenvolver a integral 2.2
5/\/—_ng433 = 5/\/—_gg“”k#,,d4x (A.2)
_ / V99" SR d's + / Rud (V=gg") d'a.

Utilizando a geodésica para encontrar a variacdo do tensor de Ricci 0R,,,, substi-

)

tuimos primeiramente as defini¢oes dos simbolos de Christoffel. Em seguida, calculamos a

variacao da métrica, com as derivadas parciais da variagado obtivemos
p p

ore, B ar }

5le = 5{ Ot a;/p + FZqua - FZpFZo

s {arfw - argp}
OxP Ox”
_o(ern)  o(ery,)

OxP Ox”
=V, (ors,) =, (o1%,) .

(A.3)

A expressao A.2 é uma equacao tensorial, abrange nao apenas o sistema geodésico,
mas todos os sistemas de coordenadas. Podemos expressar o integrando da primeira

integral do lado direito como sendo
V=99" Ry, = \/—gg" {V, (o1%,) = V, (oT%,)} (A.4)
=vV=9{V, (¢"T},) V. (¢"T},)}
= V=g {Va (9"0oTs,) = V, (g"o1%,) }.
Entiio, escrevemos
V=99""6R,, = =gV, V", (A.5)

em que

Ve = gheTe, — sl (A.6)
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é um vetor contravariante.

O resultado que obtemos para a integral do lado direito é dado por

/ V99" O Ry d'z = / a(\gjgva)d%_ (A7)

Pelo teorema de Gauss, \/—gV'® desaparece devido a ser uma integral de superficie,
como resultado dos simbolos de Christoffel nas fronteiras de integracao, temos esse resultado

para a primeira integral calculada referente ao lado direito da equacao A.2

[ it -

agora, vamos calcular o outro termo referente a segunda integral dessa mesma equacgao

mencionada, ficando da seguinte forma

/ R (V=gg") d'z = / V=GR wOgH d's + / Ry 6y/—gd'z (A.9)
- / V=gR .o d'z + / Ré/—gd*z.

Podemos desenvolver o termo /—g de forma que

1 1 1
— = —_——— = —— — nv
04/ Wer 2\/ 99,09 . (A.10)

Aplicando o resultado obtido em A.9, temos
[ Rt (v=g9") 'z = [ V= (RW - ;gWR> 59" d'z. (A.11)
Efetuando a soma dos resultados ja obtidos acima, encontramos
5 / J—gRd*z — / V=g <RW _ ;gWR> g die. (A.12)

A segunda parte da integral evidencia os outros campos, exceto o campo gravitacional.

Utilizando também o principio da minima acao obtemos o resultado dado por

5 / J=gLrd'z = / [Wégw + deﬂ d'z, (A.13)

oghv 0g'a’

a virgula no indice indica uma diferencial parcial. Conforme visualizamos no segundo
termo da equagao acima, verificamos que pode ser escrito como uma integral de superficie,

como representado a seguir

6/\/—_gLFd4:c :/{aw__gLF) _ 9 [m\/__gLF)H(ngd%. (A.14)

Oghv Oz agle
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O tensor energia-momento ¢é definido como segue na expressao abaixo
Entao, obtemos o resultado
5 [ V=gLrd's - ; NG (A.16)

para a parte nao gravitacional da integral de acdo. Usando as duas equagoes A.12 e A.16,

teremos

1
0S = /\/—g (RW — ig,wR — /fT,W) Sgtd e

Portanto, chegamos as equacoes de campo de Einstein

1
RIU/ - §gﬂl,R = /ﬁ',ij.

(A.17)

(A.18)
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