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Resumo

A importancia do estudo dos Sistemas de Equagdes Lineares no Ensino Médio se deve
por sua utilizagao na modelagem de diversos problemas. Esses problemas vao desde
os mais simples envolvendo duas equacoes e duas incognitas até problemas de areas
tecnologicas e cientificas dos quais abrange um nimero alto de variaveis necessitando
de métodos mais elaborados e robustos de resolugao. O presente trabalho tem como
principal objetivo, apresentar e relacionar a historicidade, o conceito, a importancia
e as aplicagoes do estudo de Sistemas de Equacoes Lineares utilizando os métodos
numeéricos de resolucao diretos e os iterativos. Aliando a isso, a utilizacao da linguagem
computacional Python, como um recurso digital e tecnologico, propondo a utilizacao
dos cédigos desses métodos como ferramenta pedagogica a serem utilizadas nas aulas
de Matemaéatica com alunos do Ensino Médio. Além disso, este trabalho propoe uma
Sequéncia Didatica que explora os conceitos de programacao, passa por matrizes, por
conceitos de Sistemas de Equagoes Lineares e por fim, aborda a solucao de sistemas

numericamente.

Palavras-chave: Matematica. Equagoes Lineares. Métodos Diretos. Métodos Itera-

tivos. Linguagem Computacional Python.



Abstract

The importance of studying Systems of Linear Equations in High School is due to their
use in modeling various problems. These problems range from the simplest involving
two equations and two unknowns to problems in technological and scientific areas
which cover a high number of variables requiring more elaborate and robust methods
of resolution. The main objective of this work is to present and relate the historicity,
concept, importance and applications of the study of Systems of Linear Equations using
direct and iterative numerical resolution methods. Combined with this, the use of the
Python computational language, as a digital and technological resource, proposing
the use of the codes of these methods as a pedagogical tool to be used in Mathematics
classes with high school students. Furthermore, this work proposes a Didactic Sequence
that explores programming concepts, goes through matrices, concepts of Systems of

Linear Equations and finally, addresses the solution of systems numerically.

Keywords: Mathematics. Linear Equations. Direct Methods. Iterative Methods.
Python Computational Language.
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1 Introducao

Os Sistemas de Equagoes Lineares além de estarem presentes em todos os ramos do
conhecimento, também estao relacionados com muitos problemas importantes do dia a
dia, dos quais sao muito tteis para a resolucao desses problemas. Por exemplo, como em
um problema relacionado a trafego de veiculos, balanceamento de equacoes quimicas,
no controle de estoque e no teste de qualidade de um produto. Assim, é um tema de
bastante relevancia no ensino de Matematica, do qual a teoria de Sistemas de Equacoes
Lineares é a base e uma parte fundamental da Algebra Linear, um tema que é usado
na maior parte da matematica moderna. Em diversos ramos da matemaéatica aplicada
e ciéncias naturais, podemos encontrar varios usos de sistemas lineares. Exemplos sao
a Fisica (Circuito Elétrico), a Economia (modelos fechado e aberto de Leontief), as
Engenharias (Ruido Actstico), a Biologia (Relagao entre dosagem do medicamento e
peso), a Navegacao (GPS) e a Aviacao (Tripulacao de Voo). Além disso, é ferramenta
fundamental para trabalhar com os alunos outros contetidos de Matematica, como
Matrizes, Determinantes, Modelagem, Otimizacao, entre outros.

Neste trabalho abordaremos o contetdo de Sistemas de Equacoes Lineares, com
métodos numéricos de resolucao quase nunca utilizados no Ensino Basico, que no caso
sdo os métodos diretos: (Fatoragio LU e Fatoragcao de Cholesky) e os métodos itera-
tivos: (Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel). Esses métodos estardo aliados com a linguagem
computacional Python objetivando a utilizagdo dos cédigos desses métodos como ferra-
menta pedagogica a serem utilizadas com alunos do Ensino Médio. A utilizacao desses
métodos e de recursos tecnolégicos sao baseados nas Competéncias Gerais e Especificas
encontradas na BNCC (Base Nacional Comum Curricular) e na Proposta Curricular
do Ensino Médio da Paraiba, voltada para sua utilizacdo na educacao basica. Para
corroborar nossa proposta, fazemos uma analise relativa a esse assunto em alguns do-
cumentos oficiais de ensino, finalizando com uma Proposta de Aula para o Ensino
Basico.

Assim, por meio do presente trabalho, espera-se que esses métodos de resolucao de
sistemas de equacoes lineares sejam ferramentas de estudo e que possa contribuir com a
formacao educacional de alunos e professores, e que se possivel, tais professores possam
levar tais métodos e o uso da linguagem computacional para o ambiente académico,

utilizando-as em aulas interativas, buscando maior participagao dos alunos.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo central deste trabalho é criar uma ferramenta de auxilio para o professor
do qual possa introduzir de maneira mais clara o conteido de Sistemas de Equacgoes
Lineares resolvidos através dos métodos diretos: (Fatora¢io LU e Fatoragao de Cho-
lesky) e os métodos iterativos: (Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel) para facilitar o processo
de ensino-aprendizagem, abordando suas importancias e aplicagoes, relacionando a his-
toricidade do estudo de Matrizes e Sistemas de Equagoes Lineares, com a pratica do

uso de novas tecnologias, através da Linguagem Computacional Python.

1.1.2  Objetivos Especificos

o Auxiliar o professor no ensino de Sistemas de Equacoes Lineares através dos

métodos de resolugao diretos e os iterativos em aplica¢Oes praticas;

o Auxiliar a interpretacdo e compreensao do aluno e do professor no

ensino-aprendizagem de sistemas equacoes lineares;

o Propor uma Sequéncia Didatica aplicavel ao Ensino Médio que utilize a linguagem
de programacao Python associada a linguagem matematica na abordagem de

Sistemas de Equacoes Lineares.

1.2 Organizacao

Este trabalho esta estruturado em 6 capitulos. O Capitulo 1 se encarrega de intro-
duzir esta dissertacao, expondo os seus objetivos, sua organizacao e estruturagdao. O
Capitulo 2 trata da fundamentacgao tedrica, onde é analisada a importancia dos recur-
sos tecnologicos na educacao e onde também se encontra presente na BNCC que sugere
o uso das tecnologias associadas a Linguagem Matematica. O Capitulo 3, por sua vez,
aborda o contexto histérico das Matrizes e dos Sistemas Lineares. Ja o Capitulo 4 de-
fine os Métodos de Resolucao de Sistemas Lineares Diretos e Iterativos: Fatoragao LU,
Fatoracao de Cholesky, Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel. O Capitulo 5 propde uma sequén-
cia didatica que orienta sobre o uso da Linguagem de Programagao Python no ensino
do Sistema de Equagoes Lineares através dos métodos de resolucao diretos: (Fatoragdio

LU e Fatoragiao de Cholesky) e os iterativos: (Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel).
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2 Uso da Tecnologia na Educacao

Neste inicio de século vivemos numa sociedade em constante mudanca, na era digi-
tal, tecnologica, da informacgao e da comunicacao, onde conseguimos levar os fatos que
ocorrem em locais distantes do nosso pais para qualquer lugar, de modo que estes fatos
podem alterar e influenciar as nossas vidas, em que podemos, por exemplo, comunicar,
debater e jogar com pessoas do mundo inteiro, numa interagdo jamais vista em outra
época da Historia da Humanidade.

De acordo com Leite (2014), pode-se identificar a presenca da tecnologia em quase
todas as areas de atividade humana; sua presenca parece irreversivel. Podemos pre-
senciar, nos ultimos anos, um grande avanco tecnoldgico o qual passou a fazer parte
do cotidiano de muitas pessoas e, é claro, estd presente em muitas escolas. E devido
a essa grande potencialidade que as Tecnologias da Informagao e Comunicagao (TICs)
contribuem para que as fronteiras entre o mundo cada vez mais globalizado sejam que-
bradas a todo instante. Segundo Macedo (2014), através dessas tecnologias, nés somos
levados a um conhecimento cada vez mais rapido, facil, interativo e acompanhado de
um raciocinio logico.

Num contexto educacional, todo e qualquer tipo de mudanca traz grandes desafios,
pois nesta nova configuragao social, o universo da informagao dos alunos (e professores)
ampliou-se a uma escala nunca antes imaginada. As informacoes, saberes e conheci-
mentos sao produzidos a partir de tantas fontes diferentes e com tanta velocidade que
se torna impossivel abrangerem tudo. De acordo com Leite (2014), assim como a tec-
nologia para o uso do homem expande suas capacidades, a presenca dela na sala de
aula amplia seus horizontes e seu alcance em direcao a realidade.

E fundamental desenvolver competéncias relacionadas & tecnologia em alunos da
Educacao Béasica. A maioria dos jovens consegue interagir com as novas tecnologias,
porém, muitos nao conseguem se expressar e criar coisas novas a partir dela.

A educagao, assim como as demais organizacoes, sofre uma forte pressao por mu-
dancas. Hoje, as formas de ensinar precisam ser atualizadas. O ambiente cultural
tornou-se muito diferente do ambiente escolar: os alunos desmotivam-se e aprendem
pouco. Pozo (2002) cita que, ndo s6 muda o que se aprende como também a forma
como se aprende. A aprendizagem também precisa evoluir.

Segundo Saraiva (2022), com a pandemia do COVID-19, foram perceptiveis os enor-
mes avangos que as tecnologias digitais trouxeram para a educagao. O uso de recursos
tecnologicos por meio de computadores e softwares, nao foram apenas benéficos, mas
também, a tnica alternativa para manter as aulas funcionando, de forma online.

Se for colocada em pratica de forma responsavel e criativa, as novas tecnologias sao
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uma grande aliada da educacao, ao ponto de promover diversos beneficios para os alunos
e professores, dos quais tém o poder de dinamizar o processo de ensino-aprendizagem.
Porém, vale enfatizar, que as tais tecnologias nao substituem o papel do professor,
sendo fundamental que este saiba conduzir a utilizacdo dessas novas midias e softwares,
pois, de acordo com Oliveira (2022), dotando das ferramentas e estratégias corretas é
possivel utilizar a tecnologia para promover o desenvolvimento escolar, sabendo que
o uso desenfreado da mesma pode ocasionar problemas e atrapalhar a evolugao dos

alunos. Logo,

“... o professor nao se torna indispenséavel de forma alguma neste con-

texto, muito pelo contrario, com tantas informagcoes disponiveis, é,
por meio da mediacdo do professor com metodologias e intervengoes
pedagdbgicas adequadas, que os alunos terao condi¢ées de absorver as
melhores informagoes, ter um olhar critico, transformé-las em conhe-

cimento.” (CONTIN, 2016)

Para que uma nova tecnologia seja utilizada nas escolas é preciso que o professor
esteja seguro e preparado para isso e do qual nao implica dizer que a educagao deva ser
voltada exclusivamente para o uso de novas tecnologias e que a melhoria do aprendizado
dependa delas. No caso especifico de matematica, nao é a simples utilizacdo de algum
recurso tecnoldgico que a tornard mais facil ou que os alunos apreenderao mais.

A escola e os professores devem manter-se atualizados em seus meios de ensino,
acompanhando o avan¢o das novas geracoes, pois a escola esta envolvida na globa-
lizacao que exige transformacoes em todas as areas e a tecnologia surge com novas
maneiras de pensar e agir, transformando o nosso dia a dia. Ja os professores, é preciso
conscientizacao para potencializar suas aulas, organizando e acompanhando praticas

que utilizem a tecnologia. Nesse sentido,

“A tecnologia é de primordial necessidade, pois promove oportuni-
dades de aprendizagem e interatividade tanto para o professor como
para o aluno. A escola é um local de constante transformacao e a tec-
nologia educacional é uma dessas ferramentas para a transformagio.”

(MACHADO; LIMA, 2017)

Com o avango tecnologico constante, os professores se deparam com um turbilhao
de informagoes e recursos tecnoldgicos, tornando-se um desafio, do qual ¢ dificil para
o educador filtrar quais recursos escolher e como trabalhar o conteiido matematico em

questao para mediar o conhecimento a seus alunos.

“Computador e internet na sala de aula nas maos de professores
treinados formam um importante instrumento de ensino. Ter acesso
a internet ndo é mais uma questao de aumentar a capacidade de
raciocinio. Passou a ser vital. E como saber ler e escrever nos anos
50 (KOCH, 2013)



Capitulo 2. Uso da Tecnologia na Educacdo 17

A tecnologia tornou-se um novo meio para contribuir na construc¢ao de conhecimen-
tos, porém, os alunos possuem conhecimento avancados nestes ambientes tecnologicos
em relacdo aos seus professores, pelo fato de estarem diariamente em contato com
tecnologias digitais, diferente de seus professores.

Segundo Camillo e Medeiros (2018), as tecnologias, no dominio da educacao, trou-
xeram, além do acesso a informagao de forma mais dinamica a possibilidade de exercer
um processo de ensino-aprendizagem mais inovador, moderno, atrativo e atento as de-
mandas sociais. Nao sao ferramentas, apenas, do professor para que esses possam se
capacitar, e, dessa forma, tornar as suas aulas mais modernas e atrativas. E algo a ser
experienciado, também, pelo educando, visto que ambos, professor e aluno, comunicam-
se, diariamente, a partir de redes e comunicagoes virtuais. Nesse sentido, o principal

desafio é trazé-las para o contexto escolar.

“A educagao diz respeito ao “processo de desenvolvimento da capaci-
dade fisica, intelectual e moral da crianca e do ser humano em geral,
visando a sua melhor integragdo individual e social”. Para ocorrer
essa integracdo é necessario que valores, conhecimentos, hébitos e
comportamentos sociais sejam ensinados e aprendidos por meio da
educacgao para ensinar sobre as tecnologias na base da identidade e
da acdo do grupo e que se faca uso destas mesmas tecnologias para
ensinar as bases da educagdo.” (SOUZA; PEREIRA; MACHADO,
2018)

2.1 A importancia da tecnologia sobre o olhar da BNCC

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), homologada pelo MEC em 2018, que
define as aprendizagens necessarias para os estudantes brasileiros da Educagao Bésica,
traz para a Formagao Geral Basica 10 competéncias gerais para toda a Educacao Béasica
e um conjunto de competéncias especificas para cada area de conhecimento e, para da
uma dessas areas, ha varias habilidades a serem desenvolvidas. No caso para a area
de Matematica, apresenta 8 competéncias especificas para o Ensino Fundamental e 5
para o Ensino Médio.

Nesse sentido, a BNCC contempla o desenvolvimento de competéncias e habilida-
des relacionadas ao uso critico e responsavel das tecnologias digitais tanto de forma
transversal — presentes em todas as areas do conhecimento e destacadas em diver-
sas competéncias e habilidades com objetos de aprendizagem variados — quanto de
forma direcionada — tendo como fim o desenvolvimento de competéncias relacionadas
ao proprio uso das tecnologias, recursos e linguagens digitais —, ou seja, para o de-
senvolvimento de competéncias de compreensao, uso e criagdo de tecnologias digitais
da informacao e comunicagdo - TDICs em diversas praticas sociais, como destaca a

competéncia geral 5:
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“Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e
comunicacdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas di-
versas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar,
acessar e disseminar informacoes, produzir conhecimentos, resolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e cole-
tiva.” (BRASIL, 2018)

No caso para a area de Matemética, a BNCC evidencia uma competéncia especifica
para o Ensino Fundamental afirmando que, processos de aprendizagem sao potencial-
mente ricos para o desenvolvimento de competéncias fundamentais para o letramento
matematico (raciocinio, representagdo, comunicagdo e argumentagao) e para o desen-

volvimento do pensamento computacional.

« COMPETENCIAS ESPECIFICAS DE MATEMATICA PARA O ENSINO FUN-
DAMENTAL - 5: Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecno-
logias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais

e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados.

E evidencia uma competéncia para o Ensino Médio concluindo que os alunos possam
ser estimulados a desenvolver o pensamento computacional, por meio da interpretagao
e da elaboracao de algoritmos, incluindo aqueles que podem ser representados por

fluxogramas:

« COMPETENCIAS ESPECIFICAS DE MATEMATICA E SUAS TECNOLO-
GIAS PARA O ENSINO MEDIO - 4: Compreender e utilizar, com flexibilidade
e precisao, diferentes registros de representacao matemaéticos (algébrico, geomé-
trico, estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicagao de

resultados de problemas.

De acordo a com Proposta Curricular do Ensino Médio da Paraiba, as tecnologias
da informacdo e comunicacao estao presentes em diversos setores de nossa sociedade,
impactando de forma contundente a todos que atuam nas diversas areas. Nessa pers-
pectiva, a preparacao dos estudantes, bem como de todos os demais individuos, precisa
ser principiada no ensino basico. Ferramentas tecnoldgicas como o computador, os
diversos softwares, a calculadora, o smartphone, o tablet, os varios Apps, os games,
dentre outros, sao utilizadas com intuito de aumentar a eficiéncia do ensino e desen-
volver o senso critico, o raciocinio légico e dedutivo, a capacidade de observacao, de
pesquisa e estratégias de comunicacao, Paraiba (2018).

A BNCC e a Proposta Curricular do Ensino Médio da Paraiba esclarecem como
as aprendizagens estao organizadas e explica a composi¢ao de codigos alfanuméricos

criados para identificar tais aprendizagens, como podemos exemplificar:
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Figura 1 — Codigo Alfanumérico do Ensino Fundamental

EF67EFO1

P RPEEEE- e R SRS |

(o]

(P

O primeiro par de letras indica
a etapa de Ensino Fundamental.

O primeiro par de numeros

indica o ano (01 a 09) a que

se refere a habilidade, ou, no caso
de Lingua Portuguesa, Arte e
Educacao Fisica, o bloco de anos,
como segue:

Lingua Portuguesa/Arte
15 =12 a0 5% ano

69 = 6% ao 92 ano

Lingua Portuguesa/Educacdo Fisica
12 =12 e 2% anos

35 = 3%ao 5% ano

67 = 6% e 7% anos

89 =82e 9% anos

QO ultimo par de numeros
indica a posicao da habilidade
na numeracao sequencial do
ano ou do bloco de anos.

O segundo par de letras indica

o componente curricular:

AR = Arte

Cl = Ciéncias

EF = Educacéao Fisica
ER = Ensino Religioso
GE = Geografia

HI = Historia

Ll = Lingua Inglesa

LP = Lingua Portuguesa

MA = Matematica

Fonte: (BRASIL, 2018)

Figura 2 — Codigo Alfanumérico do Ensino Médio

O primeiro par de letras indica
a etapa de Ensino Médio.

0

O primeiro par de numeros (13)
indlca que as habilidades descritas
podem ser desenvolvidas em
gualguer série do Ensino Medio,
conforme definicao dos curriculos

A segunda sequéncia de
letras indica a area (trés
letras) ou o componente
curricular (duas letras):

LGG = Linguagens e suas
Tecnologias

LP = Lingua Portuguesa

MAT = Matematica e suas
Tecnoloaias

CNT = Ciéncias da
Natureza e suas
Tecnologias

CHS = Ciéncias Humanas
e Sociais Aplicadas

Fonte: (BRASIL, 2018)

Q

EM13LGG103

"
(8

i
______ =]

Os nameros finais indicam
a competéncia especifica

a qual se relaciona a
habilidade (12 numero) e a
s5Ua@ NUMeracao no conjunto
de habilidades relativas a
cada competéncia (dois
ultimos rnumeros)

Vale destacar que o uso de
numeracao seguencial para
identificar as habilidades
nao representa uma ordem
ou hierarquia esperada

das aprendizagens. Cabe
aos sistemas e escolas
definir a progressao das
aprendizagens, em funcao
de seus contextos locais.
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Ainda de acordo com a BNCC, as possibilidades de organizacao curricular das
aprendizagens de Matematica sao varias, porém, algumas habilidades deixam evidente

o uso das TDICs, como no caso das habilidades:

« (EF06MA21) Construir figuras planas semelhantes em situagoes de ampliagao e
de redugao, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias

digitais.

« (EFO9MAO5) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com
a ideia de aplicacao de percentuais sucessivos e a determinagao das taxas percen-
tuais, preferencialmente com o uso de tecnologias digitais, no contexto

da educagao financeira.

« (EM13MAT401) Converter representagoes algébricas de fung¢des polinomiais de
19 grau em representacgoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares

ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.

« (EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de progra-
macao na implementagdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matemaética.

Na direcao de substituir o modelo tnico de curriculo do Ensino Médio por um
modelo diversificado e flexivel, a Lei n® 13.415/2017* alterou a Lei de Diretrizes e Ba-
ses da Educacao Nacional (LDB), estabelecendo que o curriculo do ensino médio sera
composto pela Base Nacional Comum Curricular e por itinerarios formativos, com isso,
algumas habilidades foram retiradas da nova BNCC, como no caso da EM13MAT410
e EM13MAT411 que trata respectivamente, da associacdo do conceito e reconheci-
mento de matriz, determinantes e sistemas de equacgoes lineares. Porém, seguindo as
orientacoes da prépria BNCC, a Proposta Curricular do Ensino Médio da Paraiba,
implementou no seu sistema de ensino caracteristicas regionais, diante da diversidade
historica, social, ambiental e cultural Paraiba (2018). Com isso, no que se refere a drea
de Matematica, a Proposta incluiu no seu curriculo as habilidades que tratam de Matri-
zes e Sistemas Lineares, do qual serd tema deste trabalho e garantird a implementagao
do estudo.

De acordo com a BNCC, a area de Matematica, no Ensino Fundamental, centra-se
na compreensao de conceitos e procedimentos em seus diferentes campos e no desenvol-

vimento do pensamento computacional, visando a resolugao e formulacao de problemas

4 Lei n° 13.415, de 16 de fevereiro de 2017. Altera as Leis n® 9.394, de 20 de dezembro de 1996, que
estabelece as diretrizes e bases da educacao nacional.
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em contextos diversos. No Ensino Médio, na area de Matemaética e suas Tecnologias,
os estudantes devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e
agregar novos, ampliando o leque de recursos para resolver problemas mais complexos,
que exijam maior reflexdo e abstragdo. Ainda de acordo com Brasil (2018), também
devem construir uma visao mais integrada da Matematica, da Matematica com outras
areas do conhecimento e da aplicacao da Matematica a realidade.

A preocupacao com os impactos das transformagoes ocasionada pelas tecnologias
na sociedade estd expressa na BNCC e se explicita ja nas competéncias gerais para a
Educacgao Bésica. Diferentes dimensoes que caracterizam a computacgao e as tecnologias
digitais sao tematizadas, tanto no que diz respeito a conhecimentos e habilidades quanto

a atitudes e valores:

o pensamento computacional: envolve as capacidades de compreender, analisar,
definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas solugoes, de

forma metddica e sistematica, por meio do desenvolvimento de algoritmos;

« mundo digital: envolve as aprendizagens relativas as formas de processar, trans-
mitir e distribuir a informacao de maneira segura e confiavel em diferentes arte-
fatos digitais — tanto fisicos (computadores, celulares, tablets etc.) como virtuais
(internet, redes sociais e nuvens de dados, entre outros) —, compreendendo a

importancia contemporanea de codificar, armazenar e proteger a informacao.

Portanto, para a BNCC, os jovens estao dinamicamente inseridos na cultura digital,
nao somente como consumidores, mas se engajando cada vez mais como protagonistas,
com isso, o foco passa a estar no reconhecimento das potencialidades das tecnologias
digitais para a realizacdo de uma série de atividades relacionadas a todas as areas do

conhecimento, a diversas praticas sociais e ao mundo do trabalho.

2.2 Linguagem computacional no ensino de matematica

Com bases nessas informagoes e orientagoes dos documentos normativos, este tra-
balho utilizara linguagem computacional Python como ferramenta pedagogica para ser
utilizada com alunos do Ensino Médio em paralelo com o conteido de Sistemas de
Equacoes Lineares e também para favorecer e ampliar a visdao de mundo dos alunos
no processo de ensinar e aprender matematica. De acordo Souza (2023), a linguagem
de programacao pode ajudar os estudantes do Ensino Médio a abrir caminhos e opor-
tunidades. Aprender a programar pode possibilitar o desenvolvimento das habilidades
de raciocinio, organizagdo do pensamento e comunicacao ao elaborar estratégias para

a resolucao de problemas matematicos.
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A escolha da linguagem computacional Python dentre varias linguagens existentes
se deu pelo fato que esta linguagem tem um grande potencial pedagogico, pela sua
simplicidade e facil entendimento, que facilita o ensino e a compreensao dos conceitos

de codificacao, alem do mais, seu uso é gratuito e livre.

“A linguagem de programagdo Python é muito interessante como
primeira linguagem de programagao devido & sua simplicidade e cla-
reza. Embora simples, é também uma, linguagem poderosa, podendo
ser usada para administrar sistemas e desenvolver projetos. E uma
linguagem clara e objetiva, pois vai direto ao ponto, sem rodeios.”
(MENEZES, 2019)

Um dos objetivos desta pesquisa é propor atividades que envolvam programacgao e
contetidos matematicos, oportunizando a alunos e professores descobertas e caminhos
diferentes de uma aula tradicional, do qual é importante ressaltar que a matematica e
a programacao estao intimamente ligadas, a programacao elevou a matemética a um
novo patamar. Segundo Wolfram (2017), podemos evidenciar este fato, uma vez que
os problemas reais do século XXI s6 puderam ser solucionados devido a existéncia do
computador, esta é uma das justificativas que a programacao deve entrar no sistema

educacional como uma parte fundamental da disciplina de matematica.
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3 Contexto Historico das Matrizes e dos

Sistemas Lineares

Segundo Santos (2017), os trabalhos com matrizes e determinantes iniciaram no
século II a.C. Os babilénios estudaram problemas que tiveram como solugoes sistemas
lineares de duas variaveis, no qual estao preservados em tabletes de argila. Os Chineses,
no inicio de seus estudos, que segundo Boyer (1996), surgiram 1000 a.C., desenvolveram
livros relacionados ao tratamento de calculos astronémicos, promoveram contribuicoes
a respeito das propriedades relacionadas ao triangulo retangulo, fracoes, geometria
relacionada a algebra e a na aritmética, dos quais, tais contetidos foram abordados em
grande parte pelo livro chinés mais influente de matematica denominado de “Chui-
Chang Suan-Shu” ou “Nove capitulos sobre a arte matemdtica”. Ainda de acordo com
Boyer (1996) os Chineses gostavam especialmente de diagramas e apresentaram os

primeiros registros de um quadrado magico, disposto da seguinte formas:

Figura 3 — Quadrado Mégico

Fonte: (BOYER, 1996)

Ainda segundo o autor, é interessante observar que o quadrado magico teve seu
primeiro registro efetuado pelos chineses. E provével que sua origem seja ainda mais
antiga, porém, como nao foi registrada, nao foi dada a conhecer. Os chineses gostavam
especialmente de diagramas e o livro “Nowve capitulos sobre a arte matemadtica” contém
246 problemas dentre os quais, um ¢ resolvido através desse quadrado magico, o qual
motivou os Chineses a relacionar esse diagrama a resolucao de sistemas de equagoes
lineares simultaneas. Como exemplo abaixo:

"H& trés tipos de milho, dos quais trés feixes do primeiro tipo, dois do segundo e
um do terceiro fazem 39 medidas. Dois feixes do primeiro tipo, trés do segundo e um
do terceiro fazem 34 medidas. E um feixe do primeiro tipo, dois do segundo e trés do

terceiro fazem 26 medidas. Quantas medidas de milho ha em um feixe de cada tipo?”
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Nas notacoes de hoje esse problema se apresentaria como o seguinte sistema de

equagoes lineares:

3r+2y+2z=39
20+ 3y + 2 =34
T+ 2y+32=20
Ainda de acordo com Boyer (1996) afirma que para resolver esse problema, eram

efetuadas operagoes sobre colunas na matriz associada ao quadrado magico:

Figura 4 — Quadrado Mégico referente ao Sistema de Equacoes

1 2 3
2 3 2
i 1 1
26 34 39

Fonte: (BOYER, 1996)

Para reduzi-la a:

Figura 5 — Quadrado Mégico apds operagoes efetuadas

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

Fonte: (BOYER, 1996)

A fim de representar as equagdes na forma 36z = 99; by + z = 24 e
3r + 2y + z = 39, das quais calcula-se os respectivos valores de z, y e x. Nesse
sentido, verifica-se uma caracterizacao inicial de matrizes, de forma intuitiva, associ-
ada ao diagrama do quadrado mégico. De acordo com Sousa, Sabino e Sabino (2017),
a tUnica diferenca entre o método atual para o chinés (antigo) é que escrevemos as
equagoes lineares como as linhas da matriz em vez de colunas. Além disso, as equagoes
nas colunas sao escritas da direita para a esquerda.

Ainda segundo os autores, a teoria dos determinantes surgiu simultaneamente atra-
vés dos estudos de dois grandes mateméticos: Seki Shinsuke Kowa no Japao, e Gott-

fried Wilhelm Leibniz na Alemanha, ambos resolviam sistemas de equacoes lineares de
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maneiras diferentes, porém com o mesmo proposito: encontrar as solugoes através de
eliminagoes. O termo matriz veio com James Joseph Sylvester, em 1850, e com seu
amigo Arthur Cayley, em 1858.

De acordo com Boyer (1996), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), faz referéncia
pela primeira vez no Ocidente ao método de determinantes, onde em 1693, ele apre-
senta uma caracterizacao para indicar linhas e colunas, originadas a partir de equacoes

lineares simultaneas:

10+112+12y =0  1lo+1,+1,=0
20 + 21z 4+ 22y = 0 ou 25+ 2, + 25 = 0.
304312 +32y=0  39+314+3,=0

Escreveriamos isso como:

a1 +bic+cy=0
a2+b20+02y:0-
a3+b36+03y20

Se as equacgoes fossem consistentes entao:

102135 + 192534
112930 + 112032
152031 + 122413y,

que equivalem ao enunciado atual referente ao do determinante:

ar by o
as by co| =0.
as by c3
Assim como no estudo dos chineses, Leibniz evidenciava as matrizes a partir de
equagoes lineares simultaneas.
Ainda segundo Boyer (1996), Josep Louis Lagrange, considerado ao lado de Euler
o maior matematico do século XVIII, o artigo intitulado “Solutions Analytiques de
qualques probléems sur les pyramides triangulares”, publicado em 1975, apresentou re-
sultados analiticos para o calculo de area de um triangulo e o volume de um tetraedro,

denotados respectivamente por A e V', como temos a seguir:

1 1oz 1
noy 1 |x 29 1
A= —|zg yp 1 eV = 2 B2 2 .
21 3! T3 Y3 23 1
r3 Yz 1
Ty Ya za 1
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Com isso, ele concluiu que os elementos que compoe as matrizes (denominagao
atual), representavam os vértices do triangulo e do tetraedro e caracterizam coordena-
das de pontos no espago, como verifica-se na férmula para o calculo de A e V. Assim,
verifica-se que Lagrange buscou artificios analiticos para caracterizar os elementos que
compoem as linhas e colunas das matrizes.

Segundo Eves (1997), o matemdtico que mais desenvolveu estudos acerca dos De-
terminantes e consequentemente apresentou consideragoes significativas a respeito das
matrizes foi Algustin Louiz Cauchy, nascido no ano de 1789 em Paris, e dentre as suas
obras destacam-se as producgoes em Séries Infinitas, Teoria das Funcoes Reais Com-
plexas, Equacoes Diferenciais, Probabilidade e Fisica-Matematica. Entre as principais
contribui¢oes temos a demonstracdo de um teorema que envolvem os contetidos de
Matrizes e Determinantes, que também foi citada por Leibniz, o qual foi proposto da

seguinte maneira:
“Se A e B sio matrizes n x n, entao |A . B| = |A| . |B|".

De acordo com Lima, Pereira e Chaquiam (2018), a partir do teorema exposto,
verifica-se que apesar de ele nao citar a nomenclatura “ordem ”, mas considera que A e B
sdo matrizes n X n (classificagdo intuitiva das matrizes quadradas), caracterizando mais
um elemento para as matrizes. Além disso, destaca-se a relacdo entre o determinante
e as matrizes, a qual, também foi citada na abordagem feita por Leibniz.

Segundo Boyer (1996), Arthur Cayley, em sua grande obra “Menoir on the Theory
of Matrices” a respeito da teoria das matrizes, do ano de 1858, revela o poder da algebra
matricial. A qual surge a partir da Teoria das Transformagodes Lineares Simultaneas,
onde a partir dessa construcao, Cayley mostrou que ao inverter a ordem das matrizes
com letras maitusculas pelas mintisculas o produto era diferente. Ou seja, nao conseguia-
se retornar ao sistema de origem. Com isso, mostrou que a multiplicagao matricial nao

é comutativa, como no exemplo abaixo, consideremos a transformacao 7;:

' =ax+ by
Y = cx +dy,

do qual aplicaremos uma outra transformacao, denotada T5:

" = Ax' + By
y" = Ca' + Dy

T2 =

Observemos que em 75 existem variaveis presentes em 7). Assim, se aplicarmos T}

em 715, teremos um resultado equivalente a transformacao composta, do tipo:
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2" = (Aa+ Be)x + (Ab+ Bd)y
y" = (Ca+ Dc)x + (Cb+ Dd)y,

T, =

Porém, se invertéssemos a ordem de 77 e Ty, de modo que 75 seja a transformacao:

2’ = Ax + By
T, =
y'=Cx+ Dy,
e T é a transformacao:
2" =az' + by
T, = Y
y// — Cl,/ + dy/7

e novamente se aplicarmos 7T} em T5, teremos:

2" = (aA+bC)x + (aB +bD)y
y" = (cA+dC)x + (¢B + dD)y.

Tl T2 -

Expressando na linguagem de matrizes os resultados das transformacoes, verifica-se

que os resultados sao diferentes:
A B a b Aa+ Be Ab+ Bd
. = e
C D c d Ca+ Dec Cb+ Dd

a b A B\ [aA+0C aB+0bD
(c d) ' (C’ D) B (cA+dC’ cB+dD) '

Mostrando que ao inverter a ordem das matrizes com letras maitusculas pelas mi-
ntsculas o produto seria diferente. Ou seja, ndo conseguia-se retornar ao sistema de
origem. Com isso, provou que a multiplicagdo matricial ndo é comutativa.

Cayley também apresentou uma algebra para adi¢cdo de matrizes (de dimensoes
iguais). A qual, é obtida somando-se os elementos correspondentes das matrizes, expos
a multiplicacdo de uma matriz por um escalar k, definiu a matriz identidade, denotada
por I, a qual pode ser associada ao elemento neutro da multiplicacdo matricial e a
matriz quadrada nula, como o elemento neutro da adicao de matrizes.

Segundo Lima, Pereira e Chaquiam (2018), evidenciou-se a Arthur Cayley, como
o matematico que apresentou a algebra para o estudo das matrizes, além do fato, de
considerar que a abordagem de matrizes deve preceder determinante.

De acordo com Sousa, Sabino e Sabino (2017), o termo Matriz foi introduzido pelo
matematico inglés James Joseph Sylvester em 1850, e que anos depois, recebeu grandes
contribuic¢oes de seu amigo Arthur Cayley, o qual, deu o primeiro significado da palavra

Matriz, como sendo o lugar onde algo se gera ou cria. Com efeito, via-as como:
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“[...]Jum bloco retangular de termos [...] que néo representa um deter-
minante, mas é como se fosse uma MATRIZ a partir da qual podemos
formar véarios sistemas de determinantes, ao fixar um nimero “p” e
escolher a vontade “p” linhas e “p” colunas|...]” (TAYLOR, 1850)

De acordo com Neto (2016), a descoberta da dlgebra matricial consiste na formu-
lacao de uma metodologia para que muitos niimeros sejam operados ao mesmo tempo.
Mais tarde, as matrizes se tornaram bastante tteis na programacao de computadores.
Atribui-se a existéncia dos computadores pessoais a utilizacao das matrizes para reali-
zacao das tarefas de processamento das maquinas, o que diminui, e muito, o tamanho
dos componentes necessarios para seu funcionamento. Nesse processo, pessoas como
Bill Gates e Steve Jobs tiveram papel importante.

Bernardes (2019) afirma que, historicamente, a no¢ao de matriz foi a tltima a surgir,
isto é, as matrizes foram introduzidas apés determinantes, sistemas lineares, transfor-
macoes lineares e formas quadraticas. Os momentos histéricos de Sylvester e de Cayley
mostram que sua introducgao e desenvolvimento foram motivados pela necessidade de
uma representacao em forma de tabela. Assim, um possivel encaminhamento seria
introduzir o conceito de matriz quando houver necessidade da representacao matricial,
por exemplo, durante o estudo de sistemas lineares.

Tal desenvolvimento promoveu o conhecimento da origem e dos fatores que levaram
o objeto matematico matriz a ser definido do modo como conhecemos hoje e as escolhas
que o elegeram como ferramenta para resolver determinados problemas e diante disso,
este trabalho busca despertar uma visao mais critica e repassar alternativas sobre o
ensino e resolucao de sistemas lineares no nivel bésico, considerando que para uma
melhor compreensao, o leitor, precisa ter um conhecimento prévio do contéudo de

Matrizes.
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4 Meétodos para resolucao de sistemas line-

ares

Os métodos para resolucdo de sistemas lineares podem ser classificados em duas
categorias: métodos diretos e métodos iterativos. Os métodos diretos sao aqueles
que, apts uma quantidade finita e conhecida de passos, fornecem a solucao exata do
sistema linear (caso exista). J& os métodos iterativos, constroem uma sequéncia de
aproximagoes da solucao do sistema linear que, sob certas condigoes, esta sequéncia
converge para solucao exata.

Neste trabalho iremos abordar os métodos diretos Fatoracao LU e Fatoracao de
Cholesky; e os métodos iterativos Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel. Esses métodos serao
aliados a linguagem computacional Python objetivando a utilizagao dos codigos desses

métodos como ferramenta pedagogica a serem utilizadas com alunos do Ensino Médio.

4.1 Meétodos Diretos

Segundo Ruggiero e Lopes (1996), os métodos diretos fornecem a solugao exata
do sistema linear (caso ela exista) apds um ntmero finito de operagoes. Em outras
palavras, se o sistema tem solugao, os métodos diretos nos dao a solucao exata do
problema com somente erros de arredondamento gerados devido a aritmética do ponto
flutuantes utilizada por computadores para realizar os calculos.

Os métodos diretos abordados neste trabalho sao baseados no processo de fatoragao
que consiste em decompor uma dada matriz no produto de duas outras matrizes mais
simples com o objetivo de facilitar os calculos. Assim, a resolu¢ao de um sistema linear

serd dada por resolver uma sequéncia de sistemas lineares mais simples.

4.1.1 Fatoracdo LU:

A Fatoracao LU de uma matriz A quadrada de ordem m consiste em escrever A
como o produto de duas matrizes L e U, ambas de mesma ordem que a matriz A; sendo
L uma matriz triangular inferior e com os elementos da diagonal principal sendo 1 e U
uma matriz triangular superior, ou seja, A = LU. Dai vem o nome desta fatoracao, L
de Lower (inferior) e U de Upper (superior).

Lembremos que a diagonal principal de uma matriz quadrada, que é uma matriz

que possui o mesmo nimero de linhas e colunas, sao os elementos da matriz em que
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o nimero da linha é igual ao niimero da coluna, ou seja, sao os elementos a;;, em que

© = 7, como destacaremos no Exemplo a seguir.

Exemplo 1. Observe as matrizes quadradas abaizo, de ordem 2 e 3, respectivamente.

Os elementos da diagonal principal estao destacados em vermelho.

11 aiz Az
air aig
A = e Ay = |agr asn ass

a21 U2
a31 dazz (33

Com isso, recordemos agora que uma matriz triangular inferior ¢ uma matriz qua-
drada em que todos os elementos acima da diagonal principal sao iguais a zero; e uma
matriz triangular superior ¢ uma matriz quadrada em que todos os elementos abaixo
da diagonal principal sao iguais a zero, ou seja, quando tivermos uma matriz quadrada
A tal que os elementos a;; = 0 para i < j a definiremos com uma matriz triangular
inferior, do mesmo modo, se a;; = 0 para ¢ > j, definiremos A como uma matriz

triangular superior, conforme no exemplo abaixo.

Exemplo 2. Observe as matrizes A1 e Ay quadradas de ordem 3, sendo que a matriz

Ay € uma matriz triangular inferior e a matriz Ay uma matriz triangular superior.

apn 0 0 ail a2 as
Al = |a21 Q929 0 € A2 = 0 92 Q923
a31 daz2 G33 0 0 ass

Uma condicao para que uma matriz possa ser decomposta no produto LU é que
o determinante de todas as submatrizes principais devem ser diferentes de zero. De
acordo com Soares (2012), dada uma matriz A quadrada de ordem n, qualquer sub-
matriz quadrada cuja diagonal faca parte da diagonal de A, das k primeiras linhas e
k primeiras colunas de A, onde 1 < k < n, é chamada uma submatriz principal (Ag).
Os determinantes das submatrizes principais, simbolizado por det(Ay), sao chamados
menores principais de A.

No exemplo a seguir, mostraremos uma matriz quadrada A, de ordem 3, e seus

menores principais .

Exemplo 3. Uma matriz A quadrada de ordem 3

11 diz2 A3

A= Q21 dAg22 Q23]

a31 daz2 a33
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possui 3 submatrizes principais, consequentemente 3 menores principais.

11 Aaiz2 i3
ai; Qaig

A= [an} ; Ay =

i Az = a1 ax a3 | ;

a1 Q22
31 a3z as33

e devemos ter det(A;), det(Asz) e det(As) nao nulos para utilizar a fatoragio LU.

Conforme Franco (2006), vamos enunciar formalmente a Fatoragdo LU com o Teo-

rema a seguir.

Teorema 4.1 (Fatoragdo LU). Seja A = a;; uma matriz quadrada de ordem n, e
Ay 0 menor principal, constituido das k primeiras linhas e k primeiras colunas de A.
Assumimos que o det(Ar) # 0 para k = 1,2,3,....,n — 1. Entao existe uma unica
matriz triangular inferior L = (1;;), com ly; = log = ... = ly,, = 1, € wma dnica matriz

triangular superior U = (u;;), tal que LU = A. Além disso, det(A) = ui1usa...Uny,.

Demonstragio. De acordo com Anton e Rorres (2012), como as submatrizes Ay de
A sao todas nao singulares, isto é, det(Ag) # 0 para kK = 1,2,3,...,n, sempre que
necessario podemos permutar as linhas para obter pivos nao nulos no processo de
escalonamento. Assim, podemos aplicar o escalonamento na matriz A até obtermos
uma matriz triangular superior U. Isto é, existem matrizes elementares E1, Fs, ..., E,,,
ou seja, matrizes que representam as operagoes elementares aplicadas sobre as linhas

de A durante o processo, tais que:
(Em...BEsEsE)A=U
Logo, as matrizes inversas By ', By, ..., B! existem e temos:
A= (Ep..EsEE) U A=FE'E;' By E'U

Chamamos L = E;'E;'E;'...E-!, temos portanto A = LU. Pelo modo como
foi construido, o fator L é triangular inferior com diagonal principal unitaria e seus
elementos [;;, para ¢ > j, sao os multiplicadores m;; obtidos durante o processo de
escalonamento e como ja vimos acima, o fator U é a matriz triangular superior obtida

no final processo.
[ |

A seguir, conforme Franco (2006), mostraremos o processo para a construcao das
matrizes L e U aplicando a definicao de produto e de igualdade de matrizes, isto é,
impondo que LU = A e, para isso, consideraremos a seguinte matriz A, quadrada de

ordem n abaixo:
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ajp a2 Q1n
A — Q21 Q22 ... Q2
ap1 QAp2 ... GQnpp
Seja entao:
1 0 ... 0 Uil U2 ... Uinp
Il = loy 1 0 0 U Uap,
lon Lo ... 1 0 O Unn,

Para obtermos os elementos da matriz L e da matriz U devemos calcular os ele-

mentos das linhas de U e os elementos da colunas de L na seguinte ordem:

12 linha de U: Fazendo o produto da primeira linha de L por todas as colunas

de U e igualando com os elementos da primeira linha de A, obtemos:

1-uy =an = a;; = un

1 w2 = a1z = a1z = U2

1- Ulp = A1p = A1p = Ulp

Portanto, u,; = ay; para j = 1,2,3,...,n.

12 coluna de L: Fazendo o produto de todas as linhas de L, da segunda linha

até n, pela primeira coluna de U e igualando com os elementos da primeira coluna de

A, abaixo da diagonal principal, obtemos:

lo1-u11 = a [g = 92 = 22
21 " U1l 21 = b21 = 0T T ol

l U = a l — 431 _ a31
31 - U11 31 =1 = U7 = o

) — — Gn1 _ am
lnl U1 an1 = lnl w1l a1l

an1

an1 .
= — parai=2,3,...,n.
Uil a1

Assim, [;; =

29 linha de U: Fazendo o produto da segunda linha de L por todas as colunas

de U, da segunda coluna até n, e igualando com os elementos da segunda linha de A,

da diagonal principal em diante, obtemos:
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lo1 - w12 + Uga = 22 = Uga = A2 — l21 - U2

loy - U13 + Uz = Q93 = U3 = A3 — log - U13

lo1 - Uty + Ugn = Q2p = Ugp = G2y — l21 - Uty

Logo, ugj = ag; — lo1 - w15, para j = 2,3, ...,n.

292 coluna de L: Fazendo o produto de todas as linhas de L, da terceira linha até
n, pela segunda coluna de U e igualando com os elementos da segunda coluna de A,

abaixo da diagonal principal, obtemos:

l31 - w2 + 32 - uge = agy = l3g = asrvfizl.um

ag2—l41-u
Loy - ung + lag - ugp = Gy = Iy = 41202

ln1 w12 + Lo - Uza = apz = lpo = anz_qf;l.um

@iz — li1 - U2

Desse modo, [;5 = , para i = 3,4, ...,n.

U22
Logo, se continuarmos calculando a terceira linha de U, a terceira coluna de L, a
quarta linha de U, a quarta coluna de L, assim por diante, obteremos as seguintes

formulas gerais:

i—1
U5 = i — > ligugg, 1< 7,
k=1
7j—1
lij = (aij — kzl ligugg)/ujj, i > j.
Os sistemas lineares sao formados por um conjunto de equacgoes lineares de n in-
cognitas. Todos os sistemas possuem uma representacao matricial, isto é, constituem

matrizes envolvendo os coeficientes numéricos e a parte literal na forma Ax = b. De

um modo geral um sistema de n equagoes lineares é escrito como:

a1 + a12T9 + a13T3 + -+ AnTy, — bl
a1 + Gy + axrz + -0+ AT, = b
a3 1 + G322 as3rz + -+ A+ aspT, = by |
A1+ ApaTz + Gp3Tz + o+ AT, = by

e é representado na forma matricial por:
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ailz Az - Aip X1 by
a1 Q22 -+ QA2p T2 by
. — ,
ap1 QAp2 - App Tp bn
ou simplesmente,
Ax =0,

onde A é uma matriz dos coeficientes quadrada de ordem n, x é uma matriz vetor das
variaveis, de ordem n x 1 e b ¢ uma matriz vetor dos termos constantes, de ordem n x 1.
Para resolvermos um sistema linear, Az = b usando a Fatoracao LU na matriz A,

podemos reescrever o sistema da seguinte forma:

Ar=b< (LU)z =b< L(Uzx) =,

com isso temos:
Ly=beUx=y.

Isto significa que, ao invés de resolvermos o sistema original, podemos resolver o
sistema triangular inferior Ly = b e, entao, o sistema triangular superior Uz = y, o
qual nos fornece a solugdo de Az = b.

De acordo com Vasconcellos (2021), dada uma matriz A quadrada, nao sabemos se
havera necessidade de permutacoes e, portanto, nao sabemos, a principio, se a fatoracao
A = LU existe. Caso seja necessario, para evitar o pivo nulo e que os multiplicadores
tenham valores grandes, basta multiplicar a matriz A por uma matriz P de permutagoes
construida das linhas de uma matriz identidade I, colocadas na mesma ordem das
linhas pivotacionais que geram a matriz U, que realize a permutacao e, entao, aplicar a
Fatoracao LU normalmente. Fatoramos, portanto, PA = LU. Ainda segundo o autor,
P é inversivel e P~ = P logo, A = PTLU. Segundo Campos (2018), para resolver

o sistema Ax = b, tem-se:

Ar=b< PAxr = Pb< LUx = Pb,

fazendo,

Ux =y, entao Ly = Pb.

Esse processo contribui bastante para diminuir os erros de arrendondamento, pro-
duzindo, portanto, solugoes melhores. A demonstracao desse método PA = LU podera

ser encontrada em Campos (2008).
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Agora, assumindo que a matriz A possua a Fatoracao LU focaremos em como
resolver o sistema. A seguir, mostraremos os procedimentos da Fatoracao LU para

resolucao de um sistema linear:

1. Verificar se a matriz A do sistema linear satisfaz as condi¢oes da Fatoracao LU,
2. Decompor a matriz A na fatoracao LU utilizando as férmulas gerais;

3. Resolver o sistema Ax = b usando a fatoracao LU.

Veremos a seguir um exemplo de como resolver um sistema linear utilizando a

Fatoracao LU e seus procedimentos.

Exemplo 4. Utilizando a Fatoracao LU, qual a solucao do sistema linear abaizo?

3$1+2$2+4LE3:1
ZL‘1—|—1’2+21’3:2
4$1+3I2—2$3:3

Solugdo. Escrevendo o sistema linear na forma matricial do tipo Ax = b, temos:

3 2 4 T 1
A=1[11 2|,z=|a|eb=]2
4 3 =2 x3 3

Para que a matriz A, de ordem 3, satisfaca as condigoes da Fatoracao LU, deve-
mos ter os menores principais da matriz A diferente de zero, ou seja, det(A;) # 0 e
det(Ay) # 0. Temos que:

» det(A;) = det (3) =3 #0;

3 2
o det(Ay) = det (1 1) =1#0.

Agora que sabemos que a matriz A satisfaz as condigdes do Teorema 4.1, ou seja,
que pode ser decomposta no produto LU. Iremos construir as matrizes L, triangular
inferior com valores numéricos 1 na diagonal principal e U, triangular superior, ambas

de mesma ordem de A, ou seja, de ordem 3 do tipo:

10 0 Uil U2 U3
L= l21 1 0] e U= 0 U2  U23
l31 l32 1 0 0 uss

Com isso, aplicando as féormulas gerais definidas, obtemos:
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Tabela 1 — Calculo dos elementos da 12 linha de U

Q15 U1
ann =3 | un

a1z =2 | Uz

W N .

a3 =4 | w3

Fonte: Autor

Tabela 2 — Célculo dos elementos da 1% coluna de L

y ani .
1 w1l . lzl
a1 _— 1
2 w11 i l21
as; _ 2
3 uip 3 l31

Fonte: Autor

Para a 12 linha de U, temos o i = 1:
Para a 12 coluna de L, temos j = 1:
Com isso, definimos alguns elementos da matriz L e da matriz U, que agora sao

formadas por:

1 0 0 3 2 4
L=|: 1 0/eU=[0 up uy
% l32 1 0 0 U3zs

Como alguns elementos nao foram definidos, continuemos a aplicacao das férmulas
gerais, obtendo:

Para a 22 linha de U, temos i = 2:

Tabela 3 — Céalculo dos elementos da 22 linha de U

J Qgj — lyy - U1j U2;
I

2| ag —lo-up = 3 | U22
2

3| agg — o1 -uiz = 3 | Uas

Fonte: Autor

Para a 22 coluna de L, temos j = 2:

Tabela 4 — Célculo dos elementos da 2% coluna de L

i aiz—li1-u12
u22

3 age—l3 1w _
U922

li2

l32

Fonte: Autor

Assim, construimos por completa a matriz L triangular inferior e definiremos outros

elementos da matriz U triangular superior, do formato:



