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Resumo

Considerando a falta de uma bibliografia adequada sobre sistemas de recorréncias li-
neares de primeira ordem com coeficientes constantes e o uso dessa ferramenta para
resolver problemas praticos, apresentamos um estudo analitico sobre o tema, seguido
de aplicagoes praticas, considerando os casos bidimensional e tridimensional quando
a matriz dos coeficientes do sistema tem autovalores reais. A abordagem utiliza a
decomposi¢do de Jordan da matriz dos coeficientes e uma mudanca de variavel para
simplificar o sistema. Em seguida, resolve-se o sistema simplificado utilizando técnicas
adequadas para recorréncias lineares de primeira ordem e obtém-se a solucao do sis-

tema original.

Palavras-chave: Sistemas Lineares; Recorréncias Lineares; Sistemas Homogéneos.



Abstract

Considering the lack of an adequate bibliography on first-order linear recurrence sys-
tems with constant coefficients and the use of this tool to solve practical problems, we
present an analytical study on the subject, followed by practical applications, consider-
ing the two-dimensional and three-dimensional cases when the matrix of coefficients of
the system has real eigenvalues. The approach makes use of the Jordan decomposition
of the coefficients matrix and a change of variable to simplify the system. Then, the
simplified system is solved using suitable techniques for first-order linear recurrences

and the solution of the original system is obtained.

Keywords: Linear systems; Linear Recurrences; Homogeneous Systems.
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1 Introducao

Todo conhecimento cientifico surge como uma resposta a um questionamento, seja
provocado por observacoes, experimentos que tentam explicar fendmenos naturais, ou
a simples busca pela solucao de algum problema do interesse humano. E natural do
ser humano observar, conjecturar e buscar solucdes que favorecam a sua existéncia,
principalmente quando se depara com um problema, um obstaculo a ser superado.

A historia da Matematica ilustra bem essa necessidade de se obter respostas a
varios impasses que colocam o homem em uma situagao problematizante ou paradoxal
a ser superada. Por exemplo, problemas de natureza doméstica, como a divisao ou
distribuicao de terras apds alagamentos, a necessidade de elaboragao de mapas para
viagens maritimas e especulacoes a respeito de objetos da propria Mateméatica, bem
como o surgimento dos ntimeros complexos, episédio no qual uma raiz inteira de um
polinémio cubico era dada como expressao envolvendo raizes negativas de nimeros
naturais. Diante desses e de outros fatos, é natural supor que aprendemos matematica
para resolver problemas.

A Matematica tornou-se ciéncia ao responder as questoes mais complexas inerentes
a propria area de conhecimento. Por esse motivo, os fundamentos de mateméatica
auxiliam o homem moderno na tomada de decisoes e a resolver problemas de outras
areas do conhecimento. A Base Nacional Comum Curricular, documento formativo
de elaboragao dos curriculos minimos para as escolas de educagao basica, reconhece
a importancia da Matematica para o desenvolvimento de habilidades e competéncias
necessarias a formacao de cidaddos capazes de atuar na sociedade moderna. Como
competéncia entende-se a mobilizagdo de conhecimentos (conceitos e procedimentos),
habilidades (préaticas cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver
demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo
do trabalho.

O desenvolvimento dessas habilidades estd intrinsecamente relacionado a algumas
formas de organizacao da aprendizagem matematica, dentre elas os processos mate-
maticos de resolugoes de problemas e investigacdo. Segundo a Base Nacional Comum
Curricular, tais processos sao fundamentais para o letramento matemdtico (raciocinio,
representacao, comunicagdo e argumentagao), bem como para o desenvolvimento do
pensamento computacional (BRASIL, 2018), pg. 264. Para George Polya (POLYA,
2006), uma “habilitagao pratica” na qual temos que observar e imitar para aprendermos
a resolver problemas correlatos. Ou seja, é por meio do conhecimento e da imitacao
que consolidamos algumas técnicas para resolver problemas similares.

Com referéncia ao Ensino Fundamental - anos finais, a BNCC expoe como expec-
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tativa a de que os alunos possam resolver problemas com niimero naturais, inteiros e
racionais, ampliando e aprofundando o desenvolvimento do pensamento numérico com
situagdes que envolvam outras unidades tematicas, tais como Geometria, Grandezas
e Medidas, Probabilidade e Estatistica, além de problemas relacionados a educacgao
financeira (BRASIL, 2018), pg. 267.

Neste trabalho, propomos estudar e apresentar problemas envolvendo contagem por
meio do uso de recorréncias lineares, algo que é pouco usual no Ensino Médio, mas que
se apresenta como ferramenta muito poderosa para resolver iniimeros problemas de
contagem.

As recorréncias lineares constituem uma classe de problemas extremamente comum
em andalise combinatoria e probabilidade. Basicamente, uma relagdo de recorréncia
linear de ordem k,k > 1 é uma equacao linear envolvendo os termos de uma sequén-
cia {Z, }nen, na qual é possivel definir um termo qualquer a partir de seus k termos

anteriores. Por exemplo, a relagao

Tpt1 = f(xn)>n >1,

onde f é uma funcao linear, define uma recorréncia linear de primeira ordem. A teoria
das recorréncias lineares de primeira ordem estd consolidada e pode ser encontrada
em (CARVALHO; MORGADO, 2013), assim como em (GOMES; DINIZ; TEODORO,
2021), ou (DIAS, 2022).

Ao estudar as recorréncias lineares de segunda ordem e os sistemas de recorréncias
lineares de primeira ordem, nos deparamos com indicacoes as técnicas amplamente
estudadas e aplicadas em cursos de equacoes diferenciais para obtencao de solucoes
que podem ser encontradas em (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2020), de modo que
cada problema ¢é tratado de forma individual. Nao muito usuais, sistemas de recor-
réncias lineares modelam problemas com foco em treinamentos olimpicos relacionados
a teoria dos nimeros, geometria, probabilidade e outros temas debatidos (ANDRICA,;
BAGDASAR, 2020) e (ENGEL, 2008).

Um fato notével é que, ap6és uma andlise minuciosa, ¢ bastante habitual nos de-
pararmos com situacoes-problema que podem ser modeladas por meio de sequéncias
recorrentes em exames nacionais e internacionais, como ¢é o caso da Olimpiada Brasileira
de Matematica (OBM), Olimpiada Brasileira de Matematica Universitaria (OBMU),
Instituto Militar de Engenharia (IME), Instituto Tecnolégico de Aerondutica (ITA), e
até mesmo a Olimpiada Internacional de Matematica (IMO). Além disso, é importante
notar a preocupagao de programas como o Polos Olimpicos Treinamento Intensivo
(POTI), que dedicam parte dos seus esforgos a elaboragdo de materiais e aulas sobre
sequéncias recorrentes

Muitas vezes, esses problemas de contagem encontrados na literatura e nas com-

peticoes nao sao facies de serem resolvidos ou explicados. No entanto, ao se utilizar
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do pensamento recorrente, torna-se um tanto simplificada a modelagem do problema
em questao, assim como a sua solu¢ao. Além disso, muitos desses problemas, em de-
terminadas situagoes mais complexas de modelagens, requerem a utilizacao de mais de
uma sequéncia recorrente para o sucesso da solu¢ao, sendo indispensavel a defini¢ao de
sequéncias auxiliares que resultardo em um sistema de recorréncias. Ademais, pode-se
transformar qualquer recorréncia linear de ordem n com coeficientes constantes em um
sistema de recorréncias lineares de primeira ordem e resolvé-lo pelo método que sera
apresentado no capitulo 4 desta pesquisa.

Apesar da importancia do tema, observada pelas inimeras aplicagoes, nao existe
uma vasta bibliografia a disposicao que trate dele. Essa falta de material, principal-
mente voltado a professores, foi a motivagdo para pesquisar, escrever e apresentar,
de modo detalhado, as solugoes para sistemas de recorréncias lineares de primeira or-
dem com duas e trés dimensoes. Problemas envolvendo mais do que trés dimensoes
podem ser analisados pelo mesmo método. Entretanto, dimensoes mais altas nao sao
tao comuns para a educacao basica, tampouco sao encontradas nas fontes bibliograficas
que nortearam esta pesquisa, (ANDRICA; BAGDASAR, 2020), (ENGEL, 2008), (GO-
MES; DINIZ; TEODORO, 2021), (SANTOS; MELLO; MURARI, 2007), (OLIVEIRA,;
CARNEIRO, 2010).

Além de justificar as solugbes encontradas nas recorréncias lineares de segundas
e terceiras ordens, buscam-se, na Base Nacional Curricular Comum (BNCC), temas
tangiveis ao uso e estudo das sequéncias recorrentes de forma a auxiliar e reforcar o
aprofundamento de tais temas com o uso de uma ferramenta que se mostra extrema-
mente eficaz diante de circunstancias desafiadoras.

Para resolver problemas, os estudantes podem, por exemplo, identificar de forma
categorica os conceitos e procedimentos mateméaticos que serdao indispensaveis na for-
mulacao matematica do problema. Existem problemas para os quais o aluno devera
aplicar de imediato um conceito ou uma técnica, tendo em vista que a incumbéncia
solicitada se manifesta de forma notéria. H&a outras situac¢oes nas quais, embora essa
tarefa esteja contida no enunciado, o aluno devera fazer algumas adaptagoes que se-
rao de grande valia, antes de aplicar o conceito que foi exigido, o que o obrigard a
alcancar um maior grau de interpretacao e abstracao. Todavia, ha situagoes-problema
cujos encargos nao estao colocados de maneira explicita. Assim sendo, o aluno devera
empregar seus conhecimentos e habilidades de maneira a identificar conceitos e esta-
belecer um processo de resolugao para tal. Em diversos desses problemas, o discente
precisard identificar e construir um modelo para que possa gerar respostas adequadas,
de modo que tal procedimento envolve analisar fundamentos e propriedades de modelos
ja preestabelecidos, levando em conta seu alcance e eficacia para o éxito em solucionar

o problema em questao.
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Apesar de nao mencionar diretamente o estudo de recorréncias, as habilidades con-
templadas pela BNCC trazem, de forma intrinseca, a possibilidade de usar recorréncia
para resolver diversos problemas, assim como explicar o raciocinio por tras de algu-
mas relagoes, como, por exemplo, o uso de progressoes aritméticas (PA) e progressoes
geo-métricas (PG), que, na verdade, sao relagdes de recorréncias e que, muitas vezes,
nao tém sua légica envolvida em todo processo de construgao e abordagem, seja na
deducao de féormulas ou na resolucdo do problema em questdo. Outro exemplo que
podemos citar é o problema relacionado a educacao financeira, para o qual, ao invés
de utilizar uma variedade de férmulas desagradaveis, o aluno pode se servir do pensa-
mento recorrente a fim de chegar a modelagem e a solu¢ao do problema, conforme o
exemplo encontrado em (GOMES; DINIZ; TEODORO, 2021).

Problema. O saldrio de um trabalhador num més n é dado pela fungao afim S(n) =
a + bn. Sua renda mensal é formada pelo salario e pelos juros de suas aplicagoes fi-
nanceiras. O trabalhador poupa a cada més o mesmo que ele aplicou no més anterior
acrescido da fracao % de sua renda naquele més e investe sua poupanca a juros mensais

de taxa 7. Determine a renda desse trabalhador no més n.
Solugao:

Sejam S,, x, e y,, o saldrio, a renda e o montante respectivamente no meés n.
Vamos considerar n = 0 para o més que o trabalhador comecou a poupar. Dessa
forma, no més n = 0, sua renda inicial correspondente ao seu saldrio é zo = S(0) = q,
que também corresponde ao montante inicial do trabalhador.

Como a renda mensal é composta pelo salario e pelos juros de sua aplicagao finan-

ceira, segue-se que:
Tpa1 = Spa1 + Yn Vn>0néeN. (1.1)

Além disso, como serd poupado a cada més o mesmo que foi aplicado no més anterior

com acréscimo de % de sua renda no respectivo més, segue-se que:

1
Yn = Yn-1 + —Tn Vn>1neN. (1.2)
p

Decorre das equagoes (1.1) e (1.2) o seguinte sistema de relagdes de recorréncias:

Tpy1 = Sn+1 + Zyn vn20>n€N

Yn Yn-1 + o Vn>1neN
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Substituindo (1.2) em (1.1), obtemos:

Trir = Spst + Wpo1 + ~xn  ¥n>1neN. (1.3)
p

Além disso, observa-se também a seguinte equivaléncia:

Tpi1 = Spa1+iyn Vn>0neN<s
T, = S, +iy,_1 Vn>1lneN<s
n_Sn
Yn_1 = In — on Vn>1neN. (1.4)

Substituindo (1.4) em (1.3), temos:
Tpy1 = Spy1 — Sp + (1—1—;) Tp S Tpyr=la+bn+1)—a—bn] Vn>0neN.

Portanto,

xn+1:<1+z>xn+b Vn>0neN.
p

O que resulta em uma relagao de recorréncia linear nao homogénea de primeira ordem.

Seja {an n>1 uma solugdo da recorréncia homogénea x,, 1 — (1 + é) z, = 0 associ-

ada, desta forma:

an:<1—|—2> - To Vn>0néeN.
b

Fazendo uma substituicao de variavel x,, = a,w,, n > 0 em x,.1 = (1 + 1%) Tp + b,

temos:

b

Wpa1 = Wy + Vn>0néeN.

Além disso, observa-se que no més n = 0 a renda é ¢y = a, uma vez que Sy = a. Por

conseguinte:

To = apWy & wy = 1.
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Escrevendo L =1+ }%, temos:

Wy = W1 + 57—

Ln
Por meio de uma soma telescopica, obtemos

wnzl—l—b-[

(1—L") 1
Lr(1—1L)]"

Portanto, como z,, = a,w, e L =1+ ]%, concluimos que :

Diante do que foi apresentado, percebemos que o tema abordado nesta dissertagao é
relevante para a aprendizagem da educacao basica, podendo ser tratado nos itinerarios
formativos, permitindo ao aluno aprender algumas técnicas de resolucao de problemas
que podem ser modeladas por relagoes de recorréncias lineares e, consequentemente,
desenvolver habilidades requeridas na BNCC, como as mencionadas anteriormente.

Portanto, com esta pesquisa, pretendemos apresentar ao leitor a importancia do
assunto abordado mediante varios problemas encontrados em olimpiadas nacionais ou
internacionais de Matematica e problemas de concurso ou de vestibular, os quais podem
ajudar a desenvolver as habilidades e competéncias preconizadas pela BNCC.

No tépico seguinte, sistematizamos os objetivos da pesquisa e, em seguida, apre-

sentamos como o texto esta organizado.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Produzir material em lingua portuguesa sobre sistemas de recorréncia lineares homo-

géneos de primeira ordem com duas e trés variaveis, a partir da escassez de material na
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literatura, que seja acessivel a alunos e professores do PROFMAT, assim como alunos

do segmento olimpico e afins.

1.1.2 Objetivos Especificos

o Fornecer uma ferramenta eficaz e direta para a solucao de problemas que possam
ser modelados por meio de sistemas de recorréncia lineares de primeira ordem

com duas e trés variaveis.

o Associar com a BNCC a importancia de tal ferramenta para estudo de sistemas
recorrentes lineares de primeira ordem, de forma a correlaciona-los com as apli-

cagoes praticas e estratégias na solucao de problemas.

o Buscar na literatura situacdes-problema que possam ser modeladas e resolvidas

por meio da teoria proposta.

1.2 Organizacao

Apoés evidenciar a importancia do estudo de sequéncias recorrentes e a justificativa

para tal, associada a BNCC, o trabalho segue a seguinte estrutura:

e Capitulo 1 : A Base Nacional Comum Curricular.

Nesse capitulo analisamos temas perceptiveis e a importancia da resolugao de
problemas que, correlacionados com as competéncias e habilidades pressupostas
pela Base Nacional Comum Curricular, sao campos de aplicacdo do estudo em

questao.

« Capitulo 2 : Tépicos de Algebra Linear.

Nesse capitulo trazemos alguns resultados preliminares de Algebra Linear que
serao convenientes para o desdobramento da teoria a ser apresentada nos proxi-
mos capitulos. Essencialmente, relembramos ao leitor os conceitos de autovalor
e autovetor de uma matriz, o que sao matrizes semelhantes, o Teorema de Jor-
dan para matrizes reais, além de apresentarmos varios exemplos que ajudam a

exemplificar a teoria.

e Capitulo 3: Teoria.

Trata-se de um estudo analitico sobre sistemas de recorréncias lineares de pri-

meira ordem com duas e trés variaveis, em que serao considerados os casos nos
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quais a matriz dos coeficientes possui autovalores reais, de forma a utilizar a de-
composicao de Jordan em relagao a matriz dos coeficientes visando a simplificagao
de tais sistemas e, por fim, utilizar-se das técnicas ja conhecidas e difundidas para
a resolucao de recorréncias de primeira ordem e obtencao das solugoes classicas

da teoria.

o Capitulo 4: Aplicagoes.

Nesse capitulo serao propostas algumas situacoes-problema que serao resolvidas
de forma meticulosa por meio da teoria proposta no Capitulo 2; tais problemas

tém suas raizes bibliograficas tanto na literatura local quanto na exterior.

e Capitulo 5: Recorréncias Lineares com Coeficientes Constantes.

Nesse capitulo transformamos as recorréncias lineares de segunda ou terceira
ordem, com coeficientes constantes, em um sistema linear de recorréncias de
primeira ordem. A partir das mesmas técnicas estudadas no capitulo 2, obtemos
as solugoes explicitas para cada caso, elucidando as ideias - algumas vezes nao
tao claras - das sugestoes encontradas na literatura de como devem ser expostas

as solugoes

o Capitulo 6: Consideracgoes Finais.

Finalmente, apresentamos a conclusao da pesquisa, que consiste num resumo dos

objetivos alcangados, e tragamos possibilidades para novas incursoes.
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2 Tépicos de Algebra Linear

Neste capitulo trazemos alguns resultados preliminares de Algebra Linear que se-
rao uteis para o desenvolvimento da teoria a ser apresentada. Mais especificamente,
relembramos ao leitor os conceitos de autovalor e autovetor de uma matriz, o que sao
matrizes semelhantes, o Teorema de Jordan para matrizes reais, além de apresentarmos
varios exemplos que ajudam a exemplificar a teoria. Alguns resultados mais béasicos,
como o conceito de matrizes invertiveis, dependéncia e independéncia linear de vetores,
base de um espaco vetorial, sao de amplo conhecimento, de modo que trataremos deles
naturalmente sem os definir. No entanto, caso o leitor queira revisita-los, sugerimos
as leituras de (BOLDRINI et al., 1980), (POOLE, 2011), (NOBLE; DANIEL, 1988),
(STEINBRUCH; WINTERLE, 2006) ou (LIMA, 2014).

2.1 Autovalor e Autovetor

Definig¢ao. Considere A = [a;;] uma matriz real n x n. Um escalar A é chamado de
autovalor de A se existir um vetor nao nulo « tal que Au = Au. Tal vetor é chamado

de autovetor de A correspondente a .

2
Exemplo 1. Mostre que u© = [ 5 ] ¢ um autovetor de A =

4
e encontre o
1 4]

autovalor correspondente.

Solucdo: E ficil ver que,

4 1 2 10 2 .
. = =5 = bul.

1 4 2 10 2

Logo, Au = bu, de onde seque que u € um autovetor de A correspondente ao autovalor
5.

A =

Exemplo 2. Mostre que i é um autovetor de A e determine o autovalor correspon-

dente, tal que

Solugdao: De maneira andloga ao exemplo anterior, note que
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30 0 2 6 2
Ai=|101 -2 |- | -1|=|-3|=3| -1 |=3u.
1 0 1 1 3 1

Posto isso, temos que Au = 3u, ou seja, U € um autovetor da A correspondente ao

autovalor 3.

Definicao. Dada a matriz quadrada A de ordem n, definimos o polindmio caracte-

ristico de A ao polinémio p dado por
p(A\) = det(A — AI).

A equagao p(\) = 0 serda chamada de equagao caracteristica da matriz A.
Note que os autovalores de A sdo os escalares A\ para os quais Au = A\u possui
solugoes nao nulas. As solugoes nao nulas u correspondentes sao os autovetores de

A. Portanto, A\ é autovalor da matriz A se, e somente se, o sistema
(A=XI)-X =0 (2.1)

tiver infinitas solugoes. Isto significa que A é autovalor da matriz A se, e somente se,

det(A — AI) = 0, ou equivalentemente,
A é autovalor de A < p(\) = 0.

Portanto, os autovalores de A s@o as raizes do polinémio caracteristico de A. Os auto-

vetores correspondentes a A sdo os vetores nao nulos que satisfazem (2.1).

Exemplo 3. Determine os autovalores e autovetores correspondentes da matriz

Solucao:

Seja I a matriz identidade de ordem 3. Do exposto, o polindmio caracteristico de A é:

4—XN 2 0
p(A) = det(A—-X)=| -1 1-2)\
0 12—
= N+ 160 +12=—(A—-2)?- (A —3).

Portanto, a equagdo caracteristica de A € dada por

PN =0 (\A-2)?% (A-3)=0.
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Logo, A\ = 2 e X = 3 sdo os autovalores da matriz A. Uma vez conhecendo os
autovalores, podemos encontrar os autovetores correspodentes resolvendo a equacdo

(A—X)@ =0 para os sequintes casos:

(i) Para A\ =2, temos o sequinte sistema:

2 2 0 T 0 2 + 2y = 0
-1 -1 0 y|l=10|&< —2x — y 0
0 1 0 z y = 0

cujo conjunto solugio é descrito por S = {(z,y,z) € R* : x = y = 0}. Dado que o
autovetor correspondente i € uma solugio nao nula do sistema, entao o autovetor de

A correspondente a A = 2 ¢ da forma

tal que z€ R e z#0.

£
|
N
— o O

(ii) Para A\ = 3, temos o sistema associado:

1 2 0 o 0 2 + 2y —
-1 -2 0 y| =109 2 — 2y =
0o 1 -1 z 0 y — z

Resolvendo o sistema, obtemos x = —2y e z =y. Portanto, S = {(x,y,2) e R®: x =

—2y e y =z} € o conjunto solugio do sistema. Dado que o autovetor @ é uma solugao

nao nula do sistema, entao o autovetor de A correspondente a X = 3 € da forma

—2
1 tal que yeR e y #0.

£
I
<

Exemplo 4. Determine os autovalores e autovetores correspondentes da matriz

Solugdo:
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Seja I a matriz identidade de ordem 3. Do exposto, o polinomio caracteristico de A € :
3—\ -1 1
p(A) = det(A—-X)=| -1 3-Xx -1
-1 1 1—A
= —-(A=2%*-(\-3).
Portanto, a equacdo caracteristica de A € dada por

PN =0 (\1-2)2% (A-3)=0.

Logo, A = 2 e X\ = 3 sdo os autovalores da matriz A. Uma vez conhecendo os
autovalores, podemos encontrar os autovetores correspondentes resolvendo a equacao

(A= X)) =0, para os sequintes casos:

(i) Para A =2, temos o sequinte sistema:

1 -1 1 T 0 r — Yy + z =
-1 1 -1]|-jJy|=]0|<=y -2 4+ vy — 2
-1 1 -1 z 0 -r + y — z =

cujo conjunto solugdo € descrito por S = {(z,y,z) € R® : y = x + z}. Dado que o
autovetor correspondente i € uma solugio ndao nula do sistema, entao o autovetor de

A correspondente a A = 2 ¢ da forma

x
U= | x+z tal que x,z € R e z?+ 22 #0.

z

(ii) Para \ = 3, temos o sistema associado:

0 -1 1 x 0 -y + z =
-1 0 —-1|-Jy|=]0]<=49 —=2 -z =
-1 1 =2 z 0 —r + Yy — 2z =
Resolvendo o sistema, obtemos y =z e x = —z. Portanto, S = {(z,y,2) € R3 : z =

—z e y =z} é o conjunto solugio do sistema. Dado que o autovetor i é uma solugao
ndo nula do sistema, entdo o autovetor de A correspondente a A = 3 € da forma

-1

1 tal que z€R e z#0.

)
I
w
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Exemplo 5. Mostre que a matriz

N = =
— N =
— =N

tem autovalores, —1, 1, 4, e ache os autovalores correspondentes.

Solucdao:

O polinémio caracteristico de A é:

Posto isso, concluimos que os autovalores associados a matriz em questao sio A\ =

-1, A=1 e A=4.

Em sequida, encontramos os autovetores correspondentes a cada um dos autovalores:

(i) Para A = —1, temos o sequinte sistema associado:
21 2 x 0 2 + y + 2z = 0
1 31 y|=10] <& r + 3y + =z =0
2 1 2 z 0 2 + y 4+ 22 =0
Do sistema, conclui-se que x = —z e y =0, entao
-1
u==z| 0 |; talque z€R e z#0.

(ii) Para A =1, temos o sequinte sistema associado:

01 2 x + y + 2z =
1 11 y|l=10|<y 2 + vy + 2z =
210 z 0 2r + y =
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Resolvendo-o, obtemos que x = z e y = —2z. Consequentemente,

u=2z| =2 |; talque z€R e z+#N0.

(iii) O sistema associado a A\ =4 é:

-3 1 2 x 0 =3 + y + 2z =
-2 1 |- |y |=4]|0]|<% r - 2y + z =
2 1 =3 z 0 2+ y — 3z =

cujo conjunto solugio é S = {(z,y,v) € R®: x =y = z}. Sendo assim,

u=z|11|; talque z€R e z#0.
1

A sequir apresentamos alguns resultados importantes sobre autovetores. O primeiro
deles afirma que o que importa é a direcao do autovetor, ou seja, que os multiplos nao
nulos de um autovetor ainda € autovetor correspondente ao mesmo autovalor. O se-
gundo, juntamente com o primeiro, caracteriza o conjunto dos autovetores correspon-
dentes a um mesmo autovalor, acrescido do vetor nulo, como um subespago vetorial de

R".

Teorema 2.1. Seja A = [a;;]nxn wma matriz real, A um autovalor de A com @ sendo
o autovetor corresponde a X\, entdo w = k - 1,k # 0 também é autovetor de A corres-

pondente a \.
Solugao: Convém notar que, sendo k # 0 e © # 0 tem-se w # 0. Além disso,
Aw = A-(k-u)=k-(A-4)=k-(\-10)
= A (k-d)=\-w.

Portanto, w € autovetor de A correspondente ao autovalor X.

Teorema 2.2. Seja A = [a;j]lnxn uma matriz real, X um autovalor de A com iy, Uy

dotis autovetores correspondentes a \. Se
W=a-u,+b- s,

¢ nao nulo, entao W € autovetor de A, correspondente a \.
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Solucgao: Note que, por hipdtese, tem-se w # 0. Além disso,

(A @) +b-(A-d)=a-\-@)+a-(\- i)

a.
(aﬁ1+bﬁ2):/\w

Al = A-(a @ +b-il) =
-

Portanto, w € autovetor de A, correspondente ao autovalor \.

Os Teoremas 2.1 e 2.2 assequram que qualquer combinacao linear nao nula de au-
tovetores de A correspondentes a um mesmo autovalor A ainda é um autovetor de A

associado a \. Diante do exposto, resulta que o conjunto
Vi ={ud e R": Au = \u}

¢ um subespaco vetorial de R™ chamado autoespaco associado a X. Mais precisamente,
V\ € o conjunto de todas as combinacgoes lineares dos autovetores de A correspondentes
ao autovalor .

O proximo resultado afirma que autovalores distintos correspondem autovetores li-

nearmente independentes.

Teorema 2.3. Seja A = [aij]nxn uma matriz real, A1, Ay dois autovalores distintos de
A com autovetores correspondentes i e U respectivamente. Entdo, o conjunto {u, v} é

linearmente independente.

Solugao: Considere a equacao
x4+ yv = 0. (2.2)

Aplicando a matriz A e usando o fato de © e U serem autovetores, temos
x - Au+ yAv = 0.

Isto implica que

Multiplicando a equagao (2.2) por —A\y e somando a equagao (2.3), conluimos que

Desde que A\ # o, 4 # 0, obtemos x = 0, resultando em y-v = 0. No entanto, levando-
se em conta o fato de que U € autovetor, portanto v # 0, concluimos que y = 0. Assim,
a unica solugdo possivel da equagio (2.2) é a solugdo trivial z =y = 0, o que mostra a

independéncia linear dos vetores U e v.
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Uma consequéncia imediata desse tultimo resultado € o fato de que se A, Ay sdo

autovalores distintos de A, entao
V)q N V)\Q = {0} c R™.

Ou seja, a intersecio de autoespacos associados a autovalores distintos da matriz A

consiste em um conjunto unitdrio formado pelo vetor nulo de R™.

Defini¢cdo. A multiplicidade algébrica (m,) de um autovalor é a quantidade de

vezes que ele aparece como raiz do polinomio caracteristico.

Considere, por exemplo, uma matriz A que tenha

plx)=(zx—=A)" - (z =) ... (x = A)"™

como seu polinomio caracteristico, em que A1, \o, ..., ¢ SG0 suas raizes distintas. En-
tao, tem-se para cada i € {1,2,...,0} : \; € autovalor de A e r; € a sua multiplicidade
algébrica.

Nos Ezxemplos 3 e 4, o autovalor A\ = 2 tem multiplicidade algébrica igual a 2, ou
seja, 2 € uma raiz dupla do polinomio caracteristico. Ja o autovalor X = 3 tem multi-

plicidade algébrica igual a 1.

Definigdo. A multiplicidade geométrica (my) de um autovalor \ consiste no
numero de autovetores linearmente independentes correspondentes a \. Ou equivalen-

temente, my € a dimensdo do subspago Vy ={u: A-u = \-u} associado d A.

No Ezemplo 3, para A\ = 2, tem-se Vy_o = {(0,0,2) : z € R} ={2-(0,0,1) : z € R}.
Como, Vs consiste dos multiplos do vetor (0,0, 1), portanto uma dnica direcao, tem-

se que sua multiplicidade geométrica (my) € igual a 1.

Ja no FExemplo 4, para A = 2, tem-se
Vico ={(z,2+ 2,2) :x,z€ R} ={z-(1,1,0) + z- (0,1,1) : z, z € R}.

Nesse caso Vi— consiste em todas as combinagoes lineares dos vetores (1,1,0) e (0,1,1),
portanto duas direcoes linearmente independentes. Seque-se que a sua multiplicidade

geométrica (my) € igual a 2.
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2.2 Semelhanca e Diagonalizacao

Definigao. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Dizemos que A é seme-

lhante ou sitmilar a B se existir uma matriz invertivel P, de modo que
P'AP = B.

Se A € similar a B, escrevemos A ~ B.

1 2

Exemplo 6. Mostre que A = 0 1

1 0
B = [ ) ] sao matrizes semelhantes.

Solucao: Considere P =

1 -1
. Note que:
1 1

(a) det(P) =2#0, tem-se que P € invertivel.

(b)
1 1] [3 1] [1 -1
1 1] | -1 -=1| |1 1
Assim sendo, AP = PB, tal que P é invertivel. Portanto, A = P-B-P~!, concluindo-se

dai que A ~ B.

Definigao. Uma matriz quadrada A de ordem n é diagonalizdvel se existir uma

1 2
0 -1

1 0
-2 -1

AP = = PB.

matriz diagonal D tal que A seja semelhante a D, ou seja, se existir uma matriz U
invertivel tal que U7YAU = D.

Assim, afirmar que A é diagonalizavel, significa dizer que existe uma matriz U

invertivel e uma matriz diagonal D = [d; ;] de modo que

A=U-D-U
Ou, equivalentemente,
A-U=U-D.
Particionando U por colunas, isto é, escrevendo U = [u; us ... wuy], onde u; € a

i-ésima coluna da matriz U, a ultima igualdade tmplica que

A U = dl,l s Up

A- U2 = d272 * U

A-u, = dyp- Uy
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Uma vez que U € invertivel, as colunas de U sao nao nulas e sao linearmente inde-
pendentes. Portanto, seque que os elementos d;; da diagonal de D sao autovalores de
A e as colunas u; de A sdo autovetores de A correspondentes ao autovalor d; ;. Assim,
dizer que A € diagonalizdvel é equivalente a dizer que o R™ possui uma base formada

por autovetores da matriz A.

Exemplo 7. Mostre que A =

1 3
¢ diagonalizdvel .
2 2

4 0
D= .
Primeiramente, observe que det(U) = —5 # 0. Assim, U € invertivel. Além disso,
1 3 L 3] |4 3] |1 3 4 0
2 2 1 -2 |4 2| |1 -2 0 —1

Assim, A-U = U-D. Dado que U ¢ invertivel, é o mesmo que U AU = D. Portanto,

A € diagonalizdvel.

1 3

Solugao: Considere as matrizes U = L o

AU= =U-D.

2.3 Matriz de Jordan

Defini¢cao. Um bloco de Jordan de ordem n é uma matriz quadrada de dimensdo n

na forma
(A0 0 ]
1 A
0 1 A 0 0 O
00 0 . X O
00 o0 ... 1
00 0 ... 0 1 |

onde \ € um escalar qualquer.
Na Figura 1 abaixo, apresentamos exemplos de blocos de Jordan de dimensao 1, 2

e 3, respectivamente.

], st

Figura 1 — Exemplos de blocos de Jordan

O = >
= > O
> O O



Capitulo 2. Tépicos de Algebra Linear 29

O Teorema a sequir diz que toda matriz quadrada n-dimensional de escalares (reais
ou complexos) é semelhante a uma matriz de blocos de Jordan. Esse resultado serd
frequentemente utilizado no desenvolvimento da teoria e nas resolucoes das aplicagoes

apresentadas nos prorimos capitulos.

Teorema 2.4 (Teorema da Decomposicao de Jordan). Cada matriz A n-dimensional

de escalares é semelhante a uma matriz J na forma

A0 ... 0 O
J, 0 ... 0 .
1 A .0 0
0 Jy, ... 0
] o com Jp=
0 0 ... Jy, A0
I LA

onde cada J, € um bloco de Jordan de dimensao ngXmny e v = v1+Vy+. .. 1 corresponde

a soma das multiplicidades geométricas dos autovalores distintos de A.

Para ilustrar e entender o Teorema de Jordan, considere uma matriz A de ordem

3 semelhante a matriz de Jordan

O = >
_ > O
> O O

Isto significa que existe wuma matriz U, invertivel, tal que:
A=U-J-U,
ou, equivalente,

A-U=U-J

Particionando U por colunas, U = [ Uy Uy Us }, da ultima igualdade resulta que

A0 0
A[ﬁl U2 ﬁg}z[ul U9 ﬁg} 1 X0
01 A

Comparando as colunas das matrizes resultantes de cada lado da ultima igualdade,

temos que:
Aﬁl = )\ﬁl + ﬁg = (A — /\I)ﬁl = ﬁg, (24)
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AﬁQ = )\ﬁg + 173 <~ (A — /\])ﬁg = 1737 (25)

Portanto, a terceira coluna, us de U, é um autovetor correspondente ao autovalor
A da matriz A, enquanto as outras duas colunas i, e iy, aqui denominadas vetores

generalizados associados ao autovetor iy, sao determinados pelas equagoes (2.4) e

(2.5).
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3 Sistemas de Recorréncias Lineares de Pri-
meira Ordem com Coeficientes Constan-

tes

Este capitulo destina-se a apresentar, de forma autocontida, a teoria das recor-
réncias lineares de primeira ordem e dos sistemas de recorréncias lineares de primeira
ordem. Usaremos a teoria das recorréncias lineares de primeira ordem, juntamente com
o Teorema de Jordan para matrizes reais, para analisar os sistemas de recorréncias li-
neares e explicitar suas solugoes. A teoria desenvolvida neste capitulo serd amplamente

utilizada nas aplicacoes que serao apresentadas nos capitulos sequintes.

3.1 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Defini¢ao. Dada uma sequéncia (x,)n,>1, wma recorréncia de ordem K € uma ex-
pressao da forma x, = f (Tp_1,Tpn_2,...,Tn_g,N), €M que 0 n-ésimo termo x, € uma
funcdo dos k termos precedentes a ele. Além do mais, dizemos que a recorréncia de
ordem K € linear quando existem funcoes fi, fa,..., fx,9 : N — R, chamadas de

coeficientes da recorréncia, tais que
zr, = fin)x,_1 + fo(n)x,_o+ -+ fr(n)x,xr +g(n), ¥Yn>1neN.

Em particular, se g(n) = 0, Vn, dizemos que a recorréncia é homogénea, do contrdrio,

dizemos que a recorréncia € nao homogénea.

Definicao. Uma recorréncia de primeira ordem é uma relacdo que erpressa Tpii €m
funcdo de x,,. A mesma € dita linear se, e somente se, a fungdo que relaciona cada
termo ao seu anterior é uma funcao linear. Ademais, uma recorréncia linear de pri-

meira ordem pode ser classificada em dois tipos:

(1) Recorréncias Lineares Homogéneas de Primeira Ordem:
Tpt1 = f(n)x,, n>1; com f(n) e x, nao nulos.

Ou seja, o termo x,.1 depende de x,, e nao hd termos independentes.



Capitulo 3. Sistemas de Recorréncias Lineares de Primeira Ordem com Coeficientes Constantes 32

(2) Recorréncias Lineares Nao Homogéneas de Primeira Ordem:
Tpi1 = f(n)x, +g(n), n>1; com f(n) e g(n) nao nulos.

Ou seja, o termo x,y1 depende linearmente de x, com acréscimo de um termo

independente.

Resolver uma rela¢ao ou equagao de recorréncia consiste em encontrar uma formula
fechada para a recorréncia, ou seja, uma expressao que fornega cada termo da sequéncia
em funcao apenas de n e nao dos termos anteriores. Tal expressao é denominada

solucao da recorréncia.

3.1.1 Resolucdo de uma Recorréncia Linear de Primeira Ordem Homogénea

Resolver uma relacao de recorréncia linear de primeira ordem homogénea nao exige
muitas dificuldades. Para exemplificar esse fato, considere x1 = C, e a recorréncia

Tpi1 = f(n) x,, Yn € N. Temos

xng(
$3=f(

e
8 8
I
|
- =
—~~ o~
S =
= Q
—_

~—

Q

0= f(n =V, = Cf(n—1)f(n—2)-...- F2)f(L).

De maneira que
n—1
z,=C ][] f(i), Vn>1 neN.
i=1
Em particular, se f(n) =X, ¥V n €N, com A € R, entao:
n—1
xn:C’-H)\, Vn>1, nelN.
i=1
Portanto,

Ty =C - AL Vn>1 neN

com C e X\ constantes.
Exemplo 1. Resolva a sequinte relacao de recorréncia: T,y1 = 5x,, 1 = 2.

Solugdo: Observe que, com a notagio acima, f(n) =5, Vn €N e C =2. Logo,

T,=C-N"1=2.5""1 vneN.
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Exzemplo 2. Obtenha a solugcio da relacao de recorréncia definida por
Tpil = NTy, T1 = 1.

Solugdo: Com as notagoes introduzidas acima, temos f(n) =n, Vn € N, e C = 1.
Logo,

n—1

xn:OHf(z'):(J~nl:[1i:(n—1)! VneN

i=1 =1

3.1.2 Resolucdo de uma Recorréncia Linear de Primeira Ordem N3o Ho-
mogénea

Por outro lado, resolver uma relagdo de recorréncia linear de primeira ordem nao
homogénea nem sempre é uma tarefa tio simples. No entanto, no caso em que f(x) =
1, Vn € N, uma soma telescopica na maioria das vezes resolve o problema. Com

efeito, considerando a expressio Tny1 = f(N)Ty + gn = Ty + g, ¥V 1 € N, temos

I = C
Tg —T1 = 9(1)
T3 — XTg = 9(2)

Ty — Tpo1 =g(n—1)

Somando as equagoes acima e cancelando os termos (soma telescdpica), temos como

resultado

n—1
t,=C+> g(i), Vn>1neN
i=1

Em particular, se g(n) =\, ¥ n € N, com A € R, temos
n—1
2, =C+> A=C+(n—-1)A, Vn>1neN

i=1

com C e )\ constantes. [ |
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Exemplo 3. Resolva a relagio de recorréncia dada por x,.1 =z, + 7, x1 = 3.

Solugdo: Dos dados acima, temos g(n) =7, Vn €N e C = 3. Logo,

r,=3+T7n—-1), Vn>1neN.

Exemplo 4. Resolva a relagio de recorréncia dada por x,.1 = x, + 3", x1 = 5.

Solugao: Temos, g(n) =3", VneN eC =5. Logo,

n—1 —1

. 3l -1 34T

xn:5+§:Sl:5+3+32+...+3”_1:3<3_1>+5: ; Vn>1neN.
=1

Em que a peniltima igualdade € resultado da soma dos termos de uma PG de razao 3. B
Exzemplo 5. Resolva a recorréncia py1 = x, + (n+ 1), x7 = 2.

Solugdo: Observe que C =2 e g(n) =n+ 1. Assim,

n—1 2
1 2
xn:C+Zg(i):2+2+3+...+n=1+”("2+ ) _n +2"+ , Va>1lneN.
=1

Em que a peniltima igualdade seque da soma dos termos de uma PA de razao 1. W

No entanto, a principio nem sempre uma simples soma telescopica € capaz de re-
solver uma recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea. Um exemplo cldssico
¢ quando x,11 = f(n)x, + g(n), tal que f(n) Z 1. Dessa maneira, apresentamos a se-
gquir um teorema, com o intuito de transformar qualquer recorréncia linear de primeira

ordem nao homogénea em uma outra recorréncia escrita na forma x,.1 = T, + h(n).

A demonstragao apresentada foi baseada em (CARVALHO; MORGADO, 2013).

Teorema 3.1. Se a, ¢ uma solugdo nao nula da recorréncia x,.1 = f(n)x,, entdo
a substituicio T, = a,y, transforma a recorréncia T,y = f(n)x, + g(n) em Yy, 1 =
Yo +9(n)[f(n).a,]”", VneN

Demonstracao:

A substituicao x, = a,y, transforma

Tpi1 = f(n)rn +9(n) em ani1yni1 = f(n)anyn + g(n).

No entanto, observa-se que any1 = f(n)a,, uma vez que a, € solu¢io nao nula de
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Tns1 = f(n)x,. Por consequinte, a equagao transforma-se em

f()anyni1 = f(n)any, + g(n).

Ou seja,

Yn+1 = Yn + g(n) [f(n)'an]_l :

Exemplo 6. Obtenha a solugio da sequinte relacdo de recorréncias: Tpi1 = 3T, +
2, T = 3.

Solucdo:

Observe que a, = C - 3"1 ¢ uma solucio ndio nula de x, 1 = 3x,. Agora, considere a

substituicao x, = a,y,. De maneira evidente, seque que y; = % Além disso,

Tpi1 = 3Tp + 2 & apYni1 = 30y, + 2

& C -3y =3C -3 42
2
C-3n
Procedendo como anteriormente, por meio de uma simples soma telescopica e usando

1
37

_3 .2 2 +2_3+1<_1>
h=cTco3 e T o1 31

Retornando a recorréncia de origem, temos que:

& Yntl = yn+

o termo geral de uma PG de razao 5, obtemos a solucdo

Tp=an Yp=4-3"1—1, Vn>1lneN

Exemplo 7. Resolva a recorréncia x,.1 = Tx, + 7", x1 = 2.

Solucdo: Primeiramente, note que a, = C - 7' é uma solucdo nao nula de x,.1 =
) +

Tx,. Fazendo a substituicao x, = a,y,, sucede-se que

Tpi1 = 1Ty + 2" & api1Yns1 = Tany, + 3"
SC - TYpp1 =TTy, + 7"

1
= Yn+l = Yn + —=.
Yny1 =Y +C’
De forma explicita, y; = %, e
2 1 1
=Gt g h=0+1)5

=1
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Por consequinte, regressando a sequéncia de origem, conclui-se que

T, =Mn+1)7"" V¥n>1neN.

3.2 Introducdo a Sistemas de Recorréncias Lineares de primeira

ordem com coeficientes constantes

Considere as sequéncias (z2)nen, (22)nen, - - -, (28)nen de niimeros reais. No que seque,

por simplicidade na notacao, vamos adotar a sequinte conven¢ao:

zp(n) = aF

para representar o n-ésimo termo da sequéncia z*.

Um sistema de relacoes de recorréncias lineares de 1% ordem com coeficientes cons-
tantes, nas varidveis x1(n),xs2(n), ..., z,(n) € qualquer sistema de relagoes de recorrén-

cias que pode ser escrito na forma abaizo:

zi(n+1) = azi(n) + argxe(n) + + aiexe(n) + gi(n)
ra(n+1) = az1w1(n) + agpxe(n) + ... + agewe(n) + ga(n)
z(n+1) = agzi(n) + agexa(n) + ... + agewe(n) +  ge(n)

onde gr(n) := gk é o n-ésimo termo da sequéncia (¢")ken, k = 1,2,...,0 e a;; sdo

escalares.

Definindo a matriz A = [a;;]ixn de escalares a;; e

x1(n)

xe(n)

como sendo o vetor {— dimensional cuja k-ésima entrada é o n-ésimo termo da sequén-
cia (2%)ren, podemos representar o sistema acima na forma matricial equivalente, a
saber:

zi(n+1) a1 i ... Giy z1(n) g1(n)

zo(n+1) as1 Gz2 ... Gy x2(n) N g2(n)

xe(n+1) ag1 gy ... Gy xe(n) ge(n)
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Ou simplesmente

Quando G,, € a recorréncia vetorial identicamente nula, dizemos que o sistema (3.1)

¢ um sistema de recorréncia linear com coeficientes constantes de 1% ordem homogéneo

dado por
Conhecidos os valores iniciais de x1(1),z2(1), ..., x,(1), € fdcil ver que
X,=A"1.X,. (3.3)

Ou, se considerarmos a contagem a partir de n = 0 e conhecidos os valores iniciais de

21(0), 22(0), ..., 2,(0), € facil ver que
X, = A" X,. (3.4)

¢ a solugao geral do sistema de recorréncias lineares homogéneas. Portanto, encontrar
uma solugdo de (3.2) € equivalente a obter a n-ésima poténcia da matriz A e multiplicar
pelo vetor inicial X.

Para obter A", uma possibilidade é considerar a decomposicao de Jordan da matriz

A, que expressa A como um produto de matrizes na forma
u-J-u,

em que U é uma matriz invertivel de ordem n e J é a matriz de Jordan similar a

matriz A. Com isto, a solugao passa a ser dada por:
X,=U-J"- U X,.

Uma desvantagem dessa abordagem € a necessidade de obter a expressao geral J",
situagcdo em que muitas vezes precisamos apelar por generalizagoes e o uso do Principio
de Inducao para justificar a validade da expressdo de J".

Distintamente do caso anterior, aplicamos a decomposicao de Jordan no sistema
(3.2) e utilizamos os resultados das recorréncias lineares de primeira ordem para obter
as expressoes gerais da solugcdo. Ademais, apesar de neste trabalho darmos énfase
aos sistemas de relacoes de recorréncias lineares homogéneos de primeira ordem com
coeficientes constantes, essa mesma abordagem também pode ser utilizada para obter
a solucao de um sistema de recorréncias lineares de primeira ordem ndo homogéneo
com coeficientes constantes. Com efeito, considere a sequinte mudanca de varidvel

X, =U"Y,. Observe que, sendo U invertivel,

Y, =U"'X,,.
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Dessa forma, obtemos:

Xp1=A- X, +G, & Xpu=[U-J-U X, +G,
s U'X,u=U1'U-J- U X, +U'G,
s U X)) =J-[U"X,]+U'G,
s You=J-Y,+U'G,.

Entretanto, o ultimo sistema pode ser resolvido recursivamente com as técnicas usuais

para obtengdo de solugoes de recorréncias lineares de primeira ordem.

3.3 Sistemas de Recorréncias Lineares Homogéneos de Primeira

Ordem com Coeficientes Constantes

Nesta secdo estudaremos com mais detalhes os sistemas de recorréncias lineares de
12 ordem homogéneo com coeficientes constantes para duas e trés coordenadas. Para
resolver o sistema (3.2) utilizaremos o Teorema da Decomposicao de Jordan da matriz

A, mencionado no capitulo anterior e reproduzido abaizo.

Teorema 3.2 (Teorema da Decomposicao de Jordan). Cada matriz A n-dimensional

de escalares é similar a uma matriz J na forma

) 0 0]
J, 0 0
1 A 0 O
0 J, 0
] ) com Jy =
i 0o ... 1 ]

na qual cada J, é um bloco de Jordan de dimensao ny X ng e v = v1 + vy + ... 14

correspondente a soma das multiplicidades geométricas dos autovalores distintos de A.

Ou seja, escreveremos A na forma U - J -U~Y em que U é uma matriz invertivel
de ordem n e J € a matriz de Jordan similar da matriz A. Em sequida, definimos a

sequinte mudanca de varidvel Y, = U'X,,. Observe que, sendo U invertivel
V,=U'X,& X,=U"Y,.

Utilizando a decomposicdo de Jordan da matriz A no sistema e a respectiva mudanga

de variavel, obtemos:
Xon1=AX, & X =[UJUNX, & U'X,n)=J[U"X,]& Y =JY,

Logo, a solugao X,, do sistema se obtém em trés passos:
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Passo 1. Escrever A na forma U-J-U~!, onde J é a matriz de Jordan semelhante d

matriz A.

Passo 2. Resolver o sistema (considere as constantes que aparecem aqui)
Yo =J-Y,. (3.5)

Passo 3. Obter a solucao X, dada por

X,=U"Y,.

3.3.1 Sistemas de Recorréncias Lineares de Primeira Ordem Homogéneo

bidimensionais

Nesta se¢ao consideramos A como sendo uma matriz de ordem 2. Seque que A €

similar a uma das duas matrizes de Jordan abaizo:

a 0 a 0
s8] waly ]

podendo ocorrer o = 3. Da teoria de Algebra Linear, sabe-se que o e B sao os autovalo-
res da matriz A. No primeiro caso (a), A é diagonalizdvel, possuindo dois autovetores
linearmente independentes, enquanto que no sequndo caso (b), A possui um unico au-

tovetor linearmente independente. Vamos dividir a andlise em dois casos:

Caso (a): Primeiramente, vamos considerar o caso em que a matriz dos coeficientes

do sistema é diagonalizavel. Neste caso, o sistema Y,.1 = J-Y, pode ser escrito como:

{yl(n+1) = ay1(n)
a(n+1) = Pya(n)

Observemos que ambas as recorréncias que formam o sistema sdo homogéneas, sendo

assim, torna-se simples resolvé-lo. Da primeira equacao, temos:
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Multiplicando ambas as expressoes, seque que:

y1(n) = ;o™ ' com ¢, constante arbitrdria e n € N.

De maneira andloga, temos que:

ya(n) = 2"t com ¢y constante e n € N.

Escrevendo a matriz U = [u; s, particionada por colunas, a solu¢io X,, € dada por:

I n . . o e
X, = U-Y,= [Ul Uz] : { Z;En; ] = ulyl(n) + u2y2(n) = 14 Colinf3 !
2

em que ci e ¢y Sao escalares e as colunas de U sao tais que
Exzemplo. Resolva o sistema de relacoes de recorréncia:

{ 1 + oy n>0neN, comrg=—-1ey =2.

Ynr1 = Tpn + 2yn

Solucgdo:

Considere o sistema X1 = A. X, com

n n 3 2
Yn+1 Yn 12
onde A ¢é a matriz dos coeficientes.

Seque que o polinomio caracteristico associado a matriz dos coeficientes do sistema é

3—A 2

PO)=det(A-an=" " "

=\ — 5\ +4,

com raizes \y =4 e Ay = 1. Um autovetor Uy, associado ao autovalor \y = 4 € tal
que:

-1 2 0 - 2 = 0
(A= MDDt = 0o A=Y e!l ™ T
1 =2 Y 0 r — 2y =0
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sendo assim,

. 2
r=2y e uy =4y. ) i com y #0.
De maneira andloga, um autovetor iy associado ao autovalor Ao = 1, satisfaz

(A—AQI).U3:0<:>[2 2]'[x]:[0]¢>{2$ + 2y =
L1 ) 0 r + y =

consequentemente,

B 1
T=-—y e upy =7y. . s comy #0.

Observa-se que a multiplicidade geométrica para Ay = 4 e \o=1 € igual a 1. Sendo

assim, a matriz J, similar a matriz A dos coeficientes, assume a forma

A0 40 (A= M =
= ;. com
0 A 0 1 (

A luz da teoria proposta, seque que a solug¢do para o sistema tem o sequinte formato:

—1
1 Y

X, = tyi(n) + Gaya(n) = @ A}~ + colleAy

do que se conclui que

2
Xp=cruy A" f e e X, = [ ) } A" .

com c1 e ¢y constantes arbitrarias. Assim, temos as sequéncias

T, =204"" — ¢y e Yn = A" 4o,

em que ro = —1 e yo = 2, podemos escrever o sequinte sistema linear:
1 _ - _
201 Cy = 1
Y
iCl + ¢ = 2
onde, um calculo simples nos mostra que ¢; = % e cp = g, portanto:

2 5 1 5
n:74n_* n:74n —.
Tn=g% Ty € Un=gh g
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Caso (b): Considere, agora, o caso (b) em que a matriz A € similar a matriz

0
1 «
com a # 0 (0 caso o = 0 resulta y1(n) = yo(n) =0). O sistema Y41 = J - Y, pode ser

escrito como

{ yi(n+1)
ya2(n + 1)

:[Oz 0]‘[?/1(71)}@{@/1(71%—1) = ayi(n)

I« y2(n) y2(n+1) = yi(n) + ays(n)
Observamos que a primeira recorréncia € homogénea, portanto, sua solucao é dada por:
y1(n) = ;0" com c; constante e n € N.

No entanto, observamos que a sequnda equagao yo(n + 1) = y1(n) + aya(n) € ndao ho-
mogénea, sendo assim, podemos fazer uso do Teorema (2.1). Seja a, = c;a™ 1 uma
solugao nao nula da recorréncia homogénea ys(n + 1) = aya(n). Em sequida, fagamos

a sequinte substituicdo, ya(n) = anz,, que resulta em:

y2(n+ 1) = y1(n) + aya(n) & ansr12n11 = 1(n) + aayz,

& Zngl = yl(n)[an—l—l]_l + aznan[an—‘rl]_l

aa”” ca”

& Zp+l = Zn
ciam ciam

= Zn+1 = 7_'_277,'
«

Visto que yo(1) = ¢, temos z; = E—j, POAEmos eSCrever zZ, 1 = é%— Zn, da sequinte

maneira:

C2
21 = —

&1

1
Zp= —+ 2
23 = *+23

1



Capitulo 3. Sistemas de Recorréncias Lineares de Primeira Ordem com Coeficientes Constantes 43

na qual, aplicando uma soma telescopica resulta em:

Co Co 1
n=— ez =—+—(n-1).
z +;a z cl+a(n )

Retornando a varidvel de origem, temos
C2 n—1 1 n—1
y2(n) = anzp < y2(n) = =1+ —(n — 1)«
(6] (0]
& ya(n) = ™ +ey(n — 1) 2
Uma vez resolvido as recorréncias lineares de primeira ordem, seque a solucao
Xn = Wy +usys = ¢y (ﬁla"_l + ta(n — 1)a”_2) + Collpa™ 2

na qual, do Teorema da Decomposicio de Jordan, as colunas de U sao tais que

(A-Oé])’ljl = /IIQ € (A—OCI)[L’Q =0.

Exemplo. Resolva o sistema de relacoes de recorréncias abaixo:

Tn = x, + 2y,
i 4 n>0neN, com zo=1c¢ey)=2.
Yn+1 = _an + 5yn
Solugdo:

Podemos representar o sistema acima na sua forma matricial X, 11 = A.X,, de tal

X, = Tnal X, = Tn o A 1 2
+ ) 3
Yn+1 Yn -2 3

onde A é a matriz dos coeficientes.

forma que:

O polinomio caracteristico associado a matriz dos coeficientes do sistema é

1—A 2

p(A) = det(A — AI) 5 5

=\ — 61409,

cujas raizes sGo Ay = Ay = 3. Portanto, A = 3 € o unico autovalor de A, cujo autovetor

associado sy € tal que

2 2 0 9 2y =
(A—3D).iy=0o 10 = 0 0T
-2 2 Y 0 -2z + 2y =
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Portanto,
. 1
Uy = Y. [ ) ]; com y # 0.

Observe que, sendo a multiplicidade geométrica para X = 3 igual a 1, a matriz J

similar da matriz A assume a forma:

3 0 (A=31).u; = s
J = ;. com ,
1 3 (A=31)uy, = 0

em que, Uy € um vetor generalizado, de maneira que:

-2 2 1 —2 2y = 1
(A—3I)ﬁ1:ﬁz<:> . ‘ = =0« v )
2 92| |y | 942y = 1

sendo assim,

T

1
y=5+z, com r€R e up=| |

o= O
[ |

;. tomando x = 0, entdo U, = [

Isto posto, seque que a solugdo para o sistema de relacoes de recorréncias tem o

aspecto subsequente:
X, = w1.y1(n) + ta.y2(n) = cp.[d1.a" " + il (n — 1)a" 2] 4 cp.ily.a”
que implica,

Xn =C [ﬁl.?)nil + ﬁg(n - 1)3”72] + Czﬁggnil

O n—1
=0 L3+
2

com c¢1 e cy constantes arbitrarias. Com isso, temos

(n— 1)3”_2) + o

1 37’L—l
1 )

1
Tp=c1-(n—1)3"%4¢-3"" e y, = 5613"_1 +e-(n—1)3""2 4y 3"

Uma vez que zg =1 e yy = 2, as constantes c; e ¢ sao solugoes do sequinte

—%Cl + = 1
1 1 _ :
1—801 -+ 502 = 2

Nesse sentido, c; = 6 e co = 5. Por conseguinte,

sistema linear:

Wl

T, =(2n+3)3""1 e y,=2(n+3)3""L
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3.3.2 Sistemas de Recorréncias Lineares de Primeira Ordem Homogéneo
tridimensionais
Nesta secao apresentaremos as solucoes do sistema de recorréncias lineares de pri-

meira ordem homogéneas quando A é uma matriz de ordem 3. Seque que A é similar

a uma das matrizes de Jordan abaizo:

a 0 0 a 0 0 v 0 0
(@) 0 B 0 ou (b)| 0 B 0 ou (¢)| 1 ~ 0
00 ~ 01 83 0 1 ~

Pode ocorrer que oo = =, com o, e v €R. Da teoria de Algebra Linear, sabe-se
que «v, B ey sao os autovalores da matriz A. No caso (a), A é diagonalizdvel, possuindo
trés autovetores linearmente independentes, enquanto que, no caso (b), A possui apenas
dois autovetores linearmente independentes. Jd no ltimo caso (c), a matriz A possui
um unico autovetor linearmente independente. No que seque, utilizaremos a notag¢dao
A ~ J para representar que J é a matriz de Jordan similar a matriz A. Vamos dividir

a andlise em trés casos:

Caso (a): A~ J =

. O sistema Y, 11 = J - Y, pode ser escrito como:

o O Q
o ™ O
=2 O O

yi(n+1)=a-y(n)
Y2(n+1) = B - ya(n)
ys(n +1) =7 -y3(n)

Resolvendo recursivamente cada recorréncia linear de primeira ordem de maneira and-

loga as técnicas jd conhecidas, obtemos:

yi(n) = cia™ ', ya(n) = B"" e ys(n) =y

FEscrevendo a matriz U = [ty Uy U3, particionada por colunas, a solu¢io X, pode ser

expressa como:
X, = i o 4 cptia B 4 egtiny™
com cy,Coy € c3 constantes e as colunas u;,1 = 1,2,3 de U satisfazendo
(A—al)i; =0, (A—=pBDNiuy=0 e (A—~I)u3=0.

Exemplo: Resolva o sistema de relagoes de recorréncias:
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Tn+1 = Tp - Yn + 4Zn
Yns1 = 3Tpn + 2Upn — 2n n>0neN, comxg=—-2,y0=1¢e zg=4.
Zn—-1 = 23771 + Yn - Zn

Solucao:

Seja o sistema X, 11 = A. X, de tal modo que:

xn—l—l In ]. _1 4
Xot1= | Yns1 | Xn=1| Un e A=13 2 -1/,
Zn_1 Zn 2 1 -1

em que A € a matriz dos coeficientes.

Seque que o polinémio caracteristico associado a matriz dos coeficientes do sistema é
11— -1 4
pA)=det(A-=X)=| 3 2—X —1 |=-N+2\+5\-6,
2 1 1=
com raizes Ay = 1, g = —2 e A3 = 3.

O autovetor iy associado ao autovalor \y = 1, de tal modo que:

0 -1 4 x 0 -y + 4z =
A- DNt =0 |3 1 -1 |-|ly|=]0]|<3 +y — 2 =
1 =2 z 0 20 + y — 2z =
sendo assim,
-1
x=—z,y=4z e uy==z2.| 4 |; com zF#0.

De maneira andloga, temos

3 -1 4 x 0 v — y + 4z = 0
(A-=XDiy=0< |3 4 —-1|-ly|=]0|<< 32 + 49y — 2z = 0,
1 1 z 0 2c + y + 2z =0
2 1 4 x 0 2 — y + 4z = 0
(A-XDis=0&| 3 -1 =1 |- |Jy|=|0]eS 3z —y — 2z =0
2 1 —4 z 0 2 + y — 4z = 0
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em que
-1 1
Uy=z| 1 |; com 2z#0 e us=z| 2 |; com z#0,
1 1
sao os autovetores de A associados respectivamente aos autovalores Ao = —2 e A3 = 3.
Observe que a multiplicidade geométrica para A\ = 1, g = =2 e A3 = 2, € igual

a 1. Logo, a matriz J similar a matriz A assume a forma:

A 000 1 0 0 (A-NDu; =
J = 0 )\2 0 = 0 -2 0 , com (A — )\2[)1_[2 =

Assim sendo, a solugdo para o sistema de recorréncias tem a sequinte particularidade:
Xn = U1.Y1 (n) + Ug.yg(n) + u3.y3(n) = cl.ul.)\’f*l + CQ.UQ.)\’Sil + C3.’U/3.)\g71,
do que se seque

Xn = Cl'l_h)\?f_l + Cgﬁg)\g_l + Cgﬁg)\g_l

—1 —1 1
=c | 4 | ()" e 1 | (=2)" e | 2|3
1 1 1

com c1, ¢o € c3 constantes arbitrarias. Desse modo, temos que:

Ty = —c1 (1)1 —cp(—2)""t + 33"
Yn = 401(1)"71 + cz(—2)"*1 + 2¢53" 1

Zn = Cl<1)n71 + 62(_2)7171 + 0337171.

Como xg = =2, y9o =1 e zy = 4, € de facil percepcio que, para tais valores, as

sequéncias formam o sequinte sistema linear:

63:—2

—

401 — ZCy —+

702

C3 =

V)
—wWiN Wl

C3 = 4

)
o
|
D=
+
wl
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em que, apos encontrada a solucao ¢ = —%, Cy = —? e c3 = 3. Por consequinte:

26 4
= — -9 n+1 3n -
26 16
= ——(=2)""t +2.3" — —,
y 5 (=2 + 3
26 4
n=——(=2)""t 3" — =
w= g ATy
[
a 0 0
Caso (b): A~J =10 B 0 |. O sistema Y,,1 =J Y, pode ser escrito como:
01 8

yi(n+1) = a-y(n)
y2(n+1) = B-y2(n)
ys(n+1) = yo+ 5-ys(n).

Observamos que a primeira e a sequnda recorréncia sao homogéneas, portanto, suas

solugoes sdo, respectivamente:

yi(n) =cp-a" e yy(n) =cy- B com ci,cy constantes arbitrdrias e n € N,

Todavia, observamos que a terceira equagdo, ou seja, ys(n + 1) = ya(n) + B - ys(n) €
nao homogénea. Sendo assim, facamos uso do Teorema (2.1). Por consequinte, seja
a, = c3 - "1 uma solugio nio nula da recorréncia homogénea ys(n + 1) = B - y3(n).

Em sequida, facamos a substituicao ys(n) = anz,, que resulta em

ys(n +1) = y2(n) + Bys(n) < anp12ne1 = y2(n) + Y02,

& Zntl = y2(n)[an+1]_1 + anan[an-&-l]_l

c n—1 ca 8"
& 1 = Zﬁﬂ” e cggn
3 3
Co
& 2yl = —— + Zn.
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Considerando y3(1) = c¢3, de maneira notdria temos que z; = 1. Diante disso, podemos

escrever zZn,.1 = -2 + z,, da sequinte maneira:
n+ c3f8 "

21 = 1
Co

9 — —— + 21
c3f3
Co

23 = —— + Z9
c3f3
Co

Zn = — + Zn—1,
c3f3

onde aplicando uma soma telescopica, obtém-se o resultado:

_1+Z@©zn—1+@( —1).

Retornando a varidvel de origem, temos

y3(n) = anzn & ys(n) = csB"" + Tﬁ(n — ezt

S ys(n) = 3"+ co(n — 1) 2

A wista disso, tendo resolvido recursivamente cada recorréncia linear de primeira

ordem e escrevendo a matriz U particionada por colunas [ty Uy 3] temos
yi(n) = o™, ya(n) =B e ys3(n) =3B+ eo(n— 1),
que tmplica
X, = o + ¢ <ﬁ25n_1 + t3(n — 1)@71—2) + c3uz 8",
em aue cy1,Cy € c3 sao escalares e as colunas de U satisfazem:

(A—al)i, =0, (A—pBI)iy =13 e (A—BI)uz=0.
Exemplo: Resolva o sistema de relagoes de recorréncias dado por:

Tpt1 = Tn + Yo + 20
Ynp1 = 2Tp + Yn — Zn n>0neN, com zo=1, yo=2 e 2y=3.

Zp—1 = — Yn T Zn
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Solucao:

Seja o sistema X, 11 = A.X,,, de sorte que:

Tn+1 Ty, 1 1 1
X1 = | Yns1 | Xn =1 Yn e A=12 1 -1/,
Zn—1 Zn 0 —1 1

em que A € a matriz dos coeficientes.

Segque que o polinomio caracteristico associado a matriz dos coeficientes do sistema é

1—A 1 1
pA)=det(A—X)=| 2 1-X —1|=-N+3\—-4,
-1 1-=A
do qual, as raizes sGo \y = —1 e Ay = A3 = 2.
O autovetor iy associado ao autovalor \y = —1 € tal que
1 x 0 2 + y + 2z =0
A- MDDt =0 |2 2 —1|.|ly|=|0]|eS 20 + 2y — 2z =0
-1 2 z 0 -y + 2z =0
Resolvendo o sistema, obtemos:
_3
3 2
x:—iz,y:ZZ e iy =z 2 |; comz #0.
1
De maneira andloga, para Ay = A3 = 2, seque que:
-1 1 1 x 0 -r + Yy + z =
(A-2-Nig=0&| 2 -1 -1 |.|y|=|0|E¢ 2x — y — 2 =
0 -1 -1 0 -y — z =
Logo, do sistema mencionado, obtemos:
0
r=0y=—2 e us=z| =1 |; com z#0.
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Observe que a multiplicidade geométrica para \y = —1 € igual a 1, assim como para

A =2 também € 1, logo a matriz J similar a matriz A assume a forma:

MO0 0 -1 0 0 (A—=MDu; = 0
J=10 X 0 |=]1 0 2 01| ; com (A= Xl)uy = wus ,
0 1 N 0 1 2 (A= XDty = 0

em que iy e Uz sdo autovetores e iy € um vetor generalizado, de maneira que:

-1 1 1 x 0
(A= XDy =13 | 2 -1 —1 y | =1 —1
0 -1 -1 z 1
-r + y + z = 0
<9 2z -y — z = —1
-y — z = 1
do qual seque que
-1
y=1—2, x=—-1, com ze€R e up=| -1 -2
z
—1
Em particular, tomando-se z = 0, entdo iy = | —1
0

A wista disso, seque que a solug¢do para o sistema de recorréncias assume o Sequinte

formato:

X, = Up.yi(n) + tz.y2(n) + ts.y3(n) <

= Cl.ﬁl)\?_l + UQ.CQ.)\S_I + Cg.ﬁg./\g_l + CQ.ﬁg.(ﬂ - 1).)\3_2,

do qual seque que:

Xn = Cl.ﬁl.)\qf_l + Co (ﬁg.)\g_l + ﬁg(n - 1)Ag_2) + Cg.ﬁg.)\g_l =4
—% —1 0 0
= | 2 | (-D)""+e|| 1|2+ -1 |(n=1)2"?|+c| =1 | 2"

1 0 1 1
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Com c1, co e c3 constantes arbitrarias. Logo:

Ty — 015(_1)n — 622n—1’

Yo = 201 (=1)" " + ¢y (—2”*1 —(n— 1).2"*2) — 2"

2y = (=)t ep(n — 1)2"7% 4 32"

Como xg=1, yo=2 e zyg= 3, podemos conceber o sistema linear

%Cl — %CQ =1
—201 — iCQ — %C3
—C — %CQ + %Cg =
o qual, uma vez resolvido, temos que ¢, = —g, Co = —13—4 e 3= g. Assim sendo, as
sequéncias resultam em.:
4 14
n— 5 -1 nt + 72n—17
=5 (=) 3
16 2In+4 1
n — 5 —1)" 2" )
o =5 (1" + (—5—)
8 38 — 21n
= — -1 n 2n 1
=g (1) ()
|
v 0 0
Caso (c): A~J =11 ~ 0 |. O sistema Y41 =J Y, pode ser escrito como:
0 1 ~

yiln+1) = vyy(n)
Ya(n + 1) y1(n) + vy2(n)
ys(n+1) = ya(n) + yys(n)
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Observamos que a primeira recorréncia € homogénea, portanto, sua solugdo é:

n—1

yl(n) =c com ¢; cosntante e n € N.

No entanto, observamos que a sequnda e a terceira equagoes, ou seja, ys(n + 1) =
1(n) + v - y2(n) e ys(n+ 1) = ya(n) + v - ys(n) ndo sio homogéneas, sendo assim,
facamos uso do Teorema (2.1). Nesse sentido, a, = cy - y"~' é uma solugio nao
nula da recorréncia homogénea ya(n + 1) = v - ya2(n). Em sequida, facamos a seguinte

substitui¢do, y2(n) = anzy,, que resulta em:

Y2(n + 1) = y1(n) +yy2(n) & any1zn41 = y1(n) +yan2,

< Zn+l = yl(n) [anJrl]il + ’Vznan[awrlrl

oyt coy"
< Zntl = n + 2y n
Ca7Y Ca7y
C1
& Znyl = —— + Zn.
Co7Y

Visto que, sendo yo(1) = co, temos que z; = 1. Posto isso, podemos escrever z, 1 =

CL 4z da sequinte maneira:
2y mn»

21 = 1
C1

20 = —+2
Ca27y
C1

23 = —— + Z9
C27Y
C1

Zp = —— + Zn—1,
Ca27y

n—1
1 1
zn =1+ — &Sz, =14+—(n-—-1
; Co7Y 027( )
Retornando a varidvel de origem, temos:
_ c e
Y2(n) = anz, < ya(n) = cy" ' + i(n — 1)ey"™ !
2

< ya(n) = ey 4 ei(n — 1)7”’2.
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De maneira andloga, Seja a, = c3-y"~1 uma solucao ndo nula da recorréncia homogénea
ys(n+1) =~ -ys(n). Em sequida, facamos a sequinte substituicio, yz(n) = a,z,, onde

resulta em

ys(n 4+ 1) = y2(n) + yys(n) & ans12n41 = Y2(n) + van2y,
= Zn+l = yQ(n)[an-H]_l + Vznan[an-i-l}_l

62’7”_1 + Cl,}/n—Q(n _ 1) 037n

&z = + z
n+1 Cg’}/n an")/n
Co ciin—1
<:>Zn+1:7+(72)+2n.
C37Y C37Y
Sendo y3(1) = c3, teremos z; = 1. Logo, podemos escrever z, 1 = c% + %,Y_Ql) + Zn,
da sequinte maneira:
21 = 1
Co
Zp=— 42
C37Y
Ca C1
23 = —— + 721 + Z9
ey C3Y
Cy C1
24 = —— + 722 + Z3
3y C3Y
Ca C1
2= — 4+ ——5(n—2)+ 21,
ey C3Y

assim, aplicando uma soma telescopica, temos o sequinte resultado:

n—1 n—2
(&) C1 X Co (&1
;:1: o Dot ;:1: 637( )+ 5 0372( )(n—1)

Retornando a varidvel de origem, temos

1

y3(n) = apz, < ys(n) = csy" ' + Ci(n — Desy™ 1+ (n—2)(n —1)ezy™ !

3 2¢37?

_ neo  C o
< ys(n) = cgy™ ! + ca(n — 1)y 24 é(n—Q)(n— 1)~y 3,

Consequentemente, uma vez resolvidas as recorréncias lineares de primeira ordem e

escrevendo a matriz U por colunas Uy Uy 3], a solugio X,, pode ser expressa por:
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1
X,=a [ﬂ’l’y”_l + diy(n — 1)y 2 + ﬁgi(n —2)(n—1)y"*

+ ¢ [y Hiy(n — "] + cyiizy

em que ¢, ca € c3 sdo escalares e as colunas de U satisfazem:

(A—”}/I)ﬁlz _’2, (A_'Y_[)ﬁQZI_LS € (A—’)/I)I_L)g,zo

Exemplo: Resolva o sistema de relagoes de recorréncias:

Tpy1 = _41'71 - 4yn +  Zn
Yni1 = 2x, + 2y — Zn n>0,eN, com xg=8, yo=10 e zy = 12.
Zn+1 = STy, + 9Z/n — 4z,

Solugao:

Seja o sistema X, 11 = A. X, de tal forma que:

Ty Tn —4 —4 1
Xpy1 = Yn | > Xy = Yn | > A= 2 2 -1
Zn, Zn 5 9 —4

em que A € a matriz dos coeficientes.

O polinémio caracteristico associado a matriz dos coeficientes do sistema € dado por

—4-X -4 1

pN) =det(A-A)=| 2 2—X -1 |=- M —-6\2—12\—38,
5 9 —4-A
com raizes A\y = Ay = A3 = —2.
Como A = —2 é o unico autovalor (de multiplicidade algébrica igual a trés), seque

que o autovetor U € tal que

-2 —4 1 x 0 -2z — 4y + 2z =0
A-XN)i=0&| 2 4 —-1|.ly|=|0]e9 2z + 4y — z =0
5 9 =2 z S5 4+ 9y — 2z = 0
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1

Considerando que v = —5z e y = %z ¢ a solugdo do sistema acima, temos

1
2

U=z % ;. tal que z # 0.
1

Devemos observar que a multiplicidade geométrica para tal autovalor é igual a 1. Por

consequinte, a matriz de Jordan J similar a matriz A apresenta o sequinte aspecto:

A0 O (A= XDty = Uy
J=|11 X 0]|; com (A= X))y = us
0 1 A (A=XDis = 0

em que iy, Us Sdo vetores generalizados e i3 = U € o unico autovetor de A, de tal

forma que:
2 41 @ -1
- o _ 1
A=Ay =tz | 2 4 —1|.|ly|=| 3
5 9 =2 z 1
—2r — 4y + z = —%
< 20+ Ay — 2z = %
5 + 9y — 2z = 1
Isso posto,
1,1
—1 1t 3572
_ 1+1 _1+ cR o 14 12 )
T=—qtsh Y= t5z ez com uz = | 3+52 |;
z
Em particular, se z =0, entao
1
4
> 1
2= 1
0
De maneira andloga,
—2x — 4y + z = —%
(A=A =ury < 2 + 4y — =z

o]
<
|
[\
N
|
O =

5r +
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visto que o sistema acima tem solucao x = —% — %z, Yy = g + %z com z € R, entao
9_ 1
8 2%
i = 5.1
uy = g —+ 22’
z
Em particular, para z =0 temos
_9
8
i1 = 5
uy = 3
0

Em consequéncia disso, temos a solucao do sistema com a sequinte configuracao:

Xn = ﬁl-yl (n) -+ ﬁgyz(n) -+ ’ngyg,(n)
1
= (&1 [ﬁl)\nl + 172(71 — 1))\”72 + ﬁg§<n — 2)(n — 1)/\”73 +
+ Co [Ug)\nil -+ ﬁg(n — 1))\”72} + Cgﬁg)\nil,

com ¢, ¢y e cg constantes arbitrdarias. Agrupando os vetores e substituindo seus va-

lores, obtemos

_9 _1 _1
8 4 2
X, =¢ =" (=1 L (=" P+ s(n—=2)(n—-1) | L | (=27 |+
I 0 | I 0 | 1
[ 1] [ 1] 1
4 2 2
+ ¢ A2 =1 | & | (=2"? | +es| L[ (=2
0 1 1

Sendo assim, destacam-se as sequintes sequéncias:

9. 1 1 L
o= |52 = 0= D" - Gl - Dl - -2 4
+ e[~ (=2 = S - D2 - -2
Un = C1 g( 2)" 1 + i(n —1)(=2)""% + le(n —2)(n — 1)(—2)"_3} +
e [§2"  l— D=2+ -2
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Uma vez que g = 8, yo = 10 e zy = 12, por meio da resolucdo de um simples

sistema de equacoes lineares abaizo,

11 1 1

ECl + ZCQ + ch = 8
7 1 1 —
ECl — ZCQ — ch = 10
1 _ 1 _ 1 —

—5C1 102 sc3 = 12

temos que c; = 72, y = —248 e c3 = 82, portanto:

(—9n® — 790 — 32) - (=2,

Ty —

N —

Yn = <9n2 +79n — 40) S(=2)m

N | —

o= (90 +97n — 24) - (=2)"".
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4 Aplicacoes

Neste capitulo iremos aplicar as técnicas desenvolvidas anteriormente, objetivando
resolver alguns problemas, cuidadosamente selecionados entre as mais variadas compe-
ticoes olimpicas, tanto nacionais quanto internacionais, assim como de vestibulares, a
titulo de exemplo, Olimpiada Brasileira de Matemdtica (OBM), Olimpiada Brasileira de
Matemdtica Universitaria (OBMU), Olimpiada Internacional de Matemdtica (IMO),
Instituto Militar de Engenharia (IME)e outros problemas que julgamos pertinentes e

que podem ser encontrados na literatura.
e Os Problemas 1 e 6 encontram-se em (ANDRICA; BAGDASAR, 2020).
e O Problema 2 pode ser encontrado em (ENGEL, 2008).
e Os Problemas 3, 7 e 9 estao em (OBM-Olimpiada Brasileira de Matemdtica, ).
e Os Problemas 4 e 5 acham-se em (OLIVEIRA; CARNEIRO, 2010).
e O Problema 8 localiza-se em (TITU; ZUMING, 2004)

e O problema 10 situa-se em (ANDRICA; BAGDASAR, 2020) e (CHEN; KOH;
KHEE-MENG, 1992).

Tao wvaloroso quanto a solucao de um problema é a compreensao da mesma por
parte do leitor, por isso, procuramos resolver cada um de forma minuciosa, justifi-
cando as passagens de um cdlculo para outro, buscando sempre a melhor compreensao

e consolidacdo do que se propoem esse estudo.

Problema 1 (Dorin Andrica, 097, GM-1979)

Sejam as sequéncias (Un)n>0, (Un)n>0 definidas por uy =3, v1 =2 €

= 3 4v,,
{unH Uy + 4V n>1,

Upy1 = 22U, + 3v,

Defina x, = u, + Un, Yp = Up + 2v,, n > 1. Prove que y, = | T,V2 | para n > 1.

Solucao:
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A principio, provaremos que u,,v, € N, VYV n > 1. Para tal, serd utilizado o Principio
da Indugao Finita (PIF). Posto isso, ficard mostrado que y,,x, € N, uma vez que

Yp = Up + 20, Tp =u, +v, ¥V n>1. Consequentemente, seque que:
Paran =1, temos que u1 =3 e v, = 2, portanto, uy,v; € N.
Suponhamos, por Hipdtese de Indugio (H.1.), que u,,v, € N, V¥V n>1.

Mostremos que up11,v,4+1 € N. Com efeito, por definicio, temos que u,11 = 3u, +4v,.
Desse modo, como u,,v, € N seque da hipdtese de indugio (H.I.) que, u,.1 € N.
De maneira andloga, temos por definicio que v,y1 = 2u, + 3v,. Assim sendo, como
Up, Un € N por (H.1.), entdo v,41 € N.

Dessa maneira, pelo Principio da Indugdo Finita (PIF) seque que u, e v, sao nime-

ros naturais para todo n > 1.

Consideremos o sistema X1 = A. X, tal que:

n n 3 4
Xn—l—l = it 7Xn = B e A= .
Por meio de um cdlculo simples, obtemos

3—A 4

p(A) = det(A — \I) = s 3

=\ — 6+ 1,

em que p(\) € o polinémio caracteristico de A, cujas raizes, sao:
M=3+2V2 e Ny =3-2V2

Agora, passaremos a obter os autovetores associados. Para A\ = 3 4+ 2/2, seque que:

L -2v2 4 x| |0 —2V2r+4y = 0

do sistema, resulta que:

2
=12y, com ﬁlzy[{]; tal que y # 0.

De maneira andloga, para Ay = 3 — 2v/2, temos que:
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EPI R Rt g e

2 2V/2 y 0 20 + 22y =
Do sistema, resulta que :

—V2
z=—2y, com Egzy[ I/_], tal que y # 0.

Observe que as multiplicidades geométricas para ambos os autovalores, A\; e g,
sao, respectivamente, mgy(A1) =1 e my(\2) = 1. Sendo assim, a Matriz de Jordan J

assume a sequinte forma:

J:

3+2v2 0 (A=MDi, =
7 com
0 3—-2V2 (A= Xol)idy =

Logo, sabemos que a solugdo pode ser expressa por:

Xn = clﬁla”_1+02625”_1
2 —V2
N [ e IR

com ¢y e ¢y constantes arbitrarias. Consequentemente,

un =c1(V2)(3+2V2)" 7 + oo (—V2)(3 — 2v2)" 7,

U =c1(3 4 2v2)" 7 4 y(3 — 2v2)" L

Comou; =3 e v =2, entdo:

Cl—|—02 =

{ \/561 - \/502

4-3v2

%4\/5) e Cy = ( . ), de onde seque:

resolvendo o sistema, obtemos que ¢ = (
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(S a4 () ooy

U = (4 f’ﬁ) (3+2v2)" ! + (4 _jﬂ> (3 —2v2)" L.

Por definicao, x, = u, +v, € Yp = U, + 2v,, entdo:

- (10 +47\/§> (31 203 4 (10 —47\/§> (5 - 23y,

” = (14 +jo\/§> (31 2va) 1 (14 —410\/5) (3 2y

Observe que:

TaV2 = (14 +410\/§> (B3+2v2)" '+ <_14210‘/§> (3—2v2)"

dessa forma, temos que,

V2 + 1y = (T4 5V2)(3 4 2v2)" 1,

xn\/é —Yn = _(7 - 5\/§)<3 - 2\/§)n_1
sendo assim,

(TnV2 4+ Yn) - (20V2 = yn) = —(7 = 5V2)(3 — 2v/2)" 1 - (T + 5v/2)(3 + 2v/2)"
=~ [(7+5v2)(7T-5v2)] - [ +2v2)3 - 2vD)|"
= —[(49 - 50) - (9 — 8)" ]

=~ (=17

=1, Vn>1.
Uma vez que x,,y, € N, logo
Ty Yn 2 1,

portanto,

xn\/§+yn > 1,
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além disso, temos que (2,2 + 1yn) - (2nV2 — yn) = 1, entdo 0 < 2,v/2 — y, < 1.

Como x,,y, € Z, seque que

Yn=| V2|, Vn>1

Problema 2 (Problem-solving strategies/Arthur Engel)

Sejam uy, v, u; <vi. As sequéncias u,, v, sao definidas por:

Up + Uy, Up, + 20,
Unp+1 = 9 € Upy1 = T, n Z 1.

Prove que ambas tém o mesmo limite L, com u; < L < vy.
Solucdo:

Inicialmente, observe que da maneira que as sequéncias foram definidas, temos um
sistema de relagoes de recorréncias homogéneas de duas varidveis, onde o mesmo pode

ser escrito como X, 11 = A.X,,, n>1, tal que

Xn+1:[un+1]7Xn:[un:| e A=

Un+1 Un

W N
| |

Wl D=

O polinomio caracteristico associado ao sistema acima é dado por

- A

N =
N

p(\) = det(A — \I) = =6X% — A+ 1.

- A

wno

1
3

Consequentemente, obtemos os sequintes autovalores

1
)\1:1 (& )\2:6

O autovetor iy associado ao autovalor Ay = 1 € tal que

11 0 _1
(A-MDiy=0& | > 2% |- = & 12:6 "
5 T3 y 0 R

Wl N
<
|
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Do sistema, seque-se que:

1
=y, e ﬁlzy[ll; tal que y # 0.

De maneira andloga, para Ay = =, obtemos

1
6

(]I}

ﬁgzy[_l ]; tal que y # 0.

com Uy sendo o autovetor de A associado a \y. Como a multiplicidade geométrica para

ambos os autovetores € my(A1) =1 e mgy(A\2) = 1, respectivamente, entio a matriz J

de Jordan, similar a matriz A, assume a sequinte forma:

1 0 (A — /\1])17:1 =
J = ;. com
0 ¢ (A= D)ily =

Desse modo, sabemos que a solucdao para o sistema de recorréncias pode Ser exrpresso

como:

1
X, = ClwlOénil + C2w25n71 S X, =0

com c1 e ¢y constantes arbitrarias. Sendo assim,

By 1\ 1\t
“”201‘2@ ¢ U"201+C2<6> '

Observe ainda que, para n = 1, temos o sequinte sistema:

Uy = 61— 962
v = C1+ 602
em que, apos um cdlculo simples, temos como resultado ¢ =

Uma vez calculados os limites de u,, e v,, ocorre que:

lim u, =c; e¢ limw, =c
n—ooo 1 nsoo 1

2u1+3v1
5

e

Co

v1—uj

15
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ou seja, ambos os limites sao iquais a L = ¢, como queriamos demonstrar.

Por fim, seque que:

up < v = 3up < 3v; e 2v; > 2uy

= ou; < 2u; +3v; e Sv; > 2u; + 3y

2uq + 3up 2uy + 3v;
Sy < — € V> ——
5 )
swu <L e vy > L.
Portanto, fica provado que u; < L < vy. [ |

Problema 3 (OBM - 1999)

José tem trés pares de oculos, um magenta, um amarelo e um ciano. Todo dia de ma-
nha ele escolhe um ao acaso, tendo apenas o cuidado de nunca usar o mesmo que usou
no dia anterior. Se dia primeiro de agosto ele usou o magenta, qual a probabilidade de

que dia 31 de agosto ele volte a usar o magenta?
Solugdo:

Sejam my,, a, e c, as probabilidades para que, no dia n, José use os déculos magenta,
amarelo e ciano, respectivamente. Sendo assim, como no dia 1 do més de agosto, temos
a certeza de que ele usou os oculos magenta, ja que essa informagdao € fornecida por
hipdtese, entao a probabilidade para que no dia 1 de agosto ele tenha usado os oculos da
cor magenta € iqual a 1. Sendo assim, a probabilidade que o mesmo tenha usado outro

oculos com coloragao diferente no dia 1 de agosto ¢ 0, ou seja, m; = 1,a; =0 e ¢y = 0.

Observe que, em cada dia do més, José escolhe de forma aleatoria uma das cores
de oculos que nao foi utilizada no dia anterior. Entdo, como no dia 1 de agosto ele
escolheu o magenta, a probabilidade para a escolha de uma cor, amarelo ou ciano, no
dia 2 de agosto € %, pois, como existe a restricio de nunca usar a mesma cor do dia
anterior, as unicas cores disponiveis para a escolha, sao amarelo ou ciano, ou seja,
mi; =0, ay = % e = % Sequindo o mesmo raciocinio, de forma geral, para o dia

(n+1), temos as sequintes situagoes:

e Para que no (n + 1)-ésimo dia José possa escolher os dculos da cor magenta, é

necessario que no n-ésimo dia ele tenha utilizado oculos da cor amarelo ou ciano.
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No entanto, a probabilidade de usar oculos amarelo no n-ésimo dia ¢ a,,, assim
como usar ciano € c,. Por consequinte, a probabilidade de José usar os oculos
magenta no (n+ 1)-ésimo dia é igual a probabilidade de ele usar no n-ésimo dia
dculos amarelo ou ciano. Como no dia anterior ao (n + 1)-ésimo dia - ou seja,
no n-ésimo dia - José precisou escolher um dos oculos, amarelo ou ciano, com
probabilidade de %, entdo seque que temos a sequinte relagdo:

1 1

Mp+1 = ian + icn

e Para que no (n+ 1)-ésimo dia, José possa escolher os éculos da cor amarela, é
necessdario que no n-ésimo ele tenha utilizado oculos da cor magenta ou ciano. No
entanto, a probabilidade de usar oculos magenta no n-ésimo dia € m,,, assim como
usar ciano € c¢,. Sendo assim, a probabilidade de José usar os dculos amarelos
no (n+ 1)-ésimo é igual a probabilidade de ele usar no n-ésimo dculos magenta

ou ciano. De onde seque-se que:

1 1
Ap+1 = =My + =Cp.

2 2

e Em dltima andlise, para que no (n + 1)-ésimo dia José possa escolher os dculos
da cor ciano, é necessdario que no n-ésimo dia ele tenha utilizado oculos da cor
amarela ou magenta. No entanto, a probabilidade de usar éculos da cor amarela
no n-ésimo dia € a,, assim como usar magenta € m,. Sendo assim, a probabili-
dade de José usar os dculos ciano no (n+ 1)-ésimo dia é igual a probabilidade de
ele usar no n-ésimo dia éculos da cor magenta ou ciano. Como no dia anterior

ao (n+ 1)-ésimo dia José precisou escolher um dos dculos, amarelo ou magenta,

%, entdo seque que temos a sequinte relagdo:
1 N 1
Cnt1l = =Qp + =My,
+ =5 9

com probabilidade

Portanto, temos o sequinte sistema de relagoes de recorréncias:

1 1

Mpy1 =  30n + 5Cn

Uni1 = %mn+%cn n>1neN, com m =1,a,=0 e ¢, =0.
1 1

Cn+1 = 30p + My

1 1

My i1 My, 0 5 3

— — _ 1 1

Xn+1 - An+1 5 Xn = (7% e A= 3 0 5
1 1

Cn+1 Cn, 5 19 0
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Um cdlculo simples mostra que

[N
N~ N~

=—(A—1)-2r+1)%

N= N
=

—A
¢ o polinémio caracteristico associado a matriz A. Portanto, os autovalores de A sdo:
1
)\1 =1ce )\2 = —5

O autovetor iy associado ao autovalor \y = 1 € dado por:

1
up=z|11; tal que z#0.
1
O autovetor U associado a \o = —%, é da forma:
-1 -1
U=y +z| 0 tal que y* + 2% # 0.
0 1

Escolhendo y e z de forma conveniente, seque que:

-1 -1
se y=1 e z=0, entdo us = 1 |; se y=0 e z=1, entdo uz= 0

0

Observe que os autovalores tém multiplicidade geométrica my(A) =1 e my(A2) = 2,
respectivamente. Portanto, a matriz J de Jordan, similar a matriz dos coeficientes A,

tem o sequinte formato:

1 0 0 (A= NI,
J=10 -5 0 com (A= Nty =

Dessa maneira, sabemos que a solugdo para o sistema de recorréncias tem a sequinte

configuragdo:

X, = cquid" '+ coupBM + cquzy™ !
1 -1 -1

1 n—1 1 n—1
= alt|+a| 1| () el o [()
1 0 1
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com c1, c3 e c3 constantes arbitrarias. Consequentemente,

1 n—1 1 n—1
e () e (D)
1 n—1
ap = C1 + C2 <—2> ;

1 n—1
Cp =2C1 +C3 <_2> .

Comomy=1,a1 =0 e ¢y =0, temos o sequinte sistema:

1 = ¢4 — ¢ — c3
0 = 1+ ¢
0 = c1 + C3
Resolvendo o sistema acima, temos que ¢; = %, Cy = —% e c3= —%. Assim,

1\ ! 1\ 1L 1 92 1\ "1
mp = C1 — Ca. <—2> — C3. (—2> = my, = §+§ <—2) .

Finalmente, no dia 31 de agosto, a probabilidade de que ele volte a usar os oculos

(5)
msp = T .

Problema 4 (IME - 2016)

magenta € igual a:

Trés jogadores sentam ao redor de wma mesa e jogam, alternadamente, um dado nao
viciado de seis faces. O primeiro jogador langa o dado, sequido pelo que estd sentado a
sua esquerda, continuando nesse sentido até o jogo acabar. Aquele que jogar o dado e
o resultado for 6, ganha e o jogo acaba. Se um jogador obtiver o resultado 1, o jogador
sequinte perderd a vez, isto €, a vez passard ao jogador sentado a direita de quem obteve
1. O jogo sequird até que um jogador ganhe ao tirar um 6. Qual a probabilidade de

vitoria do primeiro jogador a jogar?

Solugdo:
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Sejam a,, b, e c, respectivamente, as probabilidades de que o primeiro, o sequndo e o
terceiro jogadores lancem o dado na n-ésima rodada. Como, por hipdtese, temos que o
primeiro jogador lanca o dado na primeira rodada, entdio a; = 1. Ademais, o sequndo
jogador lanca o dado na primeira rodada se, e somente se, o primeiro jogador tirar a
face do dado com os sequintes valores: 2,3,4 ou 5. Sendo assim, by = %. Seguindo o ra-
ciocinio, seque que o terceiro jogador lancard o dado na primeira rodada se, e somente
se, o primeiro tirar 1,2,3,4, ou 5, enquanto o sequndo jogador deverd tirar alguns dos

valores 2,3,4 ou 5. Sendo assim, ¢ = %.

De maneira geral, temos as sequintes probabilidades para o lancamento de cada jogador

na n + 1-ésima rodada:

1 4
Api1 = ébn + écn Vn Z ].,n € N, (41)
4 1
bn+1 = gan_ﬂ + écn Vn > 1,n € N, (42)
Cny1 = éanﬂ + %bn+1 Vn>0mneN. (4.3)

Substituindo (4.1) em (4.2), temos

22

4
b1 36b +36C vV n neN (4.4)
Substituindo (4.1) e (4.4) em (4.83), temos
22 112
= — — > . .
Crtl = 55 n + 5165 Vn>1neN (4.5)

Observe que as equagoes (4.1), (4.4) e (4.5) formam o sequinte sistema:

_ 1 4
Qpy1 = gbn + gcn
4 22
bus1 = 36bn +  22cy n>1néeN.
_ 22 112
Ch+1 = ﬁbn + ch

Logo, podemos escrevé-lo na forma X, .1 = A.X,,, de tal modo que:

1 4
An41 Qp 0 6 6
X =9 X,=15b e A=|10 4 22
n+1 n+1 ) n n 36 36
22 112
Cn+1 Cn 0 36 216
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Considere a equag¢do ndo linear Au = \u, dada em u e \. Ou ainda,

T

(A= X)i=0, com NeR e = |y | #0.

O sistema tem solugcdo ndo trivial se, e somente se:

-\ 1 4
6 6
det(A=A) =0 & |0 (4552) 2 1 =0e —2162° +1362% + 2 =0
—216A
0 % (112212616 )

As raizes da equagdo acima sdo:

34+11\/E> o) (34—11\/E>
o T LIviIV L= (2T

A =0, A2 = ( 108 108

Para A\, tal que k =1,2,3, seque que:

S R R
(A= XNDii=0&| 0 (%) z dyl=1]0]«
112—216A
0 a o () ] L
4—36A 22 _

22 112-216),
2169 + ( 216 )Z

Apds substituir N\, tal que k = 1,2,3, no sistema, um cdlculo simples nos mostra que:

Para \; = 0,

—_

y=0 e z=0, com uj=x| 0 |; tal que = #0.
0

Para My = (34+11018\/10>;

—44/10 4 14

r=(—4v10+14)z, y = (V10 — 2)z, com up = z V10 — 2 i tal que z # 0.
1
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Para N\ = <734_11018m),

410 + 14
r=4V10+14)z, y = (V10— 2)z, comuz =z | —/10—2 |; tal que z # 0.
1

Devemos observar que a multiplicidade geométrica para Ny, Ao e A3 €, respecti-
vamente mg(A1) = my(X2) = my(A3) = 1. Portanto, a matriz J de Jordan similar a

matriz A assume a sequinte forma:

A0 0 0 0 0 (A= MI)ay =
J=10 X 0 |=]|0 (320) 0 L com (A= dol)dy =
0 0 X 0 0 (=p1) (A= ND)iy =

Dessa forma, a solugdo para o sistema de relacoes de recorréncias pode ser expressa

como:

-1 -1 -1
Xn = caua™ ™ 4+ cua T+ czugy"
Substituindo os valores dos autovetores, temos:

—44/10 + 14 n— 4410+ 14
34 + 1110\
Xn:CQ \/10—2 . 1708 + C3 —\/10—2
1 1

34— 1110\
108

com c1, co e c3 constantes arbitrarias. Consequentemente,

n—1 n—1
4+ 111 4 — 111
anz@(—@m0+1@-<3*hﬁo> +%(%mo+1g-<3uﬁo> :

n—1 n—1
— 34 + 1110 — 34 — 1110

34+ 1110\ 34— 11v10\" "
Cn =C |\ ———F—— +c3| ———— .
108 108
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Comoa; =1 eb = %, podemos formar o sequinte sistema:

(-4vI0+14).co + (4VI0+14) .05 =
<\/1_0—2) .Co + (—\/1_0—2) .C3 =

S —

Uma vez resolvido o sistema, chegamos ao sequinte resultado:

o 17/10 + 55 .. —17V/10 4 55
2 180 T

Dessa maneira, facilmente temos a sequéncia a,, que € justamnte a que nos interessa:

54+ 10\ [/34+11v10)" " (5= VI0\ /34 —11v10\"""
ap=—7—]. | ——— .
10 108 10 108

Obeserve que a probabilidade do primeiro jogador lancar o dado na n-ésima rodada e

tirar 6 é éan. Sendo P a probabilidade do primeiro jogador ganhar, temos:

Gﬂ»A

@P:<5+ 1) i<34+11\/_>”1 ( ) i<34_11\/—>n1

n—1 n=1

SP = (5 +6(\)/E> ) (74 _1(1)i/1—0> + (5 _6(\)/m> ' (74 +1(1)f\/1_0>

eP = [(54+ VD) (7144 11VID) + (5 - VI0) (74~ 11VID)] & P= 22
Portanto, a probabilidade de o primeiro jogador ganhar é P = 79 |

Problema 5 (Austria/Polénia - 98)

Considere n pontos, Py, Ps, ..., P,, pertencentes nessa ordem a uma reta. Deve-se pintar

estes pontos de branco, vermelho, verde, azul ou amarela. Uma coloracao é admissivel
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se cada dois pontos consecutivos P;, Py (i = 1,2,...,n — 1) sdo da mesma cor ou ao

menos um deles é branco. Determine o nimero de coloracoes admissiveis.
Solucdo:

Sejam as sequintes sequéncias: (an), (b,) e (cn), tais que

e (a,): o nimero de maneiras de pintar, de acordo com as restrigoes, n pontos, de

modo que o ultimo ponto seja branco;

e (b,): 0 numero de maneiras de pintar, de acordo com as restrigoes, n pontos, de

modo que o ultimo ponto ndo seja branco,

e (¢n): o o numero total de maneiras de pintar, de acordo com as restrigoes, n

pontos.

Observe que, de maneira evidente, temos a; =1, by =4 e ¢ =5.

Por definicao, nota-se que:

e A quantidade total de maneiras de pintar (n + 1) pontos é a soma de todas as
maneiras de pintar (n—+ 1) pontos de acordo com os tipos de sequéncias definidas,

ou seja, onde o ultimo ponto é branco, e onde o ultimo ponto nao é branco:

Cna1l = Api1 + bpia Vn>1mneN. (4.6)

e A quantidade de maneiras de pintar (n + 1) pontos, em que o ultimo ponto é
branco, pode ser obtida desde que sejam inseridas as tonalidades dos n pontos

anteriores, de acordo com as restrigoes, bastando pintar o ultimo ponto de branco:

Api1 = Cp Vn>1neN. (4.7)

e A quantidade de maneiras de pintar (n+1) pontos pode ser obtida de duas formas.
Uma delas é quando a tonalidade dos n pontos tem por ultimo um ponto branco,
bastando acrescentar mais um ponto no final, sendo esse de qualquer uma das
cinco cores disponiveis. A outra forma € quando a tonalidade dos n pontos tem
por ultimo um ponto que nao é branco, de modo que é necessdrio acrescentar o

(n+1)-ésimo ponto com a cor branca, ou com a cor do n-ésimo ponto, portanto:

Cni1 = Da, + 20, Vn>1neN. (4.8)
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Substituindo (4.8) € 4.7 em 4.6, obtém-se:
bpi1 = da, + 2b, — ¢, Vn>1neN. (4.9)

Dessa maneira, as equagoes (4.7), (4.8) e (4.9) formam o sequinte sistema:

Cln+1 = Cn
bps1 = 5a, + 2b, — c, n>1neN.
Ch+1 = da, + 2bn

Escrevendo-o em sua forma matricial X, 11 = X,,.A, seque que:

CLn—&—l (7% O O 1
Xos1=| bps1 |, Xn=1 b, e A=15 2 -1
Cn+1 Cn 5 2 0

O polinomio caracteristico associado ao sistema é:

A0 1
p(\) = det(A—A)=|5 2—X —1|=-N+2\*+3),
5 2 =)

cujas raizes sao:

)\1:—1, )\QZO (& )\3:3

Para M\, tal que k =1,2,3, tem-se:

— A 0 1 T
(A=X\I)=0¢ 5 2-X) -1 |.|lyl|=]0]|%
5 2 _)\k z
-\ + + z =0
& b+ (2—-XN)y — z =0
Sr + 2y — X2z = 0

Em sequida, substituindo A\, tal que k =1,2,3, no sistema, sem muitos cdlculos tem-

se.
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Para \y = —1,
-1
r=—z,y=2z, com uy==z| 2 |; tal que z#0.
Para Ay =0,
2
9 5
x:—gy,z:o, com up=y| 1 |; tal que y#0.
0
Para \3 = 3,
1
L 2 3 g tal #0
r=-z.y=—-z, com uy=z| 2 |; tal que z :
3 y 37 3 i Y q

De acordo com as informacoes, observa-se que a multiplicidade geométrica para cada
um dos autovalores, \y = —1, \a =0 e A\3 = 3 € igual a 1. Sendo assim, a matriz J

de Jordan similar a matriz A dos coeficientes tem o sequinte formato:

-1 00 (A= D)y =
J=1 0 0 0]; com (A= Xol)uy =
0 0 3 (A= Nl)uz =

Logo, temos que a solu¢ao para o sistema de recorréncia configura-se da sequinte ma-

nera:

X, = a4 f 4 cziuz !
-1 %

= .| 2 (—1)" 4y % 3t
1

com ¢y € c3 cosntantes arbitrdrias.

Como a1 =1 e by = 4, temos o sequinte sistema:

—Cl+%03:1
202—{-%03:4'
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Resolvendo o sistema, temos que c; = + e cs = 2. em que se torna fdcil determinar a

2 27
sequéncia (c,), a qual, por sua vez, é quantidade de colorag¢oes admissiveis:

(=D +3" ¥n>1neN

DN | —

Cp =

Problema 6 (Italian Mathematical Olympiad - 1996)

Dado um alfabeto com trés letras a, b, ¢, encontre o numero de palavras de n letras

com um numero par de a’s.
Solucao:

Sejam as sequintes sequéncias:

e (T): a quantidade de palavras de n letras com um nimero impar de a’s.

e (Sn): a quantidade de palavras de n letras com um nimero par de a’s.

Observe que, pelo principio fundamental da contagem, o nimero total de palavras com

n letras que podem ser formadas com esse alfabeto é:
T, + S, =3" Vn>1neN (4.10)

Por definicao temos que:

e para calcularmos a quantidade de palavras de (n+1) letras com um nimero impar
de a’s; basta dispor as T}, palavras com uma quantidade impar de a’s e, ao lado,
inserir uma das letras b ou c, ou dispor as S, palavras com uma quantidade par

de a’s e inserir ao lado uma letra a, sendo assim.:

Tyir = 2T + Sy Vn>1neN (4.11)

e Para calcularmos a quantidade de palavras de (n+ 1) letras com um nimero par
de a’s; basta dispor as T}, palavras com uma quantidade impar de a’s e, ao lado,
inserir uma letra a, ou dispor as S, palavras com uma quantidade par de a’s e

iserir, ao lado uma das letras b ou c. Sendo assim:
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Spi1 =T + 25, Vn>1neN (4.12)

Dessa maneira, as equagoes (4.11) e (4.12) formam o sequinte sistema de recorréncia:

{ 1 * n>1neN.

Sn+1 = Tn + 2STL
FEscrevendo o sistema em sua forma matricial X, 11 = A.X,,, temos que:
T, T, 2 1
n+1 ’ Xn _ n e A— .
Sh 1 2

Xn—l—l -
Sn+1

Seja:

T

(A= X).u=0 tal que NeR e ﬁ:[
)

] ‘0
Para termos solugcao além da trivial, seque que:

2-2 1

=0 N —4\+3=0.
1 (2=

det(A—A) =0«

Segue que p(\) = A2 — 4\ + 3 € o polinémio caracteristico, cujas raizes sio:
)\1 =1 e )\2 = 3.

Para A\ tal que k € {1,2}, temos:

(A= ND)i=0 [(2_“) ! ][x]:[O]

N (2—>\k>l’ + Yy =
x + 2-XN)y =
Para \; =1,
B 1
T = —y, talqueulzy{ | }, com y # 0.
Para Xy = 3,

1
xr =1y, tal que u}zy[ll; com y # 0.
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Observamos que a multiplicidade geométrica dos autovalores \y = —1 e Xy = 3 sao

respectivamente iguais a 1, de modo que a matriz J de Jordan tem o sequinte formato:

J:[; g], com U:[ul uz}.

Sendo assim a solucdo do sistema de recorréncia tem tal configuracao:

1 3n—1
1 ’

Xn = cl.ul.an_l + CQ.UQ.Bn_l ~ Xn = (. [ ] 1n—1 + ¢o.

com c¢; e co constantes arbitrarias. Dessa maneira, temos:
—1 —1
T, = —cy + 3" e S,=c+c3" .

E de fdcil percepeio o fato de que Ty =1 e Sy = 2. Sendo assim, ¢1 e ¢y satisfazem

o sistema abaizo:

- + g = 1
Cl+02:2.

Um cdlculo simples nos mostra que ¢, = % e = % Portanto,
1 1
Tnzi(—l—l—i’:”) Vn>1neN e Sn:§(1—|—3") Vn>1neN(4.13)

Sendo S, a sequéncia procurada. Vale ressaltar que, se somarmos os dois valores en-

contrados para T, e S, respectivamente, temos justamente o valor da equagdio (4.10).
Problema 7 (OBM - 2010)

Diamantino gosta de jogar futebol, mas se jogar dois dias sequidos ele fica com dores
musculares. De quantas maneiras Diamantino pode escolher em quais de dez dias se-
guidos ele vai jogar bola sem ter dores musculares? Uma maneira € nao jogar futebol

em nenhum dos dias.

Solugdo:
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Vamos inicialmente definir as sequintes sequéncias:

e G,: O total de sequéncias formadas por n dias, tal que no ultimo dia Diamantino

nao jogard futebol.

e F,: O total de sequéncias formadas por n dias, tal que no dltimo dia Diamantino

jogard futebol.

e H,: O total de sequéncias formada por n dias em que o garoto escolherd quando

jogard ou nao futebol.

De imediato, por definicao temos:

e O total de sequéncias formadas por n dias em que o garoto escolherd quando

jogard ou nao futebol é:

H,=G,+F, Vn>1mneN. (4.14)

e O total de sequéncias com (n+ 1) dias em que no dltimo dia o garoto nao jogard
poderd ser calculado de duas maneiras. Uma delas, dispondo as G, sequéncias
em que o garoto nao jogard no n-ésimo dia, e no (n + 1)-ésimo dia o garoto
também ndo jogard. Na outra, dispor as F, sequéncias em que o garoto jogard

no n-ésimo dia, e no (n+ 1)-ésimo dia o garoto nao jogard; ou seja:

Gni1 =G+ F, Vn>1neN. (4.15)

e O total de sequéncias com (n+1) dias em que o garoto jogard no ultimo dia poderd
ser calculado dispondo as G, sequéncias em que no n-énesimo dia o garoto nao

jogard e no (n+ 1) dia o garoto jogard; a saber:

Foin=G, VYn>1lneN. (4.16)

Sendo assim, as equagoes (4.15) e (4.16) formam o sequinte sistema:

G, = G, F,
{ 1 * n>1,néeN.

Fn+1 - Gn

Ou ainda, escrevendo-o em sua forma matricial X, .1 = A- X, em que:

A:h;].

Gn+1

XnJrl = F
n+1

Y n
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Um cdlculo simples mostra que
p(AN) =X —-A—1

¢ o polinomio caracteristico associado ao sistema e que:

(59 - (55).

2 2

sao as suas raizes. Para A\ tal que k € {1,2}, temos que:

o (1_/\1::) 1 i . 0
<A_Ak1>.u_o@{ 1 (_m].[y]_[o]

T + (My =

Susbstituindo N, tal que k € (1,2), temos que:

para \; = (1+2\/5)’
1 5 1+V5
- (+f>, e 1=y[ 2| com y#£0.
2 1
para Ay = (1_2‘/5),

1-/5 1=+/5
zzy( \/—>, eu}:y[ 2 ]; com 1y # 0.

Por meio dessas informacoes, temos que a multiplicidade geométrica para N1 e Xy sao

tguais a 1. Logo, a matriz J de Jordan similar a A possui o sequinte formato:
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Sendo assim, a solugcdo do sistema de relacoes de recorréncias tem o sequinte formato:

X, = Cl.Ul.Oén_1+CZ.u2./6n_1

o[ ()

] (55

1 2

com ¢1 e co constantes arbitrarias. Sendo G1 =1 e F) =1, temos:

{Cl(1+2\/5) 4+ 02(172\/5) -1
C1 + Co =1 .

Por meio de um simples calculo chegamos ao resultado:

0= (") o= (57):

Dessa forma, temos que

(5 05 (5 (59

10 2 10 2

(R (5 (59 (59

10 2 10 2

Sendo assim, com esse resultado, temos a equagdo (4.14), que é a que nos convém:

(0 (52 5

5 2 ) 2

Portanto, temos que:

m= (PE)(5) () (57)

5 2 5 9
— (“52‘/5> (384 17V5) + (38 — 17V5) . (‘[3_52\/3>
760

= — =144
5
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Problema 8 (Roménia - 1998)

Seja A, o conjunto de codigos de comprimento n, formado pelo uso das letras a, b e c,
dos quais nenhum contém ocorréncias consecutivas de a’s ou ocorréncias consecutivas
de b’s. Seja B, o conjunto de codigos de comprimento n formado pelo uso das letras a,
b e ¢, dos quais nenhum contém trés letras consecutivas distintas (portanto, pelo menos

duas das trés letras sao iguais). Prove que |B,11| = 3|A,| para todo n > 1.
Solucao:

Antes de tudo, vamos definir os sequintes subconjuntos de A, :

e X, conjunto de codigos de comprimento n, formados pelas letras a, b e ¢, em

que ndo ocorrem letras a’s ou b’s consecutivas, e termina com a letra a.

e Y,: conjunto de codigos de comprimento n, formados pelas letras a, b e ¢, em

que nao ocorre letras a’s ou b’s consecutivas, e termina com a letra b.

e Z,: conjunto de codigos de comprimento n, formados pelas letras a, b e ¢, em

que nao ocorre letras a’s ou b’s consecutivas, e termina com a letra c.

Para determinar o nimero de cédigos de comprimento (n+ 1) formados pelas letras a,
b e c, em que nao ocorrem letras a’s ou b’s consecutivas e termina com a letra a, ou
seja, | Xny1|. Devemos inserir uma letra a ao final de cada cddigo que termina com as

letras b ou c. A vista disso:
| X1 =|Yul+1Z.] Yn>1,neN.

Para determinar o nimero de cédigos de comprimento (n + 1), formados pelas letras
a, b e ¢, em que nao ocorrem letras a’s ou b’s consecutivas e termina com a letra b, ou
seja, |Yoi1|. Devemos inserir uma letra b ao final de cada cédigo que termina com as

letras a ou c. Sendo assim:
Yol = (Xl +1Z:] V0 >1lneN

Para determinar o nimero de cédigos de comprimento (n+ 1) formados pelas letras a,
b e c, em que nao ocorrem letras a’s ou b’s consecutivas e termina com a letra c, ou
seja, |Zni1|. Devemos inserir uma letra ¢ ao final de cada cédigo que termina com as

letras a, b ou c. Desta forma:

| Zin| = | X + Yol + |Z0] ¥n>1,n€N.
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Além disso, de maneira explicita, temos que:
|An| = | X0 + Yol +120] Vn>1,neN,
ou seja,
|Anl =1Znt1] Vn>1,neN.
De maneira andloga, vamos definir os sequintes subconjuntos:

e T,: o conjunto de todos os codigos em B, que terminam com as letras aa, bb ou

cc.

o W,: o conjunto de todos os codigos em B, que terminam em ab, ac, ba, be, ca

ou cb.

Para determinar os |T,11| cddigos, deve-se inserir uma letra ao final de cada um dos
|T,.| cddigos, de forma que ela jd estd determinada, uma vez que a letra precisa ser igual
a letra final de um desses T, cddigos, ou inserir uma letra ao final de cada um dos |W,|
codigos, de maneira que tal letra também estd determinada, havendo a necessidade de

que essa seja iqual a letra final do codigo. Sendo assim:
Tl = [Wal +1Ta] ¥n>1neN.

Para determinar os |W41| cédigos, deve-se inserir uma letra ao final de cada um dos
|T,,| codigos, em que temos duas possibilidades de escolha para tal letra, pois é necessdrio
que as ultimas letras sejam distintas ou inserir uma letra ao final de cada um dos |W,|
codigos, de maneira que, para satisfazer as condigoes impostas, é necessdrio que essa

letra seja igual d peniltima letra de cada um dos |W,,| cddigos. Assim sendo:
(Wit = Wl +2|T,] YVn>1neN.
Além do que, de maneira evidente, temos:
|B,| = |Wo|+1T,| YVn>1neN
sendo assim,

Bu| = Toa] ¥n>1neN

A wista disso, podemos formar os sequintes sistemas de recorréncias lineares:

|Xn+1| = |Yn| + |Zn|
(S): Yool = | Xal + 1Z, Vn>1neN,
Zpal = [Xal + [Ya| + [Za]

Vn>1néeN,

W, = |W, 2|75,
s { Wl = Wl & 20T
|Tn+1| - |Wn| + |Tn’
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ou simplismente, (S): Sp41=A.5, e (R): Ry = B.R,, tal que:

Sn+1 = ’Yn—l—l‘ ’ Sp = ’Yn‘ e A=|1 0 1 )
Wil | 17| 111
(W] ] W, 12
Ry, - W] R, = W] B '
| Tl | |T] 11

Os polinémios caracteristicos das matrizes associadas A e B sdo, respectivamente,
POA) ==X+ N+3A+1 e P(y)=9"—-2y—1,

cujas raizes de multiplicidade algébrica mqa(A1) = ma(A2) = ma(A3) =1 € my(m) =

mq(72) = 1, sdo as sequintes:

)\1:—1, )\2:1+\/§, )\3:1—\/5 € ’71:1+\/§, ’}/2:1—\/5

A luz disso, para Mg, tal que k=1, 2, 3, temos:

(A= u=0% 1 (— &) 1 dy|=]10]|%
1 1 (1 — )\k) z 0
(—Ak).f + Yy + z =
< o+ (MY + z =

x + y + (1= X))z =
Apds substituir no sistema A, tal que k=1,2,3, temos

para A\ = —1

-1
r=—-y,z=0, talque vy=y| 1 |; com y+#0,
0



Capitulo 4. Aplicagdes 85

para)\2:1+\/§

V2
2
T=Yy=5 tal que up =z ? ; com z #0,
1
para Ay =1 —+/2
_ V2
2
r=y=———, tal que u3z ==z —§ ; com z# 0.
1

De maneira andloga, para v;, tal que, j = 1,2, verifica-se

o Ja-y 2 w] o
amne[ 1 2 1))

@{ (1 —v)w + 2z =
w + 1=z =

Posteriormente, substituindo v;, tal que, j = 1,2, no sistema, decorre que
para vy =1+ V2

2
w=2v?2, tal que 6:[{]; com z #0,

para 1 =1—+/2

—/2
w=2v?2, tal que 17:[ 1/_], com z # 0.

Note que a multiplicidade geométrica para cada A, tal que k = 1,2,3 € igual, ou
seja, mg(A1) = my(Ag) = my(A3) = 1. Assim como, para cada v, tal que j = 1,2,

verifica-se que my(y1) = my(y2) = 1. Desse modo, as matrizes de Jordan J4 e Jg,
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similares a A e B, respectivamente, tém cada uma o sequinte formato:

(A 0 0] 1 0 0 (A= MDi =
Ja=1] 0 X =1 0 (1++v2 0 ;ocom (A= XDy =

0 0 As | 0 0 (1-v2) (A= Ashug =
s o] _farvd 0o ] (B =Dy =
5= = ;. com .

_0 72 L 0 (1_\/5) B —l)v; =

Posto isso, seque que a solugao para os sistemas (S) e (V') figuram de tal maneira:

- \yn—1 - \yn—1 - \yn—1 - _n—1 - _ n—1
Sp = U AT+ coua\y T+ cguz Ay e Vo, =c01y] Fesvayy

ou, simplesmente,

X, | -1 7 -
Y| |=ca| 1 | ()" +c @ (1+V2)" 45 —§ (1—+2)"1,
| Z,] 0 1 1
Wn ] | \/§ ] _\/§
W =y (1+V2)" 4 c5 (1— \/5)”_1,
T, 1 1
em que, ¢1,Co,C3,C4 € C5 SG0 constantes arbitrarias.
Note que | X;| = |Y1| = |Z1| = 1, assim sendo, temos o sistema linear:

—c + ? Cy — § cg = 1
C1 —+ gCQ — g = 1
Co + C3 =1

sem muitos esforcos temos C7 = 0,c9 = (1+2‘/§> e c3= (1_*&).

De maneira andloga, nota-se que |Ws| =6 e |Ty| = 3, logo:

Fuv%4+@—ﬂm=

6
(14+v2)ey + (1—v2)es = 3
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em que c4:c5:%.

Uma vez que |Ay| = |Zpy1| Yn>1, €N e |B,| =|Thy|] YVn>1 €N, as

sequéncias que possibilitam resolver o nosso problema sao:

1 1
|Zn|:§(1+\/§)n+§<1—\/§)n Vn>1, €N,

3 3
|T| = 5(1 +V2)t 4+ 5(1 —V2)" ! ¥Yn>1, eN.

por consequinte,

An| = = [14 V2" + (1= V2™ Yn>1, €N,

W] —

Bl =S [1+vV2)"+(1-V2)"| ¥Yn>1 €N,

de forma direta temos:

3
314a] = 3 [(L+vV2" !+ (1=v2)"!] ¥n>1, €N,
3
[Bua| = 5 [1+vV2)"™ + (1-V2)"] Va1 eN
Portanto, fica provado que |Byi1| = 3|4, ¥V n > 1. |

Problema 9 (OBMU-2001)

Um ratinho estd treinando para mudar de gaiola atravessando um tunel sempre que
soa um alarme. O sistema de tuneis € descrito na Figura 2. Se inicialmente o ratinho
se encontrar na gaiola A e cada vez que soar o alarme o ratinho escolher qualquer um
dos tuneis incidentes a sua gaiola com probabilidade sem ser afetado por escolhas an-
teriores. Qual € probabilidade de que, depois do alarme soar 23 vezes, o ratinho ocupe

a gaiola B?

Solucdo:

De inicio, observamos que apos um niumero par de vezes em que soa o alarme, o ra-
tinho pode ocupar apenas as gaiolas A, E ou C. Em contrapartida, apos um niumero

impar de vezes em que o alarme soa, o ratinho pode ocupar apenas as gaiolas B, D ou F.

(ii) Sejam as sequintes sequéncias:
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-

=
bt

[
e

Figura 2 — Sistema de tuneis.

e a,: A probabilidade de o ratinho ocupar, apds n vezes em que o alarme soar, as
gaiolas (B ou E).

e b,: A probabilidade de o ratinho ocupar, apos n vezes em que o alarme soar, as
gaiolas (A, C, D ou F).

Observe que:

e Para calcular a probabilidade de o ratinho ocupar as gaiolas (B ou E) na (n+1)-
ésima vez em que soar o alarme, é necessario que, caso o ratinho tenha ocupado
uma das gaiolas de centro (B ou E) na n-ésima vez que soou o alarme, com
probabilidade a,, basta o ratinho escolher, na (n+1)-ésima vez que soar o alarme,
a outra gaiola de centro, que serd (B ou E), com probabilidade de % para isSo
ocorrer. No entanto, se o ratinho tiver ocupado uma das gaiolas de canto (A, C,
D ou F) na n-ésima vez que soou o alarme, com probabilidade b, basta o ratinho
escolher na (n + 1)-ésima vez que soar o alarme, uma das gaiolas de centro (B
ou E) em concordincia com a disponibilidade, com probabilidade de % para que

18s0 aconteca; assim sendo:

1 1
Ap4+1 = ga/n —+ §bn

e Para calcular a probabilidade de o ratinho ocupar as gaiolas (A, C, D ou F)
na (n + 1)-ésima vez que soar o alarme, é necessdrio que, caso o ratinho tenha
ocupado uma das gaiolas de centro (B ou E) na n-ésima vez que soou o alarme,
com probabilidade a,,, basta o ratinho escolher, na (n + 1)-ésima vez que soar o
alarme, uma das duas casas de canto que se encontram disponiveis entre (A, C,
D ou F), com probabilidade de % para isso ocorrer. No entanto, se o ratinho tiver
ocupado uma das gaiolas de canto (A, C, D ou F) na n-énesima vez que soou o

alarme, com probabilidade b, basta o ratinho escolher, na (n + 1)-ésima vez que
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soar o alarme, uma das gaiolas de canto (A, C, D ou F) em concordincia com a

disponibilidade, com probabilidade de % para que isso aconteca; assim sendo:

2 1
bn+1 = g(ln + ibn

Sendo assim, temos o sequinte sistema de recorréncia:

Apy1 =
bn+1 ==

Sendo p(\) = 6x* —5x — 1 o polinémio caracteristico da matriz A associada ao sistema

a, -+

1

2Yn

b
an  + 2Yn

WIN ol

acima, 0s autovalores associados sao:

1
)\1:1 [& )\2:_6

Para Ay, tal que k € {1,2}, seque que:

Substituindo A\ tal k € {1,2}, seque que:

Para A\ =1,

— W

3
x = -y, tal que u_’l—y{ ]; com y # 0.

4

Para \y = —1

—1
x = —y, tal que u}:y[ . ]; com y # 0.

Diante disso, temos que a multiplicidade geométrica para ambos os autovalores € igual,

ou seja, mg(A1) = mg(Aa) = 1. Logo a matriz J de Jordan assume o sequinte formato:

J = com
0 (A= Xl)uy; = 0
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Dessa forma, a solucao do sistema de relacoes de recorréncias possui a sequinte confi-

quragao:

| — |
>t
3 3
| I
I
o
AR
1
— e

com ¢y € ¢y constantes arbitrarias.

Atentando-se ao fato de que ay = by = %, podemos formar o sequinte sistema linear:
3 1
ch — C9 = 5
1
C1 + o = 5
Uma vez solucionado o sistema, temos que ¢ = % e —ﬁ. Com isso, chegamos a

sequéncia pretendida:

Portanto, para n = 23, seque que:

_ 3.1 ( 1)22© _3<1+ 1)
T \Te) T T U T en)

Problema 10 (IMO-1979/6)

Sejam A e E vértices opostos de um octogono reqular. Um sapo comeca a pular no
vértice A. De qualquer vértice do octégono, exceto E, ele pode pular para qualquer um
dos dois vértices adjacentes. Quando atinge o vértice E, o sapo fica ld. Seja a, o

numero de caminhos distintos de exatamente n saltos terminando em E. Prove que

{(2 +v2)" (2 \/5)"_1} =123

-1 =0 e ag, =

1
N

Solugdo:
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Figura 3 — Problema do salto do sapo.

Observando-se o octogono na Figura 3, pode-se constatar que o numero de arestas que
une os vértices A e E € sempre par, logo, torna-se impossivel partir do vértice A até o

E com um numero impar de saltos, portanto as,—1 =0 V n > 1.

Para a resolucao do sequndo item, de inicio, suponhamos que o sapo comece pulando

do vértice C ou G, e, em sequida, vamos definir as sequintes sequéncias:

e c,: numero de caminhos distintos com exatamente n saltos, onde o sapo comega

pulando do vértice C e, a partir deste, termina em FE; tal que n > 1.

e gn: numero de caminhos distintos com exatamente n saltos, onde o sapo comega

pulando do vértice G e, a partir deste, termina em E; tal que n > 1.

De maneira explicita, observa-se pela simetria da figura que ¢, = gy,.

Por definicao, observamos que, pulando de inicio no vértice A, existem 4 maneiras de

0 sapo se mover nos dois saltos iniciais:

A— B — A,
A— H— A,
A— B —C,
A— H —G.
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Por outro lado, sequindo a definicdo, observamos que existem trés maneiras de o sapo

se mover nos dois saltos iniciais se comegar pulando no vértice C':

C —B—C,
C —D—C,

C — B — A.

De modo andlogo, se o sapo comegar a pular pelo vértice G, existem trés maneiras para

ele se mover nos dois saltos iniciais:

G— H— G,
G— F — G,

G — H— A.

Para calcularmos a,,, procederemos da sequinte maneira:

e Observemos que, para determinar a,, se o sapo der os dois saltos iniciais e re-
tornar ao ponto A, tendo em vista dois caminhos possiveis para tal, basta ele dar
an_o saltos partindo de A até chegar ao vértice E. Por outro lado, se o sapo der
os dois pulos iniciais e nao voltar para o ponto A, veremos que tais sequéncias
terminam em C, ou em G. Dessa forma, terminando em C, basta dar c,_o sal-
tos até chegar a E, ou se, terminando em G, proceder de forma andloga. Sendo

assim:

p = 2059 + 2¢,_o, YN > 2.

Para calcularmos ¢, sucederemos da sequinte maneira:

e Observemos que, para determinar c,, se o sapo der os dois saltos iniciais partindo
de C e terminar no ponto A, basta ele dar a,_s saltos partindo de A até chegar
ao vértice E. Por outro lado, se o sapo der os dois pulos iniciais e voltar para
o ponto C, tendo em wvista dois caminhos possiveis para tal, basta ele dar c,_o

saltos até chegar no ponto E. Sendo assim:

Cn = Qp_o + 2¢p_9, YN > 2.

Dessa forma, temos o sequinte sistema:

an = 20,2 + 2cp_9

Ch = Qun2 + 20,9
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para todo n > 2.

Observemos ainda que os termos impares da sequéncia {a,} sdo iguais a zero, logo, 0s

termos que nos interessam sao da forma:

azn = 203(n-1) + 2¢2(n-1), Vn >1,

Con = A2(n—-1) +262(n71)7 Vn > 1.

Portanto, fazendo a sequinte substituicao de varidveis, as, = W, e cs, = L,, temos:

a2n = 2a3(n-1) + 2Cm-1) V>l
Con = Qon—1) T 2Com-1) B
W, = 2W,_ 2L,,_
Lt ! Vn>1.
L, = W, + 2L,

FEsse ultimo sistema reescreveremos em sua forma matricial, X, = A.X,,_1, Vn > 1,
em que o mesmo € equivalente a X, 11 = A.X,, VYn >0, tal que:

eA:22.
1 2

Wn+1

Xn+1 - I
n+1

Y n

O polinomio caracteristico da matriz associada é:

2—-A 2

p(A) =det(A— ) = L 9

=\ — 4\ + 2.

Como as raizes de p sao os autovalores:
M=2+V2 e a=2-V2

Para M\, tal que k = 1,2, decorre que:

(A—)\kI).ﬁ:O@[@_)\k) 2 ].[x]:{o}@
1 (2= Ar) Yy
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2=z + 2y =0
= .
x + 2-X)y =0

Substituindo A\ tal que k = 1,2, de modo elementar, ocorre que:

Para My =2+ V2,

V2
r=yVv2, e U=y \{_], com y # 0.

-2
T=—-yV2, e b=y 1/—], com y # 0.

A wista dessas informagcoes, observa-se que ambos os autovalores, \; e Mo, tém a
mesma multiplicidade geométrica, ou seja, mg(A1) = mg(Ae) = 1. Dessa forma, a

matriz J de Jordan apresenta o sequinte aspecto:

(2+v2) 0 (A= MI)il, —
0 (2-v2)| "\ U-nDa =

Logo, a solugdo para o sistema de recorréncias assume o sequinte formato:
n—1 n—1
Xn = (C1.U1.Cx + CQ.U/Q./B .

Ou, equivalentemente,
W, { V2
= (1. 1

I -(2+\/§)n_1+02.

—/2 n—1
V2 (2-v2)",
1
com ¢y e co constantes arbitrdrias.
E de ficil percepcio que Wy =ay =0 e Wy =ay = 2, dessa forma, seque que:

Cl\/§ - 02\/§ =0
01(2\/§+2) _ c2(2\/§—2) - 2

Resolvendo o sistema temos que ¢; = ¢ = %, assim sendo:

W, = ‘f (2+ \/5)"71 _ ‘f (2- \/§)n71 ,
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consequentemente,

Qopn =

Sl

.{(2+\/§)”_1
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5 Recorréncias Lineares com Coeficientes

Constantes.

Neste Capitulo abordaremos as relacoes de recorréncias lineares com coeficientes
constantes de sequnda ordem e de terceira ordem. Para tanto, transformamos cada
recorréncia linear em um sistema linear de relacoes de recorréncias lineares de primeira
ordem com coeficientes constantes com duas e trés incognitas, respectivamente, e, a
partir dos estudos realizados nos capitulos anteriores, estabelecemos a solucao de cada

uma delas.

5.1 Recorréncia Linear de Segunda Ordem Homogénea

Sejam a,b e ¢ constantes reais com a - ¢ # 0. Considere a recorréncia linear de

sequnda ordem, abaizo:

Q- Spio+b-spi1+c-5,=0, com a-c#0 e b*—4dac> 0. (5.1)

Observacao: O caso ¢ = 0 pode ser visto como uma recorréncia linear de primeira
ordem. A condicio b*> — 4ac > 0 garante que as raizes da equacdo caracteristica da
recorréncia linear sejam todas reais.

Vamos transformar a recorréncia linear de sequnda ordem (5.1) em um sistema
linear de relacoes de recorréncias lineares de primeira ordem. Para tanto, devemos

considerar a sequinte mudanca de varidveis:
Tn = Sny,  Yn = Sn+1-
Observe que,

Yntl = Sny2 = (—ﬁ) Ln — (2) Yn

Tn+1 - 0 1 T
Yn+1 —§ _2 Yn

Logo, s, € solugio de (5.1) se, e somente se, (Tpn,Yn) € solucao do sistema (S) acima.

Tn+1 = Sn+1:O'xn+1'yn
(S) {

Ou ainda,

(5)

Os autovalores da matriz A dos coeficientes do sistema (S) sdo as raizes do polindmio

caracteristico

—A 1 9 b c
p()\):alet(A—)J):det[_Z —Z—)\] = +<a>)\+a.
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Logo, os autovalores satisfazem a sequinte equacao do sequndo grau:
ar’> + b\ +c=0. (5.2)

A equagao (5.2) também é conhecida como equag@o caracteristica da recorréncia
linear (5.1).

Sejam A\ = « e Ay = [ as duas raizes reais da equagio (5.2). Relembremos que
mq () representa a multiplicidade algébrica do autovalor X, enquanto my(\) representa
a multiplicidade geométrica do autovalor A\. No que seque, temos dois casos a conside-

rar:

1. mg(a)+my(B) = 2. Neste caso, a matriz de Jordan similar a matriz A € diagonal,

J:[a O]’
0 p

e a solugdo do sistema (S) é dada por

dada por

ITL — — — —
Xp = = cpii" ! + cotis 3" !
Yn

em que uy,Us sao os autovetores associados aos autovalores o e (3, respectiva-
mente. Observando a primeira coordenada do vetor solucao X, deduzimos, em

particular, que

sn = Cra" 1+ Gy

2. a=f emy(a) =1 < 2. Neste caso, a matriz de Jordan similar a matriz A é

5]

e a solugio do sistema (S) é dada por

dada por

X, = [ o ] =0 (ulan_l + us(n — 1)a”_2) + cousd™ L,
Yn

com
(A—alus =0 e (A—al)u; = us.

Observando a primeira coordenada do vetor solucao X, deduzimos, em particular,

que

$p = Cra™ ' 4 Cy(n — 1)a™ 2
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5.2 Recorréncia Linear de Terceira Ordem Homogénea

Sejam a,b,c e d constantes reais com a - d # 0. Considere a recorréncia linear de

terceira ordem abaizo:

a-Spi3+b-Spia+c-Spi1+d-s, =0. (5.3)

Observacao: O caso d = 0 pode ser visto como uma recorréncia linear de sequnda
ordem, ja estudada na Secao anterior.

Vamos transformar a recorréncia linear (5.3) em um sistema linear de relagoes de
recorréncias lineares de primeira ordem. Para tanto, considere a sequinte mudanca de
Variaves:

Ty = Sny Yn = Sn+1 € Zpn = Sp42-
Observe que,
Tp+1 = Sn—l—l:O'xn_l'l'yn—{'O'Zn

(S) Ynt1 = Spy2=0-2,+0 -y, +1-2,
= s == (D= ()= (2)

Ou ainda,
g1 0 1 0 Tn
(S ) Yn+1 | = 0 0 1 1 Yn
Zn+1 - g - g - g Zn

Logo, s, é solugio de (5.1) se, e somente se, (Tp,Yn,2n) € solugio do sistema (S)
acima. Os autovalores da matriz A dos coeficientes do sistema (S) sao as raizes do

polinomio caracteristico

p(A) =det(A—X) = det| 0 —X\ 1

Logo, os autovalores satisfazem d sequinte equacao do terceiro grau
aX’ + b\ + A +d =0. (5.4)

A equagao (5.4) também é conhecida como equagd@o caracteristica da recorréncia
linear (5.3).

Sejam Ay = a,\y = [ e A3 = v as trés raizes reais da equagao (5.4). Relembre-
mos que mq(X\) representa a multiplicidade algébrica do autovalor A, enquanto mgy(\)
representa a multiplicidade geométrica do autovalor . No que seque, temos trés casos

a considerar:
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1. my(a) +my(B) + my(y) = 3. Neste caso, a matriz de Jordan similar & matriz A

¢ diagonal, dada por

a 0 0
J=10 p 0|,
0 0 v
e a solugio do sistema (S) é dada por
T
Xo= | o | = wa™ " + cauaf"" + caugy" !
Zn

em que Uy, Ug, Uz SaGo 08 autovetores associados aos autovalores o, 3 ey, respecti-
vamente. Observando a primeira coordenada do vetor solucao X, deduzimos, em

particular, que

Sp = ClOénil + Cgﬁnil + Cg’ynil.

2. a=f emgy(a)+my(y) =2 < 3. Neste caso, a matriz de Jordan similar a matriz

A € dada por

0 0 ~
e a solugio do sistema (S) é dada por
In

Xo=1|wyn | =1 (ula”_l + ug(n — 1)a”_2> + Cottg™ T 4 cauzy™

Zn

com
(A—aluz =0, (A—alus=0 e (A—al)u; = us.

Observando a primeira coordenada do vetor solucio X,, deduzimos, em particular,

que

sy = C1a" 4 Co(n — 1)a™ % + C3y" 2.

3. a= =7 emy(a) =1<3. Neste caso, a matriz de Jordan similar a matriz A

¢ dada por

o = O
—_ o O
O o o
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e a solugio do sistema (S) é dada por

mn
—1 -2
Xn = Un = C (U]_Oén_l + UQ(TL — 1)0/1—2 + us (n >2(n )Oén_3>
Zn,

+ ¢ (ugan_l + uz(n — 1)a"_2> + cguza” 1,

com
(A—al)uz =0, (A—alug=u3 e (A—al)u; =us.

Observando a primeira coordenada do vetor solucao X,, deduzimos, em particular,

que

sp = C1a" 1 4+ Cy(n — 1) ? + C3(n — 1)(n — 2)a™ .

5.3 Exemplos de recorréncias Lineares Homogéneas

Nesta Segao apresentamos mais exemplos dos casos tratados nas Segoes anteriores

desse Capitulo, a saber Segoes 5.1 e 5.2.

5.3.1 Recorréncia Linear de Segunda Ordem Homogénea

Exemplo 1. Resolva a sequinte relacao de recorréncia:
Gpio = Tapy1 — 10ay,, para n>0, ag=2 e a3 =4.
Solucdo:

De inicio faremos a sequinte mudanca de varidvel x, = a, e Y, = an+1. Dessa forma,

temos o sequinte sistema:

Tpn+1 = +  Yn
Yn+1 = _10-7771 + 7yn

ou, ainda,

FRENIE!

KXn+1 A Xn
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Um calculo simples nos mostra que \y = 1 e Ay = 5 sdo os autovalores da matriz
A dos coeficientes do sistema, com multiplicidade algébrica ma(A;) = ma(Xy) =1, e

autovetores associados dados por:

Observa-se que a multiplicidade geométrica para ambos os autovalores € igual, ou seja,

mg(A1) = mg(Xa) = 1. Assim, a matriz de Jordan similar a matriz A assume a forma:
)\1 0 1 0 (A—)\lf)ul =0
J = = com .
0 )\2 0 5 (A — )\QI)UQ =0
Portanto, a solugcao do sistema € dada por:

Xn = C’lul)\’f*l + CQUQ)\;Lil.

Tn
Yn

Como xg =2 e x1 =4, temos que:

Ou, ainda,

1 1
501 + %02 = 2
sC1 + 1Cy =

de maneira que C; =3 e Cy = % Portanto, como x,, = a,, temos como solucao da

TeCOTTENCIA:

1 3
= 5"+ = >1 .
an, 25 +2 Vn>1neN
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Exemplo 2. (Sout Alabama) Determine a formula explicita de a, em fungio de

n, da sequéncia definida por anio = 20,11 —ay, paran > 1, sendo dados a; = 5,as = 5.
Solucgdao:

Fagcamos a sequinte substituicao de varidvel, x, = a, € Y, = Gny1, resultando no sis-

tema de recorréncia:

Tnt1 = Yn Vn>1,neN
Yn+1 —Tn + 2yn

ou, de forma matricial,

Tn+1 o 0 1 Ln
Yn+1 -1 2 Yn '
Por meio de cdlculos explicitos, temos que A = Ay = Ay = 1 € 0 autovalor de multi-

plicidade algébrica igual a 2, da matriz A dos coeficientes do sistema, com autovetores

associados dados por:

—1+y

0
;o com yeR, sendo y=1, entdo u}z[ ]; e
Yy

1
u}zy[ll, tal que 1y # 0.

Observa-se que a multiplicidade geométrica para o autovalor A =1 € 1, isto é: mg(\) =

1. Assim, a matriz de Jordan, J, similar a matriz A possui a sequinte configuragdo:

S [re] froe (A ADity = i
oAl Tl " Yu=anm = o0

Diante isso, temos a solugdo do sistema dada da sequinte forma:

[\)

Xn = Cl (U1>\n71 + UQ(TL — 1))\7172) -+ 02u2)\n71.
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Consequentemente,

MR

Logo, como x, = a,, seque que:

Ay — Cl(n — 1) + 02;

como a1 = as = 1, temos o sequinte sistema linear, de fdcil resolucao:

% =0 i onde Ci1=2 e Cy=05.
Cl + CQ =7

Portanto, a formula explicita é:
ap,=2n—1)+5 Vn>1neN.

Exemplo 3. Um modelo para o niumero de lagostas capturadas por ano é baseado no
fato de que o nimero de lagostas capturadas num certo ano € iqual a média aritmética
do niumero de lagostas capturadas nos dois anos anteriores. Sendo L, o niumero de

lagostas capturadas no ano n, determine:
(a) uma relagao de recorréncia que seja satisfeita pela sequéncia (Ly)n>1;

(b) uma formula explicita para L, se no primeiro ano de observagdao foram captura-

das 10.000 lagostas e no sequndo, 30.000 lagostas.

Solucao:

Para o item (a), o nimero de lagostas capturadas num certo ano € igual d média
aritmética do numero de lagostas capturadas nos dois anos anteriores. Logo temos a

sequinte relagdo de recorréncia:

1 1
Ln+2:§Ln+1+§Ln VnZ 17n€N

Para o item (b), vamos utilizar o resultado do item (a), fazendo a sequinte substituicao

de varidvel, L, =z, e L,i1 = yn, que resulta no sequinte sistema:

Tn = n
i L 1y Vn>1néeN,
Ynt1 = 3Tn + 5Yn
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ou, simplesmente,

Tn41 o 0 1 Tn
Yn+1 % % Yn .
Um cdlculo simples nos mostra que Ay = —% e Ay =1 sao os autovalores da matriz

A dos coeficientes do sistema, de multiplicidade algébrica ma(A;) = ma(Xe) = 1, com

autovetores associados dados por:

. —2 . 1

1=y e Uy =1y com y # 0.
1 1

Observa-se que a multiplicidade geométrica para ambos os autovalores € igual, ou seja,

mg(A1) = mg(Xo) = 1. Assim, a matriz de Jordan similar ¢ matriz A possui a sequinte

estrutura:

[

S a0 -1 0 oy | (A= ADE = 0
1o s| |0 1 (A= X)u = 0

Sendo assim, a solucao do sistema da-se por:

[\

X, = Crupa™ ! + Coun B!

Ou, equivalentemente,
Tn
Yn

Como x1 = 10.000 e y; = 30.000 seque que:

I

C;  + Cy=30.000

de maneira que C = msﬂ e Cy =

como solugao da recorréncia original:

70.000

3 Por conseguinte, como x, = L, temos

L, =

40.000 "t 70.000
s

3 \ 2
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Exemplo 4. Sejam a; = as =1 e a0 = 2022a,,11 + 2023a,, para n > 1. Deter-

mine o resto da divisdo de asgsz por 7.
Solugdo:

Facamos a sequinte mudanga de varidvel x, = a, € Y, = apr1. Sendo assim temos o

sequinte sistema:

Tt = Yn Vn>1néeN,
Yni1 = 2023z, + 2022y,

Tn+1 . 0 1 L,
Yns1 | 12023 2022 | | . |

Por meio de calculos elementares, temos que \y = —1 e Ay = 2023 sdo os autovalo-

ou, diante disso,

res, de multiplicidade algébrica mq(A1) = mq(A2) = 1, da matriz A dos coeficientes do

sistema, com autovetores associados dados por:

-1 _1
_i:y[ 1] eu}zy[%f?’] com y # 0.

Observa-se que a multiplicidade geométrica para ambos os autovalores € igual, ou seja,

mg(A1) = my(X2) = 1. Assim, a matriz de Jordan similar a matriz A é da forma:

a 0 -1 0 (A=X)u; = 0
J = = com ~ .
0 B 0 2023 (A=X)uy; = 0
Por consequinte, a solucao do sistema é dada por:

X, = Chuy (—1)"" + Chuy2023"1

Assim,

1

! 2023 ] 2023" .
1

—C
L

] (—1)" " 4+ Oy

Tn
Yn
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Como x1 = x9 = 1, ocorre que:

—C + gECe = 1
Ci + G =1

1011 02 __ 2023

— o1z = 13- Consequentemente, como T, = a,, seque que:

de modo que C; =

1 1011
L= ——2023" " 4 ——— (=1 ! > 1
a 101203 +1012( ) Vn>1neN,

portanto,

_2023%2 1011
42023 = 019 T 1012

Observa-se que:

- 20232022 N 2023 — 1012 N 2023 (20232921 4- 1) ]
(2023 = 1012 1002 A9023 = 012

Fazendo uso de congruéncia modular, seque que:

2023 = —1 (mod 1012) <« 2023°"*' = -1 (mod 1012)
& 20237" +1=0 (mod 1012).

Ou seja, 1012 | 20232921 + 1, entdo existe k € Z, tal que 2023*°*' 41 = 1012k. Dessa

forma, temos

2023 (1012k)

2023 = 1012 = 2023 = 7(289]€ — 1) + 6.

Portanto, o resto é 6. [
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5.3.2 Recorréncia Linear de terceira Ordem Homogénea

Exemplo 1. Resolva a sequinte relacao de recorréncia:
ani3 = 10a,10 — 3laysq + 30a,, para n >0, ag=05, a3 =10 e as = 15.
Solugdo:

Facamos a sequinte substituicao de varidvel, T, = an, Yn = Api1 € Zn = Api2, 1St

posto, temos o sistema:

Tp+1 = Yn
Ynt1 = Zn Vn>1mneN.

Zn+1 = 30z, — 3ly, + 10z,

Por meio de calculos rudimentares, seque que \y = 2, Xy = 3 e A3 = b sdo os
autovalores, de multiplicidade algébrica ma(A;) = ma(Xy) = ma(A3) = 1, da matriz A

dos coeficientes do sistema, com autovetores associados dados por:

1 1 1
1 9 25

- 1 - 1 - 1

w=z|g5 |, w=z|g3 e u3=z| ¢ |, talque z#0.
1 1 1

Verifica-se que a multiplicidade geométrica para ambos os autovalores € igual, ou seja,
mg(A1) = mg(Aa) = (A3) = 1. Assim, a matriz de Jordan similar ¢ matriz A possui a

sequinte caracteristica:

MO0 2.0 0 (A— M)
J=10 X 0 |=]03 0/|; com (A=) =
0 0 A3 00 5 (A—=X3l) =

Logo, a solugdo do sistema de recorréncia tem o sequinte formato:

X, = Clul)\?*l + CQU2)\371 + C3U3>\g71 =

T

= | Yy | = Ch on—1 + (Y 3n—1 + (4 5n—1‘

[ Y [ N

= Wl Ol
[\

= U= 01"—‘

Zn
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Como xg =2, x1 =3 e x9=2>5, temos que:

10+ £Cy + =C3 = 5
SO e s 80 135 625
101 + 502 + %C:s = 10 ; onde Olzgu 02:7 € 03:—?-
G+ 30, + 103 = 15

Portanto, como x, = a,, temos a sequinte solucao para a recorréncia original:

5 5 1
o= —ontlp Zgn_ Zantl oy oy > N.
a 3 —1—2 6 n=zlne

Exzemplo 2. (Pan-Africana 2019) Seja (a,)02, uma sequéncia de nimeros reais

definida por:

2043 — Apio — 8apy1 + 4a, = 0; ap=3, a1 =2 e ay =12

Mostre que a, € sempre um inteiro positivo.
Solugdo:
Transformaremos a equacao de recorréncia 2a,,3 — Upio — 8apy1 + 4a, = 0 em um

sistema por meio da substituicio de varidvel x, = a,, Yp = Api1 € Zp = Qpyo, dO

qual decorre que:

Tn+1 = Yn
Ynt1 = Zn Vn>1neN
Zny1 = —2x, + 4y, + %zn
ou, de forma matricial:
Tn+1 0 Tn,
yn+1 - 0 O 1 Yn
Zna1 -2 4 % Zn
Fazendo uso de cdlculos perceptiveis, seque que \y = 2, Ay = —2 e A3 = % sao
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os autovalores da matriz A dos coeficientes do sistema, de multiplicidades algébricas

ma(A1) = mg(A2) = my(A3) = 1, com autovetores associados dados por:

e uz=2z1| 2 tal que z # 0.

l
— Nl e
l

Constata-se, sem muitas dificuldades, que a multiplicidade geométrica para ambos os
autovalores € igual, ou seja, my(A1) = mgy(A2) = my(A3) =1 Logo, my(A1) +my(A2) +

mg(A3) = 3. Assim, a matriz de Jordan similiar & matriz A possui a sequinte caracte-

ristica:
J=10 X 0 |=]10 -2 0|; com (A—Xl)uy; = 0
0 0 X3 0 0 3 (A—=XsDuz = 0

Diante disso, temos a solugcdo do sistema de recorréncia de tal forma:

Xn = Clul/\?il + 02u2)\121,—1 + CgUg)\gil.

Consequentemente,
1 1
Ln 4 4 4 1 n—1
g | =Ci| L2 G | =L (=2 G| 2 (2) |
Zn 1 1 1
Como xg =3, 1 =2 e x9=12, sucede que:
sC1 — 0y + 8Cs
i(]l + iOQ + 403 = 2 3 onde 01:16, 02:—8 e 0320

G — 30+ 2c3 = 12

Por conseguinte, como x, = a,, Seque que:

an=2"" 4+ (=2)"©a, =2"2+(-1)"] Vn>1neN.

De maneira evidente, observa-se que 2" e [2+ (—1)"] € Z%. Portanto fica provado

que a, € sempre um numero inteiro positivo.
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Exzemplo 3. Seja a sequéncia (a,),>1 tal que:

Qpy3 = 9an10 — 24a,41 + 200, V n>1; a1 =D5, ay =8, a3=12.

Determine uma formula explicita para a, em funcao de n.
Solugdo:

Por meio de uma mudanga de varidvel, x, = a,, Yn = Qni1 € Zp = Gupio transfor-

maremos a sequéncia recorrente, Qny3 = 9,10 —24a,1+20a, no sistema subsequente

Tp+1 = Yn
Yn = Zn n>1néeN,
Zn = 20z, — 24y, + 9z,

ou, da sequinte maneira,

Tt 0 1 0 T
yn+1 = 0 0 1 Yn
Zn+1 20 =24 9 “n

Uma vez resolvidos os cdlculos necessdarios, seque que \y =5 e Ay = A3 = 2 540 0S
autovalores da matriz A dos coeficientes do sistema e o0s autovetores associados a Ay e

Ao sdo, respectivamente, iy e s, dados por:

tal que z # 0.

!
=
Il
N
!
= N =

E de facil percepcio que a multiplicidade geométrica para X = 5 € igual a 1, assim como
a multiplicidade geométrica para A = 2 também € igual a 1. Dessa forma, a soma das
multiplicidades geométricas € igual a 2. Consequentemente, a matriz de Jordan similar

d matriz A possui a sequinte caracteristica:

M 0 0 5 0 0 (A= Duy =
J=10 X 0 |=]020]; com (A= XoDuy = u3
0 1 X\ 01 2 (A= X D)iz = 0



Capitulo 5. Recorréncias Lineares com Coeficientes Constantes. 111

Da forma de Jordan similar a matriz A, obtemos o vetor generalizado iy associado

com o autovetor Uz :

—1+z _1
1 1
Uy = | =22 |y com z€R, se z2=0 entio uy = | —;
z 0

Por meio dessas informagoes, podemos constatar que a solugcao para o sistema de re-

corréncia tem o sequinte formato:

X = Crug Ny + Cy (uA3 ™ + ug(n — DAF™) + Caus\y ™,

ou, ainda,
1 1 1 1
Ln 25 a1 1 1
Yo | =C1| L[+ G| -2+ (n—1) | 3|27+ Cs| L |27
Zn 1 0 1 1
Como x1 =5, 1o = —8 e x3 =12, dd-se que:
%C’l iC’g + iC’g =
éCl — iCQ + %Cg = 8 ) onde 01 = O, CQ =-8 e 03 = 12.
Ch + C3 = 12

A wista disso, como x, = a,, verifica-se que

an=(6-n)2""1 Vn>1neN

Exzemplo 4. (Vietnd - 98) Sejam a e b inteiros. Uma sequéncia de inteiros a, €

definida por ag = a, a; =b. as =2b—a+2,a,13 = 3ap12 — 3ap11 +a,, ¥V n>0.
(1) Determine o termo geral de a,.
(2) Calcule os inteiros a e b para os quais a, € quadrado perfeito para n > 1998.

Solucgdo:
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Para solucionar o primeiro item, utilizaremos uma substituicao de varidvel, x, =

Qpy Yn = Api1 € Zp = Qpio, com a finalidade de transformar a recorréncia
Gpisz = 3Apio — 31 +a, VYn>1nelN

no sequinte sistema:

Tpy1 = Yn Tnt1 0 1 0 Tn
Yn+1 — Zn S| Yt | =10 0 1 |.| yu Vn>1.
Zntl = Tpm — 3Yn + 32, Zna1 1 -3 3 Zn

Em decorréncia de cdlculos acessiveis, temos que X =1 € o unico autovalor da matriz
A, portanto, sua multiplicidade algébrica € igual a 3, e o seu autovetor associado é

dado por:

uz =211 tal que z # 0.

Observa-se que a a multiplicidade geométrica para X =1 é igual a 1. Desse modo,

a matriz de Jordan, similar a matriz A dos coeficientes, tem um unico bloco de Jordan

de dimensao trés, possuindo a sequinte configuracdo:

A0 0 100 (A- )i, = b
J=11 X 0|=|110]; com (A= Xuy = uj
0 1 A 01 1 (A= XDiz = 0

Da matriz de Jordan J similar a matriz A, obtemos os vetores generalizados uy e

Uy, dados por:

3+z 3

w=|1+z2 com z€R, se z=0 entao uy=|1 |,
Z 0

24z | =

b= —-1+=z2 com z€R, se 2=0 entio uy = | —1
z 0
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Logo, decorre que a solucao do sistema de recorréncia é expressa como:
1
X, =G (un"—l Fai(n— DX + i - 2)(n - 1)>\”‘3> 4

+ (u})\"fl + uz(n — 1))\”*2) + Cyus AL

Portanto,
3 -2 1
Xo=Ci||1|+(n=1)| -1 |+=z(n=2)(n—=1)| 1 ||+
0 0 1
—2 1 1
+ O 1 |+Mn=-1)]1 +C5| 11|,
0 1 1

sendo assim, temos x, = C} {3 —2n—-1)+1in-2)(n- 1)] +Co[-2+ (n+ 1)]+Cs.

Como x, = ay,, entdo xg =a, vr1 =0 e w9 =2b—a+ 2, logo seque que:

601 — 302 + 03 = a
301 — 202 + 03 = b )
Cl — CQ + 03 = 2b—a -+ 2

em que C;y =2, Co=—a+b+6 e C3=-2b+3b+6.

Dessa forma, substituindo os respectivos valores de Cy, Cy e C3 em x,, e retornando

a varidvel original, determina-se o termo geral da sequéncia procurada:
an=n>+n(—a+b—1)+a Vn>1neN.
Para resolver o item (2), basta observar que:
n4+n(—a+b—1)+a=(n+k)’=n>+2k+ k2
sendo assim,
a=k e (—a+b—1) =2k
Dessa ultima expressdo, de maneira evidente, seque que,
(—a+b—1)=2ksb= kK +2k+1=(k+1)>
Portanto, a = k* e b= (k+1)?, tal que k € Z. [

Como o leitor pode perceber, fica facil observar um padrdo e aceitd-lo mais natu-
ralmente. Ainda destacamos que ndo abordamos os casos de raizes complexas nesta

dissertagdo, ficando o tratamento de tal topico destinado a trabalhos futuros.
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5.4 Consideracoes Finais

A téenica aplicada nas Segoes 1 e 2 deste Capitulo podem ser facilmente adaptadas
e utilizadas para transformar uwma recorréncia linear homogénea de ordem n com coe-
ficientes reais num sistema linear de primeira ordem com n incognitas. Por meio da
matriz de Jordan, similar a matriz dos coeficientes do sistema, e da teoria das recorrén-
cias lineares de primeira ordem, obtemos a solugcdo geral do sistema e, em particular,
quando olhamos para a primeira componente da solugdo vetorial, a solugdo s, da re-
corréncia linear de ordem n. Nao apresentamos esses resultados nesta dissertacao uma
vez que eles fogem aos seus objetivos, dado que nos propomos a estudar com detalhes
0s casos em que n = 2 e n = 3, justamente aqueles que estudamos na disciplina de
Matemdtica Discreta do Mestrado Profissional em Matemdtica, elucidando suas solu-
coes ao mesmo tempo que sugerimos sua generalizagdo. Entretanto, apresentaremos a
ideta para o caso n =4 e deixaremos o leitor perceber o padrao que se forma para uma
recorréncia linear homogénea de ordem superior a 4.

Para tanto, considere a recorréncia linear de ordem 4, dada abaizo

Apt4q4 = f(an; Qnp+1, An4-2, anJrl) vV n > 17 (55)

onde f ¢ uma funcao linear. Vamos considerar s, a solucao da recorréncia linear acima.
Por meio de uma mudanca de varidvel, x, = a,, Yp = Qpi1,2n = Gpio € tp = Qpi3
transformaremos a sequéncia recorrente no sistema X, = A - X,, onde A é uma

matriz real de ordem 4 e

X, =

Portanto, a solugio s, da recorréncia linear (5.5) corresponde a expressio geral e
simplificada da primeira componente da solucdo vetorial X,,.
No que seque, consideraremos que o, 3,7y e T sao 0s autovalores reais da matriz dos

coeficientes do sistema X, = A - X,. Vamos dividir a andlise em quatro casos:

1. mg(a) +my(B) + my(y) + my(7) = 4. Neste caso, a matriz de Jordan similar a

matriz A € diagonal, dada por

o o o Q9
o o W O
o 2 o O
N O O o
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e a solugio do sistema (S) é dada por

Xn = = cluloznfl + 02u25"71 + CgUg’}/nil + C4’U,37'n71

onde uy, U, Uz, Uy SG0 0S autovetores associados aos autovalores o, 3,7 e T, res-
pectivamente. Observando a primeira coordenada do vetor solugio X, deduzimos,

em particular, que

sn=C1a" 1+ Cof" T 4+ Oy + Oy

2. a=f,my(a) =1, com my(c) +my(y) + my(7) = 3 < 4. Neste caso, a matriz de

Jordan similar a matriz A € dada por

a 0 0 0
I a 0 0
00 ~ 0
0 0 0 7
e a solugio do sistema (S) é dada por
Tn
X, = Yn = ¢ (ulan_l + us(n — 1)a”_2) + cousa™ !
ZTZ
Wn

+ C3U37n71 + C4U4Tn71,
com
(A—al)us =0, (A—al)u3=0, e (A—al)uy =uy, (A—al)uy=0.

Observando a primeira coordenada do vetor solucao X,, deduzimos, em particular,

que

5y = 010" 1 4+ Co(n — 1)a" 2 + Csy™ 1 4+ Cyr™ 1.

3. a=f,7y =1 emy(a) =1,my(y) = 2. Portanto, my(a)) + my(y) = 3 < 4. Neste

caso, a matriz de Jordan similar a matriz A € dada por

o O~ 0
o o o O
O 2R O O
2 o O O
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e a solugio do sistema (S) é dada por
X, = = ¢ (ulan_l + us(n — 1)a”_2) + cousa™ !

+ cgugy" T+ cquay" T
com
(A—aluy =0, (A—aluz=0, e (A—al)u; =uy, (A—al)uy=0.

Observando a primeira coordenada do vetor solucao X,, deduzimos, em particular,

que

Sp = Ol()ln_l + Cz(n — 1)&"_2 + 03’}/”_1 + 04’)/”_1.

4 a=By="Te mg(a) + mg(fy) = 2 < 4. Neste caso, a matriz de Jordan similar

a matriz A € dada por

a 0 0 0
1 a 0 0
00~ 0
0 0 1 #
e a solugio do sistema (S) é dada por
Tn
X, = Yn = (ulo/‘_l + us(n — 1)a”_2) + coupa™
Zn
Wn,

+ 3 (u;;”y”fl + ug(n — 1)7"72> + cqugy™
com
(A—alug=uy, (A—al)uy=0 e (A—al)uy =us, (A—al)uy=0.
Observando a primeira coordenada do vetor solug¢io X,, deduzimos, em particular,
que
sp=Cra" 14+ Co(n — 1)a" 2 + Csy™ 1 4+ Cy(n — 1)y 2

5. a= =7~ emyla)+my(r) =2 < 4. Neste caso, a matriz de Jordan similar d

matriz A € dada por

o O~ D
o = D O
o O O O
= o O O
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e a solugio do sistema (S) é dada por
n o1 - 9 o1 _
X, = Y = ¢ <u1a” Y pily(n —1)a™ 2 + u3§(n —2)(n—1)a" 3)

+ o (ﬁga"_l + us(n — 1)a"_2) + cgilza” T 4 cqtiy T,
com
(A—aluy =0, (A—aluz=0, (A—aluy=us e (A—al)u; = us.
Observando a primeira coordenada do vetor solucao X, deduzimos, em particular,
que
sn = 010"t + Co(n — 1)a" 2+ C3(n — 1)%a” 3 + Cyr" .

6. a=0=v=1emy(a) =1 < 4. Neste caso, a matriz de Jordan similar @ matriz

A € dada por

a 0 0 0
1 a« 0 0
0 1 a O
0 0 1 «
e a solugdo do sistema (S) é dada por
Ty,
Xn = Yn = (ﬁlan_l + 7;[:2(77/ - 1)Oén_2)
Zn
wy,

+ (ﬁgé(n —2)(n—1)a" 3 + 64615(71 —3)(n—2)(n— 1)&”_4>
+ o (ﬁga”_l +iiz(n — 1)a" "2 + 2_[4;(71 —2)(n — 1)(1”_3)
+ 3 (ﬁga"_l + ty(n — 1)04”_2) + ¢yt
com
(A—aluy =0, (A—al)ug=uy, (A—al)ug=uz e (A—al)u; = u,.

Observando a primeira coordenada do vetor solucio X,, deduzimos, em particular,

que
sp=C1a" 4+ Cy(n — 1)a" 2+ C3(n — 1)(n — 2)a™? + Cy(n — 1)(n — 2)(n — 3)a™ ™.
Como se vé, por meio da forma de Jordan e da teoria elementar das recorréncias

lineares de primeira ordem, é possivel resolver quaisquer sistemas lineares homogéneos

de relagoes de recorréncias, em particular, qualquer recorréncia linear homogénea.



118

6 Conclusao

Ao longo do presente estudo, procuramos enfatizar a relevincia das relagoes de
recorréncias para resolver problemas dos mais variados tipos, destacando aqueles rela-
ctonados a contagem, pois estao relacionados ao uso de sequéncias recorrentes como
ferramenta de modelagem para tais situacoes. Além disso, buscamos ligar o uso desse
instrumento diretamente com as competéncias da BNCC, de forma a se tornar util
na abordagem e solucdo das diversas situacoes adversas com as quais o aluno possa se
deparar, especialmente as competicoes olimpicas, como jd foi visto nos capitulos ante-
riores. Nesse sentido, tais esclarecimentos podem inclusive auziliar alunos em etapas
preparatorias desses concursos.

Apds um estudo analitico sobre sistemas de recorréncias lineares de primeira ordem,
bidimensional e tridimensional, considerando os casos em que a matriz dos coeficientes
do sistema tem autovalores reais, utilizando a decomposicdo de Jordan da matriz dos
coeficientes, espera-se que esta pesquisa traga uma nova perspectiva sobre o estudo de
problemas que envolvam maltiplas sequéncias recorrentes em sua modelagem, forne-
cendo ndo s6 um dispositivo direto e eficaz no que se propoe, mas servindo como ma-
terial complementar na disciplina de MA-12 Matemdtica Discreta, além de ser usada,
sequndo as necessidades, tanto por alunos quanto por professores do PROFMAT. Pois,
além de ter-se provado 1til na resolucao de sistemas de recorréncias lineares, o método
estudado também se mostrou eficaz na obtencao da solucao de recorréncias lineares de
ordem qualquer. Por fim, é possivel compreender, por exemplo, por quais razoes surge o
polinomio caracteristico tao usual no processo de resolucao de recorréncias de sequnda
ordem, algo extremante comum no cotidiano dos alunos do Programa.

Esperamos ter atingido todos os nossos objetivos até aqui, contribuindo para tornar
o estudo de sequéncias recorrentes um forte aliado ao se buscar estratégias para soluci-
onar problemas que permeiam diversos campos da matemdtica. Assim sendo, almeja-se
que nossos estudos ndao parem por aqui, mas que, em trabalhos futuros, possamos tra-
tar de casos nos quais a matriz dos coeficientes do sistema tem autovalores complexos,
assim como trabalhar com sistemas lineares nao homogéneos, erpandindo ainda mais

nosso campo de aplicacio diante dos desafios que venham a surgir.
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