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Resumo

A Radiagao Césmica de Fundo (em inglés, Cosmic Microwave Background - CMB) é uma
radiagao eletromagnética (microondas), que advém do cosmos e que foi produzida quando o
Universo tinha aproximadamente 380000 anos. Em sintese, essa radia¢ao possui um espectro
térmico de corpo negro, foi prevista teoricamente por George Gamov, Ralph Alpher e
Robert Herman em 1948 e descoberta por Arno Penzias e Robert Wilson em 1965. Nesse
contexto, o presente trabalho centra-se em estudar a CMB, especificamente a sua origem e
evolugao, e como podemos obter dela informagdes cosmolédgicas. Os dados oriundos das
observagoes da CMB assumem papel central no desenvolvimento da cosmologia moderna
e em nossa compreensao do passado do Universo. Nesse sentido, o espectro de poténcia e
as suas anisotropias (tanto em temperatura quanto em polarizagao) nos revela a fisica por
tras da CMB - e, portanto, do Universo primordial - e nos permite verificar a consisténcia
dos mais variados modelos cosmologicos. Os atuais experimentos direcionados a CMB
visam, especialmente, uma maior sensibilidade nas medic¢oes relativas aos modos B de

polarizagao (um dos entes fisicos mais procurados pelos cosmologos atualmente).

Palavras-chaves: Radiagdo Cosmica, Universo, Origem, Evolucao.



Abstract

The Cosmic Microwave Background (CMB) is electromagnetic radiation (microwaves)
that comes from the cosmos and was produced when the Universe was approximately
380,000 years old. In summary, this radiation has a blackbody thermal spectrum, it was
theoretically predicted by George Gamov, Ralph Alpher and Robert Herman in 1948
and discovered by Arno Penzias and Robert Wilson in 1965. Therefore, the present work
focuses on studying the CMB, specifically its origin and evolution, and how we can obtain
cosmological information from it. Data originating from CMB observations play a central
role in the development of modern cosmology and in our understanding of the universe’s
past. In this sense, the power spectrum and its anisotropies (both in temperature and
polarization) reveal the physics behind the CMB - and the primordial Universe - and
allow us to verify the consistency of the most varied cosmological models. The current
experiments directed at the CMB aim, especially, at greater sensitivity in measurements
on the B polarization modes (one of the physical entities most sought after by cosmologists

today). Key-words: Radiation. Cosmic. Origin. Evolution. Universe.
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OLHANDO PARA O UNIVERSO ATRAVES DA
RADIACAO COSMICA DE FUNDO

CAPITULO 01
UMA IDEIA GERAL DA ABORDAGEM

“Na vida, nao existe nada a temer, mas a entender”.
(Marie Curie)



24

1 Uma ideia geral da abordagem

Informagoes importantes sobre fenémenos fisicos antigos da evolu¢ao do Universo,
e também relativamente mais recentes, podem ser extraidas da andalise da CMB, uma
reliquia dos estagios iniciais da evolugao do Universo, permitindo conhecer algo sobre
sua composicao e sua histéria. As observagoes da CMB sao, portanto, uma base em que
se firma a Cosmologia moderna de precisao, além de representar um divisor de aguas
na histéria da Cosmologia (NASELSKY; NOVIKOV; NOVIKOV, 2006); (PARTRIDGE,
2006).

A temperatura da CMB, em torno de 2,725 K, é uma das medidas mais precisas
na Cosmologia (ROSSMANITH, 2013); (FIXSEN, 2009). A uniformidade observada
na temperatura da CMB vinda de diversas dire¢des do céu, concorda com o Principio
Cosmoldgico que, na Teoria do Big Bang, assume a homogeneidade e isotropia do Universo
em grande escala. Neste sentido, a CMB é uma forte evidéncia em favor da Teoria do Big

Bang.

A CMB foi prevista na década de 1940 por George Gamow (GAMOW, 1946), Ralph
Alpher e Robert Herman (ALPHER; BETHE; GAMOW, 1948); (ALPHER; HERMAN,
1950). Mais de duas décadas depois, em 1965, essa radiacao foi detectada pelos radioastrd-
nomos Arno Penzias e Robert Wilson (PENZIAS; WILSON, 1965), fortalecendo a ideia
defendida pela Teoria do Big Bang de que o Universo surgiu de um estado muito quente e

denso (Hot Big Bang), em que radia¢ao e matéria estavam acopladas em equilibrio térmico
(ALPHER; BETHE; GAMOW, 1948); (FABRIS; AL, 2016).

A radiacao cosmica de fundo foi emitida quando o Universo tinha cerca de 380000
anos e a temperatura havia baixado o suficiente para que os elétrons pudessem ser
aprisionados em pocgos de potencial de nicleos de atomos de hidrogénio. Na faixa de
tempo onde ocorreu a formacao dos primeiros atomos, os fotons desacoplaram da matéria
e puderam viajar até atingirem o nosso aparelho de observacgao. Esses fotons da CMB
possuem um espectro de corpo negro e carregam informagoes sobre a temperatura e sobre
a densidade de matéria na tltima superficie de espalhamento (GUAITOLINI JUNIOR,
2012).

Experimentos importantes estiveram e estdo dedicados a analisar a CMB, prin-
cipalmente as suas anisotropias, porque estas trazem informacoes sobre a formacao de
estruturas, como galaxias e aglomerados de galaxias. Dentre esses experimentos, podemos
citar: Tenerife, VLA (Very Large Array), DASI (Degree Angular Scale Interferometer),
SZA (The Sunyaev-Zeldovich Array), FIRS (Far Infra-Red Survey), MAXIMA (Millimeter
Anisotropy eXperiment IMaging Array), Boomerang (Balloon Observations of Millime-
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tric Extragalactic Radiation and Geophysics), COBE (Cosmic Background Explorer),
WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) e mais recentemente o satélite Planck
(GUAITOLINI JUNIOR, 2012). Particularmente, o COBE foi langado pela agéncia norte
americana National Aeronautics and Space Administration (NASA) em 1990. As medidas
foram refinadas pelo WMAP, lancado pela NASA em 2001. Os dados mais recentes vém do
satélite Planck, uma colaboragdo da NASA e da European Space Agency (ESA), lancado
em 2009 (EVANS, 2015); (PETTINARI, 2016).

Os dados coletados nessas observacoes tém contribuido para que a comunidade
cientifica possa entender melhor o Universo, porque os dados confirmam previsoes, como a
homogeneidade e isotropia em grande escala, mas também alimentam novos desafios, novos
problemas a serem solucionados, como é o caso do problema do horizonte, que diz respeito
justamente a observacao da homogeneidade e isotropia (BAUMANN; MCALISTTER,
2015); (DIMOPOULOS, 2021).

E as anisotropias? Que informacoes sao retiradas da observacao das anisotropias?
Trabalhos recentes importantes, fundamentados nos dados da missao Planck, apresentam
valores de parametros cosmologicos extraidos da andlise do espectro de poténcia da CMB
(DURRER, 2020); (GIOVANNINI, 2008); (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Essas sao

duas das questoes motivadoras deste trabalho.

A presente monografia tem como objetivo principal a busca pelo entendendimento
do que é a CMB e de como podemos obter dela informagoes (como a evolugao do Universo
e os valores de importantes pardmetros cosmologicos). Além disso, pontuamos que este
trabalho busca fornecer uma base tedrica abrangente (especialmente direcionada a alunos
de graduacao que sao simpatizantes do tema e aqueles que pretendem iniciar os estudos no

tema) e que mostre detalhadamente as ferramentas conceituais e matematicas utilizadas.

A relevancia deste trabalho é evidente quando entendemos que o estudo da CMB
e de suas propriedades é uma grande fonte de informacoes sobre o Universo primordial,
uma vez que é o observavel cosmoldgico mais antigo conhecido (um verdadeiro féssil
cosmolégico!). Nesse sentido, esta investigagdo se motiva no potencial que a CMB tem de
fornecer informacoes relevantes sobre o nosso Universo (passado e presente), como a sua

idade, geometria e contetido.

Em termos metodologicos podemos afirmar que esta monografia é resultado de
uma pesquisa bibliografica. Nesse sentido, para fundamentar este trabalho, realizamos
uma revisao da literatura atual que trata da CMB, incluindo livros e artigos de revistas
especializadas em Cosmologia. Por fim, podemos citar que a sequéncia de apresentagao
dos contetdos deste trabalho foi elaborada com vistas a construcao gradativa das ideias
que, em geral, culminam em equagoes ou em resultados ligados & CMB (especialmente as

anisotropias e a polarizagao).
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Esta monografia é dividida em 13 capitulos, cuja sinopse segue:

o Capitulo 01: Na introducao buscamos fazer uma breve sintese do nosso objeto de

estudo (a CMB) e apresentamos a estrutura do trabalho.

o Capitulo 02: Este capitulo serd dedicado a historia térmica do Universo, desde a
era de Planck até a formagao das galaxias. Nesta se¢do explanaremos as principais
fases do Universo (ordenadas cronologicamente) e apresentaremos alguns dados que
julgamos relevantes para se ter nocao da dimensao das energias e temperaturas

envolvidas em cada estagio de evolu¢do do cosmos.

o Capitulo 03: Essa parte da monografia tratara dos aspectos fundamentais do Big
Bang, a teoria cosmoldgica mais aceita na atualidade. Iniciaremos a abordagem
falando sobre alguns suportes observacionais, que sustentam a teoria do Big Bang (e
o ferrametal matematico envolvido neles), passaremos pelos modelos cosmoldgicos e

terminaremos o capitulo tecendo breves comentarios sobre a densidade do cosmos.

o Capitulo 04: Nesse ponto vamos introduzir a teoria que melhor descreve o comporta-
mento geométrico (e gravitacional) do Universo: a Relatividade Geral. Comegaremos
falando sobre alguns elementos importantes para entendermos o comportamento
de um Universo em expansao e trataremos das equagoes de campo gravitacional e
suas derivacoes: equacoes de Friedmann, da aceleragao e da continuidade. Finaliza-
remos essa parte fazendo uma breve analise qualitativa da expansao cosmologica

(baseando-se na teoria inflacionéria).

o Capitulo 05: Nesse capitulo trataremos do ferramental matematico que é destinado
a descricao do contetdo do Universo: as equagoes de Boltzmann. Iniciaremos com
a construcado matematica da equacao de Boltzmann a partir de alguns principios
fundamentais, citaremos alguns passos importantes para a obtencao da referida
equacgao para o caso de um Universo homogéneo e em expansao e terminaremos este

capitulo falando sobre a deducao dos termos de colisao.

o Capitulo 06: Posteriormente, no capitulo 06, vamos nos dedicar, basicamente, ao
tratamento das perturbacoes cosmoldgicas. Daremos inicio a secao apresentando
alguns elementos da teoria de perturbacao, passaremos pelas perturbacoes de um
Universo com métrica Friedmann-Lemaitre-Roberson-Walker (FRLW) e dissertare-
mos sobre: o efeito das perturbacoes nos termos de colisao, o formalismo de Fourier e
as equagoes de Boltzmann para diferentes constituintes do Universo (f6tons, barions,

neutrinos e matéria escura).

o Capitulo 07: Esse capitulo buscara oferecer uma abordagem mais profunda sobre
as nao-homogeneidades do Universo. Apés algumas consideragoes iniciais, versare-

mos sobre as perturbagdes tensoriais (especialmente as ondas gravitacionais e as



Capitulo 1. Uma ideia geral da abordagem 27

perturbagoes nas equagoes de Einstein), escalares (também nas equagoes de Einstein)
e encerraremos esse capitulo falando sobre as equagoes de Einstein-Boltzmann em

tempos primitivos.

o Capitulo 08: O capitulo 08 serd dedicado a teoria do crescimento linear das
estruturas cosmolodgicas e nele falaremos, em sequéncia, sobre: o crescimento das
estruturas, a evolu¢ao das grandes escalas (o super-horizonte e o cruzamento do
horizonte) e das pequenas escalas (o cruzamento do horizonte e o sub-horizonte), a

funcao de tranferéncia e o fator de crescimento.

o Capitulo 09: Essa parte sera inteiramente dedicada ao objeto de estudo desse
trabalho: a CMB. Iniciaremos com breves aspectos histéricos sobre a descoberta
da CMB, seguiremos com o tratamento do contexto cosmologico de formacao da
radiagdo (a época da recombinagao), passaremos pelas flutuacoes de temperatura no
Universo primordial e encerraremos o capitulo apresentando algumas propriedades

fisicas e estatisticas da CMB.

o Capitulo 10: As anisotropias da CMB serao abordadas no capitulo 10. Comegare-
mos pelas anisotropias de larga escala angular e discorreremos sobre: as oscilagoes
acusticas, o amortecimento da difusao e algumas heterogeneidades importantes.
Completaremos a discussao inicial sobre as anisotropias apresentando o espectro de
poténcia da CMB e mostrando quais os efeitos de diversos parametros cosmolégicos

nesse espectro.

o Capitulo 11: Em seguida, neste capitulo, faremos um estudo da polariacao da CMB.
Daremos inicio a discussao definindo e abordando os pardmetros de Stokes, a esfera
de Poincaré e a polarizacao de campo da CMB. Apés isso, trataremos dos modos E
e B, comentaremos como sdo feitos os cdlculos de C'(1) e de dT/T e finalizaremos o

capitulo discorrendo sobre os contaminantes césmicos da CMB.

o Capitulo 12: Dedicaremos esta parte as perspectivas futuras do estudo da CMB.
Nesse sentido, citaremos as evolugoes obtidas ao longo dos tltimos anos e apresenta-
remos alguns experimentos que se encontram em desenvolvimento com o objetivo
de melhorar a deteccao dos dados oriundos da CMB e, assim, de obter maiores

restricdes para os valores dos pardmetros cosmolégicos.

e Capitulo 13: No ultimo capitulo teceremos os comentarios finais sobre o presente

trabalho e sobre o tema estudado.
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UMA BREVE BIOGRAFIA DO COSMOS

“Somos os representantes do cosmos. Somos um exemplo do que o
hidrogénio pode fazer com 15 bilhoes de anos de evolugdo cosmica’
(Carl Sagan)



29

2 Uma breve biografia do cosmos

2.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“Uma breve biografia do cosmos” aborda uma série de acontecimentos cronologica-
mente ordenados sobre a evolucao do Universo. Neste parte traremos, além das principais
caracteristicas de cada era cosmoldgica, de alguns valores de grandezas como energia e
temperatura que a teoria cosmoldgica padrao prevé. A sua importancia dessa discussao
esta atrelada a necessidade de conhecermos, com certo detalhamento, as fases evolutivas

do Universo até se transformar no que observamos hoje.

2.2 A era de Planck

A era de Planck é o nome dado ao periodo inicial da evolu¢ao do Universo no qual
todas as estruturas estavam reunidas em uma dimensao muito pequena, que caracteriza o
comprimento-limite imposto pela teoria quantica: o comprimento de Planck (da ordem de
107%m). A era de Planck cobre o intervalo de tempo que vai de 1073 a 1073 segundos
depois do Big Bang. E estimado que a temperatura durante esta época diminuiu de 1032K
a 10K (DODD; GRIPAIOS, 2020). Nessa era, o espaco, o tempo, a energia e toda a
matéria estavam reunidos em uma minuscula regidao, que estava sob a influéncia de uma

unica forca fundamental.

Essa forca era resultado da unido das 4 interacoes fundamentais conhecidas hoje:
a interacao nuclear forte (que atua unindo os quarks e dos nicleons e é descrita pela
Cromodinamica Quéntica), a interagao nuclear fraca (que atua mediando os decaimentos
radioativos), a interacdo eletromagnética (que atua nos fendémenos associados a eletricidade
e ao magnetismo e é descrita pela Eletrodindmica Quéantica) e a interagao gravitacional

(que atua atrativamente em corpos massivos e é descrita pela Relatividade Geral).

Dito isso, para se compreender satisfatoriamente a era de Planck, é necessaria uma
teoria de gravitacao quantica (ou de uma Grande Teoria de Unificagdo - GUT), uma vez
que a Relatividade Geral e a Mecanica Quantica encontravam-se, nessa época, fundidas.
No entanto, até os presentes dias, se procura uma maneira de unificar a Relatividade Geral
a Mecanica Quantica e, mais precisamente, unir a forca gravitacional as demais interagoes

fundamentais, cuja unificacao é descrita, com certa precisao, pelo Modelo Padrao.

Em sintese, se pode analisar a era de Planck em dois instantes distintos:

« 107" segundos (onde: T ~ 103K ~ 10GeV):
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O Universo emerge da era Planck, na qual a gravidade quantica era dominante.
A densidade de energia é dominada por particulas relativisticas e esta caindo com p o
1/a* o T* (DODD; GRIPAIOS, 2020), em que a representa o raio do Universo e T' é
a temperatura. Ainda nas proximidades desse instante, o tempo de Planck, a interacao

gravitacional se separou das outras trés forcas fundamentais.
« 107% segundos (onde T ~ 10%®K ~ 10GeV):

Nesse ponto estima-se que o Universo observével (que hoje tem cerca de 10
anos-luz de tamanho) se encontrava confinado em um volume da ordem de um milimetro
cibico (DODD; GRIPAIOS, 2020). Neste instante, a interacao forte se separa das forgas
eletromagnética e fraca e, pouco tempo mais tarde, a bariogénese levou a dominancia

cosmoldgica da matéria sobre a antimatéria.

2.3 A era dainflacdo césmica

Nessa fase se dé origem a assimetria entre matéria e antimatéria, ao mesmo tempo
em que os monopdlos magnéticos desaparecem (CIENCIA, 2016). Além disso, a inflagao
cHésmica fez com que o Universo passasse por uma rapida expansao em um intervalo de
tempo mindsculo. De acordo com o modelo inflacionario proposto por Guth (em 1981), a

inflacdo césmica ocorreu quando o Universo tinha apenas 1073° segundos de idade.

Em meio a essa época, acredita-se que o raio do Universo aumentou de um fator
de 10 (DODD; GRIPAIOS, 2020). Essa brusca expansao fez com que a geometria
coésmica, que inicialmente era curva, se tornasse praticamente plana. Em virtude disso, o
periodo inflacionario provocou uma forte queda de temperatura no Universo, apesar da
energia liberada na transicao de fase (também denominada transigdo de vacuo) ter sido
transformada em energia térmica. Em seguida, a referida energia térmica foi transferida
para as particulas, que foram reaquecidas a mesma temperatura que teriam se a inflagao

nao tivesse ocorrido.

Quando a temperatura caiu para T =~ 10K ~ 10> GeV ocorreu a quebra de

simetria eletrofraca e o Universo observavel se encontrava contido em uma regiao de 10

cm de tamanho (DODD; GRIPAIOS, 2020).

Um dos modelos mais aceitos hoje para a explicagdo da origem da inflacao é
o seguinte: quando o Universo primordial se expandiu (e, consequentemente, esfriou),
atingindo uma temperatura critica de 10'* GeV, o vacuo simétrico se tornou instavel.
Nessa época, a energia do vacuo simétrico se tornou maior do que a energia do vacuo de
quebra de simetria. Esse “desequilibrio” energético fez com que o Universo passasse por
uma transicao de fase, na qual passou de um estado de maior energia para um de menor,

e isto motivou a inflacdo exponencial.
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Com o fim do perfodo inflacionério (em ¢ &~ 1073%s) inicia-se a era da radiacdo, onde
o Universo reaqueceu e o fator de escala se comportava como: a t2 (DODD; GRIPAIOS,
2020). Os eventos mais notéaveis da histéria césmica ocorreram quando a expansao era
dominada pela radiacao, particularmente em redshifts z > 10%, onde a temperatura 7" o t2

e tinha escala de:
B 109K N 1MeV

T(t)_ \/g ~ \/]_f )

(2.1)

com t €Xpresso em segundos.

2.4 O congelamento césmico

Ao fim da inflagdo, o Universo consistia em pares particula-antiparticula (incluindo
quarks e léptons) e fétons. Nessa época, as quantidades de cada espécie de particula
eram aproximadamente as mesmas e essa igual proporcao era devida a reagoes como
e~ + et < v+, que acoplavam a matéria (elétrons e pdsitrons) aos campos de radiagdo
(fétons).

A medida em que o Universo se expandiu e houve a queda da temperatura e da
densidade, as particulas (que se acoplavam cada vez mais fortemente) puderam sair do
contato térmico com a radiagdo: a esse fendmeno da-se o nome de “congelamento”. A
existéncia do congelamento dependeu essencialmente da taxa I' de reacao das particulas:
se essa taxa fosse menor que a taxa de expansao do Universo, as particulas deixavam
de reagir e salam do contato térmico com os demais constituintes do Universo, logo, o
congelamento ocorreu quando H > I', em que H ¢é o parametro de Hubble, que mede a

taxa de expansao do Universo.

As particulas de interagao fraca (como os neutrinos, por exemplo) que congelaram
cedo, quando a temperatura kT > mc? (em que k = 1,38 x10723J /K representa a constante
de Boltzmann e ¢ = 3 x 10®m/s é velocidade da luz no vacuo), nio foram afetadas, apesar
da sua densidade numérica simplesmente ter diminuido quando n oc a™3 o< (2 + 1)? ao fim
do congelamento (essas particulas sao chamadas de “quentes”). Por outro lado, quando
kT ~ mc?, a densidade numérica n das particulas que ainda estavam fortemente acopladas
a radiagao comegou a depender (aproximadamente) da se¢ao térmica média de choque o:

n o (ma)~! (essas particulas sao chamadas de “frias”).

2.5 A bariogénese

Apos a era inflacionaria inicia-se a bariogénese. Acredita-se que esse processo tenha
sido o responsavel pela geragdo do excesso de barions, através dos decaimentos de particulas

muito massivas em t = 10~ %%s.



Capitulo 2. Uma breve biografia do cosmos 32

Para que um excesso de barions fosse possivel em um Universo inicialmente simétrico,
seriam necessarias trés condigoes: a existéncia reagoes que violassem o nimero barionico;
as simetrias de carga conjugada (C) e de carga conjugada-paridade (CP) também deveriam
ser violadas; e a expansao do Universo deveria proporcionar um afastamento temporario

do equilibrio térmico. A partir disso, o excesso de barions teria sido gerado apds a inflacao

(PARTRIDGE, 2006).

Para entender como surgiu o excesso de barions vamos supor a existéncia de uma
particula massiva (o béson X), que violou a conservagdo do niimero baridénico em seu
decaimento. Em seguida, vamos supor também que a taxa de decaimento I'x era menor
que a taxa H de expansao do Universo, de modo que os bésons X sairam do equilibrio
térmico e permaneceram abundantes a medida em que decairam. Nesse ponto, podemos
assumir a existéncia de dois canais de decaimento possiveis, que produzem diferentes
numeros de barions por decaimento. Se r for a probabilidade do decaimento ocorrer pelo
primeiro canal, entdo (1 — r) representard a probabilidade de ocorréncia pelo segundo
canal. Com base nisso, o numero de barions por decaimento do béson X gerado por varios
processos desse tipo serd:

N:TN1+(1—T)NQ, (22)

em que N; representa a quantidade de barios gerados pelo i-ésimo canal de decaimento.

Agora vamos considerar que, durante a época da simetria matéria-antimatéria,

deve ter existido um X para cada X, que decaiam em N antibarions assim:
N = 7N, + (1 —7)Ns. (2.3)

Dessa maneira, o nimero liquido de barions 6 N gerado a partir da aniquilacdo de um par
XX foi:
SN=N-—-N=(r—7) (N —N,). (2.4)

De acordo com a primeira condigdo imposta, devemos ter Ny # Ny, e a segunda
condi¢do permite que (r —7) # 0 (PARTRIDGE, 2006). Como o béson X e as suas
propriedades sao desconhecidas, ndo conseguimos calcular nem (r — 7) e nem 0N. No
entanto, observagoes astronomicas nos permitem avaliar ) N aproximadamente, escrevendo-
o como uma razao de densidades numéricas de duas espécies:
ny

)
nx +nx

SN = (2.5)

em que ny, representa a densidade numérica de barions no final da bariogénese, e nx e ny
sao as densidades numéricas do bdson X e de sua antiparticula antes dos processos de
decaimento. Cada decaimento de X (ou de X) produziu um ou dois quarks (dependendo
das probabilidades r e 7), logo:

SN ~

~ . 2.6
i (2.6)
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Além disso, nessa época, as densidades numéricas de quarks (n,) e de fétons (n.,) eram
aproximadamente iguais, entdao (PARTRIDGE, 2006):

SN ~ (”") , (2.7)

3 \n,

onde ny/n, ~ 1077

2.6 A transicao quark — hadron: a era hadronica

Apbs o decaimento dos bésons X e X (em ¢t = 10~ s ap6s o Big Bang, aproxima-
damente) o Universo era constituido de f6tons, léptons e pares quark-antiquark (com uma
quantidade ligeiramente maior de particulas em relacdo a antiparticulas). Ao se atingir
uma temperatura de T ~ 3 x 102K ~ 300MeV dizemos que a Cromodindmica Quantica
se tornou confinante: os quarks livres comegaram a se combinar para formar os hadrons.
Esse acontecimento, que ocorreu antes do Universo completar 7 x 1075 segundos de idade,
marcou o inicio da era hadronica (PARTRIDGE, 2006).

Os hadrons mais familiares sao os protons e os néutrons, que sdo conjuntamente
chamados de ntcleons. Na era hadronica o Universo estava inundado deles, porque a
temperatura era suficientemente alta para a criagao de pions, niicleons e outros hadrons,
assim como de suas antiparticulas (CIeNCIA, 2016). Cabe destacar que, nessa época, 0s
léptons ja existiam, porém eram “dominados” pelo denso mar de hadrons existente no
Universo. Esse mar de hadrons foi formado pela combinacao da alta densidade de hadrons
com a alta agitagao térmica (causada pela elevada temperatura do Universo). Com isso,
os hadrons comecgaram a se agregar e formaram um fluido continuo e denso, constituido

por quarks, antiquarks e glions, chamado de plasma de quarks-glions.

2.7 A era leptonica

O inicio da era leptonica é situado entre 7 x 107° segundos, quando a temperatura
era T ~ 10" K ~ 10 MeV, e 5 segundos, quando a temperatura era de 6 x 10° K
(DODD; GRIPAIOS, 2020). Nesse intervalo, o Universo era composto basicamente de
elétrons, poésitrons, foétons, neutrinos e antineutrinos e tinha aproximadamente um ano-luz
de tamanho. Particularmente quando a idade césmica era de t ~ 1 segundo, com uma
temperatura cosmica T ~ 10 K ~ 1 MeV, o Universo tinha grandes quantidades de
elétrons e pésitrons porque a massa de repouso deles é de m.c? ~ 0,5 MeV. Nesse instante
nao se esperaria haver muitos néutrons ou prétons (p) porque as massas de repouso deles
sao aproximadamente iguais a 1 GeV (CIeNCIA, 2016).

Nesse contexto, nao poderia haver nenhum nicleo atémico em razao das altas

temperaturas, que separaria néutrons e prétons e ionizaria qualquer outra estrutura maior.
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Por outro lado, durante essa época da evolucao cosmoldgica, havia pequenas quantidades
de prétons e néutrons, que frequentemente participavam dos seguintes processos nessas
altas temperaturas:

Ue+pret +n, (2.8)

Vet+mn e +p. (2.9)

Portanto, na era leptonica a temperatura era alta o bastante para provocar a
producao de pares elétron-positron, que eram continuamente criados e aniquilados. Na
mesma linha, ocorria uma crescente troca de energia entre fétons, elétrons (através do
espalhamento Compton) e neutrinos. A partir desse ponto os neutrinos e os antineutrinos
comecaram a se comportar como particulas livres e se separaram do restante da matéria,

evoluindo de maneira independente.

Devido a essas interagoes, todo o Universo se encontrava em equilibrio térmico
e existiam, aproximadamente, a mesmas quantidades de elétrons, pésitrons, neutrinos
e fotons. Os nucleons se encontravam imersos nesse mar de fotons e léptons e, nessa
época, se acredita que a proporcao de niicleons para fotons, elétrons e neutrinhos era de
1 para 1 bilhdo. Existiam, aproximadamente, o mesmo nimero de prétons e néutrons e
cada nucleon colidia frequentemente com os 1éptons e os seguintes processos ocorriam:
os néutrons capturavam os positrons e produziam protons, e os protons capturavam um

elétron e produziam néutrons, conforme as expressoes (2.8) e (2.9).

No final da era leptonica a temperatura caiu de tal forma que as massas do néutron
e do préton se tornaram consideravelmente diferentes. Ainda nesse estagio de evolugao
do Universo, muitos elétrons nao tinham mais energia suficiente para converter prétons
em néutrons, enquanto que a conversao de néutrons em prétons ainda ocorria facilmente.
Esse mecanismo resultou na proporcao de 1 néutron para cada 5 prétons no comecgo da
era de radiacao (CIeNCIA, 2016).

2.8 A nucleossintese do Big Bang

Os suportes observacionais atuais fornecem uma confianga maior sobre a evolugao do
Universo a partir de t = 10™°s ap6s o Big Bang (como foi o caso da evolugao das densidades

numéricas de prétons e néutrons e a formagao dos primeiros 4tomos eletricamente neutros).

Em t ~ 10%s, quando T ~ 10° K ~ 0,1 MeV, o Universo era praticamente
constituido por fétons, neutrinos e antineutrinos, com uma pequena quantidade de elétrons
e de nucleons, e o Universo observével ji tinha cerca de 100 anos-luz (ou 10*cm) de
tamanho (DODD; GRIPAIOS, 2020). Pouco depois, quando ¢ =~ 3 ou 4 minutos, onde
T ~ 8 x 10® K (escala de energia que coincide com as dos processos nucleares) comega a

nucleossintese, periodo no qual todos os néutrons livres (e alguns prétons livres) foram
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confinados nos nicleos atémicos e formaram elementos leves, como deutério, hélio e litio

(CIENCIA, 2016).

Os nucleos de qualquer elemento (com exce¢do do hidrogénio) necessitam da
combinagao néutrons-prétons para serem formados. Nessa linha, podemos citar que a
primeira etapa do processo de formagao de dtomos foi a sintese de deutérios através da
reacdo n + p — d + 7. Antes da temperatura do Universo cair a 10°K, a abundancia
de deutérios era muito baixa, mas, apés t =~ 100 s (em T =~ 10° K), taxa de reacao de
deutérios aumentou e todos os néutrons restantes nessa época foram incorporados aos
nicleos e, assim, estabilizados: como a energia de ligacao do deutério estd em torno de
0,26 MeV, a sua existéncia estava condicionada a queda da temperatura para menos de

10 K (temperaturas maiores que essa faria com que os fétons separassem os niicleos).

Os deutérios, no entanto, tém baixa energia de ligacao e as reacoes nucleares
subsequentes (como d +d — 3He +n e *He + d — *He + p) converteram rapidamente a
maioria dos deutérios em nicleos muito mais estaveis. Posteriormente, os néutrons e os
protons continuaram a se combinar em hélio e este processo nao cessou até que todos os
néutrons fossem incorporados em nicleos de hélio. Por outro lado, os protons que sobraram

(que ndo encontram mais néutrons para reagir) tornaram-se dtomos de hidrogénio.

O que limitou a producao de ntcleos mais estaveis foi o nimero de néutrons
disponiveis, que foram quase todos transformados em *He préximo de ¢ = 100 s. Se todos

os néutrons estivessem ligados em nicleos de * He, a abundancia Y de *He em massa seria
(PARTRIDGE, 2006):

2
y=_""n_ (2.10)

?
Ny + Ny

onde n,, e n, representam as densidades numéricas de néutrons e préotons, respectivamente.

Dai: 5 .
Y:””(H"p) (2.11)
Ny, ny,

pode ser calculado se n,/n, em ¢ ~ 100 s for conhecido.

Essa proporcao, por sua vez, dependia de quatro fatores: a meia-vida do néutron
livre (tomada como 10,6+0, 1 min); as segdes de choque para processos como n+v > p+e,
que convertem néutrons em prétons e vice-versa versa; a temperatura atual da CMB (que
nos permite descrever a densidade em T &~ 10° K); e a taxa de expansao do Universo, que,
por sua vez, dependia do nimero N’ de familias de léptons leves. A dependéncia de Y dos
parametros supracitados se dé pela equagao (PARTRIDGE, 2006):

10nb

10

Y =0,230+0,011in ( ) +0,013(N’" = 3) + 0, 014(t% —10,6), (2.12)
Ny

onde t 1 é o tempo de meia-vida do néutron livre, dado em minutos. A partir disso inferimos

que, conhecendo Ty e n.,, podemos obter o valor da densidade de bérios p, atualmente a

partir da razdao ny/n.. As observagoes astronomicas da abundancia de *He na Galéxia
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fornecem Y = 0,235 4+ 0, 005, que estd em concordancia com as previsoes da nucleossintese
(PARTRIDGE, 2006).

No entanto *He e H nao foram os tinicos niicleos a emergir do Big Bang: também se
registra a producdo de “Li e de alguns niicleos que, posteriormente, vieram a formar mais
*He (como os deutérios, por exemplo). Se essas reacoes nucleares tivessem se completado,
todos os deutérios seriam convertidos em *He e a abundancia de ?H seria zero (e nao é
nula porque as taxas de rea¢ao diminuiram com a expansao do Universo). Como podemos
imaginar, as taxas de reacao dependiam da densidade numérica das particulas reagentes:
se a razao ny/n. fosse menor, entdo uma fracdo maior de deutérios teria sobrado, logo, a

abundancia de 2H no Big Bang decresceu com a densidade de barions.

As observagoes astronémicas fornecem limites inferiores confiaveis para a abundan-
cia de deutério: elas estabelecem um limite superior firme para a densidade dos barions
0, < 0,2. A faixa 0,010 < k% < 0,025 (ou 0,010 < Q,h* < 0,200 para 0,4 < h <1) ¢é
atualmente a preferida pelas observagoes (PARTRIDGE, 2006). Esse valor estd abaixo do
valor 2 = 1, que corresponde ao modelo plano (k = 0) evidenciado por diversos modelos
inflaciondrios. No entanto, o limite estabelecido pela abundancia de deutério se aplica
apenas a matéria baridnica, isto é, se a matéria e a energia escuras existirem, entao €2 = 1

e teremos a relacdo: Qpyr + Qa + € = 1.

A abundéancia observada de litio também fornece uma importante confirmacgao do
baixo valor de €2: a baixa quantidade de “Li define os limites superior e inferior de ;. De
maneia geral, as abundancias de elementos leves sao consistentes com uma faixa estreita
de , aproximadamente de 0,010h~2 a 0,015k 2. Esses limites foram calculados usando
Ty = 2, 75K, mas mudariam em torno de 11 por cento se usassemos temperatura da faixa
de 2,65 a 2,85K (PARTRIDGE, 2006).

Como sabemos, hé incertezas no valor de Hy, mas acredita-se que se encontra na
faixa de 40 a 100 km s™! por megaparsec, e isso implica que: 0,4 < h < 1,0. Diante desses

argumentos, a densidade de béarions é limitada por:
0,01 <0, <0,1. (2.13)
Dentro de algumas horas, a nucleossintese foi concluida, deixando 24 por cento de
hélio e 76 por cento de hidrogénio (isto é, prétons nao utilizados), além de quantidades

menores de outros elementos leves. No entanto, o Universo ainda é composto principalmente
por fétons e neutrinos (CIENCIA, 2016).

2.9 A recombinac3o e a formacado de atomos neutros

Um fenomeno fisico que ocorreu antes da recombinagao foi o “arrasto de radiacao”,

que dependeu basicamente do forte acoplamento entre matéria e radiagao resultante do
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espalhamento Thomson e da interagao coulombiana entre prétons e elétrons. O forte
acoplamento garantiu que a radiagdo pudesse “arrastar” matéria e isso afetou diretamente
as flutuagoes de densidade da matéria baridnica. Apesar dessas flutuacgoes, a amplitude das
perturbagoes de isocurvatura (isotérmicas) ndo aumentaram, ao contrario das perturagoes
adiabaticas, que foram amortecidas em todas as escalas entre 10! e 10! massas solares a
medida em que a radiagao fluia de regioes mais quentes e densas para regioes mais frias,

arrastando a matéria.

Dessa maneira, as unicas flutuagoes adiabaticas na densidade barionica p, que
sobreviveram até a época de recombinacao foram aquelas acima dessa escala. Apesar do
fato do arrasto de radiacao ter afetado a matéria barionica, ele nao afetou a matéria
escura, considerando que ela nao se acoplou a fétons nem a algum componente baridnico.
Assim, a evolugao das flutuagoes na densidade da matéria escura foi diferente da barionica,
especialmente porque as flutuagoes adiabaticas (ou isotérmicas) na matéria escura nao

foram amortecidas.

Quando o Universo tinha t ~ 10* anos de idade e temperatura 7" ~ 10° K, a
densidade de energia comecou a ser dominada pela matéria nao-relativistica e agora cai
como p x 1/a® oc T3. Como, nessa época, a maioria dos niicleos eram hidrogénios (H),
precisamos considerar principalmente a recombinacao de H, que foi regida pela equacao de
Saha (PARTRIDGE, 2006):

3
Nple _ (2mm kT2 oE.
ng h3

onde n,, n. e ng sao as densidades numéricas de prétons, elétrons e 4tomos de hidrogénio

(2.14)

neutro, respectivamente, m. ¢ a massa do elétron e E ¢é a energia de ionizacao do hidrogénio
(E = 13,6 €V). A dependéncia exponencial de n,/ng nos diz que a formacao de atomos
neutros foi rapida quando a temperatura do Universo caiu abaixo de 3000 K e que o
Universo sofreu uma transicao abrupta de uma fase ionizada para uma fase neutra. Em
termos de redshift, estima-se que a transicao durou Az = 400 e se centrou em z ~ 1400,
quando n,/ny =1 (PARTRIDGE, 2006).

Antes da recombinacao, ainda préximo de z = 1400, a densidade numérica de
elétrons livres era alta e dispersava (através de espalhamento Compton) os fétons com

frequéncia, cuja secio transversal de Thomson era da ordem de: op = 6,65 x 1072° cm?.

Porém, em t ~ 3,8 x 10° anos (onde: T ~ 3000 K), os elétrons comegaram a se
combinar com os nucleos para formar os primeiros dtomos neutros. Com o desaparecimento
das particulas carregadas, o Universo passou a ser transparente a radiacao eletromagnética,
uma vez que, nessa época, nao havia mais tantas particulas carregadas para espalhar os
fétons (CIENCIA, 2016). Apds a era da recombinacao, os elétrons livres desapareceram e o
unico processo de espalhamento remanescente era o do hidrogénio neutro, que tinha um

valor de o bem menor.
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Como a recombinacao foi curta, o Universo tornou-se repentinamente transparente
a luz em 2z = 1060 e os fétons da CMB comecaram a se propagar livremente no Universo.
Desse modo, a obsevagao do fundo césmico fornece, na verdade, um instantaneo da
superficie de ultimo espalhamento em um desvio para o vermelho z ~ 1000. Conforme
mencionado, a recombinagao foi repentina (Az ~ 100), mas permitiu a superficie de ultimo
espalhamento ter uma espessura, que “mancha” a CMB em escalas angulares abaixo de
7Q arcmin em z ~ 1000 (PARTRIDGE, 2006). A medida em que o Universo continuou
se expandindo, o comprimento de onda dos fotons foi “esticado” e as suas frequéncias,
por conseguinte, foram reduzidas (assim como suas energias). Além disso, acredita-se que
a temperatura associada as energias dos fétons também foi reduzida, correspondendo a
um comprimento de onda de féton de centimetros (ou até de milimetros). Podemos dizer,
em virtude disso, que a CMB foi espalhada pela tltima vez na mesma época de formacao
dos atomos, que é conhecida como superficie de ultimo espalhamento, e que é o limite

observavel pela astronomia.

2.10 O fim da era da radiacao

Como sabemos, em épocas iniciais, a expansao do Universo foi dominada pela
radiacao. Apenas se negligenciarmos uma constante cosmolégica diferente de zero teremos
uma expansao cosmica dominada pela matéria. A fronteira que separa a dominacao da
radiagao e a dominagao da matéria estd localizada no momento em que p, = u/c® = p,,
(com u sendo a densidade de energia). Tendo em vista que u = bT* (em que b é uma

constante) e que Ty = 2,75 K, entao o redshift correspondente pode ser calculado por:
z+1=13,9x 10'Qn°. (2.15)

Dado que 0,4 < h < 1,0, podemos inferir que o fim da dominacao da radiacao ocorreu em
um redshit um pouco mais alto e, portanto, antes da era da recombinacao, a menos que

tenhamos < 1.

2.11 A formacao das galaxias

Por volta de t ~ 10° até 10'° anos (quando: T ~ 10 K) iniciou-se a formagao
das primeiras galaxias (DODD; GRIPAIOS, 2020). Para os astrofisicos, a formacao das

galdxias e dos aglomerados de galdxias consistiu de dois estagios (CIENCIA, 2016):

o As pequenas flutuacoes de densidade de matéria nos estagios iniciais do periodo
inflacionario ocasionaram a formacao de determinadas concentracoes de densidade,

as quais chamamos de protogalaxias e protoaglomerados.
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» Essas concentracoes de densidade de matéria colapsaram gravitacionalmente, dando

origem as galaxias e aos aglomerados observados hoje.

Os cientistas acham que a primeira fase citada acima comegou muito antes da
época na qual os atomos se formaram e talvez até mesmo durante a época de Planck:
em t = 107%3 segundos. A formacdo de galdxias foi essencialmente completada quando a
idade do Universo era de t = 10? anos ou ainda mais cedo. Nao hé certeza sobre isso e

valores como esse dependem da teoria de formacgao de galaxias que consideramos correta
(CIeNCIA, 2016).

Nesse sentido, estima-se que o colapso gravitacional durou em torno de 3 x 108 anos
e que ocasionou a fragmentagao das galaxias em estrelas (CIENCIA, 2016). As estrelas
mais velhas das galdxias (classificadas como populagao IT), por exemplo, foram formadas
durante o colapso das galaxias. A posteriori, densas camadas de matéria concentraram-se
para formar as de populacao I, que sao frequentemente produzidas nas galaxias. Além
dessas duas clasisficacoes, os astronomos sugerem que existe estrelas de populagao 111, que
foram formadas ainda antes das galdxias (no estégio de protogalaxias). Essa populagao
seria responsavel pela presenca de um pequeno percentual de “metais” nas estrelas de

populagao II.

De maneira geral, existem diversos mecanismos sugeridos para explicar a formacao
inicial de galaxias e de aglomerados, a exemplo da instabilidade gravitacional e do colapso

de protogalaxias.
« A instabilidade gravitacional:

Como sabemos, o excesso de densidade de matéria (como gas, por exemplo) em um
local provoca o aumento da intensidade do campo gravitacional, que tende a atrair ainda
mais matéria para a regido. A pressao do gas, em contraponto, tende a diminuir (através da
dispersao) o valor da densidade e restaurar a homogeneidade. Este problema foi estudado
pelo astronomo inglés James Jeans em 1902, chegando a conclusao que perturbagoes
de pequena escala sao rapidamente dispersadas, enquanto que perturbacoes de grande
escala tendem a ser cada vez maiores (CIeNCIA, 2016). No caso das perturbagoes de
grandes escalas, a densidade aumenta com o tempo e isso é conhecido como instabilidade

gravitacional.

A instabilidade gravitacional, portanto, da origem a uma concentracao de matéria
que pode se tornar uma estrela, uma galaxia ou um aglomerado de galaxias, a depender
de sua magnitude. O valor da concentracao de matéria depende tanto da densidade inicial
do gas quanto da velocidade do som na regiao analisada (uma vez que essa é a velocidade
com a qual as perturbagoes de densidade se propagam). Existe um valor limiar de massa

para se ter instabilidade gravitacional, que é chamado de massa de Jeans M.
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Outro parametro importante no estudo da instabilidade gravitacional é o raio de
Jeans \;. Se imaginarmos certa quantidade de gas contida em uma esfera de raio maior
do que Ay, entdo a forca gravitacional tende a superar a pressao interna do gas e a causar
uma concentracao (aglomeragao) de matéria. Do contrério, se a esfera tiver raio menor do

que Ay, a pressao do gas supera a gravidade e a perturbagdao é amortecida.

Em tempos anteriores a recombinacdo (t < t,..) o raio de Jeans era muito grande,
uma vez que a velocidade do som era proxima a da luz (pois toda a matéria e a radiagao
do Universo estavam fortemente acopladas). Nesse mesmo periodo, a massa de Jeans

aumentou, atingindo um valor estimado de 10'° Mg,;:

Figura 1 — Formacao das estruturas: uma nuvem de gds primordial de 10'°Mg,; colapsa
formando uma “panqueca”, que se quebra em aglomerados e estes em galaxias.

Variagio da densidade (- 107 massas solues,
primordial l

Contracio numa " pangueca'

Fragmentagiio em galixias

Fonte: WUENSCHE (1994).

Porém, com o fim da recombinagao, matéria e radiacdo foram desacopladas e
a radiacao deixou de contribuir para a pressao interna dos gases. Com base nisso, a
velocidade do som caiu rapidamente a poucos quilometros por segundo e houve uma queda

correspondente na massa de Jeans (que foi a 105Mgy).
e O colapso de progalaxias:

Conforme mencionado anteriormente, as protogalaxias se tratam do primeiro estagio

na formacao de galaxias. Essas estruturas eram grandes bolhas de gas e matéria e, a
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depender da evolucao das perturbacgoes, as protogalaxias formaram galaxias elipticas,

espirais ou irregulares.

Uma das maneiras mais usuais de explicar a formagao das galaxias esta baseada no
colapso das protogalaxias, onde a matéria se move abruptamente em direcao ao centro sem
forcas de oposicao. O chamado “tempo de colapso” é de aproximadamente 300.000.000 anos
para uma galaxia ordinaria. Esta escala de tempo poderia ser maior se as protogalédxias
fossem significantemente maiores em tamanho (CIENCIA, 2016). Basicamente existem dois
cenarios que descrevem o colapso de protogalaxias para a formacgao de galaxias: um que
considera as protogalaxias constituidas apenas de gas e outro que assume uma composicao
dominada predominantemente por estrelas. No caso das galaxias gasosas hd a admissao de
que elas se originaram de protogalaxias totalmente gasosas que colapsaram. O gas presente
nessas protogalaxias eram formados por nuvens de particulas que colidiram inelasticamente,

isto é, que dissiparam energia em cada colisao.

As colisdes dessas nuvens geraram densas concentragoes de matéria, que evoluiram
posteriormente para estrelas. Dessa maneira, acredita-se que a formacado das estrelas
ja ocorrera durante o colapso gravitacional da protogalédxia e que a taxa de formacao
de estrelas depende tanto da densidade de matéria como dos movimentos aleatérios de
particulas que ocorre dentro da protogalaxia: quanto mais altos forem a densidade e os
movimentos aleatorios, mais estrelas sao formadas. Apds o colapso das protogalaxias,

pequenas quantidades de gés restaram (o que, de fato, se observa atualmente).

As protogalaxias que nao eram muito densas colapsaram mais lentamente e as mais
densas, do contrario, colapsaram abruptamente e, nesses casos, parte do gas nao teve tempo
suficiente para formar estrelas e se acumulou no plano perpendicular ao eixo de rotacao
da galaxia, que é o plano de simetria. A partir disso surgiu uma camada relativamente
fina de géas, que hoje conhecemos como disco galactico e cujas as estrelas foram formadas
muito mais tarde e em menor quantidade (estrelas de populacao I). J4 as estrelas que se
formaram durante o colapso gravitacional sdo naturalmente as mais velhas e fazem parte

da populagao II.

2.12  Mais sobre galdxias e aglomerados

Na cosmologia e na astrofisica existem alguns dos parametros fisicos importantes
para o entendimento da composi¢ao e do comportamento de galdxias, como: raio (que, em
geral, variam entre 10% e 10* parsecs), massa (tipicamente da ordem de 108 e 102 vezes
a massa do Sol) e luminosidade (da ordem de 107 e 10! vezes a luminosidade do Sol)
(CIeNCIA, 2016).

A massa das galaxias é determinada pelos astronomos pela medi¢ao da velocidade

de rotagao em funcao da distancia ao centro galactico, aplicando-se uma generalizagao
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da Terceira Lei de Kepler. No entanto, as massas determinadas por esse método sao,
em praticamente todas as situagoes, maiores do que a soma das massas de todos os
constituintes observaveis da galaxia. Nessa linha, ocorre que a velocidade de rotagao das
periferias galacticas ndo cai com r%l, mas é praticamente constante. Esse fendmeno sugere
que a maior parte das massas galacticas ndo é matéria luminosa (como estrelas e gases),

mas sim “matéria escura”, que estudaremos mais tarde.

Até onde se tem conhecimento, todas as galdxias emitem ondas de radio, porém,
em determinados casos, a radioluminosidade excede a luminosidade. Quando isso ocorre,
estamos diante de uma radiogaldxia, que compde a maior parte das fontes extragalacticas

detectaveis com radiotelescopios.

A maioria das galaxias estd agrupada em aglomerados maiores, que geralmente
contém de centenas a milhares de galaxias. Esses aglomerados contém matéria entre
suas galaxias constituintes, denominada matéria intergalatica, que pode ser detectada
diretamente (através da detec¢ao de raios-x emitidos pelo gas ionizado) ou indiretamente.
A massa gravitacional de um aglomerado (isto é, a massa necessaria para manté-lo coeso)

pode ser calculada ao se assumir um aglomerado em equilibrio:

_

M
G )

(2.16)

onde 2 representa a velocidade média quadratica das galdxias dentro do aglomerado e R
é o raio do aglomerado. A massa tipica de um aglomerado ¢ de 10* a 10* kg, que é, em
geral, uma ordem de grandeza superior a soma das massas das galaxias individuais. Esse

computo nos faz inferir que a massa visivel é insuficiente explicar a coesao dos aglomerados

(CIENCIA, 2016).
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CAPITULO 03
A FAMOSA TEORIA DO BIG BANG

“Os ultimos dois bilhoes de anos tiveram uma evolugdo lenta: sao a
fumaca e as cinzas de fogos de artificio brilhantes, mas muito rapidos”.

(Georges Lemaitre)
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3 A famosa teoria do Big Bang

3.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“A famosa teoria do Big Bang” traz importantes elementos para o entendimento
da teoria cosmolégica mais bem fundamentada atualmente: o modelo do Big Bang. Ba-
sicamente, esse capitulo traz informacoes sobre: os suportes observacionais da teoria, os
modelos cosmolégicos e a densidade do Universo. Falar sobre o Big Bang é condicao
necessaria para o estudo da CMB, que, como veremos adiante, aparece como um pilar da

referida teoria.

3.2 Alguns suportes observacionais

3.2.1 A homogeneidade

A partir da observacao e da analise minusciosa de inimeros aglomerados galaticos
se inferiu que, em escalas cosmoldgicas da ordem de d < 30 Mpc = 3 x 107 pc ou ainda 10?4
m, as galaxias sao distribuidas de maneira nao-homogénea. Para escalas consideravelmente
maiores (como d > 300 Mpc, por exemplo), a distribui¢do é aproximadamente homogénea
e isotrépica. Esta é a primeira evidéncia favoravel ao Big Bang: em escalas de distancia
suficientemente grandes, o Universo tem aspecto homogéneo e isotrépico (PARTRIDGE,
2006).

3.2.2 A expansao coésmica

A expansao cosmolégica foi caracterizada por Edwin Hubble, em meados da década
de 1920. Em sintese, Hubble observou que as linhas espectrais detectadas de galédxias
distantes quase sempre apareciam em comprimentos de onda maiores que o restante (ou que
os comprimentos de onda de laboratério dessas mesmas linhas atdmicas). Esse fenémeno
foi descrito por Hubble como sendo uma “deformacao” da radiacao eletromagnética para
comprimentos de onda mais longos, que seria batizado de desvio para o vermelho (ou

redshift). Em termos mateméticos, o redshift z ¢ definido da seguinte maneira:

)\obs

1=
i )\rep7

(3.1)

onde A, representa o comprimento de onda observado e A, ¢ o comprimento de onda
medido por um observador em repouso. Além disso, Hubble descobriu que, em média,
a intensidade do redshift observada para uma galédxia ordindria era proporcional a sua

distancia d do planeta Terra. A partir dessas observacoes, Hubble interpretou os valores de
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redshift que observou como consequéncia do efeito Doppler e propos que, para velocidades

de recessao v < ¢, a equagao (3.1) apresenta a seguinte caracteristica:

z =

Y xd. (3.2)
c

Esta foi a principal proposi¢do de Hubble: a velocidade de recessao é proporcional
a distancia. A relagao linear entre v e d é exatamente o que se esperaria para o caso de
uma expansao uniforme do Universo. Para que a relagdo acima se torne uma igualdade é
necessario imprimir uma constante de proporcionalidade entre v e d: a constante de Hubble

Hy, que nada mais é do que uma medida da taxa de expansao do Universo. Portanto:

v=Hyd— z= Hcod. (3.3)

As medicoes astrondmicas de z e d mostram que Hy estd na faixa de (1,3 — 3,2) x
10718571 ou ainda 40 — 100 km/s por megaparsec. A incerteza natural da medigio de
distancias de objetos extragalaticos ¢ uma fonte de imprecisoes para os dados cosmologicos.
Entéao, para exprimir a incerteza em Hy, geralmente se convenciona o valor de 100h.km /s
por megaparsec, onde: 0,4 < h < 1,0. Nesse ponto, cabe destacar que a relacao linear entre
z e d nao é valida para grandes distancias e/ou velocidades muito altas (PARTRIDGE,
2006). Como z é uma grandeza mais facil de se medir do que d, é comumente usada para

parametrizar a distancia entre a Terra e uma galaxia ou outra fonte.

Originalmente Hubble interpretou o redshift como um desvio causado pelo efeito
Doppler oriundo do movimento relativo entre galdxias. Por outro lado, atualmente existe
uma interpretacao baseada na Relatividade Geral que considera as galaxias como entes
praticamente fixos em um espago-tempo em expansao. A velocidade de recessao aparente
entre um observador na Terra e uma galédxia distante ¢ devida a expansao do espago-tempo
entre os dois e esta é especificada através de uma quantidade a(t) conhecida como “fator
de escala”, que é dependente do tempo e crescente. A partir desse conceito, podemos

escrever a distancia entre quaisquer dois objetos no Universo no tempo ¢ como:

d(t) = 5((;)>d(to), (3.4)
em que d(ty) representa a distdncia entre os dois objetos no presente (denotado como ty) e
a(ty) é o valor atual do fator de escala: em geral, a(ty) é igual a 1, por convengao. Como
a(t) > 0 (sempre crescente), inferimos que todos os comprimentos de onda (como os de
fétons que se propagam livremente) e distdncias medidos neste espago-tempo em expansao
eram menores no passado. Com isso, podemos escrever que Ay s = cfl(t)/\rep para um

foton emitido em algum instante anterior ¢. Dai:

aft) = ——— (3.5)
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que é a relacao entre redshift e fator de escala. Como adotamos a convengao a(tg) = 1,
temos que Hy = a(tg), onde o subscrito zero representa o valor atual das grandezas

mensuradas.

3.2.3 A idade e o tamanho do Universo

Se a expansao do Universo for livre de forgas contrarias, entdo a permanecera
constante e, desse modo, se espera que a = 0 em algum tempo finito no passado. A medida
em que a vai para zero, as distancias também diminuem e, portanto, a densidade do
cosmos vai para o infinito. Esse estado de densidade infinita (ou pelo menos muito alta) é
a origem: o Big Bang. Assumindo um valor constante para a(t) fica ficil mostrar que o
tempo decorrido desde o Big Bang é H; ' e este intervalo é a idade atual do Universo t,
(PARTRIDGE, 2006).

Para o caso em que a = constante, o instante t; situa-se em uma faixa temporal de
10 a 20 bilhoes de anos, dependendo do valor assumido para Hy, e o suporte observacional
¢é obtido através de medigoes astronomicas independentes de varias partes do Universo.
Como exemplos, podemos citar que o sistema Terra-Lua tem 4,6 bilhoes de anos, a idade de
certos radioisétopos de vida longa encontrados em material meteoritico é de 11 a 12 bilhoes
de anos e a idade das estrelas mais antigas da Via Lactea também sao calculadas dessa
maneira, que se encontra em concordancia razoavel com H;': nenhum objeto catalogado
no Universo observével tem idade superior a Hy', logo, as medicoes de idade, até os dias

atuais, sdo consistentes com a teoria do Big Bang.

A idade do Universo estabelece um limite para sua extensao. Em um Universo
de idade ty, os fotons podem ter percorrido uma distancia maxima de cerca de cty e um
astronomo nao pode “enxergar” além disso. Esta distancia, avaliada em cerca de 5 x 10°
pc, ¢ considerada o raio efetivo do Universo (PARTRIDGE, 2006).

3.2.4 Qutras evidéncias do Big Bang

A detecgao e a andalise da CMB estabeleceram que o Universo primitivo era muito
quente e denso, devido ao seu espectro térmico de radiacao (espectro de corpo negro). Se
retrocedermos no tempo, o comprimento de onda dos f6tons diminui proporcionalmente a
a(t) oua (z+1)~'. Como sabemos, a lei de Planck depende apenas do produto AT, mas,
através de dados observacionais, se inferiu que a temperatura do Universo (no passado)

era maior por um fator z + 1, de modo que:
T(t) =To[=(t) + 1], (3.6)

onde Ty é a temperatura média atual da CMB. De posse do valor atual da temperatura,

podemos calcular a temperatura em qualquer época anterior usando a relagao acima.



Capitulo 3. A famosa teoria do Big Bang 47

Por exemplo, para redshifts z > 1000, a temperatura era T > 3000 K, que é suficiente
para ionizar o hidrogénio. Em valores ainda maiores de redshift (ou seja, em épocas mais
primordiais do Universo), a temperatura era ainda maior. No entanto, a dependéncia
linear de z + 1 e T' é violada em temperaturas mais altas, onde o nimero de espécies de

particulas leves aumenta.

Como vimos, alguns minutos apés a origem do Big Bang, a temperatura do Universo
caiu para cerca de 10° K, que era baixa o suficiente para permitir a fusdo de néutrons e
prétons presentes no plasma primordial. Os ntucleos de elementos leves, principalmente
o hélio, foram produzidos. As abundancias previstas teoricamente concordam bem com
as determinagoes astronomicas desses mesmos nicleos nas estrelas mais antigas e outras
matérias em nossa Galaxia, fornecendo forte suporte adicional para a teoria do Big Bang
(PARTRIDGE, 2006).

3.3 Os modelos cosmoldgicos

Os modelos cosmolégicos sao representacoes matematicas que buscam descrever
as propriedades do Universo. Como sabemos, para que um determinado modelo seja
considerado adequado a descricao do cosmos, é necessario que as suas previsoes tedricas
estejam em concordancia com os dados obsevacionais. A grande maioria dos modelos
cosmologicos é baseada no principio cosmologico, que postula homogeneidade e isotropia

em larga escala para o Universo.

3.3.1 A métrica de Friedmann-Lémaitre-Roberson-Walker (FLRW)

Tomando como base o principio cosmolégico, se pode supor, inicialmente, que
a geometria do Universo também é isotrépica. Da Relatividade Geral sabemos que a
geometria do espago-tempo pode ser completamente especificada a partir de um tensor
métrico g,, que, para um dado conjunto de quatro coordenadas de espaco-tempo z*, a

distancia entre dois pontos (que é invariante de Lorentz) ds* é dada por:

3
ds* = > gudatda’, (3.7)

w,v=0
onde 2 representa a componente temporal do espaco-tempo, dada por ct. No intuito de
considerarmos o efeito deformativo dos corpos massivos no espago-tempo devemos utilizar
a métrica FLRW, que descreve um Universo isotréopico em expansao. Em coordenadas
esféricas, essa métrica é dada por:
dr?

2 2 742 2
dS :Cdt —a(t)<1_W

+r2df* + 7‘256n20d¢2> : (3.8)

As grandezas r, 0 e ¢ sdo coordenadas fixas de uma geometria em expansao e, por isso, sao

chamadas de coordenadas comdveis. A constante k é chamada de constante de curvatura
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do espago-tempo. Conforme mencionamos anteriormente, vamos considerar que as galaxias
estao aproximadamente em repouso em um sistema de coordenadas comoveis, no qual a

expansao é descrita pelo fator de escala a(t).

Observando (3.8) podemos ainda citar que a parte espacial dessa métrica pode
ter trés curvaturas globais, a depender do valor da constante k. Para os casos em que
k = 0, a geometria espacial do Universo é plana (euclidiana), de modo que as distancias
coméveis sao dadas pelo teorema de Pitdgoras: d*> = 2% + y? + 2z2. Uma métrica FLRW
curvada positivamente (k > 0) implica em um Universo fechado, que é limitado em volume,
mas que nao apresenta arestas, semelhante a uma superficie esférica. O caso de curvatura
negativa (k < 0) representa uma geometria aberta e infinita. Todos esses modelos sao

ilustrados na Figura 2:

Figura 2 — Cosmologias de Friedmann abertas, planas e fechadas, mostrando como o
tamanho do Universo muda com o tempo.

R
R P = P
R P> Poen
Time
Big Bang
singularity

Fonte: DODD e GRIPAIOS (2021).

Esses modelos (denominados modelos de Friedmann) formam a base da cosmologia
padrao do Big Bang. Os estudiosos buscam, atualmente, determinar qual deles descreve
corretamente o nosso Universo, que depende da constante de Hubble H e da densidade p
do Universo. Apesar de suas previsoes muito diferentes para o destino final do cosmos,
esses modelos descrevem semelhantemente o Universo nos primeiros tempos (DODD;
GRIPAIOS, 2020).

3.3.2 Sobre a dinamica

Nos dias atuais ha fortes evidéncias de que o Universo esta em expansao acelerada,

entdo o fator de escala a(t) estd aumentando com o tempo. Como vimos, na auséncia de
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forgas para alterar a expansao, o fator a permaneceria constante, mas, como a densidade
do Universo ¢ diferente de zero, deve haver pelo menos uma forga (atrativa e de longo
alcance) atuando: a gravidade, que age no sentido contréario a expansdo. A fungdo a(t) que
descreve a expansao do Universo pode ser encontrada resolvendo as equagoes de campo
gravitacional da Relatividade Geral (PARTRIDGE, 2006).

Para melhor ilustrar o modelo, vamos considerar uma esfera de raio a(t) centrada
em um ponto arbitrario do Universo em expansao. Vamos assumir também que o raio a(t)
¢é suficientemente grande para que a esfera represente uma amostra razoavel do Universo,
mas pequeno o bastante para que a curvatura do espago-tempo possa ser desprezada. Por
fim, consideremos a aceleracao de uma particula massiva na superficie da esfera em direcao

ao ponto central:

GM
i(t) = ——— 3.9
ilt) = ~ (39)
em que M representa a massa dentro da esfera:
4 3
M = 37a (t)p(t), (3.10)

onde p(t) é a densidade no tempo ¢. Pela lei de conservagao da massa, se a densidade do

Universo incluir apenas particulas materiais (isto é, que interagem apenas por intermédio
da forca gravitacional) que nao exercem pressao (ou seja, excluindo a radiagdo), entao
temos que V(t)p(t) = V(tg)p(to), e entdo:

a’(to)

p(t) = B

p(to)- (3.11)

Se convencionarmos a(ty) = 1 e representarmos a densidade atual como pg, temos

que, no caso em que negligenciarmos a radiacao:

p(t) = a > (t)po. (3.12)

Portanto, ao combinarmos (3.10), (3.11) e (3.12), chegamos a:

4
a(t) = gﬂGpoa’Q(t), (3.13)
que, apos uma integragao, fornece:

G2 (t) = ngpgal(t) b (3.14)

A constante de integragdo ¢ deve ter relagdo com a densidade do Universo, a

dindmica e a curvatura. Por andlise dimensional, vamos assumir que ¢’ = —kc?:
.2 8 -1 2
a“(t) = gﬂGpOa (t) — k. (3.15)

Esse resultado ¢é valido tanto para sistemas newtonianos quanto para sistemas relativisticos.
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Figura 3 — O fator de escala em funcdo do tempo para varios modelos cosmoldgicos. A
inclinagao das curvas na época atual ¢y é fixada por medig¢oes de Hy(note que
o autor usou a(t) = R(t))

a
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Fonte: PARTRIDGE, 2006.

Existem trés classes gerais de solugoes, dependendo do valor de k£, mostrados na
Figura 3. De acordo com esta figura, a idade do Universo (o tempo desde a = 0) é menor

que Hy ' para modelos com py > 0.

Perceba que, nos casos de curvaturas positivas (k > 0), é possivel que a = 0 (para
um valor de a finito) e entdo os modelos cosmoldgicos fechados também incluem o colapso
do Universo, como mostra a curva ¢ da Figura 3. Esses sao denominados modelos de
alta densidade, que possuem densidade de matéria suficiente para desacelerar e reverter
a expansao atual. Por outro lado, para £ < 0, o Universo se expande eternamente, caso
representado pela curva b da Figura 3. No caso em que k = 0, temos entdo a2 o< a~* ou
a(t) o< t3. Este resultado implica que t = ty(z + 1) 2 para o modelo de Sitter-Einstein (de
um espago-tempo plano). Também podemos analisar a solugao obtida para os casos em
que pg — 0: se o Universo estd em expansao (a > 0), entdo k < 0. Como py — 0, entdo

a — constante, como mostra a curva da Figura 3.

3.3.3 A densidade critica

As trés possibilidades de curvaturas vistas acima estao diretamente associadas a
quantidade de matéria no Universo: uma alta densidade produz curvatura positiva; uma
baixa densidade produz uma curvatura negativa; e uma densidade critica (p.) produz uma
geometria plana. A partir das equagoes anteriores podemos analisar o valor da densidade

no caso de um espago-tempo plano, fazendo k£ = 0 na equagao (3.15) e adotando a(ty) = 1:

a’(ty) = inpc. (3.16)
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Da convengao a(ty) = 1, temos que Hy = a(ty), e entao:

33

=220 1
Pe= g (3.17)

Numericamente obtemos: p. ~ (3—20)x 1073%gem 2, dependendo do valor assumido
para Hy. Se a densidade atual do Universo exceder p., entao k > 0 e a geometria espacial
do Universo ¢ fechada. Por outro lado, se py < p,, entdao k < 0 e a geometria é aberta e em
constante expansao. Baseando-se nessas observagoes podemos inferir que a razao 2 = p/p.

é um parametro cosmolégico crucial: se 2 > 1, entdao £ > 0, e se 2 < 1, entao k < 0.

3.3.4 Os modelos que incluem radiacao

A inclusao da radiacio nos calculos altera as equacoes, primeiramente porque ela
atua como uma fonte gravitacional no Universo: tanto a densidade de massa equivalente
da radiagdo (dada por: p, = u/c* gem™®), quanto sua pressdo (dada por: P = u/3),
contribuem significativamente para o fator de escala a(t). Incluindo esses efeitos, podemos
obter, aplicando (3.10) em (3.9):

a(t) = —;ler (0+5) att) (3.18)

Em segundo lugar, devemos considerar que a pressao de radiagdo modifica as
equagoes que sao baseadas apenas na conservacao da massa: agora a conservacao da
massa-energia deve ser observada na esfera de raio a. Para isso é necessaria a inclusao de
qualquer trabalho PdV realizado no sistema a medida em que a(t) aumenta ou diminui.

Para isso, podemos escrever:

. P\ a
p=-3 (p + 02) . (3.19)

As equagoes (3.18) e (3.19) podem ser resolvidas para a(t) desde que conhegamos a
evolugao temporal de p e de P (a pressao do campo de radiacdo). A principal contribuigao
para a pressao de radiagdo no Universo ¢ da CMB, onde: u/3c* =~ 3 x 107° da densidade
de matéria atual. Como veremos, a CMB tem um espectro de corpo negro, entao a sua

densidade de energia e pressao sao dadas, respectivamente, por (PARTRIDGE, 2006):
u=bT"ergem ™2, (3.20)

b
P = §T4 ergcm” 2, (3.21)

onde b = 7,565 x 107°, no sistema de unidades c.g.s. Para a radiacdo de corpo negro
temos:
pyoxuox T ocaoc (z+1)% (3.22)

No entanto, sabemos que:
pm X a® o< (24 1)3 (3.23)
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apenas para a densidade da matéria. A partir disso podemos comparar as equagoes (3.22)

e (3.23) e obter uma relagao para a densidade de energia de radiagao:

Py

oca o (z+1). (3.24)
Pm

Esta equacao nos diz que a densidade de energia de radiagao se torna cada vez
mais dominante a medida em que olhamos para épocas cada vez mais antigas do Universo,
quando a(t) era menor. Como p = u/3c¢*> =~ 107°p,, atualmente, vemos a partir dessa
relagdo que a radiagdo dominou a dindmica nas épocas iniciais correspondentes aos redshifts
z+1>10* (PARTRIDGE, 2006). Nessa diregao, podemos descobrir que o fator de escala
a(t) depende da temperatura 7' quando a radiagdo domina a expansao. Para o andlogo

dominado por radiagdo do modelo de Einstein-Sitter (quando k& = 0), temos:
a(t) o« tz. (3.25)

Essa proporcao descreve a expansao do Universo nos primeiros de anos apos o Big Bang.

3.4 Sobre a densidade do Universo

Embora p. seja muito baixa, as tentativas observacionais de determinar a densidade
real pg do Universo produziram valores ainda mais baixos. Se somarmos toda a massa
das galaxias em um grande volume representativo do Universo, por exemplo, obtemos
aproximadamente 0,01-0,1p. ou €2 = 0,01—0, 1; o valor maior inclui a matéria ndo luminosa
em galaxias e aglomerados. Outra restrigdo importante em py (ou em 2) é a definida
pela nucleossintese primordial: a quantidade de deutério emergindo desta época é uma
funcao de €2, de modo que as observacoes da abundancia de deutério implicam em limites

superiores 2 < 0,2 (esse limite se aplica apenas a matéria barionica) (PARTRIDGE, 2006).

E possivel, no entanto, que grandes quantidades de matéria nao-barionica possam
estar presentes no espaco intergalactico: a matéria escura. Atualmente existem diversos
candidatos a matéria escura, como neutrinos de massa de repouso diferente de zero (da
ordem de 10 eV) e algumas particulas associadas as Grandes Teorias de Unificagao (GUT’s)
!, como os 4xions, ou as teorias supersimétricas (os photinos). A principal motivagao para
a proposicao da matéria escura é a sua necessidade para explicar as curvas de rotacao das

galdxias e as grandes massas de aglomerados de galaxias.

Cabe destacar que existe uma grande dificuldade em conciliar as teorias de formacao
de galdxias em um modelo para {2 < 1 com as restricoes observacionais oriundas das
anisotropias de pequena escala da CMB, e nenhum desses modelos especifica um valor

para €.

1 Em sintese, as GUT’s sdo teorias que visam explicar e conectar (em um tnico arcabougo fisico e

matematico) todos os fenémenos naturais conhecidos.
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Apesar do valor de py nao ser bem conhecido, certamente é muito maior que a
densidade da CMB, pois a razao p,/py < 10~* atualmente. Entretanto, essa razao pode ser
reescrita como uma razao entre as densidades numéricas de barions e de fétons no Universo:
essa razao ¢ aproximadamente ny/n, = 107%. Perceba que a razao n,/n, independe de
(z+ 1) e entao permaneceu constante a medida em que o Universo se expandiu, o que nao

ocorreu com a razao de densidades (p./pm), que aumentou linearmente com (z + 1).



OLHANDO PARA O UNIVERSO ATRAVES DA
RADIACAO COSMICA DE FUNDO

CAPITULO 04 X
ABRINDO O UNIVERSO HOMOGENEO: A
RELATIVIDADE GERAL

“O importante € nao parar de questionar, a
curiosidade tem sua propria razao de existir’.
(Albert Einstein)
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4 Abrindo o Universo homogéeneo: a Relativi-

dade Geral

4.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“Abrindo o Universo homogéneo: a Relatividade Geral”, como o préprio nome ja
sugere, versa sobre a Teoria da Relatividade Geral, que relaciona a geometria do Universo
com o conteudo nele presente. Nessa parte também tratamos da evolucao de fundo do
Universo e da expansao césmica. A relevancia deste capitulo advém do enorme potencial
que a Teoria da Relatividade Geral tem de prever e explicar o comportamento (estrutural

e dindmico) de diversos entes cosmolégicos, como é o caso da CMB.

4.2  Aspectos fisicos de um Universo em expansao

4.2.1 O principio cosmolégico

Este principio enuncia que em escalas suficientemente grandes (da ordem de 100
megaparsecs - 326 milhoes de anos-luz) (WUENSCHE, 1994) o Universo é homogéneo
(diferentes partes do Universo tém as mesmas propriedades fisicas médias, como densidade
de energia, pressao e temperatura) e isotrépico (nao ha diregoes preferenciais no Universo,
isto é, medidas de uma quantidade fisica em duas dire¢oes diferentes devem apresentar o

mesmo valor).

O principio cosmologico é violado em pequenas escalas: a distribuicao irregular
de planetas, estrelas e galaxias ndo permitem que o Universo seja homogéneo. Como as
escalas da ordem de 100h~!Mpc representam praticamente a distancia média entre duas
galdxias, entao, nesses casos, podemos tratar a dindmica dos fluidos cosmolégicos (em

grandes escalas) como se o Universo fosse perfeitamente homogéneo e isotrépico.

Além disso, esse principio permite definir uma variavel de tempo universal, chamada
de tempo coésmico, que pode ser entendida como o tempo medido por observadores em
repouso em relagdo a matéria em sua vizinhanca. A homogeneidade garante que os relogios
desses observadores possam estar sincronizados em relagdo a evolucao da densidade
homogénea cosmoldgica. Por convengao, escolhemos o tempo cosmico zero para representar

o Big Bang e, portanto, essa grandeza pode ser interpretada como a idade do Universo.

Apesar de ainda nao ter sido demonstrado inequivocamente, o principio cosmologico
da um significado universal as medig¢oes locais e leva a solugoes elegantes das equagdes de

Einstein. A principal dificuldade nesse sentido é que é impossivel provar observacionalmente
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a homogeneidade sem antes assumir que nao ocupamos uma posi¢ao especial no Universo
(principio de Copérnico) e que s6 temos acesso ao cone de luz passado. Se partirmos do
principio de Copérnico, entao a existéncia de isotropia no Universo observavel implica
automaticamente na homogeneidade de todo o Universo, porque a isotropia ¢ bem estabe-
lecida em termos de observagoes. Podemos citar alguns exemplos bem estabelecidos: as
isotropias de fundo de micro-ondas e de raios-X, as isotropias de varias fontes de radiacao

(como as radiogaldxias) e a isotropia da CMB.

Para verificar a homogeneidade do Universo observavel geralmente se conta o
nimero de objetos (galdxias, por exemplo) em regides de volume crescente. Se o Universo
for homogéneo, entao espera-se que a densidade média de galaxias nessas regices deve
convergir um valor constante e apresentar uma certa escala de homogeneidade. Para
definir essa escala é preciso assumir um modelo cosmolégico que converta os dados obtidos
das galaxias em distancias. Essa limitada metodologia se caracteriza mais como uma
verificacao de consisténcia de modelos homogéneos do que propriamente como um teste de

homogeneidade.

A medigao do maior volume (V ~ 1h~3 Gpc™?) até o momento foi realizada usando
as galaxias azuis. Resumidamente se encontrou homogeneidade para escalas maiores que
70h~'Mpc, que estd de acordo com o que foi obtido usando galdxias vermelhas e em
desacordo com resultados anteriores, que sugeriam uma estrutura fractal do Universo

(PETTINARI, 2016).

4.2.2 A distancia comével

A distdncia comével y pode ser entendida como a distancia (adimensional) entre
dois pontos espaciais na grade de espaco-tempo comével. A grande vantagem de se definir
X ¢ que ela é constante no tempo, uma vez que engloba apenas coordenadas comoveis.
A distancia fisica, dada por r = a(t)y, por outro lado, é a distdncia medida em um
espaco-tempo que nao se move com a expansao e, portanto, que nao se modifica com o

tempo.

Como sabemos, o redshift esta intrinsecamente relacionado a propagacao da luz,
cujos fétons se movem de uma fonte até o observador. A trajetoria desses fotons é descrita
pela geodésica nula (ds* = 0) ao longo de um caminho radial (d¢ = df = 0), que no caso

da métrica FLRW fornece:
c

=20

Ou seja: a velocidade real de um féton é constante (e igual a ¢), mas a sua velocidade em

dt. (4.1)

relacdo as coordenadas comdveis é maior quando o Universo é pequeno (isto é, quando

temos a < 1). Portanto, um féton que foi emitido em um instante ¢, e observado em ¢,
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tera percorrido uma distancia comével de:

tobs ¢
X%WZLWWW' (4.2)

A distancia comével y é, por definicdo, independente do tempo. Se outro féton
for emitido logo apés o primeiro (por exemplo, no tempo t; + dt;), ele é observado apos
o primeiro (em ¢y + dt3), mas a distdncia comdvel percorrida é a mesma: x(t1,t2) =
X (t1 + dtq, ta + dts). Com base nesse resultado, inferimos que dty/a(t;) = dta/a(t2), e entao
inferimos que a quantidade dt/a(t) é conservada ao longo do cone de luz. Essa igualdade
nos diz que todos os intervalos de tempo sao “esticados” durante a propagagao dos fotons
em um Universo em expansao: como d\ = cdt, esse resultado também é valido para os

comprimentos de onda.

Usando a relagao expansao-redshift (14 z = ag/a) e a definigdo da taxa de Hubble

(aH = da/dt), podemos relacionar x com z:

c
dy = ————dz. 4.3
Como sabemos, ag = a(ty). Portanto, a distdncia comével percorrida por um féton emitido

em um redshift z e recebido hoje (em z = 0) ¢ dada por:

c [* dz c z dz
X(z) =

" agJo H(z)  aoHo Jo E(2) (44)

em que o pardmetro E é definido como E(z) = H(z)/Hy. Essa expressao relaciona a
geometria do Universo (descrita por y e H) ao redshift z medido. De acordo com a lei
de Hubble (v = Hyr) e com a identidade r(¢,ty) = aox(t,to), obtemos a relagdo entre
velocidade e redshift: p

v z dz

=, Q) (4.5)
que é um expressao relevante para converter um dado redshift em velocidade de recessao

no momento da emissao.

As leis distdncia-redshift (4.4) e velocidade-redshift (4.5) nos dizem que, para
inferir as distancias e velocidades de um objeto, primeiro precisamos conhecer a histéria da
expansao do Universo H(z) até quando a luz foi emitida. A razao é que nossas observagoes
cosmologicas estao limitadas a regiao do espago-tempo incluida em nosso cone de luz
passado (PETTINARI, 2016). E importante destacar que temos apenas “fotos” do Universo
(tiradas aqui e agora), que as fontes mais distantes emitiram sua luz em um momento em
que a taxa de expansao era diferente do valor atual Hy e que essa luz viajou por muito
tempo em um Universo em expansao. Diante desses fatos, para calcular a distancia de
um objeto, devemos considerar o redshift, a expansao do Universo e o intervalo de tempo

entre ¢, e t,.
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Por outro lado, se o objeto estiver muito préximo (isto é, para pequenos valores de
redshift) a integral acima pode ser expandida em série de Taylor em torno de z = 0, de

modo a obtermos:

As linhas representam derivadas em relagdo a z. Se mantermos apenas o primeiro
termo na expansao, as leis distancia-redshift e velocidade-redshift tornam-se respectiva-
mente:

cz = Hyr, (4.7)

v = HQT. (48)

Por esta razao encontramos a Lei de Hubble escrita como cz = Hyr.

4.2.3 O tempo de Hubble

Podemos definir o tempo de Hubble ¢y simplesmente como o inverso do parametro
de Hubble. A partir dessa definicao, o valor atual do tempo de Hubble é facilmente obtido
de Hy:

’ 1

1
b = 7 =ty = s 9,77h~ x 10%nos. (4.9)

Se a taxa de expansdo for constante (ou seja, se d*a/dt* = 0), o tempo de Hubble
pode ser interpretado como o tempo necessario para o Universo dobrar de tamanho.
Equivalentemente, podemos escrever:
da
dt
A solucio dessa equagao para a(ts) = 2a(t;) ¢ At = H™1(t1). Se a expansao fosse constante

a(ty) + —At = a(ts). (4.10)

apos o Big Bang, entao poderiamos interpretar o tempo de Hubble como a idade do
Universo. Em um modelo mais realista, onde a taxa de expansao varia, o tempo de Hubble
nao corresponde a idade do Universo, no entanto, define uma escala de tempo para a
expansao do Universo. No modelo ACDM (o mais aceito atualmente), o tempo tp, é um
bom substituto para a idade atual do Universo, pois, usando parametros cosmologicos
obtidos pelo satélite Planck, encontra-se ¢ty = 13,817 + 0,048 bilhoes de anos e ty, ~ 14,6
bilhoes de anos (PETTINARI, 2016).

4.2.4 O raio de Hubble

Definimos o raio de Hubble 7y como a distancia fisica percorrida pela luz em um

tempo de Hubble. Nesse sentido, a sua expressao e o seu valor atual sao:

= % g = h‘;o ~ 29985~ Mpc. (4.11)



Capitulo 4. Abrindo o Universo homogéneo: a Relatividade Geral 59

De acordo com a lei de Hubble, os objetos que se encontram a distancias maiores
que o raio de Hubble recuam mais rapido que a luz. Com base nisso, para uma expansao
constante, um objeto localizado no centro de uma esfera de raio ry nunca seré capaz de
interagir com objetos fora dessa esfera, pois um movimento acima da velocidade da luz
seria necessario para que essa interagao ocorresse. Logo, o raio de Hubble é a extensao

maxima do cone de luz do futuro de qualquer evento no Universo.

Se a expansao do Universo diminuir com o tempo, um ntimero crescente de regides
do Universo acabara entrando em contato causal e a escala de tempo necessaria para
que isso aconteca é o tempo de Hubble. Por outro lado, se o Universo experimentar uma
expansao acelerada, qualquer objeto localizado dentro da esfera de Hubble atualmente
saird dela depois de um tempo bastante longo: como resultado, um nimero crescente de
regides causalmente desconectadas sera criado. Em um Universo em aceleracao, a luz nao

consegue acompanhar a expansao.

Devido a esta interpretagao causal, o raio ry geralmente ¢ denominado horizonte
e é dado por ¢/H (t). Porém, esse horizonte é uma distancia fisica, ndo comével. Para
resolver essa questao e obter um “horizonte comoével” devemos dividir essa expressao pelo
fator de escala: ¢/[H (t)a(t)]. Essa quantidade nao deve ser confundida com o horizonte de
particulas, que representa a distancia maxima que uma particula viajou desde o Big Bang

até um tempo t.

4.2.5 O horizonte de particulas e a causalidade

A expressao do horizonte de particulas em coordenadas comoveis é obtida de y ao

definirmos os limites t, =0 e t, = t:

() = /Ot aé)dt. (4.12)

Como a velocidade da luz é a velocidade-limite do Universo, entdao podemos
interpretar o horizonte de particulas como a distancia comdvel maxima que uma particula

viajou até o tempo t, conforme mencionado anteriormente. Note que o horizonte de

particulas é proporcional ao tempo comédvel n, de modo que:
x(t) = en(t). (4.13)

A partir dessas defini¢oes, o tempo e o horizonte de particula comoéveis serao
utilizados como parametros de referéncia para os calculos. Em algum instante ¢, o horizonte
de particulas x(t) é a extensdo méaxima do cone de luz passado para todos os eventos
no Universo (para um observador na Terra, por exemplo, o valor atual de x(t) define o

tamanho do Universo observével).

O valor desse parametro depende do modelo cosmologico adotado: para um modelo
ACDM, equivale a x(t)(tg) ~ 14.000 Mpc e, para o mesmo modelo, cty ~ 4.000 Mpc
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(PETTINARI, 2016). Perceba, finalmente, que o horizonte de particulas x(¢) e o horizonte
de Hubble ¢/(aH) sao grandezas distintas: enquanto o primeiro é uma medida do cone
de luz passado de um evento (dado o histérico de expansao anterior), o tltimo define a

extensao do cone de luz futuro com base em um valor instantaneo de H.

4.3 As equacoes de campo gravitacional e a evolucao de fundo

Para obtermos a forma do fator de escala a(t) precisamos relacionar a métrica com
o contetudo energético do Universo e, portanto, recorrer as equagoes de campo gravitacional
de Einstein:

1
R = 59uR = 87GT,,. (4.14)

Em coordenadas naturais (c = 1). Nessa relagao, R, representa o tensor de Ricci (resultado

da contracao do tensor de Riemann), associado a curvatura do espago-tempo:

R - ory, O,
I Ox”

em que os fatores I' sdo os simbolos de Christoffel, que levam em conta as mudancas

+ 14,00, =T, (4.15)

pa

espago-temporais na métrica:

v, = (8‘%” 1 Qo agaﬁ) . (4.16)

2 \ 0xP oz oxY

Além disso, R = g, R* é o escalar de Ricci, T},, é o tensor energia-momento total (a fonte

do campo gravitacional) e G é a constante de gravitagdo universal.

Em particular, o tensor energia-momento é dado pela soma dos tensores energia-
momento de todas as espécies s do Universo:
— (s)
T =2_T00, (4.17)
S
onde s = «,b, v, ¢, A para fétons, barions, neutrinos, matéria escura fria e energia escura,

respectivamente.

O fato de o tensor espacial de Einstein ser diagonal é uma consequéncia direta da
isotropia da métrica FLRW. De maneira semelhante, o tensor energia-momento também é
forcado a ser diagonal, o que significa que os fluidos cosmolégicos nao podem ter velocidades
peculiares ou tensoes anisotrépicas (PETTINARI, 2016). Com base nisso podemos inferir
que, na métrica FLRW simples, um fluido é caracterizado apenas por sua densidade de

energia p(t) e sua pressao P(t).

Além disso, vamos assumir que os fluidos do Universo sao barotrépicos, ou seja,
que suas pressoes sao dadas em fungoes explicitas de sua densidade de energia. A relacao
matemaética entre P e p pode ser representada pela equagdo de estado (ou pardmetro
barotrépico) w, definida como:

P =w(p)p. (4.18)



Capitulo 4. Abrindo o Universo homogéneo: a Relatividade Geral 61

Falaremos mais sobre w adiante. Portanto, podemos expressar o tensor energia-momento
de um fluido da espécie s como:
5 = ps, (4.19)

T = 6,w.(0) . (4.20)

v

Ao conhecermos o pardmetro w(p) das vérias espécies se torna possivel derivar
toda a histéria da expansdo do Universo. As espécies relativisticas (como os f6tons e os
neutrinos) tém uma equagao de estado constante: w = 1/3. Por outro lado, as espécies
nao-relativisticas (como os béarions e a matéria escura fria apos o desacoplamento) tém
w = 0. Nos modelos em que a energia escura é uma constante cosmologica, a tratamos
como um fluido de pressdao negativa com w = —1. Em uma simples mistura de matéria e

radiacao, o parametro w deixa de ser constante.

4.4  As equacoes de Friedmann

Para um Universo homogéneo e isotropico, caracterizado pela métrica FLRW, a

componente tempo-tempo das equagoes de Einstein é chamada de equagao de Friedmann:

gnG & (4.21)

onde H = a/a é o parametro de Hubble e p = ¥ ps é a densidade de energia total do
Universo. O termo em k representa o fato de que, em um Universo plano (k = 0), a

densidade total é sempre igual a densidade critica p., definida como:

3H?

= 4.22
el (4.22)

Pe

que depende do tempo e cujo valor atual pode ser facilmente calculado em termos da
constante de Hubble:
pe = 10,54h*GeV /m?, (4.23)

em coordenadas naturais. Esse valor de densidade é pequeno, bem menor que a densidade
do ar (1,27kg/m?), apesar de nao se esperar um valor distante desse para a densidade
média do Universo. A razao entre a densidade das espécies e a densidade critica do Universo

dé-se o nome de pardmetro de densidade (£24(¢)):

O, = 20 (4.24)

De acordo com as equacgoes de estado das varias espécies, a equacao de Friedmann pode

ser reescrita em termos do valor atual dos parametros de densidade (259 = Q5(%9)), como:

Q Q Q
o? = H? ( MO 4 22ROy 2RO +QA0> : (4.25)

as at a?
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onde Hy = H (ty) e os outros pardmetros sao dados por:

pu(to)
Q - )
Mo pC(tO)
t
QRO - pR( 0)7
0 k
kO g_’_ Hga
A
Q —.
A 3H?

4.5 A equacao da aceleracao

Em um Universo regido pela métrica FLRW, as componentes espaciais da equagao

de Einstein se reduzem a equacao de aceleracao:

a e
- —— P 4.2
= Tt ap), (4.27)

em que P = Y, P, representa a pressao combinada de todas as espécies. Essa equagao
também é valida para um Universo curvo, onde k # 0. Perceba que a pressao e a densidade
aparecem em concordancia nessa equacgao: ambas contribuem para aumentar a atracao
gravitacional e, assim, desacelerar a expansao do Universo. Esse comportamento nao é
comumente observado nos sistemas, pois a pressao geralmente tende a expandir sistemas
(quando hé um gradiante de pressao), mas, em um Universo homogéneo, a pressao P é

constante e, desse modo, nao ha gradiente de pressao nem forgas expansivas.

4.6 A equacao da continuidade

A evolugao das espécies materiais é determinada pela conservacao de energia-
momento:

TH, =8, T¢ + T4 T — T3, TF =0 (4.28)

aprv [ 7e"

Devido a isotropia césmica, a tinica componente significativa é v = 0, que resulta
na equacao da continuidade:

p+3H(p+ P)=0. (4.29)
Em termos do parametro barotréopico, temos:
p+3Hp(w+1)=0. (4.30)

Essa equacao deve ser aplicada separadamente para cada espécie, pois, nas épocas de

interesse, o numero de particulas é conservado e a troca de energia é desprezivel. Dessa
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forma, para um fluido da espécie s com w constante (P = wp), a equacao da continuidade
fornece (PETTINARI, 2016):

ps ox a~30Fws) (4.31)

Como vimos, para radiagdo (w = 1/3), matéria escura fria (w = 0) e energia escura
(w = —1), as densidades apresentam as seguintes caracteristicas (PETTINARI, 2016):

—4
PR X G

Py o< a”, (4.32)

pA = constante.

Para o caso de uma equacao de estado dependente da expansao césmica (e, conse-

quentemente, do tempo) w = w(s), teremos que resolver a seguinte integral:

pM X €Xp {/Oa ; [1+w(d)] dé} : (4.33)

onde os ~ servem apenas para diferenciar a variavel de integracao dos limites de integracao.

4.7 Anadlise quantitativa da expansao cosmoldgica

Se inserirmos a equagao geral de estado na equacao de Friedmann, resolvermos
)
para a(t) e desprezarmos a curvatura k, obteremos uma série de valores que representam

a histéria da expansao de um Universo preenchido por uma tnica espécie (que tem w

constante):
Tabela 1 — Valores de a, H e w.
H Valores de a Valores de H Valores de w H
- 2 1 —30Fw)
a X 3wt o nTisw | H oct™ oxa™ 2 w = constante # —1
2 P 1 =3 7 .
axXtsoxmn Hoxt " oxax w = 0 (matéria escura)
a otz ocn Hoxt'xa? w = & (radiacdo)
a o et o ﬁ H = constante w = —1 (constante cosmoldgica)

Nesta tabela, t é o tempo coésmico e n é o tempo comovel, relacionados por:
dn = dt/a. No caso de uma mistura de fluidos, devemos utilizar a equagdo de Friedmann

completa:

+ Qo (4.34)

1da Q Q Q

Sy \/ Mo Jjo n /;0
a dt a3 a a

que produz uma integral temporal que pode ser resolvida analiticamente para a(t), dados

os pardmetros cosmolégicos (que foram medidos com alta precisdo). Para a constante de
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Hubble atual Hy = 100h kms™! /Mpc e o parametro de densidade da matéria Qyr = Q,+Q,,
adotamos os melhores valores de ajuste obtidos pelo experimento Planck (PETTINARI,
2016):

h = 0,6780 £ 0, 0077,
Quoh? = 0,02214 + 0,00024, (4.35)
Qh? = 0,1187 £ 0,0017,

com nivel de confianca de 68 por cento. O pardmetro de densidade do fluido de fétons, por

outro lado, pode ser determinado a partir do valor de temperatura da CMB:
Ty = 2,725+ 0,001K, (4.36)

com nivel de confianga de 95 por cento. Para um espectro de corpo negro esses dados
produzem:
Q0h* = 2,49.1077,

(4.37)
Qoh? =1,69,107°,

onde admitimos que a densidade de neutrinos sem massa ¢ aproximadamente igual a
0,68¢), porque eles sao férmions em temperaturas mais baixas. Por fim, podemos adotar
um Universo plano (€, = 0) para que a densidade da energia escura possa ser determinada

como sendo:
QAO - 1 - QRO - QMO - O, 694 (438)

Na Figura 4 esta a evolugao do fator de escala obtido com os parametros calculados

acima.
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Figura 4 — A curva azul é o fator de escala em fungdo do tempo comével (o autor fez
1 = 7T nessa imagem), obtido pela resolugao da equagao de Friedmann. As trés
curvas pontilhadas pretas sao os parametros de densidade de radiagao (Qr),
matéria (£2/) e energia escura, considerada como um fluido cosmologico
constante (£24)

|-
10714
m
L 10745
o
g
o 10734
Llj
[Fs]
Toul
1075
Radiztion | Matter ; Matter A
10™¢ r . ~ —
1] [ O |04 |0

Conformal time T [ Mpc ]
Fonte: PETTINARI, 2016.

No grafico acima, os dias atuais correspondem a a = 1 e n = 14200 Mpc. As
intersecoes entre os trés (2’s dividem a histéria césmica em trés épocas: a era de dominagao
da radiagdo (quando a o 1), a era de dominacdo da matéria (onde a < %) e a era de
dominagao da energia escura (em que a o 1/n). As transi¢oes entre as trés eras ocorrem
nos seguintes fatores de escala (PETTINARI, 2016):

0
(g = Q—RO =2,96.107%,
Mo (4.39)

QMO
=——=0,44
ap QA ) )

ou ainda, respectivamente, em: z,, = 3380 e zy = 1,26. Se avaliarmos a equacao de
aceleragao no inicio do Universo, quando a radiagdo dominava (w = 1/3 > 0), temos
d*a/dt* < 0, ou seja, a funcio a(t) é uma curva concava. Com isso, podemos esperar que
o fator de escala do Universo cruze a linha a = 0 em um periodo de tempo finito: o Big
Bang. Portanto, o Big Bang representa singularidades nas coordenadas (a métrica espacial

desaparece para a = 0), no escalar de Ricci e na densidade de radiacdo (ja que pr o< a™?).
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“A energia disponivel é o principal objeto em jogo
na luta pela existéncia e pela evolucao do mundo’

(Ludwig Boltzmann)
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5 Fechando o Universo homogéneo: as equa-

coes de Boltzmann

5.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“Fechando o Universo homogéneo: as equagoes de Boltzmann” apresenta os princi-
pios bésicos e o passo-a-passo matematico para a deducao da equacao de Boltzmann, uma
importante ferramenta no estudo dos constituintes do Universo. Diante disso consegui-
mos entender o porqué deste capitulo ser uma parte essencial do presente trabalho: aos
diferentes contetiddos materiais do Universo podem ser associadas equacoes de Boltzmann,
que descrevem a evolugao das fungoes de distribuicao desses constituintes nos sistemas

termodinamicos.

5.2 Os principios fundamentais da equacao de Boltzmann

A equagdo de Boltzmann (também conhecida como equagao de transporte de
Boltzmann) é um ferramenta matemadtica, criada em 1872 por Ludwig Boltzmann, que
descreve a transferéncia de calor e de cargas elétricas (que envolve, também, gradientes de
temperatura e densidade). Esta equacao fornece informagoes importantes para a descrigao
de sistemas de particulas termo-estatisticos. Antes de deduzir a equacao, porém, devem

ser levadas em consideracao as seguintes hipoteses:

e O gas analisado é rarefeito, ou seja, o livre caminho médio ¢ muito maior que a
distancia de atuacao das forcas entre as particulas. Além disso, as colisdes entre as
particulas sao eldsticas (a energia cinética das particulas é conservada) e binérias

(ocorrem aos pares) e os efeitos de parede e de geometria podem ser desprezados;

o As velocidades das particulas nao estao correlacionadas: se duas particulas colidem
e, depois, colidem com outras particulas, ao voltarem a se colidir no futuro, nao
carregam nenhuma informacao daquela primeira colisao;

» As particulas e as forgas de interagao sao esféricas;

o A Mecanica Classica nao-relativistica é aplicével (as velocidades das particulas sdao

baixas, se comparadas & velocidade da luz);

o Os efeitos das forgas externas sobre uma colisao sao despreziveis;
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 As varidveis posicao (7), velocidade (¥) e tempo (t) sdo independentes entre si;
« A funcdo de distribuicao f(7,,¢) ndo varia durante uma colisdo.

Diante disso, o objetivo geral da equagdo de Boltzmann ¢ descrever a evolugao
temporal e espacial da fungdo de distribuigdo f(7,7,¢) em um gas, cujas particulas

constituintes tém apenas energia cinética, dentro e fora do equilibrio.

Pela forma da funcao de distribui¢do f(7,7,t), note que é necessério se trabalhar
em um espaco diferente do espaco tridimensional que estamos acostumados: o vetor posi¢ao
tem trés componentes, o vetor velocidade tem outras trés componentes e o tempo aparece
como uma sétima componente. Desse modo, precisamos trabalhar com sete componentes
distintas para descrever completamente o estado de uma particula de gas. O espaco

multidimensional que possibilita essa descricao é chamado espaco de fase.

5.3 A construcao matematica das equacdes de Boltzmann

Observe, na Figura 5, a representacdo de um volume infinitesimal em um determi-
nado espagco de fase hexadimensional (WOLF, 2021):

Figura 5 — Representagao bidimensional do espaco de fase.

Espago de fase
v
.
L ]
. - L ] -
".'_""‘_. [ ]
dv * L.'. .
L ] ° L ]
[ ] [ ] [ ]
-
d'r r

Fonte: WOLF (2021).

A partir dessa figura, podemos notar que o nimero de particulas que esta no
volume azul em um determinado instante de tempo ¢ é dado pelo produto da funcao de

distribuicao pelo volume no espago de fase:
N(t) = f(r,v,t) d°r d*v. (5.1)

Da mesma maneira, decorrido um intervalo de tempo At, o nimero de particulas no

volume vai mudar para:

N(t+ At) = f(r+ Ar,v + Av, t + At) d*r'd*v. (5.2)
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Se decorrido um intervalo infinitesimal de tempo dt, a expressao da variacdo AN =
N(t + At) — N(t) do niimero de particulas acima se transforma, a partir das equagoes
(5.1) e (5.2), em:

df (r,v,t)

dN =
dt

dr d®vdt = f(r +vdt,v + adt, t + dt)d*r'd*v' — f(r,v, t)d*rd*v. (5.3)

Expandindo essa equacao em séries de Taylor (até primeira ordem) e rearranjando os

termos, chegaremos a:

dt — ot oz, Vo,

Esta é a expressao geral da equacao de Boltzmann. A partir dela, podemos fazer

as seguintes associacoes:

O termo Of /0t representa a variagdo parcial no tempo da fungdo de distribuicao

J(r,0,t);

e Otermo 7V, f diz respeito a variagdo em f (7, ¥,t) devida ao campo de velocidades

das particulas;

e O termo @ -V, f descreve a variagao em f(7, U, t) devida a agao de forgas externas

ao sistema;

e O termo df /dt é um parametro que leva em consideracao as caracteristicas microscé-

picas do gas, como a frequéncia de colisoes entre as particulas.

5.4 A equacao de Boltzmann associada a um Universo homogéneo

e em expansao

Para o contexto de um espago-tempo em expansao, as equagoes de movimento sao
generalizadas para a equacao da geodésica e os trimomentos p sao correspondentemente
promovidos a quadrivetores, de modo que:

= 27
P = e (5.5)
onde A é um pardmetro que serve para descrever (em outras palavras, parametrizar) o
caminho da particula. A funcdo de distribuicdo para um sistema de particulas é definida,
em um espaco de fase hexadimensional, de modo que o tempo sera tratado separadamente

e o quadrimomento de cada particula obedece a relacao relativistica:

pP? = G P P" = o (PO)2 = —m?. (5.6)
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Além disso, observamos a relacao entre os momentos fisicos e comoveis:

pi— (p) P (5.7)

a

Calculamos dP/d\, os simbolos de Christoffel e aplicamos os resultados na equagao de

Boltzmann (5.4) para obter:
i of (v of of _
= (B) (L) oL -y~ cun 63

Esta equagao é vilida para todas as particulas. Note que fizemos df /dt = C(f), que

representa o termo de colisdes. Para o limite relativistico, isto é, quando p > m, temos

E =~ p e, portanto, a equagao (5.8) pode ser escrita como:

SO (2) Oy -

= C(f). 5.9
dt Ot ox; dp (7) (59)

A equagao acima se aplica, principalmente, a fétons e neutrinos, pois eles sao
relativisticos (casos nos quais o momento da particula é muito maior que a sua massa).
Do contrario, no limite nao-relativistico, ou seja, quando p < m e F ~ m. A equacao de
Boltzmann (5.4) se torna:

GO () ( ) oL~ o, (5.10)

Note que o coeficiente na frente do segundo termo (que representa a velocidade das

particulas) é pequeno, uma vez que p < m.

A partir disso se pode entender como a equacao de Boltzmann permite calcular a
evolugao (temporal e espacial) do niimero de particulas por unidade de volume (também
chamada densidade numérica). Seja n(x,t) a densidade numérica. Podemos expressar
matematicamente essa grandeza como a integral de f(z, p,t) em todo o espago de momentos.
Desse modo, integrando a equacdo (5.8) e considerando o fato de que o Universo é
homogéneo: (0f/0x; = 0), tem-se:

(271T)3 g{ & (2m)3 /paf ’ 1)3 /C(f)d?’p_ (5.11)

Resolvendo as integrais por partes e observando que a densidade numérica é:

(5.12)

chegamos a equagao:
dn(t) 1 5
o HAH0 = o / C(f)dp. (5.13)

Portanto, na auséncia de colisoes (isto ¢, se tivermos C(f) = 0), o nimero de particulas

cai com a3, uma vez que, a medida em que o espaco-tempo se expande, o volume de uma

regido contendo um ntimero fixo de particulas cresce com a?.
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5.5 Um pouco de fisica de particulas: os termos de colisao

De acordo com a equacao de Boltzmann, o efeito das interagoes diretas de particulas
sao as “colisoes”. No entanto, de maneira geral, o termo “colisdes” inclui também fendmenos
como: dispersdo, criagdo (ou aniquila¢ao) de pares e decaimento de particulas. Um processo
recorrente nos sistemas de particulas é a reacao de particulas do tipo 1 e 2, que agem para

formar particulas do tipo 3 e 4, representado por:
(1)p+ (2)g © By + (4)g- (5.14)

Na reacao acima p e ¢ representam os momentos lineares das particulas antes da
interacao e p’ e ¢’ s20 0s momentos apds a interacao. Por exemplo, se quisermos representar
o espalhamento de elétrons e fotons, devemos escolher (1) = (3) = (e7) e (2) = (4) = (v)

ou, se quisermos representar uma aniquilagao, devemos escolher (1) = (e¢7),(2) = (e*) e
3) =) =)

e +v < e,+7 — Espalhamento,
P v (5.15)
e, el < yw+vy — Aniquilagio.

Além disso, todos os processos fisicos microscopicos tém que obedecer as leis de

conservacao do momento linear e da energia. Entao podemos escrever:

Ei(p) + E2(q) = Es(p") + Es(¢') — Conservagao da energia, (5.16)

p+q=p +¢ — Conservacio do momento linear, (5.17)

em que: Fy(p) = 1/(p? + m?2) denota a relagdo energia-momento (em coordenadas naturais)
para uma particula s. Como se sabe, cada tipo de particula tem sua respectiva funcao de
distribuicao fs(z,p,t) e em Cosmologia se considera que estados diferentes (por exemplo,
estados de spin) tém a mesma fungao de distribuicao f. Portanto, em vez de representar os
estados por fungoes de distribuicdo separadas, atribuiremos pesos estatisticos apropriados

a cada um deles.

Para entender como os processos afetam a evolugao das funcoes de distribuicao
fs das particulas envolvidas, primeiramente, devemos ter em mente que eles se tratam
de uma interagao local no espago e no tempo. Logo, todas as fungoes de distribui¢ao sao
avaliadas em valores fixos de (z,t). Desse modo, s6 é essencialmente necessario determinar
os argumentos referentes ao momento linear da particula: para f(z,p,t), por exemplo,
devemos subtrair as particulas do tipo 1 (com momento p) que foram dispersadas pela
reagao direta e adicionar as particulas do tipo 1 (com momento p) que sdo espalhadas pela

reacao inversa.

Observe a figura 6. Nessa figura, se nota que a reagao direta remove particulas de

fi(z,p,t) em proporgao ao produto fi fo (nimero total de particulas do lado esquerdo) e as



Capitulo 5. Fechando o Universo homogéneo: as equagées de Boltzmann 72

Figura 6 — Representagdo bidimensional de um processo no espago de fase.

p 1

filz,pt)fa(z,q.t)
(1) + (2) — (3) + (411 1(3) + (4) — (1) + (2)

by

f."r(‘ll::pf: Uf'l[“‘l:-.q’! I’)

Fonte: DODELSON e SMITH (2021).

adiciona a funcdo de distribuigao para as particulas (3) f5(z,p’,t) (e 0o mesmo ocorre entre
as particulas (2) e (4)), “passando” as particulas da cédula azul para a célula amarela (isto
é, de um estado no espago de fase para outro). A reacao inversa, por outro lado, adiciona
particulas a fi(z,p,t) e fo(x,p,t), em proporgao a abundéncia das particulas (3) e (4), ou
seja, na célula inferior. Todas as colisoes acontecem localmente, ou seja, em uma posigao

fixa x.

Em outra frente, para o calculo do termo de colisdes associado a esse sistema,

devemos somar em todos os outros momentos (g, ¢, p’) que afetam f;(p). Matematicamente,
os termos de colisao sao: (DODELSON; SCHMIDT, 2021)

p+q=p'+q

Chp) =Y 05 [Ex(p)+Ea(q) = Es(p)) = Ea()] M [fs(0) o) = F1(p) fo(@)], (5.18)

a.p',q

em que 58) é o delta de Dirac, que impde a conservagio de energia. O termo |M|? é a
amplitude de espalhamento, um fator que depende dos detalhes microscépicos da interagao
e pode ser calculado através dos diagramas e das regras de Feynman. Esse fator pode
ser usado para calcular a probabilidade de ocorréncia de um processo de espalhamento,
conectando o estado inicial (caracterizado por um conjunto de particulas que possuem
momentos bem definidos) a um estado final (contendo outras particulas, que sdo, na maioria
das vezes, diferentes e que também possuem momentos bem definidos). A amplitude de
espalhamento nos fornece também valores de parametros importantes para o estudo dos
processos, tais como: secoes de choque o, taxas de decaimento I' e tempo de vida 7 de

particulas.

Cabe ainda destacar que, como estamos tratando da interacao entre duas particulas,

a amplitude de espalhamento |M|? depende do produto das fungdes de distribuicao fi fo
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(na reacao direta) e f3f4 (na reagdo inversa), e para as reacoes direta e inversa apresenta o
mesmo valor. A partir da equacao (5.18) podemos notar que os termos de colisdo consistem
na soma dos produtos entre a diferenga de energia total (primeiro termo entre colchetes)
pela diferenca no niimero de particulas causada pela reagao (segundo termo entre colchetes),

multiplicados por coeficientes de ponderacao.

E importante destacar dois elementos que foram negligenciados na equacao (5.18):
os efeitos quanticos causados pela emissao estimulada e o bloqueio de Pauli. A emissao
estimulada é um fenémeno quantico que ocorre quando o estado excitado (que, natural-
mente, libera um f6ton para retornar ao estado fundamental) de um &tomo é perturbado
pelo campo elétrico de um féton com frequéncia v, ao ponto de fazer o atomo emitir
outros fétons de mesma frequéncia, em fase com um primeiro féton (o atomo, entao, decai
novamente para o estado fundamental). J& o bloqueio de Pauli diz respeito a um fenémeno
quéantico que ocorre quando um ntimero grande de férmions (como os elétrons) estao muito
proximos: devido ao principio de exclusao de Pauli, as particulas ficam “sem espago” para

espalhar a luz, tornando a matéria invisivel.

Estes fatores aumentam ou diminuem a taxa de reagao dependendo da ocupacao
do estado final. Matematicamente, incluir esses dois fatores equivale a adicionar fatores
de (1 £ f5)(1 £ f1) & reacado direta e (1 £ f1)(1 £ fo) & reagao inversa (DODELSON;
SCHMIDT, 2021). Em cada um desses casos, o sinal de mais se aplica quando a particula
correspondente é um boson e o sinal de menos se aplica quando a particula correspondente
é um férmion. A titulo de exemplo, o bloqueio de Pauli se aplica assim: se o estado do
férmion 1 (de momento p) ja estiver ocupado, o fator 1 — fi(p) é zero e, portanto, a reagao
inversa com este estado final nao ocorre (devido ao principio de exclusdo de Pauli). Por
outro lado, se a particula 1 for um bdson, a taxa de reagdo correspondente é aumentada,

pois os bosons podem ocupar um mesmo estado.

Portanto, deve-se adicionar os fatores apropriados na equagao (5.18) para realizar
corretamente as somas no espaco de fase. Dessa forma, pode-se lembrar que o elemento de
volume no espago de fase em coordenadas naturais é d®p/(27)? e que, além disso, em um
cenario relativistico, as integrais do espaco de fase sao calculadas sobre as trés componentes

do momento e da energia. Com todas essas consideragoes, os termos de colisdo de tornam
(DODELSON; SCHMIDT, 2021):

1 d3q d3p d*q 2 45(3) 1
C(fi) = 2, / (27 )32E, / (2m)32E; / (27)32E4|M‘ 2m)% o' (p+q—p —4) (5.19)

x 09 [Er + By — By — EJ{[fsfu(1 £ )1 £ fo)] = [fifo(1 £ f1)(1 £ fo]}.

Aqui, negligenciamos as depéncias de E e de f dos momentos p e ¢ apenas para despoluir a
equagao. Mais uma vez, cabe destacar que as func¢oes delta de Dirac reforcam a conservagao
da energia e do momento totais na interacio, multiplicado por um fator (27)*. O resultado

acima vale para qualquer interagao entre duas particulas, que podem ser de uma mesma



Capitulo 5. Fechando o Universo homogéneo: as equagées de Boltzmann 74

espécie. A expressao (5.19) pode também ser escrita para o decaimento de particulas,
caso no qual se deve considerar um novo termo de colisdo, tendo que levar em conta
novos produtos de fungoes de distribuicao, amplitudes de espalhamento e integrais sobre

momentos.

De posse das equagdes de campo gravitacional de Einstein (que descrevem o
comportamento do espago-tempo do cosmos) e das equagoes de Boltzmann (que descrevem
a evolucao da densidade numérica de diversas espécies de particulas) estamos em condigdes
de prever, explicar e descrever o comportamento de um Universo homogéneo e em expansao

e dos fendmenos a ele associados.
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CAPITULO 06
FUGINDO DA HOMOGENEIDADE

“O universo é uma harmonia de contrarios’.
(Pitagoras)
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6 Fugindo da homogeneidade

6.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“Fugindo da homogeneidade” é um capitulo introdutoério as perturbacoes cosmolo-
gicas (tendo em vista que, até o momento, estdvamos estudando um Universo homogéneo)
e, nele, encontraremos elementos da teoria de perturbacao e o efeito desta nas func¢oes de
distribuicao dos fotons. Por fim, ainda nesta parte, estudamos os fundamentos do forma-
lismo de Fourier e apresentamos uma sequéncia de passos para a deducao das equagoes
de Boltzmann para diferentes constituintes do Universo. Este capitulo merece destaque
porque traz as equagoes que regem as perturbagoes nas distribuigoes de fétons, matéria

escura fria, barions e neutrinos.

6.2 Uma breve introducao

As equagoes de Einstein e Boltzmann em Universo homogéneo sao ferramentas
suficientes para se entender a histéria térmica do Universo, a producao de matéria escura,
a nucleossintese do Big Bang e a formagao dos primeiros atomos. Agora vamos considerar
um Universo com heterogeneidades, que formam o caso mais geral possivel e que esta mais
proximo da realidade (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Inicialmente, cabe ressaltar que um Universo nao-homogéneo é um caso muito
mais complexo (e mais rico) do que o Universo homogéneo. Em razao dessa complexidade,
torna-se extremamente necessaria a realizacao de algumas aproximacgoes, dentre as quais
se destaca a seguinte: as perturbacoes do espago-tempo construido pela métrica FLRW
sdo pequenas (embora seja uma aproximacao, isso fornece resultados muito precisos na

Cosmologia).

A principal razao para admitirmos que as flutuagoes sdo pequenas ¢é a possibilidade
de utilizagao da teoria de perturbacdo, um método aproximativo largamente utilizado em
diversas areas da Fisica. O estudo das perturbacgoes é a principal chave para se testar
modelos cosmologicos. As perturbagoes nao sé explicam alguns dos porqués da historia
do cosmos, como revelam até mecanismos quanticos que podem ter sido a chave para o
aparecimento das estruturas do Universo (MARQUES, 2012).
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6.3 Fundamentos da teoria de perturbacao

6.3.1 A ideia geral da teoria

Dado um campo cosmolégico ¢(z,t), dizemos que esse campo é perturbativamente

expandido em torno de um valor de fundo (isto é, de ordem zero) ¢) (¢) quando escrevemos:
o) = (1) + 39 (a, 1), (6.1)
i=1

em que € é o parametro de expansio e ¢ representa a perturbacio de ordem i de ¢.
O valor ¢ pode ser intepretado como o valor que o campo ¢ assumiria se o Universo
fosse perfeitamente homogéneo e essa é a razdo para este pardmetro depender somente do
tempo cosmico t. Além disso, podemos entender os outros termos da expansao como a
parte perturbada de ¢, que nao é homogénea e, portanto, depende tanto do tempo quanto
da posicao. O termo perturbativo de primeira ordem, dado por ¢ (z,t), é geralmente

chamado de termo linear.

Nos casos em que o parametro € € menor que 1, o somatorio pode ser truncado em

uma certa ordem n para produzir valores de ¢ até a enésima ordem, ou seja:

oz, t) ~ dOt) + eoW(z,t) + ... + "™ (2, 1). (6.2)

A isotropia observada da CMB sugere que no Universo primitivo (em redshifts z >
1000) as perturbagoes tinham uma amplitude 10° vezes menor que o fundo (PETTINARI,
2016). Diante disso, podemos truncar o somatoério no termo de ordem linear, de modo a

fornecer uma aproximacao satisfatéria:
o, 1) = ¢ (1) + ¢V (,1). (6.3)

Em momentos posteriores, as perturbacoes da CMB permaneceram lineares porque as
perturbagoes dos fotons nao cresceram com o tempo. Estamos entao justificados em
usar as equacoes linearizadas para descrever a maior parte da fisica da CMB até hoje
(PETTINARI, 2016).

Existem, por outro lado, efeitos importantes na CMB que nao podem ser descritos
pela teoria de perturbacao linear, que acaba ignorando toda a complexidade na estrutura
nao-linear das equacoes de Einstein e de Boltzmann. A perturbacao linear “ignora” propri-
edades importantes da CMB (como as nao-gaussianidades das flutuagoes) e, para resolver

esse problema, devemos expandir todas as varidveis até segunda ordem:
oz, 1) ~ 0O (t) + ¢V (z, 1) + ¢P(w,1). (6.4)

Onde, por questdo de legibilidade, fizemos: €'¢® — ¢,
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6.3.2 As funcdes e equacoes de perturbacao

Um propriedade importante da teoria de perturbacgoes é o produto de duas pertur-

bacoes. Consideremos ¢ e 1) como duas perturbagoes, entao:

¢ = [60(t) + W (@, 1) + ¢ (2, 1) + WO (O) + D (2, ) + P (@, 1) + ). (6.5)
Podemos dividir esse resultado de acordo com a ordem dos termos, de modo que:

(o) = ¢V,
(o)) = Ot 4 Uy, (6.6)
(@p)(?) — (25(0)1/,(2) + ¢(2)¢(0) + ¢(1)¢(1)-

A teoria da perturbacao geralmente produz equagoes longas, apesar de que muitas
perturbagdes tém um valor de fundo nulo, como é o caso de todos os trivetores (se eles
tivessem um valor de fundo diferente de zero violariam o principio de homogeneidade e

isotropia do Universo). Diante disso, quando ¢ = 4(®) = 0, o produto ¢ simplifica para:

(¢)® =0,
()M =0, (6.7)
(60)) = ¢,

Uma funcao da variavel perturbada ¢ pode ser expandida em séries de Taylor em
torno do seu valor de fundo ¢© = ¢ como:
99 2\ 0¢?

=9

o101+ (%) w-0+3(55) ©-or (63)
=0

Se também considerarmos ¢ ~ ¢(© + ¢ 4 ¢ e dividirmos a funcao f(¢) em ordens,

vamos obter:

F(0) O = f(9),
(1 _ ‘9f> )

£(0) (a [ o 9)
(2) _ ‘9f> (2) 1<82f> (1) 4(1)

100 =(5) oy (5h) ome

Seguindo essa linha de racioncinio, podemos listar dois exemplos tteis: as func¢oes
(1+2)* e e, com x = (¢ — @)/, que sido expandidos até a segunda ordem como:
(—1) 4,

(1+x)a%1+ax1+oza:2+aTx x, (6.10)

1
e’ ~ 1—|—SB1+$2—|—§$1$1. (6.11)
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Além disso, temos também que:

1
V1+2x ~ 1+x1—|—:1:2—§x1x1, (6.12)
1 3

A principal vantagem da teoria da perturbacao é a propriedade que permite que as
equagoes perturbadas possam ser resolvidas ordem por ordem: podemos dividida-las em
uma parte de fundo (de ordem zero), uma parte de primeira ordem (linear), uma parte de

segunda ordem e assim por diante.

A equacao para a ordem n é resolvida usando as solugoes para as ordens anteriores,
da (n — 1) ordem até a ordem 0, ou solugao de fundo. A solugdo para a ordem (n + 1) ndo
é necessaria porque é desprezivel em relacdo a ordem n (PETTINARI, 2016). Perceba que
uma equacao perturbativa de segunda ordem pode ser dividida em uma parte puramente
de segunda ordem (que é linear nas perturbagdes de segunda ordem e que tem a mesma
estrutura de uma equacao linearizada) e em uma parte quadrética, que envolve o produto

de perturbacoes de primeira ordem.

Uma propriedade importante da teoria da perturbacao é a que postula: um sistema
perturbado de equagoes de ordem n tem a mesma estrutura de um sistema linear com a
adicao de fontes extras (que sd@o conhecidas a partir da resolu¢ao das ordens anteriores).
Em geral, as expansoes perturbativas vao até os termos de segunda ordem, pois um termo
quadratico sempre serd formado por duas perturbagoes lineares (que ja sdo pequenas, por

definigao).

6.4 O plano de fundo e as perturbacoes

6.4.1 Sobre um espaco-tempo perturbado

Enquanto o Universo homogéneo era descrito por uma tnica fungao (o fator de
escala a(t)), que dependia apenas do tempo, o Universo perturbado requer mais duas
fungoes, que denotaremos por ¥ e ®, ambas dependentes do espaco e do tempo. Em termos

dessas fungoes perturbativas, as componentes do tensor métrico podem ser escritas como
(DODELSON; SCHMIDT, 2021):

goo(z,t) = —1 — 2W(x,t),
0, (6.14)
a®()d;;[1 + 2®(, 1)).

goi(x,t)
9ij(, 1)

Note que, na auséncia de ¥ e ®, as equacoes se reduzem as do caso de um Universo
euclidiano, homogéneo e de perturbagoes de ordem zero. Por outro lado, na auséncia de

expansao (a(t) = 1) esta métrica descreve um campo gravitacional fraco.
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Vamos representar as perturbagoes na métrica por ¥, o potencial newtoniano
que governa o movimento de corpos lentos (isto é, no regime nao-relativistico) e @, a
perturbagio devida & curvatura espago-temporal (causada por um corpo massivo), que
pode ser interpretada como uma perturbacao local no fator de escala. Essa perturbacao

pode ser descrita como:

a(t) = a(x,t) = a(t)y/1+ 2®(x, ). (6.15)

A magnitude tipica das perturbac¢oes métricas ¥ e ¢ em nosso Universo é pequena
(de ordem menor que 10™%) e, por esta razdo, se mostra como uma excelente aproximagao
trabalhar com essas quantidades em sua ordem linear. Na pratica, essa aproximacao

implica em negligenciar todos os termos quadraticos ou de ordem superior presentes nas
expressoes (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Nessa direcao, podemos dividir as perturbacgoes naquelas que se comportam como
escalares, vetores ou tensores, observando como se transformam de um sistema de coorde-
nadas espaciais tridimensionais para outro. Na pratica, para levar essas perturbagoes em
conta, o tensor métrico g,,, requer outras fungoes além de ¥ e ®, mas, como as perturbacoes
escalares apresentam-se como as mais importantes para a origem e evolugao do Universo,
entao a descrigao é satisfatéria se considerarmos apenas W e ®. No caso de perturbacoes
na métrica, existe uma certa liberdade de calibre: mesmo que apenas as perturbagoes
escalares sejam relevantes, ainda ha uma liberdade consideravel nas coordenadas que se

pode escolher para descrever e representar as perturbacoes de ordem superior.

O primeiro calculo a ser feito ao se utilizar a métrica FLRW é o dos simbolos de
Christoffel, considerando apenas os termos de primeira ordem (aqueles que sdo lineares
em VU e ®). Inicialmente, considere I, que, por defini¢ao, pode ser escrito em termos da

métrica como:

1 (0%
F,?u/ = 590 (gau,u + Gavy — gyu,a), (616)

onde o subscrito (, «) representa a derivada em relagao a z®. Através de algumas manipu-

lagoes algébricas, obtemos, a partir disso:

. 1
F’L - \Ill
00 aQ(t) K2
i i ; 6.17

F;‘k = 00k P + 01,0, — 0,,0;P.

Observe que, na ordem zero, o tinico componente que nao desaparece é '}, uma
. 74 . 7/ o ~ . . .

vez que: [,y = I'y; = d;; H. Por convencdo, tanto d;; quanto as derivadas espaciais Jj, atuam

em um espaco euclidiano e, portanto, se pode trocar livremente seus indices superiores e

inferiores (DODELSON; SCHMIDT, 2021).



Capitulo 6. Fugindo da homogeneidade 81

6.4.2 A equacao da geodésica

Para se obter a equagao de Boltzmann no contexto de um espago-tempo perturbado,
torna-se necessario saber como as particulas se movem nesse cenario. Desse modo, podemos
fazer uso da equagao da geodésica, que agora deve ser generalizada de modo a incluir as
perturbagoes do espaco-tempo. Diante disso, o objetivo é calcular os termos: dx’/dt, dp/dt e
dp'/dt modificados e, apds isso, inseri-los na equagio de Boltzmann. Diante disso, partimos

da condigao relativistica (on-shell) para uma particula de massa m, dada por:
Gu P*PY = —(1 4 20)(P°)? + p* = —m?, (6.18)

em coordenadas naturais. A partir disso, descobrimos que o quadrimomento perturbado

pode ser escrito como:

PH = (E(l — ), Lo Cbpi> : (6.19)

a
em que F representa a energia total da particula e p’ é o vetor trimomento da particula
de massa m. Com base nisso, encontramos a equagao do movimento:

dp _

L —(H+d)p - (f) P, (6.20)

Em sintese, essa relacao descreve a mudanca na magnitude do momento de uma
particula a medida que ela se move através de um Universo regido pela métrica FLRW
perturbada. O primeiro termo representa a perda de momento devido a expansao do
Universo (o equivalente ao redshift cosmolégico e o consequente decaimento da velocidade).
E possivel, ainda, interpretar a constante de Hubble (H = a/a) como a perturbagao
fracionaria do fator de escala local e H + ® como a taxa de expansao local do Universo. A
partir disso podemos inferir que o primeiro termo da expressao acima contém informacoes

sobre o redshift cosmolégico, incluindo sua perturbagao local.

Por fim, o ultimo termo descreve o efeito em que uma particula presa em um
poco de potencial (onde p’d¥ /dt < 0) ganha energia. Contrariamente, & medida em que
a particula sai do pogo, perde energia (no caso de particulas nao-relativisticas, isso é
esperado). Cabe destacar que essa equacao também é vélida para f6tons e que, nesse caso,
descreve o efeito de redshift gravitacional. Como sabemos, a equagao da geodésica define a
nocao de linhas retas no espago curvo e, nessa equacao, os termos em ¥ e ¢ representam

as fontes adicionais de curvatura devido & estrutura do Universo.

Vamos considerar o caso especial das particulas nao-relativisticas (com p < E).
Nesse cenario, o termo envolvendo ® ¢é desprezivel, portanto, somente ¥, a perturbacao
para a compoennte goo € relevante. Além disso, podemos observar a partir das equacoes
obtidas que recuperamos dp/dt = —mV V¥ para particulas ndo-relativisticas, com um fator
adicional 1/a, que é justificado pelo fato de que o gradiente espacial considera coordenadas

k

comoveis =¥, enquanto que a segunda lei de Newton se refere as coordenadas fisicas ax.
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Para o caso dos f6tons (onde: p/E = 1), os entes ¥ e ® contribuem igualmente para
a deflexdo. Para os casos em que ® = —W, aparecera um fator de 2, aumentando a deflexao
dos fétons prevista pela teoria de Einstein. A deflexdo das particulas nao-relativisticas
é muito mais forte que a da luz, porque os fétons nao estao ligados aos aglomerados
galdcticos, enquanto o restante da matéria estd (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Em
termos matemaéticos, isso se deve ao fator E/p, que se torna grande para objetos nao-
relativisticos (pois p < F) e, fisicamente, isso acontece porque a curvatura “tem mais
tempo” para desviar as trajetérias de objetos em movimento lento em comparagao com
particulas sem massa que viajam na velocidade da luz. Portanto, a partir da equacao da
geodésica, temos todas as informacoes necessarias para escrever a equacao de Boltzmann

em um Universo perturbado.

Para o caso de um Universo nao-homogéneo, o objetivo do estudo ¢ investigar como
se comportam as anisotropias na distribuicado coésmica de fétons e heterogeneidades na
matéria, utilizando a equagdo de Boltzmann para cada espécie no Universo. Nesse caso,
vamos levar em consideragao a dependéncia espacial e direcional da funcao de distribuicao
f(z,p,t). Esse fato complica significativamente a algebra, no entanto, vamos contornar

esse problema usando alguns conceitos e aproximacoes.

Como se sabe, os foétons sao afetados tanto pela gravidade quanto pelo espalhamento
Compton com elétrons livres (além disso, sabemos também que os elétrons estao fortemente
ligados aos prétons, e que ambos também sao afetados pela gravidade). Em contrapartida, a
métrica que determina as forgas gravitacionais é influenciada por todos esses componentes,
mais os neutrinos e a matéria escura. Dessa forma, para obtermos as fungoes de distribuicao
de qualquer espécie de particulas, devemos considerar também a presenca de todas as

outras espécies.

Figura 7 — Representagao das interagoes entre diferentes entes cosmologicos.
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Fonte: DODELSON e SMITH (2021).

Baryons

Considere a Figura 7. Em sintese, essa figura mostra as maneiras pelas quais os
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diferentes componentes do Universo interagem uns com os outros (cujas conexoes sao
escritas pelas equagoes de Boltzmann e de Einstein). O forte acoplamento entre elétrons e
nucleos através da forga eletromagnética permite trata-los como um tnico componente, que
denominaremos barions (é sempre vélido lembrar que elétrons nao sao bérions, mas que
essa nomenclatura é comumente utilizada na Cosmologia). Ap6s obtermos as equagoes de
evolugao das perturbacoes em todas as espécies relevantes no Universo, podemos calcular

diversos parametros cosmolégicos reais.

Além disso, temos que considerar as perturbagoes na densidade de energia escura,
que sempre existiram, se a energia escura nao for considerada uma constante cosmoldgica.
Porém, os modelos atuais mais viaveis de energia escura preveem que as perturbagoes
sao muito pequenas e que s6 se tornaram relevantes muito recentemente. Diante disso,

podemos negligenciar a energia escura como uma fonte de perturbagoes para a métrica.

6.5 As perturbacoes nos diferentes constituintes do Universo

6.5.1 A equacdo de Boltzmann perturbada para fétons

A equacao de Boltzmann para fétons, em ordem linear de perturbacoes é dada por:

G _of pof  of pia\IJ)

(6.21)

dat ot aor Pop @ 07

(H + o+
Nesse ponto, como estamos tratando de fétons (que sao bdsons), se pode escrever a sua
funcao de distribuicao f como uma distribuicdo de Bose-Einstein de ordem zero, de uma

forma ligeiramente diferente:
1

_ _ (6.22)
exp { rgitiesal ) L

Perceba que, nessa proposta, a temperatura de ordem zero 7' é uma funcao apenas
do tempo, nao do espago. Em um Universo homogéneo, a temperatura T é independente
de x, e em um Universo isotropico, T' é independente da direcdo de propagacao dos fétons
p (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Por outro lado, para descrevermos as perturbagoes
sobre um Universo homogéneo é necessario que consideremos uma perturbacao na fungao
de distribuicdo, que é caracterizada por uma perturbacao fracionaria de temperatura
0(z,p,t), que também pode ser escrita como: 67/T. Em palavras, a perturbacao 6(z, p, t)
representa tanto as heterogeneidades na distribuicao de fétons (que sao dependentes de
x) quanto as anisotropias (que sdo dependentes de p). A expansdo de (6.22) em séries de

Taylor nos fornece:

p————"=0(x,p, 1) (6.23)
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Ao aplicar a expressao (6.23) em (6.21), chegamos a seguinte equacao de Boltzmann:

df ofO (40 . piow
— = — ———t+ d+ —— .24
(dt)ordeml b op o+ a Ox' Ter adxt )’ (624)

em que f(© representa a funcio de distribuicdo de ordem zero: f© = 1/(e?/T® — 1), em

coordenadas naturais. Os dois primeiros termos dessa expressao correspondem a uma
derivada ao longo dos raios de luz (geodésicas nulas) em um Universo homogéneo e
descrevem como a fungao de distribui¢ao evolui na auséncia de colisoes (transmissao livre).
Os dois ultimos termos estao relacionados ao efeito gravitacional das perturbagoes. Observe
que em todos os termos que x aparece, ele é multiplicado por a, o fator de escala. Isso deve
acontecer, pois as distancias fisicas sao: ax. Cabe destacar que essa equacao ainda nao
estd completa, pois, em perturbacoes de primeira ordem, ha um termo de colisao diferente

de zero que temos que considerar.

6.5.2 O efeito do espalhamento Compton nos termos de colisdo

A determinacao da influéncia do espalhamento Compton na funcao de distribuicao
de fotons é primordial para o estudo das anisotropias da CMB, no sentido dela precisar
como se comporta a distribuicao de fétons no periodo da recombinacao. O tratamento
matematico dos termos de colisdo deve, portanto, incluir a influéncia das perturbacgoes nas
fungoes de distribuicao, em um contexto no qual nao ha equilibrio quimico nem cinético.
Como sabemos, o processo espalhamento Compton é: e~ (p) +v(q) +> e (¢') + v(p), onde
p e ¢ sao os momentos das particulas antes da colisao e p’ e ¢ sdo os momentos apos a

colisdo.

Partindo do termo de colisao (5.19), fazendo algumas expansoes e aproximagoes,

chegamos a:

_neUT p f(o) f(o) o
Clf ()] = 47Tp/ — p/5 =7 [ v oy TP, 9(10)] .
+6p (0 —p)(p—p)u (%(gp)[ﬂ )= fO(p)] a2,

em que 2 é o angulo sélido gerado pelo vetor unitario p’, n. representa a densidade
numérica de elétrons livres, o7 é a secao de choque de Thomson e u;, simboliza a velocidade
massica dos elétrons (o subscrito “b” indica que é a mesma velocidade que a dos bérions),
que é a média de todas as velocidades do fluxo de elétrons, em determinado ponto do espaco
e em um dado instante. Cabe ressaltar que, na equagao acima, a diferenca f(p’) — f(p)
foi expandida em termos de primeira ordem e que a parte que multiplica o termo de
velocidade maéssica u;, pode ser desprezado (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Além disso,

o primeiro termo que acompanharia o delta de Dirac é igual a zero, pois temos que: p = p'.

A equagao acima explicita a dependéncia de 6 das varidveis p e p/, uma vez que a

dependéncia de (z,t) é irrelevante na dedugao do termo de colisdo, pois os valores (z,t)
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sao fixos, j4 que as colisoes sao locais. Existem apenas dois termos nessa expressao que
dependem de p e que, portanto, devem ser considerados na integragao sobre o angulo
sélido €. Primeiro, baseando-se na perturbacao da func¢ao de distribuigao 6(p'), torna-se

conveniente introduzir o monopolo:

1.
Bl t) = E/Q(p’,m,t) dsY. (6.26)

Em palavras, o monopolo 6y(z,t) é a soma integral de todas as perturbagoes do féton
em qualquer ponto do espaco e em todas as diregoes. Isso corresponde a perturbacao
fracionaria no fluxo de fétons em angulo médio e em uma determinada posicao x e tempo ¢

(expressa como uma perturbagao de temperatura através da distribuigdo de Bose-Einstein).

Figura 8 — Representagao de uma regiao do césmos com diferentes temperaturas.

Fonte: DODELSON e SMITH (2021).

Observe a Figura 8. Essa representacao mostra uma perturbacao de temperatura
de onda plana (o niimero de onda k ¢é o eixo horizontal) e seu efeito em f6tons fortemente
acoplados. Essa é uma vista superior de uma onda que se propaga no plano, onde as regioes
escuras representam pontos quentes (picos) e as regides claras sao pontos frios (vales) em
relacdo as temperaturas dos elétrons. Se o espalhamento Compton for muito eficiente, os
fétons observados em um dado ponto espalharam-se muito proximos, dentro dos circulos
(que denotam as superficies de ultimo espalhamento) para observadores indicados pelos
pontos. A temperatura nessas superficies é muito préxima do uniforme, de modo que a
distribuicao é quase completamente descrita por seu monopolo. No entanto, diferentes
circulos (correspondentes a diferentes observadores) tém temperaturas diferentes devido as
perturbagoes. Assim, se pode concluir que o monopolo varia no espago. Ainda de acordo
com a Figura 8, o monopolo associado a temperatura de ordem zero é constante em todo

O espaco.

Com isso, podemos voltar a equagdo (6.25) para chegar a expressao final para o

termo de colisao:

(neor) [0 — 0(D) + D - w) . (6.27)
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A partir disso podemos observar o efeito do espalhamento Compton na distribuicao de
fétons: na auséncia de uma velocidade méssica para os elétrons (u, = 0), o termo de colisdo
serve para conduzir 6 a 6y, ou seja, quando o espalhamento Compton é muito eficiente,
apenas a perturbacdo do monopolo 0y ocorre. Intuitivamente, um forte espalhamento
Compton significa que o livre caminho médio de um féton é muito pequeno e, portanto,
que os fétons que chegam a um determinado ponto no espaco dispersam rapidamente os
elétrons que estao muito préoximos. Como esses elétrons préoximos tinham uma temperatura
muito semelhante a local, os fétons que interagem com eles (em todas as diregdes) tém a
mesma temperatura, de modo a se considerar que o fluxo de qualquer diregao é igual ao

fluxo médio do angulo: O(x, p, t) = Oy(z,1).

A situagdo muda ligeiramente se os elétrons carregarem uma velocidade massica
up. Nesse caso, sera gerado um momento de dipolo na distribuicdo de fétons, determinado
pelo moédulo e direcao da velocidade dos elétrons. Ainda assim, momentos de ordem
superior, como o quadrupolo, desaparecem. Logo, o espalhamento Compton produz uma
distribuicao de fétons simples de analizarmos: tem apenas um monopolo e um dipolo que
nao desaparecem, o que equivale a dizer que os fotons e elétrons se comportam como um
fluido 1nico, se o espalhamento for eficiente o bastante e se o acoplamento for forte o
suficiente. Como se sabe, o espalhamento Compton deixa de ser eficiente no periodo de
desacoplamento féton-barion, entao os fétons ndo se comportam mais como um fluido
apos a recombinagao. No entanto, a abordagem de Boltzmann permanece valida apds o
desacoplamento e também captura a fisica essencial da transmissao livre que caracteriza
a longa jornada dos fétons desde o desacoplamento até os detectores (DODELSON;
SCHMIDT, 2021).

6.6 Um pouco sobre o formalismo de Fourier

A evolugao das perturbagoes cosmologicas é descrita pelas equagoes de Einstein-
Boltzmann, que formam um sistema de equacdes diferenciais parciais acopladas. E possivel
transformarmos esse sistema em um conjunto de equagoes diferenciais ordinarias (para
facilitar o tratamento numérico) ao escrevermos a dependéncia da posigdo & em uma base
de ondas planas com vetor de onda k. Como as perturbagoes cosmolégicas sdo campos
tridimensionais estocésticos (isto é, indeterminados, de origem aleatdria), em vez de obter
valores especificos de tais campos, estamos interessados em prever seus valores esperados,
como os espectros de poténcia (PETTINARI, 2016).

A ideia é utilizar o formalismo de Fourier para simplicar (e resolver) sistemas
de equagdes diferenciais que seriam, a principio, mais complicados (como o de Einstein-

Boltzmann). Matematicamente, isso pode ser alcancado se aplicarmos em ambos os lados
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das equacoes o operador de Fourier, dado por:

Flf] = / e~ (1) da, (6.28)

em que f(x) é uma fungao qualquer da posi¢ao. A partir disso, se o operador de Fourier
for linear, entdao atua (separadamente) em todos os elementos de seu argumento. A fungao
Fi(f) é chamada de transformada de Fourier da fun¢ao f(z) e iremos denota-la como

f(k). Por outro lado, a tranformada inversa de Fourier é dada por:

fla) = / (Qi)gei’w F(k)dk. (6.29)

Com base nesse resultado podemos notar que a transformada de Fourier de uma
fungao real obedece a relagao: f(—k) = f*(k). Portanto, no espago de Fourier, teremos

que as derivadas parciais irdo se transformar em produtos da forma (PETTINARI, 2016):

of ’
F | =k f(k 6.30
ok | = o, (6:30
que surge como consequéncia das propriedades da exponencial em relacao as derivadas. O

operador laplaciano V2 tem a seguinte transformada de Fourier:
F[V?] = =k f(k), (6.31)

em que: |k|* = kK.

As componentes do vetor de onda k = ky, ko, k3 entram nas equacoes do espago
de Fourier como parametros externos. Em principio, para obter a evolucao temporal das
perturbacoes, deve-se resolver N sistemas diferenciais independentes, onde N é o ntimero
de pontos de amostragem em cada direcao k. Na pratica, porém, a isotropia estatistica
das perturbagoes cosmoldgicas nos permite escolher um sistema de coordenadas para cada
vetor de onda k onde o zénite esta alinhado com o préprio k. Como resultado, a solugao
para um dado vetor de onda k dependerd apenas de sua magnitude k£ = |k| e do tempo ¢
(PETTINARI, 2016).

A partir da adogao desse espago (que evita o uso de derivadas parciais) teremos que
todas as varidveis perturbadas terdo uma dependéncia (k, t). Nesse ponto, cabe destacarmos
que o numero de onda k devera ser amostrado em intervalos de intensidades e frequéncias

adequados para recuperar a fisica das perturbagoes em todas as escalas.

6.6.1 O acoplamento de modos k

Uma equagao diferencial de segunda ordem geralmente inclui um termo quadratico
que consiste em um produto de perturbagoes de primeira ordem. Diante disso, temos que

determinar como a transformada de Fourier atua nesse termo quadratico genérico. Um
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produto da forma A(x)B(z) produz uma integral (dita integral de convolucao) dada por
(PETTINARI, 2016):

RA@B(@)] = [ s Alh) Bl = kb = [ s Al B3k = b = )b,

(6.32)
onde §(k — k1 — ko) é um delta de Dirac: uma fungdo que “forca” os trés vetores de onda
k, k1 e ky a formarem um tridngulo. Ha, ainda, uma segunda maneira de se expressar a
convolugao. Adotando a notagdo A; = A(ky), By = B(ks) e f = A(x)B(z) obtemos, para
a integral de convolucao (PETTINARI, 2016):

HMZ/@;J%$M%—M—MMMb (6.33)

A evolucao do modo k de uma perturbacgao de segunda ordem é determinada por todos
os outros modos, representados acima por k;. Equivalentemente, o comportamento das
perturbacoes em uma determinada escala é influenciado por todas as outras escalas. Esta
propriedade importante é tipica do sistema nao-linear e é chamada de acoplamento de
modos. Em ordem linear, onde nao ha fontes quadraticas, todos os modos evoluem inde-
pendentemente. Os vetores de onda de convolucao ki e ko sdo variaveis ficticias; portanto,

nao had uma maneira tnica de expressar os termos quadraticos da fonte (PETTINARI,
2016).

6.7 As equactes de Boltzmann para os diferentes constituintes do

Universo

6.7.1 A equacao de Boltzmann para fétons

Nesse ponto, podemos igualar as expressoes (6.24) e (6.27) para os termos de colisao

e obter: 59 50
A _—i N LA
E 44+ = (n, — - up), :
O+ o+ @+ o = (neor)lbo — 0(p) + - w] (6.34)
que, em termos do tempo comével 7, pode ser escrita como:
00 oA
0 +p o+ 4 p oo = (neor)(@)lo = 0(5) + 5 w), (6.35)

lembrando que os termos com linha denotam derivadas em relacao ao tempo comovel:
d/dn = (1/a)d/dt. A expressao (6.35) é uma equagao diferencial parcial linear de # acoplada
as outras variaveis ¥, ® e wu,, que também evoluem de acordo com equagoes lineares (essa

simplificagao surge porque as perturbagoes sdo pequenas).

As perturbagoes na CMB permanecem pequenas em todas as épocas cosmologicas,
enquanto as perturbagoes de matéria sao pequenas apenas no Universo primitivo: elas

eventualmente crescem e se tornam nao-lineares, formando objetos massivos, como galaxias
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(DODELSON; SCHMIDT, 2021). Antes de prosseguir, vamos definir o cosseno do angulo

entre o nimero de onda k e a dire¢ao do féton p como pu:

—

I

1 (6.36)

Note, pela Figura 8, que o vetor de onda k esté apontando na dire¢ao em que a
temperatura estd mudando (ou seja, esse vetor é paralelo ao gradiente de temperaturas). Se
isso é verdade, entao O(k, u = 1) descreve f6tons viajando na diregao do gradiente (paralela
a de E, horizontalmente, na Figura 8), ao longo do qual a temperatura estd mudando. Por
outro lado, 0(k, u = 0) descreve fétons viajando perpendicularmente ao gradiente, ou seja,
em uma dire¢ao ao longo da qual a temperatura permanece a mesma (verticalmente, na
Figura 8). De maneira geral, o aparecimento de u em uma equagao diferencial significa

automaticamente que a expressao esta escrita no espago de Fourier.

Por outro lado, as velocidades sao geralmente longitudinais, isto é, apontam na

mesma direcao que o vetor de onda k:

—

l_[b(k:>77) = (Z) ub(kvn)' (637)

Como k (e, portanto, ) é paralelo ao gradiente de temperaturas, se pode inferir que o

vetor velocidade é irrotacional e entao: up - p = upp.

Outra defini¢do importante que faremos é a profundidade éptica 7(n):
70
7(n) = / (neora)dn'. (6.38)
7

Fisicamente a profundidade éptica descreve o quao opaco o Universo é. Em outras palavras,
quando 7 — 0, a quantidade de interagoes entre as particulas ¢ muito pequena. Por
outro lado, quando 7 — 1, o niimero de interagoes pode ser considerado grande. Essas
observagoes se tornam triviais ao se observar que 7 é diretamente proporcional a n., o que
indica que: quanto maior for o valor de 7, mais elétrons livres estarao disponiveis para

interagir com outras particulas.

A partir dessas defini¢oes, podemos reescrever as derivadas espaciais como iku no

espaco de Fourier e obter a equagao de Boltzmann para fétons:

0 + (ikp)0 + @' + (ikp)V = —7'[0) — (D) + puy). (6.39)

6.7.2 A equacao de Boltzmann para matéria escura fria

A dedugao da equagao de Boltzmann para qualquer outro constituinte do Universo
segue o mesmo procedimento aplicado na dedugao para os fotons. No que se refere a

matéria escura (em todos os modelos vidveis de formagao), sabe-se que ela desempenha
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um papel importante no crescimento das estruturas do Universo através de seu efeito
gravitacional. Como no caso dos fétons, a equacao de Boltzmann é o ponto de partida

correto para descrever a evolucao da matéria escura.

Existem varias maneiras pelas quais a distribuicao da matéria escura difere da dos
fotons. Primeiro: em épocas posteriores a sua producao, a matéria escura, por definicao,
nao interage com nenhum dos outros constituintes do Universo (assim, nao é necesséario
lidar com quaisquer termos de colisdo). Segundo: a matéria escura fria, em contraste
com os fotons, nao é relativistica, pois as velocidades tipicas das particulas de matéria
escura devem ser muito menores que a velocidade da luz. Assim, a versao apropriada

da equagdo de Boltzmann a ser usada é a equacgao de Boltzmann (sem colisdes) para
particulas massivas, dada por (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

8fc b pi afc - E A7 afc _
o+ (E) <a> 5 lH + &+ (ap) p ‘1111 Pap 0. (6.40)

Para o caso de particulas de matéria escura fria, ndo sdo necessarias informacoes

detalhadas sobre a funcao de distribuicdo de ordem zero. A informacao mais relevante e
necessaria é que essas particulas se encontram no limite nao-relativistico. Esse resultado
implica que o movimento massico da matéria escura ja estd incluido nas equacgoes e,
portanto, que a matéria escura pode ser tratada efetivamente como um fluido (isto é, nao
é necessario tratarmos da grande variedade de velocidades das particulas, mas somente da

velocidade de um tnico fluido).

A partir disso, podemos manipular a equagao (6.40) e definir dois pardmetros
importantes: a densidade numérica de matéria escura n. e a velocidade massica de matéria

escura u’. Suas expressoes sio:

Ne = <2i>3/fcd3p, (6.41)
ui = nl (271T>3 / f. (%) &p. (6.42)

Com isso, chegamos a duas equagoes: uma que descreve a perturbacgao fraciondria na
densidade numérica d. (6. = dp./p.) de matéria escura e uma que mostra a evolucao da

velocidade massica u!:

06, (1N O .
-4 (a> S+ 3b =0, (6.43)
oul, (1) 0V
o+ (a) =0, (6.44)

E interessante, no entanto, expressarmos estas equagoes em termos de tempo
comovel n e no espaco de Fourier. Usando a regra da cadeia e a equacao da continuidade,

chegamos as equagoes de Boltzmann para a matéria escura fria:

8 + ikue + 39" = 0, (6.45)
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/
ul, + (a) ue + kW = 0. (6.46)
a

A equagao (6.46) justifica, pelo menos em partes, a suposicao de que u, é irrotacional,
pois diz que u,. é originado pelo gradiente de um potencial escalar ¥ (o que é caracteristico

de um vetor irrotacional e conservativo).

6.7.3 A equacao de Boltzmann para barions

Outro componente do Universo que requer um conjunto de equacoes de Boltzmann
sao os elétrons, néutrons e protons, que sao frequentemente agrupados e chamados barions.
Este equivoco (os elétrons serem postos no grupo dos béarions) é motivado pelo fato da
densidade de energia dessas particulas ser dominada pelas massas de repouso dos protons
e dos néutrons, que compoem os nicleos de hidrogénio e hélio. A seguir, serao tratados
somente os protons, embora se deva ter em mente que essa analise inclui o hélio e vestigios

de niicleos mais pesados.

Como se sabe, os elétrons e os prétons sao acoplados por espalhamento Coulomb,
cujo processo é: e~ +p <> e~ + p. A taxa de dispersao de Coulomb é muito maior do que
a taxa de expansao nas épocas de interesse, o que torna o acoplamento apertado e que

forca as superdensidades de elétrons e protons a convergirem a um valor comum:

Pe Pp
onde o subscrito b significa “barions”. Da mesma forma, as velocidades massicas das duas

espécies sao forcadas a um valor comum:

Ue = Up = Up. (6.48)

Apos a recombinacao, quando elétrons e niicleons formaram atomos pela primeira
vez, o forte acoplamento permaneceu e, portanto, os atomos neutros estavam desacoplados
dos fotons. Por causa desse forte acoplamento e, consequentemente, do livre caminho
médio pequeno (e o fato de que eles sdo nao-relativisticos, ja que T < m,), os elétrons e
os nucleons podem ser tratados como um fluido nao-relativistico e s é necessario tomar os
momentos de ordem zero e de primeira ordem da equacao de Boltzmann para descrevé-lo.

Além disso, torna-se necessario analisar o comportamento do acoplamento de fétons via
espalhamento Compton (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

O procedimento de tomar os dois primeiros momentos da equacao de Boltzmann
para derivar equacoes para d, e u, procede exatamente como no caso da matéria escura fria
(pelo menos o lado esquerdo das equagdes é assim). A parte de ordem zero fornece uma
equagao (no espago de Fourier e escrita em termos do tempo comével) para a densidade
de bérions:

oy, + ikuy + 39" = 0. (6.49)
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Note que o lado direito da equagao é nulo (apesar das colisoes), pois as colisdes
preservam o numero de elétrons e prétons. Esse fato vale tanto para o processo de
espalhamento Coulomb: e~ + N <> e~ + N (onde N representa um niicleon) quanto para
o espalhamento Compton: e~ + 7 <> ¢~ + 7. Nas épocas de interesse (ao redor e apés a
recombinagdo), as reagoes que alteram o nimero de elétrons e nicleons (como produgao

de pares, aniquilacao e reagoes nucleares) sao irrelevantes.

Para o caso da equacgao para a velocidade massica, podemos seguir procedimento

semelhante ao caso da matéria escura, exceto pela definicao do dipolo de radiagao 6,
(DODELSON; SCHMIDT, 2021):

01km) = (5) [ w6l b ), (6.50)

que aparece em razao da influéncia da transferéncia liquida de momento entre os fétons
e os elétrons: em um campo de radiacao isotropico, nenhuma transferéncia de momento
liquido ocorrerd, mas, se houver um dipolo, entdo os fétons mais energéticos vém mais de
uma direcdao do que da direcdo oposta. Com isso, os elétrons que se movem na direcao
da temperatura mais alta estardao enfrentando uma “forga de arrasto” na dire¢cdo oposta
(este efeito é conhecido como arrasto Compton). A partir disso, devemos considerar uma
densidade de forga (andloga a um gradiente de pressao) que é exercida pela dispersao de
fétons e elétrons e que influencia no termo de colisdo. Levando isso em conta, podemos

obter a equacao para a velocidade massica de barions:

. a . (4 :
uy + (a) up + kW =71 (53/;;) 3101 + uy). (6.51)

O fato da densidade de energia dos barions aparecer no denominador da fracao
pode ser intrigante porque, como os fétons se espalham principalmente por elétrons, a
densidade total de barions (que é dominada por prétons) nao deveria influenciar nesse
processo. Fisicamente, isso se deve a alta resisténcia ao movimento dos elétrons, porque

estao fortemente acoplados aos protons por meio da forga eletromagnética.

Cabe destacar que a equagao acima foi deduzida definindo: n. = n, = n, ou
seja, se assumiu que o hidrogénio esta completamente ionizado. No entanto, o resultado
¢ valido mesmo que haja uma quantidade apreciavel de hidrogénio neutro, de modo que
ne < np, (DODELSON; SCHMIDT, 2021). De fato, ap6s a recombinagao, a maioria dos
prétons estava ligada a atomos de hidrogénio neutros e, mesmo antes da recombinagao,
uma pequena fragao estava em atomos ou ions de hélio. No entanto, mesmo hidrogénio e
hélio neutros estao fortemente acoplados a elétrons e protons. Entao o resultado acima

abrange todos os barions.
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6.7.4 A equacao de Boltzmann para neutrinos

Para os neutrinos, com funcao de distribuicao f,(x,p,t), se pode notar algumas
semelhangas com os fétons: seguem uma distribuigao de equilibrio com temperatura 7, (a)
de ordem zero e sao relativisticos no Universo primitivo. Assim, é possivel novamente
expressar a perturbacdo em sua funcao de distribui¢do em termos de uma perturbacao
de temperatura, denotada por N(z,p,n), assim como foi feito para os fétons. Portanto,

assumimos uma funcao de distribuicao de Fermi-Dirac perturbada da forma:
1
. .

exp { | + 1

fol@,p,t) = (6.52)

Em seguida, fazemos uma expansao em séries de Taylor dessa distribuicao, como
fizemos no caso dos fétons, e aplicamos o resultado na equagao de Boltzmann sem colisoes
para particulas massivas (porque, durante a época do desacoplamento de neutrinos em
diante, quaisquer interagoes nao-gravitacionais de neutrinos sao despreziveis). Nesse sentido,

obtemos:

dN  ON P P\ ON ON . E,\ . oV
dt ot +<E,,) (a) oxt p@p * +<ap)p8xl 0 (6.53)

Convertendo para derivadas de tempo comével e movendo os termos para o espaco de

Fourier, vem:

N’ + (ikp) (gy) N - prgg = ' — (ikp) (i) T, (6.54)

que ¢ a equacao de Boltzmann de primeira ordem para neutrinos.

Além da auséncia do termo de colisdo, essa expressao difere da dos fétons pelos
fatores de p/E,, que se reduzem & unidade quando os neutrinos sao relativisticos (p = E).
Em momentos tardios, quando a temperatura cai abaixo de m,,, o primeiro fator de p/E,
a esquerda reflete a desaceleragao no fluxo livre devido aos neutrinos massivos lentos e o
fator E,/p no tltimo termo reflete o fato de que neutrinos lentos passam mais tempo em

pocos de potenciais e, portanto, seu movimento serda mais influenciado por esses pocos
(DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Um ponto importante a ser observado é que nao se pode mais assumir que N é
independente de p, ou seja, que depende apenas de (x,p,n). Por essa razao, o terceiro
termo aditivo da equacao acima nao aparece na equacao para ¢, uma vez que os neutrinos
se movem de maneira diferente, pois ndo sdo mais ultra-relativisticos: o fator p/E, pode ser
muito diferente para os neutrinos de baixas energias da distribui¢do do que para aqueles de
alta energia. Pela mesma razao sao necessérias diferentes fungoes de distribuigao para os
diversos estados de massa dos neutrinos, mas, como o sistema de interesse sao os neutrinos

até o periodo de recombinagao, se pode admitir: p/E, = 1 na expressao acima e desprezar
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a dependéncia de p de N, reduzindo-a a versao sem colisao da equagao de Boltzmann para

fétons e entdo podemos descrever melhor todas as trés geragoes de neutrinos (do elétron,

do tau e do mtion) com um tnico N.



OLHANDO PARA O UNIVERSO ATRAVES DA
RADIACAO COSMICA DE FUNDO

CAPITULO 07
INDO MAIS A FUNDO NO UNIVERSO
NAO-HOMOGENEO

“O acaso tem um papel fundamental no Universo”.

(Werner Heisenberg)
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7 Indo mais a fundo no Universo nao-

homogéneo

7.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“Indo mais a fundo no Universo nao-homogéneo” foi escrito com a finalidade de
aprofundar o estudo das perturbagbes (como as escalares e as tensoriais), cuminando nas
equacgoes de Einstein-Boltzmann em tempos primitivos. A leitura dessa parte tem grande
significancia, especialmente porque, a partir dela, podemos entender quantitativamente

quais sao os efeitos das perturbagdes no Universo.

7.2 Consideracdes iniciais

Antes de resolver as equagoes que descrevem um Universo perturbado devemos
conhecer algumas condic¢oes iniciais, que estao diretamente ligadas a teoria da inflacao.
Como vimos, uma das questoes que essa teoria busca responder diz respeito a como regioes
que nao poderiam estar em contato causal umas com as outras tém a mesma temperatura,
isto é, procura explicar a homogeneidade em larga escala do Universo. A partir da inflacao,
por exemplo, conseguimos perceber que o mecanismo que explica a uniformidade da

temperatura césmica ¢ o mesmo que pode explicar a origem das perturbacoes no Universo.

Portanto, entender a inflagao fornecera as condigoes iniciais necessarias para resolver
o sistema de equacoes de Einstein-Boltzmann. Atualmente, o modelo inflacionario é a
explicagao mais plausivel para a origem das estruturas e é frequentemente submetido a
testes cada vez mais rigorosos pelas pesquisas de estruturas em larga escala. O sistema
de equagoes diferenciais de Einstein-Boltzmann (ndo diferente da maioria dos outros
problemas da fisica) necessita de condigdes iniciais para ser resolvido, isto é, a evolugao

futura do cosmos s6 pode ser determinada a partir dessas condic¢oes.

Quando o Universo tinha apenas 380.000 anos era muito uniforme: a amplitude
tipica das flutuacoes de temperatura na CMB era de 107° e, além disso, os fétons e
barions estavam muito préximos termicamente. Diante disso, podemos trabalhar no regime
de pequenas perturbacoes em torno de um Universo com métrica FLRW, apesar de
esperarmos que uma regiao do espacgo-tempo do tamanho do Universo observavel seja
altamente heterogénea (tendo em vista as densidades iniciais de matéria e radiacdo em
cada ponto). Isso pode ser explicado pelo que chamamos de termalizacdo: se o Universo
fosse muito heterogéneo, o contato térmico faria com que todo o Universo se equilibrasse

em uma mesma temperatura. No entanto, essa descricao parece nao funcionar no Universo,
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uma vez que as diferentes partes do cosmos observadas a partir da CMB se encontravam
tao distantes no momento da recombinacao que nao estavam em contato causal umas
com as outras: nem a luz poderia ter viajado de uma regiao para outra. Portanto, essas
partes aparentemente nunca foram capazes de termalizar. Esse é o chamado problema do

horizonte.

Figura 9 — O problema do horizonte.

1 = 14

Last-scattering surface
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Fonte: DODELSON e SMITH (2021).

Observe a Figura 9. Nessa figura, o observador (representado pelo circulo azul)
detecta sinais de luz vindos do cone de luz passado (regido delimitada pelas linhas pretas
diagonais). A CMB observada é emitida quando este cone intercepta a superficie de
ultimo espalhamento em 7 = 7, (linha marrom horizontal) e é uniforme. Apenas sinais de
dentro das regides sombreadas (em bege) abaixo de cada ponto na superficie de tltimo
espalhamento poderiam ter influenciado os f6tons da CMB que foram emitidos nas posigoes
Ty € Ty 2. Como essas regioes nao se tocam, nao ¢ possivel que se ajustem a uma mesma
temperatura, se comecgassem a partir de temperaturas diferentes. Isso ocorre porque o
horizonte comével 7, no momento em que a CMB foi emitida é muito menor do que o

horizonte comével atual 7.

A partir dessas observag¢oes podemos calcular o horizonte comovel 7, na era da
recombinacao: é a distancia comével que a luz poderia ter viajado de n = 0 a 7,. Em seguida,
se pode obter a distancia comodvel que separa duas anisotropias diferentes da CMB hoje. No
modelo cosmologico padrao, assumindo que o Universo continha apenas matéria e radiagao
até n = 0, infere-se que o horizonte comével na recombinacgio é 7, = n(a,) ~ 281~h~! Mpc
(DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Matematicamente, a distancia comével y entre duas anisotropias da CMB separadas

por um angulo # é (para um angulo 6 pequeno) atualmente:

x(0) = x40 = (1m0 — n.)0. (7.1)
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Nos dias atuais, se observa que 7y =~ 14200h~ Mpc. Entao duas anisotropias da CMB tém
a seguinte separacao angular:

o> 12 (7.2)

Mo — 7«

sem contato térmico durante a recombinacao. A grande diferenga de tamanho entre 7
e 1, exacerba o problema: a razao 7y/n. é de ordem 3, em vez do fator 50 do Universo
real. Para melhor encarar esse problema, vamos reescrever o tempo comével 77 como uma
integral sobre o fator de escala, alterando as variaveis de integracao do tempo fisico ¢’ para

o logaritmo do fator de escala In(a’). Isso leva a:

o= [’ L dma). (7.3)

a'H(a')

O integrando acima é o raio comédvel de Hubble, que representa a distancia (apro-
ximada) sobre a qual a luz pode viajar no decorrer de um tempo de expansao, ou seja, o
tempo em que o fator de escala aumenta por um fator de e. Esse pardmetro nos permite
avaliar se as particulas podem, em uma determinada época, ter se comunicado em uma

regiao do Universo em expansao. Se o cosmos é dominado por matéria ou radiacdo, entao

3
5 2

H é proporcional a a™2 ou a a™?, respectivamente, e o raio comoével de Hubble esta sempre

aumentando. Portanto, a maior contribuigao para n(a) vem das épocas mais recentes.

Esse fato indica o caminho para uma solugao: se houve uma época inicial durante a
qual o raio comoével de Hubble diminuiu, entao 7, pode ter recebido grandes contribuigoes
de tempos muito antigos, quando o raio de Hubble era muito maior. Nesse caso, o tamanho
de uma regiao que é capaz de termalizar no inicio poderia ter sido muito maior do que foi
calculado e do que o horizonte comédvel atual (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Agora,
uma época durante a qual (aH)~! = ¢~! diminui, corresponde a uma época de @ crescente,
ou @ > 0: uma expansao acelerada. Assim, uma época de aceleracao precoce resolveria o

problema do horizonte. Essa época postulada é chamada de inflagao.

7.3 A inflacdo

7.3.1 A natureza da rdpida expansao

As equagoes de Friedmann descrevem como ocorre a expansao do espago-tempo com
base no principio cosmoldgico. Em especifico, se analisarmos cuidadosamente a equacao
da aceleracao, para o caso de uma inflagao césmica, teriamos um contetido de matéria
dominante com pressao negativa. No entanto, a matéria e a radiacdo que conhecemos nao

satisfazem essa condicao: p + 3p > 0.

Diante dessa problematica, precisamos fazer alguma modificacdo no modelo, como,

por exemplo, adicionar um campo extra ou uma constante cosmoldgica, a fim de entrarmos
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em acordo com as observagoes cosmoldgicas. Podemos reescrever a equacao da aceleracao
como (MONTEIRO, 2021):

—=H+ H*=H*(1—¢), (7.4)
a

em que € = —H /H? é chamado de pardmetro de rolagem lenta (ou pardmetro de slow-roll)
e, como a propria expressao sugere, estd relacionado a evolugao do parametro de Hubble

H. Note, a partir de (7.4), que a condi¢do @ > 0 corresponde a € < 1.

Consideremos que a matéria que dominava na época da inflacdo era um campo
escalar ¢, o qual chamaremos de inflaton (se considerarmos apenas um campo, chamamos
esse tipo de inflagdo de inflacdo de campo simples - single field inflation -) (MONTEIRO,
2021). Com base nas equagoes de Einstein e em suas componentes (as equagoes de

Friedmann e da aceleragdo), chegamos as relagoes a seguir:

=" 1 v). (75)
‘ a 887G 1y
S=— [P V). (7.6)

Portanto, para que haja o periodo de inflagdo nessa situagao, teremos que tomar a
energia potencial dominando sobre a energia cinética (MONTEIRO, 2021). Por questoes
de conveniéncia, estamos adotando coordenadas naturais e, com isso, fazendo a massa
reduzida de Planck M igual a 1. Analisando as equagoes (7.4), (7.5) e (7.6), podemos

reescrever o parametro de slow-roll como:

(7.7)

[}
Il

é?
E.

DO | —

O caso em que py, — pg, conhecido como limite de de Sitter, corresponde a € — 0,

o0 que resulta em ¢? < V(¢). Tal situagao é conhecida como condi¢ao de slow-roll e nela

praticamente nao vemos uma variagao do potencial com o campo (MONTEIRO, 2021).

Tendo em vista que a inflacao precisa ter ocorrido em um tempo suficientemente grande,

se torna necesario definimos um segundo parametro de slow-roll 7, que é adimensional, e
que esta associado a aceleragao: i}

n= _[j)é, (7.8)

de tal modo que, se || < 1, teremos que |¢| < |H¢|, e podemos escrever (MONTEIRO,

2021):
3H) ~ —V,, (7.9)
em que V,, = dV/d¢ representa a primeira derivada do potencial em relacdo ao campo ¢.

Observe que a aproximagcao acima ¢ valida porque o termo de friccao tem que dominar

sobre o termo ¢ para satisfazer a condicdo de slow-roll: V(g) > %gb? Além disso, sob
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a mesma justificativa, também ¢é possivel negligenciarmos o termo |¢| em relagao a V,

apenas derivando a condi¢ao de slow-roll em relagdo ao tempo.

Uma outra maneira de conseguirmos analisar tal condicao é relacionando o para-
metro de densidade com a pressao associados ao campo ¢. Tal relagao é conhecida como
equacgao de estado w (MONTEIRO, 2021):

P _ 39 =V(9)

~ 1y
e 1R V(e 1= V() > 59" (7.10)

A aproximacao acima se justifica pelo fato da equacao de estado w proposta para
um campo escalar ser w = —1. A partir dessas defini¢oes, estamos em condigoes de escrever
os pardmetros de slow-roll relacionados ao potencial V. Elevando (7.9) ao quadrado,

dividindo ambos os lados por H*, negligenciando o fator multiplicativo e comparando o

M2 V 2
€0 =5 (;) . (7.11)

O outro parametro de slow-roll pode ser obtido a partir da derivagao temporal da

resultado com (7.7), teremos:

equagao (7.9) e ao dividirmos ambos os lados por 3H 24. O resultado é:

M? V(M)
12
=" (v) (7.12)

onde Vy, = d*V/d¢?* representa a segunda derivada do potencial em relagdo ao campo ¢.

Asssim, podemos relacionar os dois parametros de slow-roll da seguinte maneira:

€+ 1 =14 (7.13)

O periodo inflacionario tem fim quando ha violacao das condigoes de slow-roll,
ou, matematicamente, quando €(¢s) = 1 — €4(¢f) ~ 1. E valido destacarmos que os
parametros de slow-roll € e 7 ndo sao observaveis, mas que os observaveis inflacionarios

estao relacionados diretamente com eles.

Nesse ponto, podemos definir o nimero N de e-folds da seguinte forma:
dN = Hat = 2at = 2% 4t — dlina) — Ny = In (‘”) , (7.14)
a a dt a;
em que a; e ay sao os fatores de escala no inicio e no final da inflacao, respectivamente. A
quantidade N pode ser entendida como uma medida da expansdao do Universo durante a
época da inflagao, isto é, N nos fornece a informagao do quanto o Universo se desdobrou

(em seu tamanho) na era inflacionaria (MONTEIRO, 2021). Integrando a expresao anterior,

N—/tfHdt—/¢Hd¢~ 1l (7.15)
t ¢f¢ or M \/2¢4 ’ '

essa expressao é importante porque relaciona o nimero N de e-folds com o parametro €

teremos:

de slow-roll. As flutuagoes observadas na CMB séao criadas quando N = 60 e-folds antes
do final da inflagao (MONTEIRO, 2021).
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7.3.2 Mais sobre o periodo inflacionario

Figura 10 — O raio de Hubble comével em funcao do fator de escala a.
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Fonte: DODELSON e SMITH (2021).

Com o estudo da natureza do periodo inflacionario estamos em condig¢oes de nos
aprofundar em alguns aspectos técnicos importantes para o entendimento desse periodo
da evolucao césmica. Inicialmente, considere a Figura 10. Perceba as seguintes épocas: a
inflagdo em tempos iniciais (quando H = Hj,s = constante), a transi¢do para o dominio
da radiacdo em (torno de a ~ a.) e, finalmente, o dominio da matéria (em a > 10~%). O
dominio da energia escura ¢ pouco visivel, pois ocorre em a > 0,5, e as escalas de interesse
cosmolégico (representadas pela faixa cinza horizontal) eram maiores que o raio de Hubble
quando a < 107°: mais tarde, essas escalas entraram no raio de Hubble, onde passaram a,

ser observadas.

No inicio da inflacao, todas as escalas de interesse eram menores que o raio de Hubble
e, portanto, estavam em contato causal. A evolucao do raio de Hubble nas proximidades do
final da inflacdo (em torno de a = a.) é incerta, conforme indicado pela faixa sombreada
escura. A metade direita deste grafico afirma que, no passado, as escalas comédveis de
interesse eram muito maiores que 1/(aH) e mais ainda quando se volta no tempo. O lado
esquerdo, por outro lado, mostra que uma época inflacionaria reduziu drasticamente o
raio comével de Hubble. Em algum ponto inicial da inflacao, o raio comével de Hubble
era muito grande, maior do que qualquer escala de interesse cosmologico hoje: todas as

escalas de interesse estavam bem dentro do horizonte.

A Figura 11 d4 uma visao diferente de como a inflagao afeta o argumento da

causalidade.

Ambos os painéis usam a mesma escala fisica (ndo-comével). Os pontos ilustram
as posigoes das particulas, enquanto os circulos mostram o tamanho do raio comével de
Hubble. Em algum momento durante a inflagao, o raio comével de Hubble era bastante
grande, abrangendo dezenas de células na grade (lado esquerdo). Apés a inflagdo, o raio

comédvel do Hubble encolheu para apenas uma célula (observe o niimero muito menor de
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Figura 11 — Algumas particulas na grade comével durante (esquerda) e no final da
inflacdo (direita).
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Fonte: DODELSON e SMITH (2021).

particulas dentro do raio comével de Hubble a direita). No exemplo abordado acima, o
fator de escala cresceu por um fator de 8, enquanto que, durante a inflagao, o fator de escala
aumentou por um fator de ordem e%2. O encolhimento do raio comével de Hubble significa
que as particulas que estavam inicialmente em contato causal umas com as outras (dentro
do circulo a esquerda) agora nao podem mais se comunicar dentro de uma determinada
regiao. O raio fisico de Hubble H ™!, por outro lado, permanece aproximadamente constante

durante a inflacao.

Além disso, cabe destacar que o painel da esquerda mostra uma “grade comével”
em algum ponto durante a inflagdo, com o circulo indicando o tamanho do raio comovel
de Hubble naquele momento. Todas as particulas (representadas por pontos) dentro dessa
regiao estao em contato causal umas com as outras e, portanto, toda a regiao pode ter se
termalizado. O painel da direita mostra o que acontece apds uma expansao por um fator
de 8 (suponha que isso seja no final da inflacdo): a grade comével se expandiu e o raio de
Hubble comével passou a cobrir 8 células a menos (em cada dimensao) na grade comével.
Apenas uma pequena regido na grade estd em contato causal (isto é, dentro de 1/(aH)),
mas se sabe pelo painel esquerdo que uma regiao muito maior estava em contato causal
antes, durante os estagios iniciais da inflagao. Entao, apds a inflagdo, a regiao do cosmos

que esteve em contato causal é muito maior do que o raio de Hubble comével.

Outra maneira de pensar sobre isso é que a inflacdo “esvaziou” o Universo. A
medida em que o Universo se expandiu exponencialmente, as particulas nele foram diluidas
em igual escala. Isso fica claro na Figura 11: ha muito menos particulas em um determinado
volume fisico no lado direito em comparacao com o esquerdo. Suponha que exista uma
substancia que mantém a taxa de Hubble H = H;,; aproximadamente constante durante

a inflacao, fato que é corroborado pelos dados. Nesse caso, como d(lna) = H dt, o fator de
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escala evolui como:
a(t) = agefmit=te) (7.16)

para t < t., onde t., é o tempo no final da inflagao.

A medida em que a inflacio prosseguiu, o Universo tornou-se dominado pela
“substancia lisa” que impulsiona a aceleracao, transformando um pedaco cadtico e nao-
homogéneo do Universo em um espag¢o muito maior que ¢ completamente homogéneo e
vazio (0 cosmos se esvazia e se torna homogéneo a medida em que a inflacao progride). A
densidade de energia do Universo segue comportamento semelhante: a medida em que a
inflacdo prosseguiu, qualquer radiacao primordial e particulas massivas foram rapidamente
diluidas, e apenas a substancia que impulsionu a inflacado permaneceu. No final da inflacao, a
substancia decaiu em radiagao e particulas massivas novamente (DODELSON; SCHMIDT,
2021)

A partir do momento em que a inflacao se instalou, tudo o que estava em um dado
trecho do Universo (particulas pesadas, particulas sem massa, monopolos magnéticos e
assim por diante) se tornaram irrelevantes, porque a densidade numérica de particulas

massivas evolui como n(t) oc a=3 oc e~ 3t

, que cai exponencialmente rapido, enquanto a
densidade de energia que impulsiona a inflacdo permaneceu aproximadamente constante.
As perturbagbes no espago-tempo, assim como os componentes da matéria comum e da

radiacao, foram rapidamente homogeneizadas devido a inflagao.

No final da inflacdo o Universo era “suave” e praticamente vazio. No entanto,
a substancia que impulsionava a expansao exponencial dominou a energia em todos os
lugares e era praticamente a mesma em todos os pontos do cosmos. Posteriomente, a
producao das particulas que conhecemos pode ter ocorrido mediante oscilagbes de um
determinado campo, que em geral tratamos como sendo o campo escalar do inflaton ¢.
Ele oscilaria em torno do minimo de seu potencial, produzindo particulas que, por sua vez,
iriam interagir até que, em dado momento, atingissem o equilibrio térmico. Isso ocorreria
quando praticamente toda a energia do inflaton fosse transformada em energia térmica de
particulas elementares (MONTEIRO, 2021).

Pequenas perturbacoes foram geradas durante a inflagdo e uma época crucial na
evolucao das perturbagoes do niimero de onda comével k foi quando seu comprimento
de onda comével tornou-se da ordem do raio comével de Hubble (aH)~!. Durante os
dominios da radiagao e da matéria (na verdade, a qualquer momento quando 1/(aH) estava
crescendo), os modos sempre evoluem de k' > (aH)™! inicialmente para k~! < (aH)™?
em momentos posteriores (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Portanto, podemos afirmar
que o modo entra no horizonte a medida que vai de k < aH até k > aH, pois se torna
uma perturbacao detectavel para um observador que vive no Universo. As equagoes de
Einstein-Boltzmann nos permitem acompanhar as perturbacoes de fora do horizonte até o

momento em que sao observadas.
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Em sintese, os modos tinham inicialmente k£ > aH, mas deixaram o horizonte
depois (uma vez que aH diminui exponencialmente), de modo que k¥ < aH no final
da inflacao para todos os modos observaveis. As maiores escalas observaveis atualmente,
aquelas que entraram no horizonte muito recentemente, deixaram o horizonte mais cedo. As
pequenas escalas, que entraram no horizonte ha muito tempo, sairam correspondentemente
mais tarde durante a inflacao. Portanto, para se explicar a estrutura do Universo hoje é
necessario entendermos a geracao de perturbagoes durante a inflagao. Por outro lado, para
resolvermos o problema do horizonte é necessario que o raio comével de Hubble tenha sido
maior que o raio comével atual Hy !, antes da inflacdo. O raio comével de Hubble no final
da inflagdo (no tempo t.), era 1/(a.H,.), onde H, = H (t.).

Para obter uma estimativa aproximada da ordem de magnitude, suponha que a
temperatura apés a inflagao foi T, = 10 GeV e ignore as épocas (relativamente breves)
de dominacao da matéria e da energia escura, de modo que se possa usar as relagoes do

2

dominio da radiacao por toda parte. Dessa forma, H passa a aumentar com a™~ e a razao

do raio comével de Hubble no final da inflacao e hoje é (agHy)/(acH.) = ae/ap. Como

1 entdo se tem: a./ag ~ Tp/10™ GeV ~ 10727, Assim, o raio comével de Hubble

T xa~
no final da inflagdo era 27 ordens de magnitude menor do que é hoje. Com isso, se pode
inferir que o fator de escala teve que aumentar por um fator de 10%” ~ €% durante a
inflagdo para que o raio comdvel de Hubble atual fosse menor do que no inicio da inflagao
(DODELSON; SCHMIDT, 2021). Se a taxa de Hubble é constante, entdo a expansao é
exponencial no tempo e, portanto, o Universo precisou se expandir exponencialmente em

60 ordens de grandeza.

Além disso, cabe destacar que 7 deixa de ser um pardmetro de tempo efetivo apés
a inflagao porque se torna muito grande muito cedo e muda relativamente pouco a medida
em que o Universo se expande durante as eras dominadas por matéria e radiacao. Uma
maneira comum de lidar com esse problema é reescrever 17 de modo que 1 = 0 corresponda

ao fim da inflacao:
0= [ 2 (117)
=), aey '

em que t pode ser maior ou menor que t.: essa convenc¢ao permite-nos dizer que, durante
a inflagdo, 17 é negativo, mas sempre monotonicamente crescente. Com isso, ndo sera mais
preciso se referir ao tempo de inicio da inflagao, pois o tempo final 7 = 0 é o que realmente
nos interessa. Por fim, cabe destacar que a inflacao produziu algumas flutuacoes ao redor
do Universo homogéneo e que a quantidade minima de flutuagoes é garantida pelo principio

da incerteza de Heisenberg.

Como vimos, a inflagdo faz mais do que resolver o problema do horizonte: ela tem a
capacidade de correlacionar escalas que de outra forma seriam desconectadas. Os termos de
ordem zero garantem que o Universo serd quase uniforme em todas as escalas de interesse

hoje. No entanto, existem perturbacoes nesses termos e essas perturbacgoes - que foram
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produzidas quando as escalas estavam conectadas causalmente - persistiram por muito

tempo apos o término da inflagao.

As perturbagoes mais relevantes sdo as perturbacoes escalares da métrica, porque
se acoplam as densidades de matéria e de radiacao e sao responsaveis pela estrutura que
observamos no Universo. Além das perturbagoes escalares, porém, a inflagdo também gera
flutuacoes tensoriais na métrica, ou seja, ondas gravitacionais. Essas perturbacoes nao estao
acopladas & densidade (e, portanto, nao sdo responsaveis pela estrutura em grande escala
do Universo), mas induzem anisotropias na CMB. Na verdade, essas anisotropias acabam
sendo uma assinatura tnica do periodo inflacionédrio sendo, portanto, uma evidéncia fisica
em favor da inflagao (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

7.4 Sobre as perturbacoes tensoriais

As perturbacoes tensoriais sdo invariantes, isto é, elas parecem ser as mesmas
independentemente do sistema de coordenadas adotado e, nesse caso, podemos negligenciar
o acoplamento dos modos tensoriais as outras perturbacoes na métrica ou na matéria. J&
as perturbacoes escalares, por outro lado, sao afetadas por essas duas complicagoes: elas
parecem diferentes dependendo de qual sistema de coordenadas é escolhido e se misturam

com as perturbacoes na métrica.

Durante a inflagao, acredita-se que o Universo consistia principalmente de um
campo escalar e de uma métrica de fundo uniformes. Nesse contexto, a flutuacao dos
campos era regida pela Mecanica Quantica e, a qualquer momento, a flutuacdo média
(o desvio da média) era zero, pois havia regides em que o campo era ligeiramente maior
que seu valor médio e regides em que era menor. A média do quadrado das flutuacoes
(a varidncia), no entanto, ndo era zero, o que justifica a importancia de se calcular esse
parametro e verificar como ele evoluiu & medida em que a infla¢do avangou (conhecendo-se
a variancia se pode extrair uma funcao de distribuicdo de probabilidade e definir as

condigdes iniciais a partir das quais se realiza o cdlculo da evolucao da estrutura).

No cenario inflacionario, a incerteza é fundamental: a inflagdo apagou todos os
vestigios do que veio antes dela e os substituiu por flutuagoes de vacuo (regidas pela
Mecénica Quéntica), que nao podem ser previstas, em principio. Desse modo, o que a

inflacao prevé sao as fungoes de distribuicao das quais as perturbacoes podem ser extraidas.

7.4.1 As ondas gravitacionais

Para calcular as flutuagoes quanticas na métrica (as ondas gravitacionais), torna-se
necessario quantizar o campo. A maneira de fazer isso, no caso de perturbacoes tensoriais e
escalares, é reescrever o problema como um oscilador harménico. A partir disso, podemos

relembrar algumas propriedades béasicas desse sistema oscilatorio e, por fim, quantiza-lo.
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Podemos lembrar, primeiramente, da equacao do oscilador harmonico simples:
— t+w'zr = 0. (7.18)
Apos a quantizagao, a solugao x se torna um operador quantico da seguinte forma:
& =v(w,t)a+v*(w,t)al, (7.19)

onde a é o operador aniquilagdo e v representa a solucao de frequéncia positiva para o

oscilador acima, com v o< e ™, e o operador a' é o adjunto hermitiano do operador a.

Realizando algumas manipulacoes algébricas, chegamos a seguinte expressao para o valor
esperado do operador x:

(o) = lofew, ) = 5

Isso é (quase) tudo o que se precisa saber sobre as flutuagoes quanticas para calcular as

(7.20)

flutuacoes no inicio do Universo geradas pela inflacao.

No estudo das flutuagoes, em vez de lidar com um tnico oscilador harménico,
se deve imaginar uma cole¢ao infinita de osciladores, um para cada modo de Fourier k.
Cada modo carrega seus préprios operadores individuais de criacdo e aniquilacdo a' e a.
A evolucao temporal destes operadores é descrita por uma combinacao de frequéncias
positivas e negativas que, no espago de Minkowski, sdo simplesmente v(k,t) e v*(k,t), que
sdo proporcionais a e*@®* (DODELSON; SCHMIDT, 2021). No espago de Minkowski,
entdo, o valor esperado de vacuo (calculado acima) é independente do tempo e da posigao,

e nao produz nenhuma particula real.

Esse fato muda em um espago-tempo em rapida expansao: as duas solucgoes in-
dependentes que compdem a fungdo v(k,n) tém dependéncias de tempo drasticamente
diferentes. Fisicamente, o estado de vacuo estd evoluindo devido a expansao, de modo que
ele (no inicio da inflagdo) nao é mais desprovido de particulas. A varidncia das flutuagoes
serd identificada como o espectro de poténcia das ondas gravitacionais (DODELSON;

SCHMIDT, 2021).

7.4.2 A matriz de perturbacao

De maneira geral, as ferramentas necessarias para estudar os modos escalares
e tensoriais sao as mesmas. Nesse contexto, devemos partir do pressuposto de que as

perturbagoes na métrica podem ser caracterizadas da seguinte forma:

goo(z,t) = =1+ heo(z, 1),

g()i(.%, t) = a(t)hol‘(l’, t) = a(t)hio(l', t), (721)
a®(t) [0y + hij(z, 1)),

9ij(,1)
onde hg, ho; € h;j representam perturbagoes métricas (que sao fungoes do espago-tempo),

cujas componentes sao consideradas pequenas em magnitude. Para o caso das perturbagoes
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tensoriais, deve-se fazer hog = —1 e hg; = 0 para obter:
gii(x,t) = a*(t)hy; (@, 1), (7.22)

onde h;; representa a matriz de perturbacao:

hy h, 0
0 0 0

Ou seja, as perturbagdes na métrica sao descritas por duas fungoes, h, e h,, assumidas
como pequenas. Por definigdo, as perturbacées ocorrem no plano xy e isso corresponde a
escolher o eixo z para estar na direcdo do vetor de onda k. Note que as perturbagoes h, e
h, sao duas componentes de uma matriz sem divergéncia e sem tragos: “sem divergéncia”
significa que: k'h;; = k'h;; = 0 e “sem tragos” equivale dizer que a soma das perturbagoes

ao longo da diagonal é zero.

7.4.3 As perturbacoes nos simbolos de Christoffel

Se estamos trabalhando com um espaco-tempo perturbado, obviamente teremos
modificagoes na métrica e, por conseguinte, nos simbolos de Christoffel. Para iniciarmos
a analise desses simbolos, devemos ter em mente que a métrica considerada tem as
componentes ggp constante e gp; nula. Como os simbolos de Christoffel sdo somas das
derivadas da métrica, os tinicos termos que serao diferentes de zero sao aqueles que envolvem
derivadas da parte espacial da métrica g;;o. Portanto, se pode argumentar imediatamente
que:

Iy, =TY =0. (7.24)

A partir da relacao (7.21), podemos mostrar que:

1
F?j = Hg,; + §a2hij,07
1
. 2
- 7
i = 5 (bwhij + kjha + Kihji)

Tt = Hoy + =hijo, (7.25)

7.4.4 O tensor de Ricci perturbado

Nesse ponto, podemos combinar os simbolos de Christoffel para formar o tensor de
Ricci. Como a componente Rgy nao tem indice espacial (pois é um escalar tridimensional),
sabe-se que os indices de h;; devem ser contraidos com outros indices de Ry. As tnicas
opc¢oes para isso sao O € k;: os indices também poderiam ser contraidos com outro fator de
hii, mas isso resultaria em um termo de segunda ordem. Como h;; tem trago e divergente

nulos, todas as contragoes com o delta de Kronecker ou k; desaparecem. Isso significa que
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Ry nao tem contribuigoes do modo k; em primeira ordem. Por outro lado, as componentes

espaciais do tensor de Ricci dependem das variaveis de perturbacao do tensor:

Ry =T%, —T% + o — 131070, (7.26)

ij, (e «

Nesse ponto, reescrevemos os dois primeiros termos como:

o « _ 10
Tia = iy = Tijo

— Tk Tk (7.27)

ij,k ij,k

Usando a defini¢ao dos simbolos de Christoffel perturbados, vem:

o o 1
Lo = Tiaj = B (Qz'j,oo + thij) ; (7.28)
o 3
Faﬁr?j = ngij,Oa (7.29)
ng?a = 2H29ij + 2@2Hhij,g. (730)

Aplicando (7.28), (7.29) e (7.30) em (7.26) e expandindo as derivadas temporais, chegamos
a: )
a 2 Lo o 2 2
Ry = g5 (a +oH ) + 2 (362 Hhijo + aPhijoo + Khyy) (7.31)

Perceba que, com essa expressao, se pode recuperar a parte de ordem zero do tensor

de Ricci. Dessa equagao podemos extrair o escalar de Ricci fazendo:
R = gOORoo + ginij, (732)

que nao recebe nenhuma contribui¢ao de h;; em primeira ordem.

7.4.5 As equacoes de Einstein perturbadas

Calculadas as perturbagoes nos simbolos de Christoffel e no tensor (assim como
no escalar) de Ricci, estamos em condi¢oes de deduzir as equagoes de Einstein com
perturbagoes tensoriais, isto ¢, com as perturbacoes induzidas pelos modos tensoriais.
Como o escalar de Ricci nao é afetado por perturbagoes tensoriais, o tensor de Einstein de

primeira ordem G é simplesmente:
5Gi =GR (7.33)

Para obter R; é necessdrio calcular a contracdo ¢** Ry, usando o tensor de Ricci perturbado.
O primeiro termo, proporcional a contragio gikgkj = 5;, nao tem termos de primeira
ordem. Os termos restantes sao explicitamente de primeira ordem em h, podemos definir
g* = 6% /a2 para obter:
) 5zk k 2
oG = - [3Hhkj70 + hyjoo + < ) hk]} . (7.34)

a
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Por fim, como vimos, podemos assumir k=eé, para deduzir um conjunto de equagoes
de evolugao para as variaveis da matriz de perturbacao hy e h, (a equagdo resultante
serda independente dessa convencao para /2;) Para se obter uma equagao para h, vamos
considerar, inicialmente, a diferenca entre as componentes 1 e 2 do tensor de Einstein.
Note que o tensor de Einstein é proporcional a hy; e suas derivadas. Entao, como hy; =

—hoy = h,, temos que 6G1 é igual e oposto a §G3. Portanto:
1\ 2
6G1 — 6G3 =3Hh o+ hy o+ (a) hy. (7.35)

Nesse ponto, vamos fazer uma mudanga de varidveis para o tempo comével 7, de

modo que possamos escrever: hy o = h', /a e hy oo = b/ /a® — d' /o], entdo:

a//

2(6G" — 5G2) — W] +2 (a

>i¢,+kﬁh+:=o. (7.36)
O lado direito dessa equagao ¢é zero na auséncia de anisotropias, o que nos faz inferir que as
ondas gravitacionais nao sao produzidas por perturbagoes de matéria. JA os componentes
da radiacao (f6tons e neutrinos) tém certa anisotropia, dada pelo seu quadrupolo: para os
fotons, no entanto, esse quadrupolo é suprimido durante a era dominada pela radiacao,
de modo que o termo-fonte pode ser ignorado. A quantidade mais relevante no lado
direito das equacgoes de Einstein para perturbagoes tensoriais entao é a tensao anisotrépica
de neutrinos, que fornece um termo de origem de ondas gravitacionais, o que leva a um
amortecimento dos modos tensoriais em pequenas escalas (DODELSON; SCHMIDT, 2021).
Como as perturbagoes h, e h, obedecem a mesma equacao diferencial, entao os modos

tensoriais sao governados por:

/

h%+2<2>h;+k%T:0, (7.37)

onde T representa tanto + quanto x. Perceba que essa relagdo é uma equacao de onda e
as solugoes correspondentes é o que chamamos de ondas gravitacionais. Por exemplo, se
a expansao do Universo fosse negligenciada, de modo que o termo de amortecimento (o
segundo termo acima) pudesse se anular, entao as duas solugoes associadas a esse sistema

teriam a forma: hy oc e, No espaco real, entdo, a perturbacdo na métrica é da forma:

1

"=

/ R A(K)e™ 4 B(k)e~ ) d k. (7.38)

Conforme mencionado, os modos k correspondem a ondas viajando na direcao
+2 na velocidade da luz. As distor¢oes espaco-temporais induzidas por esses modos sao

ilustradas na Figura 12

Nessa figura, os modos k sao tensoriais e o vetor k esta ao longo do eixo z, que sai da pagina.

O painel superior mostra a evolugdo temporal da amplitude da onda (desconsiderando
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Figura 12 — Perturbagoes espaco-temporais devido a uma onda gravitacional.
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Fonte: DODELSON e SMITH (2021).

o amortecimento devido a expansao), enquanto o painel inferior mostra o alongamento
e a compressao do espacgo-tempo perpendicular a direcao de propagacao da onda em
diferentes pontos durante um tunico ciclo de onda. Observe também o padrao eliptico no
plano perpendicular ao vetor de onda (figuras inferiores): essa assimetria é uma distingao
fundamental entre modos tensoriais e escalares, pois a distor¢ao do espago-tempo induzida

por perturbagoes escalares é sempre azimutalmente simétrica em torno do vetor de onda.

A equagdo (7.38) pode ser entendida como a generalizacao da equacao de onda
gravitacional para um Universo em expansao. Se o Universo é puramente radiacao ou
dominado por matéria, solucoes analiticas exatas para essa equagao podem ser obtidas,
que também sao oscilatérias, mas que também decaem em amplitude (DODELSON;
SCHMIDT, 2021).

A Figura 13 mostra a evolugao da perturbacao hp para quatro modos de diferentes
comprimentos de onda. Em outras palavras, essa ilustragao mostra a evolugao de ondas
gravitacionais com diferentes nimeros de onda hy(k,n) em funcao do tempo comével,
normalizado para a amplitude inicial do super-horizonte (n = 0). Cada modo comega a
oscilar e decair a medida que seu comprimento de onda se torna menor que o horizonte, o
que corresponde a época kn = 1. Note que os modos com comprimentos de ondas menores

(isto é, aqueles que apresentam um valor de k maior) decaem mais cedo.

Perceba, ainda, que cada modo permanece constante em momentos iniciais quando
seu comprimento de onda é maior que o horizonte kn < 1. Quando o comprimento de

onda do modo se torna comparavel ao horizonte, sua amplitude oscila com uma frequéncia

I ¢ a densidade

de energia das ondas gravitacionais se desloca para o vermelho em proporciao a a~*,

k/2m e comega a decair. Em particular, o decaimento é proporcional a a™

exatamente como se espera para qualquer forma de radiagao.
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Figura 13 — Evolucao das ondas gravitacionais em func¢ao do tempo comoével.
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7.4.6 O espectro de poténcia de perturbacdo
E conveniente reescrevermos (7.38) na forma de um oscilador harménico simples,
para que a perturbacao h possa ser facilmente quantizada. Para isso, vamos definir:

ah
167

J

]

, (7.39)

Apos essa redefinicao, recaimos em outra equacao de oscilador harmonico, cuja solugao é o
operador:

J(k,n) = v(k,n)ag + v*(k,n)a}. (7.40)

Para determinar o espectro de poténcia das flutuacdes tensoriais se pode, pri-
meiramente, usar a analogia com o oscilador harmonico para escrever a variancia das

perturbagoes no campo de perturbagoes h como:
(T (R, m) T (K m) = [o(k, )P (27)*55) (k — &), (7.41)

que é o valor esperado de um operador quantico no viacuo (para um campo cléssico, isso
representa o valor médio). Como um campo quantico é definido em todo o espaco, entao
pode ser considerado como um conjunto infinito de osciladores, cada um em uma posicao
espacial diferente, ou, no espaco de Fourier, com diferentes valores de k. As flutuagoes
quanticas em cada um desses osciladores sao independentes (desde que as equagoes sejam
lineares), entdo J(k) ndo estd correlacionado com J(k') se k # k'. A fungdo delta de
Dirac reforga essa independéncia entre os J's e o fator (27)® advém do fato de se estar

trabalhando no limite continuo. Se J = ah/v/167G, entdo a equagao acima, em termos de

h, se torna:

167G

a?

(JT(k,n) T (K ,n)) = [o(k,n) 2| (21)265) (k — k') = Py(k,n)(2m)%6%) (k — k'), (7.42)

onde Py (k,n) representa o espectro de poténcia das perturbacoes tensoriais primordiais

(isto é, para uma tnica polarizagdo - o monopolo). A partir da definigao de P, (k,n) o
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problema se reduz a determinar o espectro de perturbagoes tensoriais (produzidas durante

a inflagdo), resolvendo uma equagao diferencial de segunda ordem para v(k, 7).

A expressao para v se torna, em termos do tempo comével:

2
v+ <k2 — n2> v=0. (7.43)

As condigdes iniciais necessarias para resolver esta equacao vém de considerar v em tempos
muito iniciais, especificamente quando k|n| > 1 e quando o modo estd muito dentro do
horizonte. Nessa época, o termo k? domina e a equacao se reduz precisamente a do oscilador
harmonico simples. Nesse caso, se sabe que a solugao adequadamente normalizada é da
forma:

e—ik’n

v= o (7.44)

Entao, esse conhecimento permite escolher a solucao adequada a equagao de v:

e 7.45
”‘@( ‘m)’ (749)

que é a solugao correta quando o modo k estd bem dentro do horizonte (ou seja, quando:
k|n| > 1). Depois que a inflacio expandiu o Universo na ordem de €%, o produto k|n|
tornou-se muito pequeno e, portanto, o modo saiu do horizonte. Nos momentos iniciais
h « v/a cai para 1/a a medida que a inflagdo reduz a amplitude dos modos. Uma vez
que o produto kn se torna menor que a unidade, o modo deixa o horizonte e entao h
permanece constante (desde que 1/n o a) e se torna uma onda gravitacional observéavel
quando reentrar no horizonte (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Essa producao de ondas
gravitacionais é consequéncia do fato de que as duas solugoes da equacao de onda se
dividem em um modo constante e um decrescente em um espaco-tempo em expansao

exponencial.

Como a solugdo v é normalizada, se pode determinar a varidncia da amplitude
da onda gravitacional do super-horizonte, que aumenta com |v|*/a® e é constante no
tempo depois que a inflagdo “esticou” os modos para serem maiores que o horizonte. Esta
constante determina as condicoes iniciais para as ondas gravitacionais, aquelas com as
quais as perturbagoes h, e h, aparecerao em algum momento antes de o modo reentrar no
horizonte. A definigdo de P, (k) e o limite de v quando kn — 0 mostram que esta constante
¢ 167G 1 8rG H?

Pu(k) = ;W - <7Tk3> : (7.46)

klnl=1
onde utilizamos a aproximagao n ~ —1/(aH). Esta é a expressao final para o espectro de
poténcia primordial das ondas gravitacionais (note que se assumiu H constante na dedugao
deste resultado, porém, na realidade, H varia lentamente durante a inflacdo, apesar de

o resultado permanecer preciso se H for avaliado no momento em que o modo k deixa
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o horizonte, em k|n| = 1). Além disso, se pode observar que (7.46) representa o espectro
de poténcia para as perturbacgoes hy e h, individualmente, entdao o espectro de poténcia

tensorial total é, na verdade, duas vezes a expressao (7.46).

A detecgao das ondas gravitacionais e a medigao de Py(k) permitem-nos medir a
taxa de Hubble durante a inflagio. Como a energia potencial geralmente domina a energia
cinética em modelos inflacionarios, uma medida de H seria equivalente a medir o potencial
V', que seria bastante notavel, tendo em vista a possibilidade da inflagao ter sido gerada
em escalas de energia acima de 10'°GeV. Ndo h4 garantia de que as ondas gravitacionais
produzidas durante a inflagao serdo detectaveis. Como H? o< p/m?2, onde: m) = 1/G é a
massa de Planck (em unidades naturais), entao o espectro de poténcia é proporcional a
p/ mé, em que p é a densidade de energia no momento da inflagdo. Se a inflagao ocorreu em
escalas suficientemente menores que a escala de Planck, as ondas gravitacionais primordiais

nao serao detectaveis.

7.5 Sobre as perturbacoes escalares

Para poder encontrar o espectro de perturbagoes escalares emergentes da inflacao,
em principio, é preciso especificarmos as perturbacoes iniciais de densidade e de velocidade
para cada espécie. Uma das principais previsoes do modelo inflacionario de campo tnico é
que ela gera perturbacoes adiabaticas: diferentes partes do Universo tém diferentes valores
de densidade, mas as perturbagoes de densidade fracionaria sdo as mesmas para todas as
espécies: 0p;/ps = dp/p. O mesmo principio é valido para as velocidades. A justificativa
para essa admissao é o pressuposto de que a inflagao foi impulsionada por um tinico campo,
cujo valor dita quando a inflacdo termina. Assim, qualquer “mancha” durante a inflagdo é
completamente caracterizada pelo valor de um campo ¢(z,t), que ndo deve ser confundido

com a perturbacao ¢ na métrica.

A natureza adiabdtica das perturbacoes foi confirmada com grande precisao pelas
observagoes da CMB, que permitiu estudar as perturbacoes de densidade primordial
em diferentes espécies (chamadas de perturbacoes de isocurvatura) como uma fragao
percentual das perturbagoes adiabaticas (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Diante disso,
para descrevermos as perturbagoes escalares, se torna necessario obtermos apenas dp.
De forma equivalente, usando as equacgoes de Einstein, podemos especificar as condig¢oes
iniciais em termos de ¥, ja que especificar um tnico campo inicial é suficiente. O calculo
de ¥ acaba sendo mais complicado do que o caso das perturbacoes tensoriais, devido a
presenca de perturbagoes no campo escalar ¢ que se acoplam as perturbagoes gravitacionais
. Desse modo, tudo se resume a determinar como a perturbacdo no campo escalar d¢(x, t)

é convertida em V.
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7.5.1 Os campos escalares em um fundo homogéneo

Como vimos, através da teoria de perturbagoes, se pode decompor o campo escalar

¢(x,t) em uma parte homogénea de ordem zero e uma perturbagiao de primera ordem:

oz, t) = (1) + 69(, 1), (7.47)

em que o campo de fundo (isto é, o valor médio do campo) é representado por ¢(t). De
maneira geral, o objetivo é encontrar uma equagao que descreva d¢ em um Universo em
expansdo suave, ou seja, com métrica gog = —1 e g;; = d;;a*(n). A componente v = 0 do
tensor energia-momento fornece a equacgao desejada para d¢, embora se tenha que expandir
os termos & primeira ordem. Como se assume uma métrica homogénea (imperturbével), os
unicos termos de primeira ordem sao as perturbagoes no tensor energia-momento. Todos
os simbolos de Christoffel sao de ordem zero (I'); = d;;a°H e I'y; = I}y = 0;;H) ou zero
(as demais componentes). Assim, escrever a parte perturbada do tensor energia-momento

como 0T} e considerar o componente v = 0 da equagao de conservagao perturbada leva a:

9T
ot

+ ik;0Ty + 3HOTy) — HST] = 0. (7.48)

A partir disso podemos determinar as perturbagoes no tensor energia-momento em termos
das perturbagoes do campo escalar. Primeiro se deve calcular as perturbagoes no tensor

de energia-momento, resultando em:

k-
0Ty = i-(¢/50) (7.49)

5Ty = —d)/jf/ — V460 (7.50)
0T} =y (fo - V,¢5¢> (7.51)

Aplicando (7.49), (7.50) e (7.51) em (7.48) e manipulando os termos, vem:
§¢" + 2aHS¢ + k*6¢ = 0, (7.52)

que é idéntica a equacao de h para o oscilador harménico quantico (isto é, para perturbagoes
tensoriais na métrica): desprezando o termo V4, a perturbacao d¢ obedece a equacao
de um campo sem massa em um Universo em expansao. Assim, por analogia, se pode
escrever imediatamente que o espectro de poténcia das flutuagoes de d¢ é igual a:

H2

P6¢>:27k37

(7.53)

que é praticamente idéntico ao espectro de poténcia das perturbagoes tensoriais (exceto
por um fator de 167G, que foi inserido para transformar o h adimensional em um campo

com dimensoes de massa). Para obter o resultado para d¢, que ji é um campo escalar
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com as dimensoes adequadas, basta remover este fator. Por fim, note que a parte espacial
do tensor energia-momento ¢ diagonal, ou seja, proporcional a ¢;;: isso significa que nao
ha tensao anisotropica e que as equacoes de Einstein implicam que ® = —U. Esse fato
facilita os calculos, pois se pode trabalhar com apenas um dos potenciais gravitacionais

(com ¥, e ndo com P).

7.5.2 As perturbacoes de super-horizonte

Quando o comprimento de onda da perturbagdo era muito menor que o horizonte,
as perturbagdes na métrica podiam ser negligenciadas (o que nao pode ser feito no final da
inflagdo). Assim, embora as perturbacoes induzidas pela inflagdo se iniciem com d¢, elas
terminam como uma combinacao linear de ¥ e §¢ ou, de maneira mais geral, como uma
combinacao linear de ¥ com as perturbacoes no tensor de energia-momento. Diante dessa
variedade, se deve encontrar a combinacao linear que se conserva fora do horizonte: o valor
dessa combinacao linear conservada é determinado por d¢ no cruzamento do horizonte
(se pode avalid-lo apés a inflagdo apenas em termos de ¥, ji que o campo ¢ decai nesse
periodo). A equagao resultante deve ser da forma ¥ o« d¢ com o lado esquerdo sendo a
perturbacao na métrica pos-inflacao e o lado direito a perturba¢ao no campo escalar no
cruzamento do horizonte (quando aH = k). A partir disso se torna possivel relacionar o

espectro de poténcia P do super-horizonte com o Ps, da equacao (7.53).

De acordo com a conservacao de energia (na presenca de perturbagoes métricas),

se pode generalizar a expressao (7.48) para:

0T
ot

+ ik 0Ty + 3HSTY — HOT, + 3(p + P)¥ = 0, (7.54)

em que P e p sdo a pressao de ordem zero e a densidade de energia, respectivamente.
Observe que, na expressao acima, fez-se a substituicado ® = —W¥ para considerar as
perturbagoes na métrica (como o ultimo termo era significativamente menor que os demais

no periodo inflaciondrio, estava sendo negligenciado anteriormente).

Por outro lado, torna-se necessario acompanhar as perturbagoes a medida em
que elas saem do horizonte e, em seguida, acompanhar sua evolucao no super-horizonte
até o fim da inflacdo. E inevitdvel que a desigualdade |p+ P| < p se torne invalida em
algum momento antes do fim da inflagdo, isto é, em um dado ponto é preciso converter as
perturbagoes do campo de inflagao ¢ (que decai em particulas do Modelo Padrao através de
uma cadeia de processos) naquelas do potencial gravitacional ¥ (DODELSON; SCHMIDT,
2021). Uma forma de lidar com o acoplamento entre as perturbagoes métricas e as da

densidade de energia é definir a perturbagao de curvatura C' como:

iki0 Ty (k, n)a*H (n)

="+ P}

— U(k,n). (7.55)
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Como a perturbacgao gravitacional ¥ durante a inflacdo é insignificante em relagao aos
demais termos, se pode usar a relacio p + P = (¢'/a)? e a expressao de 0T} para se obter

que, durante o periodo inflacionario, temos:

_aH§¢

C= —
¢/

(7.56)

Ja no término da inflagdo (no dominio da radiagdo), tem-se que parte do numerador
da equagdo acima se torna ik;0T} = —4kp,.0; /a, isto é, proporcional ao dipolo da radiacdo
¢, (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Como a pressao da radiagdo nessa época ¢ igual a

um tergo da densidade de energia, entao:
C=—-—=-U, (7.57)
no momento poés-inflacdo, quando a radiagdo dominou a densidade do Universo.

Figura 14 — A evolugao das perturbagdes na era da radiacao (na figura, o autor fez C =

T T ] T
R

ik T at i}
0B k¥ p+P)
——
k=10 Hyy

=
T

perturbation [arbitrary units

1 1 uls 1
— 150000 — 100000 30000 —500 0 500
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Fonte: DODELSON e SMITH (2021).

Um esbogo de como C, ¥ e i.k;0T; evoluem durante e apés a inflagio é mostrado
na Figura 14. Nessa figura, H;,; denota o pardmetro de Hubble durante a inflacdo. Note
que, durante a inflagao, C' oscila antes de congelar quando kn ~ —1, o ponto em que
deixa o horizonte (painel esquerdo). Perceba também que, durante o periodo inflacionério,
apenas a perturbacao C' é relevante (curva verde pontilhada), enquanto que ¥ é desprezivel
(curva vermelha tracejada). Isso muda quando a inflagdo termina (painel direito) e o
reaquecimento acontece (area sombreada em cinza). A evolugao das curvas durante essa
época depende do comportamento microfisico do Universo. No entanto, C' permanece
constante fora do horizonte ao longo desta época e se sabe como ele é descrito, uma vez
que a radiagdo “assume o controle”, ou seja, ndo é necessario saber o que acontece na area

sombreada do grafico.

A variavel conservada C é extremamente importante no estudo da perturbacao

quando se move para fora do horizonte (de Hi,en = —10* em diante na Figura 14). Como
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sabemos que apéds a inflagio C' = —3/2W, se torna possivel relacionar ¥ e o seu espectro

de poténcia imediatamente apds o fim da inflacdo com d¢ no cruzamento do horizonte:

\ijés—inﬂagéo = %CLH (%}) s (758)
21 2
P\I/(k>pés—inﬂagéo = 9% (ag )aH:k' (7.59)
Podemos, ainda, relacionar o espectro de poténcia de ¥ com o de ¢:
12872G2 (HV'\”
Py(k) = Pe(k) = . 7.60
w(k) = Po(k) e <V¢>a1{:k (7.60)

Esta equagao nos permite fazer importantes observagoes sobre as perturbacoes escalares
durante a inflagao: a amplitude das perturbacgoes para ¢ depende apenas da taxa de
Hubble durante a inflagdo (como ocorre para os modos tensoriais). No entanto, devido
aos potenciais gravitacionais, sabe-se que sua amplitude depende também da derivada
do potencial do campo escalar. Em particular, tornando a fragao V/V suficientemente
pequena, se torna possivel obter uma taxa de Hubble menor durante a inflacdo enquanto
mantemos o espectro de poténcia Pg(k) fixo: isso reduz a amplitude das perturbagoes
tensoriais em relacao as escalares (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Uma maneira fisica de pensar sobre isso é lembrar que ¢ quantifica a perturbacao
no fator de escala, pois: & = da/a, onde da em uma determinada regidao é positivo se essa
regiao se expandiu mais do que a regiao média durante a inflagdo, por exemplo. Esta
perturbacao no fator de escala estéd relacionada a uma pequena mudanga no tempo césmico
via regra da cadeia: da = adt = aHdt, mas também se pode expressar o tempo infinitesimal
6t em termos de uma diferenca no valor do campo escalar através da relagio: d¢ = ¢ot.
Em outras palavras, o valor do campo ¢ (que, ao contrario de ¢, é invariante) fornece um
“relogio fisico” durante a inflacao. Igualando essas duas expressoes de dt, obtemos uma

relagdo entre o campo ¢ e a perturbnagao métrica ®: & ~ Hogp/ .

O coeficiente de conversao presente na expressao do espectro de poténcia é o
quadrado deste resultado e, portanto, o espectro de poténcia do potencial gravitacional
Py (k) é inversamente proporcional a #%. No entanto, as equacgdes de movimento para um
campo escalar de “rolagem lenta”, desprezando o termo em derivada segunda ¢, ditam que
o campo “viaja” mais rapidamente em um potencial mais acentuado. Esse resultado fornece
a proporcionalidade: ¢ x V4 e, portanto, a informacao de que o espectro de poténcia de @

é maior se o potencial for mais raso.
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7.5.3 As equacoes de Einstein com perturbacdes escalares

Para comecar o calculo das equagoes de Einstein, vamos considerar agora as

perturbagoes escalares no contexto de uma métrica da forma:

Vs inflagio = 3a.H (%) ; (7.61)
goo(z,t) = —1 —2W(x,t), (7.62)
goi(z,t) = 0, (7.63)
gij(z,t) = a®(t)0;[1 + 2¢(x, t)]. (7.64)

Para se escrever o lado esquerdo da equacao de Einstein deve-se: calcular os simbolos
de Christoffel Fgﬁ para a métrica acima, formar o tensor de Ricci R, e contrai-lo para
obter o escalar de Ricci (R = ¢"R,,,). Além disso, também ¢ necessario trabalharmos
no espaco de Fourier, simplesmente trocando as derivadas espaciais por poténcias de k.
Como o tratamento é direcionado a perturbagoes escalares, torna-se necessaria a obtencao
de duas equagoes independentes para as duas perturbacoes: ¥ e ¢. Conforme visto, para
perturbagoes escalares, apenas as componentes tempo-tempo (00) e espago-espago (ij) de

Einstein serao uteis.

O tensor de Ricci é facilmente expresso em termos dos simbolos de Christoffel. O

componente tempo-tempo desse tensor é:
Roo = Fgo,a - Fga,o + Faargo - F%oFga- (7.65)

Todos esses termos contribuem em primeira ordem. Uma simplificagdo ocorre quando se
faz o = 0 em todos esses termos. O primeiro e o segundo termos sao iguais e opostos entre
si, assim como os dois ultimos. Dessa forma, a soma sobre o indice o contribui apenas

quando ele é espacial. Calculando os termos para a = ¢ no espago de Fourier, temos:

‘ k2
T = — () . (7.66)

a

Para o segundo termo:

Tho =3 (5 - B+ 6m). (7.67)

O fator de 3 vem da soma implicita em d;;. O préximo termo é I™ iFgo. Note que Fgo é de
primeira ordem, independente da natureza de 3, entao se torna necessario manter somente
a parte de ordem zero de F%p para evitar termos de segunda ordem. No entanto, 'y, é de

primeira ordem a menos que 8 = 0. Entao:
D00 = Tiglo = 3HT . (7.68)

Para o udltimo termo, se § = 0, ambos sdo de primeira ordem, entao seu produto é de

segunda ordem e pode ser desprezado. Portanto, apenas /3 espacial (8 = j) precisa ser
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considerado, levando a:

—T%elh: = —T% g = —3(H? + 2Hg,). (7.69)

Com isso, aplicando (7.66), (7.67), (7.68) e (7.69) em (7.65) e cancelando alguns

termos, chega-se ao componente tempo-tempo do tensor de Ricci:
Roo = — (’;)2 ¥ 32 300 + BH(W o — 26.0). (7.70)

Analogamente, a componente espago-espaco do tensor de Ricci é:
Ri;j = 6;[(2a*H? +ai)(1+2¢—2V) +a’H(6¢ 0 — V ) +a’ ¢ 00+ k@) + kik; (¥ +¢). (7.71)

Portanto, a expressao do tensor de Ricci se torna:

R = (—1+20)

a

E\? i
(Y s o

(7.72)

+ (1 ;22¢> [3(2a2H2 + ad)(1 +2¢ — 20)

+a’H(6¢,0 — Vo) + a*d o0 + k’zﬂﬂ + RV + ¢).

Inicialmente, note que a parte de ordem zero de R é identificada (através do
agrupamento dos termos) como 6(H? + Ga) e, para se obter a parte de primeira ordem
0R, se deve aplicar a propriedade distributiva nos termos acima e manter apenas os de

primeira ordem em W e ¢. O resultado é:

k

aQ
a

2 2
SR = —12V <H2 + ) +2 (Z') U+ 6o — 6H (U g — 4gg) + 4 ( ) 6. (7.73)

a

7.5.4 As componentes das equacdes de Einstein

A equacao de Einstein G¥ = 8rGT# é composta por 10 componentes (8 delas
sao nulas ou redundantes em primeira ordem). A primeira componente nao-trivial é a
componente tempo-tempo:

1 R
Gy = g% <Roo - 29003) = (=14 2V)Ry — R (7.74)

Um dos indices acima foi modificado multiplicando G por g% (lembre-se que a componente
g% desaparece). Note também que se fez: goog®® = 1. A partir disso, se pode utilizar as
expressoes da componente tempo-tempo do tensor de Ricci Ry e do escalar de Ricci

perturbado R para calcular a parte de primeira ordem do tensor de Einstein:

L 2
6Gy = —6H® 5+ 6WH? — 2 () P. (7.75)

a
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A equagao de Einstein iguala G) com 87GT} e, portanto, para deduzir a primeira
equagao de evolugdo para ¥ e @ é necessdrio calcular a parte de primeira ordem de T}.
Como se sabe, o termo TP representa a densidade de energia de todas as particulas no
Universo e a contribuigao de cada espécie é uma integral sobre a func¢ao de distribuicao.
Além disso, a expressao do tensor de energia-momento em termos dos momentos permanece
valida:

7 = =3 gum. { / @;,)[fxp,:c,wdsp]} . (7.76)

Para o caso dos barions e da matéria escura (entes nao-relativisticos), temos:

(73) _,_ =~ —p(1+35,). (7.77)
(677) _, = 6. (7.78)
(073),_, = —ped. (7.79)
Para o fotons:
(19) _ = =po 1+ 400) > (6T8) _ = —p.0,. (7.80)
Por fim, para os neutrinos:
(T9) _, = —po(1+4No) = (0T7) _ = —p.d.. (7.81)

Voltando as equagoes de Einstein, se pode igualar a expressao (7.75) com 871G
vezes a parte de primeira ordem do componente tempo-tempo do tensor momento de
energia, composta pela soma das equagoes (7.78), (7.79), (7.80) e (7.81). Dividir ambos os

lados por 2 resulta em:

/ /
K20 + 3% <<1>’ - Z@) = —47Ga®(ps0y + pede + pody + puby), (7.82)

que é a primeira equagao de evolugao para ¥ e ®. No limite sem expansao (quando a =
constante), a relagdo acima se reduz a equagao de Poisson para a gravidade (no espago de
Fourier): perceba que o lado esquerdo é —V2® (pois: ik = id/0x) enquanto o lado direito
é 4rGa*dp.

Para obter a segunda equagao de evolucao para ¥ e &, considere a parte espacial
do tensor de Einstein G%:
01— 20) 5t

A maioria dos termos em Rj; sao proporcionais a dy;. Desse modo, quando o tensor for
contraido com d;;, aparecerd uma série de termos proporcionais a d;;, além do ultimo termo
(que é proporcional a R). Portanto, a expressao anterior pode ser reescrita como:

Kk (P + V)

a?

Gi=F(P,0)d + , (7.84)
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em que (W, ®) é composta por doze termos, que sao proporcionais a 5; e que, portanto,
todos contribuem para o traco de Gé Para facilitar os célculos, considere a parte longitu-
dinal (sem traco) de G, que pode ser extraida contraindo G’ com o termo feikd — (1/3)67.

Este procedimento resulta em:

~ AL ) . N . LJ 2
(k:l-kj - ;5g> Gi= (k,»k:ﬂ - ;@?) <W> _ 2 oy, (7.85)

a? 3a?

Na mesma linha, as componentes espaciais do tensor energia-momento sao:

T; = ggs / (Qi)g K g:%) fi(p. fwf)] d*p. (7.86)

Por outro lado, podemos observar que a integral atua na parte quadrupolar da distribuicao

de temperaturas, mas como a parte de ordem zero de f, nao tem quadrupolo, o termo
fonte é de primeira ordem e diferente de zero apenas para fétons e neutrinos, ou seja, é
proporcional a 6 e N,. Para a segunda equacao de Einstein, portanto, se pode igualar
(7.85) com 87 vezes as tensoes anisotropicas do foton e dos neutrinos (sem massa) para
obter:

E(® + W) = 321Ga*(p, 02 + puNa), (7.87)

que é um resultado extremamente importante e 1util: os dois potenciais gravitacionais
¥ e ¢ sao iguais e opostos, a menos que os fétons ou neutrinos tenham momentos de
quadrupolo apreciaveis. Na pratica, o quadrupolo 8y de fétons contribui pouco para esta
soma, porque é muito pequeno durante o tempo em que os fétons tiveram densidade de
energia apreciavel (durante o acoplamento forte). Apenas os neutrinos sem colisdo tém
um momento de quadrupolo apreciavel no inicio, quando a radiagao dominava o Universo
(DODELSON; SCHMIDT, 2021). As expressoes (7.82) e (7.87) sao as duas equagoes
de Einstein desejadas para as perturbagoes ¥ e ®, perceba que ambas as equagoes nao
contém derivadas de segunda ordem atuando em ¥ ou ®, o que quer dizer que ¥ e ¢ nao

representam potenciais gravitacionais newtonianos.

7.6 As equacoes de Einstein-Boltzmann em tempos primitivos

No intuito de conectar a perturbacao as variaveis de perturbacao sao necessarias
condigoes iniciais para todas essas grandezas (considerando que as perturbagoes da inflagdo
sao adiabaticas). Uma vez que as perturbagoes fracionarias em todas as espécies sao as
mesmas, todas elas sao determinadas por ¥ e se torna necessario somente descobrir como

essa relacao ocorre em tempos primitivos.

Considerando, inicialmente, as equacoes de Boltzmann em momentos muito iniciais
apods o fim da inflagdo (ou seja, quando 1 > 0, mas pequeno) de modo que, para qualquer

modo k de interesse, tenha-se kn < 1 ou, equivalentemente, k/aH < 1. Essas desigualdades
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levam imediatamente a varias simplificagoes importantes. A partir disso, considere a

equacao de Boltzmann para fétons:
0 + (ikp)f = =@ — (ikp)¥ — 1’ [0y — 0(p) + pup — Po(u)] (7.88)
em que Py(u) é o segundo polindémio de Legendre e II é dado por:

H == 92 + ep’g + 9}370. (789)

Note que um dos termos acima é Pyf5/2, que representa a dependéncia angular
do espalhamento Compton. As outras partes de II representam o fato de que o campo de
temperaturas também estd acoplado ao campo de polarizacio 6p. E importante ressaltar
que Op ¢é originado apenas pelo quadrupolo 6 da distribuigdo de temperaturas (e, portanto,
por nenhum dos outros momentos de temperatura) (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Conforme visto acima, o primeiro termo é de ordem /1, enquanto o segundo é de
ordem k6. Entao o primeiro é maior que o segundo por um fator de ordem 1/(kn), que,
por suposi¢ao, é muito maior que 1 (ja que kn < 1). De maneira semelhante, se pode
argumentar que todos os termos das equagoes de Boltzmann multiplicados por k£ podem
ser negligenciados em tempos primitivos: isso também se aplica aos termos em wy e II.
Fisicamente, isso significa que, nos primeiros tempos, todas as perturbacgoes de interesse
tinham comprimentos de onda muito grandes (o que faz os modos k serem muito pequenos).
Um observador hipotético, entdo, que vé apenas fétons de dentro de seu horizonte causal,
vera um céu uniforme. Dessa maneira, os multipolos mais altos (6,69, etc) sdo muito

menores que o monopolo 6.

Portanto, as perturbacdes nas temperaturas dos fétons e neutrinos evoluem de
acordo com as seguintes condigoes iniciais (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

0 + @' =0, (7.90)
Ny + @' =0. (7.91)

Os mesmos argumentos podem ser aplicados as distribui¢oes de matéria, de modo que as

superdensidades de matéria escura e de barios se tornam:

8 = -39, (7.92)
5 = —39'. (7.93)

Além disso, sabemos também que, fora do horizonte comével, a gravidade é a
unica forga relevante e esta é a razao pela qual a matéria escura e os barions seguem
praticamente a mesma equacgao de superdensidade: a gravidade age da mesma maneira

sobre uma particula de matéria escura ou sobre um préton. Como as velocidades sao
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menores que as superdensidades por um fator de ordem k7, podem ser zeradas inicialmente.

Com base na equagao (7.82) e nas condigbes iniciais acima, chegamos a:
nd®" + 49" =0, (7.94)

cuja solucao tem a forma:
d =20, . (7.95)

Assim, tanto 0,0 como seus constituintes 6y e Ny permanecem constantes no tempo.
Portanto, para perturbacoes adiabaticas, as perturbacoes fracionarias de densidade e
velocidade se tornam:

0ps )
pp - j — Ok, mi) = No(k, i) — (k. mi) = 200(k, m:), (7.96)

onde as condigOes iniciais advém de um momento inicial 7;. As condigbes iniciais para

a matéria (tanto . quanto ¢,) também se tornam simples uma vez que as perturbagoes
sao puramente adiabaticas. Combinando as condigoes (7.90), (7.91), (7.92) e (7.93) e

integrando no tempo comével, tem-se que:
/52dn = —3/®’dn = 3/90dn — 0.(k,n) = 300(k,n) + Constante(k) (7.97)

para a superdensidade de matéria escura. A equacgao para a superdensidade de barions é

idéntica a esta, inclusive na constante, que é nula. As perturbacoes adiabaticas devem ter

uma propor¢ao uniforme entre matéria e radiagdo, que é dada por:
ne  ne(l+0c)

O pré-fator (a razao de densidades numéricas de ordem zero) é uma constante no espago

(7.98)

e no tempo. Com base nisso, para que a razao entre densidade numérica de matéria
e radiagao seja uniforme, a combinacao dentro dos parénteses deve ser independente
do espago. Portanto, as perturbagoes devem somar zero: §. = d§, = 36y (DODELSON;
SCHMIDT, 2021). Além disso, se necessita das condigbes iniciais para as velocidades e
momentos de dipolo da matéria e da radiacao, respectivamente. Essas condig¢oes iniciais
sao:

tup(k,n) _ iue(k,n) _ —k®(k,n)

Com isso, a equacao da perturbacgao de curvatura C' em escalas de super-horizonte durante

o dominio da radiacao se torna:

3aH 3aH —k® 3
U= SO0 =-°U 1
et e C=-30, (7.100)

como era de se esperar para ¢ = —WU.

C =

Como pudemos constantar, a inflacdo é um fendmeno cosmolégico de complexo
entendimento. Apesar de ja termos apresentado o ferramental matematico suficiente para
entendermos o modelo inflacionario com vistas ao estudo da CMB, ¢é importante destacar
que existem outros aspectos da inflacdo que precisam ser melhor entendidos e que carecem

de comprovagoes experimentais.
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8 A evolucao “linear” do Universo

8.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“A evolucgao “linear” do Universo” objetiva descrever, baseando-se na Teoria do
Crescimento Linear das Estruturas, como se deu a evolucao das grandes e pequenas escalas
cosmolégicas (utilizando ferramentas matematicas como a fungao de tranferéncia e o fator
de crescimento). Este capitulo é necessério para entendermos melhor as consequéncias da

inflacdo em diferentes escalas cosmoldgicas.

8.2 Comentarios iniciais

De posse do sistema de equacoes a ser resolvido e das condi¢oes iniciais para as
perturbagoes, agora podemos estudar as heterogeneidades na matéria e as anisotropias
nos fotons. As perturbacoes da matéria escura podem ser resumidas em perturbagoes na
densidade 0. e na velocidade massica u., que se encontram acopladas a todas as outras
perturbagoes através da interagao gravitacional. Em funcao disso, as perturbagoes na
matéria escura dependem muito pouco dos detalhes das perturbagoes da radiagao: em
tempos tardios, quando o Universo era dominado pela matéria, os potenciais ® e ¥, que

mediam o efeito da gravidade, eram independentes da radiacao.

Por outro lado, em tempos primitivos, as perturbagoes na radiagdo (que era o ente
dominante nessas épocas) eram relativamente simples, de modo que todos os momentos
além do monopolo e do dipolo podem ser desprezados. Porém, no caso da matéria, a
reciproca nao ¢ verdadeira: para tratarmos adequadamente as anisotropias na radiacao, se
torna necessario sabermos como as perturbacoes da matéria se comportaram. Desse modo,
a ideia é obtermos uma previsao para o espectro de poténcia linear da matéria a partir da
evolugao dos modos de Fourier. Com base nesse espectro de poténcia inicial (gerado pela

inflacdo) se consegue construir o espectro de poténcia da matéria em funcao do redshift z.

8.3 Sobre o crescimento das estruturas

A instabilidade gravitacional é fundamentalmente responsavel pela estrutura do
Universo: a medida em que o tempo evolui, a matéria se acumula em regioes superdensas
através da forca de atracao gravitacional. Apesar das superdensidades iniciais serem de
amplitude muito pequena (da ordem de 107*, como vimos), a matéria que se acumulou ao
longo da idade do Universo foi suficiente para formar as estruturas significativas observadas

atualmente.
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Além da forca gravitacional (que é atrativa), existem dois efeitos antagdnicos:
primeiro, a expansao do cosmos, que tende a separar particulas de todas as espécies,
e quanto mais rapida for a expansao do Universo, mais lento serd o crescimento das
estruturas. Em um Universo sem expansao, esperamos que uma pequena superdensidade
cresga exponencialmente rapido sob a agdo da gravidade (se nao houver perturbagoes de
pressao). Em contraponto, em um Universo em expansdo, o crescimento exponencial é
desacelerado para um crescimento em poténcias ou até mesmo em logaritmico ao longo do

tempo.

O segundo efeito é especifico para barions e fétons, que exercem pressao: a pressao
aumenta proporcionalmente a densidade e o gas tende a se mover na dire¢ao da pressao mais
baixa (isto é, na dire¢do oposta ao gradiente de pressao). Isso significa que a superdensidade
de barions nao acumula matéria tao rapidamente quanto a superdensidade de matéria
escura, ja que a pressao (maior) sobre o ambiente tende a desacelerar ou interromper o
acumulo de gas. Os pontos-chave do crescimento gravitacional das estruturas sao: o super-
horizonte (onde: kn < 1), o cruzamento do horizonte (em que: kn = 1) e o sub-horizonte

(quando: kn > 1), com e sem considerar as perturbagoes de radiacao.

8.3.1 As trés etapas da evolucao

A evolucao das perturbagoes cosmoldgicas divide-se naturalmente em trés estagios.
A Figura 15 mostra a evolugao linear do potenial gravitacional ®, em funcao do fator de
escala, para modos k£ de comprimentos de onda longo, médio e curto (normalizados para o

valor do potencial em tempos iniciais).

Figura 15 — Graficos de ® x a para diferentes valores de k.
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

Inicialmente perceba que, em tempos primitivos, quando kn < 1, (lembrando que
o tempo comével 1 é positivo ap6s a inflagdo), todos os modos estao fora do horizonte e
o potencial ® é constante. Em tempos intermediarios, porém, duas coisas acontecem: os

comprimentos de onda entram no horizonte e o Universo evolui da dominagao da radiacao
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(quando: a < a.,) para a dominacao da matéria (quando: @ > a.,). Note que a ordem
dessas épocas (onde a., representa o fator de escala na época do cruzamento do horizonte)
afeta muito o potencial (que diminui consideravelmente apés esse periodo). Os modos
de grande escala, que entram no horizonte bem depois de a.,, evoluem de forma muito
diferente dos modos de pequena escala, que entram no horizonte antes da igualdade a = a.,.
Finalmente, observe que, nos tltimos tempos, todos os modos evoluem de forma idéntica,
permanecendo constantes durante o dominio da matéria antes de decair quando a energia

escura comeca a influenciar consideravelmente.

Nesse sentido, podemos observar que a distribuicao da matéria ocorre predominan-
temente em épocas tardias, no terceiro estiagio de evolucao, quando todos os modos estao
evoluindo de forma idéntica. Para relacionar o potencial ® durante esses tempos com a

perturbacao da curvatura primordial C'(k) gerada durante a inflagao, se deve escrever que
(DODELSON; SCHMIDT, 2021):

Bk, q) = §C(k)T(k)D(a), (8.1)

onde T'(k) é a funcao de transferéncia e D(a) é o fator de crescimento. Em sintese, a funcao
de transferéncia descreve a evolugao das perturbacoes através das épocas de cruzamento do
horizonte e da transi¢cao dos dominios radiagdo/matéria, enquanto o fator de crescimento
descreve o crescimento das estruturas independente dos modos em tempos tardios. Observe
na Figura 15 que mesmo as perturbagoes de maior comprimento de onda (menor valor
de k) diminuem ligeiramente & medida em que o Universo passa pela época da igualdade
(@ = aeq). Com isso, a funcdo de transferéncia é definida de modo que, em grandes escalas,

seja igual a 1. Entao:

T(k) = 5 2 wde) 17 (k) Dia), (8.2)
larga escala(k ) atarde)

onde a¢arqe denota uma época profunda na dominacao da matéria, cuja solugdo em grande

escala é o potencial primordial ® diminuido por uma pequena quantidade (que representa

a solucao do potencial gravitacional para modos que entraram no horizonte na época

dominada pela matéria).

Uma segunda observacgao importante é tangente ao fator de crescimento: a razao
entre o potencial ® e seu valor logo apds o regime da funcao de transferéncia é definida
como:

D(a) = Dia _ O(k,a) ’ 83)
a (K, atarde)

para 0s casos em que @ > Ggarde- 1NESSA expressao, o termo Dy é chamado de fator de

crescimento. Durante o dominio da matéria, o potencial é constante, entdo D, (a) = a

nesse caso. Com essas convengoes, aplicando-se (8.2) e (8.3) em (8.1), vem:

Bk, a) — ;’C(k)T(k)D *a(“). (8.4)
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A evolucgao da superdensidade da matéria escura segue a evolucao de ®, conforme
ilustrado na Figura 16 (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Figura 16 — A evolucao da perturbacao de densidade de matéria escura em funcao do
fator de escala para diferentes valores de k.

10°

T
— k= 0.001 Mpe™*
——— k= 0.01 Mpc™!
—-—k = 0.1 Mpe ™

k= 2Mpe !

104 E

1”3 -

]n,!_

|8k, 1) / Dk, 0|

10

10°F ' .

1 1
107 102 n-* 10!
a

Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

Essa figura mostra a evolugao das perturbacoes da densidade da matéria escura 6. na
cosmologia fiducial. Perceba que a amplitude de cada modo comega a crescer na entrada do
horizonte. Observe também que, bem depois de a = a4, todos os modos de sub-horizonte
evoluem de forma idéntica e aumentam como o fator de crescimento D, (a). Durante a
dominacao da matéria, antes de a matéria escura se tornar relevante, tinha-se: Dy (a) = a.
Em tempos tardios vemos uma ligeira tendéncia linear devido ao inicio da expansao

acelerada.

Na mesma direcao, note que, em tempos tardios — quando o potencial é constante
e todos os modos estdao dentro do horizonte — a superdensidade cresce no tempo, ou
seja: 0.(k,a) o< D, (a). Esse fato explica a nomenclatura: D, descreve o crescimento das
perturbacgoes de matéria em tempos tardios, que é totalmente de se esperar, pois a medida
em que o tempo evolui, as regioes superdensas atraem cada vez mais matéria, tornando-se

assim mais superdensas.

Em tempos tardios, os barions evoluem de forma semelhante a matéria escura
e podem ser descritos juntos na forma de uma superdensidade total de matéria 9,,
(DODELSON; SCHMIDT, 2021). Para expressar o espectro de poténcia da distribuigao da
matéria em termos do espectro de poténcia primordial gerado durante a inflacdo, devemos
usar a equagao de Poisson generalizada, no limite sem radiagao (ou seja, para grandes
valores de k) para relacionar a superdensidade de matéria d,, com o potencial ® em tempos

tardios. Essa expressao toma a forma de uma equagdo de Einstein:
E*®(k,a) = 47Gpm(a)a®s,,(k, a)], (8.5)

onde:
Qe
a3

Pm = ) (8'6)
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2ak?
5olka) = [ 22 ) ok, a), 8.7
50) = (yga ) 200 87)
na época em que a > Giarde © que k > aH. Essa expressao, juntamente com (8.4), nos

permite relacionar a superdensidade no Universo tardio com o potencial primordial:

5o (I, @) — (%) C)T () 2D (8.9)

a

Essa equagao vale independentemente de como a perturbacao inicial C'(k) foi gerada,
desde que seja uma perturbagio adiabatica. Como a perturbagao C'(k) é extraida de uma
distribuicdo Gaussiana com média zero, entao o seu espectro de poténcia Po(k) é dado
pela expressao (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

Po(k) = (2;,) 4, (,f) | (3.9)

onde A; (o espectro de poténcia primordial) representa a varidncia das perturbagoes da
curvatura em um intervalo de nimero de onda logaritmico centrado em torno de uma escala
de referéncia k, e ns é o indice espectral escalar. A escala de referéncia é uma convencao
que geralmente é determinada como a escala mais bem restrita por um determinado

conjunto de observagoes (como, por exemplo, as anisotropias da CMB).

A equipe do satélite Planck adota k, = 0,05 Mpc™' e, na cosmologia fiducial,
temos: A, ~ 2,1 x 107?. Com base nisso, o espectro de poténcia linear da matéria em
tempos tardios é (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

Pu(k,a) = (827;> ( é) D2 (a)T*(k) (%) | (8.10)

Observe que o espectro de poténcia tem dimensdes de (comprimento)® e que a

equagao acima implica que Pp(k) o< k™ em grandes escalas, onde: T'(k) = 1. A Figura
17 mostra o espectro de poténcia da matéria linear na cosmologia fiducial, em diferentes
redshifts. As escalas a esquerda das linhas verticais, que indicam kyp(z) para cada um
dos redshifts mostrados, ainda estao evoluindo de maneira aproximadamente linear em
cada redshift. Nesse grafico, enquanto em grandes escalas observamos o comportamento
esperado, em pequenas escalas o espectro de poténcia se inverte: o modo de pequena
escala (com k = 2hMpc™!) entra no horizonte bem antes da igualdade matéria/radiacao.
Além disso, se sabe que durante a época de radiagdo o potencial decai, entao a fungao de
transferéncia é muito menor que 1: o efeito disso nas perturbacoes da matéria é o retardo
no crescimento das perturbagdes, que comecam em 107° (apds o modo ter entrado no
horizonte) e terminam em 10~ (quando o Universo se torna dominado pela matéria). Os

modos que entram no horizonte ainda mais cedo sofrem mais supressao.

A partir disso, se pode inferir que o espectro de poténcia é uma funcao decrescente

de k em pequenas escalas e isso leva a constatacao de que havera uma inversao no



Capitulo 8. A evolugao “linear” do Universo 130

Figura 17 — A evolucao de P;, em funcao de k para diferentes valores de redshift z
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

comportamento do espectro de poténcia em uma escala k., correspondente aquela que
entra no horizonte na igualdade matéria/radiagdo. Medir essa escala nos permite restringir
a quantidade de matéria no Universo. Outra escala importante é a escala ky; acima
da qual nao podem ser ignoradas as nao-linearidades. Para essa escala, se pode usar a
variancia de perturbagoes de densidade (lineares) A% (k) geradas por modos dentro de um
nimero de onda logaritmico d(In k) centrado em torno de k¥ (DODELSON; SCHMIDT,
2021):

1 Pu(k, a)k?
A2 (k) = / P Bl —s A2 (k) = LB
£(k) €(2m)3 Jim k'~ k| <e L'k = ALk) 272

onde € é um parametro de ajuste as incertezas das medidas. A integral angular resulta em

(8.11)

47 e os nimeros de onda considerados sao infinitesimais. Com base em (8.11), podemos
inferir que um regime onde A? (k) < 1 corresponde a pequenas heterogeneidades, enquanto
que AZ(k) maiores ou da ordem de 1 indica perturbagdes nao-lineares. Quando plotado
em fungao de In(k), a variancia A (k) imediatamente fornece em quais escalas se esperam

flutuacoes significativas de densidade.

Resolver a condicio A% (kyr,a) ~ 1 para kyp produz kyr(a = 1) ~ 0,25hMpc™!
hoje (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Em épocas anteriores, a estrutura nao era tao
evoluida, entdo a escala nao-linear era menor ou, equivalentemente, o termo kyr(a) era
maior no passado (representado pelas linhas verticais tracejadas na figura acima). O
espectro de poténcia mostrado acima é o espectro de poténcia linear. Em escalas que se
aproximam de kyy, esta é apenas uma quantidade hipotética, e nao se pode comparar

diretamente Py (k,a) com a distribuigdo da matéria.

8.3.2 A hierarquia de Boltzmann

Como todos os constituintes da matéria escura sao acoplados pela gravidade, em
principio, estes formam um conjunto completo de equagoes de Boltzmann e um par
de equacoes de Einstein. No entanto, para uma compreensao qualitativa, esse conjunto

completo de equagdes nao é necessario: no inicio (antes da recombinagao, em: a = ay), a



Capitulo 8. A evolugao “linear” do Universo 131

distribuicao de fétons pode ser caracterizada por apenas dois momentos, o monopolo 6,
e o dipolo #,, e todos os outros momentos foram desprezados porque os fotons estavam
fortemente acoplados ao plasma de prétons/elétrons. Apés o desacoplamento, isso deixa de
ser verdade e, para caracterizar completamente a distribuicao de fotons, se torna necessario
considerarmos os momentos # de ordem superior. No entanto, para fins de distribuicao de
matéria, o comportamento dos fétons apds a recombinagao (a = a,) é irrelevante, uma
vez que, naquela época (na era da dominagao da matéria), o potencial era dominado pela
matéria escura. Diante disso, se pode desprezar todos os momentos superiores dos fétons (e
considerar somente o monopolo e o dipolo), quando se estiver trabalhando com a evolugao

da distribuicao da matéria.

Nessa linha, os multipolos superiores para os neutrinos também podem ser despre-
zados, por complicarem o tratamento analitico, mas, como os neutrinos fluem livremente
(diferentemente dos f6tons) em vez de serem fortemente acoplados, isso torna os resultados
mais imprecisos: apesar de se desprezar os multipolos superiores dos neutrinos, o resultado
é ainda mais preciso do que se os neutrinos fossem negligenciados por inteiro (DODELSON;
SCHMIDT, 2021). Assim, podemos seguir com a analise do monopolo 6, e do dipolo 6,
totais de radiagdo (que nao devem ser confundidos com as da perturbagoes de temperatura
dos fétons €y e 01). Ao desprezar os momentos de radiagdo mais altos, as equagdes de
Boltzmann para neutrinos e fétons tornam-se idénticas e, além disso, as distribuigoes
de fotons e neutrinos apresentam as mesmas condi¢oes iniciais, o que as faz poderem
ser combinadas. Complementando-as com as equagoes para a matéria escura, obtemos o

seguinte conjunto de equagoes de Einstein-Boltzmann:

0.0+ kb= —0, 8.12
k
0., — ger,o = 1o, 8.13

oL+ iku. = —3%,

al

ul, + —u. = ik®.
a

As duas primeiras condigdes acima foram obtidas utilizando a equagao de Boltzmann
para fétons e aproximando os termos para o regime de acoplamento forte, o que permite
eliminar as perturbagoes barionicas (que é uma excelente aproximacao, pois os barions sdo
mantidos quase uniformes nos primeiros tempos por meio de seu forte acoplamento aos

fétons).

Para fechar o conjunto de equacoes para a densidade da matéria escura é necessaria
uma equagao para o potencial gravitacional ®. Nesse sentido, se sabe que a aproximacao
¥ — —& ¢é vilida no limite em que nao had momentos quadrupolares. Uma vez que
algumas componentes das equagoes de Einstein sao redundantes, ha varias opc¢oes para

uma equagcao relativa as superdensidades de radiagao e matéria. Por exemplo, se pode
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utilizar a componente tempo-tempo:
!/ /!
K20 + 3% (cb’ + “@) = 47 Ga*(pebe + 4p.0y0). (8.16)
a a

Nesse ponto, perceba que fizemos ¥ = —®, negligenciamos a contribuicao de matéria
(barions) e inserimos as contribui¢oes de neutrinos e fotons no potencial. Com base nisso,
torna-se conveniente trabalhar com a equagao que nao apresenta derivadas de tempo

comovel:

3aH
@ = 41Ga*(pebe + 4p,0,r0 + (2) (ipetic + 4pr0y1). (8.17)

Ambas as equagOes nos serao tuteis em varios momentos, embora apenas uma
seja necessaria para fechar o conjunto de equacoes para as cinco varidveis de nosso
interesse: ¢, uc, 0,0, 0,1 € ®. Nesse estagio, a maneira mais direta de proceder é resolver

numericamente o conjunto de cinco equagoes acopladas.

A partir da dificuldade de se obter solugdes analiticas para essas equagoes, se pode
tomar alguns limites que reduzam o conjunto completo de cinco equagoes para duas ou trés
mais gerencidveis (esses limites serdo validos apenas para certas escalas e em determinados
momentos). Portanto, devemos juntar essas solugoes analiticas para obter uma funcao de

transferéncia T'(k) razoavel para todos os modos k.

Figura 18 — A evolucao de n em funcao de a.
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

Considere a Figura 18, que representa esquematicamente os regimes fisicos da
funcao de transferéncia. As regioes sombreadas mostram diferentes regimes onde existem
expressoes analiticas derivadas de (8.2) e (8.3). A lacuna (branca) no centro mostra que
nao existem solucoes analiticas para descrever a evolugao completa dos modos de escala
intermedidria. A curva monotonicamente crescente que vai do canto inferior esquerdo até
o canto superior direito representa o horizonte comével n(a), e o eixo a esquerda aumenta
com o tempo e é igual a cerca de 110h~'Mpc na época da igualdade matéria-radiacao. O

eixo da direita mostra o nimero de onda correspondente que cruza o horizonte (k = 1/n).

O valor de um campo aleatério no espago de Fourier X (k) quantifica a correlagao

entre pares de pontos separados por uma distancia de r = 27/k e isso decorre diretamente
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do comportamento harménico da exponencial na transformada de Fourier (teorema de
Wiener-Khinchin). No caso das perturbagdes cosmoldgicas, o comprimento de correlagdo
27 /k define uma escala comével com um importante significado causal: dizemos que um
modo k estd dentro ou fora do horizonte se sua escala comével 27 /k é, respectivamente,
menor ou maior que o horizonte de particula c¢n. Os modos dentro do horizonte (ou
sub-horizonte) tém kn > 27/c, enquanto os modos fora do horizonte (ou super-horizonte),
tém kn < 2m/c. Uma vez que o horizonte de particulas é o comprimento méaximo que uma
particula pode viajar desde o Big Bang, nenhuma fisica causal pode ocorrer em escalas
de super-horizontes, portanto, esperamos que os correlacionadores observaveis evoluam
apenas em escalas sub-horizontais (PETTINARI, 2016).

Ainda com base na Figura 18, podemos delimitar os seguintes regimes em que
se pode empregar aproximagoes fisicas (fazendo 27/c = 1): o regime do super-horizonte
(quando kn < 1, que permite solugoes exatas para toda a evolucao temporal), a entrada
no horizonte (quando 7 aumentou o suficiente para que kn > 1, que pode ser descrito em
tempos tardios — modos de grande escala - ou em tempos primitivos durante a dominagao
da radiacdo — modos de pequena escala -) e a evolu¢ao do sub-horizonte dos modos de
grande escala (que, para modos de pequena escala, se pode fazer outra aproximagao,

desprezando as perturbagoes de radiagao).

No entanto, nenhuma dessas solugoes aproximadas é capaz de descrever os modos
que entram no horizonte em torno da igualdade matéria-radiagdo (a lacuna no centro da
Figura 18). Isso se deve apenas a falta de limites simplificadores que se podem empregar:

a fisica que descreve a evolugao desses modos é a mesma dos modos de menor e maior

escala (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

8.4 A evolucido das grandes escalas

Em grandes escalas é possivel obter solu¢oes analiticas para o potencial tanto na

transicao matéria-radiacao quanto no cruzamento do horizonte.

8.4.1 A evolucao do super-horizonte

Considere, inicialmente, o regime de super-horizonte (regiao hachurada na Figura
19). Para modos que estao longe do horizonte (tais que kn < 1) em tal regime, se pode
descartar todos os termos nas equacoes de evolucao que dependem de k. Das equagoes
(8.12) a (8.15), percebemos que, neste limite, a velocidade u. e 6, se desvinculam das
equagoes de evolugao, e isso reduz o niimero de equagodes para resolver de cinco para

trés. Reescrevendo as duas primeiras equagoes e a equacao de Einstein para k desprezivel,
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Figura 19 — Representacao da regiao de super-horizonte (hachurada em cinza).
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

tem-se que:
9;’0 = -0, (8.18)
o= -39, (8.19)
a’ a’
35 (CID’ + a@) = AnGa*(pcde + 4pr0r0). (8.20)

Nesse ponto, note que as duas primeiras equagoes exigem que a diferenca o, — 36, o
seja constante (que, para o caso de perturbagoes adiabaticas, é igual a zero). Desse modo, se
pode usar a segunda e a terceira equagoes acima, com 6, = 9./3 e com y = a/aeqg = P/ pr

para se obter:
a (., d 9 4
3— (2 + =P | =471Ga’po. | 1+ — | . (8.21)
a a 3y

Por conveniéncia, a varidvel y serd adotada como variavel de evolugdo (em vez de 7 ou
a). Como se esta negligenciando os bérions, torna-se possivel substituir o numerador da
equagao acima por p., uma corre¢ao simples para melhorar um pouco a precisdo de nossas

solugoes analiticas.

Veja que (8.19) e (8.21) sao duas equagoes de primeira ordem para 6. e ¢, entao
vamos transformé-las em uma equacao de segunda ordem e depois resolvé-la. Primeiro,
porém, vamos reescrever as equacoes em termos da variavel de evolugao y. A derivada em
relacao a y estd relacionada aquela em relacao a 1 pela regra da cadeia:

d dyd d
_dyd _

— T H—. 8.22
dn dndy “ dy ( )

Aqui, utilizamos a definicdo de y e o fato de que a’ = ¢?H. Em termos de y entdo, a

equagao de Einstein se torna:

dd y 4 3y + 4
The=—7 (14 Vs =""""5,. 8.93
Yy 2(y+ 1) ( 3y> 6(y +1) (8.23)
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Em geral, para transformar duas equagodes de primeira ordem em uma equacao de
segunda ordem, diferenciamos uma delas. Para simplificar, vamos reescrever a equagao
(8.23) como uma expressao de 4., diferenciar em relagdo a y e usar as condigoes de contorno

para escrever a derivada dé./dy como —3d®/dy. Entao:

P l 21y? + 54y + 32 ] dd l 1 ]
=4 =0, 8.24
dy? [ 2y(y+1D)By+4) ] dy  |y(y+1)(3y+4) (8.24)

que, se definirmos uma nova variavel: u = y3®/,/y + 1, se torna:

d*u 3 2 3 |du
—t | —|—=0. 8.25
dy? [2(14—@/) y 3y+4] dy (8.25)
Apos a primeira integragdo, obtemos:
d 2 4
du _ 4 [y(?’yﬂ,)] , (8.26)
dy (1+y)>

em que A é uma constante. Na segunda integracao deve aparecer outra constante de
integracdo; no entanto, em razao de y> — 0 no inicio dos tempos, essa constante desaparece
(DODELSON; SCHMIDT, 2021). Por légica semelhante, se pode determinar a constante
A mesmo antes de realizar a integral. Lembrando da defini¢do de u, integrando a expressao

acima e observando que, para valores de y pequenos, o integrando se torna 412, teremos:

4 3
d=-A—A=—-9(0). (8.27)
3 4
Logo, a solucao completa de super-horizonte é:
1
O(k,y) = (103> (16\/1 +y+ 9y +2y° — 8y — 16) o (k,0), (8.28)
(

que ¢ a expressao final para o potencial em escalas de super-horizonte. Para pequenos
valores de y essa expressao fornece: ® = ®(0) = constante, como era esperado (pois foram
escolhidas as duas constantes de integracao com essa condi¢ao). Para grandes valores de y,
uma vez que o Universo se tornou dominado pela matéria, o termo y® entre parénteses
domina, entdao ® — (9/10)®(0) (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Assim, o potencial
mesmo nas maiores escalas cai em 9/10 & medida que o Universo passa pela época da

igualdade entre matéria e radiacao.

Este resultado nos permite obter algumas relagoes muito tteis entre o potencial
gravitacional do super-horizonte e a perturbacao da curvatura C(k). Conforme visto
anteriormente: ¢ = (2/3)C durante a dominacao da radiagdo e agora se observa que ®
cai por um fator de 9/10 no dominio da matéria. Como C' é sempre conservada fora do
horizonte, tem-se: ® = (9/10)(2/3)C no dominio da matéria (DODELSON; SCHMIDT,

2021). Entao, para resumir:

2
O (K, 1)super-horizonte = §C (no dominio da radiagao). (8.29)
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3
O (K, 1)super-horizonte = 50 (no dominio da matéria). (8.30)

Durante o dominio da matéria, o potencial ® nem sequer evolui dentro do horizonte, de
modo que a relagdo ® = (3/5)C permanece valida dentro do horizonte. Isso explica o fator

3/5 incluido na defini¢ao da fungao de transferéncia T'(k).

Nesse ponto, considere a Figura 20, que mostra os comportamentos das solugoes
numérica e analitica para a evolucao do potencial ®, com foco nos modos k de larga escala

que sdo comparaveis (ou maiores) que o horizonte até a época da recombinagao.

Figura 20 — Evolucao da perturbagao ® em funcdo de a para diferentes valores de modos
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

-1

A linha sélida fina mostra o resultado analitico, que é valido apenas para modos muito
maiores que o horizonte (e despreza os momentos de neutrinos e fétons com escalas
angulares [ > 2). Perceba que a solugao analitica funciona razoavelmente bem nas maiores
escalas (menores valores de k) e que os desvios sao devidos principalmente ao quadrupolo
de neutrinos N, que foi negligenciado no célculo analitico (além disso, o quadrupolo N,
também leva a ® nao ser exatamente igual e oposto a ). Um fato interessante da solugao
analitica é que, embora seja verdade que os potenciais de grande escala sejam constantes
nas épocas da matéria e da radiacao, a transicao entre as eras de matéria pura e radiagao

pura é bastante longa.

8.4.2 Sobre o cruzamento do horizonte

Uma caracteristica interessante da imagem ilustrada na Figura 20 é que o potencial

de grande escala (a solugdo numérica) se torna constante em tempos muito tardios (quando

1

a > 107?). Nessa linha, se sabe que, para ntimeros de onda k = 1073hMpc~!, o modo

entra no horizonte e que em 1 ~ k~! = 1000h~*Mpc, que corresponde a um fator de

escala a ~ 6 x 1073 na cosmologia fiducial. Este é o regime destacado na Figura 21, que
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representa a evolugdo dos modos através da entrada no horizonte durante a dominagao da

matéria.

Figura 21 — Representacao da regiao de cruzamento do horizonte (hachurada em verde).
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

O potencial ® permanece constante a medida em que o modo cruza o horizonte
(drea verde) e este resultado é valido enquanto o Universo for dominado pela matéria
(DODELSON; SCHMIDT, 2021). Como ® depende apenas das heterogeneidades da
matéria, entdo se pode desprezar as duas equagoes de radiacao: (8.12) e (8.13). Além
das duas equagoes da matéria, tem-se a segunda das equagoes de Einstein, que é uma
equacao algébrica (o que significa que é possivel, em principio, eliminar as duas equagoes
da matéria e ficar com um sistema de duas equagoes diferenciais de primeira ordem) e que,
em geral, tém duas solugoes. Como se sabe, durante a época da matéria, os potenciais de
super-horizonte sao constantes e, portanto, as condigbes iniciais para o problema sdo que o
potencial seja constante (®’ = 0). Com base nisso, se mostrarmos que ® = constante é uma
das duas solugoes gerais para o conjunto de equagoes dominadas pela matéria, entao nao
serd necessario conhecer o formato da outra solugao (seria preciso ter esse conhecimento sé
se essa solugao fosse crescente: & > 0, o que nao é o caso). As condigdes iniciais garantem

entao que a solugao constante serd uma solugao.

Diante disso, devemos verificar se o sistema de equagoes:

o, + iku, = 0, (8.31)
u, + aHu, = ik®, (8.32)
3 3iaHu,
o = St H? <5C + "“k“) , (8.33)

admite uma solugdo constante no tempo. Para fazermos isso, vamos explicitar . na terceira

equacao para aplicar na primeira. Esse procedimento nos fornece, na era dominada pela

2k? 2k? 3iaH 3ia? H?
<W> cI>’+<3aH><I>—< ZZ >u;+< Z“% —|—ik>uC:0. (8.34)

matéria:
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Nesse ponto, se percebe que ha duas equagoes diferenciais de primeira ordem para
® e u.. A estratégia é transformar essas duas equagdes em uma equacao de segunda ordem

para ®. Primeiro, se pode eliminar u, em (8.34) usando a equagao da velocidade (8.32):
2k? iu 20 \ (9a*H?
@ e 2]l =o. )
<3a2H2> * <2k * 3aH> ( y  TF ) ! (8.35)

Se a equacao de segunda ordem for da forma a®” + &’ = 0, ou seja, se nao tiver

termos proporcionais a ®, entdo ¢ = constante é uma solucao das equagoes (DODELSON;
SCHMIDT, 2021). Entao, derivando a equagao acima em relacao a 7, considerado apenas
os termos proporcionais a ®, descartando todos os termos proporcionais a derivadas de ®

e usando o fato de que d[(aH)~']/dn) = 1/2 durante a dominacdo da matéria, tem-se que:

%—i-? 9a2HQ+k2 n %4_ 20 \ d (9a*H?
k3 2 2%k " 3aH ) dn \ 2

B taHu, n 2¢
B k 3

(8.36)

) (9a*H? + k?) .

Note que a velociade u, foi reescrita na equagio acima através de (8.32). No entanto,
a expressao (8.34) mostra que o primeiro termo entre parénteses a direita é proporcional
a ®’. Portanto, nao existem termos proporcionais a ® e os potenciais constantes sao,

portanto, uma solugao na era dominada pela matéria.

Os potenciais permanecem constantes enquanto o Universo for dominado pela
matéria e, nessas épocas, as flutuacoes de potencial se equilibram delicadamente de modo
a permanecerem constantes. Por outro lado, quando a energia escura passa a dominar (em
a > 0,1), esse equilibrio é destruido e os potenciais decaem. A partir desses argumentos,
se pode inferir que a fungao de transferéncia (8.2) esteve muito préxima de 1 em todas as
escalas que entraram no horizonte depois que o Universo se tornou dominado pela matéria,

ou seja, ¢ igual a 1 para todo k < aeoH (aeq)-

A escala de nimeros de onda associada a essas épocas é: ke, = 0,073 Mpc™'Q,,h% =
0,010 Mpc~!. Na escala trabalhada, onde barions e tensdes anisotrépicas sdo negligenciados,
a funcao de transferéncia 7'(k) depende unicamente do quociente k/k., (DODELSON;
SCHMIDT, 2021).

8.5 A evolucao das pequenas escalas

A descrigao da evolucao das perturbacoes de grande escala s6 foi possivel porque
os modos cruzaram o horizonte bem apds a época da igualdade. Portanto, o problema é
nitidamente dividido em: modos de super-horizonte que atravessam a época da igualdade
e modos da era dominada pela matéria que atravessam o horizonte. Para os modos de

pequena escala, se sabe que eles cruzam o horizonte quando o Universo estda profundamente
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na era da radiagao. Dessa maneira, o problema se divide em: modos na era da radiacao
cruzando o horizonte e modos de sub-horizonte passando pela época da igualdade. Nao é
possivel tratar analiticamente os modos que entraram no horizonte em torno da época da
igualdade, no entanto, nada é fisicamente diferente nesses modos, eles simplesmente nao

sao passiveis dos limites matematicos aproximativos.

8.5.1 Mais sobre o cruzamento do horizonte

Quando o Universo foi dominado pela radiacao, o potencial era determinado por
perturbagoes na radiacdo. As perturbacoes da matéria escura sao determinadas pelo
potencial gravitacional, mas nao influenciam no potencial ®. Portanto, as perturbagoes de
radiacao e o potencial gravitacional afetam um ao outro; por outro lado, as perturbagoes

da matéria nao afetam o potencial, embora sejam impulsionadas por ele.

Para analisarmos as perturbagoes da matéria nesta época, portanto, devemos:
primeiro, resolver as equagoes acopladas para 0, , 0,1 ¢ ® e, em seguida, resolver a equagao
para a evolucao da matéria usando o potencial como uma forca motriz externa. Para
resolver o potencial na era dominada pela radiagao, deve-se eliminar os termos da fonte de
matéria na equacao de Einstein para obter:

6a>H?> 3aH
o — ( = ) (er,o + k:0“>’ (8.37)

ja que, pela equagdo de Friedmann, temos H? = 87Gp,/3 e aH = 1/n durante a era

da radiacao. Diante desses fatos, podemos usar a equagao acima para eliminar 60, das

equagoes de (8.12) e (8.13). Essas relagoes se tornam:

~3 3 2 k2
1770;’1 + kb, (1 + k2n2> = - <1 + 677 + 377> , (8.38)
1 2 k2>
0, + o= 3@ <1 - 677 ) . (8.39)

E possivel transformar essas duas equagoes de primeira ordem para ® e 6, ; em uma
equagao de segunda ordem para o potencial. Explicitar ., na segunda equagao, aplicar
na primeira e derivar em relagdo ao tempo comoével resulta em:

" + <4> P+ (22) d =0, (8.40)

n
que é uma equacao de onda escrita no espacgo de Fourier, com um termo de amortecimento
devido a expansao do Universo (as solugoes devem, portanto, ter caracteristicas oscilatorias).
Para determinar o comportamento do potencial na era dominada pela radiacao, devemos

resolver a equacao acima sujeita as condi¢oes iniciais em que ® é constante. A solugao
passa pelas fungoes de Bessel e tem a forma (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

B(k,n) = 2 ( ) . C(k). (8.41)

3

Senxr — r Ccosx

3



Capitulo 8. A evolugao “linear” do Universo 140

cujo fator de 2 surge porque o limite 7 — 0 da expressao entre parénteses é 1/3 e a relagao
de super-horizonte entre ® e C' durante a dominacao da radiagao (n — 0) é & = 2C/3.
Essa equagao mostra que, assim que um modo £ entra no horizonte durante a era dominada
pela radiacao, seu potencial comeca a oscilar e decair, assim como as perturbacoes de

densidade no fluido barion de fétons.

Figura 22 — A evolucao do potencial durante o cruzamento do horizonte.
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

Veja a Figura 22. Esse grafico mostra a evolucao do potencial ® na era dominada
pela radiacao. Para dois modos de pequena escala que entram no horizonte bem antes
da igualdade, a solucao numérica é mostrada junto com a solugao analitica aproximada
(linhas finas). E importante lembrar que o niimero de neutrinos foi adotado como zero no
calculo numérico (se considerassemos os neutrinos, terfamos um amortecimento adicional
das oscilagoes). Esse comportamento estd de acordo com o argumento qualitativo alusivo
a capacidade da pressao de neutralizar a gravidade e, fisicamente, as oscilagdes sao ondas
sonoras que sao impulsionadas pelas perturbacdes do potencial gravitacional quando estas

entram no horizonte.

Cabe destacar que um tinico modo de Fourier esta sendo considerado, cuja depen-
déncia de z é e™**, de modo que o potencial induzido por uma tnica perturbacio de onda

plana é, para kn > 1, descrito aproximadamente por:

Oz, 1) ~ 6 lc(k)] cos< il ) cos(kz), (8.42)

Je2n2 V3
que ¢é a solucao para uma onda estacionaria amortecida.

A pressao evita, assim, o crescimento das superdensidades: se as perturbacoes
na componente dominante (no caso, a radiagdo) nao crescerem, entdao o potencial em
um Universo em expansao comegard a decair. Isso fica evidente na relagao (8.37), que
(desprezando o dipolo no horizonte) diz que ® ~ 6y/n*. Como 6 oscila com amplitude

fixa, o potencial também oscila, mas com uma amplitude decrescente com 1~2, o que é
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precisamente o limite de kn grande dado pela equagao (8.42). O decaimento e a oscilagao
do potencial sao mostrados na Figura 22, com as solugoes analitica e numérica (que inclui
as perturbacoes da matéria). Note que a aproximagio (que negligencia o efeito da matéria
escura no potencial) levou a desvios que sao claramente visiveis para o modo de grande
escala: a solucdo numérica ¢ ligeiramente deslocada para valores positivos em relagdo ao

resultado analitico.

De posse do conhecimento do potencial na era dominada pela radiacao, torna-se
possivel determinar a evolugao das perturbacoes da matéria. Para isso, vamos recorrer as
equagoes (8.14) e (8.15) para construir uma equacao de segunda ordem com os potenciais

servindo como fonte externa. Derivando (8.14) em relagao a n e usando (8.15) para eliminar

ul,, tem-se:
/
5" + ik <¢k<1> - “uc> = 30", (8.43)
a
Usando (8.14) para eliminar .., vem:
1/ 1 !
o, + —0. = S(k,m), (8.44)
n

onde: S(k,n) = —3®" + k*® — 3/n®’. As duas solugdes da equagio homogénea associada,
Sa0:
J. = constante, (8.45)

dc = In(n). (8.46)

A partir dessas solugoes se percebe o crescimento logaritmico de d. durante a era
da radiacao. Em geral, a solugdo de uma equacao de segunda ordem é uma combinacao
linear das duas solu¢des homogéneas e uma solugao particular. Na auséncia de uma solucao
particular, pode-se construi-la a partir das duas solucoes homogéneas e dos termos de
origem. Essa solu¢do particular é a integral do termo fonte ponderado pela func¢ao de
Green, dada por (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

o.(k,n) = K1 + Ko In(kn) — /077 {S(k,n') 0 [In(k,n') —In(kn)] } dn'. (8.47)

Os fatores k nos argumentos dos logaritmos foram adicionados por conveniéncia e
os termos em linha nao significam derivadas em relagao ao tempo comével, mas é somente
uma forma de distinguir a variavel de integracao. Em tempos muito antigos a integral é
pequena, entao as condigoes iniciais (d, = constante) ditam que o coeficiente K5 se anula
e que Ky = 0.(k,n =0) = C (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Com respeito a integral, se
sabe que a fun¢ao de fonte decai para zero junto com o potencial & medida em que o modo
entra no horizonte e, portanto, a contribuicao dominante para a integral vem das épocas

durante as quais kn ~ 1. Diante disso, a integral de S(n')In(k,n’) serd assintotica para
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alguma constante, enquanto que a integral de S(n’) In(k, ) levard a um termo proporcional

a In(kn). Ao fim, a solugao sera:

dc(k,n) = AC'In(B) + AC In(kn). (8.48)

Observe que em ambas as integrais o limite superior tende ao infinito, em con-
cordancia com a expectativa das integrais convergirem para algum valor constante em 7
grande. Da definicao de S(k,n) e das aproximagoes analiticas para o potencial, se pode
calcular as integrais e determinar as constantes A e B (resultados precisos indicam que
A=6,40 e B =10,44) (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Considere a Figura 23, que mostra a solugdo numérica para d. na era da radiagao
junto com a aproximagcao analitica, isto ¢, que mostra a evolucao das perturbagoes na

matéria escura na era dominada pela radiacao.

Figura 23 — A evolugao de . em fungao do fator de escala durante o cruzamento do
horizonte.
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

Note que os dois modos mostrados entram no horizonte na era da radiacao e apresentam
crescimento logaritmico. As curvas mais grossas sao as solugdes numéricas, enquanto as
curvas finas mostram o modo logaritmico calculado anteriormente. As perturbagoes foram

normalizadas pelo valor de ® nos tempos iniciais.

Diante dessa figura, se percebe que as perturbagoes de matéria escura crescem
mesmo durante a era da radiagdo, em contraste com as dos barions, que decaem e oscilam. A
razao para isso é que a matéria escura nao tem nenhuma pressao negativa para neutralizar o
efeito da gravidade (DODELSON; SCHMIDT, 2021). O crescimento nao é tdo proeminente
como durante a era da matéria (quando os potenciais constantes implicam em 4, x a)
devido a expansao mais rapida do Universo quando a radiacdo domina. Para ambos os
modos mostrados na Figura 23, as perturbagoes seguem o modo de crescimento logaritmico
assim que entram no horizonte. A medida em que o Universo se aproxima do dominio da

matéria, porém, a expansao diminui e as perturbagdes comecam a crescer mais rapidamente.
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8.5.2 Sobre a evolucdo do sub-horizonte

Conforme visto anteriormente, a pressao de radiagao faz com que os potenciais
gravitacionais decaiam a medida em que os modos k entram no horizonte durante a
era da radiagdo (isso nos permite esperar que a pressao suprima qualquer crescimento
em 6,7). Esse pensamento estd coerente com as perturbagoes da matéria, que crescem
logaritmicamente: embora o potencial inicialmente seja determinado pela radiacao (ja que
o Universo é dominado pela radiagdo), eventualmente, o crescimento nas perturbagoes da
matéria mais do que compensa a maior densidade média de radiacdo. Em outras palavras,
eventualmente, p.0. se torna maior que p,6, o, mesmo que p. seja menor que p,. Se isso
acontece, o potencial gravitacional ® e as perturbagoes da matéria escura 6. evoluem

juntos, independentemente do que ocorra com a radiagao, conforme mostra a Figura 24.

Figura 24 — A evolugao do sub-horizonte (regido hachurada em cinza).
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

Esse grafico mostra a evolucao de modos distantes no horizonte, onde o efeito de perturba-
¢oes de radiagao 6, pode ser desprezado. Partindo novamente do conjunto de equagoes
que governam a evolucdo da matéria escura, (8.14) e (8.15), e da equagao algébrica para o
potencial gravitacional (8.20), se pretende reduzir este conjunto de trés equagdes (duas
das quais sao equagoes diferenciais de primeira ordem) a uma equagao de segunda ordem.
Além disso, como as perturbagdes da matéria escura no sub-horizonte através da época da
igualdade serao estudadas, entao se torna mais conveniente usar a variavel de evolucao y.

Dessa forma, em termos de y, as trés equacoes se tornam:
dd

do. 1k
L= —3—, 8.49
dy + (aHy) Y dy ( )
du, 1 ik
“Nu, = o, 8.50
ay ' <y> ! (aHy> (8:50)
3ya’ H?
o= |24, 8.51
[Z(y + 1)] ( )

Primeiro, observe que as derivadas temporais nas duas primeiras equacoes foram

substituidas por derivadas em relagao a y, e essa transformacao leva aos fatores de aHy
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nos denominadores dos outros termos. Em segundo lugar, o potencial gravitacional ®
agora esta sendo expresso apenas em termos de §.: ndo ha dependéncia de perturbacoes
de radiagao por causa da argumentacao anterior de que estas sao subdominantes e nao
hé dependéncia de aHu./k porque as perturbagoes estao bem dentro do horizonte, logo,
aH/k < 1. Finalmente, o coeficiente do termo fonte §. é 47Gp.a®> — 3a®>H?y/2(y + 1),
negligenciando os barions e a energia escura. Como a energia escura é desprezivel em tempos
iniciais, entdo havera algumas diferencas do resultado numérico correto (DODELSON;
SCHMIDT, 2021).

Nesse ponto, vamos derivar ambos os lados de (8.49) em relagao a y e aplicar em

(8.50), no intuito de transforma-las em uma s6 equacao de segunda ordem para J,:

4?5, ik(2 + 3y) A2 ko
— e = —3—= . .52
dy? [2aHy2(y +1) “ 3dy2 * aHy (852)

A derivada du./dy foi eliminada usando a equacao da velocidade . e observamos o fato de
que: d(1/aHy)/dy = —(1+y)~*(2aHy)™'. O primeiro termo a direita é muito menor do
que o segundo, que é multiplicado por (k/aH)? e, portanto, pode ser descartado. Usando
a equacao (8.51) notamos que o segundo termo resulta em: 30./[2y(y + 1)]. Nessa linha,
podemos reescrever a velocidade & esquerda em (8.49), mas desprezando o potencial ®,
que em escalas sub-horizontes é muito menor que .. Assim, a combinagao tku./aHy pode

ser simplesmente substituida por —dd./dy, logo:

d*6. [ (2+ 3y) ] do.
2y(y +1)

3
3|—=> |6, =0. 8.53
dy?  |2y(y+1)| dy [ ] (8:53)

Esta ¢ a equacao de Meszaros, que governa a evolucao das perturbagoes da matéria
escura no sub-horizonte, uma vez que as perturbagoes de radiagao se tornaram insignifi-
cantes nessas épocas. Para entender o crescimento das perturbacoes da matéria escura é
preciso obter as duas solugoes linearmente independentes para as equagoes de Meszaros e

entao combinar com o modo logaritmico estabelecido anteriormente.

Para resolver essa equacao diferencial, se usa o conhecimento da solucao nas
profundezas da era da matéria. Como as perturbacoes do sub-horizonte na era da matéria
crescem com o fator de escala, entdo uma das solugoes para essa equacao é um polindémio
em y de ordem 1. Portanto, para pelo menos um modo, d*d./dy* se anula. A equaciao que
governa este primeiro modo, o modo crescente, é (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

o3

2 2
66’4_ = 2 T Sy — 6C7+ Xy + g — D+(a/> =a-+ gaeq- (854)

Escrita dessa maneira, a solucao descreve o crescimento independente de escala e
se aproxima de D, = a quando a > a.,. Assim identificamos esse fator como o fator de

crescimento D, . Como estd se assumindo que apenas a matéria é relevante (e, portanto
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ignorando as perturbagoes de curvatura e na energia escura), entdo a expressao para o
fator de crescimento sera valida apenas quando a < 0, 1. Para encontrar a segunda solugao,

podemos seguir procedimento semelhante e obter:

D_(y) = (y + ?)) In (\/_”y/:fD S NTESY (8.55)

Perceba que, em tempos primitivos (onde y < 1), tem-se D, = constante e
D_ o In(y). Por outro lado, em tempos tardios (quando y > 1), a solugao crescente D
aumenta com ¥y, enquanto o modo de decaimento D_ decresce com y’%. A solucao geral

para a equacao de Meszaros é, portanto, uma combinacao linear desses dois modos:

Su(k,y) = K1 D (y) + KoD_(y). (8.56)

Para y > yg, em que yg = apg/ae,, o fator de escala quando o modo entra no
horizonte ay dividido pelo fator de escala na igualdade a.,. Para determinar as constantes
K, e K5 podemos utilizar a solucao logaritmica de 4., obtida anteriormente. Essa solugao
¢é valida dentro do horizonte, mas antes da seguinte desigualdade: yy < y < 1. Assim,
pode-se chegar a uma aproximacao razoavel para a evolucao das perturbacoes da matéria
escura apenas para aqueles modos que entram no horizonte antes da igualdade. Para esses

modos, combinando as duas soluc¢oes e suas primeiras derivadas, tem-se:

KD () + KaD- () = Amn(B?;m), (357)
H
, , AC
KD )+ KaD () = 2, (3.59)

onde a época correspondente a y,, deve satisfazer aa condicao yg < y,, < 1. Observe que
o argumento kn do logaritmo foi substituido por y/yy, que é uma manipulagao valida,
desde que a época correspondente esteja na era da radiacao (DODELSON; SCHMIDT,
2021). A Figura 25 mostra a evolugao das perturbagoes na matéria escura em pequena
escala, sub-horizonte e descreve o comportamento de dois modos k£ juntamente com as
solucoes analiticas para a equacao de Meszaros com coeficientes definidos pelas condigoes

supracitadas nas equagoes (condigbes de emparelhamento).

As curvas grossas sao solugoes numeéricas e as curvas finas mostram a solugao de
Meszaros com coeficientes dados pelas condigoes de contorno aplicadas em v, = 3yg. O
afastamento da solu¢do numérica em tempos tardios (onde a > a,) deve-se a presenca de
bérions (que foram negligenciados). Apés a época da igualdade, a contribui¢ao dos barions
para o potencial gravitacional nao é desprezivel, mas eles se aglomeram menos do que a
matéria escura devido ao seu acoplamento aos fétons até a recombinacao (essa solugao

analitica superestima o crescimento da matéria escura).
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Figura 25 — Evolucao das perturbagoes na matéria escura no sub-horizonte.
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).
8.6 A funcao de transferéncia

8.6.1 Algumas propriedades estatisticas

Um dos grandes objetivos dos modelos contemporaneos é prever o valor (atual)
das perturbacoes cosmoldgicas, através de uma evolucdo numérica e de acordo com
determinado estado inicial do Universo. Como vimos, as perturbagdes cosmoldgicas sao
campos tridimensionais aleatorios e tém, naturalmente, flutuagoes de valores, que fazem
com que duas medigoes divirjam. Desse modo, devemos trabalhar com os valores esperados

do campo.

Para separar a parte estocastica das perturbagoes de sua evolucao deterministica,
introduzimos o conceito de funcao de transferéncia. A funcao de transferéncia de um
determinado campo cosmoldgico é um operador que mapeia o comportamento do campo
no inicio do Universo para o seu estado atual. O processo estocdstico esta associado ao
comportamento inicial do campo, que é extraido da distribuicao de probabilidade de
qualquer fisica que tenha ocorrido no inicio do Universo. A funcao de transferéncia, por
outro lado, é completamente deterministica, pois descreve os processos fisicos subsequentes,
que sao ditados pelas equagoes de Einstein e Boltzmann (PETTINARI, 2016).

Em termos matematicos devemos expressar um campo de perturbacao X em
termos de suas funcoes de transferéncia linear e de segunda ordem, denominadas 7™ e
T®), respectivamente, como(PETTINARI, 2016):

X (k,n) =T (kym)®(k, i) + QTS (K, kv, oo, ) B (kv i ) B (K, 7in) ) (8.59)

onde ®(k,n;,) é o potencial de curvatura no tempo inicial 7;,, uma quantidade aleatéria,

que deve ser escolhido de modo a estar dentro da era da radiagao, onde a evolugao das
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perturbagoes é conhecida analiticamente. O parametro () é dado por:

QU= [ g . k)3 = by = ko)l (8.60)

A primeira vista percebemos que a perturbacio X é dada por uma soma de
infinitos termos, cada um associado a uma funcao de transferéncia de ordem superior e
a um potencial primordial extra. Geralmente se trunca a soma em 7 porque todos os
outros termos sao pelo menos de terceira ordem. A escolha de ® como campo de referéncia
¢é arbitraria e a escolha de outra perturbacao resulta em um simples redimensionamento das
fungoes de transferéncia. Observe que, ao contrario de ® e de X, as func¢oes de transferéncia

linear (e nao-linear) nao sao grandezas perturbadas e sao de ordem um (PETTINARI,
2016).

A partir de (8.59) e com base na teoria de perturbagdo podemos inferir que a
evolucao da parte de primeira ordem de uma perturbacao pode ser determinada apenas

pela sua fungao de transferéncia de ordem linear:
XO(kyn) = T3 (k) @, ). (8.61)

Para obtermos a evolucao temporal das fungoes de transferéncia, nao é necessario conhecer
os detalhes do campo primordial ®(k, 7;,), porque definimos as fung¢oes de transferéncia
no espago de Fourier (do contrario, ndo seria possivel fatorarmos o potencial primordial,

porque ele dependeria do tempo).

Os termos de segunda ordem das perturbagoes podem ser determinados pelas

fungoes de transferéncia linear e de segunda ordem:
XO(k,m) = T (k)P (b min) + QUL (ko oy )8 (k1) B (1)) (8.62)

Similarmente ao caso linear de (8.61), a evolucao das fungoes de transferéncia de segunda
ordem ¢ deterministica e independente do potencial primordial. Resumidamente se tem
expressoes onde ke ko aparecem como parametros externos, no mesmo nivel de k. A partir
disso se pode dividir essas expressoes por Py (1, )Pa(n;,) e fatorar os termos puramente
de segunda ordem do potencial ®. Por outro lado, as fontes quadraticas S se tornam

(PETTINARI, 2016):
S(k1, ko)

P, (Win)q)2(77in) .

Apos isso, as equagoes podem ser resolvidas numericamente para produzir a evolugao

S —

(8.63)

de T®®(k, ki, ks) e 0 mesmo se aplica a todas as outras equacdes de segunda ordem.
As funcoes de transferéncia de segunda ordem T3 X (k, k1, ko) sdo objetos matematicos
introduzidos para parametrizar a evolucao das perturbagoes de segunda ordem. Sendo
definidas dentro de uma integral de convolucao onde k; e kg sdo varidveis ficticias, elas nao

sdo unicas nem observaveis. As quantidades observaveis, como os espectros de poténcia,
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dependerao das perturbacoes reais que resultam da convolucao das fungoes de transferéncia
com as condigoes iniciais por meio de (8.62) (PETTINARI, 2016).

8.6.2 A funcdo T'(k)

Com base nos resultados anteriores se pode ter uma ideia da forma da funcao
de transferéncia T'(k). Primeiro, vamos tomar como base as expressoes (8.56), (8.57) e
(8.58) para obter uma expressao para a funcao de transferéncia, que é determinada pelo
comportamento de J. bem apods a igualdade, quando o modo de decaimento h& muito
tempo desapareceu. Com isso, se pode extrair uma forma ainda mais simples para . no
limite a.4: a constante de interesse nesse caso ¢ Ky, o coeficiente do modo de crescimento.

Multiplicando (8.56) por D’ , (8.58) por D_ e subtraindo-as, chegamos a:

() e
= D () D () — D (gn) D () (8.64)

que, apos algumas aproximacoes para pequenos valores de y,,, fornece:

4
K o —2ac o= 2w B 20 (L)) (8.65)

K

Portanto, nos ultimos tempos, a solucao aproximada para as perturbagoes da matéria

escura em pequena escala é da forma:

4B6_3aeq

5.(k, a) — gAC(k) 1n< -

> Di(y) para a>> e, (8.66)

Em escalas muito pequenas, o argumento do logaritmo foi simplificado porque
Geq/arr = 2k /key. Também é necessdrio lembrar que os barions foram ignorados e,
portanto, dentro dessa aproximacao, se definiu a perturbacado da densidade total como a
perturbacao na matéria escura: ¢,, = d.. Comparando a definicao de fun¢ao de transferéncia
com a equagao acima, chega-se a uma expressao analitica para a funcao de transferéncia

em pequenas escalas:

keg | k
T(k) =12 (;) In (0, 12k> para k> ke, (8.67)
eq

em que: Key = AegH (Gey), A=6,4¢ B=0,44.

Esta aproximacao analitica para a funcao de transferéncia sé é precisa em escalas
muito pequenas, quando k > 1AMpc~'. E importante ressaltar que as expressdes analiticas
nos permitem entender a origem do comportamento assintoético em pequena escala da
funcao de transferéncia T'(k). Se ndo houvesse crescimento logaritmico na era da radiagao,
os modos que entraram muito cedo nao teriam crescido desde a entrada no horizonte até a

época da igualdade e, além disso, suas amplitudes em relagdo aos modos de grande escala
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teriam entdo sido suprimidas por um fator de ordem (ke,/k)?. O modo de crescimento

logaritmico na era da radiagao melhora essa supressao.

A Figura 26 mostra o espectro de poténcia da matéria escura em um Universo
fiducial euclidiano, bem como o efeito de mudar €2, (ainda para uma cosmologia euclidiana)

exigindo €2, + 24 = 1 e mantendo h fixo:

Figura 26 — O espectro de poténcia linear dos modos k.
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

Claramente a forma do espectro de poténcia linear e, em particular, a escala de inversao

keq dependem de €2,,: para um valor de (2, mais baixo, a igualdade matéria-radiagao

muda para tempos posteriores, de modo que k., ¢ empurrado para valores mais baixos, e o

oposto acontece quando se aumenta €2,,,. Como a densidade da matéria fisica é controlada

ela combinacao de pardmetros €,,h?, entdao o modo k., e a forma do espectro de poténcia
m ) €q

da matéria dependem principalmente dessa combinacao.

Com isso, descobrimos que a funcido de transferéncia T'(k) (com k em Mpc™)
depende apenas da densidade de barions ,h? e da densidade de matéria €2,,h% que sdo
bem determinadas pelos picos actuisticos da CMB. Caracteristicas no espectro de poténcia
da matéria, especialmente as oscilagoes de barions, servem como réguas padrao para
medicoes de distancia (HU, 2008).

Para tornar as distancias independentes da constante de Hubble, as escalas de
comprimento sao convencionalmente multiplicadas por h, e os niimeros de onda correspon-
dentemente divididos por h. Como k., é proporcional a ©,,h% em unidades fisicas (ou seja,
em Mpc™!), a combinagdo de pardmetros que controla k., em unidades de hMpc™ é Q,,h.
A combinacao €,,h, as vezes, é chamada de “pardmetro de forma”, mas, em termos de
escalas fisicas, o parAmetro relevante é Q,,h* (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Existem varios efeitos fisicos no Universo real que foram negligenciados no trata-
mento analitico. Por exemplo, ndo se considerou nenhuma tensao anisotrépica (& = —V), o

que altera o fator de 9/10 pelo qual o potencial cai (para modos de larga escala) para apro-



Capitulo 8. A evolugao “linear” do Universo 150

ximadamente 0,86, resultando em um aumento correspondente na funcao de transferéncia
de pequena escala (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Além disso, devemos considerar que
incluir o efeito dos barions leva a mudancas ainda mais significativas em pequena escala.
Por fim, cabe destacar que, em tempos tardios, o fator de crescimento depende de outros

constituintes além de matéria e radiacdo, como a energia escura.

8.7 O fator de crescimento

Apébs o conhecimento da funcao de transferéncia podemos iniciar o tratamento do
fator de crescimento independente de escala. Como se sabe, em tempos tardios, o horizonte

era muito maior do que os modos de interesse.

Para comecar os calculos, se deve dar atencao ao regime de interesse: além do limite
do sub-horizonte, também se pode desprezar a pressao dos barions em momentos tardios,
ou seja, ap6s o desacoplamento (isso significa que os barions seguem equagoes que se
parecem com as da matéria escura). Além disso, embora comecem com diferentes condigdes
iniciais, os barions seguem de perto a matéria escura em tempos tardios, de modo que se
torna possivel descrever o setor de matéria com a perturbacao total da matéria, definida
PO P0m = pcde + pudy, € similarmente para a velocidade massica wu,, = (pete + pPytis)/ Pm-
Nessa andlise, a massa de neutrinos, cujo efeito complica a evolucao tardia da estrutura,

sera negligenciada.

Multiplicando (8.14) por a, derivando em relagao a 7, negligenciando o lado direito

(que é desprezivel em escalas de sub-horizontes) e combinando-a com (8.15), tem-se:

[ad! (k,n)] = ak*®(k,n). (8.68)

Agora, se pode complementar essa relagdo com uma das equacoes de Einstein para

®. Considere a seguinte equacao de Poisson generalizada:
E*® = 47Ga*[pm(1)6m(k, 1)), (8.69)

em que foram desprezados as perturbacoes de radiacao e os termos do lado esquerdo que
sao pequenos quando k£ > aH. Observe que essa expressao ¢ igual a equacao de Poisson

3

generalizada para a > a4 € k> aH. Usando o fato de que p,, c a™° e a defini¢ao de

Q,,, finalmente se obtém a primeira versao da equacao de crescimento para d,,:

(adl)) = 2QmH§5m. (8.70)

Em geral, essa expressao precisa ser resolvida numericamente. No entanto, existem
alguns casos especiais (importantes) em que se consegue progredir analiticamente: se os

unicos componentes relevantes além da matéria forem uma constante cosmoldgica A e uma
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curvatura, se pode obter a seguinte solugao integral (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

D, (a) x H(a) /Oa [aHl(a)]?’da,' (8.71)

A constante de proporcionalidade é fixada pela definicdo de fator de crescimento que
mostra que, no inicio, quando a matéria ainda dominava (aproximadamente em: z ~ 10),
1

. 5 _3 ~
o fator D, deve ser igual a a. Nesses momentos, temos H = Hy{)%a™ 2, entdo o fator de

D, (a) = <5gm> (%?) /0 ’ la’ 5&,)]3@'. (8.72)

Se a energia escura nao for uma constante cosmolégica, entao a expressao acima nao

crescimento é:

é uma solucao para a equagao de crescimento de segunda ordem, que precisa ser resolvida
diretamente. No entanto, para a taxa de crescimento f, que ¢é a derivada logaritmica
do fator de crescimento, existe uma férmula de ajuste empirico que é precisa mesmo na
presenga de energia escura dindmica. Essa formula é (DODELSON; SCHMIDT, 2021):
o) = AMn(D-(@)]
d(lna)
onde Q,,(a) = 87Gpy(a)/3H?*(a) é o pardmetro de densidade de matéria dependente do

~ [Qun(a)]*, (8.73)

tempo (que se reduz a constante 2, se a = 1).

Figura 27 — Evolugao do fator de crescimento em funcao do fator de escala a.
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

A Figura 27 mostra o fator de crescimento (dividido por a, para melhor mostrar
as tendéncias em tempos tardios) para trés cosmologias euclidianas diferentes. A linha
continua mostra a cosmologia fiducial. Note que aumentar a quantidade de energia escura
(ou aumentar sua equacao de estado acima de -1), leva a uma maior supressao do crescimento
em tempos tardios. Como se sabe, se o Universo é euclidiano e dominado pela matéria,
entao o fator de crescimento é simplesmente igual ao fator de escala. Na presenca de energia
escura, no entanto, o crescimento é suprimido em quantidades variaveis, dependendo da

quantidade e da equacao do estado.
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8.8 Fechando a analise: barions, neutrinos massivos e matéria escura

Embora se acredite que a matéria escura fria seja a principal componente da matéria,
de modo que a fungao de transferéncia deduzida anteriormente seja uma aproximacao
razoavel da realidade, ha mais no Universo real do que apenas matéria escura fria, como: os
bérions (que constituem cerca de 16 por cento da matéria total na funcdo de transferéncia),

os neutrinos (que tém massa) e a energia escura.

Inicialmente, considere o grafico da Figura 28, que representa a razao da funcao de
transferéncia no redshift zero para o caso sem barions (ou seja, Q. = ),,,) e neutrinos sem

massa:

Figura 28 — Evolucao da fungao de transferéncia em funcao do fator de escala para
diferentes massas de neutrinos
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

A linha preta sélida mostra o efeito dos barions. As outras linhas mostram o efeito
adicional de massas finitas de neutrinos. Nesse grafico se assumiu massas iguais para os
trés sabores de neutrinos (do tau, do elétron e do miion). Enquanto o efeito dos barions é
essencialmente independente do redshift, os neutrinos massivos levam a uma dependéncia

do redshift na funcao de transferéncia.

Analisando a linha preta sélida acima percebemos duas assinaturas da presenca
de barions. A primeira é que a funcao de transferéncia é suprimida em relacdo ao caso
sem barions em pequenas escalas, pois nos primeiros tempos, antes do desacoplamento,
os barions estavam fortemente acoplados aos fétons. Uma vez que as perturbacoes de
radiagdo nao cresceram dentro do horizonte, as superdensidades de barions também foram
suprimidas em comparagao com a matéria escura. Apds o desacoplamento, os barions
sao liberados do campo de radiagao e caem nos potenciais gravitacionais dominados pela

matéria escura.

O segundo efeito visivel na Figura 28 advém do fato de os barions levarem a

pequenas oscilacoes na funcao de transferéncia em torno de k ~ 0, 1hMpc~!. Esse efeito é
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uma manifestacdo das oscilagoes actsticas (ondas sonoras) que o fluido de barions-fétons
experimenta antes do desacoplamento. As oscila¢oes no potencial refletem diretamente na

densidade do fluido de barions-fétons, que é uma onda de plasma acustico.

Anteriormente foi argumentado que os barions eventualmente seguem o comporta-
mento da matéria escura apds o desacoplamento. Com base no sistema de equagdes de
Einstein-Boltzmann e no fato de que, apds o desacoplamento, os barions ficaram livres de
seu acoplamento aos fotons e tiveram pressoes despreziveis (pois suas temperaturas eram

baixas), se pode inferir que eles obedecem as mesmas equagoes que a matéria escura, logo:

8, + (ik)upe = 0, (8.74)
a/

uh, + | — | tpe = 0. (8.75)
a

O subscrito be representa os barions (b) e a matéria escura (c). Observe que
o potencial gravitacional é nulo em ambas as equagoes: isso se deve ao fato de que a
gravidade “se preocupa” apenas com a quantidade total de matéria do Universo, nao
com quanto dela é barion ou matéria escura. As duas solucoes das equagoes acima sao
facilmente identificadas: primeiro, tem-se 0. = Cy e up. = 0. Esse resultado corresponde a
uma constante de perturbacao da densidade relativa entre barions e matéria escura fria,

mantendo a quantidade total de matéria fixa, e ambos viajando com a mesma velocidade.

Em segundo lugar, a equagao da velocidade relativa admite uma solugao u. = Cu/a,
com 0y x Cu [ dn/a. Esta solu¢ao corresponde a dar um “empurrao” inicial nos barions,
para que adquiram uma velocidade relativa em relagdo a matéria escura. Ambos os
modos sao gerados pela evolucao diferente dos barions e da matéria escura que levam ao
desacoplamento. A principal caracteristica, porém, é que esses modos sdo constantes ou tém
carater de decaimento e, portanto, tornam-se pequenos nos tltimos tempos em comparacao
com o modo de crescimento. Ou seja, mesmo que no desacoplamento a perturbacao relativa
dpe seja comparavel a d,,, ela é suprimida por um fator de D(a.)/D(a) < 0,01 no Universo
tardio (a supressao de uy,. foi ainda mais forte) (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Por outro lado, sabe-se que existem neutrinos e que o modelo de concordancia
da cosmologia faz uma previsao definitiva de quantos existem no Universo. Apenas sua
massa permanece incerta. Uma medigao precisa do espectro de poténcia da matéria pode

permitir inferir as massas de neutrinos.

As massas de neutrinos afetam o crescimento da estrutura de duas maneiras.
Primeiro, eles afetam a evolucao da densidade de energia de neutrinos, que inicialmente

decai com a %

, mas depois transita para a3, o que modifica a taxa de expansdo através
da equagao de Friedmann e altera o fator de crescimento, uma vez que H(a) entra na

equacao de crescimento. O segundo efeito tem a ver com o movimento dos neutrinos: como
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se movem rapidamente e saem de regioes de alta densidade, eles amortecem o crescimento

da estrutura em pequena escala.

Portanto, as perturbac¢oes em escalas menores do que a distancia tipica que os

neutrinos viajam (a escala de fluxo livre) sao suprimidas. Com base nisso, o nimero de
onda de fluxo livre kg, é dado por (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

2H(a)
kro(a) ~ hMpet [ ) (2 . .
#s(a) ~ 0,063hMpc (0, 1@\/) < T, ) (8.76)

Os neutrinos mais massivos contribuem mais para a densidade total, de modo que
suprimem as pequenas escalas mais do que os neutrinos mais leves. No entanto, ha um

1 que funciona de maneira oposta:

efeito menor, quase imperceptivel para k < 0,004hMpc™
os neutrinos menos massivos viajam mais rapidamente e, portanto, fluem livremente para
fora de regioes maiores, como indicado equacao de k¢, e, portanto, a funcao de transferéncia
para >.m, = 0,06eV ¢ ligeiramente menor do que para Y m, = 0,2eV em escalas muito
grandes. Com isso, note que o fator de crescimento se torna dependente da escala na

presenca de neutrinos massivos.

Por fim, a partir dos argumentos anteriores, se tem evidéncias contundentes de
que a energia escura domina o quantitativo de energia do Universo hoje. O efeito fisico
direto da energia escura é o impacto no fator de crescimento D, . Seguindo a defini¢ao
desse fator, inferimos que o crescimento das perturbagoes em tempos tardios depende
diretamente da evolugao da taxa de Hubble, que por sua vez depende da quantidade e da
evolucao da energia escura. Assim, diferentes modelos de energia escura prevéem diferentes
fatores de crescimento. Se a energia escura for parametrizada por uma equagao de estado

w, e se w for constante, entao a taxa de Hubble em um Universo euclidiano evolui como

(DODELSON; SCHMIDT, 2021):

H(Z) Qm Qde
Ho = ? + a3(1+w), (877)

em tempos tardios. Usando essa dependéncia do tempo é facil resolver (8.70) numericamente.

Este efeito forma a base para as restricoes atuais sobre a densidade de energia escura e a

equacao de estado da estrutura em grande escala.

Dois efeitos indiretos adicionais da energia escura devem ser considerados pelo fato
de se estar trabalhando com um Universo euclidiano (onde se tem: €2, = 1 —,). Primeiro,
a forma do espectro de poténcia da matéria depende indiretamente da quantidade de
energia escura, uma vez que a escala de igualdade depende de €2,,. Em segundo lugar, para
uma amplitude fixa de perturbagoes potenciais (que é o que as anisotropias da CMB de

grande angulo restringem) as perturbagoes de densidade fraciondria sdo proporcionais a
Q.1 de acordo com a equagiao de Poisson generalizada (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Apés obtermos uma previsao para o espectro de poténcia linear da matéria (soluci-

onando as equagoes de evolugao para cada modo de Fourier), podemos construir o espectro
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de poténcia da matéria em funcao do fator de escala (e do redshift). Para o caso das
grandes escalas cosmologicas, os resultados obtidos desse espectro podem ser comparados
com os oriundos de observacoes de aglomerados e de lentes gravitacionais de galaxias. Esse
procedimento nao pode, no entanto, ser repetido para as pequenas escalas, uma vez que a

matéria torna-se nao-linear nas pequenas escalas do Universo tardio.
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9 O féssil cosmoldgico: a Radiacao Césmica
de Fundo

9.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“O fossil cosmolégico: a Radiagdo Cosmica de Fundo” inicia a discussao sobre a
CMB propriamente dita. Nesse capitulo sao abordados os seguintes pontos: a histéria da
descoberta, a origem césmica da radiagdo, o contexto cosmolégico de formacgao da radiacao,
as oscilacoes e perturbacoes de temperatura e as caracteristicas fisicas e estatisticas da
CMB. Esta parte ¢ escrita com o intuito de introduzir, da maneira mais suave possivel, o

tratamento fisico e matematico da CMB.

9.2 A histéria da descoberta

9.2.1 O contexto tedrico da Cosmologia na época

Apesar do fato da Cosmologia estar na periferia das ciéncias fisicas em meados
dos anos 60, haviam importantes trabalhos em desenvolvimento na area, como os artigos
que tratavam de modelos cosmoldgicos (e as observagoes que poderiam ser usadas para,
testd-los) e das capacidades de varredura dos telescopios. Em sintese, pode-se dizer que o
principal objetivo dos modelos cosmolégicos da década de 1960 era a medicao da taxa de

expansao do Universo.

Durante esse periodo da histéria da Fisica havia um grande debate entre os adeptos
da cosmologia do Big Bang, formulada por Gamow e seus colegas, e os que defendiam o
modelo do Universo estacionario de Bondi, Gold e Hoyle (PARTRIDGE, 2006). No inicio
da década de 60, as observagoes Opticas planejadas e realizadas ainda nao eram capazes

de decidir qual dos lados estava correto.

Em outra perspectiva, dados oriundos de fontes de radio, embora controversos,
sugeriram que essas radia¢oes evoluiram em nimero (ou em luminosidade), e entdao o
Universo devia ter mudado com o tempo. A Cosmologia dessa época estava, portanto,
necessitando urgentemente de dados e se encontrava em um cenério controverso sobre uma

propriedade fundamental do Universo (a expansao ou nao).

9.2.2 A previsao tedrica da CMB

Ao fim das discussoes, o modelo cosmolégico do Big Bang proposto por Gamow

venceu. Em resumo, Gamow introduziu o Hot Big Bang em 1946 como um meio de construir
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niicleos mais pesados que o ' H. Ele reconheceu que seriam necessarias temperaturas da
ordem de 10° a 10 K (para garantir que kT fosse aproximadamente igual & energia
de ligacao dos ntcleos). Originalmente, ele esperava que a sintese do Big Bang pudesse

explicar a abundancia de todos os elementos observados nos espectros estelares.

Entretanto, no ano de 1949, os fisicos Fermi e Turkevich apontaram que, uma
vez que nao existe nenhum ntcleo estavel de massa atomica 5, um acimulo gradual
de niicleos cada vez mais pesados terminaria no isétopo do hélio *He (PARTRIDGE,
2006). Posteriormente, diversos cdlculos confirmaram este resultado e produziram previsoes
especificas da razao *He/* H para materiais emergentes do Big Bang. Nesse sentido, Gamow
e colaboradores, baseando-se em uma expressao empregada por Alpher e Herman (em

1949), propuseram que o Universo tinha uma temperatura de cerca de 10K (EVANS, 2015).

Com o passar do tempo, os modelos do Big Bang permaneceram em evidéncia,
mas a esperanca de Gamow de sintetizar todos os elementos pesados em um Hot Big
Bang foi enfraquecida por Fermi e Turkevich (1949) e por Burbidge, Burbidge, Fowler
e Hoyle (1957), que mostraram, de forma consistente, como os elementos mais pesados
foram construidos no interior das estrelas (PARTRIDGE, 2006).

Apesar do reconhecimento de que a maioria dos elementos sdo sintetizados no
interior das estrelas, o modelo do Hot Big Bang nao perdeu forga. No ano de 1965, os
fisicos Hoyle e Tayler observaram que a grande abundancia de * He em relacio a elementos
mais pesados era melhor explicada através de uma combinacao da sintese do Big Bang
dos nticleos leves (como o préprio “He) com a nucleossinte estelar, em vez de somente
pela sintese estelar (PARTRIDGE, 2006). Com isso, o modelo do Hot Big Bang assumiu
importante papel na explicagdo da abundancia de elementos leves (especialmente aqueles

cuja massa atomica ¢ menor que 4).

Por fim, em termos tedricos, cabe destacarmos que Alpher e Herman propuseram
uma “temperatura de fundo” para o Universo, mas nao reconheceram que essa temperatura

diferente de zero poderia ser devida a presenga de radiagdo térmica (mais ou menos
isotropica), que poderia ser detectada (ALPHER; HERMAN, 1950).

9.2.3 As deteccoes “cegas” da CMB e as técnicas de medicao

Como vimos, a existéncia de um campo de radiacao térmica foi prevista em
meados de 1948, mas nenhuma tentativa experimental foi feita para confirméa-la. Essas
previsoes teodricas foram feitas por astronomos e permaneceram esquecidas até 1965 e,
mais surpreendentemente, os radioastronomos haviam medido em vérias ocasides (antes
de 1964) ou estabelecido limites para uma radiacao isotrépica de fundo (EVANS, 2015).
Porém, os especialistas nao conseguiam interpretar adequadamente os dados obtidos: a

CMB estava sendo detectada, mas nao estava sendo reconhecida.
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Uma das técnicas mais utilizadas na espectroscopia da época se baseava na obser-
vacao de nuvens de moléculas entre a Terra e as estrelas préximas, que produziam linhas
de absorcao no espectro dessas estrelas. Em praticamente todos os casos, essas linhas se

originam apenas dos estados fundamentais das moléculas absorventes.

No entanto, em 1941, a molécula de cianogénio (CN) foi reconhecida como uma
excecao: linhas de absorcao fracas originadas do primeiro estado rotacional excitado, cerca
de 5 x 107" eV acima do estado fundamental, foram detectadas. A partir de observacoes
das linhas de absor¢ao do CN, McKellar (em 1941) estimou-se uma temperatura césmica
de 2,3 K (PARTRIDGE, 2006). Baseando-se no estudo de diversos casos de moléculas CN
excitadas (em varias nivens moleculares), a suposta radiagao cosmica deveria ser difundida

por toda a galaxia, se nao por todo o Universo.

Sob motivacao da Segunda Guerra Mundial houve um notavel desenvolvimento de
receptores de radio nos Estados Unidos e um lider desse esforco foi Robert Dicke, que
projetou e construiu receptores de radio operando em comprimentos de onda A = 1 a 1,5
cm. Esse cientista também introduziu, em 1946, a convencao de medir a intensidade de
radio em termos de uma temperatura equivalente e, mais especificamente, ele fez uma
medicao da temperatura do céu em A = 1,25 cm. Ele e seus colegas, Beringer, Kyhl e
Vane (ainda em 1946) determinaram um limite superior de T = 20K em qualquer radiac¢ao
isotrépica “césmica” de fundo (PARTRIDGE, 2006). A técnica que eles empregaram nao
foi capaz de detectar uma temperatura de fundo isotrépica tao baixa quanto 3K, porém,

os primeiros trabalhos de Dicke pressagiaram muitas das observacoes posteriores.

Com isso, no inicio da década de 60, os receptores de radio operando em compri-
mentos de onda da ordem de centimetros haviam sido aprimorados a ponto de permitir
medicoes de temperatura com precisao de alguns décimos de kelvin. Particularmente,
muito progresso ocorreu nos laboratorios da companhia Bell Telephones, que eram impul-
sionados por desenvolvimentos em telecomunicagoes usando satélites. Nesses laboratorios,
os receptores eram combinados com antenas e fontes de calibragao de baixa temperatura
e, além disso, se investia largamente na identificacdo e reducao (ou eliminagao) de fontes

de erros sistematicos e ruidos.

Os funciondrios dos laboratérios Bell (incluindo Penzias e Wilson) comegaram a
enfrentar um problema irritante: um excesso de ruido entrando em suas antenas sempre
que eram apontadas para o céu. A primeira referéncia registrada a esse problema estd em
um artigo técnico de Ohm (de 1961), onde o excesso de ruido foi efetivamente absorvido
pelos erros atribuidos a outros sinais (EVANS, 2015). Uma andlise mais cuidadosa para as
véarias fontes de erro sistemético (feita apds a descoberta da CMB) mostra que Ohm de fato
detectou involuntariamente a CMB naquela época (porém houve uma mé interpretacao
dos sinais) (PARTRIDGE, 2006).

Naquela época, muitos acreditavam que as contribui¢des para o sinal detectado
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pelas antenas eram oriundas da radiacdo de micro-ondas da atmosfera terrestre. Com
base nisso, dois cosmélogos soviéticos, Doroshkevich e Novikov (em 1964), observaram o
artigo de Ohm, mas interpretaram mal a temperatura celeste, levando-os a incluir tanto a
emissao atmosférica quanto qualquer possivel fundo isotrépico (EVANS, 2015). Uma vez
que a temperatura celeste medida correspondia ao sinal atmosférico calculado sozinho, eles
chegaram a conclusao errénea de que qualquer fundo césmico e isotrépico possivel deve ter
temperatura menor ou igual a 1K e isso influenciou o cosmélogo Y. B. Zel’dovich (em 1965)
a negar a teoria do Hot Big Bang, afirmando que os dados radioastronémicos mostraram
que a temperatura das ondas de rddio térmicas nao devia exceder 1K (PARTRIDGE,
2006).

Ainda em meados da década de 1960, Wall, Chu e Yen (em artigo de 1970) tentaram
medir o brilho absoluto do céu de radio em dois comprimentos de onda para determinar o
espectro de radio da galaxia. Os fisicos esperavam que a emissao galactica variasse com o
comprimento de onda A\%7, como ocorria em muitas galdxias. No entanto, os dados obtidos
sugeriram uma dependéncia de comprimento de onda muito mais fraca, da ordem de A2
(PARTRIDGE, 2006). Sé mais tarde foi reconhecida a causa dessa aparente discrepancia:
eles haviam medido, sem saber, uma combinagao da emissao galactica com a CMB (que
tem um espectro variando com A~?). Novamente, este experimento teve a sensibilidade

para detectar a CMB, mas a inferéncia crucial nao foi feita.

9.2.4 O “chiado” de Penzias e Wilson

No trabalho de Ohm e seus colegas dos laboratdrios Bell, diversos erros sistematicos
disfarcaram o sinal da CMB. No ano de 1964, um radiotelescépio de menor ruido e melhor
calibrado foi construido nos laboratorios Bell: ele operava no comprimento de onda de
7,35cm e era acoplado a uma grande antena. Um elemento crucial no novo design era
um interruptor, que tinha um calibrador estavel de baixa temperatura e que permitia
uma melhor visualizacao da emissdao do céu (PARTRIDGE, 2006). Com muito cuidado e
diligéncia, Penzias e Wilson rastrearam muitas fontes de erro sistematico, desde sinais de
radio da cidade de Nova York, passando por possiveis efeitos posteriores de testes nucleares

na atmosfera, até esterco de pombo em sua antena.

O “chiado” do céu, um excesso de ruido a uma temperatura de 3,5K e de compri-
mento de onda de 7,35 cm, permaneceu depois que todas os elementos técnicos foram
devidamente ajustados. O que diferenciou este trabalho dos demais foi: a sensibilidade do
receptor, o grande cuidado e persisténcia de Penzias e Wilson (que dedicaram meses para

excluir os fatores nao-césmicos que levavam ao ruido excessivo) e um certo telefonema.

Préximo aos Laboratorios Bell, em 1964, Robert Dicke e seus colegas de Princeton
estavam ocupados reinventando o Hot Big Bang e projetando um receptor sensivel para

detectar o fundo térmico deixado por ele (EVANS, 2015). Eles, aparentemente, desco-
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nheciam todo o trabalho tedrico e observacional de Penzias e Wilson. A motivacao de
Dicke para um Hot Big Bang nao era construir elementos mais pesados que o hidrogénio,
mas destrui-los. Dicke argumentou que um modelo fechado (oscilante) do Big Bang pode
“saltar” no final de seu colapso e entao se reexpandir. Para “limpar” o Universo, um estado
de alta temperatura é necessario a cada salto para desintegrar (através de fétons) os
niicleos complexos (PARTRIDGE, 2006).

Nesse sentido, Dicke e Jim Peebles calcularam a temperatura necessaria para esses
processos e estimaram seu valor atual cerca de 10'° anos apds o “salto” mais recente,
obtendo Ty ~ 10K (EVANS, 2015). Eles também explicaram independentemente a sintese
de elementos leves nos primeiros minutos de expansao apos um “salto”. Finalmente, esses
dois experimentais planejaram um teste do Hot Big Bang: Dicke sugeriu a construcao de
um pequeno radiotelescopio para detectar a radiagdo remanescente da fase inicial quente

do Universo e Peter Roll e David Wilkinson assumiram essa tarefa no ano de 1964.

Em sintese, o radiotelescépio utilizado por Dicke em seus estudos da CMB era
composto por (WINSTEIN, 2003):

o Uma antena, que tinha um padrao de aceitacao particular no céu.

o Um amplificador, que devia ser de baixo ruido e de alta largura de banda.

o Um filtro, que selecionava a banda de frequéncia de interesse.

o Um medidor de poténcia, que determinava a medida do quadrado do campo elétrico.

o Um amplificador (essencialmente de corrente continua).

Uma ilustracao do instrumento utilizado por Dicke pode ser vista na Figura 29.

Figura 29 — Esquema simplificado de um radiotelescopio da época.

— Antenna
— Amplifier low-noise, high bandwidth
— Filter selects Av

— Power Meter measures <E?=

— Amplifier low frequency (DC)
Fonte: WINSTEIN (2003).

Enquanto isso, membros do grupo de Princeton apresentavam suas ideias e calculos

em reunioes cientificas. Um dos pais fundadores da radioastronomia nos EUA, Bernie
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Burke, ouviu uma palestra de Jim Peebles sobre o Hot Big Bang, a importancia da
radiacao no inicio do Universo e a possibilidade de detectar essa radiagao agora. Mais
tarde, conversando com Arno Penzias, Burke ouviu falar sobre o problema de “excesso
de ruido” a 3,5 K encontrado nos Laboratérios Bell e referiu-se as ideias de Dicke e seus
colegas. Com a inteng¢do de seguir qualquer explicacao possivel para o “chiado” a 3, 5K,
Penzias telefonou para Dicke. Esse telefonema veio enquanto o grupo de Princeton estava
reunido para um almogo semanal no escritério de Dicke. Como Dave Wilkinson relata
aquele telefonema, Dicke ouvia principalmente, mas ocasionalmente repetia frases cruciais,
como: “antena de corneta”, “calibrador de hélio liquido”, “excesso de ruido” ou semelhantes.
No final, Dicke desligou, virou-se para Peebles, Roll e Wilkinson e disse: “Bem, rapazes,
fomos enganados” (EVANS, 2015). No dia seguinte, Dicke e seus colegas se dirigiram aos
laboratoérios Bell e voltaram convencidos de que o “chiado” era a reliquia do Hot Big Bang
que eles procuravam. A CMB havia sido descoberta (PARTRIDGE, 2006).

Posteriormente, os dois grupos concordaram em publicar artigos adjacentes no The
Astrophysical Journal Letters. A carta de Penzias e Wilson nao faz referéncia a origem
da radiagao que eles detectaram, pois, nas palavras do proprio Wilson (em 1979): “Arno
(Penzias) e eu tivemos o cuidado de excluir qualquer discussao sobre a teoria cosmoldgica
da origem da radiagao de fundo de nossa carta porque nao estavamos envolvidos em
nenhum desses trabalhos. Pensamos, além disso, que nossa medicao era independente
da teoria e poderia sobreviver a ela. Ficamos satisfeitos que o ruido misterioso que
aparece em nossa antena tenha uma explicacao de qualquer tipo, especialmente uma com
implicagdes cosmologicas tao significativas. Nosso humor, no entanto, permaneceu de
otimismo cauteloso por algum tempo” (PARTRIDGE, 2006).

9.2.5 A coeréncia com as previsoes téoricas

A explicacao de Dicke para o “chiado” de Penzias e Wilson era que se tratava de
um fundo césmico térmico, uma reliquia do Hot Big Bang. Vérias outras explicagbes (nao
relacionadas ao Big Bang) foram rapidamente propostas e logo a comunidade foi convencida
de que havia dois testes cruciais da hipétese do Big Bang: primeiro, se a radiacao fosse
mesmo oriunda do Hot Big Bang deveria ter um espectro térmico e, segundo, essa radiagao
deveria ser mais ou menos isotrépica (isto é, de igual intensidade em todas as diregoes).
Além disso, percebeu-se que a sua distribuicao angular nao devia estar correlacionada com

fontes locais de emissao de radio, como o sistema solar ou o plano da galaxia.

No final do ano de 1965, os fisicos Roll e Wilkinson completaram suas medicoes da
intensidade da CMB. O grupo de Princeton escolheu um comprimento de onda diferente
daquele usado por Penzias e Wilson (A = 3cm). Roll e Wilkinson (em 1966 e 1967)
projetaram cuidadosamente seus instrumentos para permitir uma boa calibracao, ja que

nao havia como “desviar o olhar” de um fundo isotrépico. A intensidade medida em
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A = 3cm correspondeu a emissao térmica em 3,04+ 0, 5K, em excelente concordancia com o
resultado dos laboratoérios Bell (PARTRIDGE, 2006). Essas duas medigoes estabeleceram
um espectro aproximado para a CMB, que era consistente com a temperatura do fundo
térmico (de 3 a 3,5K), mas que era totalmente inconsistente com a possibilidade de que o

“chiado” fosse devido a emissao de radio da galaxia.

Antes que novas medicoes da CMB surgissem, as antigas foram comparadas as
obtidas através de medidas do expectro das moléculas de CN. Os fisicos Field e Hitchcock
(1966) retornaram aos dados antigos e derivaram novamente os limites de Ty em A = 2,64
cm: 2,7 < Ty < 3,4K, de acordo com um espectro térmico (PARTRIDGE, 2006).

Os resultados oriundos das moléculas de CN também estabeleceram consistente-
mente que a CMB nao estava localizada no sistema solar, mas que estava presente por
toda a galaxia. Paralelamente, radioastronomos de varios observatérios juntaram-se na
tentativa de determinar o espectro da CMB, modificando os receptores existentes e/ou

inventando novas técnicas para medir a temperatura 7y da radiagao.

Nessa linha, os préprios Penzias e Wilson (1967) mediram T, = 3,2 + 1,0K
a A = 2lcm. Astronomos em Cambridge, Inglaterra, fizeram medigoes em cerca de
A = 21lcm e na faixa de 49 < A\ < T4cm, obtendo Ty = 2,8 £ 0,6K e Ty = 3,7 + 1, 2K,
respectivamente (PARTRIDGE, 2006). Esses resultados de comprimento de onda longo
estavam em concordéancia razoavel com Ty ~ 3K. Assim, em 1967, o espectro observado

era conhecido por ser térmico em uma faixa de comprimento de onda de cerca de 300cm.

Como Penzias e Wilson ja haviam estabelecido um limite superior de aproxi-
madamente 20% em qualquer anisotropia na CMB em A = 7,35 cm, os pesquisadores
procuraram melhorar esse limite em algumas ordens de grandeza. Nesse sentido, diver-
sos instrumentos foram projetados especificamente para medir pequenas diferencas na
intensidade da CMB, e nao o seu valor absoluto. No ano de 1967, os limites superiores
da anisotropia em larga escala (em escalas angulares de 15° a 180°), foram estabelecidos
em 1 x 1073 < AT/T, < 3 x 1073, Portanto, o segundo teste para a teoria do Big Bang

também havia sido aprovado.

Conforme mencionamos, existiram varios cientistas que se empenharam em medir
a temperatura da CMB. Os dados obtidos por esses pesquisadores, antes de Penzias e
Wilson, podem ser sintetizados na Tabela 2 (MARQUES, 2012).

9.2.6 As consequéncias da descoberta da CMB

Se admitirmos que a CMB é, de fato, uma reliquia do Hot Big Bang, podemos

obter algumas respostas:

» As distorgoes sisteméaticas no espectro da CMB revelariam processos de liberacao de
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Tabela 2 — Alguns resultados experimentais obtidos para a temperatura da CMB.

H Ano ‘ Pesquisador Temperatura da CMB H

1886 Guillaume 5K
1926 Eddington 3,2K
1933 Regener 2,8K
1937 Nernst 2,8K
1949 Gamow 5K
1953 Gamow 7K
1954 | Finlay-Freundlich 6K
1961 Gamow 50K
1965 | Penzias e Wilson 3,0K

energia em qualquer época até z ~ 10°;

o As medigbes da distribuicao angular em larga escala da CMB podem determinar a
velocidade da Terra em relagao ao Universo e estabelecer se a expansao do Universo

é isotropica e livre de “atrito”;

o As nao-homogeneidades na distribuicao ou a velocidade da matéria no Universo
primordial introduziriam anisotropias ou flutuagoes de pequena escala na CMB. Em
particular, o mapeamento da CMB nos permite “ver” a distribui¢do da matéria em

z ~ 1000, assim que o processo de formagao das galaxias comegou;

e Como o Universo estd cheio de fétons térmicos, entdo os raios césmicos de alta
energia irdo interagir com eles e isso resultard em certos cortes nos espectros dos

raios 7y e dos raios cosmicos carregados;

 Finalmente, conhecer a temperatura Tj nos permite calcular a fracao do isétopo *He
que emergiu do Big Bang. Esses calculos, por sua vez, foram outro teste da hipdtese
do Hot Big Bang.

Diante dessa descoberta, a comunidade cientifica voltou fortemente a atencao a

CMB, no intuito de obter informagoes sobre o passado do Universo.

9.3 A radiacao que estamos tratando ¢, de fato, cosmica?

Uma questao que geralmente aparece durante o estudo da CMB é relativa a origem
dessa radiacao: ela é mesmo um ente fisico que advém do cosmos ou é oriunda de alguma
fonte “secundéria” presente no Universo? Diante disso, existem alguns indicios que baseiam

o argumento da origem cosmoldgica dessa radiacdo em microondas. Sao eles:

o O primeiro, e mais simples, provém da uniformidade em grande escala dessa radiagao.

Nao obstante a diregao para a qual se aponte o detector, ter-se-4 a medida de um
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mesmo fluxo, nao se podendo, por conseguinte, indicar uma fonte em particular que
seja responsavel por essa emissao: todo o Universo brilha em microondas (VILLELA;

FERREIRA; WUENSCHE, 2004).

e Outro indicio vem da presenca de um dipolo, o qual indica que fazemos parte de
um grupo de objetos que se move em relacao ao referencial em que a radiacao de
2,7K é perfeitamente isotrépica. Esse efeito apresenta a mesma configuracao que
outros dipolos encontrados em observaveis independentes, como em contagens de
radiogalaxias e quasares ou em mapeamentos da emissao difusa em raios-X. A forma

como a matéria esta distribuida na Via Lactea ndo poderia gerar uma emissao com
esse padrao de dipolo (VILLELA; FERREIRA; WUENSCHE, 2004).

o O espectro da CMB, caracterizando um corpo negro de 2,7K, é o melhor argumento
de que o Universo apresentou um estagio de equilibrio térmico entre matéria e
radiagao, num estado conhecido como plasma primordial. Devido a expansao do
Universo, com o conseqiiente resfriamento do plasma, houve o desacoplamento entre
a radiacdo e a matéria, tao logo a temperatura atingiu 3000K. O Universo continuou
se expandindo e assim a radiacao foi resfriando até atingir a temperatura atualmente
medida. Caso este cendrio seja o correto, deveria ser possivel medir o efeito de uma
radiacao de fundo “mais quente” observando-se objetos distantes. Isso de fato ocorre,

mostrando-se a mais conclusiva prova da natureza cosmolégica da CMB (VILLELA;

FERREIRA; WUENSCHE, 2004).

» Dados sobre diversas nuvens moleculares — compostas por moléculas de hidrogénio e de
CN, por exemplo — mostram que elas estao envoltas por um fluxo de fétons uniforme e
constante, que impede que as moléculas se mantenham em seus niveis mais baixos de

energia. A energia necessaria para se manter este minimo de excitacdo é exatamente

aquela fornecida pelos fétons da CMB (VILLELA; FERREIRA; WUENSCHE, 2004).

e Podemos ainda falar da distribuicdo angular das flutuagoes de temperatura que,
segundo medidas recentes e bastante precisas, concordam exatamente com a previsao
do modelo inflacionario, isto é, essas flutuacoes sao resultados de perturbacoes de
densidade produzidas nos primeiros instantes do Universo. Assim, teorias alternativas
que tratavam a CMB como resultado da emissao de uma distribuicao difusa de graos

de poeira no espago interestelar encontram-se fadadas ao esquecimento (VILLELA;
FERREIRA; WUENSCHE, 2004).

9.4 O contexto cosmoldgico de formacado da radiacao

Depois que a nucleossintese se completou, a matéria comum no Universo era

composta por prétons, elétrons, fotons, niicleos de hélio e vestigios de nicleos mais pesados
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(além disso, os neutrinos ja se encontravam desacoplados e praticamente nao interagiam
mais). O desacoplamento se iniciou quando o espalhamento Compton entre f6tons e elétrons
nao foi mais suficiente para manter os fétons firmemente ligados aos barions (por outro

lado, elétrons e barions permaneceram ligados pela forca eletromagnética).

Essa época ocorre quando a temperatura cai abaixo de T' ~ 1eV, o que fez o
nimero de elétrons livres cair consideravelmente (mas, nessa época, ainda havia muito
pouco hidrogénio neutro). Em termos de energia, a produgao de hidrogénio neutro (com
uma energia de ligagdo de ¢y = 13,6eV) é favorecida nessas temperaturas, mas a razao
féton/bérion ainda era alta, em virtude do grande niimero de f6tons de alta energia, que

garantiu que qualquer atomo de hidrogénio produzido fosse imediatamente ionizado.

Com o desenvolver do processo de desacoplamento, o niimero de fétons com energia
acima de ¢y mudou o suficiente para que se pudesse formar hidrogénio neutro. Essa época
¢ conhecida como recombinagao, embora esse termo nao seja tao adequado: elétrons e
protons se combinam, mas nao se recombinam, pois esta é a primeira vez que atomos

neutros se formam no Universo.

Figura 30 — Desacoplamento da matéria e radiagao, quando T ~ 3000K: apds o
desacoplamento, os fétons (setas onduladas) se propagaram livremente, uma
vez que os elétrons e os protons se combinaram para formar atomos de
Hidrogénio

Fonte: WUENSCHE (1994).

A andlise feita acima também é valida para o hélio, que capturou elétrons muito
mais cedo do que os atomos de hidrogénio, ja que a energia de ligacdo associada é:
Z%y = 54,46V = 4(13,6eV), em que Z representa o niimero atomico do hélio. A energia
de ligacao do segundo elétron (aquele que torna o hélio neutro) a uma temperatura de 24
eV também é maior que 13,6 eV, de modo que a recombinagao completa do hélio neutro
ocorre mais cedo do que a do hidrogénio neutro (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Apesar disso, a grande maioria dos elétrons permanece livre, uma vez que a
recombinacao do hélio influencia muito pouco nesse sentido e que, portanto, pode ser
negligenciada no momento (no entanto, as previsdes para as anisotropias da CMB, que

estudaremos mais adiante, precisam levar em conta essa recombinacao).
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Em relacao as densidade numéricas, podemos ressaltar que enquanto o processo e~ +
p <— H + v permanece em equilibrio, a aproximacao de Saha garante que (DODELSON;

SCHMIDT, 2021):
neny Mg nt

s 9.1

0

(0) ¢ a densidade

onde n, é a densidade numérica de uma determinada espécie de particula e n
numérica dependente da espécie (isto é, a densidade numérica quando o potencial quimico

is = 0), definidas como:

Ls 1 _Es(p)

ng = gse7T 2r)? /e T d°p, (9.2)
1 _Es()

ngo) :st/e T d’p, (9.3)

em que g, representa o fator de degenerescéncia da espécie s, que significa, basicamente,
o numero de possiveis estados quanticos de uma determinada particula. Considerando
a neutralidade do Universo (n. = n,) podemos definir a fracao de elétrons livres X, da
seguinte formas:

Ne np

X, = = ) (9.4)
Ne + Ny n, +ng

em que o denominador acima ¢é igual ao nimero total de barions (note que o hélio foi
negligenciado, nesse caso). Usando a definicio de n{”)
(ms>T), o lado direito de (9.1) nos fornece:
nOn® X2
0 1-X.

para particulas nao-relativisticas

(9.5)

Perceba que a pequena diferenga de massa entre H e p foi desprezada. O argumento
do exponencial ¢ —% (lembrando que ¢ é a energia de ligacdo do hidrogénio) e o denomi-
nador n. + ny (ou n, + ny) é igual a densidade numérica barionica n,. Dessa maneira,
quando a temperatura ¢ da ordem de ¢y, o lado direito da equacgao acima ¢ de ordem
10° (%) > ~ 10'. Nesse caso, a expressao (9.5) s6 pode ser satisfeita se o denominador da
esquerda for muito pequeno, ou seja, se X, estiver muito préxima de 1: o que significa que

todo hidrogénio se encontra ionizado.

Somente quando a temperatura cai muito abaixo de ¢y ocorre uma recombinacao
consideravel. Nessa linha, a medida em que X, cai, a taxa de recombinacao também cai,
de modo que o equilibrio se torna mais dificil de se manter. Assim, para se descrever a
fragdo de elétrons livres com precisao é necessario resolver a equagdo de Boltzmann, que
nos fornece a evolugao temporal da fracao de elétrons livres (DODELSON; SCHMIDT,
2021):

dX.
dt:a—&w—mﬁ&, (9.6)
em que [ representa a taxa de ionizagdo e « é a taxa de recombinacao, dadas por:

B = (ov) <77;;T>g e T, (9.7)
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a? = (o), (9.8)

_ 1 ’pr d’py d*ps
(ov) = zngng/ (27r)32E2(p1)/ (27T)32E2(p2)/ (27)32E5(ps)

X /;i?)pzle_El;bb (27T>45(D3)(p + q— p/ _ q/)ég)[El + _Ev2 _ ES _ E4]|M|2
(27)32E4(pa)

(9.9)

A taxa de recombinagao « tem sobrescrito (2) porque a recombinagio para o estado
fundamental (n = 1) ndo é relevante, pois levam a produgao de fétons ionizantes, que
imediatamente ionizam um atomo neutro e o efeito liquido deles para a recombinagao é zero:
nenhum novo atomo neutro é formado dessa maneira. Diante disso, a tinica maneira da
recombinacao prosseguir ¢ através da captura para um dos estados excitados do hidrogénio
e uma boa aproximagao para a taxa de recombinagao é (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

2 1
(2 () () 1
a 9,78 <me T In 7)) (9.10)

A evolugao detalhada de X, é obtida integrando numericamente a equagao (9.6).
Os resultados dessa integracao, considerando algumas complicacoes adicionais na taxa de

recombinagao (bem como a presenga do hélio), sao mostrados na Figura 31.

Figura 31 — A fracao de elétrons livres em funcao do redshift z
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Fonte: DODELSON e SCHMIDT (2021).

A linha continua mostra a solugdo numérica completa, enquanto a linha pontilhada
¢ o resultado do equilibrio (oriundo da aproximagcdo de Saha). A recombinagdo ocorre
em z ~ 1000 correspondendo a uma temperatura T = 0, 23eV. O resultado de equilibrio
identifica corretamente o redshift da recombinagao, mas nao a evolucao de X., que é

importante para uma previsao precisa das anisotropias da CMB.

Assim como a razao néutron/préton afeta a abundancia de elementos leves hoje, a

evolugao da abundancia de elétrons livres tem grande importancia para a Cosmologia. A
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recombinacao em z, ~ 1000 esta ligada ao desacoplamento de fétons da matéria e essa

dissociacao afeta diretamente o padrao de anisotropias na CMB observadas hoje.

A partir do conhecimento de X, portanto, podemos investigar com mais precisao
0 que ocorreu na época do desacoplamento, que se iniciou aproximadamente quando a
taxa de fotons para o espalhamento Compton com elétrons se tornou menor do que a taxa

de expansao. A taxa de espalhamento é, por defini¢ao:
NeOT — (Xenb)aT, (911)

onde o7 = 0,665.1072* cm? ¢ a secdo de choque de Thomson. Negligenciando novamente
a recombinacao do hélio, assumindo que o nimero total de nicleos de hidrogénio (isto
é, prétons livres + dtomos de hidrogénio) é aproximadamente igual ao niimero total de
barions e observando que a razao entre a densidade barionica e a densidade critica é:

% = a3, entdo a densidade numérica de barions n, pode ser escrita na equacio
cTr

acima em termos de €2, (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

neop = (7,477.107)Qh%a > X, (9.12)

O numero que precede as variaveis é dado em centimetros. Dividindo esses termos

pela taxa de expansao e rearranjando os termos, vem:
neor Oy h2 (0,14)§(1+z)3[ <1+z>(0,14)]§
= 123X, 1 : 9.13
H <o, 022> o.i2) \1000/) | " \3360/) \ Q0,02 (9.13)

Ou seja, para grandes valores de redshift (2 > 103), tem-se que: X, = 1, entdo, a

taxa de espalhamento é muito maior que a taxa de expansao. A medida em que z cai a
103, a fracdo X, comeca a diminuir consideravelmente e a equacdo acima mostra que a
taxa de espalhamento se torna menor que a taxa de expansao quando X, cai abaixo de

1072, Essa é a época em que os fétons se desacoplam e a CMB é produzida.

A partir da Figura 31 observamos que a fracdo X, cai assintoticamente quando
X, ~ 1073, Portanto, se pode inferir que o desacoplamento ocorre, de fato, durante o
periodo de recombinagao. Para o caso particular de um Universo que permanece ionizado
ao longo de sua historia, se teria X, = 1, e a equagdo acima pode ser resolvida facilmente
para encontrar o redshift zp do desacoplamento. Se o lado direito for igual a 1 chega-se a

uma expressao para a nao-recombinacao:

1
0,022\ [Q,,h%\?
— ’ m —1 14
» 39(Qbh2> <0,14> ’ O-14)

em que, conforme mencionamos, zp representa o redshift do desacoplamento. Essa equagao
informa que mesmo se o gas tivesse permanecido ionizado ao longo da histéria do Universo,
os fétons eventualmente teriam se desacoplado simplesmente porque a expansao tornou

mais dificil encontrar os elétrons livres.
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A maior parte do gas difuso no Universo hoje é ionizado. Esse fato indica que,
em algum momento da histéria do Universo, houve a reionizagdo do hidrogénio: algumas
observacoes de quasares mais distantes sugerem que a reionizac¢ao ocorreu em um redshift
z > 6. Além disso, resultados experimentais indicam que o espalhamento Compton de
fotons é ativado apoés a reionizagao e isso leva a impressoes na CMB, que podem ser usadas
para restringir quando a reionizacdo aconteceu (as melhores medigoes atuais apontam
para um reioniza¢ao em z < 10). No entanto, a tltima transi¢do de fase do Universo ainda
é uma questao que estd em aberto (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Apoés a era da recombinacao, a quantidade de elétrons livres caiu significativamente,
levando a um livre caminho médio muito maior do que o comprimento de Hubble H;*!
(que expressa a distancia que um féton teria que percorrer para alcangar um observador
hoje). A partir desse periodo, os fétons viajam quase livremente de todos os pontos do

espaco e em todas as direcoes.

9.5 O papel das oscilacoes e das perturbaces de temperatura na

CMB

Conforme vimos, o Universo primordial era preenchido por um fluido quente e denso:
o fluido de barions-fétons. O entendimento das oscilagoes e das flutuagoes gravitacionais
desse fluido é extremamente importante para o estudo da origem da CMB. Para iniciar a
analise do fluido de barions-fétons, vamos considerar uma versao simplificada da equacao

que governa as perturbacoes dos fétons:
0y + (K*ch)f, = F, (9.15)

em que F' representa a forga externa (de natureza gravitacional) que movimenta o fluido
e ¢; é a velocidade do som no fluido barion-féton. Essa é a equagao de um oscilador
harmonico forcado, que prevé, de maneira qualitativa, as oscilacoes. Nesse sentido, a
frequéncia de um oscilador é determinada pela razao entre a “constante elastica” e a massa.
Para o caso do fluido de barions-fotons, essa relagao fornece uma frequéncia de oscilagao

que aumenta quando diminuimos a carga de massa do fluido: a densidade barionica €2,.

A forca externa F' é responsdvel por uma assimetria nos picos das oscilagoes:
quanto maior for o valor de F' e quanto menor a frequéncia, maior a assimetria entre os
picos. Vamos considerar uma superdensidade inicial, de modo que F' tenha a tendéncia
de aumentar a superdensidade. Quando o fluido de barions-f6tons comegou a se contrair,
sua autogravidade e a forca externa agiram em conjunto, levando a uma contragao mais
forte do que no caso F' = 0. Por outro lado, a medida em que a pressao interna vence e

empurra o plasma para fora (expansdo maxima) ele age contra a forga externa e, portanto,
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leva a uma superdensidade com amplitude menor do que atingiria se F' = 0. Observe a

Figura 32.

Figura 32 — As solugbes do oscilador harmonico amortecido para diferentes valores de
forca e frequéncia.

=

b
.0

Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

No caso do fluido de béarions-fétons antes da época do desacoplamento, a aceleracao
externa era fornecida pelos gradientes de potenciais gravitacionais oriundos da matéria
escura. Portanto, a assimetria entre picos ¢ uma consequéncia direta da quantidade de
matéria escura do Universo, mas também se acredita que o aumento do amortecimento e

a dependéncia do tempo de F' (que se assumiu ser constante) também influenciam nesse
sentido (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Além das oscilagoes, o amortecimento observado nas pequenas escalas (onde kng é
maior ou da ordem de 500 para baixos valores de €2,) é outro efeito importante na fisica das
perturbacoes de radiagao. Para entender isso é necessario lembrar que a aproximacao dos
fotons e barions se movendo juntos como um unico fluido s6 é valida se a taxa de dispersao
dos f6tons pelos elétrons (e vice-versa) for infinita, condi¢do que nao é satisfeita na pratica:
os fétons percorrem uma distancia finita entre duas colisdes. Para ilustrar, considere o
caminho de um tnico féton & medida em que se espalha por um mar de elétrons, como

ilustrado na Figura 33.

Note que o foton percorre uma distancia comével média A, (ou um livre caminho
médio, se preferir) entre duas dispersoes. No caso analisado, o valor dessa distancia é:

(neorH'a)™! = —2L onde 7 representa a profundidade 6ptica. Se a densidade n, de

elétrons for muito grande, entao o caminho livre médio é correspondentemente pequeno.
A partir disso podemos estimar que, ao longo de um tempo de Hubble H~!, um féton
se espalha de ordem de m.orH ! vezes (simplesmente o produto da taxa de colisdes
pelo tempo), realizando um passeio aleatério. Como a disténcia total percorrida em uma

trajetoria aleatéria € igual ao livre caminho médio vezes a raiz quadrada do nimero total
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Figura 33 — Representacao de um féton que é dispersado diversas vezes em um mar de
elétrons.

Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

de colisdes, um féton cosmoldgico se move uma distancia comdvel média de:

/ / 1 1
)\T ~ )\7 neUTH_l = ( ) neO'TH_l = E\/:H, (916)

em um tempo de Hubble. Pode-se esperar que qualquer perturbacao em escalas menores

NeTTA

que Ar seja eliminada, porque os muitos fétons que se difundem sobre uma regiao de ordem
Ar terdo restaurado a regido a uma tnica temperatura média (DODELSON; SCHMIDT,
2021). No espago de Fourier este efeito corresponde ao amortecimento de todos os modos
mais altos que k. Esta andlise qualitativa prevé uma dependéncia de {2, consistente com a
que mostra a figura acima: reduzir a densidade bariénica leva a um Ay maior (uma vez que
a densidade nimerica de elétrons n, é proporcional a €2, quando o Universo é ionizado) e,

portanto, se espera um amortecimento mais forte.

O passo final dessa andlise é relacionarmos as perturbacoes na recombinag¢ao com
as anisotropias observadas hoje. Considere um modo de Fourier, ou seja, uma perturbacao

de onda plana e observe a Figura 34.

Figura 34 — Perturbagoes na temperatura de uma onda plana com nimero de onda k.

Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).
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Apos a recombinacao, os fétons dos pontos quentes e frios viajam livremente, indi-
cados pelo ponto azul no centro. Os modos k desses fétons contribuem com as anisotropias
em uma distancia angular © ~ k™! /y,, onde . = 19 — 1. representa a distancia comével
até a superficie de tltimo espalhamento (o raio do circulo acima). Os f6tons de pontos
quentes e frios separados por uma distancia comével tipica k~! chegam aos detectores
vindos de uma separacao angular © e, se o campo de temperaturas for decomposto em
momentos multipolares, entdo uma escala angular © corresponde aproximadamente a 1/1.
Assim, usando o fato de que 7, < 19, podemos estimar as heterogeneidades nas escalas k

em anisotropias nas escalas angulares usando a relagao: [ ~ knj.

Perceba que, nessa andlise, assumimos implicitamente que nada acontece com os
fotons em sua jornada da superficie de ultimo espalhamento até a Terra, mas isso nao
¢ completamente verdadeiro: embora os potenciais gravitacionais sejam constantes no
dominio da matéria, eles evoluem logo apés a recombinagao (devido a presenga de radiacao)
e em momentos tardios (devido a energia escura). Os potenciais em evolugao produzem
perturbagdes adicionais aos fotons através do efeito Sachs-Wolfe Integrado (ISW), que
voltaremos a falar mais tarde. Além disso, o Universo nao é mais completamente neutro
em redshifts z menores ou da ordem de 10, e a presenca de elétrons livres leva a dispersao
dos fotons da CMB que, por sua vez, amortece ligeiramente as anisotropias, modificando
as perturbagoes primordiais e o espectro de anisotropias atual (DODELSON; SCHMIDT,
2021).

0.6 Caracteristicas fisicas e estatisticas da CMB

O satélite COBE, lancado em novembro de 1989, forneceu pela primeira vez uma
medicao de céu completo das anisotropias CMB e ele também mediu pela primeira vez
o espectro de poténcia da radiacdo de fundo de microondas. A observacao revelou que o
espectro da CMB é um corpo negro quase perfeito (ROSSMANITH, 2013). A partir desse
espectro de corpo negro podemos concluir que, antes da era da recombinagao, o Universo
se encontrava em equilibrio térmico devido as rapidas colisdes de fétons com elétrons livres

(e isso se manteve durante e ap6s a recombinagao).

9.6.1 Algumas propriedades da CMB

Apesar da CMB ter sido sintetizada em altas energias, ela atualmente apresenta
uma temperatura de apenas Ty ~ 2, 725K e um espectro de corpo negro, que é caracte-
ristico processos em equilibrio térmico (ROSSMANITH, 2013). Em virtude disso, a sua
temperatura é inversamente proporcional ao comprimento de onda A\ no pico do espectro:
T oc A7, Por sua vez, o comprimento \ é diretamente proporcional ao fator de escala,

porque ele estd inserido em um Universo em expansiao: A < a(t). Com base nisso, podemos
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obter uma relagao direta entre a razao de temperaturas e a razao dos fatores de escala

atual (em ty) e no tempo de desacoplamento (em t,):

T(t)  alto)
0 = ) (9.17)

Com a ajuda dessas dependéncias, o redshift do desacoplamento z, pode ser obtido a

partir da temperatura da CMB nessa época e a sua temperatura observada atualmente:

) Tl
= 1— 2, T 1. (9.18)

As tltimas observagoes determinam z, ~ 1090 (ROSSMANITH, 2013).

Antes da era da recombinacéao, o espalhamento de Thomson dominava as interagoes
entre os elétrons e os fotons. Este processo (elastico) mudou as diregoes dos fétons, mas
nao alterou a sua quantidade. Os processos que alteram o nimero de fétons sao os
espalhamentos Bremstrahhlung e Compton, que tém espectros arbitrarios em z ~ 10°
e que termalizariam os fétons. Se nao houver tempo suficiente para que os ntimeros de
fotons mudem de temperatura, entdo o espectro deve se parecer com um corpo negro, mas

com um deslocamento linear y para frequéncias mais altas (WINSTEIN, 2003).

A distribuicdo do nuimero de fétons para um corpo negro puro é regida pela
distribuigdo de Bose-Einstein e o espectro da CMB se ajusta a um corpo negro. Os limites
correspondentes nas distorgoes espectrais sdo: y < 15 x 107% e |u| < 9 x 107, em que pu é
o potencial quimico. Esses valores e a proximidade entre os espectros da CMB e o de um
corpo negro perfeito dao grande confianca de que nenhuma “injecao” de energia incomum
ou inesperada, no nivel de 107° vezes a energia total nos fétons, ocorreu depois de z ~ 10°
(alguns meses apds o Big Bang) (WINSTEIN, 2003).

Na Figura 35, segue a representacao grafica do espectro de corpo negro.

A relagao matematica que melhor descreve o comportamento do grafico dessa figura e,
portanto, da intensidade da radiacdo de um corpo negro (como a CMB) em fun¢ao do
comprimento de onda ¢é a lei de Planck (EVANS, 2015):

2rch
IA) = ——— (9.19)
)\5(6 XkpT _ 1)
em que A representa o comprimento de onda da radiacao. Como o desacoplamento ocorreu
em todos os pontos do espago e ao mesmo tempo, vimos que a CMB ¢é praticamente
isotropica e que as observacoes confirmam esta expectativa: as flutuagoes de temperatura

T da radiacao medida sao cerca de cinco magnitudes menores que sua média:
AT
— ~ 107 9.20
. (9:20)
Para os casos de medigoes que negligenciam o dipolo da CMB, que ¢ induzido pelo

movimento relativo entre a Terra e o fundo de microondas e é cerca de cem vezes maior
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Figura 35 — O espectro de corpo negro de trés corpos de diferentes temperaturas (a
posicao do pico depende da temperatura 7' e a area sob a curva depende de

).
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Fonte: EVANS (2015).
do que as flutuagoes de temperatura usuais (ROSSMANITH, 2013):
AT ipolo
% ~ 1072, (9.21)

O estudo detalhado de alguns parametros cosmolégicos da era da recombinacao
fornece os seguintes valores: z = 108842, 0z = 195+2,¢ = (379£8)10® anos e Thje = 2.728
K (WINSTEIN, 2003).

A astrofisica aproveitou o espectro de corpo negro da CMB do seguinte modo:
os telescépios medem a intensidade da radiacao que chega de uma determinada fonte.
Conhecendo essa intensidade e supondo que a fonte possa ser comparada a um corpo
negro, podemos estimar quanta energia ela emite na freqiiéncia na qual estamos obser-

vando. Usando entao a lei de Planck, determinamos a temperatura da fonte (VILLELA;
FERREIRA; WUENSCHE, 2004).

As Figuras 36, 37 e 38 apresentam os mapas das anisotropias da CMB na forma
de um mapa do céu completo medido pelo WMAP e a Figura 39 representa as medigoes
feitas pelo satélite Planck (MIRANDA, 2017).

Agora, vamos considerar a Figura 40. A regido vermelha no centro da elipse
corresponde ao centro galactico, que distorce fortemente as medi¢gdes da CMB. Se descon-
siderarmos o centro galactico, podemos observar, a uma primeira vista, que a temperatura
se mostra altamente isotrépica, apesar da presenca de pequenas anisotropias (que repre-
sentam as “sementes” do passado que formaram as estruturas cosmolégicas de hoje). Estas
anisotropias sao uma consequéncia de pequenas flutuagoes de densidade durante o periodo
da recombinagao, cujos potenciais gravitacionais associados tiveram que ser “superados”

pelos fétons da radiagao.
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Figura 36 — Monopolo da CMB observado pelo WMAP.

Fonte: MIRANDA (2017).

Figura 37 — Dipolo da CMB e redshift associado ao movimento relativo entre a via lactea
e o grupo local observados pelo WMAP.

Fonte: MIRANDA (2017).

Uma das questoes essenciais na Cosmologia hoje é se o fundo de microondas medido
satisfaz os requisitos que a estrutura tedrica exige: isotropia e gaussianidade (ROSSMA-
NITH, 2013). Embora essas duas propriedades frequentemente aparecam combinadas, elas

descrevem efeitos diferentes:

« A isotropia exige que nao haja uma direcao preferencial com caracteristicas estruturais
particulares. Quando este conceito é combinado com o Principio de Copérnico (que
postula a nao excepcionalidade da nossa posicao espacial) leva a homogeneidade.
Com base nisso, dizemos que héa anisotropias se existir pelo menos uma direcao com

desvios significativos do comportamento estrutural usual;

« A gaussianidade refere-se, neste mesmo contexto, a suposicao de que os coeficientes

dos harmonicos esféricos sao variaveis aleatorias gaussianas independentes, isto €,
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Figura 38 — Flutuagoes de temperatura da CMB observadas pelo WMAP.

Fonte: MIRANDA (2017).

Figura 39 — Flutuagoes de temperatura da CMB obtidas pelo Planck.

Fonte: MIRANDA (2017).

que sao distribuidos da seguinte maneira:

a2

P(ay,)day, = \/%Cle_g%%dalm. (9.22)
A varidncia pode ser expressa pelo respectivo valor do espectro de poténcia e,
portanto, se a propriedade de gaussianidade for vélida, o espectro de poténcia nos
traz toda a informacao que esta contida na CMB. Matematicamente, isso significa
que as amplitudes |a;,| devem seguir uma distribuicao de Rayleigh, enquanto as fases
¢ seguem uma distribuigdo uniforme no intervalo [—m, 7]. Nao hd uma defini¢ao
especifica para a nao-gaussianidade, mas podemos entendé-la como qualquer desvio

possivel da gaussianidade.
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Figura 40 — Anisotropias da CMB AT (em uK) medida pela sonda WMAP.

=0.40 o—— s (.40

Fonte: ROSSMANITH (2013).

9.6.2 Os efeitos que influenciam a CMB

Como vimos, a isotropia e a gaussianidade sao caracteristicas consequentes da
fisica da inflagdo lenta de campo tinico, no entanto, outras teorias inflacionarias poderiam
induzir anisotropias ou nao-gaussianidades. Além disso, podem existir defeitos topolégicos
como cordas césmicas ou fenémenos particulares como a ocorréncia de grandes vazios,
que podem gerar desvios das afirmagoes acima (ROSSMANITH, 2013). Diante disso, a
detecgao (ou nao detecgdo) de anisotropias e de ndo-gaussianidades é de grande interesse
fisico, pois nos permite verificar a validade de diferentes modelos inflacionarios e, com isso,

esclarecer as condigoes basicas do Universo.

Por outro lado, existem alguns efeitos conhecidos que influenciam a gaussianidade e
a isotropia, que podem ser divididos em efeitos relativos: a fisica do Universo primitivo (isto
é, a CMB primordial) e as interagdes com o fundo de microondas durante a propagagao

dos fétons (as anisotropias secundarias).

A CMB primordial é afetada também pelo efeito Sachs-Wolfe, que descreve a
existéncia de flutuagoes de densidade no Universo primitivo e de cujos pogos potenciais os
fotons precisaram escapar. Além disso, devemos considerar o amortecimento dos modos,

uma vez que a recombinac¢ao nao ocorreu instantaneamente.

Em contraste com isso, existem os efeitos na CMB que ocorreram apés o desacopla-
mento, como o efeito Sachs-Wolfe integrado (ISW), que se refere aos campos gravitacionais
dependentes do tempo e cujos pogos de potencial diminuiram devido a expansao do
Universo, o que levou a um desvio para o azul nos fétons que passam por esses campos.

Outro efeito relevante é o efeito Sunyaev-Zel’dovich (SZ), que pode ser dividido em uma
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parte térmica (que denota o espalhamento Compton dos fétons da CMB por gés de
elétrons quentes em aglomerados de galdxias) e uma parte cinética (que descreve diversos
espalhamentos devido ao movimento do gas nesses aglomerados). Como resultado das
interagoes gravitacionais com a matéria, as lentes gravitacionais também sdo uma parte
importante das anisotropias secundarias. Além desses efeitos, existem outras dificuldades

técnicas que distorcem o sinal da CMB e, portanto, podem influenciar a isotropia e a
gaussianidade medidas (ROSSMANITH, 2013).

9.6.3 Sobre o ferramental matematico

Existe mais de uma possibilidade de expressar as anisotropias da CMB formalmente.
Uma maneira de se fazer isso é escrever as anisotropias como flutuacoes de temperatura
AT (%) =T(Z¥) — (T'(Z)), em que x representa a dire¢ao na qual a temperatura é medida.
Uma observacdo importante é que os dados oriundos de diversos satélites (como o WMAP)
sao disponinizados em um céu pixelizado e as mudancas de temperatura sao escritas como:

AT(z;), com i =1,..., N, onde N denota o nimero de pixels.

Por outro lado, podemos lembrar que os fétons atingem o observador de todas
as diregoes, logo, o fundo de microondas pode ser encarado como a superficie de uma
esfera S. Baseando-se nisso, podemos inferir que o mapa de temperaturas AT (Z) pode ser
expresso em termos dos harmonicos esféricos Yy, : S — C (os andlogos esféricos das séries

de Fourier) e de seus coeficientes a;,, (com [ >0 e — < m <) como segue:

T(Z) :i > W Yin(T). (9.23)

=0 m=-1

Além disso, por conveniéncia, o vetor direcional T pode ser substituido por uma
combinagao dos angulos azimutal e planar ¥ = (6, ¢) do sistema de coordenadas esféricas.
A primeira soma em (9.23) teoricamente varia até o infinito, mas é usual estabelecer
um maximo | < Iy, Assim, obtemos (l,,4, + 1)? harmonicos Y, diferentes no total
(ROSSMANITH, 2013). Os harmoénicos Y}, formam uma base completa e ortonormal de

fungoes complexas na esfera e sdo definidos através dos polinémios de Legendre P/™(x)

como:
20+ 1(1 — m)! .
Y. (0 =,|—P" 0)e'me® .24
1 ( 7¢) $ 47T(l + m)| ! (COS )6 ) (9 )
onde temos:
P (z) = (_1)m(1 - xQ)%dll(x? — 1) (9.25)
! oo dal+m ' '

O indice m especifica a orientagao angular do harmoénico esférico, enquanto o
indice [ esta associado ao tamanho angular caracteristico e é, portanto, isotropico. Cada

harmonico Y}, tem a si associado um parametro a;,, que pode ser calculado como uma
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integral sobre a esfera completa S (e, portanto, sobre um angulo sélido 2):

—/Y}m (#)T(7)d. (9.26)

Nessa equacao, o termo Y}, denota o complexo conjugado de Yj,,. Os parametros
a;, também possuem valores complexos e podem ser escritos como a;,, = |alm|ei¢lm, cuja
amplitude é |a;,| e cuja fase é ¢y,,,. Como o mapa resultante 7'(Z) contém apenas valores

reais (observaveis), ele deve conter:

Yim() = (—=1)"1%; (), (9.27)
Combinando essa expressao com (9.24), chegamos a:

am(2) = (=1)™a; (). (9.28)

Desconsiderando a simplificacdo devido a [,,4,, 0 conjunto de a;,’s contém todas as
informagoes sobre o mapa de flutuagoes de temperatura 7'(Z) (ROSSMANITH, 2013).

Outra grandeza muito importante neste contexto é o espectro de poténcia, dado

por:
m .
G = 2l 1 E :|al 2. (9.29)

Em sintese, esse parametro representa a soma das amplitudes dos coeficientes de Fourier
e descreve a transformada de Fourier da funcao de correlacao de dois pontos. Como o
espectro de poténcia (9.26) é baseado na suposi¢ao de que a CMB é isotrépica, entao a
distribuigao dos a;,,’s deve ser independente do indice m (que estéd associada a dire¢ao de

deteccao dos fétons).

O espectro de poténcia é uma ferramenta muito 1til em cosmologia e oferece uma
infinidade de aplicacoes. A principal razao para isso € o fato de que, se a CMB for gaussiana,
o espectro de poténcia caracteriza completamente todas as informagoes das anisotropias
de temperatura T'(Z). Desse modo, a gaussianidade da CMB proporcionaria uma imensa
simplificacdo, tendo em vista que todas as informacoes sobre as propriedades estruturais

da CMB seriam comprimidas nesse espectro.

Porém, a gaussianidade da CMB ¢é controversa e a forma do espectro de poténcia
esta ligada a fisica dos primoérdios do Universo. No plasma de barions-fétons existente,
a atragao gravitacional e a repulsao da radiagao nas regioes de superdensidade atuaram
juntas para produzir oscilagoes actsticas e isso criou flutuagoes de temperatura na CMB,
que refletem diretamente no perfil oscilatério do espectro de poténcia (ROSSMANITH,
2013).

Os dados do satélite WMAP mais recentes detectam trés picos em [ ~ 200, 550, 800,
onde no primeiro é o mais pronunciado. Ao medir a forma e a localizacao desses picos,

uma gama de inferéncias para parametros cosmoldgicos pode ser feita, principalmente
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assumindo um modelo ACDM adiabatico plano e ajustando seus pardmetros de forma
que o espectro de poténcia resultante esteja de acordo com as medi¢oes (ROSSMANITH,
2013). Com base nesses procedimentos podemos obter diversas restrigdes sobre importantes
parametros cosmoldgicos, como: as densidades de barions {2, e de matéria total €2,,, a
idade ty e a curvatura k do Universo, o redshift da época da igualdade radiagdo-matéria

Zeq € @ fracdo de massa do hélio primordial Y.

9.6.4 Algumas discordancias cientificas e anomalias da CMB

Atualmente, uma grande parte da comunidade cientifica acredita que a CMB é
isotrépica e nao-gaussiana, pois as flutuagoes 7'(Z) da radiagao de fundo parecem concordar
com a previsao tedrica a primeira vista, mas podemos destacar que ha também um nimero
crescente de analises que detectam inconsisténcias nos dados. H4 uma infinidade de analises
que descobriram desvios da gaussianidade em um sentido geral, mas também existem
algumas caracteristicas andmalas mais especificas na CMB, que foram objeto de muitas
investigacoes. Os mais importantes sdo o alinhamento dos grandes multipolos, a assimetria
de poténcia das flutuagoes de temperatura e a “mancha fria” (ROSSMANITH, 2013).

As detecgoes de um alinhamento andémalo do quadrupolo (I = 2) e do octopolo (1 =
3) j& foram relatada e descobriu-se que esse alinhamento envolve toda a faixa multipolar

(de l =2 até | =5) e, desde entao, é um tépico de varias investigagoes.

Figura 41 — Trés diferentes anomalias (atualmente ainda inexplicadas) na CMB que
foram detectadas nos ultimos anos. As figuras da esquerda foram obtidas do
WMAP e as da direita da andlise Wavelet.

-0.273
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Fonte: ROSSMANITH (2013).

Considere a Figura 41. No canto superior esquerdo, o alinhamento andémalo do
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quadrupolo e do octopolo é mostrado como um grafico das anisotropias de temperatura
de apenas esses dois multipolos e a curva preta marca a posicao do plano da elipse. A
probabilidade desse alinhamento acontecer por acaso é de cerca de 0,1% (ROSSMANITH,
2013). Além disso, o plano da elipse parece estar correlacionado a esse alinhamento e

separa um ponto quente no céu do norte e uma “mancha fria” no sul.

A imagem do canto superior direito refere-se a assimetria de poténcia, que é
ilustrada pelas direcoes dos dipolos das distribui¢oes de poténcia estimadas ao considerar
blocos de 100 multipolos cada. As cores dos discos especificam os centros das faixas
multipolares, enquanto o hexédgono branco indica a direcao do dipolo do intervalo completo
[ € [2,600], e as cruzes marcam os polos eclipticos norte e sul, respectivamente. De acordo
com a figura, os dipolos estao muito préoximos uns dos outros, mas também préximos
ao polo sul da elipse e ao dipolo do intervalo completo | € [2,600] e isso implica que o
hemisfério centrado nessas dire¢oes contém mais poténcia do que o hemisfério oposto.
Além disso, os diferentes multipolos parecem estar correlacionados entre si. Nenhum efeito

sistemético conhecido é capaz de explicar essa assimetria (ROSSMANITH, 2013).

No tocante as caracteristicas locais, podemos destacar a famosa “mancha fria”, cuja
deteccao original foi realizada por meio de uma anélise das anisotropias de temperatura
da CMB e é mostrada nas figuras inferiores. No mapa inferior a direita (obtida da andlise
Wavelet), a “mancha fria” é claramente visivel. Os efeitos sisteméaticos ou contaminantes
foram descartados como responsaveis por essa feicao local e sua chance de ocorrer aci-

dentalmente é em torno ou menor que 1%. Essa anomalia também carece de explicacoes
(ROSSMANITH, 2013).
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“A coisa mais importante realizada pela descoberta da CMB foi forcar
todos nos a levar a sério a ideia de que havia um Universo primitivo”
(Steven Weinberg)
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10 As anisotropias da CMB

10.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“As anisotropias da CMB” traz a tona um dos elementos mais ricos em informacao
cosmolégica da CMB: as nao-homogeneidades na distribuicao de temperaturas, isto é, as
anisotropias. Nesse sentido, esta parte versa sobre os mais diversos tipos de anisotropias
e apresenta e discute a estrutura do espectro de poténcia da CMB. A relevancia desse
capitulo vem a tona quando aprendemos que o espectro de poténcia fornece informacoes

sobre a geometria, a histéria e a composi¢ao do Universo.

10.2 Algumas consideracoes iniciais

Como vimos, as perturbacoes primordiais criadas durante a inflagdo se manifestam
tanto na distribuicao da matéria quanto na radiagao e, particularmente, ao compreendermos
a evolugao das perturbagoes (que sao descritas pelas equagoes de Boltzmann-Einstein) dos
fotons, podemos fazer previsdes para o espectro de poténcia das anisotropias da CMB. A
resolugao numérica dessas equagoes produzem resultados (aproximados) que condizem

com os dados experimentais.

Muito embora parega ser extremamente uniforme, quando os instrumentos de
medida permitiram um contraste maior nos mapas da CMB, visualizamos uma anisotropia
que vem do movimento do sistema solar em relacao a direcao de propagacao dos fétons.
Aumentando ainda mais o contraste, observamos mais anisotropias na CMB que sao
causadas por processos fisicos que ocorreram no caminho dos fétons, variagoes de potencial
gravitacional na ultima superficie de espalhamento e até mesmo pelas inomogeneidades
causadas pela inflagdo. Ocorrendo a interacao com o plasma quente dos momentos anteriores

a recombinacao e com as perturbacoes do espago-tempo, a CMB também apresenta dois
modos de polarizagdo (GUAITOLINI JUNIOR, 2012).

Tecnicamente, a primeira anisotropia foi observada no final da década de 1970,
decorrente do movimento do Sol através do campo de radiacdo de micro-ondas, criando
um dipolo de magnitude 1073, Mas a anisotropia verdadeira (primordial) foi detectada
primeiro pelo satélite COBE em 1992. O detector tinha um “feixe” de 7 graus, entao as
anisotropias s6 podiam ser detectadas em escalas maiores que esta. Regides tao distantes
nunca estiveram em contato causal umas com as outras (pelo menos nao no modelo padrao
do Big-Bang), entao as anisotropias detectadas, da ordem de 10~ ou 30uK, precisam ser
consideradas como “condigoes iniciais” (WINSTEIN, 2003).
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As anisotropias na distribuicao angular da CMB sao o retrato do Universo na época
da recombina¢io, mas sua forma geral foi estabelecida cerca de um picossegundo (10712
segundos) apés o Big-Bang. J4 a componente tensorial da polarizagao da CMB est4 ligada
a deformacao do espaco-tempo causada pelas ondas gravitacionais primordiais geradas
ao final da era de Planck, cerca de 107*3s ap6s o Big-Bang (VILLELA; FERREIRA;
WUENSCHE, 2004).

Se conseguissemos voltar a época em que tivemos a superficie de tltimo espalha-
mento, observarfamos que esta era da ordem de 1° (um grau). Dessa maneira, através
de informagoes que conseguimos obter via dados da CMB, podemos inferir que existiam
inomogeneidades na densidade do Universo primordial, uma vez que as anisotropias na
temperatura da CMB superam a escala de um grau. Em outras palavras, ou essas ino-
mogeneidades ja existiam antes do desacoplamento da CMB, ou estariamos violando o
principio da causalidade (MONTEIRO, 2021).

Precisamos buscar explicar como essas inomogeneidades foram inicialmente produ-
zidas e como se desenvolveram a ponto de gerar o Universo como o conhecemos atualmente.
Podemos encarar tais pertubagoes como “sementes” que se desenvolveram a medida em
que o tempo passasse, visto que essas “sementes” tornam-se regioes nas quais a matéria se
aglutina. Na época em que temos o Universo dominado por matéria, tais inomogeneidades
se desenvolvem via instabilidade de Jeans (MONTEIRO, 2021).

10.3 As anisotropias de larga escala angular

Acerca da CMB, vamos comecar analisando-a em largas escalas: para encontrarmos
a solucao em larga escala para as perturbacoes do féton, vamos partir da equagao do
super-horizonte: 0, = —®'. Apdés uma integracao, obtemos: ty(n = 0) = ®(n = 0)/2,
com uma constante de integracao C', que pode ser interpretada como a perturbacao da
curvatura, definida durante a inflacdo. Com base nisso, podemos reescrever o potencial
® em termos da variavel de evolucao y e considerar o fato de que a recombinagao ocorre
muito depois da época da igualdade de densidades (quando p,, > p, e, portanto, y > 1)

para obter:

0ok m.) = §<I>(k,n*). (10.1)

A anisotropia de larga escala que é observada é 6y + ¥, que pode ser escrita como

0y — @, uma vez que podemos aproximar W ~ —®. Desse modo:
1
(00 + W)(k, 1) = = C(k), (10.2)

em que: & == no dominio da matéria. Essa equagao ¢ 1til para o calculo do espectro
¢ ng: dominio d téria. E ao é util ilculo d t

de anisotropias em larga escala.
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Outra maneira 1til de expressar as perturbacoes em grande escala na recombinacgao
¢ em termos do campo de perturbacoes da matéria escura. Como vimos, as condigoes
iniciais nesses casos afirmam que: §, = C'. Integrando a equacgao de evolu¢ao em grande
escala (0, = —39’), temos:

7 2
5ok, 7.) :/ ~30'dy = =3 |®(k,1.) — 3C(k)| + C(k), (10.3)
Nsh
em que 7, representa o tempo comével de super-horizonte. Note que o fator entre
colchetes se reduz a zero quando 7, — 0, coerentemente com as condigoes iniciais. Entao,
a anisotropia observada pode ser expressa em termos da superdensidade de matéria escura

(00 + 9)(0 ) = —50u(h ). (10.4)

Esta relagao nos diz que a perturbacao de temperatura observada em uma regiao
superdensa ¢, surpreendentemente, negativa. Regioes superdensas de grande escala contém
fétons mais quentes na recombinacao do que regices subdensas: ou seja, 6y > 0 quando
¥ < 0. No entanto, para chegar aos detectores, esses fétons devem sair de seus pocgos
potenciais e, ao fazerem isso, os fétons perdem energia: essa é a explicacao para as manchas
frias do espectro de temperaturas. Por outro lado, essa perda de energia mais do que
compensa o fato de que os fétons eram inicialmente mais quentes que a média, entao
0o + ¥ era realmente negativo quando ¥ < 0 (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Em
sintese, quando se observa pontos quentes em grande escala no céu da CMB hoje, estamos

observando, na verdade, regioes que eram subdensas no momento da recombinacao.

A outra caracteristica importante da equacgao acima é o coeficiente 1/6, que
permite relacionar as variagoes fracionarias na temperatura AT/T (o lado esquerdo)
com as variagoes fracionarias na densidade Ap/p (o lado direito). A grosso modo, uma
anisotropia de ordem 10~° corresponde a uma superdensidade de 6.1075. O fator de 6 acima
é importante na verificacdo de consisténcia das perturbacoes de densidade de matéria
necessarias para formar a estrutura observada até hoje (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

10.4 Sobre as oscilacbes acusticas

Antes de elétrons e nicleos comegarem a formar dtomos (na era da recombinagao, em
74), 0 livre caminho médio de um f6ton era muito menor que o horizonte. O espalhamento
Compton fez com que o fluido de elétrons e protons ficasse fortemente acoplado aos fétons.

Para a anélise fisica deste regime, podemos novamente utilizar as equagoes de Boltzmann.

10.4.1 A equacao de Boltzmann e o acoplamento forte

Em sintese, o limite de acoplamento forte se aplica quando o livre caminho médio

dos fétons é muito menor do que as escalas de interesse (essencialmente, isso é equivalente
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a uma profundidade éptica 7 > 1). Nesse ponto, podemos admitir que, no limite 7 > 1, os
tnicos momentos ¢; ndo-despreziveis sao o monopolo (I = 0) e o dipolo (I = 1). Baseando-se
nisso, podemos admitir que os foétons se comportam como um fluido, que pode ser descrito
com apenas duas variaveis: a densidade p e a velocidade massica (longitudinal) u. Para
mostrar isso, se pode recorrer a equagao de Boltzmann para fétons, transformando-a em
um conjunto de equagoes acopladas para 6,(k,n):

0 + (ikp)d = —® — (ikp)¥ — 7' (6 — 0 + puy — %PQ(IU)H : (10.5)

A estratégia é multiplicar essa relagao pelos polinomios de Legendre P(p), integrar

em p e usar a equacgao de Boltzmann para [ > 2:

ko1
0, ~ —— 0,_1. 10.6
DT R (106)
Como o livre caminho médio é definido como A\, = —1/7, entao o pré-fator acima é k..

Assim, para todos os modos k com comprimentos de onda muito maiores que o caminho
livre médio, tem-se que: 6; < 6;_1 e isso mostra o porqué de podermos descartar o termo
0,.1. Com base nessas consideragoes, presumimos que todos os momentos com [ > 1 sao

muito pequenos em compara¢do com o monopolo e o dipolo.

Para entender a razdo de momentos 6 mais altos que o dipolo serem amortecidos em
um ambiente rigidamente acoplado, considere uma perturbagao de onda plana, conforme

ilustrado na Figura 42.

Figura 42 — Anisotropias do acoplamento forte, para uma perturbacdo de escala muito
maior do que o caminho livre médio dos fétons 1/|7].

Last-seattering surfs

; /|7 <« 1/k

Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

Os fétons medidos por um observador (indicado pelo ponto) vém de uma distancia
da ordem do caminho livre médio 1/|7’|, que é muito menor do que o comprimento de onda
do modo. Assim, um observador vé fotons chegando de todos os dngulos com temperaturas
praticamente idénticas: ele vai detectar um monopolo e um dipolo pequeno, com todos
os momentos mais altos sendo despreziveis (uma vez que a temperatura é praticamente

constante dentro da regido de origem dos f6tons observados). Esse argumento nao vale para
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perturbagoes com comprimentos de onda muito pequenos (com k/|7'| ~ 1), porque esses
modos sao fortemente amortecidos pela difusao de fétons, uma vez que seus comprimentos
de onda sdo muito menores que a escala de amortecimento (DODELSON; SCHMIDT,
2021).

Figura 43 — Assinaturas oriundas de um modo "congelado"apds o desacoplamento
matéria-radiagao.

Fonte: WINSTEIN (2003).

De maneira ainda mais geral, podemos entender a evolucao temporal dos multipolos
de radiagao (baseando-se na teoria da inflagdo) a partir da Figura 43. Estas ilustragoes
mostram, da esquerda para a direita, de cima para baixo: (1) um modo de temperatura
T logo ap6s o desacoplamento com o observador para onde a seta estd apontando; (2) o
horizonte de particulas do observador neste momento, quando apenas o monopolo pode
ser detectado; (3) algum tempo depois, o quadrupolo é visto pela primeira vez; (4) em
tempos ainda mais tardios, o quadrupolo passa a ser bem detectado; (5) muito mais tarde,
o octupolo é detectado; (6) “hoje” é detectado um multipolo muito alto e bem alinhado.
Todo esse raciocinio é valido apenas para um tinico modo k, no entanto (segundo o modelo
inflaciondrio), acredita-se que no desacoplamento haviam véarios modos k igualmente
excitados (isto é, extraidos de uma mesma distribui¢ao gaussiana) em todas as diregoes
como condigoes iniciais (WINSTEIN, 2003).

Na pratica, os multipolos de radiacdo aparecem na esfera celeste da maneira

ilustrada na Figura 44.

Com base nesse conhecimento, se pode voltar as equacoes que relacionam o mono-

polo e o dipolo que, apds descartar o quadrupolo 6, se tornam:

0) + ko) = -, (10.7)

o+ (g) 0o = (g) VT (91 - %ub> . (10.8)
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Figura 44 — Representacdo do quadrupolo (I = 2), hexapolo (I = 3) e octupolo (I =4) de
radiacgao.

f¢ »
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Fonte: WINSTEIN (2003).

Essas relagoes foram obtidas multiplicando a equagao de Boltzmann para f6tons por Pp(u)
e P(p) e integrando sobre . Essas equagoes sao complementadas pelas equagoes do fluido

de barions-fétons e, a partir disso, podemos obter uma expressao para a velocidade:
. C A, d .
Up ~ —32(91 + - —31 91 + —‘91 + kW . (109)
T a
Nesse ponto, vamos aplicar (10.9) em (10.8) e obter uma nova equagao:

, d ( C 1 k [k
0; + " (C—Jrl> 01 — 3 (C'——i-l> 0o = (g) v (10.10)

Apés isso, vamos derivar (10.7), isolar 67 e aplicar em (10.10) para obter a seguinte equacao

de segunda ordem:

a/ C
7 D / 2.2 — F 1 11
0+ % (g ) 0+ k2280 = Flk.m), (10.11)
onde se definiu a funcao de forca F' e a velocidade do som do fluido ¢, como:
k2 a/ C
Flkg)=—¥— —(——)® - 9" 10.12
(bo) = =50 =2 ()@ - @, (1012)

¢ =1/ %[1 +C). (10.13)

A velocidade do som no fluido depende da densidade de barions no Universo: se a
densidade do barion ¢ desprezivel em comparacao com a da radiacao, entao cs tem o valor

padrao para um fluido relativistico (¢, = 1/4/3). A presenca de barions torna o fluido mais
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pesado, diminuindo assim a velocidade do som, um comportamento andlogo ao do termo
(k/m)z do oscilador harménico forgado. O fluido de barions-fétons oscila tanto no espaco
quanto no tempo, com um periodo determinado pela velocidade do som e, portanto, pela
densidade bariénica (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Por fim, observe que ® entra a
direita e ) entra a esquerda e que existe uma versao alternativa de (10.11) que explora

1Ss0:

d? C’ d k2 1
@ L k22| (00 + (k. :{@—xy} ko). 10.14
i () e e s el = [gge - ] G 019

Observe que a combinacao 0y + ®, que é conveniente no contexto de acoplamento
rigido, é diferente da combinacdo 0y + ¥ ~ 0y — ®, que produz a temperatura CMB

observada hoje.

10.4.2 As solucoes do acoplamento forte

A equagao (10.14) governa as oscilagoes acusticas do fluido de barions-fétons e é
uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem. Para resolvé-la, se pode usar o método
de Green: primeiro temos que encontrar as duas soluc¢oes para a equacao homogénea e

entao conseguimos construir uma solucao particular.

Primeiramente podemos observar que o termo de arrasto é de ordem C(y + ®)/n?,
enquanto o termo de pressdo é muito maior, de ordem k?c?(6y + ®): mais precisamente,
esse termo é maior quando os modos estao dentro do horizonte ou quando C' é pequeno.
Fisicamente, a escala de tempo das oscilagoes induzidas pela pressao é muito menor do

que o tempo de expansao sobre o qual o arrasto opera.

Para uma primeira aproximagao, entao, se pode desprezar o termo de arrasto e

simplesmente obter as solugoes oscilantes:

Si(k,n) = sen[krs(n)], (10.15)
Sa(k,m) = coslkrs(n)], (10.16)
rs(n) = /On cs(n')dn’, (10.17)

onde os termos 7’ acima sao postos somente para diferenciar a variavel de integragao e
rs(n) é o horizonte sonoro. Como ¢, é a velocidade do som no fluido, o horizonte sonoro
representa a distancia comével percorrida por uma onda sonora no tempo 7. A solugdo
fortemente acoplada para a temperatura do fé6ton pode ser construida (pelo método de
Green) a partir das solugdoes homogéneas acima (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

n

sen [kry(n) — krs(n)] [© — V] (k, ) dn'.
(10.18)

0o + D (k,n) = [0 + P|(k,0) cos(krs) — \% ;
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Essa é uma expressao para a anisotropia no regime fortemente acoplado, que
mostra as caracteristicas das condigoes iniciais da inflagao. O termo em cosseno decorre
diretamente do fato de que as perturbacoes foram geradas quando sairam do horizonte
durante a inflagdo e permaneceram constantes fora do horizonte. As condigbes iniciais do
cosseno levam a oscilagdes coerentes em 6 + & (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

De fato, a equagao (10.18) prediz com precisao as posi¢oes de pico obtidas de uma
solugdo numérica completa, ou seja, os extremos de # + ¥ em 1 = n, em funcao de k.
Para avaliar (10.18) é necessario calcular a integral numérica de (& — ¥)(k,n’) no segundo
termo. Para simplificar os calculos, vamos considerar o limite em que o primeiro termo da
equagao acima domina, no qual os picos devem aparecer nos extremos de cos(krs), ou seja,
nos valores de k tais que: kp, = nmw/ry (com n =1,2,...). Como vimos, além do monopolo,

a distribuicao de fétons tem um dipolo nao-desprezivel na recombinacao.

Derivando (10.18) e usando a expressao de 6y de (10.7), chegamos a uma solugéo

analitica para o dipolo:

__ 1

01(k,n) = \/3[90 + ®](k,0) sen(kry) — ]?i/on cos [krs(n) — krs(n")] [® — V] (k,n") dn'.

(10.19)

Note que o primeiro termo estd completamente fora de fase com o monopolo
(pois um termo tem seno e o outro cosseno). A Figura 45 mostra que esta caracteristica
permanece mesmo apoés o calculo da integral: esta incompatibilidade de fase tem implicagoes

importantes no espectro de anisotropias final.

Figura 45 — Comportamento do monopolo # + ¥ e do dipolo 36; na recombinacao na
cosmologia fiducial.
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Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).
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As posicoes de méaximo sdo indicadas e o ky previsto esta dentro de 10% do resul-
tado numérico completo (DODELSON; SCHMIDT, 2021). As linhas verticais tracejadas

indicam as localizacoes dos picos analiticos aproximados de k,j. Perceba que o dipolo esté
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completamente fora de fase com o monopolo e desaparece para os modos de comprimentos

de onda mais longos que nao entraram no horizonte na recombinacao.

10.5 O amortecimento da difusao

Outro aspecto essencial na anélise dos espectros da CMB é o amortecimento da difu-
sao. Para analisar quantitativamente a difusao, vamos retornar as equagdes dos momentos
da distribuicao de fétons (10.7) e (10.8). Até agora, o quadrupolo s e todos os momentos
superiores foram negligenciados. Por outro lado, o fendmeno de difusao é caracterizado por
um quadrupolo pequeno, mas nao desprezivel. Portanto, neste caso, devemos complementar

o conjunto de equagbes escritas com uma expressao para o quadrupolo 6s.

Como os fendomenos de difusdo ocorrem apenas em pequenas escalas, entdo os
potenciais gravitacionais ® e ¥ sao muito menores que as perturbacgoes de radiagao:
especificamente, eles sdo menores por um fator de (aH/k)?>. Além disso, temos que
considerar novamente a hierarquia de momentos # no regime fortemente acoplado, isto é,
devemos levar em conta que cada momento sucessivo é suprimido por uma poténcia mais
alta de 1/7'. Assim, é necessario manter somente o momento [ = 2, e todos os superiores

podem ser desprezados. Com essas aproximagoes, chegamos as seguintes relagoes:

6y + kb, = 0, (10.20)
2 1 '
6 1k (392 - 390) = 7'(61 — sw) (10.21)
2
9; — :91 = 1907',02, (1022)

sem considerar a polarizacao. Para obtermos o ferramental mateméatico completo para a
descricao do amortecimento, precisamos complementar essas equagoes com uma expressao
para a velocidade méssica uy. Para isso, vamos reescrever a expressao (10.9) da seguinte

maneira:
!

300, + up = S <ug - Zub> : (10.23)
onde, novamente, o potencial gravitacional foi negligenciado. Nesse ponto, vamos supor uma
expressao para a velocidade mdssica (dependente da frequéncia de oscilagao w) da forma:
up(w) o et Jwin A partir disso e considerando as particularidades do regime fortemente
acomplado, chegamos as expressoes das pertubagoes e da velocidade méassica em termos

da frequéncia w:

up = —3iy (1 - zwg)’l ~ —3i6; [1 +iwd — (wfﬂ , (10.24)
O = —43501, (10.25)
0, = iwb, (10.26)

bo= —(L&)0n. (10.27)
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Aplicando essas quatro equagoes em (10.21) e rearranjando os termos, chegamos a relacao

de dispersao:

k}2 W 8]{32
214+0) -~ + = (w22 + 2 ) =o. 10.2

Os dois primeiros termos a esquerda (os principais na expansao de 1/7’) recuperam os
resultados anteriores: a frequéncia é o niimero de onda vezes a velocidade do som (ndo hé
termo de forga nesse caso, pois os potenciais em pequenas escalas foram negligenciados).
Com isso, se torna possivel expressar a frequéncia como um termo de ordem zero mais

uma corre¢ao de primeira ordem dw. Entao, diferenciando a expressao de w acima, tem-se

que:
ik? 8
ow=———— ( °C? ) : 10.29
YT ey ) BT Tar (1029)
Portanto, a dependéncia temporal das perturbacoes monopolar e dipolar é: 6y,0; ~

k2
; Nz , ) ) .
etk J es(mdng *p . onde o nimero de onda de amortecimento kp(n) é definido segundo a

expressao (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

1 n 1 02 8
= — | dn. 10.
kb(n) /o 6(C + L)n.ora(n) <C+1 + 9> U (10.30)

Como primeira estimativa da escala de amortecimento, podemos trabalhar no

regime de pré-recombinacao, no qual todos os elétrons (exceto os do hélio) estao livres.
Se a fracdo de massa de hélio (que é aproximadamente 0,24) for denotada como Yy, e
como cada nicleo de hélio contém quatro nucleons, entao a razao de hélio para o nimero
total de nicleos é Yy./4. Cada um deles absorve dois elétrons (um para cada préton) e,
portanto, ao contar o niimero de elétrons livres antes da recombina¢ao do hidrogénio, se
deve multiplicar a estimativa por 1 — Y4,./2. Usando o fato de que Hy = 3,33.10"*hMpc 1,

tem-se, muito antes da recombinacgao, que:

Yhe
neora = (2,310 Mpe ' Quh%a?) (1 - ) . (10.31)

Usando esse resultado, se pode fazer a seguinte aproximacao para o nimero de onda de
amortecimento (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

Ye\ !
kit~ |3, 1.105Mpc(Qh?) " <a> ail (1 - ) (Quh?)73, (10.32)
Qeq

em que fp é um pardmetro que tende a 1 quando a/a., fica grande. Considere a Figura

46, que mostra a evolucao da escala de amortecimento antes da recombinacao:

A linha sélida acima é obtida a partir da integracao numérica, enquanto a curva
tracejada usa a aproximacao da equacao acima para k,52, que assume que os elétrons
permanecem ionizados. O eixo da direita mostra o kpny equivalente: o amortecimento
ocorre em peuquenas scalas angulares, isto ¢, quando kpny < 1. Observe que desprezar

a recombinagao é uma boa aproximacgao em tempos iniciais, mas, como esperado, leva a
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Figura 46 — Comportamento de k' em relacdo ao fator de escala a.
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Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

erros consideraveis em tempos proximos de 7., quando a relagao de n.ora é usada, porque
a densidade eletronica livre ndo leva em conta os elétrons capturados pelo préton do

hidrogénio.

10.6 Heterogeneidades importantes

Conforme visto, é possivel prever o comportamento de 0y(k,n.) e 01(k,n.), dadas
as condicoes iniciais ®(k, 0), ou equivalentemente C'(k). Nesse ponto, podemos transformar
esse entendimento em previsoes para o espectro de anisotropias hoje: para isso, temos que
resolver o momento #; no tempo 7 e relacionar esses momentos com os observaveis. Apos
isso devemos vincular os momentos # de hoje com o monopolo e o dipolo na recombinagao
e, com isso, expressar o espectro de poténcia da CMB em termos dos momentos observados

hoje.

10.6.1 O fluxo livre

Como foi mencionado acima, o nosso objetivo é encontrar uma solugdo para os
momentos do féton hoje 6;(k,n9) em termos do monopolo e do dipolo na recombinagao.
Uma solugao formal pode ser obtida retornando a equagdo de Boltzmann para fétons

(6.39) e subtraindo o termo 7’6 de ambos os lados:
0 + (ikp — 1) = S, (10.33)

onde S representa a fungao de origem, que é definida como (DODELSON; SCHMIDT,
2021):

N 1

S =0 — (ikp)V — 7" |0 + puy — §P2(,u)1_[ : (10.34)

Nesse ponto consideramos que o tempo inicial 7;,; ¢ pequeno o suficiente para que

a profundidade éptica 7(7;,;) seja extremamente grande e para que qualquer anisotro-



Capitulo 10. As anisotropias da CMB 195

pia inicial seja completamente apagada pelo espalhamento Compton. Baseando-se nisso

encontramos a solucao para as anisotropias:

A

Ok 1,m0) = [ Sk, ey, (10.35)

E possivel notar que toda a dependéncia da direcao do féton estd no argumento x
do lado direito (lembrando que p é o cosseno do dngulo que o féton faz com o gradiente de
temperaturas). Entao, toda a complicagdo matemédtica esta oculta na funcdo de origem S,
Para contornar isso, vamos ignorar a dependéncia de S de [ por enquanto e transformar
imediatamente a expressao acima em uma equagao para cada um dos ;. Multiplicando
cada lado pela metade do polinémio de Legendre P(u) e integrando sobre todos os ,

teremos:
LN

Outh, ) = (=1)" [ S0 et ik = )], (10.36)
onde j; representa as func¢oes de Bessel. Calculando as integrais por partes, fazendo
pu — (—1/ik)(d/dn) e observando que a derivada nao atua na parte oscilante da exponencial,

chegamos a:
0 A .
01l m0) = [ Sk m)lle(n = mo)ldn. (10.37)

Nesta fase, é 1til introduzir a fungdo de visibilidade:

g(n) = —7'(n)e ™. (10.38)

Tendo em vista, por defini¢ao, que [ g(n)dn = 1, entdo se pode encarar a funcao de
visibilidade como uma densidade de probabilidade: g(n) é a probabilidade de que um féton
tenha se espalhado pela dltima vez em n (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Como 7 é
grande no inicio, essa probabilidade esta proxima de zero para 7 antes da recombinacao
e decai rapidamente apds a recombinacao, porque —7’, a taxa de espalhamento, ¢ bem

pequena.

Com base na defini¢do, podemos escrever a fun¢ao de origem em termos da funcao
de visibilidade. Calculando as derivadas de S(k,n) e descartando o tensor de polarizagao
na fonte (que é muito pequeno), a funcao de origem se torna:

i d .
S(k,n) ~ g(m)[fo(k,n) + ¥ (k,n)] + §d7][ub(/€, mg(m)] + e [V (k,n) — &'(k,n)]. (10.39)
Com esse resultado é possivel levar a solugao analitica um passo adiante calculando a
integral de tempo comével em (10.37). A fungao de origem (proporcional a w;) é melhor

tratada integrando por partes, entao:

01tk m0) = [ 9(n) B0k, m) + (k) ke n — o)l

= " ka5 Llkn = ) (10.0)

n /0”0 e T[W (k) — ' (k,n)]jlk(n — n0))dn.
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Existem dois tipos de termos equacao acima: as duas primeiras integrais sao
ponderadas pela funcao de visibilidade (esses s@o os termos dominantes) e a ultima
integral, por outro lado, é ponderada por e~", de modo que o integrando contribui em
todos os momentos apds a recombinagao (pois 7 < 1). Observe que, se os potenciais forem
constantes apds a recombinagao, que é o caso durante a dominacdo da matéria, a terceira
integral desaparece (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Como a fungao de visibilidade tem
um pico acentuado, as integrais nos dois primeiros termos se tornam muito simples. Para
enchergar o porqué disto, considere a Figura 47, que mostra as trés partes do integrando

do primeiro termo (o “monopolo”) na equacgao (10.40).

Figura 47 — Os comportamentos dos integrandos de 6.
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Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

Essa figura é uma comparacao dos comportamentos da fungao de visibilidade g(n)
(a linha sélida preta) com os outros dois componentes do integrando na primeira linha
da expressao (10.40). Perceba que a fungdo de visibilidade tem um pico acentuado, de
forma a mudar rapidamente em relagdo ao monopolo 6y + ¥ (em unidades arbitrarias) e a
fungao de Bessel ji(k[n — no]). Os resultados mostrados acima sao para [ = 220 ¢ k = 0,02

Mpc™1, correspondendo ao primeiro pico do espectro de anisotropias da CMB.

Como a func¢ao de visibilidade muda rapidamente em comparagao com as outras
duas fungbes, podemos avaliar essas outras fungdes no pico da funcao de visibilidade (ou

seja, em 1 = 7,) e remové-las da integral. No entanto, a integral se torna simplesmente
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0° g(n)dn =1 e se obtém (DODELSON; SCHMIDT, 2021):
01(k,m0) = [00 + W(k, )5 [k(1 — m0)]

k(1 — 1) (10.41)

+ /Ono e "W (k,m) — D' (k,m)] jilk(n — mo)]dn.

Em escalas muito menores, a soma 6y + ¥ muda mais rapidamente devido a rapida variacao
na escala de amortecimento em torno da recombinacao. Uma aproximacao representativa
das mudancas rapidas na escala de amortecimento pode ser feita mudando-se o fator de

multiplicagdo para:
ok

2 k2
¢ 0 —>/9(77)€ B . (10.42)

A equagao (10.41) é a base para cdlculos semi-analiticos de espectros de anisotropia
que concordam com as solu¢des numéricas dentro de uma tolerancia ~ 10%. Dessa equacao
se percebe que, para resolver as anisotropias hoje, se deve conhecer o monopolo (), o
dipolo (6;) e o potencial (¥) no momento da recombinagao. Além disso, havera corregoes -
representadas na tltima linha de (10.41) - se os potenciais forem dependentes do tempo,

que sao chamadas de termos integrados de Sachs-Wolfe.

O termo de monopolo em (10.41) é precisamente o que se esperava: primeiro,
envolve a combinacao ¢y + ¥ da anisotropia de temperatura e do redshift gravitacional e,
segundo, as fungoes de Bessel j;[k(6y — 1.)], que determinam quanta anisotropia em uma
escala angular [ — 1 é produzida por uma onda plana com nimero de onda & (DODELSON;

SCHMIDT, 2021). Em escalas angulares muito pequenas (quando z/l — 0), tem-se que:

Ji(x) — } (?)l% : (10.43)

Ou seja, j;(r) é extremamente pequeno para grandes valores de [, quando = < [. Esse
resultado significa que 6;(k,n9) é muito préximo de zero para [ > kng. Isso faz sentido
fisicamente, pois se observa que escalas angulares muito pequenas “detectam” pouca
anisotropia de uma perturbagdo com um grande comprimento de onda. E a reciproca
também é verdadeira: escalas angulares maiores que 1/(kng) “detectam” pouca contribuicao
de perturbacoes de pequenas escalas. Resumindo, uma perturbacao com nimero de onda

k contribui predominantemente em escalas angulares de ordem [ ~ knj.

10.6.2 O espectro de poténcia angular

Nesse ponto temos condigoes de saber como o padrao de anisotropias observado
hoje esta relacionado com os momentos 6;(k, 7o) de perturbagdo de uma onda plana k. Em

primeiro lugar, devemos obter uma expressao que nos forneca a maneira pela qual o campo
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de temperaturas é descrito hoje e depois relacionar essa caracterizagao a 6;. Baseando-se

nisso, vamos escrever a temperatura do campo de radiacdo da CMB no Universo como:
T(x,p,n) =T(n)[1 +0(z,p,n)]. (10.44)

Embora o campo T seja definido em cada ponto do espago-tempo, s6 podemos observa-lo
aqui (em xg) e agora (em 7)), ou seja, a unica abordagem possivel sobre as anisotropias da
CMB esté na dependéncia da direcao dos fotons que chegam p. Assim, todas as informagdes

relevantes advém das mudancgas de temperatura a medida em que o vetor dire¢do p muda.

Os observadores normalmente fazem mapas nos quais a temperatura é relatada em
varias dire¢oes de entrada, ou “locais no céu”, que sao rotulados nao pelos componentes
Dy Dy, P de P, mas sim pelas coordenadas esféricas 0 e ¢ e, como vimos, se pode expandir
a perturbacao da temperatura em termos dos harmonicos esféricos. Todas as informacoes
contidas no campo de temperaturas 7' também estao contidas em ay,,, as amplitudes
dependentes de (z,7) (DODELSON; SCHMIDT, 2021). No entanto, de maneira analoga
ao que acontece com as perturbacgoes de densidade, nao podemos prever qualquer valor
de a;,, em particular, mas apenas a funcao de distribui¢ao da qual esses coeficientes sao

extraidos.

E muito importante notar que, para um dado valor de [, cada a;, tem a mesma
variancia, por exemplo: se [ = 100, todos os 201 a9, sao extraidos da mesma distribuicao
e quando se mede esses 201 coeficientes se obtém um bom controle da variancia subjacente
da distribuigdo. Por outro lado, se as cinco componentes do quadrupolo (I = 2) forem
medidas, entao se terd muito menos precisao estatistica na varidncia subjacente C(2)
(DODELSON; SCHMIDT, 2021). Assim sendo, hd uma incerteza fundamental (mais
pronunciada em valores baixos de [) associada ao C(l), que é chamada de variancia
coésmica. Quantitativamente, a incerteza aumenta como o inverso da raiz quadrada do
numero de amostras e, mais precisamente, a variancia cosmica é a incerteza na estimativa

de C(l) depois de colher n = 2] 4+ 1 amostras:

AC(l [ 2
Variancia césmica = C’C;l()) =\Vas1 (10.45)

Na pratica, esse limite nunca é totalmente alcancado, porque mesmo que um

instrumento observe o céu inteiro (como os experimentos de satélite COBE, WMAP e
Planck), a grande emissao da Via Lactea “mascara” algumas partes do céu (a galdxia
¢ o nosso principal contaminante). Para uma medigao baseada em uma fracao f do

céu completo, a amplitude de erro é aumentada em aproximadamente um fator 1/f
(DODELSON; SCHMIDT, 2021).

A fungao de transferéncia pode ser definida como (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

0(k. b. 10)
O (k)

T(k,p) (10.46)
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Podemos, ainda, calcular o valor esperado das perturbagoes 6:
(6(k, p)6" (K, ) = (2)?Sh(k — ) Po (k)T (k, p)T" (k. p), (1047)
e obtermos, a partir da expressao de a,,, os termos C/(1):

) = i [ e i) P (10.48)

Para um dado [, entéo, a varidncia C'(I) é uma integral sobre todos os modos de
Fourier da variancia de 6;(k), que é dada por |T;(k)|* vezes a variancia das perturbacdes de
curvatura Po (k). Portanto, se pode utilizar as expressoes (10.41) e (10.48) para calcular o

espectro de anisotropias hoje.

10.7 O espetro de poténcia da CMB

10.7.1 As grandes escalas angulares

As anisotropias da CMB de grande angulo sdo determinadas por modos de escalas
extremamente grandes que entraram no horizonte em tempos recentes. Em funcao disso,

esses modos oferecem uma maneira particularmente direta de medir as condigoes iniciais.

Nas grandes escalas angulares podemos negligenciar a presenca dos dipolos e, desse
modo, as anisotropias de grandes angulos sao determinadas pela soma 0y + ¥ avaliada
na recombinagao, além do tltimo termo da expressao (10.41). A solugdo em larga escala
encontrada afirma que a combinagao 6y + ¥ é igual a —C'/5, que pode ser encarada como
uma expressao para 6y + ¥ (na recombinagao) a ser inserida no termo monopolo de (10.41).
Para obter o espectro de anisotropia hoje, se pode integrar semelhantemente ao feito em

(10.48) para obter (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

CO™ ~ o [ R Pk On — n. )] (10.49)

em que o sobrescrito SW denota a presenca do efeito Sachs-Wolfe. Aqui, podemos usar
o fato de que 7. < 1y e se definir uma nova variavel de integracao: * = kny. Entao, a

expressao anterior pode ser reescrita como:

47 o0
CO™ ~ ST A (noky) / 2232 () d. (10.50)
0
Em que ng é o indice espectral escalar e A, representa o fator de normalizacao do
espectro primordial. Com algumas manipulagoes algébricas envolvendo as fungoes de
Bessel, chegamos a:

I+ 1O = 285,48. (10.51)

Conforme sabemos, o inflaton estava em um regime de slow-roll. Sendo assim, os

valores de campo ¢ e de potencial V' associados se alteram quando tratamos de modos que
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cruzam o horizonte em épocas distintas. Diante de tais observagoes, temos que encontrar
uma quantidade que estime esse desvio da escala invariante. Tal desvio é dado pelo indice

espectral escalar n,. Por outro lado, o fator A4 corresponde a amplitude dos modos k& (uma
escala que pode ser medida na CMB) (MONTEIRO, 2021).

O termo [(l 4+ 1)C(I) representa a varidncia das anisotropias de temperatura por
intervalo logaritmico de [, analogamente ao que ocorre com k*Pg (k) para o espectro de
poténcia tridimensional. Como esse ultimo termo é uma constante (se o indice espectral
ns = 1) é de se esperar que [(I + 1)C(l) se torne uma constante neste caso (DODELSON;
SCHMIDT, 2021).

Por conveniéncia, tracamos o termo /(I + 1)C(l) em funcdo de | em uma escala
logaritmica, que o faz se tornar aproximadamente constante em valores baixos de [. A
Figura 48 mostra as medidas do satélite Planck das anisotropias de grande escala angular

junto com as solugoes de Boltzmann do modelo fiducial euclidiano:

Figura 48 — A linha pontilhada mostra o platdé de Sachs-Wolfe invariante de escala, que é
previsto pela expressao (10.51).
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Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

O desvio de uma constante é devido ao efeito Sachs-Wolfe e a contribuicao do
dipolo, que se torna consideravel em valores mais altos de [. Apesar disso, note, a equagao
(10.51) fornece uma aproximagao razoavel. Como o eixo y fornece a varincia associada
a uma dada escala [, se pode obter um valor para a amplitude das flutuacoes de grande
escala angular: aproximadamente, (AT /T)? ~ 1071%, e entdo as flutuagoes RMS sao a
raiz quadrada disso (de ordem 10757} = 27uK).

Indo além do caso invariante de escala, seguindo o resultado analitico, o espectro
de poténcia multiplicado por I(I 4+ 1) deve ser dimensionado como (I/1,)™~!, onde [, é

o nimero de onda angular correspondente aproximadamente a escala k, (DODELSON;
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SCHMIDT, 2021). Se observa, em (10.50), que o integrando tem um pico em x ~ [,
entdo aproximadamente todos os termos x podem ser substituidos por [. A generalizacao
do integrando de x — 1 para ™2, portanto, leva a uma mudanca no espectro que é
proporcional a ["*~!. Dada a pequenez de n, — 1, esta escala é, no entanto, mascarada
por outras contribuigoes. Para obter restri¢oes para o indice espectral, bem como para
a amplitude, os dados devem abranger uma faixa maior em [, ou seja, se deve incluir as

anisotropias de escalas menores.

10.7.2 Os picos acusticos

Em escalas menores, ou seja, naquelas que estao dentro do horizonte na recombina-
¢ao, o espectro de anisotropias passa a depender de todos os termos da equagao (10.41):
do monopolo #y, do dipolo 6; e do efeito Sachs Wolfe integrado (que é proporcional a
integral: [(¥ — ®)'dn).

Figura 49 — Comportamento de 6y + ¥ em funcao de [.
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Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

A Figura 49 mostra todas essas contribui¢es para o espectro de poténcia angular.
O monopolo na recombinagao (0y + ¥)(k, n,) flui livremente hoje, criando anisotropias em
escalas angulares [ ~ kny. Existem duas caracteristicas importantes do aspecto quantitativo
no fluxo livre. Primeiro, observe que os “vales” no espectro do monopolo, em [ ~ 70, 400,
650 e 1000, sao suavizados porque muitos modos de Fourier contribuem para a anisotropia
em uma determinada escala angular. Por exemplo, se apenas os modos k = 200/7
contribuissem para a anisotropia em [ = 200, entdo C'(200) seria realmente zero. Mas
muitos modos diferentes de zero, com ntiimeros de onda diferentes de 200/7, contribuem e

isso altera o zero para um vale no espectro C(l).
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A segunda caracteristica importante do fluxo livre é que a estimativa inicial das
posicoes dos picos nao estd exatamente correta: a falta de homogeneidade na escala k
nao aparece como anisotropia precisamente na escala angular [ = kny, em vez disso, ha
uma mudanca perceptivel, sugerindo que um determinado modo k contribui para [ um
pouco menos do que era previsto. Este desvio surge parcialmente da funcao de Bessel da
expressao (10.41): o pico na funcao de Bessel ndo ocorre quando [ = kny, mas sim em
valores ligeiramente menores de [. Uma melhor aproximagao para a primeira posi¢ao de
pico é [, ~ 0, 75mny/rs. Além disso, sabe-se que o dipolo na recombinagao é menor que o
monopolo e que esta fora de fase com ele. A linha tracejada na figura acima mostra que
o efeito de considera-lo é aumentar o nivel geral de anisotropias, mais em particular na
regidao dos vales, diminuindo a proeminéncia dos picos. Esta é uma manifestagdo direta
do dipolo e do monopolo estarem fora de fase um com o outro, ou seja, nos locais onde o
monopolo contribui menos para as anisotropias, em seus vales, o dipolo contribui mais.
Outra caracteristica das contribui¢oes do monopolo e do dipolo é que elas se somam de
forma incoerente, isto é, o termo cruzado de #; do monopolo multiplicado pelo 6; do dipolo
desaparece apds a integragao em todos os modos k na obtencao de C'(I). A incoeréncia
implica que o dipolo nao influi muito no espectro de poténcia: a amplitude do dipolo é
cerca de 30% daquela do monopolo na recombinacao e a contribuicao do dipolo para o
C(l) é de apenas 10% (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

A terceira contribuicao é do efeito Sachs-Wolfe integrado devido a evolugao temporal
dos potenciais ap6s a recombinagao, que se deve principalmente ao fato de que a densidade
de energia na radiacao nao é totalmente desprezivel na recombinagao (se o Universo fosse
puramente dominado pela matéria, tal efeito nao existiria). Apesar da transigao para o
dominio da matéria nio ter sido abrupta (e mesmo que a., ~ 107%), o efeito Sachs-Wolfe

ocorreu logo apds a recombinagao.

Para analisarmos quais escalas foram afetadas pelo efeito Sachs-Wolfe, vamos
considerar a integral na equagao (10.41). Suponha que o potencial evolua no tempo 7.,
com todas as escalas de sub-horizonte (kn. > 1) sendo afetadas. A funcao de Bessel tem
um pico em | ~ k(ny—n.), entdo todas as escalas angulares [ > (19 —n.) /7. foram afetadas.
Este efeito Sachs-Wolfe inicial é particularmente importante porque se adiciona de forma
coerente com o monopolo. Para ver isso, se pode integrar o tltimo termo de (10.41) por
partes. A contribuicdo dominante vem de n ~ 7,, entdo a funcao de Bessel pode ser
avaliada nesse instante, deixando a integral trivial (DODELSON; SCHMIDT, 2021):

0i(k,mo) = [W(k,m0) — U(k, 1) — Dk, m0) + (K, n )]l (10 — 1)) (10.52)

Esse termo se soma exatamente em fase com o monopolo (que é proporcional & mesma
funcao de Bessel), de modo que, embora a magnitude do efeito em [ seja muito menor do
que o dipolo, o efeito no espectro de anisotropias é comparavel: por exemplo, um dipolo

de 30% leva a um deslocamento de 10% no C(I), enquanto um efeito Sachs-Wolfe de 5%
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leva ao mesmo deslocamento de 10% no C(I) (DODELSON; SCHMIDT, 2021). A linha
pontilhada na figura anterior mostra que as anisotropias em grandes escalas, aquelas com

[ < no/ns, receberam um grande impulso deste efeito Sachs-Wolfe inicial.

Posteriormente, o efeito Sachs-Wolfe tardio ocorreu quando os potenciais decairam
durante a época de energia escura em z < 1. Esse efeito tardio, portanto, é restrito a
escalas extremamente grandes (I < 30) e é pouco visivel ao plotar C(l) em uma escala
linear em [. A maneira mais direta de detectar esse efeito é correlacionar as anisotropias da
CMB de grandes escalas angulares com a estrutura de grande escala em baixos valores de

redshift. Aliando isso a uma escala logaritmica de [, chegamos ao resultado da Figura 50.

Figura 50 — O espectro de poténcia da CMB.
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Fonte: WINSTEIN (2003).

Os picos sao reflexos das oscilagoes actsticas no plasma. Podemos associé-los com
os modos harmonicos dessa oscilagao. O primeiro pico representa o harmonico fundamental
— a maior onda que poderia aparecer no meio. Sendo assim, ela define o tamanho do
Universo observavel, ou escala angular do horizonte. Os outros picos estao ligados aos
outros harmonicos. A conseqiiéncia dessa associacao é que podemos determinar algumas
das quantidades fundamentais do Universo (idade, composicao, geometria) com base no
numero, largura, altura e posigao dos picos (VILLELA; FERREIRA; WUENSCHE, 2004).

Podemos ilustrar essa representacao como na Figura 51.

10.8 Os parametros cosmoldgicos

A estrutura do espectro de poténcia das anisotropias da CMB depende de varios
parametros cosmolégicos. Desse modo, ao medi-lo com precisao, podemos restringir diversos

pardmetros importantes que, em muitos casos, apresentam degenerescéncias parciais (o
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Figura 51 — Representacao do espectro de flutuagoes de temperatura.
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efeito de variar um parametro pode ser imitado variando outros parametros de maneiras

especificas). Considere os sete parametros da CMB a seguir:

o Parametro de curvatura, Qx =1 — 2, — Q, (geralmente definido como sendo zero

no modelo de concordéancia).
o Amplitude do espectro primordial A;.
« Indice espectral escalar n.
» Constante cosmolégica, parametrizada por 2.
» Profundidade 6ptica na recombinagao 7,;.

« Densidade de barions Q,h?.

e Densidade de matéria escura Q.h2.

Em primeiro lugar, obviamente, nao estao inclusos nessa lista todos os parametros
cosmoldgicos possiveis, como as massas de neutrinos (cujo valor minimo experimentalmente
permitido é > m, = 0,06eV), a equagao de estado para energia escura w (fixada, nesse caso,
em -1 correspondendo a uma constante cosmoldgica) e os modos tensoriais (de amplitude
fixada em zero) (DODELSON; SCHMIDT, 2021). A principal razao para essas omissoes
de parametros é que os mesmos nao sao diretamente limitados pelo espectro de poténcia
da CMB: os efeitos dos neutrinos massivos e dos parametros ligados a energia escura sao

muito pequenos nos primeiros tempos.

Outro ponto importante é que se escolheu deliberadamente combinagoes especificas
de alguns desses pardmetros, por exemplo, Q,h%, e ndo €, e h separadamente. Observe que,

ao se adotar Qx e Qy além de Q,,h% = (Q, + Q.)h?, se considera efetivamente o pardmetro



Capitulo 10. As anisotropias da CMB 205

de Hubble, pois €, é fixado pela restricao €2, =1 — Qy — Qk. As densidades de matéria
fisica sdo muito mais relevantes para as anisotropias da CMB do que, por exemplo, o
parametro de densidade €2,,, e 0 mesmo vale para os barions. Finalmente, a densidade
de energia fisica de fétons 2,h? pode ser determinada através da temperatura da CMB.
Diante disso, podemos inferir que a época da igualdade a., ¢ essencialmente uma funcao

apenas do parametro ,,h>%.

10.8.1 A curvaturae A

O primeiro pico do espectro estd associado a curvatura e a energia escura. A
comparacao entre a escala de pico acustico prevista e a sua extensao angular fornece uma
medi¢ao da distancia do didmetro angular até a recombinacao. A distancia do didmetro
angular, por sua vez, depende da curvatura espacial e da historia de expansao do Universo.
A sensibilidade ao historico de expansao durante a época de aceleragdo ocorre através da
distancia radial que um féton percorre ao longo da linha geodésica. Com as densidades de
matéria e energia de radiacao medidas, o contribuinte restante para a taxa de expansao

H(z) é justamente a energia escura (HU, 2008).

Se o Universo nao for euclidiano, entao as linhas geodésicas de f6tons (que comegam
paralelas entre si) convergem ou divergem. Vamos supor que o padrao de heterogeneidades
estivesse em vigor na recombinacao tanto em um Universo euclidiano quanto em um
Universo aberto (uma aproximagao muito boa para pequenos valores de Q) (DODELSON;
SCHMIDT, 2021). Conforme mostrado na Figura 52, uma escala fixa (como a do primeiro
pico do espectro de poténcia, por exemplo) é projetada em uma escala angular muito
menor em um Universo aberto. Os picos, portanto, mudam para um valor de [ mais alto e

o oposto acontece em um Universo fechado.

Figura 52 — Diferentes comportamentos geométricos do Universo.

Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).
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Perceba que, em coordenadas coméveis (z,7), as trajetorias de fétons em um
Universo euclidiano s@o linhas retas (sélidas), enquanto aquelas em um Universo aberto
divergem (tracejadas). Note também que as perturbagoes oriundas da época da superficie
de tltimo espalhamento aparecem em escalas menores em um Universo aberto (fopen) do
que em um Universo euclidiano (6g,.). Conforme mostrado na Figura 53, é exatamente esse

resultado que ¢é obtido do calculo numérico. Essa figura mostra os espectros de anisotropias

Figura 53 — Comportamento do espectro de poténcia da CMB em func¢do dos valores de
Q.
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Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

em Universos euclidianos, abertos e fechados. Note que o padrao de picos e vales persiste em
Universos curvos, mas é deslocado para escalas menores para Universos abertos (5 > 0),
enquanto o oposto acontece para Universos fechados (Q2x < 0). Apenas Qg e 2, sdo
variados nesta figura, enquanto todos os outros parametros sao fixados em seus valores

para a cosmologia fiducial.

Em uma geometria curvada positivamente, os objetos estdao mais longe do que
parecem. Em um Universo negativamente curvado, os objetos estao mais préximos do que
parecem. Desde a deteccao do primeiro pico actustico, ficou claro que o Universo é quase
plano (HU, 2008). Em virtude da grande distancia até a superficie de ultimo espalhamento,
os picos da CMB respondem de forma muito sensivel a curvatura, resultando em uma
restricdo. As melhores restrigoes atuais para (g, obtidas pela combinagdo da CMB e
as sondas de estrutura de grande escala, estao no nivel de |Q2x| < 0,002 (DODELSON;
SCHMIDT, 2021).

Um Universo euclidiano é apenas um ponto no espago de parametros, o ponto
cuja soma das densidades de energia é exatamente igual a densidade critica (e somente
neste unico ponto). Esperamos, com isso, observar uma curvatura muito pequena (mas
diferente de zero), mesmo com o paradigma inflacionario. A inflagdo produz perturbagoes
em todas as escalas, incluindo aquelas apenas em nosso horizonte atual e a parte isotropica

de tal perturbacao na escala de horizonte aparece precisamente como curvatura, com
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Qi ~ (k/agHy)?*C (k) avaliado em k = H, (isso fornece mais uma justificativa para o
nome “perturbagdo de curvatura”). Dado o espectro invariante de escala aproximado para

C(k), a inflagao prevé que Qx deve ser um nimero aleatério com valor RMS de ordem
VA, ~10~* (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Alterar a constante cosmoldgica tem um efeito semelhante a curvatura, pois muda
as localizacoes dos picos devido a mudanca na distancia do diametro angular até a
superficie de ultimo espalhamento (lembre-se de que também se modifica Hy ao variar €24,
enquanto se mantém €2,,h? fixo, afinal, ambos sdo fenomenos tardios que nao influenciam
na recombinagdo) e esse argumento explica por que a restrigio da CMB para Qg é
parcialmente degenerada com aquela para 2,. Além disso, a mudanca também afeta a
contribuicao do efeito Sachs-Wolfe integrado em [ < 30, com os aumentos de A e de C(I)
nessas escalas, embora o poder de restricao desse efeito seja limitado devido a varidncia

cosmica.

10.8.2 Amplitude, indice espectral e profundidade 6ptica

O espectro de poténcia da CMB determina o indice de normalizagao inicial ng e
assim fornece um meio para testar o efeito da aceleracao na fungao de crescimento D(a). A
precisao desta determinagao é largamente definida pela reionizagao (HU, 2008). O efeito de
mudar a amplitude Ay e os indices espectrais ny das perturbagdes primordiais é bastante
simples de entender: mudar A, por um fator « significa multiplicar todos os C({) pelo
mesmo fator. Por outro lado, mudando ny — ng + « altera a pequena escala C'(I) por um
fator (1/1,)*, onde [, é o nimero de onda angular correspondente a escala k, (DODELSON;
SCHMIDT, 2021). O WMAP forneceu os primeiros indicios de um pequeno desvio no

espectro invariante de escala e as restrigdes atuais sao n = 0,965 + 0,015 (HU, 2008).

A opacidade fornecida pelos elétrons apds a reionizagao (que se associa a profundi-
dade éptica 7) suprime a amplitude observada dos picos em rela¢do a amplitude inicial
(HU, 2008). Com isso, devemos considerar o efeito da profundidade 6ptica. Apds a época
da recombinagao, o gas no Universo era neutro, no entanto, a maior parte do gas que se
observa no Universo tardio ¢ ionizado: nao se tem evidéncias de gas neutro nos espectros
de absorgao de quasares de redshift até z ~ 6 (entao, em algum momento, o gas teve que
ser reionizado: atualmente se acredita que isso aconteceu entre os redshifts z = 15 e z = 6)
(DODELSON; SCHMIDT, 2021). Apés a reionizagao, os fétons da CMB puderam espalhar
os elétrons (agora livres) novamente e, se o espalhamento fosse eficiente o suficiente ou,
em outras palavras, se a profundidade dptica na reionizagao 7,e; = 7(74p0s) para algum
tempo 74pss apos o final da época de recombinacao for alta o suficiente, a isotropia seria

restaurada e, de forma equivalente, as anisotropias primordiais seriam eliminadas.

Para estudar isso quantitativamente, vamos imaginar um féton viajando na direcao

da Terra com uma temperatura 7'(1+6), onde T" é a temperatura de fundo e 6 é a perturba-
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¢ao. Se esses fotons atingirem uma regido com profundidade éptica 7,.;, apenas uma fragao
e~ Trei escapara e continuara se propagando. Além destes, se observa uma fragdo 1 — e~ "re
espalhada no feixe enquanto percorre a regiao ionizada (ja que o espalhamento conserva o
nimero total de fétons) (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Esses fétons espalhados vém
de todas as dire¢oes, entao pode-se supor que eles tém temperatura média T'. Entao a

temperatura observada hoje é:

T(1+0)e ™ +T(1—e ™) =T(1+0)e 7. (10.53)

Subtraindo disso a temperatura média T', obtém-se que a anisotropia fracionéria sera
a primordial estabelecida em z ~ 1100 multiplicada por e~ <. O espalhamento, entretanto,
afeta somente aquelas perturbagoes dentro do horizonte no momento da reionizacao, entao
somente multipolos [ maiores que 7o/7; serdo suprimidos por e~ "i: pequenos valores de
[ nao serao afetados. Podemos ilustrar isso na Figura 54, que mostra o efeito no espectro

de poténcia da CMB da variagdo da profundidade 6ptica para reionizacao 7.;.

Figura 54 — Comportamento do espectro de poténcia da CMB em func¢ao dos valores de
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Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

Perceba que o aumento de 7,.; suprime as anisotropias em pequenas escalas, mas as
deixa inalteradas para [ < 100. Isso explica por que consideramos o efeito da profundidade
Optica na reionizagao junto com a amplitude e com o indice espectral: uma mudanca em
A, juntamente com ng, pode imitar amplamente o efeito de 7,.; (isto é, sdo variagoes
degeneradas), especialmente considerando o fato de que o erro oriundo da varidncia césmica,

no C(1) é maior em valores de [ baixos.

Por outro lado, a profundidade éptica quantifica como a amplitude do espectro de
poténcia primordial da CMB para altos valores de [ é suprimida. Os dados obtidos desse
espectro para altos valores de [ restringem, nao o valor de A,, mas sim o da combinagao
de parametros A,e~27<. Com os dados do Planck podemos restringir 7,.; (e, portanto, A,)

usando os dados de polarizacdo, mas também estimar os resultados finais para Aze=27e
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que é medido de forma robusta pelos espectros de alta independentemente do histérico de
reionizagdo (LEMOS; LEWIS, 2023).

10.8.3 As densidades baridnica e de matéria escura

O segundo pico do espectro de poténcia da CMB esta relacionado aos barions.
A razao entre as densidades numeéricas de barions e fétons controla a modulacao das
alturas dos picos impares por meio do efeito de carga de barions (aumento da densidade
de momento do fluido de béarions-fétons). O segundo pico representa a diminui¢ao da onda
acustica em um potencial gravitacional e, portanto, ha supressao na amplitude da onda
devido a inércia dos barions. Desde a primeira tentativa de detecgao do segundo pico, a
CMB colocou limites na densidade barionica: atualmente, sua medi¢ao, em grande parte
do WMAP fornece ,h? = 0,0227 £ 0,0006. Isso é suficientemente restrito para que os
erros associados ao horizonte sonoro e a forma do espectro de poténcia da matéria sejam
pequenos (HU, 2008).

Nesse caso vamos considerar um Universo euclidiano e compensar a mudanga nos
parametros de densidade através de €. Essas mudancas levam a variagoes consideraveis no
espectro de anisotropias: elas induzem um pequeno deslocamento relativo nas localizagoes
dos picos e dos vales no espectro, bem como alteram suas amplitudes. Para entender
esses efeitos devemos lembrar que, como as heterogeneidades nas escalas k aparecem em
[ = kno em um Universo euclidiano, entao os picos em um Universo euclidiano aparecerao
em [, ~ kyny ~ nmny/rs(n.), embora o valor real de [, seja da ordem de 25% menor)
(DODELSON; SCHMIDT, 2021). Os efeitos da mudanga da densidade baridnica sao

ilustrados na Figura 55.

Figura 55 — Comportamento do espectro de poténcia da CMB em funcao dos valores de
Qph2.
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Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

Nessa figura percebemos que os efeitos das variagoes na densidade baridnica sao

uma mudanga nas localizagoes dos picos, devido & mudanga no horizonte sonoro (),
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bem como modificagoes nas alturas dos picos. Além disso, nota-se que a razao entre
as alturas dos picos impares e pares é maior quando a densidade de barions é grande.
Outra mudanca provocada por k% é a reducdo do comprimento de onda da difusdo
(pois aumenta o modo de amortecimento kp), portanto, uma densidade de barions maior
significa que o amortecimento se move para escalas angulares menores, de modo que o
espectro de anisotropias em escalas [ > 1000 é maior em um modelo de altos valores de

O,h?%. Essa combinacio caracterfstica de efeitos permite restricoes muito rigidas para Q,h2.

O terceiro pico do espetro esta relacionado a matéria escura. Esse pico comega a
mostrar os efeitos da relacado matéria-radiacdo nas amplitudes dos picos actsticos. Além
disso, o decaimento do potencial gravitacional durante a dominacao da radiagao reduz o
efeito de carga de barions e altera as proporgoes entre as alturas do segundo e terceiro picos.
Restri¢oes associadas ao terceiro pico do experimento DASI representaram a primeira
evidéncia direta de matéria escura na época de recombinacao. As restri¢des atuais de
uma combinacao de WMAP e dados baseados em balao de alta resolugdo produzem

Qh? = 0,135+ 0,007 (HU, 2008).

Figura 56 — Comportamento do espectro de poténcia da CMB em funcao dos valores de
Q.h2.
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Fonte: DODELSON E SCHMIDT (2021).

s

Graficamente, o efeito de alterar a densidade de matéria escura fria Q.h% é o
ilustrado na Figura 56. Primeiramente notamos que as barras de erro sao tao pequenas que
s6 sdo discerniveis para [ ao redor e abaixo do primeiro pico (com isso, os parametros 2,h?
e Q.h? podem ser determinados com muita precisio). Nesse sentido, se percebe que parte
do efeito estd mudando as oscilagdes actusticas (uma vez que o potencial gravitacional
é dominado pela matéria escura), que é um efeito semelhante a uma modificacdo na
densidade de barions. Além disso, como a matéria escura afeta consideravelmente a época
de igualdade matéria-radiacao, influi diretamente na evolucao das perturbagoes (onde
h4d mais crescimento para maiores valores de Q.h%) e no efeito Sachs-Wolfe integrado

(que diminui para maiores valores de 2.h%, porque os potenciais decaem menos apés a
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recombinagao). Por conseguinte, a variancia C(l) é igualmente sensivel as variagoes dos

valores de OQh% e Q.h2.

Outra regiao importante do espetro de poténcia da CMB é a cauda de amorte-
cimento. Com base na historia térmica padrao do Universo e nas estimativas de teor
de matéria, os parametros que controlam os primeiros 3 picos também determinam a
estrutura da cauda de amortecimento em [ > 10%: a distdncia do didmetro angular até a
recombinacao, a densidade béarions ,h? e a densidade de matéria €,,h?. Quando a cauda
de amortecimento foi descoberta pela primeira vez pelo experimento Cosmic Background
Imager (CBI), ela forneceu suporte convincente para a modelagem teérica padrao da fisica
na recombinacao. Atualmente, as melhores restrigoes na cauda de amortecimento sao do
experimento Arcminute Cosmology Bolometer Array Receiver (ACBAR). A coeréncia
entre os picos de baixa ordem e a cauda de amortecimento pode ser usada para fazer
testes de precisao de recombinacao e qualquer fisica além do modelo padrao naquela época

(como restri¢oes na evolugao da constante de estrutura fina) (HU, 2008).

Com base nisso, conseguimos entender como se da o processo de obtencao de valores
dos pardmetros cosmologicos a partir do espectro de poténcia da CMB: primeiramente
obtém-se a curva experimental (através dos dados captados pelos satélites e/ou antenas) e,
em seguida, através dos modelos tedricos (e, naturalmente, com o auxilio de computadores)
vai-se alterando os valores dos parametros cosmolégicos. Os valores que fornecerem a curva
que melhor se ajusta a curva experimental sao tidos como os que melhor representam a

realidade.

Nesse sentido, o conjunto de dados obtidos pelo Planck trouxe uma maior solidez
ao 0 modelo cosmolbgico, por exemplo, delimitando alguns valores para os parametros
cosmolégicos supracitados (LEMOS; LEWIS, 2023), conforme listados na Tabela 3.

Tabela 3 — Valores atuais de importantes parametros cosmologicos.

H Parametro Simbolo ‘ Intervalo de valores (ACDM) H
Densidade baridnica Oph? 0,02218 £ 0,00013
Densidade de matéria escura Q.h? 0,1198 4 0,0012
Constante de Hubble H 67,22 + 0,45kms~'Mpc~*
Amplitude do espectro primordial | Aze=7i10? 1,877 & 0,010
Indice de normalizacao espectral N 0,9633 4+ 0,0039

As flutuagoes de todos os testes parecem ser derivadas de distribuigdes Gaussianas,
apesar da probabilidade de exceder esse valor ser inferior a 5%. Além disso, cabe destacar
que o WMAP confirmou a observacao do COBE de uma poténcia inesperadamente baixa
nos multipolos mais baixos. A equipe do WMAP afirma que este efeito vai muito além das
estatisticas: o quadrupolo tem pouca poténcia e parece estar “alinhado” com o octupolo

(WINSTEIN, 2003). Esse fendémeno é conhecido como “quadrupolo anémalo” e pode estar
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associado a variancia césmica.



OLHANDO PARA O UNIVERSO ATRAVES DA
RADIACAO COSMICA DE FUNDO

CAPITULO 11
A POLARIZACAO DA CMB

“A CMB ¢ a encarnagdo da luz restante de um
Universo primitivo deslumbrante e escaldante”.
(Neil deGrasse Tyson)
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11 A polarizacao da CMB

11.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“A polarizagao da CMB” tem o objetivo de trazer uma abordagem mais quantitativa
acerca da propriedade de polarizagao da CMB, que ¢é de extrema importancia para a
obtencao de restrigbes para os valores dos pardmetros cosmoldgicos. Além disso, esta
parte contém detalhes mateméticos essenciais para a obtencao das expressoes de C(I) e de
0T/T e, por fim, apresenta e caracteriza diversos poluentes cosmolégicos, que influenciam

diretamente no sinal da CMB detectado nos experimentos.

11.2 Os parametros de Stokes

A CMB, juntamente com as demais ondas eletromagnéticas, tem a possibilidade
de ser polarizada, isto é, de ter algumas de suas orientacoes de vibragao “selecionadas”.
Por exemplo, se considerarmos que o vetor unitario k (que estd na mesma dire¢ao do eixo
z) determina a dire¢do de propagacao de uma onda, entao a extremidade do vetor campo
elétrico E da onda eletromagnética pode descrever: uma linha reta (polarizagao linear),

um circulo (polarizacao circular) ou uma elipse no plano zy (polarizacgao eliptica).

Primeiramente podemos decompor E em duas dire¢des ortogonais quaisquer, deter-
minadas por uma base de vetores unitarios composta por é; e é (no plano xy, digamos).

A partir disso, podemos definir:

E = E\é) + E»é,, (11.1)

onde:
Ey = ajsen(wt — kz), (11.2)
Ey = agsen(wt — kz — 0). (11.3)

Destacamos que a; e as representam as amplitudes de E nas direcoes €1 e €5, w
é a frequéncia angular da oscilacao, k é o nimero de onda e § representa a diferenca
de fase entre E; e Fy. Perceba que nao estamos levando em conta o comportamento do
campo magnético, mas isso nao tem relevancia, pois podemos selecionar E ou B para
estudar a polarizagdo da CMB (em razao das interagoes elétricas serem mais intensas que
as magnéticas, estamos escolhendo trabalhar com E) Porém, se for desejado, podemos

obter um a partir do outro usado a relagao:

B = eu(k x E), (11.4)
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em que € representa a permissividade elétrica do meio, pu é a permeabilidade magnética e 1
=1, 2.

Para entendermos satisfatoriamente como funciona a polarizacdo da CMB, se torna

conveniente fazermos uso dos parametros de Stokes, definidos como:

I =a3+ a3, (11.5)
Q=dt—a, (11.6)
U = 2ayas cos(0), (11.7)
V' = 2ayaz sen(9). (11.8)

Nesse ponto, vamos calcular a razao entre os campos elétricos e suas amplitudes

em (11.2) e em (11.3), aplicar uma relagdo na outra e obter:

E? <2E1E2

at

> cos(d) + By _ sen”(6). (11.9)

a1asy a3

Aqui, notamos que a expressao acima é a equacao de uma elipse (a elipse de polarizagao)
cujos eixos maior e menor nao coincidem com os eixos do sistema de coordenadas e que

pode ser representada matricialmente como:

v el \ (B 2
(Bv B2 )| Sy 8 5 = sen?(6). (11.10)

Se queremos estudar as propriedades de uma elipse, a melhor forma de fazé-lo é
colocando a elipse na forma canoénica. A equagao canoénica dessa elipse seria (GUAITOLINI
JUNIOR, 2012):

L — 2 = sen?(d), (11.11)
com sen(d) # 0 ou, na forma matricial:
- A% 0 By 2
(B Ey) ( 0 ) ( B ) = sen?(6). (11.12)

Assim, vamos buscar relagdes entre os dois sistemas de coordenadas (com linha e sem
linha) que nos permitam descrever a elipse de polariza¢do, em termos de E; e Es ou de
Ej e EY. Se ¢ for o angulo de rotagao do sistema de coordenadas (F;, Es), entao para

obter a equacao da elipse na forma canonica podemos fazer a associacao:

( B, ) _ ( cos(tp)  sen(d)) ) ( 2 ) (11.13)
E, —sen(¢)) cos(v) By | |
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Aplicando (11.13) em (11.12), calculando os determinantes associados as matrizes
que representam a elipse de polarizacao e observando que eles sao invariantes sob uma

transformacao de sistema de coordenadas, chegamos a relacao:
A2 AZsen?(8) = alaj. (11.14)

Analogamente ao caso do determinante, o traco da matriz também é invariante sob
transformagoes de sistema de coordenadas. Se igualarmos os tragos das matrizes nos dois
sistemas de coordenadas e realizarmos algumas manipulacoes algébricas, teremos o seguinte
resultado: 5 o 5 1o

ayas A7 A3

= . 11.15
Frd - AT+ A (1L.15)

Agora, vamos aplicar (11.14) em (11.10) para determinar o &ngulo para o qual a

matriz assume uma forma diagonal, de uma elipse candnica. Para isso, devemos ter:

1 1 1 cos(d) cos(2v) 2a1as
5 Sen(2¢) <a% — a%) — T =0 — tan(2¢) = a% — a[% COS((S). (1116)
Manipulando essa expressao, obtemos:
sen(2y) = sen(2a) sen(d), (11.17)

em que: tan(a) = ag/a; e tan(y) = £As/A,. Para relacionarmos esses termos com os
parametros de Stokes, vamos tomar (11.5) como sendo a intensidade total do vetor campo
elétrico e realizar algumas manipulag¢oes para comparé-la com (11.16) e com (11.17) para

obter:
(a3 — a3)* = I? cos?*(2¢) cos?(2x) — @ = I cos(21) cos(2x). (11.18)
Novamente utilizando a expressao (11.16) e a rela¢do acima, vem:
2a1a9 cos(d) = I sen(2y) cos(2x). (11.19)

Com base nisso, podemos agrupar os termos anteriores e formar o vetor de Stokes:

I ai + a3 I

Q| _ a? — a3 _ | Tcos(2) cos(2x) (11.20)
U 2ayas cos(9) Isen(21)) cos(2x) | '

1% 2a;assen(d) I'sen(2y)

11.3 A esfera de Poincaré

A partir das defini¢des dos parametros de Stokes percebemos que todos tém a
mesma unidade de medida (que é a unidade de medida de campo elétrico ao quadrado).

Além disso, vimos que apenas trés parametros definem a elipse de polarizacio, podendo ser
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os valores dos semi-eixos maior e menor e o angulo de inclinacao ou entao os valores das
amplitudes do campo elétrico em cada eixo e a diferenca de fase entre eles (GUAITOLINI

JUNIOR, 2012).

A primeira relacdo que conecta os parametros de Stokes é: I? = Q? + U? +
V2. No entanto, cabe destacarmos que essa expressao é vilida somente quando a onda
eletromagnética se encontra completamente polarizada porque, nesses casos, os parametros
@, U e V podem ser representados pelas coordenadas de um ponto sobre uma superficie
esférica de raio I. A referida superficie esférica, que conecta todos os parametros de Stokes e
que nos permite analisar o estado de polarizagdo de uma onda eletromagnética, ¢ chamada

de esfera de Poincaré. Observe a Figura 57.

Figura 57 — Coordenadas de um ponto na esfera de Poincaré.
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Fonte: JUNIOR (2012).

E possivel estudarmos a polarizacio da onda eletromagnética utilizando um sistema
de coordenadas no qual a elipse esta rotacionada (cujas varidveis a serem consideradas
seriam § e «) ou aquele no qual a elipse estd na forma candnica (cujas varidveis a serem
consideradas seriam x e 1). Nesse ultimo caso podemos determinar um ponto na esfera
de Poincaré pela sua longitude 21 e pela sua latitude 2y (ponto P) ou entao por « e §

(ponto M), ambos representados na Figura 57.

Outro elemento importante no estudo da polarizacao da CMB é o grau de polariza-

W
¢ +§] Ve (11.21)

¢ao da onda, definido como:

G —

Quando o vetor de Stokes corresponde a uma onda nao polarizada teremos () =

U=V =0, que é exatamente o centro da esfera de Poincaré, e nesse caso G = 0. Se
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V' =0, entao x deve ser igual a 0 ou entao a 7 e nesse caso o campo elétrico fica em
um dos eixos principais, sendo linearmente polarizado (GUAITOLINI JUNIOR, 2012).
A partir disso podemos inferir que a polarizagao sera completamente determinada pelos
parametros @ e U e que o grau de polarizacdo linear pode ser escrito assim:
VT

G = 7

(11.22)

Com isso, percebemos que os pontos do equador da esfera de Poincaré representam
as ondas que estao polarizadas linearmente. Se tivermos ) = U = 0, entao teremos que v
deve ser igual a =7 e, nos casos em que os semi-eixos sao iguais, o campo elétrico descreve
um circulo e dizemos que a luz é circularmente polarizada. Como, nesse ultimo caso, apenas
o parametro V se torna relevante, entdo podemos escrever o grau de polarizacao circular

COIMoO:

Go = —. (11.23)

Na esfera de Poincaré as polarizacgoes circulares sao representadas pelo polo norte
e pelo polo sul. Além disso, o grau de polarizacao G é dado pela distancia do ponto P
(ou M, dependendo do sistema de coordenadas utilizado) ao centro da esfera de Poincaré.
Ja o sinal de x ird determinar se a polarizagao esta orientada para a direita ou para a
esquerda. O hemisfério superior (x > 0) representa polarizagoes orientadas para a esquerda,
enquanto o hemisfério inferior (xy < 0) apresenta as polarizagoes orientadas para a direita
(GUAITOLINI JUNIOR, 2012).

Figura 58 — Possiveis estados de polarizacao de uma onda eletromagnética.

Clrcular

Fonte: JUNIOR (2012).

A Figura 58 ilustra os trés estados de polarizacao citados anteriormente. Nessa figura,

os padrdes observados por um referencial frontal a propagacao da onda sao representados
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nos planos horizontais em cada uma das polarizagoes: perceba que na figura da esquerda o
campo elétrico descreve uma linha reta (e a polarizacao é dita linear), na figura do centro
descreve um circulo (polarizagao circular) e na figura da direita o campo descreve uma

elipse (a polarizagao é eliptica).

Por outro lado, quando estivermos analisando uma radiacao parcialmente polarizada,

entdo a equagao que conecta os parametros de Stokes deve se tornar uma desigualdade:
I’>Q*+U*+V? (11.24)
0 que representa um ponto interior a esfera de Poincaré.

No laboratoério, os parametros de Stokes sao medidos através da analise das intensi-
dades transmitidas por combinag¢des de polarizadores. Contudo, em situagdes praticas nao
conseguimos medir o vetor campo elétrico ciclo a ciclo, uma vez que estamos lidando com
frequéncias muito elevadas e a luz geralmente é formada por uma superposicao de muitas
ondas de frequéncias diferentes, nao possuindo uma relacao de fase fixa entre si. Por isso
tomamos apenas médias temporais desses pardmetros (GUAITOLINI JUNIOR, 2012).

Quando pudermos considerar o campo elétrico total como uma superposi¢cao dos
campos elétricos elipticamente polarizados de cada onda, entdo os parametros de Stokes
sdo independentes, devem ser medidos separadamente e obedecem a relagao (11.24). Por
exemplo, quando Q = U = 0, ndo necessariamente teremos I =V e G¢ = 1 (isso ocorreria
somente se os parametros estivessem conectados, ou seja, se a expressao (11.24) fosse
uma igualdade). Apesar disso, os pardmetros de Stokes aparecem como um ferramental

importante no estudo da polarizagao e, consequentemente, das propriedades fisicas da

CMB.

11.4 A polarizaciao de campo da CMB

11.4.1 Alguns elementos das polarizacoes

Como ja mencionado, existem trés tipos de perturbacoes: escalares, vetoriais e
tensoriais. Da mesma maneira que uma onda eletromagnética, uma perturbacao tensorial

hij(x,n) pode ser decomposta em duas polarizagoes lineares da seguite maneira:
P
g, m) = 3 hoy (e (), (11.25)
)

onde eg;‘)(l%), com A = @ e ®, representa os dois estados de polarizacao linear possiveis,
obedecendo a relacao: ez(;\)e%\/) = 26" (GUAITOLINI JUNIOR, 2012). Se adotarmos um
conjunto de trés vetores ortonormais, composto pelo vetor k (que indica a diregao de

propagagao) e por dois outros vetores a e B, podemos definir:

ei; (k) = (@aa; — bidy), (11.26)
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em que a; representa a i-ésima componente do vetor a.

Como exemplo, vamos admitir que a dire¢do de propagacao da onda coincide com a
de 2 e que os vetores unitarios k, a e b podem ser escolhidos como: k = (0,0,1),a = (1,0, 0)
e b= (0,1,0). Desse modo, de acordo com o que definimos para os vetores (’-\)(/%) teremos

© =160 = ® — O =@ =8 = ® _
os seguintes resultados: €, = 1,6, = —1,€; = 1ee = —Lle, =€, =€, =¢, =0

Nesse ponto, vamos elevar a perturbagao (11.25) ao quadrado e usar a propriedade
(A ()
ij

dos vetores polarizagao €;;"€;; = 26 para obter:

hij<x777)hij(xv 77) = 2{[h@(1‘7 77)]2 + [hx ({L’, 77)]2} (1128)

As vezes queremos “converter” uma polarizagao linear em uma circular, e podemos fazer

isso usando a seguinte relacao:

sq. 1 A A

e " = 7leii (k) +ie(R)], (11.29)
; 1 ~ “

&) = —_[eB(k) — i (h)). (11.30)

Aqui, podemos notar que os vetores polarizacao supracitados sao o complexo
. Es D Dir. E
conjugado um do outro: egj )y = e( ") e egj )y = £J *) No entanto, esperamos que

a rotacio de um angulo o no plano ortogonal a k = k/|k| produzird também uma

transformacao nos vetores unitarios a e b:

d' = cos()a + sen(a)b, (11.31)

~

b = —sen(a)d + cos(a)b. (11.32)

Na mesma linha, esperamos também que as transformacoes mudem os vetores polarizagao
€, que devem se tornar:

€, = cos(20)€;; + sen(2a)ef; (11.33)

€ij»

&, = —sen(2a)e + cos(2a)e;;

v

(11.34)

zg7

-®
onde (—:j e €

polarizagoes circulares, teremos as seguintes transformagoes:

representam as duas polarizagoes lineares transformadas. Em relacao as

~£f)s¢1) 6—2za655q , (1135)
~(Dir. i Dir.
61('j ) — o2 €D (11.36)

A partir dessas relagoes de transformacao da polarizagao circular do campo ele-
tromagnético podemos construir entes fisicos importantes no estudo da CMB, como os
modos F e B.
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11.4.2 Sobre a polarizacao da CMB

Vamos iniciar o estudo da polarizacao da CMB admitindo que um campo de

radiacao eletromagnética pode ser representado pelo tensor de polarizacao II;;, dado por:

em que I; e IJj representam as componentes do vetor campo elétrico. Por conveniéncia,
vamos fazer a direcao ¢ coincidir com o eixo x, a dire¢do j coincidir com o eixo y e a
dire¢do de propagacao sendo 2. Com base nisso, as componentes do tensor de polarizacao

assumem a forma matricial:

E.|? E,E*
EyEz |Ey’

Nesses termos, os parametros de Stokes podem ser reeescritos como:

I =|E*+|E,, (11.39)
V = 2Im[E,E?), (11.40)
U =2Re|EE,], (11.41)
Q= |E[ — B, (11.42)
de onde podemos obter:
|E|* = Ji;cg, (11.43)
I —
=32 (11.44)
. U
Re[ELE,] = o (11.45)
Im[E,E}] = ‘2/, (11.46)
@@:U;W %(@@VZU;V (11.47)
A partir disso, podemos modificar a relagdo (11.38) para:
1( I U—iV
m,— L 179 SERP (11.48)
2\ U+iV 1-Q

que, com algumas manipulacoes, pode ser escrita em termos das matrizes o de Pauli:

1. (10 1 0 —i 1 1 0 1 0 1
M = —1 + =V + = + U . 11.49
72 (0 1) 2 (i 0 ) 2Q(o —1) 2 (1 0) ( )

Ou ainda: .
Hij :§(I+U01—|-VO'2—|—Q03). (1150)
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Nesse ponto podemos efetuar uma rotagao de um angulo a no plano ortogonal a
diregdo de k, transformando os pardmetros de Stokes. Apods essa operagdo observamos que
os parametros I e V sdo invariantes sob rotagoes e que, do contrario, os pardmetros () e

U se transformam com « da seguinte maneira:

U = cos(2a)Q + sen(2a)U, (11.51)

Q = —sen(2a)Q + cos(2a)U. (11.52)

As relagoes (11.51) e (11.52) mostram que a polarizagdo dos fétons observados
muda para uma rotagao no plano ortogonal a direcao de propagacao. O que nés queremos
nesse ponto é construir grandezas que sejam invariantes sob tal rotacao, e que as ondas
eletromagnéticas observadas permanegam com a mesma polariza¢ao independente de uma
possivel rotacao do eixo de observagao, por exemplo. Com uma tal grandeza, quaisquer
dois observadores efetuando medigoes corretas devem concordar em suas observagoes,
independente da montagem de seu aparato observacional (GUAITOLINI JUNIOR, 2012).
Da mesma maneira que fazemos na eletrostatica (onde VxE=0eV. -B= 0), vamos
tentar construir entes invariantes sob tranformagoes no sistema de coordenadas: os modos

E e B de polarizacao.

11.5 Os modos E e B

Os modos de polarizagao que iremos construir a seguir surgem das propriedades
primordiais do nosso Universo. O modo F de polarizacao dos fétons surge naturalmente
do espalhamento Thomson em um plasma heterogéneo. J4 o modo B de polarizagdo nao é
causado apenas pelo espalhamento no plasma, mas também é um sinal da inflagdo, sendo
uma maneira indireta de determinar a densidade de ondas gravitacionais primordiais.
Contudo, o modo B ainda nao foi medido e deve ser um sinal muito fraco (GUAITOLINI
JUNIOR, 2012).

Como vimos anteriormente, os parametros de Stokes nos fornecem informagoes
sobre os estados de polarizagao da radiacao eletromagnética. Com base nisso, se existem
flutuagoes na geometria do espaco-tempo, entao esperamos que os estados de polarizagao
sofram alteragoes e que as medi¢oes sejam modificadas em relagao ao caso sem perturbagoes.
Nessa linha, os experimentos com a CMB buscam compreender as flutuagoes dos parametros
de Stokes, devidas as perturbagoes da geometria. As flutuagoes A dos pardmetros podem

ser decompostas em combinagoes lineares dos modos escalares (E), vetoriais (V) e tensoriais

(T):

Ar(ayn) = A () + AV (2, ) + AP (2, ), (11.53)
Ag(i,n) =AY (A,n) + AY (A, n) + AS (A, ), (11.54)
Ag(,n) = AJ () + AL () + A (1, m). (11.55)
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Perceba que nao ha uma equagao para a perturbacao do parametro V', porque nao

esperamos uma polarizacgao circular para a CMB. Nesse ponto, vamos definir as expressoes:
Ay (f,n) = Dg(n,n) + iy (R, n), (11.56)

A—(ﬁa 77) = AQ(ﬁv 77) - ZAU(TAIW 77)a (1157)

e observar que elas se transformam como (11.35) e (11.36), ou seja:

A:I:(ﬁ777) = eq:%aA:l:(ﬁﬂ’l)' (1158)

Esse tipo de transformacao ¢ caracteristico de fung¢oes com peso de spin 2, de maneira
que Ai(ﬁ, n) poderao ser decompostos em uma base formada por esféricos harménicos
de spin 2. Isso ocorre pois essas quantidades apresentam carater tensorial (GUAITOLINI
JUNIOR, 2012). Portanto, se trabalhamos com as perturbagoes de intensidade do campo
eletromagnético, entdo podemos fazer uma expansao em termos dos harmonicos esféricos

usuais (de spin 0) como:

) = aj,Yim(R), (11.59)
Ilm
onde temos:
ol = /Y NG (11.60)
Analogamente, para o caso de Ay podemos fazer a seguinte expansao:
AL(,n) = Ao imYeom(R), (11.61)
Ilm
em que:
aiZ,lm = /Y:I:Q,lm(ﬁ)A:t<ﬁvn)dﬁ' (1162)

A expansao nesse caso foi feita utilizando uma base formada por harmonicos
esféricos de spin 2 (Yig;,). A partir desses objetos matematicos com peso de spin 2
podemos obter quantidades com peso de spin 0, utilizando operadores que atuam nos
harmonicos esféricos de maneira analoga a atuacao dos operadores de criacao e aniquilagao

em autoestados na mecanica quantica. Com base nisso, tendo em maos os operadores

(GUAITOLINI JUNIOR, 2012):

L%.(7) = —(send)® [ag + (seiﬁ) 84 (Serll o (11.63)
L (7) = —(Senle)s {a(, _ <S n9> (94 (senf))", (11.64)

podemos construir as seguintes quantidades com peso de spin 0:
Ap(in) = =3 (LU @A (@, 0) + L@ @A @)}, (1165)
Ap(in) = 5 {LY@)LE @)D (0, m) = L@ LT @A)} (11.66)



Capitulo 11. A polariza¢io da CMB 224

Essas grandezas sao chamadas de modo E' e modo B de polarizacao. Esses parame-

tros podem ser escritos em termos de séries de harmonicos esféricos usuais:

Ap(,n) =3 NPV (h), (11.67)
Im

Ap(,n) =3 NPV, (0), (11.68)
Im

em que: N; = \/(l —2)!/(I + 2)!. E seus coeficientes a;,, sao:

1

ajy) = _§<a2,lm + a—24m), (11.69)
?

az(ﬁ) = §(a2,lm — a_21m). (11.70)

Apos isso, podemos utilizar os operadores L, e L._ para obter:

m

Al = / (LD @)LP ()AL ()] + LD @)L (R)A - (, )] Hdi, (11.71)

“”-”Vl [V LD @O @A (0] = LTV @ET? M)A (@ n)]}da. (11.72)

A partir dos coeficientes a;,,, da expansdo em harmonicos esféricos das tempraturas
dos modos E e B podemos obter os espectros de poténcia angular C(1) associados a
cada uma dessas grandezas (correlacionando TT, EE ou BB) ou ao cruzamento delas

(correlacionando TE, TB ou EB). De maneira geral, temos que:

. 1 ! N
O = = 3" (@l al)y, 11.73
l 21 +1 m:_l< Ilm lm> ( )
em que: i ej =T, E ou B. E importante ressaltar que o modo B de polarizagio nao é
gerado por perturbacoes de densidade de matéria, mas apenas por flutuac¢oes tensoriais,

que estao associadas as ondas gravitacionais.

11.6 Comentarios sobre o calculo de 67'/T e dos C(1)'s

O nosso objetivo nessa secao é trazer topicos importantes na deducao de dois
parametros fundamentais para o entendimento do espectro de poténcia da CMB: a variagao
fracionaria de temperatura do Universo (67'/T") e o espectro de poténcia angular (C(1)).
Em razao de o desenvolvimento matematico para a deducao desses entes ser robusto, nao
¢é conveniente trazé-lo com detalhes nesse trabalho, mas citamos que uma dedugao mais
detalhada pode ser encontrada em (GUAITOLINI JUNIOR, 2012).
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11.6.1 Uma breve revisao

De maneira geral esperamos que os fétons que foram emitidos de diferentes pontos
da ultima superficie de espalhamento sejam detectados com energias distintas, a depender
das interagoes com as nao-homogeneidades existentes no caminho até a Terra. Além disso,
como o planeta (que é o observador) possui certa velocidade em relagao ao referencial
comével, entao os fétons que vém de diferentes regioes celestes vao sofrer desvios, o que
nos leva a crer que existe uma dependéncia angular nas observagoes. Por outro lado, se a
radiacao sofrer algum espalhamento no caminho e se a matéria que a espalhou também
possuir uma velocidade, entao existira um efeito semelhante ao caso anterior. Todos
esses fendmenos que discutimos causam desvios na temperatura do espectro, em relagao
a temperatura T do Universo hoje, de acordo com a direcao observada do céu e essa

dependécia direcional da temperatura pode ser representada por 7' = T'(0, ¢).

Nessa direcao, as anisotropias da CMB sao ditas primarias quando as perturbagoes
se originaram antes (ou durante) o desacoplamento da radiacao. Um exemplo desse tipo
de anisotropia pode ter ocorrido quando o potencial gravitacional variou na superficie de
ultimo espalhamento: isso causou a emissao de fétons de diferentes pogos de potencial,
que sofreram diferentes perdas de energia de acordo com o local da emissdao. Além disso,
classificamos as anisotropias como secundarias quando as perturbagoes surgiram apds
o desacoplamento entre matéria e radiacdo. Como exemplo de anisotropias secundarias
podemos citar os processos astrofisicos (que perturbam a radia¢ao) que ocorrem no caminho
percorrido pelos fotons até a Terra, resultando em desvios de um espectro de corpo negro

perfeito.

Trabalhando em um espago-tempo regido pela métrica FLRW perturbada:
ds® = dt* — a*(t)[6s; — hij(z,t)]dz’da?, (11.74)

conseguimos encontrar expressoes para as anisotropias angulares devidas ao movimento
relativo entre a Terra e o referencial comével e também podemos estimar as flutuagoes
devidas aos diferentes potenciais gravitacionais que atuaram sobre o féton (tanto no
momento de sua emissao quanto de sua detecgao). O termo h;; acima é a perturbagao
(linear, isto é, os termos de segunda ou maior ordem serdo desprezados) da métrica de um
Universo homogéneo, isotropico e plano. O féton foi emitido em um tempo ¢t = ¢, e chega

ao observador em t = {y, viajando sempre em uma linha geodésica nula.

Por fim, cabe lembrarmos que um observador na origem de um sistema de coorde-

nadas vai observar que o féton esta, em algum tempo ¢, na posicao:
r' = n'n(t), (11.75)

em que o vetor n' representa um vetor unitario cuja direcao coincide com a da geodésica,

nula.
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11.6.2 Sobre a variacdo fracionéria de temperatura 7'/T

Se existem dois observadores analisando determinado f6ton, localizados ao longo de
sua trajetdria, um em x° e o outro em x* + dz°, a expressao que nos da a distancia prépria
entre eles em funcao de ¢ sera (GUAITOLINI JUNIOR, 2012):

ol = (—gz‘jinj)% =al(d;; — hij)5xi5xj]%. (11.76)

Como vimos anteriomente, z* o< n’, entdo, se considerarmos apenas o primeiro termo (o

linear) da expansao acima, chegamos a:
1 i
ol x a (1 — Ehijn n ) : (11.77)

Portanto, a velocidade relativa entre os dois observadores é:

st a1,
_ — (2 _Zh nind 11.
v=" (a Shignin ) (51), (11.78)

em coordenadas naturais (¢ = 1) e onde §t representa o tempo que o féton leva para
percorrer uma distancia /. Para relacionar o desvio na frequéncia dv medido para um
féton com a componente espacial da quadrivelocidade relativa entre dois observadores,
vamos considerar perturbagoes de primeira ordem e escrever (GUAITOLINI JUNIOR,
2012):
LAY 1hi-rﬁ'nﬂ'ét. (11.79)
v a 2

O primeiro termo acima representa o desvio oriundo de um Universo descrito pela
métrica FLRW. Podemos, ainda, reescrever a equagao acima como:

5(1/’/;) = ;hijninjét. (11.80)

Aqui podemos lembrar que a Lei de Wien para corpos negros nos diz que o produto
do comprimento de onda pela temperatura absoluta é constante, de modo que podemos

escrever a relagao 01 o dv e obter, com isso:

6(Ta) 1, i

Integrando temporalmente esse resultado (em todo o caminho percorrido pelo f6ton), desde

a sua emissdo (em t.) até sua observagao em (ty), teremos:

fo d(T(I) 1 to i Tobsaobs 1 to . i g
/te Ta — 3 5 hijn'n’dt — ln( ” ) = Q/te hijn'n’dt. (11.82)

!¢ a partir da Lei de Wien vemos que a

Se nao existem perturbagoes, v < a~
temperatura pode ser colocada simplesmente como T o a™ !, fato ja utilizado quando
descrevemos a perda de energia da CMB. Os fétons emitidos quando a temperatura do

Universo era T, apareceriam hoje como uma radiacao de corpo negro com temperatura
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Teae/aos = To (GUAITOLINI JUNIOR, 2012). Em fungao disso observamos a CMB com
uma temperatura tao baixa, embora ela tenha sido emitida em uma época de altissimas
temperaturas: ele viajou todo o caminho “lutando contra” a expansao do Universo e

perdendo energia, até ser detectada na Terra.

Matematicamente podemos expandir o logaritmo de (11.82) assim:

Tobsaobs> <Tobs> TO + 0T oT oT
1 =1 =In|———|=In|l1+—+ |~ — 11.
n( T.a, "\, "\ Ut ) Ry (11.83)
e obter: 57 o
1 1 ;
= " nj/ hijdt = oM 'n’ /te [ 825] (t,nk,n)l dt. (11.84)

Essa expressao ¢é geral e é valida para qualquer modelo cosmoldgico com curvatura k£ = 0.
A partir dela, uma vez que conhecemos a forma das perturbacoes h;;, podemos calcular
0T /Ty e confrontar os resultados tedricos oriundos do modelo adotado com os dados

observacionais obtidos experimentalmente.

11.6.3 Sobre o espectro de poténcia angular C'(])

O célculo dos C(1)’s é extremamente relevante para o estudo das anisotropias da
CMB, pois é a partir do formato desse termo que podemos comparar teoria e observacao
e, com isso, selecionarmos os melhores modelos cosmolégicos. Em termos matematicos,
vamos partir da equagao (11.84) modificada, onde deixaremos de trabalhar com o tempo
cosmico t e passaremos a usar o tempo comoével 7. Considerando, novamente, que os fétons
foram emitidos em um tempo 7, e detectados em 7,, entdao a variacdo da temperatura com

relacdo ao valor T' (nao perturbado) é dada por:

2/“}1 <ah” i >dw (11.85)

em que wy; = N, — N, w = 1N, — N € € é um vetor unitario que caracteriza uma diregao
particular de observagao. Dessa maneira, podemos escrever de forma geral (GUAITOLINI

JUNIOR, 2012):

L IR

\_/

(w)C%(nO)eiki(eiw+mi)

g

(11.86)
_l_f,i*(w)czf(no)e ik; (el wtat }dkzdw

onde C' representa uma constante de normalizacao que depende do comprimento de Planck,
por estar relacionada com a quantizacao de ondas gravitacionais e k é o vetor de onda
adimensional e independente do tempo (GUAITOLINI JUNIOR, 2012). Perceba que o

somatoério acima leva em conta todos os possiveis estados de polarizacao linear: s = @ e
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®. Além disso, cabe destacar que fi(w) e fi*(w) sao fungdes que obedecem as seguintes

equacoes:
(k2 — ) fr =0, (11.87)
fefo+ ffn =14 (11.88)
Por outro lado, os entes c;(n) e czj(n) representam os operadores quanticos de

aniquilagao e de criagdo associados as classes e estados de polarizagao, definidos como:

d—nc% = —ilc;, H, (11.89)
d st __ .r st
%CE = —Z[CE 7H], (]‘190)

que sao as equagoes de Heisenberg do movimento, onde H é a hamiltoniana que determina
a dinamica do sistema em questao. Quando o operador c; atua sobre |0) o resultado é
igual a zero. Nessas situagoes |0) é o estado de vacuo do sistema e 7 é algum tempo inicial
onde os operadores foram tomados (GUAITOLINI JUNIOR, 2012).

O proximo passo é a obtengao da fungao de correlacao angular entre dois pontos

cujas direcoes sao separadas por um angulo ¢ no céu:

(0]2-(6) 2 @)]0), (11.91)

que, usando a equagao (11.86) para as diregoes €] e €5, fornece:

oT

012 @) 2 (@) /““/“l/m/*"w_fzz% Jela(P)

s s * [ =\ ik (el wxt)  —ip;(ebo+at 11.92
< {0lct(m)etd () [0) () £ @) etetatmimtegonat (H1.92)
x etelekel dwdw dpdk.

Rearranjando e calculando alguns dos termos acima, chegamos a:

om0

< eikileiw—ei@) Z {Efj(lg)eilejll {ekl(lg)%%} dwdivdk.

S

(11.93)

Nesse ponto se pode calcular os vetores € de polarizagao, definir trés coordenadas
para os vetores €1 = (a,b,c) e €& = (o, 3,7), transformar a integral espacial de k em
4mk2dk (usando a simetria esférica) e calcular alguns produtos escalares e integrais para

chegar a:

<0|f( )‘LT )|0) = 82 /wl /wl /m Jil S*;k)Wd dodk, (11.94)
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em que:

1
2

1 9 T _
W—2(3cos J 1)(2) z

ot

Js(2) + (k@) (kw) cos (cos? 5 — 1) (g) ()

N

+;(l~c@)2(/€w)2(00825—1)2 (7;) 2 (2),

e também:

J=>"[e;(k)etel] [en(k)ehe] (11.96)

Calculando os termos de W, usando os polinémios P;(cos ) de Legendre e obser-

vando a relagao do espectro de poténcia angular:

C(0) = (01 (0160) - (B202)]0) = 3 2

l1

C), P, (cosa). (11.97)

tem-se:

1 fp(w) Dy (k)
0 V2 (kw)?

Usando a relacao entre as fungoes de Bessel j; e J:

jilkn) = ,/2;7Jl+;<kw>, (11.99)

podemos escrever o espectro de poténcia angular da CMB em termos de fungoes de Bessel

2
dw!| dk. (11.98)

C) = 203C2[I(1 + 1) — 2J1(1 + 1) /OOO %

esféricas:

o fi(w) k) | |
/O o G| (11.100)

De posse desse resultado analitico podemos confrontar as previsoes tedricas com os dados

C(l) = 4x2C2[I(1 + 1) — 20101 + 1) /OOO 2

experimentais disponiveis.

11.7 A poluicao césmica: os contaminantes da CMB

Nas discussoes anteriores apresentamos uma visao simplificada da CMB, na qual
as anisotropias foram produzidas na superficie de tltimo espalhamento, situada nas
proximidades de z = 1100. Esta visao corresponde, em partes, a realidade, mas nao é toda
a historia. Existem diversos tipos de entes fisicos (das mais variadas naturezas) no Universo
que interferem diretamente na CMB observada hoje (em especial, atuam no sentido de
gerar anisotropias e outras distor¢oes nos sinais). A partir disso surge a importancia de
estudarmos quais sao esses “contaminantes” e como eles agem modificando a CMB para

que possamos, através de alguns métodos, obter dados cada vez mais “limpos”.
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11.7.1 O efeito Sachs-Wolfe e as lentes gravitacionais

Conforme ja estudamos, em tempos primordiais (z < 1100), o Universo era quase
completamente ionizado e os fétons se espalhavam frequentemente com particulas car-
regadas livres, principalmente com elétrons, tendo em vista que a se¢ao de choque do
espalhamento préton-féton era suprimida por um fator de (m./m,) (BUCHER, 2015).
Nesse periodo da histéria cosmoldgica, o plasma (que era composto de barions, 1éptons
e fétons) podia ser tratado como um unico fluido fortemente acoplado, mas com uma
viscosidade relevante nas pequenas escalas para o calculo da temperatura da CMB e das
anisotropias de polarizacdo. A medida em que o Universo esfriou, os elétrons, os prétons e
alguns nucleos se combinaram para formar atomos neutros, cujo tamanho era muito maior
que o comprimento de onda térmico dos fétons e isso tornou o Universo quase transparente
a radiacao eletromagnética. A partir dessa época, chamada “recombinacao”, os fétons

pararam de se reespalhar e passaram a fluir livremente ao longo do c6smos.

A afirmacao acima é apenas 90% precisa, pois estima-se que a reionizacio, que
comecou na faixa de redshift z ~ 6 — 7, fez com que cerca de 10% dos fétons da CMB
fossem reespalhados. Esse fendmeno de reespalhamento influencia diretamente no estudo da
CMB em torno de z ~ 1100, época na qual as anisotropias de polarizagao e de temperatura
da CMB foram produzidas (BUCHER, 2015). Desse modo, ao observarmos as anisotropias
de micro-ondas hoje, estamos analisando as condigoes fisicas de uma esfera conhecida

como superficie da tultimo espalhamento.

A transicao de um Universo completamente opaco para um transparente aos fétons
nao foi instantanea e isso nos faz inferir que a superficie de ltimo espalhamento possui
uma largura finita que deve ser levada em conta para o célculo das anisotropias da CMB em
pequenas escalas angulares, porque essa espessura finita espalha as nao-homogeneidades

tridimensionais a medida em que sdo projetadas na esfera celeste bidimensional.

Com base nisso, o primeiro cdlculo para as anisotropias de temperatura da CMB
previstas em um Universo com perturbagdes cosmolégicas lineares foi dado por Sachs e
Wolfe em 1967. Esses cientistas pensaram a superficie da ultimo espalhamento como a
superficie de uma esfera tridimensional, ou seja, admitiram que a transi¢ao do acoplamento
rigido para a transparéncia nao foi instantanea. Localmente, nesta superficie, o fluido de
barions-fétons estava sujeito a dois tipos de perturbagoes: as perturbacgoes na densidade
O (flutuacoes na temperatura do corpo negro do féton 77, em relacao ao valor médio da
temperatura na superficie de ultimo espalhamento TW) e as perturbacoes na velocidade
maéssica u, (deslocamento Doppler da temperatura da CMB). Se nao houver perturbagoes
na métrica, teremos (BUCHER, 2015):

ST() L) _ 1

7 = o0uy b (11.101)
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Enquanto a anisotropia final observada 677,/ T7 ¢ a mesma em todos os sistemas de
coordenadas (com excegao dos termos monopolo e dipolo), a atribui¢ao de anisotropias
entre os termos (flutuagoes intrinsecas de temperatura, efeito Doppler, gravidade-redshift,
efeito Sachs-Wolfe integrado, etc.) depende da escolha das coordenadas. A solugao para
essa situacao é usar o formalismo “invariante de calibre”, que é equivalente a escrever as
expressoes usando o calibre newtoniano (BUCHER, 2015). Podemos simplificar (11.101)
assumindo que apenas o modo de crescimento adiabatico foi excitado. Usando o fato de

que 07T} e u dependem do potencial ®, obtemos o resultado frequentemente citado:

T @
5T --3 _u.p+/<qy+\1ﬂ)dn, (11.102)

O tltimo termo acima é a representagdo matematica do efeito Sachs-Wolfe Integrado
(ISW), que consiste na mudanga de energia dos fétons propagados através de um potencial
gravitacional em evolugdo. Isso acontece durante o inicio da dominagao da matéria (ISW
inicial) e durante a dominacdo da energia escura (ISW tardio). O sinal do ISW tardio é
impresso na escala dos potenciais gravitacionais em evolug¢ao que o geram. Em pequenas
escalas, ha um quase cancelamento entre miltiplas perturbacoes ao longo da linha de

visdo, de modo que o sinal s6 é importante em escalas relativamente grandes (LEMOS;
LEWIS, 2023).

Na escala do horizonte atual ha alguma correlagao entre o ISW e as perturbagoes
primordiais, mas em [ > 30 as perturbagoes sao espacialmente separadas e, portanto, o
sinal ISW nao é correlacionado, contribuindo para o espectro de poténcia de temperatura
de forma aditiva. Podemos “cortar” cuidadosamente o espectro de temperatura em [ < 30
para remover o sinal principal desse efeito e, em escalas menores, podemos usar um modelo
aditivo com amplitude que decai com I(I + 1)C(l) o< [72, que é um ajuste razoavel para o
sinal de decaimento rapido em modelos com diferentes equagoes de estado. Para qualquer
modelo plausivel com um sinal ISW permitido pelos dados muito baixos, em [ > 30 deve
ser pequeno e, portanto, nao precisa ser modelado com precisao, dada a varidncia césmica
substancial nesta regiao. Em multipolos [ > 30, portanto, admitimos que o espectro total
é resultado da soma do modelo ISW de amplitude livre com a previsao teérica (com ISW
definido como zero) para redshifts z < 30 (LEMOS; LEWIS, 2023).

Em grandes escalas angulares, o primeiro termo de (11.102) domina. Como vimos,
os modos k obedecem a um sistema de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO’s) acopladas
e, no Big Bang, cada modo comec¢a com uma fase correspondente a parte do ciclo em
que u = 0 e foi apenas no cruzamento do horizonte que a fase evoluiu suficientemente
para que o termo de velocidade contribuisse de maneira apreciavel para as anisotropias
da CMB. Um calculo mais preciso da evolucao dos modos adiabaticos até a superficie de
ultimo espalhamento pode ser feito a partir da aproximacao de fluido, que assume que o
contetudo de pressao-energia do Universo pode ser descrito por um fluido consistindo de

dois componentes acoplados entre si apenas pela gravidade, como ja vimos.
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O espalhamento Thomson é dependente da polarizagao e isso leva a uma polari-
zacao das anisotropias da CMB, quando consideramos que a recombinac¢ao nao ocorre
instantaneamente. Matematicamente, para levarmos em conta esse efeito, vamos considerar
a segao transversal do espalhamento Thomson (de um f6ton sobre um elétron), que é dada
por (BUCHER, 2015):

do e\’ N A9
- <m02> (& - €5), (11.103)
onde €; e € representam os vetores de polarizacao inicial e final, respectivamente. Nesse
ponto podemos entender qualitativamente como ocorre a polarizagao da CMB, supondo
que os fotons vindos da penultima superficie de espalhamento nao sao polarizados e
estimando a polarizacao introduzida no tltimo espalhamento. Um medidor de f6tons com
uma polarizagao linear (por exemplo, com @) seleciona os fétons que se propagaram da
pentltima a ultima superficie em um pequeno angulo em relagao ao eixo da polarizagao
linear, enquanto que os f6tons com a outra polarizagao linear (®) tendem a vir da pentltima

a ultima superficie com um pequeno angulo com o outro eixo.

Consequentemente, medir a polarizacido equivale a medir o quadrupolo de tempera-
turas “visto” pelo elétron da tultima superficie. Se admitirmos que a radiacdo emanada da
pentltima superficie nao é polarizada, obtemos a seguinte expressao para os parametros
de Stokes a partir da polarizac¢ao linear(BUCHER, 2015):

cos ¢

=0

Q P=Pmax 9 — A
= / sen“d T'(psen Ocosp, psend seng, r + p cos ) d(—e 7)) ap.
p

(11.104)

seng

Aqui, calculamos o vetor na superficie de tltimo espalhamento, assumimos que
a linha de visdo esta ao longo do eixo z e denotamos r a distancia até a superficie. A
expressao acima nos fornece duas das cinco componentes do momento quadrupolar de
temperaturas do elétron no ultimo espalhamento e, apds a integracao ao longo da linha
de visao, teremos a polarizacao linear total (com a polariza¢ao na peniltima superficie

negligenciada).

As nao-homogeneidades na distribuigao da matéria (particularmente em tempos
tardios, quando o agrupamento da matéria se tornou nao-linear) atuaram no sentido de
encurvar as trajetorias dos fotons e isso distorceu a aparéncia da superficie de ultimo
espalhamento que vemos hoje. Isso é devido as lentes gravitacionais, que, como o proprio
nome sugere, se trata de um efeito gravitacional que desvia os fotons de sua trajetéria

retilinea (em razao da distor¢ao do espago-tempo causada por um objeto massivo).

A lente altera o caminho dos fétons, remapeando a superficie de tltimo espalha-
mento nas anisotropias observadas e esse efeito suaviza os picos acusticos dos espectros
CMB, apesar das variacgoes locais fornecerem informagoes que podem ser usadas para a

reconstrucao de lente. Como o efeito de suavizacao é apenas a média do céu do efeito de
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lenteamento local, uma reconstrugao de lente pode ser usada para prever a quantidade
de suavizagao. As lentes gravitacionais na CMB transferem poténcia para as pequenas
escalas e impactam consideravelmente os parametros cosmolégicos: negligenciar as lentes
modificaria os pardmetros por muitos sigmas na sensibilidade dos satélites (LEMOS;
LEWIS, 2023).

A lente gravitacional da CMB é um efeito pequeno, mas essencial para compararmos
corretamente os modelos do Universo primordial com as observagoes. Além disso, as lentes
gravitacionais da CMB sao efeitos incomodos de serem removidos, mas também podem ser
consideradas uma ferramenta inestimavel para estudar as heterogeneidades da distribuicao
de matéria entre nés e a superficie de ultimo espalhamento. Nessa direcao, as informagoes
oriundas das lentes gravitacionais da CMB podem ser contrastadas com aquelas das sondas
de lente fraca, em que: para a CMB, as fontes (ou seja, os objetos sendo ampliados) sdo as
mais distantes possiveis, situadas em z ~ 1100 e, por causa disso, a lentes gravitacionais
da CMB sao sensiveis a redshifts maiores (e menos sensivel, portanto, as corre¢gdes nao-
lineares). Por fim, ao contrario das observagoes das correlagoes elipticas das galdxias, onde
ha erros sisteméaticos devido aos alinhamentos intrinsecos, as lentes gravitacionais da CMB
nao apresentam desvios (BUCHER, 2015).

Na teoria linear do crescimento das estruturas, a deteccao por lenteamento pode ser
descrita por meio de um potencial de lenteamento, definido em fun¢ao da posicao na esfera
celeste. A primeira descoberta das lentes gravitacionais da CMB envolveu a detecgao de
uma correlagao cruzada diferente de zero e estatisticamente significativa entre um mapa
de lente reconstruido usando os dados WMAP e de galdxias infravermelhas (o uso de uma
correlagao cruzada permite detectar um pequeno sinal dentro de um mapa ruidoso). No
futuro, quando surgirem observagdes com maior sensibilidade (especialmente as relativas
aos modos B em pequenas escalas), as lentes prometem se tornar uma poderosa sonda do
agrupamento de matéria da determinacao de parametros cosmoldgicos importantes, como
as massas absolutas dos neutrinos e as estruturas dos modos B de polarizacao (BUCHER,
2015).

Para separar o efeito das lentes usamos o fato de que o espectro de poténcia delas
pode ser restringido (de maneira quase independente do modelo) usando o espectro de
poténcia de estimadores quadraticos para o potencial de lente. Como as lentes sdao sensiveis
a redshifts maiores, assumimos que o espectro pode ser modelado por uma funcgao suave. A
partir disso adota-se alguns valores de [ em diferentes escalas e, nesses pontos, se compara
os valores do espectro das lentes que sao obtidos. Esse procedimento é limitado pelos dados
de reconstrucao de lente e usado para uma previsao consistente de espectro de poténcia
da CMB que considera as lentes gravitacionais (LEMOS; LEWIS, 2023).
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11.7.2 A emissao sincrotron galactica

Os mapas de temperatura fornecidos pelo Planck sugerem que a frequéncia de 70
GHz ¢ a que gera dados mais limpos, uma vez que o excesso de emissao em torno do plano
galactico é mais estreito neste valor especifico. Em frequéncias mais baixas, no entanto,
a regiao onde a contaminacao galactica domina as anisotropias primordiais da CMB se
amplia e isso é devido principalmente a emissao sincrotron galactica (BUCHER, 2015).
Basicamente, esse efeito é resultado do movimento em espiral de elétrons relativisticos no

campo magnético galactico.

Os raios césmicos acelerados que sdo remanescentes de supernovas sao capazes de
explicar espectros com tal forma. Se as particulas carregadas nao fossem relativisticas,
entdo a sua radiagao seria emitida na frequéncia w, = eB/mec, teria muito pouca emissao
em harmonicos mais altos e nao se poderia explicar a emissao de alta frequéncia que é
observada. Por outro lado, se as particulas carregadas forem relativisticas, a maior parte
da radiacao sera emitida em harmonicos de ordem muito alta, o que permite a explicacao
da emissao de altas frequéncias para valores razoaveis do campo magnético galactico. Em
sintese, o espectro sincrotron é suave em frequéncia e as previsoes tedricas indicam que a
emissao sincrotron é altamente polarizada. A partir da aproximacao relativistica se pode
inferir que a emissao é predominantemente polarizada de maneira linear, mas que ha

também uma componente menor que é circularmente polarizada (BUCHER, 2015).

A emissao sincrotron galactica, cuja temperatura aumenta com a diminuicao da
frequéncia, torna extremamente dificil medir as anisotropias da CMB em frequéncias
abaixo de 20 GHz, especialmente perto do plano galactico onde a emissao sincrotron

1 ¢ consequéncia do

galdctica é mais intensa (BUCHER, 2015). Essa propor¢ao 7' o< v~
fato da profundidade éptica 7 do sincrotron ser muito menor que um e aumentar com a

diminuic¢ao da frequéncia.

11.7.3 A emissao free-free

Outra fonte de contaminacgao galdctica de baixa frequéncia é a emissao free-free,
que é decorrente de fétons emitidos (em maior parte) por colisdes elétron-elétron no
meio interestelar ou (em menor grau) por colisoes elétron-fon (BUCHER, 2015). Assim, a
temperatura da emissao free-free cai com a frequéncia, bem como acontece com a emissao

sincrotron galactica, mas a queda da emissao free-free é mais lenta.

Esse tipo de contaminante césmico nao é polarizado e a emissao de hidrogénio
ionizado resultante da recombinagao pode ser usada como um modelo para remover
a componente free-free, porque ela também é proporcional ao quadrado da densidade
eletronica. No entanto, como os torques associados ao hidrogénio e a emissao free-free

nao tém uma dependéncia idéntica da temperatura, a remocao do efeito free-free usando
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um modelo com H tem erros intrinsecos. O torque 'y (7') é definido como a constante
2

e’

de proporcionalidade na relagao de emissividade: ey = I'g(T)nZ, em que €y representa
a emissividade bolométrica (que tem unidade de poténcia por unidade de volume) e
n. ¢ a densidade de elétrons livres (BUCHER, 2015). Da mesma forma, temos que:
€free—free = L free—free(T )n? onde a emissividade tem unidades de poténcia por unidade de

frequéncia por unidade de volume por unidade de angulo sélido.

11.7.4 A emissao de poeira térmica

Os poluentes galacticos, como a poeira, podem ser amplamente separados da
CMB usando sua dependéncia de frequéncia. Embora os poluentes extragalacticos sejam,
em principio, previsiveis (dado um modelo cosmolégico), para as andlises atuais, eles
geralmente sao eliminados ou modelados empiricamente por meio de modelos espectrais
suaves. A consisténcia desses modelos empiricos pode ser facilmente verificada por meio
de diferencas de frequéncia e a limpeza dos mapas ruidosos da CMB deixara algum sinal
residual, mas isso também pode ser modelado empiricamente usando modelos espectrais
suaves (LEMOS; LEWIS, 2023).

A emissao térmica da poeira interestelar, cuja temperatura aumenta com a frequén-
cia, influencia significativamente no espectro das micro-ondas. O comportamento 7" o v
ocorre porque, nas micro-ondas, o comprimento de onda é muito maior que o tamanho
tipico de um grao de poeira. Em comprimentos de onda longos, a secao transversal para
absorver ou espalhar elasticamente a radiagao eletromagnética é muito menor do que a

2

secao transversal geométrica oy, =~ 7%, em que r € o raio efetivo do grao.

Diante disso, os graos de poeira podem ser considerados dipolos nesta faixa de
frequéncia, porque os multipolos superiores sao irrelevantes. A dependéncia da frequéncia
observada na secao transversal pode ser entendida a partir do momento de dipolo elétrico
do grao: podemos considera-lo um oscilador harmoénico amortecido em que a frequéncia
ressonante ¢ muito maior do que as frequéncias de micro-ondas. Essa aproximacao ¢ valida
para os casos de absor¢ao e de espalhamento elastico e as segoes de choque associadas sao
(BUCHER, 2015):

a 2
Oabs ™~ () a’, (11.105)
A
4
Gesp ~ (i) a. (11.106)

O conhecimento sobre poeira interestelar deriva da combinagdo de diferentes
observagoes abrangendo uma ampla gama de frequéncias, a fim de se montar um modelo
tedrico consistente capaz de dar conta, de maneira simultanea, de todas as observacgoes.
Uma lei empirica comumente usada para modelar a emissao de poeira térmica em baixas

frequéncias é um espectro de corpo negro de Planck modulado por uma emissividade de
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lei de poténcia (BUCHER, 2015):

. I(VvTP)
](V())TP)‘

14

Io(v) = In(1p) () (11.107)

Nessa relacao, os subindices P indicam as grandezas associadas a poeira e [ ¢é a
intensidade de radiagao (dada pela lei de Planck). O argumento simples, sujeito a algumas
ressalvas, sugere que [ = 2, no entanto, os dados observacionais nao confirmam essa
previsdo e, em vez disso, sdo melhores por uma lei de poténcia com [ estando na faixa

B~1,4—1,6 (BUCHER, 2015).

Para as observacoes da polarizagao primordial da CMB, a remocao da contaminacao
da emissao de poeira térmica polarizada é de extrema importancia. O problema é que
poucos dados estao atualmente disponiveis sobre a emissao de poeira polarizada em
frequéncias de micro-ondas e os modelos atuais de poeira polarizada envolvem um alto
grau de extrapolagao e sao em grande parte guiados pela simplicidade (por exemplo, nao
hé razao a priori para acreditar que a emissao polarizada da poeira deva seguir o mesmo
espectro de frequéncia que sua emissao em intensidade) (BUCHER, 2015). Além disso,
nao esta claro que deva haver uma simples proporcionalidade entre a polarizagao e a

intensidade do campo magnético.

Outro ponto que cabe destaque diz respeito a dindmica dos graos, como o alinha-
mento e o movimento de rotagdo. Matematicamente, os casos mais simples de se analisar
sdo os de um grao de poeira alongado (agulhado) ou oblato (esférico) com um eixo de
simetria azimutal. Neste caso, os movimentos podem ser resolvidos em termos de algumas
fungoes elementares. Ja para o caso mais geral (de um grao assimétrico), a integracao
das equacoes de movimento na auséncia de torques é mais dificil, mas pode ser alcancada
usando fungoes elipticas jacobianas (BUCHER, 2015). Em um referencial nao-inercial
girando com o grao de poeira surgem dois tipos de forcas inerciais: uma forca centrifuga e

uma forga de Coriolis (devidas ao referencial rotativo).

11.7.5 Os efeitos magnéticos

Além dos efeitos resultantes da interacdo dos fotons com a poeira cosmica ha
também os efeitos relacionados aos campos magnéticos dos graos e da propria galaxia.
Basicamente existem dois efeitos geram um momento magnético ao longo de L (o momento
angular total do grao): a distribuigdo ndo-homogénea de cargas elétricas no grao de poeira,
que induz um momento de dipolo magnético a medida em que o grao gira em torno desse
eixo, e o efeito Barnett, que minimiza a energia rotacional e tende a alinhar os spins dos
graos com a dire¢ao da rotagao (em substancias nao-ferromagnéticas, esse efeito geralmente
é desprezivel) (BUCHER, 2015).

Outros efeitos magnéticos relevantes nessa analise sao (BUCHER, 2015):
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o Precessao magnética: Como os graos de poeira em rotacdo tém um momento mag-
nético paralelo ao seu momento angular (alinhado com o eixo principal do maior
autovalor do tensor do momento de inércia), entao esse vetor precede (devido & atua-
cao de um torque externo) a uma frequéncia wy... = p|B|/L (em que p é o momento
magnético) em torno do campo magnético. Sob esta precessao, o angulo entre L e p
permanece constante, significando que este efeito nao alinha nem desalinha o grao

em relacao a dire¢do do campo magnético local.

» Dissipacao de Barnett: Esse efeito alinha o corpo de modo que o eixo do momento
de inércia maximo seja paralelo ao vetor momento angular L. A magnitude da
dissipacao de Barnett ¢ maior que a dissipacao mecanica e dois tipos de spins
participam desse efeito: o eletronico e o nuclear. Os spins eletronicos sao muito
mais relevantes para estabelecer um momento magnético ao longo de L, porque os
momentos magnéticos dos elétrons sao maiores do que os momentos magnéticos
dos nicleos por um fator de aproximadamente (m,/m.). Por outro lado, os spins

nucleares contribuem predominantemente para a dissipacao de Barnett.

« A dissipagdo magnética de Davis-Greenstein: Se um grao gira com uma velocidade
angular ao longo da direcdo do campo magnético, no referencial rotativo com o
grao, o campo magnético é independente do tempo. Ja a componente da velocidade
angular perpendicular w, ao campo magnético da origem a um campo magnético
oscilante de frequéncia angular w,. Admitindo que o alinhamento do corpo com o
momento angular é rapido, entao a evolucao do torque projetado no eixo do momento
de inércia maximo se torna relevante para o movimento. Dessa forma, enquanto o
grao gira, a sua direcao ¢ relativamente estavel contra torques externos, mas quando
a sua velocidade de rotagao esta no processo de mudanca de sinal e quando ela é da
mesma ordem que a velocidade de rotagao “térmica”, o grao se torna suscetivel a

mudanca de orientagao como resultado de torques externos.

o Alinhamento ao longo de B sem dissipa¢ao de Davis-Greenstein: Se o campo magné-
tico galactico for suficientente forte, a sua direcao ird definir a dire¢ao do alinhamento
dos graos de poeira. Esse mecanismo pode acomodar uma grande quantidade de
energia (em pequenas escalas) e tornar a poeira polarizada, mesmo que o campo
magnético galactico e a densidade de poeira sejam pequenos. Com isso podemos
esperar que o campo que caracteriza a tendéncia de alinhamento radiativo L(z)n(z)
(o valor médio de L na dire¢do ) inclua uma componente que varia em pequenas

escalas.

 Torques radioativos: A radiagao eletromagnética espalhada (ou absorvida) pelo grao
de poeira produz um torque sobre ele, cuja direcao é constante no referencial rotativo

do corpo. H& poucas informagoes detalhadas sobre os graos e suas propriedades,
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mas se pode estudar numericamente as formas irregulares dos graos usando o torque
radioativo (em funcdo da dire¢do) e a frequéncia da iluminagao. A partir dos estudos
numéricos se infere que os torques radioativos podem alinhar os graos de poeira
interestelar com o campo magnético e, com isso, oferecer uma alternativa promissora
ao mecanismo de dissipacao magnética de Davis-Greenstein (que pode ser muito

demorado para fornecer o grau de alinhamento necessario).

Além desses efeitos podemos citar a influéncia dos graos de poeira na emissao
andémala de micro-ondas. A emissao térmica de graos de poeira interestelar é baseada
na suposicao de que seu estado térmico pode ser caracterizado por uma temperatura
média (em torno de 20 K) e que flutuagdes em torno dessa temperatura subsequentes
a absorcao de um féton ultravioleta (UV) constituem uma corre¢ao insignificante. Se
um grao de poeira for suficientemente grande, esta é uma boa aproximagao, mas para
moléculas pequenas um féton UV pode elevar momentaneamente a temperatura do grao
em uma ordem de grandeza ou mais, permitindo a emissao de radiagdo em bandas onde
quase nao haveria emissao para um grao em sua temperatura média. A maior parte da
energia absorvida do foton UV é rapidamente reemitida em infravermelho (IV), enquanto

a molécula esfria rapidamente de volta a sua temperatura média (BUCHER, 2015).

Um modelo para a populacao de graos pequenos pode ser construido usando mapas
UV em faixas de comprimentos de onda nas quais a emissao térmica de graos grandes
nao contribui. Como a emissao de comprimento de onda curto dos graos de poeira é
proporcional a densidade do fluxo UV local, e esses modelos podem, em principio, ser
melhorados dividindo essa densidade para obter um mapa mais preciso dos pequenos graos
de poeira, que por sua vez pode ser correlacionada com a emissao anomala de micro-ondas
em baixas frequéncias. Também seria esperado que tal populacao de graos de poeira muito
pequenos gire extremamente rapido, dando origem a emissao de dipolo elétrico em sua

frequéncia de rotagao e possivelmente em harmonicos mais altos (BUCHER, 2015).

Observacionalmente, a emissdo em baixas frequéncias, onde a emissao de poeira
térmica difusa deveria ser minuscula, foi correlacionada com mapas de poeira de alta
frequéncia e tal emissao seria consistente com a emissao dipolo de pequenos graos de
poeira em rapida rotagao. Como explicacao para essa correlagao foi proposto que regioes
de emissao free-free poderiam ser correlacionadas com regices de emissao de poeira térmica.
No entanto, descobriu-se que esse contaminante de baixa frequéncia nao esta correlacionado
com a emissao da linha H, que serve como um indicador de emissao free-free (BUCHER,
2015).
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11.7.6 As fontes compactas

Os processos anteriores referem-se principalmente a difusao da emissao galactica,
que contamina o sinal da CMB primordial mais severamente em baixos niimeros multi-
polares [: em escalas menores, no entanto, as fontes compactas sdo mais preocupantes e,
eventualmente, tornam-se a contribuicao dominante em todas as frequéncias. As fontes
compactas podem ser entendidas tanto como as fontes pontuais nao resolvidas como
as fontes localizadas que sao parcialmente resolvidas. O espectro de poténcia angular
de fontes pontuais distribuidas de acordo com uma distribuicao de Poisson aumentaria
com | como [°: se ignorarmos a estrutura das oscilacoes actsticas, pode-se aproximar o
espectro CMB primordial como tendo a forma {~2. Com isso, podemos inferir que as fontes
compactas sao as maiores responsaveis pelas contaminacoes em altos valores de [: por
causa do amortecimento combinado com a largura da ultima superficie de espalhamento,
a queda da CMB para grandes valores de [ é ainda mais rapida. O fato de que as fontes
pontuais sao agrupadas em vez de distribuidas de maneira poissoniana faz com que o
espectro de poténcia da fonte pontual seja agrupado, levando a um excesso de poténcia

em pequenos valores de [ em comparacao com uma lei de poténcia [° (BUCHER, 2015).

As principais fontes compactas sao (BUCHER, 2015):

« Radiogalaxias: A emissao sincrotron também estd em funcionamento em outras
galaxias além da nossa, especialmente nas radiogaldxias com alto desvio para o
vermelho, em que processos extremos (geralmente alimentados pelos buracos negros
supermassivos centrais) dao origem a intensas emissoes sincrotron, de radio e de
microondas. Uma vez que cada fonte difere ligeiramente em suas propriedades
espectrais, a estratégia técnica para “limpar” a CMB é mascarar as fontes mais

brilhantes e os residuos provenientes das fontes ndo mascaradas que restam.

» Galédxias infravermelhas: Todas as galdxias contribuem com alguma emissao de poeira
térmica, no entanto, as galdxias com alto desvio para o vermelho (onde a formagao de
estrelas estd ocorrendo em uma taxa rapida) contribuem predominantemente para a
emissao de poeira térmica na faixa das micro-ondas. A maior parte da radicao dessas
galaxias é emitida no infravermelho, porque a luz e os UV emitidos sao absorvidos
pela poeira, que se aquece e por sua vez reemite no infravermelho. Apesar disso, as
galaxias infravermelhas, em geral, nao apresentam o mesmo espectro de frequéncia,

porque estao espalhadas por uma ampla gama de desvios para o vermelho.

11.7.7 Outros efeitos poluentes

Além dos efeitos supracitados, ainda ha os seguintes (BUCHER, 2015):
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o Reionizac¢ao irregular: Um gas isotrépico e de densidade de elétrons livres n,. de-
pendente apenas do redshift ¢ uma boa aproximacao para representar o efeito da
reionizacao no espectro de poténcia da CMB para baixos valores de [, porém, o
cenario de reionizagao mais proximo da realidade é aquele no qual o Universo torna-se
reionizado de maneira nido-homogénea. A medida em que as primeiras estrelas e
quasares se formaram, a radiacao UV criou ao seu redor esferas de hidrogénio quase
completamente ionizados que cresceram e se fundiram. Essas esferas transformaram
a poténcia de grandes escalas angulares da CMB primordial em poténcia de pequenas

escalas.

o Linhas moleculares: Todas as fontes de emissao galactica tém um amplo espectro
de emissao continua, mas também existem linhas moleculares (principalmente de
transigbes rotacionais de moléculas), que emitem radiagdo na faixa das micro-ondas,
a exemplo do CO (no minimo, 115,3 GHz). Como o CO é uma molécula linear,
também existem transigdes em multiplos inteiros dessa frequéncia (harmonicos) e

remover a sua interferéncia dos dados do Planck é muito complexo.

« FEmissao zodiacal: Além dos planetas e asterdides, o Sistema Solar esta repleto de
grandes graos de poeira (conhecidos como poeira zodiacal), que em média sdo muito
maiores que os graos de poeira interestelar e que se manifestam por uma variedade
de meios. Na faixa do visivel, por exemplo, eles espalham a luz do Sol e isso deve ser
subtraido ao analisarmos a emissao difusa nas faixas optica e infravermelha. Admitir
que a poeira zodiacal esta concentrada em torno do plano da elipse orbital é uma
aproximagao boa (mas nao perfeita) para modelar a distribuigao de poeira zodiacal
assumindo uma simetria azimutal. A temperatura da poeira zodiacal é muito superior
a da poeira interestelar e é aproximadamente proporcional ao inverso do quadrado da
distancia do Sol. Além disso, a subtracao da emissao zodiacal é desafiadora porque
sua contribuicao para um determinado ponto na esfera celeste depende da época do
ano em que a observacao é feita, porque as observacoes em diferentes épocas do ano
olham através de diferentes colunas de poeira, mesmo quando a simetria azimutal é

assumida.

A maioria dos contaminantes mencionados, com excecao das lentes gravitacionais e
do efeito Sachs-Wolfe, dependem da frequéncia que difere daquela das anisotropias primarias
da CMB. Isso pode ser explorado para remover esses contaminantes nao-primordiais e
esta no centro de todas as técnicas de separagao de componentes. Por exemplo, se houver
N contaminantes distintos, cada um caracterizado por um espectro de frequéncia fixo na
auséncia de ruidos, entao uma separacao perfeita desses componentes é possivel usando

mapas do céu em N faixas de frequéncia.

A estratégia de separacao de componentes mencionada acima tem como base um
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modelo linear, mas esta nao é a inica maneira de limpar mapas. Modelos nao-lineares
mais sofisticados podem ser formulados, geralmente baseados ou inspirados em estatisticas
bayesianas que exploram outras propriedades, como a positividade de certos componentes,

variacao espacial de indices espectrais e assim por diante (BUCHER, 2015).
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CAPITULO 12
ALGUMAS PERSPECTIVAS FUTURAS SOBRE O
ESTUDO DA CMB

“Medicoes mais sensiveis da radiacao de fundo no futuro
nos permitiraéo descobrir fatos adicionais sobre o Universo”.
(Robert Woodrow Wilson)
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12 Algumas perspectivas futuras sobre o es-

tudo da CMB

12.1 O que iremos estudar neste capitulo?

“Algumas perspectivas futuras sobre o estudo da CMB” é um capitulo que mostra
quais sdo as expectativas tedricas e experimentais acerca da CMB (na busca por dados
mais precisos), trazendo uma visao futura do instrumental a ser utilizado e das missoes
(algumas ja em planejamento). Um dos pontos mais importantes de um estudo é a sua

continuidade, dai vem a significancia de escrever esta parte.

12.2 O panorama atual

Os 15 anos posteriores a descoberta das anisotropias da CMB pelo COBE testemu-
nharam um progresso notavel, que inaugurou a época atual da cosmologia de precisao.
Desde as detecgoes preliminares de poténcia na escala angular até as medigoes atuais de
5 picos acusticos, a cauda de amortecimento e a polarizacdo, os marcos na verificagao
observacional de nossa compreensao tedrica do Universo em recombinagao foram constan-
temente ultrapassados. Correspondentemente, as medi¢oes dos contetidos de densidade de
energia do Universo na recombinacao e a distancia e, portanto, a taxa de expansao desde
a recombinacao melhoraram de restrigoes de unidade de ordem para varias determinagoes
de nivel percentual (HU, 2008).

Nesse sentido, os resultados do BOOMERANG, MAXIMA-1, ARCHEOPS, CBI
(Cosmic Background Imager), DASI e WMAP foram tao importantes que entraram em
campo na era da cosmologia de precisao. Esses estudos produziram restri¢bes impressio-
nantes em muitos parametros cosmoldgicos fundamentais e levaram a uma imagem muito
definida da estrutura e da evolucao do Universo. No entanto, queremos enfatizar que,
mesmo apos esses projetos notaveis, o estudo da fisica da CMB nao esta chegando ao
fim. Ainda existem muitos problemas nao resolvidos na cosmologia, e é necessaria outra

geracao de experimentos com satélites, bem como experimentos terrestres e em baldes
(NASELSKY; NOVIKOV; NOVIKOV, 2006).

12.3 O que esta no horizonte?

As possibilidades para aplicagoes de fisica tedrica em cosmologia sao ilimitadas:

hoje em dia a qualidade das observagoes é tal que podemos seriamente fazer com precisao
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matematica. Os limites do Universo observavel estao sendo levados rapidamente a frente.

Novos fatos estao sendo adicionados dia a dia. Novas observagoes estao a nossa espera

(MARQUES, 2012).

A préxima geracao de experimentos talvez detecte a tnica previsao notavel da
época de recombinacdo: a polarizacdo do modo B das ondas gravitacionais da inflacdo. Da
mesma forma, a faixa aprimorada de medigoes de precisao do espectro de poténcia trara
medigoes do espectro de perturbacoes escalares ao nivel percentual e testara ainda mais
a fisica da inflacao. Esses experimentos também testarao a temperatura secundaria e a
anisotropia de polarizacao da reionizacao, lentes e aglomerados de galaxias, bem como
a gaussianidade das condig¢oes iniciais. Combinadas, essas medigoes testarao o modelo

cosmoldgico padrao com precisdo sem precedentes (HU, 2008).

Assim, o futuro desse campo depende criticamente das perspectivas de sensibilidades
observacionais para esses sinais no futuro préximo. Abordamos essa questao no contexto
dos dados de polarizacdo do modo E da CMB, que serao atualizados em breve por
experimentos como o Simons Observatory, LiteBIRD (Light satellite for the studies of
B-mode polarization and Inflation from cosmic background Radiation Detection) e CMB
S4. Devido as suas fungoes de transferéncia mais nitidas, os modos E carregam mais
informagoes sobre os recursos do que os modos tensoriais e, portanto, espera-se que

melhorem nosso conhecimento sobre os recursos (BRAGLIA et al., 2023).

Ha também varias missoes espaciais propostas para as agéncias espaciais NASA,
ESA (European Space Agency) e JAXA (Japanese Space EXploration Agency), incluindo
o satélite LiteBIRD, que mediria a polarizacao em grandes escalas angulares, e o satélite
PIXIE (Polar Ionosphere X-Ray Imaging Experiment), que mediria o CMB em centenas
de comprimentos de onda usando um espectrometro. Um satélite pode ser a tinica rota
para medir os sinais de maior escala, mas o caminho para novas descobertas a frente

provavelmente envolvera um conjunto coordenado de experimentos usando diferentes
plataformas (DUNKLEY, 2015).

Olhando além, exigimos medi¢des de grandes areas atingindo niveis de ruido de 1
K /arcmin ou melhor, com cobertura de frequéncia suficiente para remover foregrounds e
controle de incertezas sistematicas. Para isso, esta previsto um ambicioso projeto terrestre,
atualmente conhecido como CMB-54, que visa reunir grupos para colocar em campo cerca
de 100000 detectores em vérios telescépios (DUNKLEY, 2015).

O CMB-54 esta planejando colocar uma série de telescopios de microondas em
dois locais que foram avaliados por seu valor cientifico: o Planalto de Atacama no Chile
e o Polo Sul. O Observatério Simons, em construcao no Chile, e o Observatério do Pélo
Sul, operando na Antartida, estdo entre os experimentos CMB precursores do “Estagio 3”
que podem fornecer uma base sélida para o desenvolvimento do CMB-S4. Para cumprir

alguns dos objetivos cientificos do CMB-54, os cientistas precisarao olhar para o mesmo
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pedago de céu por um longo tempo, e o Pélo Sul é convenientemente orientado para isso,
j& que sua visao do céu muda muito pouco ao longo do curso ano. Os cientistas planejam
hospedar pelo menos 9 telescopios de pequena abertura de 0,5 metros de didmetro e um
telescopio de grande abertura de 5 metros no local do Pélo Sul do CMB-S4 para realizar
uma pesquisa ultraprofunda de 3% do céu (O’KEEFE, 2022).

Outros objetivos exigem que os cientistas coletem dados de uma area muito grande
do céu e o deserto do Atacama (no Chile) é adequado para isso. No local do CMB-5S4 os
cientistas planejam usar dois telescépios de 6 metros de grande abertura para realizar uma
pesquisa profunda e ampla de 70% do céu. A colaboragao CMB-S4 planeja usar centenas
de milhares de bolémetros supercondutores como seus detectores. O design do CMB-5S4
oferece um grande avango na sensibilidade, o que permite analisar elementos que os outros

experimentos nao conseguiram (O’KEEFE, 2022).

Trés grandes estudos endossaram o CMB-54. Foi recomendado em 2014 pelo Painel
de Priorizacao de Projetos de Fisica de Particulas, que define prioridades para a fisica de
particulas dos EUA; em 2015 pelo relatério da National Academies, A Strategic Vision for
NSF Investments in Antarctic and Southern Ocean Research, que define as metas para
o National Science Foundation Office of Polar Programs; e em novembro de 2021 pelo
relatorio da National Academies Pathways to Discovery in Astronomy and Astrophysics,
que descreve as prioridades para a astronomia e astrofisica dos EUA na proxima década

(O’KEEFE, 2022).

A equipe do CMB-54 esta planejando que o projeto seja uma parceria entre a
National Science Foundation e o Departamento de Energia dos EUA. Em 2019, o DOE
estabeleceu formalmente a necessidade cientifica do CMB-54 e, em 2020, designou o
Lawrence Berkeley National Lab como o laboratério anfitrido. As agéncias financiadoras
exigem revisoes adicionais antes de aprovar o inicio da construcao. A equipe do CMB-54
também deve considerar a alocagdo dos recursos limitados disponiveis na Estagao Pélo Sul,
que devido ao seu afastamento e ao frio extremo, s6 é acessivel por alguns meses por ano.
Para combinar de forma otimizada as capacidades do CMB-S4 com as restri¢oes logisticas
de implantacao e operacao dos telescépios no Poélo Sul, o equilibrio entre o nimero de
telescopios colocados em cada local esta sendo reexaminado por meio de uma “andlise de
alternativas”, um dos muitos requisitos da agéncia antes de considerar e aprovar o projeto
para construcao (O’KEEFE, 2022).

Os responsaveis pelo experimento CMB-54 estao analisando as diferentes mudancas
nas configuracoes de instrumentos que se devem fazer para atender aos requisitos e também
a questao logistica para o projeto no geral. Apds essa sondagem, se iniciard o processo de
busca pelo financiamento do projeto e, com isso, avangar para os proximos estagios do
projeto (especialmente a sua construgao). As operagoes estao previstas para o inicio da
década de 2030 (O’KEEFE, 2022).
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) CAPITULO 13
A TITULO DE CONSIDERACOES FINAIS

“O que sabemos € uma gota; o que ignoramos é um oceano’.
(Isaac Newton)
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13 A titulo de consideracoes finais

Nessa monografia nos dedicamos a discutir sistematicamente a Fisica por tras da
CMB, com base no modelo cosmoldgico padrao. Além disso, uma das finalidades desse
trabalho foi fornecer uma ferramenta bibliografica para facilitar o estudo da CMB por
simpatizantes do assunto, a partir dos detalhamentos teérico e matematico apresentados.
Buscamos, ainda, proporcionar (especialmente para os alunos de graduagdo) uma visao
geral do campo da Cosmologia e abordar os conhecimentos essenciais para se compreender

(através dos modelos cosmoldgicos) a origem e a evolugdo do cosmos.

Nesse sentido, motivados pelo leque de informacoes cosmoldgicas que pode ser
extraido desta Radiacao, procuramos apresentar detalhadamente os resultados mais im-
portantes obtidos ao longo da historia e a fonomenologia associada a eles. Para a obtencao
desses resultados, estudamos tanto aspectos relacionados a CMB que sao relativamente
bem conhecidos (como: as ndo-homogeneidades do Universo primordial, as anisotropias
da CMB e os efeitos dos pardmetros cosmolégicos) quanto aqueles que ainda carecem de
melhores comprovages experimentais (como: o modo B de polarizagao). Com o avanco dos
instrumentos de medida (principalmente dos satélites e dos observatorios) esperamos obter
dados mais precisos para restringir mais fortemente os valores dos pardmetros cosmolégicos

e, com isso, fortalecer a Fisica que descreve o comportamento do Universo.

Por outro lado, ainda buscamos responder a perguntas como: Qual é a natureza e
a origem da energia escura? Como ela evoluiu/evolui? Qual é a real natureza da matéria
escura? Nessa linha, em especial, temos que destacar outra questao (essa, relacionada a
CMB propriamente dita) que permanece em aberto e que serd objeto de estudo nos préximos
anos: como se comporta o modo B de polarizacdo da CMB? O modelo inflacionério prevé
a existéncia de tal modo e acredita-se que medi¢oes de melhor precisao do que as do DASI
e do WMAP poderao responder a estar pergunta e abrir uma nova janela para o Universo
primordial. Estas questoes sao a principal motivagao para que o estudo da CMB siga (e se

fortalega).
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