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Resumo

Neste trabalho, pretendeu-se apresentar um estudo referente as contribui¢oes das sequén-
cias didaticas para a resolucao de problemas do 2° grau. A motivacao do estudo partiu
da inquietagao, enquanto professor da rede ptublica, em que, percebeu-se notoriamente
o processo de memorizacao dos alunos para resolverem problemas de diferentes na-
turezas. Deste modo, propomos como questao de investigacao: Como as sequéncias
didaticas, envolvendo a metodologia de Resolucao de Problemas, podem contribuir
para a aprendizagem de problemas do 2° grau? Delimitou-se como objetivo princi-
pal, desenvolver uma proposta de sequéncias didaticas buscando fortalecer as estra-
tégias para resolugao de situagoes-problema em turmas do 1° ano do Ensino Médio.
Buscou-se, concomitantemente, realizar um levantamento histérico e bibliografico, pro-
pondo sequéncias didaticas que evidenciassem as diversas abordagens de resolucao de
situagoes-problema do 2° grau e as desenvolvendo; como também, identificar e discutir
acerca de suas contribuigoes. Espera-se que a vivéncia das sequéncias didaticas tenda
a favorecer uma aprendizagem significativa, promovendo a compreensao dos contetidos
abordados. Assim, podendo contribuir com o ensino de matematica, bem como, com

outras futuras investigagoes.

Palavras-chave: Resolu¢ao de Problemas. Problemas do 2° grau. Sequéncias Dida-

ticas.



Abstract

In this work will go through a study on the contributions of didactic sequences for solv-
ing 2"?-degree problems. The research motivation came from the concern, as a public
school teacher, in which, it was noticed the students’ memorization process to solve
problems of different kinds. Therefore, we propose a research question: How can didac-
tic sequences, involving the Problem-Solving methodology, contribute to the learning
of 2"_grade problems? The main objective was to develop a proposal of didactic se-
quences seeking to strengthen the strategies for solving problem situations in 1st-year
high school classes. At the same time, a historical and bibliographical survey was car-
ried out, proposing didactic sequences that would show the distinctive approaches to
solving 2"¢-degree problem-solving situations and developing them, as well as identify-
ing and discussing their contributions. It is expected that the experience of the didactic
sequences tends to favor significant learning, promoting the understanding of the con-
tent covered. As has been noted, it can contribute to the teaching of mathematics, a

long with to other future investigations.

Keywords: Problem Solving. problems of the 2"¢-degree. didatic sequences.
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1 INTRODUCAO

Na antiguidade, o homem em suas descobertas primitivas, de alguma maneira ja
usava a Matematica para auxiliar em suas atividades corriqueiras, mesmo antes dela
ser uma ciéncia como conhecida atualmente. Com o passar do tempo, a Mateméatica
precisou - e precisa - passar por refinamentos para que as pessoas possam compreendé-la
adequadamente.

O surgimento dos problemas do 2° grau, problemas relacionados a equagoes do 2°
grau ou funcao polinomial do 2° grau, trouxe consigo a necessidade de “ferramentas”
que auxiliassem na sua resolucio, tal Ansia contribuiu para o desenvolvimento da Alge-
bra, area muito importante da Mateméatica. Desde os primérdios da humanidade o ser
humano sentiu a necessidade de materializar os seus pensamentos, de maneira especial
o pensamento matematico. Consta em escritos da antiguidade que tais descobertas,
mesmo que primitivas, eram representadas por simbolos, que a sua época tinha um sig-
nificado. Contudo, quando se tornaram insuficientes para tal representagao, despertou
a curiosidade da invencao dos sistemas de numeracao e, subsequentemente, as escritas
matematicas mais sofisticadas.

A nocao de equagao surgiu com a ideia basica de igualdade entre coisas e objetos
de diferentes natureza. Vale salientar que a nogao de resolucao de equacao, para época
do seu surgimento, nada mais era do que descobrir um valor que torne duas ou mais
quantidades de carater diferentes, iguais (RIBEIRO; CURY] [2021)). Particularmente,
o estudo do que conhecemos hoje como equacoes do 2° grau e seus desdobramentos.

Quando nos remetemos a sala de aula e aos problemas do 2° grau, alguns comen-
tarios e/ou questionamentos dos alunos, ao longo dos anos de minha pratica docente,
tornaram-se recorrentes: “professor, nos vamos estudar a formula de Bhaskara?” “e
essas letras na Matemdtica sé atrapalham, era bom quando so tinha niumeros”, “Ma-
tematica nao tem nada haver com o cotidiano”. Por outro lado, o distanciamento
dos alunos da disciplina me causava e causa um certo incomodo, assim me perguntei:
Como posso aproximar meus alunos da Matemadtica dando significado prdtico ou nao
a mesma? Como contribuir significativamente com a formacao deles? Como podemos
tornd-los protagonistas da sua trajetoria em meio a essas salas de aula com aprorima-
damente 50 alunos? Como fazé-los compreender seus achados, dando funcionalidades
aos seus cdlculos? O termo problemas do 22 grau foi inspirado em uma aulaﬂ do
PAPMEMP| 2013 do magnifico professor Ledo Vaccaro.

Disponivel em: |<https://youtu.be/TPVIRGCDPQs>
Programa de Aperfeicoamento de Professores de Matemética do Ensino Médio.
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A proposicao desse trabalho se justifica pela emergente necessidade de responder e
minimizar esses questionamentos feitos anteriormente. Assim, a proposicao de sequén-
cias didaticas como um guia para trabalhar Matematica através da Resolucao de Pro-
blemas com alunos do Ensino Médio, surge como uma potencialidade para responder
tais problematizagoes, a partir do momento que os questionamentos feitos forem sendo
respondidos, péde-se (e pode-se) obter mudangas significativas, tanto na compreencao,
como no significado da matematica.

Das abordagens que se busca para estruturar o nosso trabalho, a maior parte delas
sao constituidas de tematicas trabalhadas predominantemente pela Educagao Mate-
mética. E nesse ambiente que a literatura trouxe algumas reflexdes, sobre o ensino de
matematica através da Resolugdo de Problemas. |Onuchic| (1999) ja comentava que a
resolucao de problemas era, e ainda ¢, uma forca que vai além dos conceitos e particu-
laridades, na qual o problema nao é um caso isolado no contexto da Matematica.

Nessa perspectiva, o ensino de Matematica através da Resolucao de Problemas e
suas potencialidades ganham novos delineamentos, nos quais alguns autores e seus es-
critos trazem outros elementos para integrar tal metodologia. Nesse sentido, |Onuchic
e Allevato (2011) apresentam que o Ensino-Aprendizagem-Avaliacio de Matemaética
através da Resolucao de Problemas, deve conceber como o problema é ponto de par-
tida e, na sala de aula, através dessa metodologia, os alunos devem fazer conexoes
entre diferentes ramos da Matematica, gerando novos conceitos e significados para os
conteudos.

Huanca, (2014) discorre que o papel da avaliagdo muda, passando ela a ser dimen-
cionada para além do conceito tradicional de avaliar com as chamadas “provas”. Desse
modo, o processo avaliativo integrado ao Ensino-Aprendizagem passa a levar em conta
o crescimento do aluno, sendo ela feita continuamente e potencializada na resolucao
dos novos problemas.

Em pesquisa recente, Pironel e Vallilo| (2017)) refletem acerca dos processos de
Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica e afirmam que quando ocorrerem si-
multaneamente podem potencializar os conhecimentos, promover simultaneamente uma
avaliagdo do professor e uma auto avaliagdo do aluno, além disso, quando integramos
a avaliagdo ao processo de Ensino-Aprendizagem, ela passa a ser também um instru-
mento de ensino, promovendo a aprendizagem durante a sua realizacao. Nesse sentido,
a metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolugao
de Problemas corrobora com essa visao integradora por possibilitar a equidade a todos
os alunos durante o seu processo.

Para que tais processos fossem possiveis, foi-se necessario ancorarmos em instrumen-
tos normativos, como a Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2018),

para que as praticas escolares pudessem ter respaldo, tanto na literatura, como nesse
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documento, sendo ele constituido por competéncias e habilidades. De modo particular,
as de matematica fornecem um suporte para estruturagao de parte do nosso trabalho.

Assim, preceituam que

[...] para o desenvolvimento de competéncias que envolvem racioci-
nar, é necessario que os estudantes possam, em interagdo com seus
colegas e professores, investigar, explicar e justificar as solugdes apre-
sentadas para os problemas, com énfase nos processos de argumen-
tagdo matematica. Embora todos esses processos pressuponham o
raciocinio matematico, em muitas situagoes sao também mobilizadas
habilidades relativas a representagdo e a comunicacdo para expres-
sar as generalizagoes, bem como a constru¢ao de uma argumentagao
consistente para justificar o raciocinio utilizado (BRASIL, [2018], p.
529).

Nos capitulos posteriores, enaltecemos e argumentamos acerca da importancia de
todas essas competéncias para que o ensino da Matematica através da Resolucao de
Problemas seja consolidado.

Em uma breve busca, encontramos algumas pesquisas que remetem ao estudo de
equagao do 2° grau e funcao polinomial do 2° grau, as quais tecemos brevemente alguns
comentarios, a seguir.

Coutinho| (2016), apresentou em sua pesquisa uma proposta para o estudo das
equacgoes do 2° grau, sendo ela guiada em algumas técnicas de resolucao de problemas.
Podemos identificar, ao analisarmos o trabalho da pesquisadora, que foi ultilizada uma
abordagem de ensinar sobre resolugdo de problemas.

Por sua vez, |Guedes| (2019) apresentou em sua pesquisa as contribui¢oes de Bhas-
kara em relagao a resolugao da equagao quadratica. O autor fez um apanhado historico
para que o leitor compreendesse a evolucao do que hoje é conhecido como equacao do 2°
grau ou equacao quadrdtica. Comentou também, que alguns textos da histéria da Ma-
tematica apontam para a nao veracidade da criacao por Bhaskara da féormula resolutiva
da equacao quadratica, em seguida, discorreu sobre as contribui¢oes desse matematico
indiano acerca do método de resolucao que leva a férmula. De um modo geral, focou-se,
quase que em sua totalidade, no estudo das equacoes "ao modo Bhaskara'.

Em seu trabalho, [Silval (2022) investigou a nog¢ao de como a equagao do 2° grau é
concebida na Educacao Basica a partir de suas diferentes concepgoes e formas. O autor
fez um breve levatamento histérico acerca do tema e, em seguida, analisou como tal
conceito é abordado em livros didaticos, estabelecendo um didlogo com algumas pers-
pectivas da Educagao Matematica, buscando apreciar os saberes necessarios a pratica
pedagdgica em seu ensino. Por fim, fez uma analise minuciosa sobre como as diferentes
concepcoes de equagoes sao abordadas no Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM.

Silva, (2019), em seu estudo investigativo sobre funcao polinomial do 2° grau em uma

escola estadual do Rio de Janeiro, abordou tal contetido com a finalidade de identificar
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a funcado por meio de uma expressao algébrica, por intermédio do seu grafico, identifi-
cando seus principais elementos e resolvendo problemas contextualizados. Quanto aos
resultados obtidos, o autor comentou que eles foram satisfatérios para alguns tépicos,
porém no tocante a sua construcao, identificacdo dos seus elementos e resolucao de
problemas contextualizados, o grupo nao atingiu os objetivos preteridos.

Na proposicao de nossa pesquisa, buscamos garimpar algumas ideias que julgamos
pertinentes em alguns desse trabalhos, porém sentimos a necessidade de apresentar
uma proposta, na qual, a abordagem dos contetidos comegasse onde os alunos estavam,
e nao onde o professor e o curriculo indicavam. Além disso, trazemos para dentro da
sala de aula os processos de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo, como dito anteriormente.
Mas, nao entendemos que apenas propor algo seria o suficiente, entao foi necessario
passarmos pelo crivo da aplicagao e discussao dos resultados para que a proposta
também fosse avaliada e ajustada, quando necessario. Assim, buscou-se ampliar a visao
sobre o estudo das equacoes do 2° grau, desde a sua evolugao histérica até o seu formato
contemporaneo, como também, entender as diversas propriedades da fun¢ao polinomial
do 2° grau, buscando sempre que possivel estabelecer conexoes com a realidade, na qual

os alunos estao inseridos.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma proposta de sequéncias didaticas buscando fortalecer as estratégias
para resolucao de situacoes-problema do 2° grau para alunos do 1° ano do Ensino
Meédio.

1.1.2  Objetivos Especificos

o Realizar um levantamento histoérico e bibliografico sobre a Metodologia de Reso-

lugdo de Problemas e os problemas do 2° grau;

o Propor sequéncias didaticas que evidenciem as diversas abordagens de resolu-
¢ao de situagoes-problema do 2° grau, baseado na Metodologia de Resolugao de

Problemas;

o Aplicar as sequéncias didaticas desenvolvidas em turmas do 1° ano do Ensino Mé-
dio, identificando as contribui¢oes da metodologia sobre o estudo dos problemas

do 2° grau;
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o Analisar e discutir alguns resultados obtidos nas aplicagoes das sequéncias dida-

ticas.

Quanto a metodologia utilizada do ponto de vista dos procedimentos técnicos, nossa
pesquisa se caracteriza como pesquisa participante. Nesse sentido, |Prodanov e Freitas
(2013) comenta que esse tipo de pesquisa se caracteriza pela interagdo entre pesqui-
sadores e membros das situagoes investigadas, visto que o pesquisador utilizou a sua
propria sala de aula, no caso, trés turmas de 1° ano do Ensino Médio de uma escola
publica estadual, localizada no Municipio de Brejo da Madre de Deus - PE, Agreste
Pernambucano.

Do ponto de vista da forma de abordagem dos problemas, usou-se a modalidade
de pesquisa qualitativa, pois pensando no fato de estarmos diretamente conectados ao
nosso objeto de estudo. Prodanov e Freitas (2013, p. 70) nos situa bem sobre esse tipo
de pesquisa informando que “na abordagem qualitativa, a pesquisa tem o ambiente
como fonte direta dos dados. O pesquisador mantém contato direto com o ambiente e
o objeto de estudo em questao, necessitando de um trabalho mais intensivo de campo”.

Nessa mesma linha de raciocinio, entendemos que no contexto da pesquisa quali-
tativa observa-se uma busca aprofundada do pesquisador, pois nessa perspectiva ha
uma preocupagao em entender o cenario que se pretende realizar o determinado es-
tudo. Como pontuam Bogdan e Biklen| (1994, p. 48) “os investigadores qualitativos
frequentam os locais de estudo porque se preocupam com o contexto. Entendem que
as acoes podem ser melhor compreendidas quando sao observadas no seu ambiente de
ocorréncia’.

A pesquisa foi guiada pelos pressupostos metodologicos para resolugao de proble-
mas (ALLEVATO; ONUCHIC,| 2021)), que subsidiaram a construgdo das sequéncias
didaticas aplicadas.

Com relacao a analise dos dados coletados realizou-se a uma amostragem dos escri-
tos produzidos pelos grupos. Vale salientar que participaram da pesquisa, 29 grupos
com no maximo 5 alunos cada. No trato com os dados, trazemos comentarios parti-
culares a cada grupo da amostragem, cabe pontuar que sempre se buscou apresentar
resolugoes diversas nesses recortes. Na plenaria e na correcao dos novos problemas,
também foram feitos comentarios ao grande grupo. Essa comunicacao com esse feed-

back é muito importante na vivéncia dessas sequéncias.

1.2 Organizacdo do trabalho

Com o propésito de atender aos objetivos postos na Secao[1.1], o presente trabalho

apresenta sete capitulos, sendo eles organizados da seguinte forma: no Capitulo [T}
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considerado a introducao, fazemos um breve apanhado histérico a respeito do tema,
discorrendo acerca da necessidade de se propor sequéncias didaticas alinhadas com a
Metodologia de Resolug¢ao Problemas. Por fim, apresentamos o problema de pesquisa
identificado, sua metodologia de pesquisa, seus objetivos e estrutura do trabalho.

No Capitulo [2 apresentamos um arcabougo teérico que fundamenta a pesquisa, as-
sim apresentamos um recorte histérico a respeito da Resolucao de Problemas, tomando
como ponto de partida o periodo posterior ao declinio da Matematica moderna, como
também, as diferentes concepcoes sobre a mesma. Destacamos também a relevancia
da mesma para o ensino de Matematica e por fim, discorremos sobre a metodologia
de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo de Proble-
mas. Dentre os principais referenciais tedricos, destacamos |Allevato e Onuchic| (2021)),
Onuchic e Allevato| (2011)), Van de Walle (2009), |Allevato| (2005), entre outros.

No Capitulo [3, abordamos os problemas do 2° grau, trazendo alguns recortes do
contexto histérico, passando pela Babilonia, Egito, Grécia, India e a férmula que nao é
de Bhaskara, os arabes e os processos de balanceamento e restauragao para equacgoes,
chegando até a Europa ocidental e as contribui¢oes de Viete. Tais comentérios serao
adequados a linguagem moderna para o entendimento do leitor. Por fim, comentamos
sobre os problemas do 2° grau no cotidiano.

No Capitulo [4, discorremos sobre as competéncias e habilidades segundo a BNCC
(BRASIL; 2018), Organizador Curricular de Pernambuco - (PERNAMBUCO, [2021]) e
Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP] 2009)
relacionadas as equacoes do 2° grau e funcao polinomial do 2° grau. Apresentamos
também, a formalizacao do conceito de equagao do 2° grau e as suas respectivas formas,
tecendo alguns comentarios e fazendo suas demostragoes, do mesmo modo, trataremos
a respeito da func¢ao polinomial do 2° grau e alguns resultados associados a ela.

No Capitulo[5], apresentamos as propostas de sequéncias didaticas para o estudo dos
problemas do 2° grau na perspectiva do ensino de Matematica através da Resolugao
de Problemas.

No Capitulo [6], trazemos os resultados e discussoes acerca dos problemas geradores
e dos novos problemas aplicados a sequéncia didatica I.

No Capitulo [[]apontamos algumas consideragoes sobre a pesquisa, apresentando as
diversas contribui¢oes da metodologia estudada, na qual destamos as possibilidades e

caminhos para pesquisas futuras, assim como, das limitagoes da nossa pesquisa.
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2 METODOLOGIA DE RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

Neste capitulo, discorremos sobre a Resolugdo de Problemas e sua inegavel contri-
buig¢ao para o processo educacional, fazendo alguns recortes histéricos para compreen-
dermos seus processos evolutivos. Dissertamos acerca das diferentes concepgoes que as
literaturas adotam com relagao a Resolugao de Problemas. Em seguida, comentamos
da sua importancia no contexto escolar, na qual ela passa a ser adotada como metodo-
logia de ensino. Tal relevancia é evidenciada nas diversas pesquisas, principalmente na
4rea de Educacio Matemética, com enfoque na Educacio Bésica. E importante deixar
claro que as literaturas recomendam um pouco de cuidado com as expressoes Reso-
lugao de Problemas e resolugao de problemas. Nesse sentido, Huanca e Melo (2021))
comentam que o termo “resolucao de problemas” quando associado a Matematica é
usado e relacionado ao ato de resolver questoes, “fazer contas”. Por vezes esse termo
fica interinamente ligado ao ato de solucionar uma determinada situacao ou proble-
mética um pouco “dificil”. Ja a expressao Resolugcao de Problemas (RP), com letras
maitsculas, refere-se diretamente ao movimento educacional Resolu¢ao de Problemas,
concebido como metodologia de ensino, no qual teve seu pontapé inicial em meados do

século XX, tendo evoluido e contribuido efetivamente para o ensino de Matematica.

2.1 Resolucao de Problemas: comentarios e alguns recortes his-
toricos

A concepcao da Resolucao de Problemas como metodologia de ensino perpassou
por diversos pesquisadores, que ao seu tempo, contribuiram para o aprimoramento e
disseminacao de tal metodologia. Para escopo dessa pesquisa, nos detemos aos recor-
tes historicos da resolucao de problemas como marco temporal sobre essa concepcao,
tomamos como ponto de partida o periodo apds o declinio da Matematica Moderna
(1960 — 1980). Nesse sentido, Soares, Dassie e Rocha (2004), comentam que

A implantacdo da Matemética Moderna como parte do curriculo es-
colar nao se mostrou eficaz no combate aos problemas que o ensino
ja apresentava. Sua adocao foi feita sem o planejamento necessério
e sem a devida preparacdo dos professores. Dessa forma, as opi-
nides gerais tendem a considerar que o movimento fracassou, pois
nao atingiu as metas a que se propos, ou seja, a de unificar o en-
sino da matematica, democratizar o ensino e torna-lo mais acessivel
(SOARES; DASSIE; ROCHA| 2004}, p. 12).
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A Matematica Moderna foi um movimento internacional que buscou novas referén-
cias para o ensino de Matematica, tendo surgido na década de 1960 e declinado no final
dos anos 1970. Tal movimento, norteava-se na formalidade e no rigor dos fundamentos,
onde a teoria dos conjuntos e a algebra eram o centro para o ensino e a aprendizagem
de Matematica. A fim de aprimorar e contribuir com o ensino de Matematica, o li-
vro intitulado A Arte de Resolver Problemas, de Polya (1995), que teve sua primeira
versao publicada em (1945), é uma obra que marca uma nova concepcao de ensinar
Matematica, como também, apresenta a Resolugao de Problemas como metodologia de
ensino. O autor defende em sua obra que resolver problemas poderia ser potencializado
por imitacao e préatica de certos procedimentos e mecanismos. Desta maneira, Polya
(1995)) comenta que resolver problemas ¢ uma habilita¢ao que desenvolvemos, ou seja, é
algo que precisamos treinar, praticar e imitar para potencializar. Uma analogia a essa
concepcao pode ser remetida a pratica de algum esporte ou atividade de repeti¢ao, em
que sao aprendidos e aperfeicoados através de reiteradas atividades continuas. Assim,
ao tentarmos resolver problemas, terifamos que observar e imitar o que fazem outras
pessoas ao resolverem os seus e, por fim, aprenderiamos a resolvé-los, resolvendo-os.

Nessa obra, o autor ainda defende que o professor que pretende desenvolver em seus
alunos a habilidade de resolver problemas deve proporcionar muitas oportunidades de
repeticao e imitagao, para assim, torna-la algo natural.

Cabe comentar que George Pélya, matematico hingaro (1887 — 1985), é um pesqui-
sador bastante estimado na area de matematica, dedicou-se fortemente a caracterizar
a forma como a maioria dos alunos resolvia problemas de matematica, trazendo mui-
tas contribui¢oes para o tema, com a producao bastante escritos a respeito. A partir
dele comegamos a ter as primeiras ideias e direcionamentos a respeito da resolugao de
problemas em sala de aula.

Vale salientar que seus diversos trabalhos se expandem para diversas areas da Ma-
tematica, como probabilidade, séries, analise, teoria dos nimeros, geometria, combina-
toria, dentre outros. Porém, seu maior impeto foi dedicar-se a questoes pedagogicas ao
longo de toda carreira. Como veremos posteriormente, Pdlya descreveu como deveria
se resolver problemas de diferentes tipos, até mesmo os que nao sao de matematica.
Dentre os diversos trabalhos publicados pelo pesquisador, merece destaque o livro “ How
to Solve It”, que foi traduzido para o portugués com o titulo “A Arte de Resolver Pro-
blemas”, que inclui algumas sugestoes para professores de Matematica, com estratégias
heuristicas (descobertas dos fatos).

Na obra elencada acima, o autor sugere 4 etapas para se desenvolver a habilidade
em resolver problemas.

As etapas preconizadas por Polya (1995) para resolver problemas devem ser consi-

deradas, visto que, tem sua relevancia, como podemos observar na Figura [T}
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Figura 1 — Etapas da resolucao de problemas proposta por Polya

COMPREENSAO DO
PROBLEMA.

ESTABELECIMENTO
DE UM PLANO.

EXECUCAO DO
PLANO. ,
T

RETROSPECTO.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022) com base em (1995 p. 3 - 4).

A seguir, comentamos brevemente sobre cada uma das etapas defendidas a época

por Polya (1995), que sdo elas:

o Compreensao do Problema: o autor pontua como algo muito importante essa
compreensao, visto que, seria uma tolice tentar responder um problema que ao
menos nao se entende aquilo que se pede. Fica evidente que, nessa primeira
etapa o autor se preocupava com o entendimento do problema primeiramente,

para assim despertar o desejo do aluno em resolvé-lo. Nesse sentido, ele elenca
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que para compreender melhor o problema podemos realizar algumas perguntas,
tais como: Qual é a incognitd? Quais sdo os dados? Qual é a condicionante?
Também se devem considerar, sob varios pontos de vista, as partes que julgarem
importantes no problema. Quando necessario representa-lo por meio de uma

figura ou algo semelhante e, se possivel, satisfazer a condicionante.

o Estabelecimento de um plano: segundo o autor, deve-se iniciar com um plano
atrelado a algumas perguntas, como: “Conhece um problema correlato? Caso
sim, considere a incégnita! E procure pensar num problema conhecido que tenha
a mesma incognita ou outra semelhante que possa ser utilizada”. Caso contrario,
faz-se necessario tentar reformular o enunciado. Essa reformula¢ao pode nos levar
a problemas auxiliares que contemplem parcialmente a resolucao do problema
preterido. Para retomar o problema original é importante fazer os seguintes

questionamentos: Utilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante?

« Execucao do plano: essa fase é um guia ou roteiro geral da resolucao. Aqui, é
necessario que o aluno verifique cada um dos passos, de modo que nenhum erro ou
duvida passem despercebidos. Na execucao do plano é primordial ter paciéncia

e certeza que cada passo executado esta correto.

* Retrospecto: esta ultima etapa ¢ de suma importancia, pois ¢ ela que vai
corroborar e verificar se o problema foi resolvido de maneira correta, descartando
assim, algum possivel erro que pode ter ocorrido pelo caminho. Para tal, alguns
questionamentos se fazem necessdrios: E possivel verificar o resultado? E possivel
verificar o argumento? Também serd necessario verificar se poderemos utilizar o
resultado obtido ou o método utilizado em algum outro problema ou, até mesmo,

encontrarmos a solugao utilizando outra estratégia (POLYA| 1995, p. 3 - 10).

Certamente, Polya (1995) contribuiu significativamente para os estudos referentes
a Resolucao de Problemas, apesar de suas abordagens terem, por vezes, um carater
tedrico e mecanizado. Porém, suas concepgoes sobre resolver problemas foram im-
portantissimas, tendo diversos direcionamentos e aperfeicoamentos por outros autores.
Vale salientar que Polya (1995) teorizava sobre Resolugao de Problemas, concepgao que
sera comentada mais adiante.

Para melhorar a perspectiva defendida por Polya (1995), Onuchic (1999) comentava
que o trabalho em sala de aula, através da metodologia de Resolucao de Problemas,

comecou a ganhar “corpo”, a partir da preocupacao dos professores e pesquisadores

I Nesse contexto o autor refere-se ao que deve ser descoberto para que o problema seja resolvido.

Alguns problemas, podem estar presentes mais de uma incégnita, quanto a solucao é dividida em
mais de uma etapa.
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em atribuir significado a aprendizagem matematica com outra abordagem. Para isso,
a Resolucao de Problemas deveria compor as seguintes etapas: formar pequenos gru-
pos e entregar uma atividade; o papel do professor como intermediador; registrar os
resultados na lousa; realizar uma plenaria; analisar e explorar os resultados; buscar um
consenso; fazer a formalizacdo com terminologias novas (ONUCHIC| 1999, p. 216 -
217).

A fim de aprimorar as etapas sugeridas em 1999, Onuchic e Allevato (2011, 83
- 84, grifos nossos), tem-se como etapas para resolugao de problemas: prepara¢io do
problema; leitura individual; leitura em conjunto; resolugdo do problema; observar e in-
centivar; registro das resolugoes na lousa; plendria; busca do consenso e formalizagdo do
conteudo. Faz-se necessario algumas observacoes da nova etapa sugerida pelas autoras
“a preparagdo do problema”, como as autoras assim a nomeiam. Ao nosso entendimento
¢ uma das etapas mais importante do percurso metodologico, pois, demonstra-se uma
preocupacao com todo o processo envolvido, mesmo antes da aula propriamente dita,
como pesquisas posteriores vao relatar.

Na busca em atender as demandas dos estudos referentes a metodologia de Resolu-
¢ao de Problemas, Allevato e Onuchic (2014, 2021) sugerem 10 etapas para o percurso
metodologico. A novidade para essa nova versao é a ultima etapa, na qual a propo-
sicao de novos problemas surge como uma corroboragao das etapas anteriores e como
uma retomada e aprofundamento do contetido preterido. As etapas apresentadas e

comentadas pelas autoras, sao:

1. Proposicao do problema gerador - o professor seleciona ou elabora um pro-

blema e propoe aos alunos ou aceita um problema proposto pelos préprios alunos.

2. Leitura individual; aluno recorre aos conhecimentos prévios - cada aluno
faz sua leitura do problema. A acgdo, nessa etapa, é do aluno; ao ler individual-
mente, tem possibilidade de refletir, de se colocar em contato com a linguagem
matematica e desenvolver sua propria compreensao do problema proposto. En-
tao, os alunos se reunem em pequenos grupos e fazem nova leitura e discussao do

problema.

3. Em pequenos grupos, alunos discutem e aprimoram compreensoes — 0s
alunos retdnem-se em pequenos grupos e fazem nova leitura e discussao do pro-
blema. O professor ajuda os grupos na compreensao do problema e na resolugao
de problemas secundériosﬂ mas ainda as agoes sao realizadas, essencialmente,

pelos alunos.

2 Duvidas referentes & notacdo, & passagem da linguagem vernicula para a linguagem matemética,

a conceitos relacionados e a técnicas operatorias
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10.

Alunos em grupos, resolvem o problema - os alunos, em seus grupos, tentam
resolver o problema gerador, que os conduzira a construcgao de conhecimento sobre
o conteudo planejado pelo professor para aquela aula. A acao dos alunos volta-
se & expressao escrita pois, para resolver o problema, precisardao da linguagem
matematica ou de outros recursos de que dispdéem: linguagem corrente, desenhos,

graficos, tabelas ou esquemas.

Professor incentiva e observa — o professor age, enquanto isso, observando o
trabalho dos alunos, incentivando-os a utilizarem seus conhecimentos prévios e
técnicas operatoérias ja conhecidas e incentivando a troca de ideias. Auxilia nas
dificuldades sem, contudo, fornecer respostas prontas, demonstrando confianca

nas condicoes dos alunos.

Alunos apresentam resolugoes - representantes dos grupos sao solicitados
a fazerem o registro de suas resolugoes na lousa (certas, erradas ou feitas por

diferentes processos).

Em plenaria, professor e alunos discutem ideias, concepgoes - em um
esforco conjunto, professor e alunos tentam chegar a um consenso sobre o re-
sultado correto. Esse é um momento em que ocorre grande aperfeicoamento da
leitura e da escrita matemaéticas e relevante construcao de conhecimento acerca
do contetdo. O professor é um interlocutor dos diferentes pontos de vista, tendo

ele o papel de incentivar a participagao dos envolvidos.

Busca de consenso sobre as resolugoes - apds a plenaria, sao esclarecidos
todos os questionamentos acerca do problema e o professor busca com a classe

chegar a um consenso a respeito do resultado mais préximo do ideal.

Professor formaliza o contetido matematico - o professor registra na lousa
uma apresentacao “formal” — organizada e estruturada em linguagem matema-
tica — padronizando os conceitos, os principios e os procedimentos construidos
através da resolucao do problema, destacando diferentes técnicas operatorias e

construindo demonstragoes, (se for o caso).

Proposicao e resolucao de novos problemas - possibilita analisar se foram
compreendidos os elementos essenciais do contetiddo mateméatico introduzido na-
quela aula e consolidar as aprendizagens construidas nas etapas anteriores, bem
como, aprofundar e ampliar as compreensoes acerca daquele contetido ou tépico
matematico, gerando um circulo que se configura pela construcao de novos conhe-

cimentos e pela resolugdo de novos problemas, e assim por diante. (ALLEVATO;

ONUCHIC| 2014; ALLEVATO; ONUCHIC, 2021}, p. 45 - 46/48 - 50).
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Allevato e Onuchic (2014, 2021) evidenciam quem em todo percurso metodolégico
o professor é mediador, questionador, gerador de situagoes. As etapas defendidas por
elas nortearam nosso percurso metodolégico, pois orientaram o desenvolvimento das
atividades junto aos alunos, potencializando a aprendizagem dos contetidos pretendidos
(problemas do 2° grau), além de promover um ambiente de colaboragao para uma

aprendizagem significativa, critica e reflexiva.

2.2 Concepcoes sobre Resolucao de Problema

Nesta secao, fazemos alguns breves comentérios sobre as concepgoes acerca da Re-
solugao de Problemas, evidenciando as caracteristicas de cada uma delas, como base
em alguns recortes da tese de doutorado de Allevato (2005).

Ao apresentar e analisar as caracteristicas de cada uma delas, separadamente, acre-

ditamos que ficarao explicitadas, também, as diferencas entre essas concepgoes.

2.2.1 Ensinar sobre Resolucao de Problemas

A fim de superar o periodo p6s Matematica Moderna, pesquisadores e educadores
matematicos voltaram suas atencoes para o ensino de matematica, dando énfase a

resolucao de problemas. Nesse sentido, Allevato (2005) deixa claro que

As heuristicas ganharam forga, constituindo-se em listas de sugestoes
e estratégias gerais, independentes do assunto particular. Elas auxi-
liavam a fazer aproximagoes, compreender um problema e dispor,
eficientemente, os recursos para resolvé-lo. Portanto, foi sedimen-
tada a crenga de que era preciso ensinar aos estudantes a resolver
problemas ou, o que é mesmo ensinar sobre resolucao de problemas
(ALLEVATO! 2005} p. 49).

Com forte influéncia sobre a Resolucao de Problemas, Polya (1995) passou a ser
reconhecido por muitos estudiosos como uma das principais referéncias dessa teoria,
apesar de nao a ter criado. Seus escritos tiveram muita influéncia no processo de dis-
seminacao da Resolucdo de Problemas nos estudos em sala de aula. O autor tinha
como foco principal o professor como resolvedor de problemas para que ele pudesse,
de maneira linear, tornar seus alunos “bons resolvedores de problemas”. Essa concep-
cao de resolucao de problemas também preconiza a repeticao e imitagao exaustiva de
longas listas de exercicios, esperava-se que o aluno fizesse o mesmo na avalicdo para
que a aprendizagem matematica acontecesse. |Allevato (2005, p. 52) alerta que “a
repeticao de uma estratégia ou técnica operatoria, mesmo que realizada corretamente,

nao garante a compreensao do conceito ou conteido matematico envolvido”.
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2.2.2 Ensinar para a Resolucao de Problemas

O ensinar para a Resolu¢ao de Problemas, defendido nessa concepcao, direciona que
antes da resolucao dos problemas o aluno deve estar “munido” de alguma técnica ou
algoritmo para aplica-lo a sua resolugao. O professor deve se concentrar no modo como
a matematica deve ser ensinada, e a mesma, torna-se uma ferramenta ou dispositivo

para resolver problemas. Nesse contexto, Allevato (2005) explica que:

Nessa concepg¢ao o professor concentra-se no modo como a Matema-
tica que esta sendo ensinada pode ser aplicada na resolugao de proble-
mas. Ele se preocupa com a habilidade dos alunos de transferirem o
que aprendem num contexto para problemas em outros contextos, ou
seja, ele ensinar para a resolugdo de problemas (ALLEVATO, [2005|
p. 52 - 53).

A Resolucao de Problemas com essa abordagem passa a ser compreendida como
mais uma atividade de verificagdo ou avaliacdo “sentenciadora” ao final do conteudo
estudado.

Porém, Allevato (2005) ressalta que essa concepgao do ensinar para a Resolugao
de Problema, pode gerar algumas limitagoes, como o uso utilitarista do conhecimento
matematico adquirido anteriormente para solucionar problemas de ordens rotineiras
ou nao. Assim como, no desenvolvimento do raciocinio, da capacidade de abstrair,

raciocinar, relacionar e conjecturar durante todo o percurso metodologico.

2.2.3 Ensinar através da Resolucdo de Problemas

Essa percepc¢ao nao é entendida apenas como um simples contetido a ser abordado
na aula de Matematica ou uma maneira de tornar a matematica um meio de resolver
problemas, vai muito além dessa visao. O ensinar através de Resolugdo de Problemas
passa a ser concebido como uma metodologia de ensino, na qual o conhecimento ma-
tematico é ampliado, ressignificado ou, até mesmo, aflorado, através de um problema
gerador, que mais a frente detalharemos o seu significado no percurso metodolégico
adotado nesse trabalho.

Para, Van de Walle (2009)

[..] ensinar com tarefas baseadas em resolucdo de problemas é mais
centrado no aluno do que no professor. O ensino comega e se
constréi com ideias que as criancas possuem — seus conhecimen-
tos prévios. E um processo que requer confianca nas criancas -
uma convicgao de que todas elas podem criar ideias significativas
sobre a matematica (VAN DE WALLE, 2009} p. 58, grifo nosso).

Nesse sentido, Onuchic e Allevato| (2011)) corroboram e acrescentam que na metodo-

logia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo o ensino de Matemaética através da Resolugao
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de Problemas, a proposicao do problema é o norte principal para que os diversos co-
nhecimentos despontem em sala de aula, despertando nos alunos a habilidade de fazer
diferentes conexoes para os diferentes campos da Matematica, suscitando novos con-
ceitos e ressignificando a aprendizagem para compreensao de novos conteidos.

E importante comentar que diferente do ensino tradicional, a metodologia evidenci-
ada é antagdnica dos meros processos de copias e apenas reproducao de tarefas, tendo
o estudante como protagonista do processo.

Por fim, reitera-se que no ensinar através da Resolugdo de Problemas o problema é
o ponto de partida e sua compreensao passa a ser seu objetivo central, e dele, decorre
todo o percurso metodoldgico que possibilita a formacao dos sujeitos numa perspectiva
integral, dinamica, contemporanea e significativa.

Para o foco dessa pesquisa e das exigéncias apresentadas no contexto de sala de
aula, entendemos que o aluno é o centro de todo o processo pedagogico. Nesse sentido,
defendemos que os processos educacionais devem ser reorientados (e estao sendo) a par-
tir dos interesses e demandas dos alunos, corroborando assim, em um desenvolvimento
integralizado deles. E imprescindivel compreender que todos os alunos sio capazes de
aprender, ainda que cada um ao seu tempo e de formas diferentes. Portanto, enquanto
educador entendo e defendo que os esforgos devem ser canalizados para que o ensino,
aprendizagem e avaliacao ocorram simultaneamente através da Resolucao de Proble-
mas. Entretanto, Allevato (2005) comenta que essa metodologia de ensino nao exclui
as demais, visto que o aluno pode aprender para e sobre, enquanto aprendem através

da Resolucao de Problemas.

2.3 A relevancia da Resolucao de Problemas no Ensino da Ma-

tematica

Quando delimitamos pesquisar a Resolucao de Problemas no ensino de Matemé-
tica, levamos em consideragao as diversas contribui¢oes dessa metodologia de ensino
para ao transcorrer de todo o processo. Na busca de elementos que referendassem
a nossa escolha, no livro intitulado “Matemdtica no Ensino Fundamental: formagao
de professores e aplicagoes em sala de aula”, Van de Walle (2009) aponta boas razoes
para adotarmos a Resolugao de Problemas como estratégia de ensino, pois a mesma: a)
concentra a atengao dos alunos sobre as ideias e em dar sentido as mesmas; b) fornece
dados continuos para avaliacao que podem ser usados para tomar decisoes educacionais
e ajudar os alunos a ter bom desempenho, mantendo os pais informados; ¢) possibilita
um ponto de partida para ampla gama de alunos; d) envolve os estudantes de modo

que ocorre menos problemas de disciplina; e) desenvolve o “potencial matemético”; f)
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¢ muito divertida (VAN DE WALLE, 2009, p. 59).

Diversos(as) outros(as) pesquisadores(as) também apontam contribuigoes e perti-
néncias sobre estudar o tema, dentre eles, destacam-se Onuchic e Allevato (2011), que
apresentam seis boas razoes para que possamos adotar a Resolucao de Problemas como

pratica nas aulas de Matematica, sendo elas:

Resolucao de Problemas coloca o foco da atencdao dos alunos sobre
as ideias matematicas e sobre dar o sentido.

Resolucao de Problemas desenvolve poder matemaético nos alunos,
ou seja, capacidade de pensar matematicamente, utilizar diferentes
e convenientes estratégias em diferentes problemas, permitindo au-
mentar a compreensao dos contetidos e conceitos matematicos.

Resolucdo de problemas desenvolve a crenca de que os alunos sao
capazes de fazer matematica e de que a Matematica faz sentido, assim
a confianca e autoestima dos estudantes aumentam.

Resolucdo de Problemas fornece dados de avaliacdo continua, que
podem ser usados para a tomada de decisdes instrucionais e para
ajudar os alunos a obter sucesso com a matematica.

Professores que ensinam dessa maneira se empolgam e nao querem
voltar a ensinar na forma dita tradicional. Sentem-se gratificados
com a constatagao de que os alunos desenvolvem a compreensao por
seus proprios raciocinios.

A formalizagdo dos conceitos e teorias matematicas, feita pelo pro-
fessor, passa a fazer mais sentido para os alunos (ONUCHIC; ALLE-
VATO, 2011} p. 82).

Quando falamos da importancia da Resolucao de Problemas como metodologia de
ensino, nao se exclui a relevancia de outras metodologias para tal processo. Mas, as
diversas pesquisas tém mostrado ao longo dos anos que a Resolucao de Problemas,
quando bem trabalhada em sala de aula, tem contribuido para o ensino colaborativo,
critico e reflexivo dos contetidos de Matematica, acarretando assim numa aprendizagem
significativa.

Quando nos remetemos aos documentos de carater normativo, destaca-se a BNCC
(BRASIL, 2018), que em uma de suas habilidades destinadas ao Ensino Fundamental
Anos Finais sobre equagdo, elenca que “(EF08MAQ9) Resolver e elaborar, com e sem
uso de tecnologias, problemas que possam ser representados por equagoes polinomiais
de 2° grau do tipo az? = b” (BRASIL, 2018, p. 313), e na abordagem com funcoes
propoem que a ideia que o aluno deve “(EM13MAT302) Construir modelos empregando
as fungoes polinomiais de 12 ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos,

com ou sem apoio de tecnologias digitais” (BRASIL| 2018| p. 536).
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Em particular, abordamos os problemas do 2° grau, com enfoque no estudo de
equacao do 2° grau, como conteiido de retomada, e fun¢ao polinomial do 2° grau como

conteudo de continuidade.

2.4 A Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacao de Mate-

matica através da Resolucao de Problemas

Resolver problemas ¢ algo inerente a vida escolar do estudante, em qualquer nivel
de ensino. Nesse sentido, é parte primordial o papel do professor como mediador e
interlocutor do conhecimento matematico, intermediado pela metodologia de Resolugao
de Problemas como meio de dar significado a tais situacoes. E essencial o docente
apresentar e ressignificar os sentidos do ensino, aprendizagem e avaliagao, deixando de
lado a concepgao que eles sao disjuntos no processo educacional, e com isso, superando
um pouco aquela concepcao de ensinar matematica pela matematica. Mesmo
sendo algo emergente nos documentos norteadores, e nas diversas pesquisas em ensino
de matematica, ensinar através da Resolugdo de Problemas tem sido um desafio a ser
superado, pois, essa percepcao de ensino nao esta clara para alguns educadores. Desse
modo, Allevato e Onuchid| (2021}, p. 37) alertam que é “[...] inquestionédvel na formagao
escolar em todos os niveis de ensino, a forma de incorpora-la de modo a promover
uma significativa e afetiva aprendizagem ainda nao esta clara para os professores de
Matematica”.

Nao é de hoje que as evidéncias acumuladas, por diversos pesquisadores, vém con-
tribuindo para podermos superar tais desafios e obstaculos. Sobre a Resolucao de

Problemas, Van de Walle (2009) ji4 comentava e recomendava fortemente que

Quando os alunos se ocupam de tarefas bem escolhidas baseadas na
resolucao de problemas e se concentram nos métodos de resolugao, o
que resulta sdo novas compreensoes da matematica embutida na ta-
refa. Enquanto os estudantes estdo ativamente procurando relagoes,
analisando padroes, descobrindo que métodos funcionam e quais nao
funciona e justificando resultados ou avaliando e desafiando os ra-
ciocinios dos outros, eles estdo necessaria e favoravelmente se enga-
jando em um pensamento reflexivo sobre as ideias envolvidas (VAN
DE WALLE;, 2009, p. 57).

Quando Van de Walle (2009) remete sobre novas compreensoes, fica evidente que
os significados do conhecimento matematico comecam a tomar sentido e terem outras
percepgoes para o aluno, esse processo desperta uma aprendizagem significativa.

Ainda nessa perspectiva, Huanca (2014) traz importantes reflexoes, segundo ele

[...] 0 ensino de Matemaética através da resolucdo de problemas é im-
portante. Ele nos oferece uma experiéncia em profundidade, uma
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oportunidade de conhecer e delinear as dificuldades, de conhecer as
capacidades e limitagoes do conhecimento matematico que os estu-
dantes possuem. O ensino através da resolugdo de problemas coloca
énfase nos processos de pensamento, nos processos de aprendizagem
e trabalha os contetidos matematicos, cujo valor nao se deve deixar
de lado (HUANCA! [2014 p. 71).

Dessa forma, um dos segredos estda na mediacao do professor para desencadear o
processo de construcao da aprendizagem através da Resolucao de Problemas de forma
intencional, sistemética e planejada, potencializando ao maximo as capacidades do
aluno. Ainda em consonancia com tal metodologia, Soares e Pinto (2001), afirmam

que

[...] quando se ensina através da resolugéo de problemas, ajuda-se os
alunos a desenvolver sua capacidade de aprender a aprender, habituando-
os a determinar por si préprios respostas as questdes que os inqui-
etam, sejam elas questoes escolares ou da vida cotidiana, ao invés
de esperar uma resposta ja pronta dada pelo professor ou pelo livro-
texto (SOARES; PINTO], 2001} p. 01).

Nesse sentido, a aprendizagem através da Resolucao de Problemas oportuniza aos
alunos a criacao de um ambiente de reflexao e construgao colaborativa do conhecimento,
desenvolvendo o pensamento critico, a autonomia e a criatividade. Assim, quando eles
opinam e debatem seus pontos de vista em aula, tendem a desenvolverem competéncias
e habilidades que vao para além da Matematica, na busca por sua identidade enquanto
sujeitos histéricos, pertencentes a uma dada conjuntura social e cultural.

Vale salientar que quando falamos/pensamos no ensino de Matemética em sala de
aula é natural pensarmos que Ensino-Aprendizagem-Avaliacido sao trés processos, por
vezes, totalmente disjuntos.

Por esta razao, Pironel e Onuchic (2016) discorrem que

Dicotomicamente podemos perceber que: 1. Pode ocorrer ensino e
aprendizagem sem que exista uma avaliagdo desse processo; 2. Pode
haver ensino e avaliacdo sem que tenha havido aprendizagem; e 3.
Pode haver aprendizagem e avaliacao dessa aprendizagem, sem que
ela tenha acontecido a partir do ensino (PIRONEL; ONUCHIC,|2016),

p. 4).

Para melhor detalhamento dos trés processos, Huanca (2006) apresentou um quadro
onde ele procurou fazer comparagoes entre os mesmos, tecendo alguns comentarios,

como podemos observar no Quadro [2.1]
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Quadro 2.1 — Ensino-Aprendizagem-Avaliacao

Trés
Processos
distintos

Ensino Aprendizagem Avaliacao

A avaliacdo apoia a
aprendizagem e
forma aos professores
quanto ao crescimento
dos alunos e, também,
informa aos professo-
res quanto ao seu pro-
prio trabalho.

Os alunos devem aprender
com compreensao. A res-
ponsabilidade da aprendiza-
gem é dos alunos. Como?
Sabendo relacionar as ideias
que tém com as novas ideias
que se quer construir.

A respon-
sabilidade
do ensino é
do professor
que visa
a  aprendi-
zagem do
aluno.

in-

Um processo
duplo ligando
ensino a
aprendizagem

Ensino-Aprendizagem

Este processo é um ser maior. E maior do que o ensino. E maior do
que a aprendizagem. Acontece simultaneamente durante a construcgao
do conhecimento, através da resolucao de problemas, tendo os alunos
como co-construtores desse conhecimento.

Um processo
triplo e tnico
de ensinar,
aprender e
avaliar ao
mesmo tempo
€ No mesmo
espagco

Ensino-Aprendizagem-Avaliagao

Este processo é um ser ainda maior. E maior do que o ensino, do que
a aprendizagem e do que a avaliagdo. Tendo a avaliacao integrada ao
processo de ensino-aprendizagem, que passa a ser vista como um
processo bem mais amplo chamado ensino-aprendizagem-avaliagao. O
professor avalia o crescimento dos alunos. Os alunos fazem também
sua avaliacao destinada a guiar e aumentar sua aprendizagem.

Fonte: (HUANCA, 2006, p. 44).

A fim de superar a necessidade de que os processos de ensino, aprendizagem e

avaliacao ocorram em sala de aula de maneira integralizada, a mudanca de postura

por parte de professores e alunos se faz emergente. Tais inquietagoes sao fundamentais

para a superacao desses obstdculos, assim, conforme Pironel e Onuchic (2016, p. 4)

“compreende-se a necessidade de que os processos de ensino, aprendizagem e avaliagao

ocorram integradamente quando pensamos na sala de aula de Matematica”.

A Figura [2] a seguir ilustra bem a visdo baseada na integralizacao entre Ensino-

Aprendizagem-Avaliagao, defendida por Pironel e Onuchic (2016).

Figura 2 — Processo de Ensino-Aprendizagem-Avaliacao

Processo de
Ensino

Processo de

Processo de
Avaliac i

Apr

Fonte: |Pironel e Onuchic (2016, p. 4).
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Na busca, concomitantemente, a consolidacao dos processos de Ensino-Avaliacao-
Aprendizagem, é primordial o professor pensar e planejar todo o processo cuidadosa-
mente, mesmo antes da sua execucao, principalmente no processo avaliativo. Sendo

assim, Pironel e Vallilo (2017) reiteram que

A metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matemética
através da Resolucao de Problemas propoe que a avaliagao deve acon-
tecer durante todo o desenvolvimento da atividade proposta pelo pro-
fessor, por outro lado, o processo de avaliacdo deve ser iniciado antes
mesmo do inicio da aula, quando o professor comega a elaborar o pro-
blema gerador ou decide adotar um problema existente (PIRONEL;
VALLILO, 2017, p. 281).

Buscando contribuir com essa perspectiva, Onuchic e Allevato (2011) afirmam que

Fundamentar a Resolucdo de Problemas nessas concepgoes, e imple-
mentar a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacao de Mate-
matica através da Resolugdo de Problemas, exige do professor e dos
alunos novas posturas e atitudes com relacdo ao trabalho em sala
de aula. O professor precisa preparar, ou escolher, problemas apro-
priados ao conteiido ou ao conceito que pretende construir. Precisa
deixar de ser o centro das atividades, passando para os alunos a maior
responsabilidade pela aprendizagem que pretendem atingir. Os alu-
nos, por sua vez, devem entender e assumir essa responsabilidade.
Esse ato exige de ambos, portanto, mudancas de atitude e postura, o
que, nem sempre, é facil conseguir (ONUCHIC; ALLEVATO, [2011},
p. 82).

Em pesquisa recente, Huanca e Silva (2022) comentam que a aprendizagem de ma-
tematica através da Resolucao de Problemas tem sido bastante estudada e explorada.
Nesse sentido, preceituam que

Muitas ideias associadas a essa abordagem, mudanga nos papéis do
professor, como promocao e selecdo de problemas para o ensino,
aprendizagem colaborativa, e problematizacao do curriculo, tém sido
extensivamente estudadas, resultado em respostas baseadas em inves-

tigagOes para varias questoes frequentemente levantadas sobre Reso-
lucdo de Problemas (HUANCA; SILVA| |2022, p. 4).

Aproximar a Matematica do cotidiano através da metodologia de Resolucao de
Problemas é colocar o aluno como responsavel por uma parcela significativa da sua
aprendizagem. Ou seja, ser protagonista do seu préprio caminho, possibilitando aos
mesmos encarar desafios, conjecturar caminhos de resolucao, criar e validar hipdte-
ses, buscar estratégias e materializar o conhecimento, tornando-a mais significativa e
prazerosa.

Buscando aprimorar os percursos metodoldgicos propostos em Onuchic (1999) e
Onuchic e Allevato (2011), Allevato e Onuchic (2014, 2021) apresentam um novo per-
curso metodolégico, bem mais robusto e guiado em 10 etapas, como mostra o Quadro

2.2 comparativo a seguir.
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Quadro 2.2 — Evolugao do roteiro em sala de aula de Onuchic e Allevato

Onuchic (1999)

Onuchic e Allevato
(2011)

Allevato e Onuchic
(2014 e 2021)

Formar pequenos
grupos e entregar
uma atividade

Preparagao do problema

Proposicao do problema
gerador

Leitura individual

Leitura individual: aluno
recorre aos conhecimentos
prévios

Leitura em conjunto

Em pequenos grupos,
alunos discutem e
aprimoram compreensoes

Professor como
intermediador

Resolucao do problema

Alunos em grupos,
resolvem o problema

Observar e incentivar

Professor incentiva e
observa

Resultados na lousa

Registros das solugoes

Alunos apresentam

na lousa resolugoes
Em plenaria, professor e
Realizar plenaria Plenaria alunos discutem ideias e

concepcoes

Buscar um consenso

Busca de consenso

Busca de consenso sobre as
resolugoes

Fazer a formalizagao

Formalizacao do
conteudo

Formalizagao do contetido

Proposicao e resolucao de
novos problemas

Fonte: Adaptado de |[Huanca e Silval (2022, p. 4).

O ponto de partida para a construgdo da nossa proposta, baseada na Resolugao

de Problemas do 2° grau, norteou-se a partir de situagoes trazidas pelos alunos ou

levadas pelo professor, o que chamamos de situagoes motivadoras, ponto de partida ou

problemas geradores. Cabe evidenciar que

Esse problema inicial é chamado gerador, pois visa & construgao de
um novo conteido, conceito, principio ou procedimento; ou seja, o
conteildo matematico necessario ou mais adequado para a resolugao

do problema ainda néo foi trabalhado em sala de aula (ALLEVATO;

ONUCHIC], 2021 p. 49).
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Segundo |Allevato e Onuchic| (2014)) uma atividade é chamada de problema gerador

quando nenhum indicativo de caminho ou procedimento de resolucao é deixado explicito
para o aluno, visto que o contetiddo matematico necessario para a resolugao do problema,
ainda nao foi trabalhado em sala de aula. Ainda nessa visao, Allevato e Gongalves

(2020), acrescentam e discorrem que

Como o conteiiddo matemaético necessario a resolugdo do problema
ainda nao foi trabalhado em sala de aula, o professor pode propor
atividades para a retomada de alguns conceitos que sejam relevantes
para a resolucdo do problema proposto. Ao realizar essa dinamica
de aula, por meio dos organizadores prévios, o professor busca rea-
tivar significados fundamentais para a resolucao do problema dando
sentido ao novo contetido matematico (ALLEVATO; GONCALVES|

2020, p. 64 - 65).

Durante essa etapa é natural surgirem resolugoes diversas por parte dos alunos,
até mesmo, resolucoes nao esperadas, como foi possivel constatar na aplicacdo de tal
problema em nossa pesquisa.

A partir do problema gerador, deve-se percorrer algumas etapas para consolida-
¢ao da aprendizagem na perspectiva da Resolu¢ao de Problemas, estando elas estao
interligadas uma a outra, dando assim, uma melhor sustentacao para a assimilacao
dos problemas propostos. Para tal, apresenta-se uma metodologia que esta guiada nas

etapas corroboradas por Allevato e Onuchic (2021), como mostra a Figura .

Figura 3 — Etapas da Metodologia proposta por Allevato e Onuchic

1. Proposicao

do problema
gerador.

2. Leitura
individual; aluno
recorre aos
conhecimentos
prévios.

9. Professor

formaliza o
conteudo
matematico. Professor
mediador,
questionador,
gerador de

situacoes.

4. Alunos em
grupos,
. resolvem o
7.Em plenaria, problema.

professor e alunos
discutem ideias,
concepgoes.

5. Professor
incentiva e
observa.

6. Alunos
apresentam
resolucdes.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em |Allevat0 e Onuchic| q2021|, p. 51).
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Como sistematizacao de todo o processo apresentamos duas sequéncias didaticas,
nas quais foram apresentados diversos problemas. E importante fazermos alguns co-
mentérios sobre a classificacao deles, nesse sentido Butts (1980) e Dante (2005) citados
por (ALLEVATO; GONCALVES| 2020, p. 55 - 57) , apresentam alguns tipos:

« Exercicios de reconhecimento: esse tipo de exercicio exige do resolvedor
reconhecer ou recordar um conceito, uma definicao ou propriedade que possa ser

aplicada naquela atividade.

« Exercicios de algoritmos: trata-se de um exercicio onde as regras para resolvé-
lo ja estao prescritas, ou seja, exercicios que sao resolvidos utilizando procedi-

mentos passo-a-passo.

« Exercicios de aplicagao: é caracterizada por problemas tradicionais, exigindo
do resolvedor a aplicacao de algoritmos para matematizar e coletar informagoes de
uma situacao problema envolvendo outras areas do conhecimento ou o cotidiano

do aluno.

« Problemas de quebra cabeca: sao problemas que buscam desenvolver a per-

cepcao, motivar e desafiar os alunos por meio da matematica recreativa.

« Problemas processos ou heuristicos: esse tipo de problema tem como ob-
jetivo fazer o aluno pensar e elaborar um plano de acdo, uma estratégia para
resolucao do problema inerente. Nao exige do resolvedor apenas a aplicacao de

um determinado algoritmo.

o Problemas de pesquisa aberta: sao entendidos como pesquisa aberta aqueles

problemas em que no enunciado nao ha uma estratégia especifica para resolvé-lo.

Em nossas sequéncias didaticas utilizamos, predominantemente, problemas de ca-
rater heuristicos e de pesquisa aberta, pois acreditamos que eles contribuem significa-

tivamente para o objetivo do nosso trabalho.
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3 PROBLEMAS DO 22 GRAU: ALGUNS
RECORTES NO CONTEXTO DAS DI-
VERSAS SOCIEDADES

Nesse capitulo, apresentamos alguns recortes historicos a respeito dos problemas do
2° grau nas diversas sociedades. Trazemos, também, breves comentarios acerca deles,
a fim de adequa-los a linguagem moderna, para que o leitor possa estabelecer conexoes
entre as diferentes épocas e os dias atuais.

Por vezes, a histéria da Matematica se apresenta de forma controversa, ou até
mesmo, dubia. Talvez algumas tradugoes e recortes propagados nas literaturas, te-
nham sido (re)adequados por escritores, assim, ndo sendo tao fidedignos a sua época.
Em virtude disso, recomendamos ao leitor mais critico que, para afunilarmos tais in-

quietacoes, faz-se necessario um maior aprofundamento tedrico acerca do tema.

3.1 Babilonia

Na antiguidade, a resolugao de problemas fazia parte do cotidiano de diversas so-
ciedades. Os povos babilénicos[] que habitavam a antiga Mesopotamia, por exemplo,
ja resolviam alguns tipos de problemas, registrando-os em tabletes. Alguns desses,
assemelhava-se com os que hoje chamamos de problemas do 2° grau. Roque e Pitom-
beira (2012) apresentam um exemplo encontrado na cole¢do do British Museum, no
tablete BM 13901, sendo traduzido usualmente da seguinte maneira:

“Adicionei a drea e o lado de um quadrado: obtive 0,45. Qual o lado?”

Solugao:
1. tome 1

2. fracione 1 tomando a metade [§(: 0, 30)

I Deve-se entender que se usa o termo descritivo babilénico meramente por conveniéncia, pois muitos

povos além dos babilénios, como os sumérios, os acadianos, os caldeus, os assirios e outros povos
antigos que habitavam area, numa época ou outra, também se incluem na designacao geral (EVES|
2004, p. 57).

Usaremos o simbolo como separador dos “algarismos” dentro da parte inteira ou da parte
fracionaria; e o simbolo “,” para a separagdo entre a parte inteira e a parte fracionaria”. Muitos
historiadores estrangeiros fazem o contréario, ou seja, usam o ponto e virgula para separar a parte
inteira da parte fraciondria e a virgula para separar os algarismos dentro da parte inteira ou da
parte fracionaria. Decidimos inverter esta representacdo uma vez que, no Brasil, a virgula é usada
normalmente para separar a parte inteira da parte fracionaria e ja estamos habituados a esta
utilizagao do simbolo “,” (ROQUE; PITOMBEIRA| 2012, p. 12).

@,
)
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3. multiplique 0,30 por 0,30 (: 0,15)

4. some 0,15 a 0,45 (: 1)

5. 1 é a raiz quadrada de 1

6. subtraia os 0,30 de 1

7. 0,30 é o lado do quadrad(ﬂ

“Cada passo do procedimento acima era executado com a ajuda de um tablete, por
exemplo, a etapa (3) exigia a consulta a um tablete de multiplicacdo ou de quadrados
e a etapa (5), evidente neste caso particular, era resolvida em geral pela consulta a um
tablete de raizes quadradas” (ROQUE; PITOMBEIRA] 2012, p. 18 - 19).

Roque e Pitombeira| (2012)) propoe uma generaliza¢ao do problema acima para uma
notagao mais atual, onde o mesmo poderia ser resolvido por uma equagao do segundo
grau. E importante salientar que os babildnios ndo escreviam a equacio do 2° grau
na forma Az? + Bx + C = 0, com A # 0, como conhecemos hoje, pois nao havia
simbolos para representar os coeficientes e incégnitas. O momento histérico no qual
os babilonios viveram nao havia sentido para o que conhecemos hoje como equacao.
Problemas similares podem ser resolvidos por regras gerais e aplicados as diferentes
casos. Algumas literaturas apresentam o procedimento adotado pelos babilonios para
o caso geral da equacdo do tipo Ax? + Bz = C, que pode ser representado por uma
natureza algébrica.

Desse modo, para generalizarmos a solucao babilonica, devemos considerar que o

procedimento pode ser traduzido algebricamente pelo passo a passo descrito abaixo

B\? B\ 1
para encontrarmos a raiz R = ( <2> + AC — 2) T

Procedimentos:
1. Multiplique A por C' (encontrando AC')

B
2. Tome metade de B, ou seja (2)

B B B\?
3. Multiplique o) por o obtendo <2>

2 2

4. Adicione os termos AC' a (g) , obtendo (f) +AC

2

+AO)

5. Tome a raiz quadrada dos termos encontrados anteriormente, ou seja, ( <2>

3 Os babilonios utilizavam um sistema de numeracao sexagesimal (ROQUE; PITOMBEIRA, |2012).
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B B\? B
6. Subtraia 3 da raiz acima, encontrando (2) + AC — 5

1
7. Tome o inverso de A e obtenha 1

8. Multiplique os termos do item 5 por —, obtendo assim o lado do quadrado pre-

tendido

|

B\’ B\ 1
9. Dai, o lado do quadrado é <2) + AC — 37

E possivel fazer essa comparacio da matemética babilonia com a linguagem de
hoje por algumas tradugoes da época terem sido ajustadas ao modo de quem traduziu,
alguns historiadores comentam que algumas dessas tradugoes podem ter sofrido ajustes
para terem significados na linguagem de hoje.

De acordo Roque e Pitombeira| (2012)) os povos babilonios comegaram a ter evi-
déncias de alguns casos particulares e, por vezes genéricos, o que mostra que eles nao
tinham um método tnico para resolucao das equagoes do 2° grau. Cabe-nos comentar
que seria anacronico da nossa parte afirmar que os babilonios sabiam resolver equacoes

do 2° grau.

3.2 Egito

Apontado como um dos bercos das antigas civiliza¢oes, os egipcios contribuiram
significativamente para o desenvolvimento da Matematica. Dentre as evidéncias ma-
tematicas que temos conhecimento, as mais famosas sdo os papiros, particulamente
0 papiro E| de Moscou e Rhind. Eles apresentam problemas de natureza numérica e

pratica. Nesse sentido Eves (2004) comenta que

Muitos dos 110 problemas dos papiros Rhind e Moscou mostram
sua origem pratica ao lidar com questdes sobre o quao substanciosos
eram o pao e a cerveja, sobre balanceamento de ragdes para gado e
aves domésticas e sobre armazenamentos de graos. Pra muitos desse
problemas a resolugdo nao exigia mais do que uma equacgao linear
simples e o método empregado ficou conhecido mais tarde na Europa
como regra de falsa posi¢do. Assim, para resolver

x
r+—=—=24
7
assume-se um valor conveniente para x, digamos x = 7. Entao
x
T+ 7= 8, em vez de 24. Como 8 deve ser multiplicado por 3

para se obter 24, o valor correto de x deve ser 3(7) ou 21 (EVES,
2004, p. 73, grifo nosso).

4 Papiro é uma planta muito comum no Egito que era utilizada para produzir uma folha que servia

como superficie para que os egipcios antigos pudessem escrever.
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Como foi comentado anteriormente a resolucao de equagodes no Egito se resumia
ao emprego do método da falsa posigao, que nada mais é do que uma tentativa (di-
recionada) de solugdo. Para entendermos melhor esse método, vamos apresentar a
generalizacao dessa regra para equagoes do 1° grau.

Nesse sentido, [Roque e Pitombeira, (2012) apontam que devemos considerar a equa-
¢ao ar = b. Onde uma maneira de resolvé-la até recentemente, usando somente arit-
mética, antes dos procedimentos algébricos se tornarem praticamente universais para
resolver problemas desse tipo, era a seguinte:

Escolha um valor arbitrario xg e calcule entao o valor de ag, que chamaremos de by.
Na pratica, xy é escolhido a fim de facilitar as contas. Assim, por exemplo, se a é uma
fracdo com denominador ¢, com g # 0 é conveniente escolher xq = ¢ para sintetizar os
calculos.

Considere entao a igualdade

arg = bo.

Como artificio devemos multiplicar ambos os lados da igualdade anterior por um valor

coveniente para termos, do lado direito, b? Obviamente, b Desse modo, temos:
0

b
axg- — = by - —.
b ho
logo,
a-(x 2) b
0 b =
Dali,
b
i bo

é solucao de ax = b.

Para além das equacgoes lineares, os problemas associados a uma equacgao do 2°
grau apareciam de maneira discreta, historiadores remetem que os egipcios dominavam
alguma técnica primitiva para resolucao dessas equacgoes. Trazemos aqui um exemplo
apresentado por Pedroso (2010).

Um dos exemplos é encontrado no Papiro de Berlim e essa certeza também é base-
ada no fato encontrado no Papiro de Kahun uma solugao da equagao hoje é escrita como
22 +y? =k, onde k é um nimero positivo, pelo método da falsa posicao, desenvolvido

pelos egipcios para encontrar a resolucao de equacao do 12 grau.

A soma das areas de dois quadrados é 100 unidades. O triplo do lado
de um deles é o quadruplo do lado do outro. Encontre os lados desse
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quadrado. Em simbologia atual o sistema de equagdes que representa
22 + > = 100
o problema é 4
y = 535

A seguir o procedimento retérico dado pelo escriba para a resolucio
do problema:

1. Tome x = 3, entdo,y =4

2. Assim, 3% + 42 = 25.(25 # 100)

3. V25 =5,/100 = 10

4.10+5=2

5. Oslados sdo 2-3 =6 e 2-4 = 8. (Papiro de Berlim) (PEDROSO,
2010, p. 2 - 3).

Os conhecimentos revelados nos papiros mostram que a nocao de equacao apre-
sentada pelos egipcios remetia a um carater pragmatico aritmético, onde procurava-se
tornar iguais duas quantidades para encontrar uma determinada quantidade desconhe-

cida.

3.3 Grécia

A historia tradicional nos remete que um dos primeiros matematicos da Grécia te-
nha sido Tales de Mileto, que teria vivido nos séculos V e VI da era comum. Algumas
das suas contribui¢oes podem ter sido influenciadas pelo babilonios e egipcios. Tecemos
esse comentario, pois esses povos realizavam alguns calculos relacionados com medidas
de comprimento, area e volume. Vale salientar que essas abordagens eram bem dife-
rentes da Matematica grega, que tinha um carater quase que por completo baseado
na geometria. Cabe comentar, por exemplo, que as ideias associadas a medidas eram
abordadas e transformadas em problemas numéricos.

Pedroso (2010]), comenta que os gregos encontraram algumas dificuldades para tra-
balhar com nuimeros racionais e irracionais. Além disso, seu sistema de ntmeracao
literal levou essa civilizagao (500 a 200 a.C) para uma inclinagao pela geometria. Logo,
¢é natural alguns problemas terem uma abordagem “tendecialmente geométrica”, com
as equagoes do 2° grau nao foi diferente. Pedroso (2010) comenta que em “Os Elemen-
tos”, obra do formidavel matematico Euclides, encontramos algumas proposi¢oes que

remetem ao que conhecemos hoje como equagao, dentre elas destaca-se:

Proposicao 28 - Livro VI: Dividir um segmento de reta de modo que o retangulo
contido por suas partes seja igual a um quadrado dado, nao excedendo este o quadrado

sobre metade do segmento de reta dada. Tranduzindo para notagao que conhecemos

2

hoje seria, 2% — sz + p?, em que s e p sao segmentos conhecidos.
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Figura 4 — Equagao na Grécia apresentada em linguagem moderna

S
p
p
A M B
& G < ')
5

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Sejam AB e ME dois segmentos de retas conhecidos, em que AB = s, ME =pe
p < g Dividindo AB em duas partes com o ponto @, de modo que AQ + BQ = s e
AQ - BQ = p? denota-se a solucdo procurada. Para tal basta tracar uma circuferéncia
de centro em F e raio % = AM ou M B , ponto médio de AB. Assim, a circunferéncia
cortard o segmento AB em dois pontos. Para facilitar o entendimento, denotaremos
um deles por Q.

Dai,

p?=MB —MQ° = (MB + MQ) - (MB — MQ) = 4Q - BQ

Por fim, denotamos por m = AQ e n = BQ as raizes da equacao dada, portanto

s=m+nep’*=m-n

Vamos observar o exemplo pratico a seguir, onde discorreremos sua resolucao base-

ada nas notagoes vistas anteriormente:

Exemplo 1. Seja a equagcio onde atualmente se escreve da segquinte forma
2?2 — 102 + 16 = 0, assim usaremos a Figura @ para detalharmos o passo a passo

de sua resolucao, ao “modo Grego”, se assim podemos chamar:
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Figura 5 — Equacao que remete a proposicao 28 - Livro VI de Euclides

@ O
10

O o -

~
-
- -

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

1. Trage o segmento AB de tamanho 10;
2. Por esse segmento trage o ponto médio M,
3. Trage o segmento M E, perpendicular a AB de tamanho /16, ou seja, 4;

4. Com centro em FE e raio M B, trace um arco de circunferéncia que corta AB no
ponto @;

5. A raiz desejada serd dada pelo comprimento AQ. Com efeito por construcao, a

10 102
medida do segmento AQ sera 5 + \/ <2> — (v/16)* = 5+ 3 e corresponde &

raiz 8 da equacao.

3.4 India e a férmula que n3o é de Bhaskara

Assim como outras sociedades, a India foi berco de grandiosos e célebres matema-
ticos dentre os quais, Brahmagupta (viveu em 628 d.C.) e Bhaskara (1114-1185 d.C.),
mas, o nome que facilmente nds brasileiros nos remetemos é o do tltimo, pois a ele
estd ligado a férmula geral de resolucao de equacoes do segundo grau. A despeito desse
fato, |Garbi| (2010), relata que a férmula onde no Brasil atribuimos a Bhaskara nao foi

descoberta por ele, e sim, um século antes por Sridhara (991 -7 d. C.) e publicada
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em uma obra na qual nao temos conhecimento. Boyer e Merzbach (2012) expressam
em seus escritos que algumas obras de Bhaskara seriam um “refinamento” da obra
de Brahmagupta e de outros matematicos hindus. A mais conhecida delas é Lilavatzﬂ
que contém inimeros problemas sobre tépicos favoritos dos hindus, dentre eles, equa-
¢oes lineares e quadréaticas. Uma curiosidade é que em seus trabalhos aparece uma
solucdo geral para a equacdo de Pell 22 = 1 + py?, proposta antes por Brahmagupta,
apresentando solugoes para cinco casos particulares p = 8,11,32,61 e 67.

Voltando a falar sobre o maior matematico do século XII, Bhaskaraﬂ de Acharya,
assim como os escritos matematicos que remetem a sua época, apontavam os problemas

de maneira poética, como visualizamos no verso a seguir:

Verso 77: “De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz.
Este grupo extrai o pélen de um campo de jasmins. Oito nonos
do todo flutuam pelo céu. Uma abelha solitaria escuta seu macho
zumbir sobre uma flor de 16tus. Atraido pela fragrancia, ele tinha
se deixado aprisionar na noite anterior. Quantas abelhas havia no
enxame?” (ROQUE; PITOMBEIRA| [2012] p. 153).

Nesse sentido, os autores mencionados anteriormente ainda comentam que o que
hoje conhecemos como equagao do 2° grau era enunciada de forma geral. “De uma
quantidade retiramos ou adicionamos a sua raiz multiplicada por um coeficiente e a
soma ou a diferenca € igual a um niumero dado”. A quantidade expressa no enunciado
anteriormente é um quadrado cuja raiz é a incognita, transcrevendo as palavras para
linguagem algébrica, poderiamos expressa-las com a equacao z? £ pr = ¢q. Quanto
a sua resolucao, Bhaskara tentara reduzir o problema a uma equacao linear com a
“eliminacao do termo médio”, equivalendo ao que conhecemos hoje como completar
quadrados. Uma curiosidade é que a igualdade, como conhecemos hoje, aparecia em
problemas somente com palavras/abreviagoes, a uma equacgao, estava posta, em geral,
entre um membro contendo a quantidade desconhecida e o seu quadrado e outro mem-
bro contendo as quantidades conhecidas. Tal fato era normal, pois os indianos nao
utilizavam a linguagem simbolica da nossa algebra moderna.

Como o titulo do nosso trabalho remete aos problemas do 2° grau, o leitor deve
estar curioso para comentarmos mais detalhadamente sobre o que conhecemos no Brasil
como féormula de Bhaskara. Pois bem, tecemos a seguir alguns comentarios acerca da

mesma, baseados em (Garbi (2010). Sua deducao partiu da ideia de reduzir o grau da

5“0 nome do titulo é o da filha de Bhaskara que, segundo a lenda, perdeu a oportunidade de se

casar por causa da confianga de seu pai em suas predigoes astrolégicas” (BOYER; MERZBACH)]
2012, p. 160)

“Bhaskara, também conhecido como Bhaskara II e Bhaskara Acharya (que significa Bhaskara, o
professor) viveu de 1114 a 1185. Seu principal trabalho foi o Siddhanta Siromani, dividido em
quatro partes: Lilavati, Bijaganita, Grahaganita and Goladhyaya, dedicados a aritmética, dlgebra,
astronomia e trigonometria esférica, respectivamente. Ele representa o apice da Matematica do
século XII” (ROQUE; PITOMBEIRA| |2012, p. 153).
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equacao de 2° para 1°, através da extracao de raizes quadradas. Método esse bem
astuto, onde seu sucesso permitiu chegar ao que conhecemos no Brasil como féormula
de Bhaskara, vale salientar que as literaturas mais atuais utilizam o termo “forma
resolutiva para resolver equacao do 2° grau”, corrigindo o termo equivocado “férmula
de Bhaskara”.

Seja a equagao geral do 2° grau

az® +br+c=0coma #0 (3.1)

(divida cada termo por a)

b
Pt r+ =0 (3.2)
a a
(some — £ em ambos os membros da igualdade)
a
b
2?4 g =S (3.3)
a a

b
O leitor deve se perguntar como extrair a raiz de x> + —z, se ele nao representa um
a

quadrado perfeito? Ora, devemos somar algo em ambos os membros com a finalidade
b2

de tornar o lado esquerdo um quadrado perfeito, ou seja, 12
a

Assim,

-t =+ —. (3.4)

b 2 b\
Como 22 + ~x + — representa um quadrado perfeito (x + 2) ,ou seja,
a

a 4a?
b\ ¢
ou
b\? b —dac

Feitos os ajustes necessarios, podemos extrair raizes quadradas, porém, cabe comen-
tar que, tanto ntimeros positivos, quanto negativos, elevados ao quadrado, sao sempre

positivos. Porém, os Babilonios, a sua época, nao se deram conta de tal fato.

4 <g;+2ba) _ ;af‘w (3.7)

Portanto,
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ou
b b2 —4 Vb2 —4
T4 =4 °_ 4 a (3.8)
2a 4a? 2a
Logo,

~ —bEVb* —dac
N 2a '
Chegamos entao a Formula de Bhaskara, mas como dito anteriormente, ela nao foi

T

(3.9)

deduzida por ele, apenas ganhou popularidade com o seu nome. Outro fato que deve ser
evidenciado, diz respeito a linguagem colocada acima para dedugao da férmula, visto
que a simbologia usada nao existia naquela época, porém, foi utilizada para melhor

entendimento do leitor contemporaneo.

3.5 Os arabes e a casa da sabedoria

Se, por um lado, as literaturas atribuem aos arabes a responsabilidade pelo desa-
parecimento do saber ocidental, por outro contribuiram para sua conservagao. Consta
na literatura de |Garbi (2010) que o califa (significa sucessor de Maomé) Omar
ordenou a destruicao da Biblioteca de Alexandria por entender que os livros repetiam
os ensinamentos do alcorao e eram descartaveis, ou os contrariavam e eram nocivos
a0 seu povo, por isso, deveriam ser queimados. Dicotomicamente do anterior, o califa
Al-Mansur (reinou de 754 — 775 d.C), que construiu Bagda, desejou construir uma
nova Alexandria, atraindo varios sabios dos arredores. Ja o califa Harun al-Rashid
(reinou de 786 — 809 d. C), ordenou que os Elementos de Euclides fosse traduzido para
o arabe. Fato este muito importante para a sua preservagao e consulta sobre estudos
futuros na Europa. Al-Mamum (reinou de 813-833 d. C) deu continuidade a obra de
Harun al-Rashid, que era seu pai, determinando que a maior quantidade possivel
de manuscritos gregos fosse traduzida para o drabe. Segundo Boyer e Merzbach! (2012])
durante o esse periodo a alquimia e a astrologia estiveram entre os principais estudos
arabes.

Nesse mesmo sentido, os autores acima citados comentam que Al-Mamum estabe-
leceu em Bagda uma nova biblioteca de Alexandria, que viria a se chamar “A casa da
sabedoria” (Bait al-hikma), onde a tradugao de diversas obras, como comentado ante-
riormente, foi dando forma a mesma. Posteriormente, foi adicionado um observatoério as
propriedades da institui¢ao, passando assim, a ser a melhor biblioteca do mundo a sua
época, frequentada assiduamente por diversos matematicos. Quando nos remetemos
a Matematica arabe, o primeiro nome que vem a nossa mente é Al-Khwarizmi, que
dentre seus diversos legados, destacou-se pelo estudo da algebra. Vale salientar que,

as palavras algarismo, algoritmo e algebra estao de alguma forma ligadas ao nome
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de Al-Khwarizmi. Garbi (2010) comenta que Al-Mamum o teria solicitado uma obra
popular e de facil linguagem sobre o estudo de equagoes, ele escreveu o livro Al-Kitab
al-jarbr wa’l Muqalabah, cuja traducao para a lingua portuguesa se aproxima com
o titulo “O Livro da Restauracdo e do Balanceamento”.

Ribeiro e Cury|(2021)) destacam duas expressoes que tem um grande significado para
a resolugao de equagoes: al-jabr que é a operagao que permite adicionar em ambos da
equacao termos equivalentes; e, al-Muqgabalah que é a operacao que permite reduzir
ou eliminar termos iguais em ambos os membros da equacgao. Tais expressoes foram
de suma importancia para Al-Khwarizmi realizar operagoes, como por exemplo, a
equacao x — 6 = 15 ¢é equivalente a x — 6 + 6 = 15 4 6, que seria o processo de al-
Mugabalah que equivale a um “balanceamento” e x = 21, seria al-jabr, ou seja,
uma “restauracao” da equagao original. Cabe comentar que Al-Khwarizmi também
tinha grande preocupacao em ser compreendido pelos seus leitores, com isso buscava
simplificar suas escritas.

Segundo [Roque e Pitombeira (2012)), ao estudar problemas, que hoje conhecemos
como equacao do 2° grau, Al-Khwarizmi introduziu alguns termos necessarios para o
seu entendimento onde destacaremos os trés modos sob os quais o niimero aparecia no
calculo da algebra: a raiz, o quadrado e o nimero simples. De acordo com ele,
o quadrado é um conceito algébrico designado pela palavra mal, que tem o significado
de “possessao” ou “tesouro” e é empregada para representar o quadrado da quantidade
desconhecida. Ja a raiz é o termo essencial, onde é representado pela palavra Jidhr,
mas poderia também ser representada pela palavra coisa. Essas palavras eram usadas
para representar o que conhecemos hoje como incégnita, ou seja, a quantidade desco-
nhecida do problema (raiz do mal). Por sua vez, adad, é um ntimero dado qualquer,

ou seja, a quantidade conhecida.

O Quadro resume o exposto acima por Roque e Pitombeira (2012).

Quadro 3.1 — Quadro resumo da notacao arabe

Notacao
Palavra | Significado Sentido nos problemas
moderna
Adad Quantidade conhecida (nimero dado) c
Jidhr “raiz” Quantidade desconhecida €
Mal pOssessio Quadrado da quantidade desconhecida 2
“tesouro”

Fonte: (ROQUE; PITOMBEIRA|, 2012, p. 156).
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(RIBEIRO; CURY], 2021; ROQUE; PITOMBEIRA, 2012) apontam que na algebra

de Al-Khwarizmi, o estudo das equagoes poderia ser resumido em seis tipos, que em

linguagem atual sao:

1. quadrados iguais a raizes (az* = bx)
quadrados iguais a um ntimero (ax? = c)
raizes iguais a um ntumero (bz = c)

quadrados e raizes iguais a um nimero (ax? + bx = c)

quadrados e um ntimero iguais a rafzes (ax? + ¢ = bx)

ISER ANl

raizes e um nimero iguais a quadrados (bxr + ¢ = az?)

Roque e Pitombeira) (2012)) trazem um comentario pertinente sobre essas equagoes,
eles apontam que os coeficientes eram sempre positivos, Al-Khwarizmi possuia re-
gras de solucao sustentadas e justificadas a partir dos elementos de Euclides. Como
forma de curiosidade, apresentamos um exemplo do quarto caso “um mal e qua-
tro jidhr igualam sessenta denares”, que em notagdo moderna seria escrito como
22 + 42 = 60. O procedimento de solucdo, para esse exemplo, estd organizado em
um quadro, a fim observarmos cada passo da solucao de Al-Khwarizmi com o que

utilizamos atualmente. O Quadro a seguir, detalha o exemplo dado.

Quadro 3.2 — Quadro comparativo da solugao de Al-Khwarizmi com o procedimento
que utilizamos atualmente

Operagoes Operagoes correspondentes
Solucao dada por correspondentes em linguagem moderna, para
Al-Khwarizmi em linguagem uma equagao genérica do tipo
moderna ar’ +br+c=0
Tome a metade da 4 b
quantidade de jidhr 9~ 2 B
Multiplique esta ) b\’
quantidade por si mesma 2 =4 (2
2
Some no resultado os adad 4460 =64 (g) +e

Extraia a raiz quadrada do
resultado

V64 = 8

(-

Subtraia deste resultado a
metade dos jidhr,
encontrando a solugao

8—2=06

Fonte: Adaptada de |Roque e Pitombeiral (2012, p. 158).
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Vocé neste momento esta se perguntando o porqué de uma unica raiz, o 67 Al-
Khowarizmi s6 considerava as raizes positivas, mas, ao contrario dos gregos, admitia
a existéncia de duas raizes. A solucao apresentada pelo algoritmo de Al-Khwarizmi
corresponde exatamente A raiz positiva da equacao z? + 4x = 60, equivalente ao seu
problema. Se observamos a generalizacao dessa solugdo, terceira coluna, percebemos
que o algoritmo apresentado é uma sequéncia de operagoes andlogas a férmula de
resolucao para equacao do segundo grau, na qual usamos hoje. Entao, poderiamos
concluir que, embora o exemplo seja uma particularidade (caso 4), ele mostra uma
generalidade da solugao apresentada. Os demais casos ficam a cargo de leitor, debrucar-
se, e por que nao, generaliza-los, fazendo suas demonstracoes.

Por fim, Ribeiro e Cury (2021) resumem a abordagem de equagao, explicitando que

A partir de drabes e de hindus, o conceito de equagdo passa a apre-
sentar uma concepgdo mais estrutural, no sentido de se observar as
caracteristicas e propriedades definidas em uma classe de equagao

e ndo mais em equagoes relacionadas a situagoes particulares (RI-
BEIRO; CURY] 2021} p. 35).

Assim, podemos compreender que os arabes e hindus concebiam as equagoes do 2°
grau inteiramente ligadas a problemas de ordem préatica, onde as interpretagdes recaiam

em solugoes, por vezes, retoricas e de manipulagoes geométricas.

3.6 Europa ocidental e as contribuicoes de Viete

Superado o periodo dos arabes e hindus, chegamos a Europa e ainda as equagdes
nao tinham o formalismo atual, mas, o ganhariam quase que por completo. Entao,
tomaremos aqui alguns recortes de acordo com Boyer e Merzbach| (2012)), onde eles
categorizam que a dlgebra preconizada por Frangois Viete (1540 — 1603 d. C), foi a que
chegou a se aproximar mais das ideias ditas hoje como modernas. Os autores relatam
que “ndao poderia haver grande progresso na teoria da dlgebra enquanto a preocupacao
fosse encontrar a “coisa” em uma equagdo com coeficientes numéricos especificos”. Em
seus escritos, Viete introduziu algumas convengoes tidas como simples para simplifi-
car o entendimento das equagoes, onde usou vogal para representar uma quantidade
desconhecida ou indeterminada e consoante a grandeza ou nimero conhecido, tal dis-
ting¢ao, foi de suma importancia para os estudos posteriores sobre o tema, onde pela
primeira vez as equagdes ganhavam um cardter estrutural. Outra curiosidade foi a
maneira de representar a segunda poténcia como A quadratus para (A?), a palavra
latina in para representar a multiplicacdo, a para de fracao de divisdo e a abreviagao
da palavra latina aequalis para representar igualdade.

Pedroso (2010)) expressou, em linguagem moderna, o método preconizado por Viete

para resolver a equacdo do tipo 22+ 2xa = b, onde ele propds uma mudanca de varidvel
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na equacao inicial para a transforma-la em incompleta. Os passos por ele utilizados

serdo expressos a seguir, com a notagao que conhecemos atualmente, onde:
1. Seja x 4+ a = u (eleve ambos os membros ao quadrado)
2. Entdo u? = z® + 2ra + a* (compare as duas equagdes)
3. Da equacdo inicial temos x? + 2za = b, ou seja, u? = a® + b
4. Assim, (z + a)® = u? = a®+b (extraido as raizes em ambos os lados da igualdade)
5. Logo,x+a:\/oz2—Mex:\/cz2—M—a

J4 para uma equacao do tipo ax? + bz + ¢ = 0 com a # 0, o que chamamos hoje de

forma geral da equacao, o método de Viete seria:

1. Seja x = u + v.

2. Substituindo & = u4v em az®+ bz + ¢ = 0, tem-se a (u +v)* +b(u+v)+¢c =0,

ou seja, au® +2auv +av? +bu+bv+c = 0. (reagrupando de maneira conveniente)
3. Assim, au® + (2av + b) v + (av® + bv + ¢) = 0.

b
4. Se 2av +b =0, entao v = ——.

2a
o b 5 2
5. Substituindo v = —5, em au + (2av + b) v + (av® + bv + ¢) = 0, obtemos
a
6o (TP ) o st PP —B +2b% — dac
. au — ——+c|=0,ouseja, au’*=——+ — —c= :
4a  2a ’ 1 da  2a 4a
b2 —4 b2 —4
7. Assim, u? = l—— (como u? é sempre positivo), entdao u = =+ i
da da
b — 4dac

b
8. Por fim, substituindo v = ~5a eu== em r = u + v, tem-se

a 4a

b b? — dac —b =+ Vb2 — dac

9. x =——+4/——,ouseja, r =
2a 4a 2a

Por fim, podemos afirmar que o modo o qual estudamos equacao do 2° grau hoje,
pode ser sintetizado da seguinte maneira: usamos a representacao literaria introdu-
zida inicialmente pelos europeus, quanto ao método de resolucao, assemelha-se ao da

matematica arabe e hindu.
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3.7 Problemas do 22 grau no cotidiano

Sabe-se que independente de sua época, os problemas do 2° grau tiveram e tém um
carater importantissimo, nao s6 para a Matematica, mas também para outras diversas

areas, como por exemplo:

« No futebol, quando o jogador cobra um escanteio o caminho que a bola percorre
¢ uma curva, uma parabola. Assim como em todos os lancamentos, de qualquer
natureza, uma pedra, uma flecha, uma bala de canhao, um dardo olimpico, um

lancamento de satélite ou foguete.

o Na Fisica, ele possui um papel importante na andlise dos movimentos uniforme-
mente variados (MUV), pois em razao da aceleragdo, os corpos variam a veloci-

dade e o espaco em funcao do tempo.

o Na Quimica, a decomposicao ou desintegracao de determinadas substancias é

expressa por equacgoes de 2° grau.

o Na Administragao e na Contabilidade, as equagoes de 2° grau estao relacionadas

as fungdes de Custo, Receita e Lucro.

o Na Engenharia, as estruturas em formas de arcos também se relacionam com

estas equacoes.

E importante salientar que existe uma grande lacuna entre a sala de aula e a
realidade fora dela. Enquanto professor do Ensino Médio, é parte da nossa missao
desmistificar que a Matematica é distante da realidade, apresentando assim situacoes
que por hora passariam despercebidas nos alunos. A fim de estreitar essa visao dos
alunos, abordaremos de modo particular, os problemas do 2° grau e suas ramificacoes
como objeto de conhecimento a ser estudado. Apresentar diversas técnicas de resolugao
para esses tipos de problemas possibilita ao aluno o desenvolvimento de estratégias para
a resolucao de diferentes tipos de problemas matematicos.

A apresentagdo de varios problemas do 2° grau, além de tornar as aulas de mate-
maticas mais ricas de informacoes, no nosso entendimento, despertara uma motivacao
para ele relacionar a matematica e a aplicabilidade de seus diversos contetdos. Aju-
dard também, no desenvolvimento do raciocinio légico e dedutivo, fazendo com que
esse aluno deixe de ter apenas aquela postura passiva nas aulas. Por vezes, a postura
passiva é desenvolvida pelo simples fato dos problemas do 2° grau serem apresentados
de uma tnica maneira. E fato que nossos alunos acham que problemas do 2° grau se

resumem a aplicar a formula de Bhaskara, o que de fato é um equivoco ingénuo. Nos
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cabe enquanto professor, apresentar algumas técnicas de resolu¢ao como aliadas no am-
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biente de sala de aula, oportunizando assim, um ensino-aprendizagem mais significativo

dos alunos.
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4 PROBLEMAS DO 22 GRAU: DOS DO-
CUMENTOS NORTEADORES E FOR-
MALIZACAO DOS CONCEITOS

Nesse capitulo, apresentamos como os problemas do 2° grau sao abordados nos
documentos norteadores, como também, os conceitos e principios basicos de equacao

do 2° grau e fungao polinomial do 2° grau.

4.1 Apontamentos a luz dos documentos norteadores

Desafiar-se ou, até mesmo, questionar-se, faz parte do ensino de Matemaética e
de suas diversas perspectivas. Resolver problemas ¢ uma das abordagens que nos
fazem construir um novo olhar, buscando padroes, conjecturas, caminhos, estratégias
e ferramentas para resolvé-los.

Enquanto educador, a provocagao por resolver problemas deve ser uma ferramenta
primordial para o apreco pela Matematica. Amparar-se em documentos norteadores
nos possibilita trilhar alguns caminhos que possam levar o nosso aluno a construir uma
base sélida para tal.

A LDB (BRASIL, 1996)[1-], em seu artigo 19, inciso § 2° preconiza que “a educagao
escolar devera vincular-se ao mundo do trabalho e a pratica social”. Desta forma, o
ensino deve estar voltado para a realidade - escolar e social — e suas diversas praticas e
atividades, de modo particular, relacionando a Matematica com atividades do cotidiano
para torna-la mais palpavel, entendivel e til; trazendo assim, uma aprendizagem mais
significativa no tocante a sua assimilacao e na relagao com as diversas situagoes. O
desafio de criar elos com o mundo real e relaciona-lo com situac¢oes do dia a dia é papel
fundamental da escola e do educador.

Por outro lado, em seu artigo 35-A, da mesma lei, estabelece que “a Base Nacional
Comum Curricular definira direitos e objetivos de aprendizagem do ensino médio, con-
forme diretrizes do Conselho Nacional de Educagao”, dentre as areas do conhecimento,
destaca-se: II. Matematica e suas tecnologias.

De maneira integralizada a BNCC é norteada por dez competéncias gerais que
garantem “a mobilizacao de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades

(praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas

1 Lei de Diretrizes e Bases da Educacio Nacional
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complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho”
(BRASIL| 2018, p. 8). A segunda competéncia geral evidencia a importancia de
despertar e desenvolver a “curiosidade intelectual” dos estudantes, possibilitando uma
abordagem investigativa e reflexiva em diversos parametros de ensino, onde podemos

destacar a habilidade de resolver, criar e formular problemas.

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria
das ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexdo, a andlise critica, a
imaginacdo e a criatividade, para investigar causas, elaborar e tes-
tar hipdteses, formular e resolver problemas e criar solugoes
(inclusive tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das di-
ferentes areas (BRASIL, 2018, p. 9, grifo meu).

Em suas competéncias especificas, em especial as de Matematica, podemos destacar:

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢bes e procedimentos ma-
temdticos para interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequacao das solugoes propostas, de modo a construir argumentagao
consistente (BRASIL, 2018| p. 531).

Quanto aos problemas do 22 grau, destacamos algumas habilidades que evidenciam
a sua abordagem, dando assim o direcionamento para a sua construcao ao longo do
Ensino Médio.

Como sabemos, a BNCC é um documento norteador para que os estados e munici-
pios possam elaborar seus curriculos, respeitando-se as habilidades e seus respectivos
objetos de conhecimentos, adequando-os ao contexto sociocultural. Como educador da
rede publica de Pernambuco, busquei evidenciar as diferentes abordagens dadas aos
problemas do 2° grau, em conformidade com os documentos norteadores, tais como
BNCC/Curriculo de Pernambuco, Quadro e Competéncias do ENEM, Figura .

Para que o leitor entenda o Quadro [4.1], faz-se necessério explicar o significado de

cada cédigos alfanumérico presente no mesmo.

Figura 6 — Habilidade EM13MAT405 - Detalhamento do codigo

EM 13 MAT 4 05

ol -} -]
O primeiro par de letras
indica a etapa Ensino Médio.

O segundo par de mimeros (13) indica que as
habilidades descritas podem ser desenvolvidas
em qualquer série do Ensino Médio (1° ao 3° A segunda sequéncia de letras indica a area (t1és letras).
ano), conforme definigéio dos curriculos. MAT = Matemética e suas Tecnologias

Os niimeros finais indicam a competéncia especifica
a qual se relaciona a habilidade (1° mimero) e a sua
numeragao no conjunto de habilidades relativas a
cada competéncia (dois tltimos mimeros).

Fonte: (SOUZA| 2023, p. 23).
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Quadro 4.1 — Habilidades que remetem aos problemas do 2° grau no Ensino Médio

Habilidade de drea na BNCC

Habilidades especifica dos
componentes no curriculo de PE

Objetos de

conhecimento

(EM13MAT302) Construir
modelos empregando as
fungoes polinomiais de 1° ou
2° graus, para resolver
problemas em contextos
diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT302PE18) Construir
modelos matematicos para resolver
situacoes-problema em varios
contextos, envolvendo func¢oes
polinomiais do 1° e 2° graus, com
e/ou sem apoio de tecnologias
digitais.

Funcoes
Polinomiais do
19 e 2° Graus

(EM13MAT402) Converter
representagoes algébricas de
funcoes polinomiais de 2° grau
em representagoes geométricas
no plano cartesiano,
distinguindo os casos nos quais
uma variavel for diretamente
proporcional ao quadrado da
outra, recorrendo ou nao a
softwares ou aplicativos de
algebra e geometria dinamica,
entre outros materiais.

(EM13MAT402PE34) Converter e
analisar representacoes algébricas
de fungoes polinomiais do 2° grau
em representagoes geométricas no
plano cartesiano, reconhecendo o
papel dos coeficientes a, b e ¢ no
grafico, como também distinguir os
casos nos quais uma variavel for
diretamente proporcional ao
quadrado de outra variavel, com
e/ou sem apoio de tecnologias
digitais.

Funcoes
Polinomiais do
2° grau: propor-
cionalidade

(EM13MAT502) Investigar
relagoes entre niimeros
expressos em tabelas para
representa-los no plano
cartesiano, identificando
padrdes e criando conjecturas
para generalizar e expressar
algebricamente essa
generalizacao, reconhecendo
quando essa representacao ¢ de
funcao polinomial de 2° grau
do tipo y = ax?.

(EM13MAT502PEA41) Investigar
relagoes entre nimeros expressos
em tabelas para representa-los no
plano cartesiano, identificando
padroes e criando conjecturas para
generalizar e expressar
algebricamente essa generalizacao,
reconhecendo quando essa
representacao é de funcao
polinomial de 2° grau do tipo
y = ax?, com e/ou sem apoio de
tecnologias digitais.

Funcao
Polinomial do 2°
grau: relagoes e

representacoes

(EM13MAT503) Investigar
pontos de maximo ou de
minimo de fungoes quadraticas
em contextos envolvendo
superficies, Matematica
Financeira ou Cinematica,
entre outros, com apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT503PE42) Investigar e
reconhecer pontos de maximo ou
de minimo de fungoes quadraticas
em contextos, envolvendo
superficies, Matematica Financeira
ou Cinematica, entre outros, com
e/ou sem apoio de tecnologias
digitais.

Pontos de
maximo e de
minimo de
funcoes
quadraticas

Fonte: Elaborado pelo autor (2022) com base em Brasil (2018) e Pernambuco (2021).
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A seguir, a Figura [7] mostra o esquema entre as competéncias e habilidades do
ENEM.

Figura 7 — Competéncias e habilidades do ENEM referentes a resolugao de problemas

Enfrenl:arsmjames-pmhla'na (SP): selecionar, .
organizar, relacionar, mterpretardadusemfurmal;ues
representados de dlfermtesfmmas para tomar decistes
e enfrentar situacoes-problema.

£

Fonte: Elaborado pelo autor (2022) com base na Matriz de Referéncia do ENEM.

O Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM representa um dos principais instru-
mentos de avaliacao do Ensino Médio e desde 2009 tem sido adotado como uma das
formas de ingresso dos alunos na maioria das institui¢oes de Ensino Superior no Brasil.
Neste sentido, pretende-se ao trabalhar os problemas de 2° grau desenvolver no aluno o
raciocinio l6gico, dedutivo, criativo e protagonista, a fim de prepara-lo para enfrentar
situagoes do seu cotidiano. Tais processos, possibilitarao a construcao de mecanismos,

que contribuirao com a preparagao desses alunos para o ENEM.



Capitulo 4. PROBLEMAS DO 2¢ GRAU: DOS DOCUMENTOS NORTEADORES E
FORMALIZACAO DOS CONCEITOS 96

4.2 Equacao do 2° grau e funcdo polinomial do 2° grau

Nesta se¢cao abordaremos alguns conceitos e propriedades importantes relacionadas
as equacoes do 22 grau. As defini¢bes que serao apresentadas a seguir estao de acordo
com (IEZZI et al.| 2014) e (DANTE] 2016).

4.3 Equacao do 2° grau

Definigao 4.1. Toda equacio que pode ser escrita na forma ax®+bx+c =0, com a,b

e ¢ numeros reais e a # 0, é chamada de equag¢do do 2° grau com uma incégnita.

A representacdo ax? + bz + ¢ = 0 é chamada de forma geral da equacio do 2° grau,
em que os numeros a, b e ¢ sdo os coeficientes da equacao e x é a incégnita, onde a

é o coeficiente de 22, b é o coeficiente de = e ¢ é o termo independente.
e Assim, na equacdo 22 +3x — 15 =0, tem-se a = 1,b=3 e c = —15.

Na equacao do 2° grau az?+ bz +c = 0, quando, b # 0 e ¢ # 0, diz-se que a equacao
do 2° grau é completa. Se pelo menos um dos coeficientes b e ¢ é nulo, diz-se que a
equacao do 2° grau ¢ incompleta.

Porém, faz-se necessario tecer comentarios sobre alguns problemas relacionados a
equacao do 2° grau, principalmente as incompletas do tipo az? ¢ = 0 . Usarei um

exemplo pratico para o leitor entender onde quero chegar.

Exemplo 2. Determine a medida do lado de um quadrado, sabendo que sua drea é

100u2.

Solugao: Denotando pela incégnita = a medida desconhecida, temos que 22 = 100.
Assim, x = /100 ou x = —+/100, de forma que x = 10 ou x = —10. Mas, como x
representa a medida do lado do quadrado, temos que x precisa ser um valor positivo.

Portanto, x = 10u.

Ora, a raiz de qualquer nimero real positivo é, por convengdo, sempre positiva.
Assim, a raiz de 100, representada por /100 é igual a 10 e ndo —10. Apesar desse
fato, usamos na resolucao do exemplo anterior, que existem dois niimeros reais, 10 e
—10, cujo quadrado ¢ igual a 100. Por isso, na solucao do exemplo anterior chegamos a
conclusdo que hé dois casos: = /100 ou z = —/100. Mas serd que o leitor entendeu
o porque desse fato? Assim, faz-se necessarios alguns comentarios e generalizacao sobre
tal fato.

2

Proposigao 4.1. Para qualquer nimero real nao negativo ¢, se x> = ¢, entdo © = \/c

ou x = —\/c.
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Para provarmos a proposicao, basta utilizarmos o seguinte fato: “Quando o produto
de dois numeros ou mais numeros reais € igual a zero, pelo menos um deles tem que

ser iqual a zero”.

Usando os conhecimentos sobre produtos notaveis e o fato exposto anteriormente,

obtemos:

?=c & 22— (V) =0
& (z+Ve)(r—Ve)=0
& x++e=0oux—+c=0
& x=—\couz=+/c

Esclarecido o resultado anterior, faz-se necessario comentar outro fato: se z é um
nimero real ndo-nulo, temos que z? é sempre positivo, pelo fato provado anteriomente.
Sendo assim, sabemos que existe V22, Por outro lado, como vz2 é positivo para
valores positivos e negativos de z, contudo nem sempre vale que a igualdade V22 = z.
Basta considerarmos como exemplo, z = —10, temos que 2> = (—10)? = 100; assim,
/(—10)2 = v/100 = 10. Como 10 # —10, constatamos que a reciproca nio é verdadeira

para alguns z real diferente de zero. Assim, o que podemos escrever sempre é:

Definicao 4.2.

—x, se x<0.

— x se >0

Por fim, se x e y forem niimeros reais tais que z? = 3%, entdo tem-se que:
r=youxr=—y.

2

Assim, 22 = y? = 22 — y*> = 0, ou seja, (z+y)(z —y) = 0 0 que acarreta z +y =0

ouzxr—y=0.

4.3.1 Completando quadrados: representacao algébrica

O passo primordial para completarmos quadrados (algebricamente) na resolugao

de uma equacao do 2° grau é lembrarmos dos seguintes produtos notaveis:

(x +k)* = 2% + 2kz + k2

(x —k)? = 2% — 2kx + K2



Capitulo 4. PROBLEMAS DO 2¢ GRAU: DOS DOCUMENTOS NORTEADORES E
FORMALIZACAO DOS CONCEITOS 58

Note que, o lado direito de ambas as equacoes postas anteriomente é chamado
trinémio quadrado perfeito. E natural pensarmos em z como uma incégnita real e
em k como um ntmero real qualquer conhecido. Assim, como o coeficiente de 2% é
igual a 1, basta dividirmos +2k por 2, obtendo assim +k e, finalmente elevando (:I:/{;)Q,
obtendo k2.

Assim, para expressoes do tipo 22 £ bz, completar quadrados significa somar algum
termo a mesma para que o resultado seja um quadrado perfeito. Pelo que vimos
anteriormente, o termo a ser adicionado pode ser obtido tomando o valor do coeficiente

x, ou seja, +b, dividindo-o por 2 e, em seguida, elevando-o ao quadrado, obtendo assim

b\ 2
<2> , ou seja,
b\’ b b\’ b\’
2 — = 2 — — = —
T j:bx+<2> T i2<2>x+<2> <xj:2>

Uma consideracao importante sobre o exposto anteriormente, é que ao somarmos o

2
b
termo 2> com a expressao x2 & bz, o valor inicial fica alterado, ou seja, diferente da

expressao original. Assim, se quisermos obter o mesmo valor original, faz-se necessario

subtrair novamente o termo adicionado a x? + bzx.

b\>  [b)° b\>  [b\°
2:‘: — 2:‘: e _ e — Zl:* _ _ .
T bxr =z br + <2> (2> (x 2) <2>

2
. . b
Para equacoes do tipo 22 & bx = ¢, ao somarmos (2 a ambos os membros,

Assim,

obtemos:

2

“ ) )

Uma consideragao muito importante a se fazer sobre o lado direito da equacao é

AN
Prbr=c < x2:|:b:v—|—<2> :<> +c

b\ 2
que deve sempre ser <2> + ¢ > 0, assim

2
Para o caso <2> + ¢ > 0, a equacao admite raizes reais;
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2
Para o caso <2> + ¢ < 0, a equacao nao admite raizes reais.

A generalizagao do caso geral, ou seja, para a # 0, serd feita na préxima subse-
¢ao, onde usamos para deduzir a férmula resolutiva de equagoes do 22 grau, atribuida

erroneamente a Bhaskara. Sobre esse fato, tecemos alguns comentérios na Segao [3.4]

4.3.2 Generalizacdo da férmula de equacdo do 2° grau: método algébrico

Generalizando a ideia de completar quadrados, podemos chegar a uma férmula
para resolver qualquer equacgao do 2° grau, incompleta ou completa, com o pri-
meiro membro sendo um trinémio quadrado perfeito ou nao. Consideremos a equacao

enérica do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0, com coeficientes a., b e ¢ reais e a # 0.
) b

Dividindo ambos os membros dessa equagao por a, obtemos:

b
2t St =0, (4.1)
a a
b
2t =, (4.2)
a a

2
Completamos o quadrado do primeiro membro somando 12 2 ambos os membros:
a

b b? c b?
2 _

Nota-se que

e 22 = quadrado de z;

b b
L[] —_ = 2- o —
aa: . 2a’

b? b\>

Fatorando o trindmio quadrado perfeito do primeiro membro da equacao e trans-

formando o segundo membro em uma tnica fragao, obtemos:

b\> b —dac
— | = — 4.4
(I + 2a> 4a? (44)

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, obtemos:

b b? — 4dac
— =4 —. 4.
v 2a 4a? (4:5)



Capitulo 4. PROBLEMAS DO 2¢ GRAU: DOS DOCUMENTOS NORTEADORES E
FORMALIZACAO DOS CONCEITOS 60

A passagem da Equagao 4.4 para Equagao[4.5]s6 tem sentido quando o discriminante
A =b>—4ac> 0.

Também faz-se necessdrio comentar que, uma vez que vV4a? = 2|a| e |a| = *a,

tem-se

b V0% — 4ac

— =4 4.6
T 2a 2a (4.6)
Isolando o x no primeiro membro, obtemos:
b Vb*—4
r=—— ¥ (4.7)

" 2a 2a
Finalmente, obtemos a féormula resolutiva para equagoes do 2° grau.

4.3.3 Generalizacdo da férmula de equacao do 2° grau: método geométrico

A equagao genérica do 2° grau az? + bx + ¢ = 0, com coeficientes a,b e ¢ reais e

a # 0.

Dividindo ambos os membros dessa equagao por a, obtemos:

b
24—z + = =0
a a
b
24 =S (4.8)
a a

. b .
Consideremos um retangulo de base r + — e altura medindo z, como podemos
a

observar a seguir:

r+b/a

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Divida o retangulo em duas partes, de modo que, tenhamos um quadrado de lado

x e um retangulo de base b/a e altura z, como podemos observar a seguir:
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T b/a

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

b
Dividindo o retdngulo de base b/a e altura x em outros dois de base 2g © altura x,
a

temos

* b/2a b/2a

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Reorganizando o retdngulo de maneira estratégica, obtemos:

£

b/2a

T b/2a

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Temos entdo que a area da figura anteriormente construida é exatamente 22 + —x,
a

c
que pelo Item , tem o seu valor igual a ——.
a

Vamos completar geometricamente, a figura anteriormente construida, de modo

que ela se torne um quadrado com a menor area possivel, ou seja, com lados medindo

+b
l’ JR—
2a

% b/2a

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

b b?
membro de uma vez que adicionamos um quadrado de lado 5’ com area 12
a

Nota-se que tal processo geométrico é andlogo ao processo algébrico no primeiro
i a2

como indica a figura anterior.

) . c (4, b . .
Logo, se antes a area da figura era igual a —— [ 2° + —x |, como foi acrescido um
a a

. . , c .
quadrado de lado medindo 2q & figura anterior, a area que antes era, —— aumentara
a a

b2
de —

4a?’

Igualando os valores da area do quadrado completado, temos entao
+b 2 b? c_b2—4ac_A
2 )  4a®2 o  4a2  4a?

m+— \/ 5 =

bjE VA —b:l:\/_

2a 2a 2a
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Concluimos que este método para deducao da féormula resolutiva para equacoes do
2° grau, utiliza-se de recursos geométricos, e baseia-se em completamento de quadrados.
A seguir trataremos de algumas propriedades relacionadas as raizes de uma equagao

do 2° grau.

4.3.4 Soma e produto das raizes

Suponha que a equacao ax? + bx + ¢ = 0, a # 0 admita duas raizes, sendo elas x;

e xo; vamos calcular x1 + x4 e x1 - 5.

—b+ VA ~b— VA

Sejam x; = o e Ty = o entao
—b+VA —b—VA 2b b
I1+ZE2: + = = = ——.
2a 2a 2a a
2
—b+VA —b—+VA bz_(\/z) ¥—A 0 —(b*—4dac) ¢
(L'l . x2 —= . — — — —

2a 2a 4a? 4a? 4a? a

4.3.5 Forma fatorada

Seja a equagao do 2° grau ax + bx + ¢, com a # 0 e raizes x1 e r9. Entao, a equagao
pode ser escrita na forma a - (x — 1) - (x — x2), que é a chamada forma fatorada
da equagdo de 2° grau (lembre que fatorar uma expressao algébrica significa escrevé-la

sob a forma de multiplicacao).

Vamos mostrar tal propriedade. Notemos inicialmente que

b
ar’ +br+c= a<x2+x+c>.
a a

c
Lembrando que x1 + o = —— e x1 - xo = —, podemos escrever:
a a

ar’+br+c = a :1:2—(:761+$2)-:U+:B1-:)32]

= a{xQ—xl‘x—@w%—xny}

= alx(r—x1) — 22 (T — 11)]
= al(z —z1) - (2 — x9)]

Assim, az? +br +c=a(x — 1) - (v — 2).
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Exemplo 3. Dada a equagio do 2° grau x* + 2x — 24, determine:
a) As suas raizes, se existirem;
Assim, devemos ter 2% + 2x — 24 = 0, ou seja
Completando quadrado na equagio x* — 2x — 24 = 0, temos
2212+ 1>°=24+1"=(z2-12=25=0—-1=4+/25=
r—1l=b=zrx=00ur—1=->5=0=—-4
Donde seque que seus zeros sio 6 e —4.

b) A forma fatorada dessa equagao.

Sabendo que a(x —x1) - (x — x9) € a forma fotarada de qualquer equagdio do 2° grau,
entao
(x—6) - (z—(—4)) = (. —6) - (x+4), que € a forma faatorada de x* — 2z — 24.

4.4 Funcio polinominal do 2° grau
Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes, propriedades e conceitos a respeito
do estudo da funcao polinomial do 2° grau.

Definicao 4.3. Chama-se fungdo quadrdtica, ou fung¢do polinomial do 2° grau,
a fungio f: R — R, cuja lei é da forma f(x) = az® + bx + ¢, em que a, b e ¢ sdo

numeros reais e a # 0.

Exemplo 4. Vamos analisar algumas situacoes:
e f(x)=32*+3x+4, sendoa=3,b=3 ec=4;
o g(x)=2*>—4,sendoa=1,0=0 cc= —4;
o h(z)=—2>+6z, sendoa=—1,b=6¢cc=0;

e t(z) = -T2 sendoa=—-7,b=0ec=0.

441 Grafico

A seguir apresentamos os graficos de algumas fungoes polinomiais do 2° grau e em

seguida algumas propriedades do gréafico para tais fungoes.
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Exemplo 5. Para construir o grifico da fungdo f : R — R dada pela lei f(z) = 2*+,
atribuimos a x alguns valores (observe que o dominio de f é R), calculamos o valor

correspondente de y para cada valor de x e, em sequida, ligamos os pontos obtidos:

Figura 8 — Tabela e grafico associados ao Exemplo 5

Y
(-3, 6) --1(2, 6)
-3 6 !
-2 2 ?
-1 0 ~[8,18)
2 4 ]
gl _1 i :
2 4 -
0 0 @ }
1 2 '
& 15 — 1)/ S
2 4 1,0~ (0,0) X
2 6 [_l’ _l)/
2 4

Fonte: (IEZZI et al} [2014] p. 129).

Note que, a funcio f(x) = 22 + 2 tem como imagem [—i, +00).

Exemplo 6. Consideremos f : R — R dada pory = —x*+1. Repetindo o procedimento

usado no exemplo anterior, temos:

Figura 9 — Tabela e gréfico associados ao Exemplo 6

y kq)
1,0/ ] (1.0)
! X

-3 -8
-2 -3 2. X eig
-1 0 !
0 1
1 0
2 -3
3 -8 (-3,-8) 4 (3, -8)

Fonte: (IEZZI et al., 2014, p. 129).

Note que, a fun¢io f(x) = —z* + 1 tem como imagem (—oo, 1].
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Exemplo 7. Seja f: R — R dada por f(z) = 2% — 2z + 4:

Figura 10 — Tabela e grafico associados ao Exemplo 7

Y
(—2,12)\ 12T f(4,12}

\ i
-2 12 \
-1 7 (1,787 4@ )
0 4 ! \ /;'Jj
1 3 0,441 /‘(2;4)
2 4 T
3 7 | |
4 12 210 1 23 4 X

Fonte: QIEZZI et a1.|, |2014|7 p. 129).

Note que, a fungao f(z) = ? — 2z + 4 tem como imagem [3, +00).

Em cada um dos trés exemplos anteriores, a curva obtida com a construcao do
grafico é chamada parabola. De modo geral, é possivel mostrar que todo grafico
associado a qualquer funcao polinomial do 2° grau dado por y = az? + bz + ¢, com
a # 0, é uma parabola.

Um fato a ser considerado é que, algumas situagoes do cotidiano sao, e podem, ser

modelados por uma funcao polinomial do 2° grau. Vejamos:

Exemplo 8. A expressio h(t) = 30t — 5t? descreve a trajetéria de uma bola de futebol
apds um chute de um jogador. Nessa expressao, h(t) indica, em metros, a altura da

bola em cada instante t (sequndos) apds o chute.
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Figura 11 — Gréfico associado ao Exemplo 8

45
40
35
0

25

20

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

« Construindo e analisando o grafico da fungao h(t) = 30t — 5t?, nota-se que a

altura maxima atingida pela bola de futebol é 45m.

o Percebe-se também que apods 6 segundos do chute a bola toca novamente o solo.

Sigamos a nossa conversa, tecendo mais algumas observacoes.

Ao construir o grafico de uma funcao quadratica dada por y = ax?+bx +c, notamos

sempre que:

e Se a > 0, entao a pardbola tem a concavidade voltada para cima, como podemos

ver nos Exemplos [5| e |Z|;

e Sea < 0, entao a parabola tem a concavidade voltada para baixo, como podemos

ver no Exemplo [6]

Definicao 4.4. Chamam-se zeros da func¢do polinomial do 22 grau, dada por

f(z) = ax® +bx + ¢, a # 0, os mimeros reais x tais que f(x) = 0.

Em outras palavras, os zeros de uma funcao polinomial do 22 grau dada por
y = az® + bx + ¢, sdo os valores (se existirem) de z, associados as rafzes da equa-

cao do 2° grau az® + bz + ¢ = 0.
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Exemplo 9. Vamos determinar os zeros da funcao de f : R — R, definida pela lei
f(x) =a2* — 4z + 3.
Temosa=1,b=—4 ec=3.

Entao, pela formula resolutiva para equagoes do 2° grau

, donde seque que

Xz

bV —dac (-4 E (42413 449
B 2a B 21 2
¥ =3ex" =1, ou seja, a fungio f(x) = x* — 4z + 3 tem como zeros 1 e 3.

Observagao: A quantidade de zeros reais de uma fungao quadratica depende do

valor obtido para o radicando A = b? — 4ac, chamado discriminante:

e Quando A é positivo, a funcao tem dois zeros reais e distintos;
« Quando A é zero, a fungao tem dois zeros reais iguais (ou um zero duplo);

e Quando A é negativo, nao hé zeros para essa funcao.

4.4.2 Coordenadas do vértice da parabola

Nosso objetivo ¢ obter as coordenadas de um ponto V', chamado vértice da parabola.

Definicao 4.5. Diz-se que uma funcio f : R — R tem um minimo em xq, Sse

f(x) > f(xo) para todo x € R.

Exemplo 10. A funcgio f(z) = x* tem um minimo em 0, pois f(z) = z* > 0 = f(0),

para todo x € R. O grifico a sequir ilustra melhor essa situa¢do:

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Esssa situacdo pode ser perfeitamente vista nos Exemplos [5] e [7]
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Definicao 4.6. Diz-se que uma fungio f : R — R tem um mdzrimo em xqy, Sse
f(x) < f(xg) para todo x € R. O grifico a sequir ezemplifica geometricamente essa

sttuacao:

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Esssa situacao pode ser perfeitamente vista no Exemplo [ .

Uma funcao quadratica tem um ponto de maximo ou minimo a depender do valor
de a, como foi definido e visto em [4.5] e [4.0] esses resultados serdo demostrados em [4.2]

e @3l

Assim, vamos retomar a férmula que define a funcdo quadratica e escrevé-la de

outra forma;

b
y:ax2+bx+c:a<x2+x+c>, (4.9)
a a

b b’ ¥ e
y:al<$2+&$+w>—w+a‘|, (4.10)

2
b b? — 4ac
= — | - 4.12
y—a (x+2a) - ] (4.12)
b\ A
= — | - — 4.13
y=a <x + 2a> 4q2 ( )
Essa tultima forma é denominada forma canoénica da func¢ao quadratica.

Observando a forma candnica, podemos notar que a, — e — sao constantes. Ape-

o 2a  4a?
nas x é variavel.

Dai:
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Proposicao 4.2. Se a > 0, entao o valor minimo de y € estabelecido quando ocorrer

2 2

A

o valor minimo para (x + 2> — 1 como |x+ % é sempre maior ou iqual a
a a a

zero, seu valor minimo ocorre quando x + % = 0, ou seja, quando x = 57 nessa
a a

situagdo y é:

T A]_.A
y=a 4a2| 4da’

Proposicao 4.3. Se a < 0, por meio de raciocinio semelhante concluimos que o valor

mdazrimo de y ocorre quando x = —og Messa situagdo, o valor maximo de y é:
a
0 A A
= Q _ = ——,
4 4a? 4a

Conclui-se em ambos os casos que o maximo ou minimo da fungao quadratica ocorre

quando z = —b/2a. Neste caso, y = T
a

b A
O ponto <—2, —4) ¢ chamado de vértice da parabola.
a a

—b —-A
Denota-se o vértice da pardabola por V(zy,yy ), onde zy = 95 W=
a a
Exemplo 11. Dada a fungio y = —2x% + 20x — 3, vamos determinar as coordenadas

do seu vértices usando a forma canonica.

Seja a funcao y = —22% + 20x — 3, temos

y:—2x2—|—20x—3:—2(x2—10x+2>:>
y=—2{(w2—10x+52>—52+3} =
y=-2[(2* - 10z +5) - (5° - 3)| =

y=-2[(x—5)-47].

Assim, as coordenadas do vértice da parabola sao (5, 47).
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4.4.3 A funcdo f(x) = ax®+ bz + c e a influéncia dos seus pardmetros no

grafico
Vamos estudar os efeitos dos pardmetros a, b e ¢ na parabola que ¢é grafico da fungao

quadratica f(x) = ax® + bz + c.

o Parametro a: O parametro a é responsavel pela concavidade e abertura da

parabola.

Quando a < 0

y . ¥

Quando a > 0

Fonte: p. 118). Fonte: p. 118).

Um comentario pertinente a se fazer é que, quanto maior o valor absoluto de
a, menor serd a abertura da parabola (parabola mais “fechada”), independente-
mente da concavidade ser para cima ou para baixo. As figuras a seguir exempli-

ficam esses comentarios.

Fonte: p. 118).
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o Parametro b: O parametro b indica se a parabola intersecta o eixo y no ramo

crescente ou decrescente da parabola.

12 caso: Se b > 0, a pardbola intersecta o eixo y no ramo crescente.

u_jl" }"

/ 9

-

T

o=

Fonte: p. 118).

29 caso: Se b < 0, a parabola intersecta o eixo y no ramo decrescente.

: \9
\_ . //\.

Fonte: p. 118).

rr

L

x

32 caso: Se b= 0, a parabola intersecta o eixo y no vértice.

¥y 1 4

X \l\l.'l"

Fonte: p. 118).
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o Parametro c¢: O parametro ¢ indica o ponto onde a parabola intersecta o eixo

Y.

vy

Y x

Fonte: (DANTE] [2016| p. 119).

Note que, a parabola intersecta o eixo y no ponto (0, c), ou seja, f(0) = c.

Entender a influéncia dos parametro na construcao do grafico, pode ajudar na

resolucao de problemas que remetam a sua analise.

4.4.4 Construcdo da parabola sem o auxilio da tabela

Munidos das defini¢oes anteriores, é possivel construir o grafico de uma funcao do
29 grau sem o auxilio da tabela, construida a partir dos pares ordenados (z,y), mas

seguindo o roteiro de observagoes a seguir:

e O valor do coeficiente a define a concavidade da parabola;

e Os zeros da fun¢ao definem os pontos em que a parabola intercepta o eixo Ox;

-b -A
o O vértice V <2, 4) indica o ponto de minimo (se a > 0) ou de maximo
a’ 4a
(se a < 0);

o A reta que passa por V e é paralela ao eixo Oy é o eixo de simetria da parabola;

e Paraz =0, temosy = a-0*+b-0+c = c. Entao (0,¢) é o ponto em que a
)

parabola intersecta o eixo Oy.
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Exemplo 12. Facamos o esboco do grifico da funcao quadrdtica dada por

y = 2% — 62 + 5.

Grafico associado ao exemplo 12

. Eixo de simetria.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Caracteristicas:
o Concavidade voltada para cima, pois a = 1 > 0;

o Interseccao com o eixo y:

r=0= f(0)=0*—6-0—5=—5, daf a pardbola intersecta o eixo y em (0, 5);

o Interseccao com o eixo x:
flx)=0=2>-6x+5=0=A=36—-20= A =16 > 0 (a equacdo admite

duas raizes reais distintas.), ou seja, x = 1 ou & = 5;

—-b —A
e As coordenadas do vértice podem ser dadas por V ( >, onde

2a" 4a
—b  —(—6) -A 16 —16 ,
2 2-1 T T4 g ssim,V = (3, ~4)

« Note que, o conjunto imagem da funcio y = 22 — 6x + 5 é dado por [—4, +00);

Ty

Tais consideragoes sao facilmente compreendidas observando o grafico construido.
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5 SEQUENCIAS DIDATICAS

Nesse capitulo, discorremos sobre as sequéncias didaticas propostas em nosso traba-
lho. Na primeira delas tratamos sobre a resolu¢ao de problemas referentes aos estudos
das equacoes do 2° grau, ja na segunda, fizemos apontamentos no tocante a funcao po-
linomial do 2° grau. Antes de iniciarmos essas discussoes, tecemos breves comentarios
a respeito do que a literatura considera como sequéncia didéatica e o que alguns autores

apontam sobre.

5.1 Sequéncias didaticas: o que diz a literatura

Com a finalidade de buscar elementos que pudessem colaborar com o ensino de
matematica através da Resolugao de Problemas, encontrou-se nas sequéncias didaticas
uma forma de estabelecer uma conexao com o objeto de estudo dessa pesquisa.

Segundo |Pais (2015, p. 102), “a sequéncia didatica é formada por um certo niimero
de aulas e analisadas previamente com a finalidade de observar situagoes de aprendi-
zagem envolvendo os conceitos previstos na pesquisa didatica”. O autor ainda justifica
que a sua aplicagdo é também uma etapa importantissima para garantir uma proximi-
dade dos resultados praticos com a anélise tedrica, dando sustentabilidade a pesquisa.

Ao nosso crivo, uma sequéncia didatica é um conjunto de ordenamentos metodolé-
gicos que visam organizar a execug¢ao pratica de uma gama de atividades pré-definidas,
buscando promover o ensino e aprendizagem dos conhecimentos, habilidades e compe-
téncias pelo aluno, tendo o mesmo sempre como o centro de todo o processo.

Para [Zabala| (1998, p. 18), “sequéncia didédtica é como um conjunto de atividades
ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais,
que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos”.
Ainda de acordo com o autor, uma sequéncia didatica envolve etapas interligadas, mas
disjuntas, que tem como objetivo principal conduzir os alunos para uma aprendizagem
efetiva, gerando significado para eles.

Alinhado com uma visdo construtivista da avaliagdo, Zabala (1998) preconiza algu-

mas etapas que devem estar contidas em uma sequéncia didatica, que sao elas:

o Ponto de partida: antes mesmo de se chegar a sala de aula, o professor deve
planejar suas atividades, buscando identificar o que os alunos tém de conheci-
mentos prévios, levando-os em consideragao em todo o processo de realizacao das

atividades.
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o Metas ao alcance dos alunos: o professor deve delimitar metas e objetivos
alcangaveis, que sao diferentes para cada um dos alunos e grupos, pois eles tém

pontos de partida diferentes, mas nao se limitando apenas ao que o aluno ja sabe.

e Ajudas adequadas: no processo de construcao do conhecimento, quando sur-
girem obstaculos, o professor deve fazer questionamentos na busca de supera-los.
Assim, a ajuda deve ser individualizada, ja que nem todos aprendem da mesma
forma, nem no mesmo ritmo e, portanto, tampouco o fazem com as mesmas

atividades.

e Organizacgao e selecao do contetado: o professor seleciona e organiza o con-
tetido e os recursos que serao utilizados para atingir os objetivos de aprendizagem,

tendo o aluno sempre como referencial.

o Estratégias metodolégicas: o professor deve estar munido do maior niimero
de meios e estratégias pedagogicas para poder atender as diferentes demandas

que aparecerao no transcurso do processo de ensino-aprendizagem-avaliagao.

« Avaliacao: o professor estabelece critérios para avaliar o progresso do aluno e

os resultados de aprendizagem ao longo da sequéncia.

e Prolongamento: O professor deve oportunizar aos alunos um aprendizado de

maneira pratica e significativa, trazendo significados para além da sala de aula.

Desse modo, faz-se necessario que a sequéncia didatica tenha objetivos bem defi-
nidos, sujeitos envolvidos, conteudos que serao abordados, conjunto de atividades que
serdo aplicadas em cada etapa e resultados esperados com toda a vivéncia dela. Assim,
as segoes a seguir trazem todas essas etapas, vivenciadas, apresentando - concomitan-
temente - sugestoes de como se trabalhar com equagoes do 2° grau de acordo com essa
perspectiva. Inicialmente, direcionamos nossos comentarios e observacoes a respeito

do estudo das equacgoes do 2° grau.

5.2 Sequéncia didatica |: estudo de equacao do 2° grau e suas

técnicas de resolucao

Essa sequéncia didatica foi pensada para ser vivenciada na transicao entre o Ensino
Fundamental Anos Finais e o 1° ano do Ensino Médio, ou seja, antes de se iniciar o
contetdo de funcao polinomial do 2° grau. Poderiamos dizer que ela é uma sequéncia
de retomada para conteudos e habilidades estudadas no Ensino Fundamental. A partir

dela o professor pode direcionar e definir de onde deve-se comegar (ponto de partida)
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e o que os alunos precisam rever de contetidos (ressignificar a aprendizagem),
quando necessario. Assim, podemos dizer que ela vai orientar o professor sobre a

retomada ou nao do conteudo de equacgao do 2° grau.

Tempo pedagoégico: aproximadamente 10 aulas de 50 minutos cada, sendo:

» 2 aulas para explicacdo do percurso metodologico, aplicacao do problema gerador,

plenaria e consenso;

o 4 aulas para formalizacao do contetido, demonstracao de algumas formas da equa-

cao e exemplos aplicados a eles;
o 3 aulas para aplicacao dos novos problemas;
» 2 aulas para as devolutivas por grupo e depois no geral.

*Vale salientar que o tempo pedagdgico pode e deve ser ajustado a de-

pender do nivel de cada turma.
Piblico: 12 série do Ensino Médio.

Objetivos: Verificar o nivel de compreensao no processo da Resolu¢ao de Proble-
mas que possam ser representados e modelados por equagoes do 2° grau, aplicando al-
gumas das técnicas de resolugao, como também, compreender as etapas para resolucao
de problemas, fazendo inferéncias quanto ao resultado encontrado e sua plausibilidade

como solu¢ao do problema.

Material Necessario: Caderno para anotagoes, impressoes, lousa branca, pincel

e apagador.
Desenvolvimento da sequéncia didatica I

Momento I: Sera apresentado aos alunos as 10 etapas preconizadas para resolugao
de problemas (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021)) e, em seguida, apresenta-se de forma
impressa uma atividade denominada de Problema Gerador, que devera ser resolvida
em grupos de até 5 alunos. De acordo com as autoras, uma das etapas apontadas
para Resolucao de Problemas é a selecao ou elaboragao de um problema, denominado
“Problema Gerador”, cujo objetivo é de introduzir um novo principio ou conceito
matematico, nesse caso, o estudo das equacoes do 2° grau e as suas técnicas de resolu-
¢ao. Depois do desenvolvimento da atividade proposta, o tal problema sera apresentado
de forma escrita na lousa ou em anotacoes na folha e entregue ao grupo, onde na defesa
das solugoes serao feitos questionamentos por parte do professor. Nessa fase, o profes-

sor deve se comportar como um mediador, ou seja, deixard que os alunos exponham
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suas ideias, mesmo que incompletas ou inconclusivas, e os direcionar para o conceito

do conteudo pretendido.

Problema gerador I - aplicado na sequéncia didatica I

Os alunos do 1° ano foram desafiados pelo seu professor a descobrir as medidas de

um terreno retangular. Para tal, o professor lhes concedeu algumas pistas:

O gou comprimento é o
dobro da Largura,
como tambom, gna

darea ¢ ignual a 3200m.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Com base nessas pistas, os alunos concluiram que o comprimento e a largura do

terreno eram, respectivamente:

Justificativa: O problema gerador I, posto anteriormente, foi elaborado buscando
contemplar as habilidades que julgou necessarias para introducao do contetdo pre-
terido, como também, retomar algumas habilidades que precisam ser ressignificadas
e/ou aprofundadas. Assim, a mesma é justificada pela necessidade de que na etapa do
Ensino Médio o aluno tenha dominio das representacoes algébricas, nocao de incog-
nita, modelagem de uma equacao, dada uma situagao-problema, além da correlacao de
mais de um contetido para resolver situagoes diversas. Desse modo, o dominio desse

conteido sera de suma importancia para as etapas posteriores da sequéncia didatica.
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Questionamentos: E importante o professor fazer algumas indagacoes como, o
que seria um terreno retangular? O que vocés entendem como area de uma figura?
Como medidas ou quantidades desconhecidas podem ser representadas na matematica?
Como a juncao de todas essas informacoes representam que modelo matematico? E
enfatizar que em matemética o z NAO E LETRA, e sim, representa no contexto de

equacao, uma incognita.

Momento II: Nessa etapa o professor apresentara o conteiudo de equagoes do 2°
grau, de maneira formal e estruturada em uma linguagem matematica, sustentada
em algoritmos e conceitos bem definidos. Pode-se, também, formalizar tal contetdo
a partir do problema gerador ou nao. Em seguida, haverd outras exemplificagoes e

exposigoes dos diversos algoritmos.

Justificativa: O Momento II é de suma importancia para grande parte do sucesso
de toda a sequéncia didatica, pois é nele que o professor vai ressignificar ou construir
habilidades com insuficiéncia nos seus alunos. O problema gerador vai direcionar e
mostrar esses possiveis déficits. Julgamos necessario o professor apresentar as diversas
técnicas de resolucao para equagao do 2° grau, fazendo a demonstracao de alguns
resultados, a depender das necessidades de aprendizagem da turma. Outro fato é que
o professor deve provocar seus alunos a interpretarem os resultados encontrados na
resolucao de um problema, bem como, justificar a solucao encontrada, nao bastando

somente dominar os algoritmos.

Questionamentos: Depois da apresentacao das técnicas de resolucao é possivel
resolver o problema gerador? E possivel resolver um problema que remete a uma
equacdo por mais de uma técnica? E possivel entender que por tras das férmulas
matematicas tem uma justificativa plausivel? As equacoes do 2° grau aparecem em

problemas de natureza pratica?

Momento III: Passada a etapa de formalizacdo do contetdo, serd proposto aos
grupos novos problemas em sala (entregues e recolhidos) com questoes abertas referen-

tes ao contetdo, etapa 10 do percurso metodologico.

PROBLEMAS PROPOSTOS - SEQUENCIA DIDATICA I

1 - (SAEPEEI — Adaptada) - O lucro mensal, em reais, de uma empresa pode ser

calculado pela expressao n? — 12n 4 32, em que n representa a quantidade em milhares

L O Sistema de Avaliagio Educacional de Pernambuco (SAEPE) foi criado em 2000 com o objetivo

de aferir o desempenho dos alunos da rede publica e fomentar mudancas na educacao oferecida
pelo estado. Fonte: |<https://institucional.caeddigital.net/projetos/saepe-pe.html>
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de produtos vendidos. Qual a quantidade de produtos, em milhares, no minimo, que

essa empresa tem que vender para que o seu lucro seja nulo?

Fonte: <https://profwarles.blogspot.com/2020/03/d17-quiz-por-descritor-mat-3-serie-em.html>.
Acesso em: 05/10/2022

2 - (Elaborado pelo autor - 2022) - Com a finalidade de organizar os 340 alunos do
12 ano na quadra da EREM (Escola de Referéncia em Ensino Médio) André Cordeiro,
de maneira que todas as fileiras contassem com a mesma quantidade de alunos, o
professor de Artes pediu que Gabriel fizesse essa organizacao, de modo que, os alunos
fossem distribuidos em n+ 3 fileiras, sendo cada fileira contendo n alunos. Para atender

o pedido do professor, Gabriel concluiu que cada fileira deveria ter quantos alunos?

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

3 - (Elaborado pelo autor - 2022) - Um grupo de alunos do 1° B combinou de se
reunir para lanchar em um restaurante. A conta de todos os lanches foi de R$300, 00;
que foi dividido igualmente entre todos eles. Durante a divisao, dois alunos perceberam
que estavam sem suas carteiras, o que fez com que o grupo de alunos redistribuisse o
valor da conta. Na nova redistribuicdo cada aluno pagou R$5,00 a mais em relacao
a primeira conta. Com base nessas informagoes pode-se concluir que a quantidade de

alunos e o valor pago no final por cada um foi de:

4 - (Elaborado pelo autor - 2022) - Brejo da Madre de Deus é o tinico municipio
de Pernambuco que tem o cultivo de morango organico consolidado, o que se deve as
condigoes climaticas e topograficas dos brejos, onde chove mais. Localiza-se no ponto
mais alto do estado, a Serra da Boa Vista, mais conhecida como Serra do Ponto, situada

no Planalto da Borborema. L&, as/os agricultoras/es utilizam tecnologias sofisticadas.
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Fonte: |<https://www.fetape.org.br /noticias-detalhe/brejo-da-madre-de-deus-a-capital-agroecologi\
ca-de-pernambuco/6221#. YZWXhHbMLIU>. Acesso em 08/10/2022.

Seu José e Dona Maria sao agricultores que plantam morango organico e pretendem
dobrar a 4rea de producao para 6000m?, para tal, eles pretendem aumentar unifor-
memente o comprimento e a largura da area plantada, que tem formato retangular,
medindo 30m x 100m. Para que a necessidade de seu José e dona Maria seja atendida,

de quantos metros deve ser esse acréscimo nas dimensoes da area plantada?

5 — (Elaborado pelo autor - 2022) - Nas aulas de matematicas o professor Benildo
entregou aos seus alunos uma folha de papel com formato retangular com algumas
marcacoes, pediu que seus alunos cortassem quadradinhos de 9c¢m?, marcados nos
cantos, em seguida pediu que eles dobrassem seus lados, obtendo uma caixa com 120cm3

de volume, como mostra a representacao abaixo.
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Com base nessas informagoes, determine as dimensoes dessa caixa.

Justificativa: A aplicacao de novos problemas vai direcionar o professor no tocante

a evolugao dos grupos, como também, mostrara alguma lacuna que, porventura, ficou
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na formalizacao do contetido. E importante organizar os novos problemas por ordem

de dificuldade, como também diversificar os seus tipos.

Questionamentos: E possivel relacionar as questoes postas ao contetdo estudado?
E possivel construir um modelo matematico para alguns desses problemas? Alguns
desses problemas tém significado social para a nossa realidade? As aulas vivenciadas

até aqui contribuiram de alguma maneira para responder esses novos problemas?

Momento IV: Nessa fase, apds a aplicacdo dos novos problemas, o professor re-
alizard a devolutiva deles, fazendo uma conversa grupo a grupo, como também, apre-

sentarda uma corre¢ao coletiva, buscando esclarecer possiveis lacunas.

Avaliacao: Para sistematizacao do processo, é importante fazer questionamentos
objetivos e subjetivos acerca da atividade, além de, buscar entender as dificuldades
em cada etapa de resolugao dos problemas. Tal processo de avaliagao, consiste nas
realizagoes das atividades, desde o problema gerador, até, a participacao ativa nas
contribuig¢oes diante do desenvolvimento das atividades propostas. Vale salientar, que
na Metodologia de Resolucao de Problemas o aluno ou grupos sao avaliados cotidia-
namente. Assim, ndo se busca medir quem sabe mais ou quem sabe menos, pois, tudo
que o aluno consegue produzir e evoluir é levado em consideragao. Logo, reitera-se que

o Ensino-Aprendizagem-Avalicdo é um processo inseparavel.

5.3 Sequéncia didatica Il: estudo da funcao polinomial do 2° grau

ou funcao quadratica

Essa sequéncia didatica foi elaborada para dar continuidade aos estudos dos pro-
blemas do 2° grau, em particular, o estudo da func¢ao polinomial do 2° grau. Assim,
espera-se que na sua vivéncia os alunos possam abstrair e aprofundar habilidades con-

solidadas na sequéncia I, para que as novas habilidades sejam consolidadas.

Tempo pedagoégico: aproximadamente 10 aulas de 50 minutos cada, sendo:

2 aulas para explicacao do percurso metodologico, aplicagao do problema gerador,

plendria e consenso;

4 aulas para formalizacao do conteiido, demonstragao de algumas formas da equa-

cao e exemplos aplicados a eles;

3 aulas para aplicacao dos novos problemas;

o 2 aulas para as devolutivas por grupo e depois no geral.
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*Vale salientar que o tempo pedagdgico pode e deve ser ajustado a de-

pender do nivel de cada turma.
Piblico: 12 série do Ensino Médio.

Objetivos: Verificar o nivel de compreensao no processo de Aprendizagem através
da Resolugao de Problemas que possam ser representados e modelados por uma fungao
polinomial do 2° grau, aplicando algumas das técnicas de resolu¢ao e propriedades.
Espera-se, também, que os alunos possam compreender as etapas para resolucao de
problemas, correlacionando alguns fendmenos do cotidiano com o contetido preterido,
fazendo inferéncias quanto ao resultado encontrado e sua plausibilidade como solugao

do problema.

Material Necessario: Caderno para anotagoes, impressoes, lousa branca, pincel

e apagador.
Problema gerador II - aplicado na sequéncia didatica II

As nogoes de area e perimetro de figuras planas sao primordiais para compreender-
mos situagoes do nosso cotidiano. Pensando nisso, o professor de matematica desafiou

seus alunos com a seguinte situacao:

Dentre todos os terrenos retangulares com
perimetro 60 m, qual deles tem a maior area?

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Com base no exposto pelo professor, os alunos concluiram que tal terreno tem

comprimento, largura e area, respectivamente iguais a:

Justificativa: O problema gerador II, posto anteriormente foi elaborado por esse
pesquisador, buscando contemplar as habilidades que julgou necessarias para introdu-
¢ao do conteudo preterido, como também, retomar algumas habilidades que precisam
ser ressignificadas e/ou aprofundadas. Assim, a habilidade (EM13MAT506) de
SIL), preconiza que o aluno deve representar as relacdes que estdo ligadas a
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variacao da area e do perimetro de um poligono regular quando os comprimentos de
seus lados variam, analisando e classificando as funcoes envolvidas. O problema pro-
posto busca provocar o alunos sobre esses fatos. Desse modo, o dominio das nogoes
preliminares desse conteudo sera de suma importancia para as etapas posteriores da
sequéncia didatica.

Questionamentos: E importante o professor fazer algumas indagacées como, o
que seria um terreno retangular? O que define uma figura plana para que ela seja
classificada como retangulo? O que foi possivel perceber em relagdo a area da figura
quando as medidas dos lados se aproximavam? Como medidas ou quantidades des-
conhecidas podem ser representadas nesse problema? Como a junc¢ao de todas essas
informacgoes pode representar um modelo matematico? E enfatizar que no contexto de

problemas que envolvem fungoes, passamos da ideia de incognita para variavel.

Momento II: Nessa etapa, o professor apresentara o contetido de fungao polinomial
do 2° grau, de maneira formal e estruturada em uma linguagem matematica, sustentada
em algoritmos e conceitos bem definidos. Pode-se, também, formalizar tal contetido
a partir do problema gerador ou nao. Em seguida, havera outras exemplificagoes e

exposigoes dos diversos algoritmos e proriedades envolvidas.

Justificativa: O momento II é de suma importancia para grande parte do sucesso
de toda a sequéncia didatica, pois é nele que o professor vai ressignificar ou construir
habilidades que servirao de base para o estudo do contetiddo. Desse modo, o problema
gerador vai direcionar e mostrar esses possiveis déficits. Entendo que é de suma im-
portancia o professor apresentar as diversas propriedades da func¢ao quadratica. Outro
fato ¢ que o professor deve provocar seus alunos a modelarem ou relacionarem situacoes
do cotidiano a fun¢ao quadratica, assim como, interpretarem os resultados encontrados
na resolucao de um problema, justificando a solu¢do encontrada, nao bastando somente

dominar os algoritmos.

Questionamentos: Depois da apresentacao do conceito de fungao polinomial do 2°
grau e algumas propriedades associadas a mesma, é possivel resolver o problema gerador
usando algumas das técnicas apresentadas? E interessante que o professor peca a seus
alunos que tentem responder o problema gerador novamente. E possivel entender que
por tras das fungoes mateméaticas tem uma justificativa plausivel? Algumas situagoes

do cotidiano podem ser modeladas por uma fun¢ao polinomial do 22 grau?

Momento III: Passada a etapa de formalizacao do contetdo, serd proposto aos
grupos novos problemas em sala (entregues e recolhidos) com questoes abertas referente

ao conteudo, etapa 10 do percurso metodologico.
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PROBLEMAS PROPOSTOS - SEQUENCIA DIDATICA II

1 - (SAEPE). Em uma partida de futebol um goleiro chuta uma bola e sua trajetéria

descreve uma pardbola de equacdo h(z) = 16z — 222, onde h(z) representa a altura

atingida pela bola dada em metros, e x a distancia horizontal, também dada em metros.
Nessas condigbes, a altura méxima, em metros, atingida pela bola é:

a) 4 b) 8 c) 16 d) 32 e) 64

Fonte: <https://profwarles.blogspot.com/> Acesso em 10/10/2022.

2 - ENEM 2016 (Segunda Aplicagao) - Para evitar uma epidemia, a Secretaria
de Satude de uma cidade detetizou todos os bairros, de modo a evitar a proliferacao
do mosquito da dengue. Sabe-se que o nimero f de infectados é dado pela fungao
f(t) = —2t* + 120t (em que t é expresso em dia e t = 0 é o dia anterior & primeira
infec¢ao) e que tal expressao é valida para os 60 primeiros dias da epidemia.

A Secretaria de Satude decidiu que uma segunda dedetizagdo deveria ser feita no dia
em que o numero de infectados chegasse a marca de 1600 pessoas, e uma segunda
dedetizacao precisou acontecer.

A segunda dedetizacao comecou no:
a) 19° dia. b) 20° dia. c) 29° dia. d) 30° dia. e) 60° dia.

Fonte: <https://www.gov.br/inep /pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais /enem /
provas-e-gabaritos>. Acesso em 10/10/2022.

3 — (Elaborado pelo autor - 2022) - Um casal ird se casar brevemente. Para o seu
casamento, eles contrataram um Buffet que realizard sua festa para 240 convidados.
O Buffet cobrard R$ 60,00 por pessoa, se todos os convidados comparecerem. Caso
contrario, para cada convidado que faltar, serd acrescentado a quantia de R$ 2,00 por

pessoa que comparecer.

Fonte: |<https://wakke.co/como-ter-um-planejamento-financeiro-eficaz-na-sua-escola/>. Acesso em
10/10/2022.

Para que o Buffet lucre o maximo possivel, quantas pessoas deverao faltar ao casa-

mento?
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4 - (Elaborado pelo autor - 2022)
Fast-food

“Fast-food” € uma expressao de origem inglesa que significa uma modalidade alimen-

tar.

Ela demanda agilidade no preparo e consumo, onde as refeicbes devem ser preparadas e

vendidas em pouco tempo. Dai a padronizagao, mecanizacao e a rapidez desse sistema.

Assemelha-se ao de producao fordista das linhas de montagem, onde tudo é pensado

para agilizar a produtividade.

Destacam-se as cozinhas bem equipadas, mas que produzem poucas variedades alimen-
tares. Além disso, o ambiente de consumo é, muitas vezes, relativamente desconfortavel,

de modo a incentivar a rapida ingestao dos alimentos.

Devemos destacar, por outro lado, que esse fendmeno é, na realidade, uma evolucao do
sistema de restaurantes e lanchonetes do tipo drive-in. Esses estabelecimentos surgiram

na Califérnia, na década de 40, e logo se espalharam pelo mundo.

O cardapio desses estabelecimentos é basicamente constituido de lanches, acompanha-
dos por batatas fritas e outras frituras, além de refrigerantes. Eles sao servidos para

consumidores que possuem pouco tempo para realizar suas refeigoes.

Figura meramente ilustrativa

Fonte: |<https://www.todamateria.com.br /fast-food /> Acesso em 10/10/2022.

O dono de um restaurante Fast-food percebeu que, vendendo o combo a R$ 20,00 em
média tem 300 vendas efetuadas no més e para cada reducao de R$ 1,00 no preco do
combo, as vendas aumentam na quantidade de 30. Qual deve ser o preco dos combos

para que a receita seja maxima?

5 — (Elaborado pelo autor - 2022) - Uma das fontes de renda de algumas fa-
milias brejensesﬂ é Microempreendedor Individual (MEI), em particular, no ramo de

confecgoes. O Microempreendedor Individual (MEI) é uma figura juridica do Brasil, é

2 brejense — cidaddo nascido em Brejo da Madre de Deus - PE
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a pessoa que trabalha por conta propria e que se legaliza como pequeno empresario.
Para ser um microempreendedor individual é necessario faturar até oitenta e um mil
reais por ano e nao ter participacao em outra empresa como sécio ou titular, o MEI
também pode ter um empregado contratado que receba um salario minimo ou o piso
da categoria.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Microempreendedor__individual.>| Acesso em 17/11/2022.

Nesse sentido, uma das oportunidades de empreendimentos mais préximas é o Moda

center Santa Cruz.

Moda Center Santa Cruz

Fonte: <https://www.modacentersantacruz.com.br/sobre>. Acesso em 17/11/2022.

Localizado em Santa Cruz do Capibaribe (PE), o Moda Center Santa Cruz é o
maior centro atacadista de confeccoes do Brasil. Ele retiine mais de 10 mil pontos
comerciais, entre boxes e lojas, onde sao comercializadas pecas no atacado e no varejo.
O centro inclui desde produtos populares a artigos mais trabalhados.

Suponhamos que um Microempreendedor Individual (MEI) produz pegas de roupa
e vende cada mil pecas por 14 mil reais, além disso, seu custo de producao é dado
pela multiplicacdo de cada mil pecas adicionado de um custo fixo de 2 mil reais por
milhares de pecas vendidas. Considere a funcao L(x), em que L fornece o lucro desse
microempreendedor, em milhares, a partir das = unidades vendidas (em milhares) de

seu produto ao longo de um ano.

a) Obtenha as fungdes custo, receita e lucro.
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b) Determine o lucro maximo obtido por esse microempreendedor.

Justificativa: A aplicacao de novos problemas vai direcionar o professor no tocante
a evolugao dos grupos, como também, mostrara alguma lacuna que porventura ficou
na formalizacao do contetido. E importante organizar os novos problemas por ordem

de dificuldade, como também, diversificar os seus tipos.

Questionamentos: E possivel relacionar as questoes postas ao contetido estudado?
E possivel construir um modelo matemaéatico para alguns desses problemas? Alguns
desses problemas tém significado social para a nossa realidade? As aulas vivenciadas

até aqui contribuiram de alguma maneira para responder esses novos problemas?

Momento I'V: Nessa fase, apds a aplicagdo dos novos problemas, o professor reali-
zard a devolutiva deles, fazendo uma conversa grupo a grupo, como também, apresen-
tard uma correcao coletiva, buscando esclarecer possiveis lacunas, e retomando alguns

pontos que por ventura nao ficaram esclarecidos.

Avaliacao: Para sistematizacao do processo, é importante fazer questionamentos
objetivos e subjetivos acerca da atividade, assim como, buscar entender as dificuldades
em cada etapa de resolugdo dos problemas, principalmente na modelagem das fun-
¢oOes e interpretacao dos resultados encontrados. Tal processo de avaliagdao, consiste
nas realizagoes das atividades, desde o problema gerador, até a participacao ativa nas
contribui¢oes diante do desenvolvimento das atividades propostas. Vale salientar, que
na Metodologia de Resolucdao de Problemas o aluno ou grupos sao avaliados cotinua-
mente. Assim, nao se busca medir quem sabe mais ou quem sabe menos, pois, tudo
que o aluno consegue produzir e evoluir é levado em consideracao. Logo, reitera-se que

o Ensino-Aprendizagem-Avalicdo é um processo inseparavel.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Para uma melhor compreensao da analise dos dados, explicamos os critérios ado-
tados para a formagao dos grupos participantes da intervencao. Foram compostos por
no maximo 5 alunos e nomeados por codigos especificos, assim, a letra corresponde a
respectiva turma e o nimero, a sua identificacdo naquela conjuntura. Desta maneira,
as turmas sao identificadas pelas letras A, B e C, e os grupos por nimeros de 1 até
10. Ressaltamos que os participantes tiveram autonomia para comporem a formagao
dos grupos, e apenas alertei para que os grupos permanecessem os mesmos durante os

encontros.

6.1 Apresentacao e aplicacao do problema gerador |

Pensamos em criar um problema que nos ajudasse a analisar os diferentes niveis
de compreensao a respeito de algumas habilidades do Ensino Fundamental anos finais,
que juntas remetessem a um problema do 2° grau, em particular, a compreensao sobre
a nocao de equacgao do 2° grau. A fim de corroborar com esse pensamento, Pironel e

Vallilo (2017) comentam que

Quando o professor decide que o problema pode ser um ponto de
partida para a construcao de um novo conhecimento para o aluno,
ele precisa se debrucar sobre a tarefa da escolha ou da elaboracéo de
uma atividade que esteja alicercada num problema ou numa situacao-
problema, cuja resolucdo seja o fio condutor da aprendizagem de
determinado conteido pelo aluno (PIRONEL; VALLILO, 2017, p.
285).

Na busca de elementos que subsidiem esse ponto de vista e que propiciem a coleta de
informagoes, |Allevato e Onuchic (2014) acrescentam e esclarecem que uma atividade
¢ chamada de problema gerador quando nenhum indicativo de caminho ou procedi-
mento de resolugao ¢ deixado explicito para o aluno, visto que o contetido matemaético
necessario para a resolucao do problema ainda nao foi trabalhado em sala de aula.

Assim, quando pensamos no problema gerador I, proposto a seguir, nossa intengao
era verificar o nivel de compreensao de algumas habilidades do Ensino Fundamental
Anos Finais, pois a partir delas decorrem os contetidos a serem estudados durante o
percurso metodolégico.

O Quadro[6.1]especifica as habilidades que tentamos retomar, ou até mesmo construi-

las, na elaboracao e aplicacao do problema gerador I.
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Quadro 6.1 — Quadro de Habilidades BNCC - Problema Gerador I

Cédigo da Habilidade

Objetivo da Habilidade

(EFO7MA13)

Compreender a ideia de variavel, representada
por letra ou simbolo, para expressar relagao entre
duas grandezas, diferenciando-a da ideia de
incognita.

(EFOSMA09)

Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias,
problemas que possam ser representados por
equacoes polinomiais de 2° grau do tipo ax? = b.

(EFO9MA09)

Compreender os processos de fatoragao de
expressoes algébricas, com base em suas relagoes
com os produtos notaveis, para resolver e
elaborar problemas que possam ser representados
por equagoes do 2° grau.

(EF08MA19)

Resolver e elaborar problemas que envolvam
medidas de area de figuras geométricas,
utilizando expressoes de calculo de area

(quadrilateros, tridngulos e circulos) em situagoes
como determinar medida de terrenos.

Fonte:

Elaborado pelo autor (2022).

Buscou-se identificar quais habilidades os alunos ja haviam construido, sejam to-

talmente ou parcialmente. E importante frizar que a construgdo ou reconstrugao de

habidades matematicas é um processo continuo, requerendo sempre ajustes na passa-

gem de uma série para outra. Assim, a partir da metodologia evidenciada na pesquisa,

pretendeu-se ampliar o que os alunos ja traziam consigo, como veremos em relatos

posteriores. No que diz respeito a essas observagdes, BNCC (BRASIL 2018) traz im-

portantes contribuicoes, segundo

ela

Diante dessas consideragoes, a area de Matematica e suas Tecnolo-
gias tem a responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja consti-
tuido por esses estudantes no Ensino Fundamental, para promover
acoes que ampliem o letramento matematico iniciado na etapa
anterior. Isso significa que novos conhecimentos especificos devem es-
timular processos mais elaborados de reflexao e de abstragao, que
deem sustentagdo a modos de pensar que permitam aos estudantes
formular e resolver problemas em diversos contextos com mais
autonomia e recursos matemdticos (BRASIL, 2018, p. 528 - 529,
grifo meu).

A seguir, podemos observar o problema gerador I, aplicado aos grupos em sala de

aula, cujo qual, abordou as quatro habilidades postas no Quadro [6.1]
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Problema gerador I - aplicado no primeiro momento

Os alunos do 12 ano foram desafiados pelo seu professor a descobrir as medidas de

um terreno retangular. Para tal, o professor lhes concedeu algumas pistas:

O geu comprimento é o
dobro da Largura,
como tambim, gua

drea é igual a 3200mt.

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Com base nessas pistas, os alunos concluiram que o comprimento e a largura do

terreno eram, respectivamente:

A partir da apresentacao do problema gerador, mediado pela Metodologia de Re-
solu¢do de Problemas (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021)), foi oportunizado aos alunos

explorarem tal problema, de modo que, cada grupo tracasse suas estratégias de resolu-

cdo. A medida que os estudantes se envolveram em grupos e participaram da atividade
proposta, foi construindo entendimentos para sua resolugdo, mostrando assim uma
postura protagonista e proativa de alguns alunos. Durante o proceso é natural sur-
girem resolugoes diversas por parte dos alunos, até mesmo resolugoes nao esperadas,
como foi possivel constatar na aplicagao de tal problema. Deste modo, analisamos trés
resolugoes.

A seguir temos a solugdo apresentada pelo grupo B5 a respeito de tal problema,

onde discorreremos alguns comentarios no tocante a seus escritos.
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Figura 12 — Resolugdo do Problema Gerador I - Grupo B5 - Sequéncia Didatica I

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Quanto a solucao coletada do grupo B5, podemos perceber um problema no do-
minio de operacoes matematicas basicas, por exemplo, na operacgao 400 - 800 = 3200.
Podemos destacar que o grupo representou geometricamente o problema dado, mais
um ponto que sentimos falta foi a nao representacao algébrica das medidas desconheci-
das. A partir das observagoes colocadas, pode-se concluir que o grupo possuia lacunas
consideraveis a respeito da maioria das habilidades relacionadas ao problema. A seguir,

temos a resolucao do problema gerado I, construida pelo grupo C1.

Figura 13 — Resolugao do Problema Gerador I - Grupo C1 - Sequéncia Didatica I

Fonte: Dados da pesquisa (2022).
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Na solucao do problema gerador I, podemos observar a representacao geométrica
do problema dado, outro fato notoério foi a apresentagao de uma solugao por meio do
método dedutivo, testando apenas valores para se chegar ao resultado. Porém, houve
a representacdo equivocada do comprimento e largura da figura plana dada, como
também, quanto a unidade de medida. Vale salientar que o grupo nao representou
algebricamente as medidas desconhecidas, nem conseguiu criar um modelo algébrico
para o mesmo. Assim, podemos concluir que o grupo cumpriu parcialmente o que
esperavamos como resolucao, porém, no processo de devolutiva se fez necessario alertar
sobre os equivocos comentidos, pontuando posteriores avangos como: justificativa do
resultado encontrado e representacao algébrica do problema.

Agora vamos observar os escritos colhidos do grupo A2 na resolucao do problema

gerador I, representados pela Figura [14]

Figura 14 — Resolugdo do Problema Gerador I - Grupo A2 - Sequéncia Didatica I

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

A solucao desenvolvida pelo grupo contempla varios elementos que julgamos impor-
tante na resolucao de um problema, dentre eles destacamos: Pensamento geométrico
bem definido com a representacao do terreno retangular, assim como, um pensamento
abstrato evidente com a representacao das medidas desconhecidas por incégnitas, fato
esse importantissimo no estudo de problemas que tem proximidades com a algebra. Por
fim, a juncao de todos os pontos destacados anteriormente para deduzir uma equacao
a partir do problema proposto. Notou-se também a preocupagao do grupo na veri-
ficagao/validagao dos resultados obtidos, com isso, entendemos que o grupo tem as
habilidades avaliadas consolidadas.

Analisadas as solugoes apresentadas pelos alunos, formalizou-se o contetido a ser

estudado, em seguida, foram propostos novos problemas em acordo com as habilidades
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da BNCC (BRASILJ, 2018)), Organizador Curricular de Pernambuco (PERNAMBUCO,
2021)) e Competéncias e Habilidades do ENEM (INEP, 2009). Ao entregar os problemas

propostos, cerca de 5 Apéndice para que os grupos pudessem soluciona-los, foi

concedido até 150 minutos, onde notou-se que alguns grupos ja tinha uma melhor
autonomia na conducgao e busca das solugoes, por outro lado, alguns grupos sentiram
um pouco de dificuldade em representar matematicamente alguns problemas preteridos.
Outro fato curioso que iremos observar na analise dos resultados, é que alguns grupos
demostraram um pouco de dificuldade em interpretar as respostas encontradas, tendo
eles desenvolvido a representacao algébrica e os célculos corretamente, mas nao os
utilizando na hora de expressa-los como resposta.

O encontro posterior foi utilizado para comentarmos os caminhos de solugao adota-
dos, como também a apresentagao das resolugoes, onde foi infatizado e discutido com

os grupos as possiveis dificuldades na apredizagem, seja ela total ou parcial.

6.1.1 Problemas propostos na sequéncia didatica | e alguns recortes

Nessa subsecao apresentamos alguns recortes das solugoes apresentadas na primeira
sequéncia didatica, na qual nos deteremos a analisar os problemas 2, 4 e 5 da mesma,
trazendo comentarios a cerca da resolugao de trés grupos, denominados de A1, B8 e
B9. A imagem a seguir mostra o processo de aplicacdo desses problemas propostos,

como podemos ver na Figura [I5]

Figura 15 — Aplicagdo dos Novos Problemas - Sequéncia didatica I

L

/

N

d= \
Fonte: Dados da pesquisa (2022).
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A seguir, temos o Problema 02 aplicado aos diversos grupos.

Problema 02 - Com a finalidade de organizar os 340 alunos do 1° ano na quadra da
EREM (Escola de Referéncia em Ensino Médio) André Cordeiro, de maneira que todas
as fileiras contassem com a mesma quantidade de alunos, o Professor de Artes pediu
que Gabriel fizesse essa organizagao, de modo que, os alunos fossem distribuidos em
n+ 3 fileiras, sendo cada fileira contendo n alunos. Para atender o pedido do professor,

Gabriel concluiu que cada fileira deveria ter quantos alunos?

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Quando elaboramos, tal problema, pensamos em algo que era da nossa vivéncia na
escola, desta forma, a imagem utilizada e o quantitativo de alunos expressos no pro-
blema sdo integrantes da nossa realidade. A ideia de organiza-los em filas também é
algo que fazemos, por vezes, na vivéncia de alguns projetos. Assim, esperavamos fami-
liaridade com a situagdo expressa no mesmo e que, de alguma maneira, eles remetessem
essas vivéncias cotidianas para poder auxiliar a modelar o exposto.

A seguir, a Figura [I6] representa a solugao desenvolvida pelo grupo A1, acerca do
Problema 02.
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Figura 16 — Resolu¢ao do Problema 02 - Grupo Al - Sequéncia Didatica I
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

A resolucao desenvolvida pelo grupo A1, apresenta-se uma solucao correta, porém
faltou deixar explicito o que corresponde ao nimero de alunos e ao niimero de fileiras,
como também, a caréncia de uma representacao algébrica para auxiliar o leitor na
compreencao e significado de cada valor.

Nota-se também a auséncia de parénteses para separar as operacoes, pois se usar-
mos as regras para ordens de prioridade das operacoes matematicas, o calculo estaria
equivocado. Sugeri na devolutiva para o grupo que em solugoes posteriores pudessem
explorar ou representar mais o exposto. Tais recomendagoes nao buscaram desligitimar
a solucao apresentada, apenas contribuir para um melhor aperfeicoamento da mesma.
Nesse sentido, Pironel e Onuchic (2021) comentam que o erro nao é visto com algo
negativo ao processo e que deve ser descartado, mas como um elemento auxiliar e pro-
pulsor para a apredizagem do aluno. Assim, essa interacao professor-aluno pode e deve
orientar e otimizar a aprendizagem.

Por fim, poderiamos dizer que o grupo cumpriu parcialmente o que era pretendido
em tal problema, restando apenas pequenos ajustes a serem feitos.

Na Figura [I7] apresenta-se a resolu¢do desenvolvida pelo grupo B8, acerca do
Problema 02.



Capitulo 6. RESULTADOS E DISCUSSOES 97

Figura 17 — Resolucao do Problema 02 - Grupo B8 - Sequéncia Didatica I
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Alguns fatos que podemos destacar ao analisarmos a solucao apresentada pelo grupo
B8, é o destaque das informacoes n + 3 = fileiras e n = alunos, como também a
representacao algébrica do problema que decorre posteriomente em uma equacao do 2°
grau e sua resolucao por meio da férmula resolutiva, na qual representou as raizes por
n, que era a incognita do problema, distinguindo dos demais grupos, que “por forca
do hébito”, representaram a mesma na incoégnita x. Passada a etapa de encontrar as
raizes da equacao, o grupo soube interpretar corretamente os resultados escontrados,
usando a raiz positiva 17, para determinar a quantidade de alunos em cada fila, situ-
acao preterida na proposicao do problema. Tal achado vem corroborar com a BNCC
BRASIL| (2018) que preconiza que os alunos devem desenvolver habilidades relativas
aos processos de averiguagao, representacao, construcao de modelos para resolucao de
problemas, e assim, o grupo fez. Além disso, devem mobilizar meios proprios de racio-
cinar, representar, comunicar, argumentar e debater; buscando consensos com base em
discussoes, visando potencializar e desenvolver representacoes e procedimentos cada
vez mais sofisticados.

Poderiamos dizer que o grupo apresentou uma resolugao bem estruturada, desde a
representacao até a interpretacao, do resultado final.

A seguir, a Figura [18] representa os escritos do grupo B9, acerca do Problema 02.
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Figura 18 — Resolucao do Problema 02 - Grupo B9 - Sequéncia Didatica I
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Quanto a solucao apresentada pelo grupo B9, podemos observar que a mesma
apresenta um carater mecanizado, visto que, preocupou-se em reproduzir processos
de maneira automatica, sem explica-los. Nota-se que o grupo conseguiu representar
o problema algébricamente na incégnita n, mas por “vicio” de escrita o resolveu na
incégnita x. Outro fato a se destacar é a nao diferenciacao do que representavam filas
e do que representavam alunos.

Nesse sentido, [Van de Walle (2009) comenta que é imprescindivel os alunos escre-
verem suas explicacoes no processo de resolucao dos problemas. O autor enfatiza que
tal fato é tao importante, que vale a pena esclarecer o valor da escrita e justificativa
dos alunos, pois ha grandes vantagens, independente da série. Uma delas é que o ato
da escrita é um processo reflexivo, assim, os alunos se esforcarao para explicar a forma
de raciocinio adotada, com isso, passarao a ter mais concentracao no desenvolvimento
dessas ideias envolvidas.

No proceso de devolutiva fez-se necessario recomendar ao grupo um melhor trato
nos pontos levantados anteriormente, principalmente os processos de justificativa de

cada etapa ou procedimento.
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4 - (Problema 04) - Brejo da Madre de Deus é o tinico municipio de Pernambuco que
tem o cultivo de morango orgéanico consolidado, o que se deve as condicoes climéaticas

e topograficas dos brejos, onde chove mais. Localiza-se no ponto mais alto do estado,

a Serra da Boa Vista, mais conhecida como Serra do Ponto, situada no Planalto da

\

Borborema. L&, as/os agricultoras/es utilizam tecnologias sofisticadas.

Fonte: <https://www.fetape.org.br /noticias-detalhe/brejo-da-madre-de-deus-a-capital-agroecologi\
ca-de-pernambuco/6221#.Y2ZWXhHbMLIU>. Acesso em 08/10/2022

Seu José e Dona Maria sao agricultores que plantam morango organico e pretendem
dobrar a area de producao para 6000m?, para tal, eles pretendem aumentar unifor-
memente o comprimento e a largura da area plantada, que tem formato retangular,
medindo 30m - 100m. Para que a necessidade de seu José e dona Maria seja atendida,
de quantos metros deve ser esse acréscimo nas dimensoes da area plantada?

Na elaboragao do Problema 04, buscamos expressar um marco que esta presente
no cotidiano de alguns dos nossos alunos: a origem rural e a atividade de subsisténcia
de suas familias ligadas a agricultura. Assim, em didlogos em sala de aula, identifi-
camos essa realidade, e por que nao, essa potencialidade. Entao, uma das formas de
dar representatividade a esses sujeitos e suas realidades foi elaborar essa questao que

consegue trilhar por diversas areas do conhecimento.

A competéncia especifica 2, preceituada por BRASIL| (2018), destaca que a

participagdo do estudante em ac¢bes que busquem investigar os desafios do mundo
contemporaneo com enfoque na sustentabilidade, mobilizando e articulando conceitos,
procedimentos e linguagens préprias da Matematica. Nesse sentido, entendemos que o
problema proposto favoreceu a interagao entre os alunos, de forma cooperativa, para

aprender e ensinar Matematica de forma significativa.
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Na Figura [19] discorreremos sobre a resolugao do Problema 04, apresentadas pelo

grupo Al.

Figura 19 — Resolucao do Problema 04 - Grupo Al - Sequéncia Didatica I
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Na resolucao apresentada, podemos perceber que o grupo interpretou e entendeu
corretamente o que era proposto, assim, verificou-se a construgdo de um modelo ma-
tematico para representar o que era preterido, como também, constatou-se represen-
tagdo/incremento no comprimento e na largura a ser expressado por um valor desco-
nhecido, a incognita x. Nota-se que o grupo construiu um modelo matematico para
representar o que era proposto, desenvolvendo, assim, o seu raciocinio até chegar em
uma equacao do 2° grau completa, resolvida pela férmula resolutiva, encontrando suas
raizes e interpretando-as para determinar a solugao correta para a equacao. Dali, o
grupo identificou que a solugao correta seria o 20, onde esse valor seria o incremento
necessario para que a area plantada dobrasse de tamanho.

Percebemos, também, que o exposto pelo grupo em sua resolugao é potencialmente
significativo, pois vai de encontro ao que preconiza a competéncia especifica 3
BRASIL| (2018), cuja qual ressalta a utilizacdo de estratégias, conceitos e defini¢oes,
que levou o grupo a construir um modelo matematico para resolver tal problema, bem
como, analisou a plausibilidade dos resultados encontrados, julgando-os adequados ou
nao, para a solucao proposta, de modo a construir uma argumentagao consistente e

bem clara para todo o problema.



Capitulo 6. RESULTADOS E DISCUSSOES 101

A seguir, obsevaremos na Figura [20] mais uma solugdo do problema 04, desta vez

o grupo em foco é o B8.

Figura 20 — Resolucao do Problema 04 - Grupo B8 - Sequéncia Didatica I
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

A partir dessa solu¢ao, podemos perceber que o grupo nao modelou algebricamente
o problema proposto, ou seja, discorreram sua soluc¢ao por tentativa e erro. Vale sali-
entar que, na tentativa 1, por descuido foi escrito 45 x 115 = 1175, mas na verdade, o
resultado correto seria 5175. Desta maneira, para um melhor entendimento do leitor,
o grupo poderia ter deixado mais explicito qual foi o incremento necessario no com-
primento e na largura. Nota-se, também, que o mesmo cometeu um lapso quanto a
unidade correta para a representacao do comprimento e da largura. E importante frisar
que o testar valores resolve casos particulares, ja a construcao de modelos matematicos
podem quase que generalizar solugoes.

Na devolutiva do problema ao grupo, fez-se necessério reiterar os comentarios ante-
riores para que os pequenos equivocos pudessem ser corrigidos em futuras resolugoes.
Alguns integrantes comentaram que utilizaram o modo de testar resultado pelo fato de
acharem o problema “bem facil”, no entendimento dos mesmos. Nesse sentido alertei
que pelo simples fato deles acharem o problema facil, eles nao adotaram um postura

mais cuidadosa na resolucao, que de fato foi confirmado por eles .
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A seguir, na Figura [21} apresentamos a resolucao do problema 04 posta pelo grupo
B9.

Figura 21 — Resolu¢ao do Problema 04 - Grupo B9 - Sequéncia Didatica I
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Podemos perceber que o grupo representou a figura inicial com medidas 100m por
30m, porém, nao se deram conta que o aumento deveria ser uniformimente para,
ambos os lados, a fim de encontrar uma nova area retangular de 6000m?. Assim,
eles encontraram uma nova area com 6000m? e o aumento foi apenas na largura, o
que contraria o proposto pelo problema. Nota-se, também, uma situacao um pouco
inconclusa quanto a redacao dos seus achados, faltou clareza em algumas informacoes,
como podemos verificar na informacao 60m? com lado do retangulo e na escrita de 60m
e 100m como acréscimo.

No processo de devolutiva, alertei ao grupo sobre os equivocos cometidos, como
também, para outros obstaculos que vao além da matematica. Com as demandas que
vao surgir na escola e para além da escola, o “fazer contas” ja nao basta. Entao, é preciso
compreeender o porqué dos resultados encontrados e suas respectivas interpretacoes e os
usos adequados. Tais inquietagoes, sao justificadas pelo documento norteador BRASIL
(2018), pois de acordo com o mesmo, espera-se que para resolver problemas, o aluno
deve identificar os conceitos e procedimentos matematicos, além de aplicar e executar
os procedimentos e, ao final, compatibilizar os resultados com o problema original,
comunicando a solugao aos colegas por meio de argumentacao consistente e linguagem

adequada, o que faltou nos escritos do grupo.
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Por fim, uma das integrantes do grupo comentou que para ela estava sendo um
pouco complicado, pois sempre aprendeu e estudou a matematica de forma um pouco
direta, sem a contextualizacao e justificativa dos resultados obtidos.

A seguir, comentamos sobre a elaboracao do Problema 05 e os resultados obtidos

a partir do mesmo.

5 — (Problema 05) - Nas aulas de matemaética o professor Benildo entregou aos seus
alunos uma folha de papel com formato retangular com algumas marcagoes, pediu que
seus alunos cortassem quadradinhos de 9e¢m?, marcados nos cantos, em seguida pediu
que eles dobrassem seus lados, obtendo uma caixa com 120em? de volume, como mostra

a representacao abaixo.

3 . X+6 s 3

a2
(5]

x+3 X+ 3

3 . ¥+ B 3

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Com base nessas informagoes, determine as dimensoes dessa caixa:

Na elaboragao desse problema, buscamos agucar e transpor a vizualizagao em 2D
para 3D, assim, esperavamos que os alunos, em grupo, pudessem reativar algumas
habilidades e aplicar as técnicas e algoritmos ligados a equacao do 2° grau, vistos na
etapa 9 do percusso metodoldgico. Nesse sentido, a BNCC (BRASIL, 2018) afirma que

[...] na Matemadtica, o uso dos registros de representagio e das dife-
rentes linguagens é, muitas vezes, necessario para a compreensao, a
resolucao e a comunicacao de resultados de uma atividade. Por esse
motivo, espera-se que os estudantes conhecam diversos registros de
representacao e possam mobiliza-los para modelar situagoes diversas
por meio da linguagem especifica da matematica — verificando que
os recursos dessa linguagem sao mais apropriados e seguros na busca
de solugoes e respostas — e, a0 mesmo tempo, promover o desenvol-
vimento de seu préprio raciocinio (BRASIL] 2018] p. 529).

Assim, entendemos que esse problema perpassa por diversas habilidades, por isso,

consideramos sua relevancia e pertinéncia para a sequéncia didatica.



Capitulo 6. RESULTADOS E DISCUSSOES 104

Trazemos, na Figura [22] as escritas desenvolvidas pelo Grupo A1, acerca do Pro-
blema 05.

Figura 22 — Resolu¢ao do Problema 05 - Grupo Al - Sequéncia Didatica I
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Na resolucao apresentada pelo grupo, podemos perceber um cuidado em coletar as
informacoes pertinentes do enunciado, como o volume = 120cm?; comprimento = x+6;
largura = x + 3 e altura = 3. Outro fato notério foi a juncao dessas informagoes,
decorrendo em uma modelagem algébrica do problema e, consequentemente, em uma
equacao do 2° grau. Posteriormente, o grupo aplicou uma técnica correta para a
sua resolucao, a férmula resolutiva para equagoes do 2° grau. Por fim, utilizou-se
a raiz positiva como soluc¢ao do problema proposto, fazendo a sua substituicao para
determinar o valor comprimento e largura.

No processo de devolutiva, fez-se necessario dialogar com o grupo a respeito do
calculo com o descriminante A, no tocante ao sinal do +4, que seria —4 e o sinal do
+66 que seria —66. Por sorte, esses “descuidos” nao afetaram o resultado final, mas
poderia o ter. Assim como, mesmo a raiz positiva tendo sido a solugao do problema, era
importante fazer uma verificagao geral desse resultado. Tais recomendacoes podem até
parecer preciosismo, mas se fazem necessarias. Poderiamos dizer que o grupo cumpriu

uma grande parte do que era preterido com o problema.
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Na Figura 23} apresentamos a resolucao do Problema 05, discorrida pelo grupo B8

acerca do problema.

Figura 23 — Resolucao do Problema 05 - Grupo B8 - Sequéncia Didatica 1

S(x32) » (x+6)} 3 =190 A= 21*-y - (-66)
Cx"bi’6><+bxf’lfﬁ)'f):430‘ . A =9 +742
BV @Ir + 64 ~490 = O A = 4524

TV Y% - 66 * ©
'X: ‘Q‘?t “im'f
a2
e

¥z -9 -2 --66 = -11
,—-——~'—gf 6
%X+ G
A+ 6 :"[‘Qy(%)
“+3
ﬁ’&@ﬁ'"ﬁ:;@ "2
g+-5 = 120

b

1 5
B .
S olimensoes dessa cQixe: 5a0 (5%6) de compnimento, (a+2)

de Garrguno € B e pﬂ%uv\déa’ade,

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Podemos perceber que nessa solugao o grupo entendeu corretamente o enunciado e
o que se queria com o problema proposto. Nota-se que o grupo usou a ideia para célculo
do volume de um prisma, quando no primeiro procedimento usou a multiplicacao do
comprimento, largura e altura, respectivamente. Posteriomente, utilizou o algoritmo
para solugdo corretamente, e até preocupou-se com o uso dos parénteses, consequen-
temente, encontrou dois valores descritos como suas raizes. Cuidadosamente, usou-se
a raiz positiva e fez a verificacdo da sua solugao encontrada, descrevendo-a de forma
clara e objetiva, o que era pedido no mesmo. Sobre esses achados, |[Van de Walle| (2009)
comenta que quando se coleta informacoes dos alunos no processo de resolugao de
um problema, quando os resultados estao sendo justificados e aprimorados, ou seja,
enquanto os alunos estao fazendo matematica, vocé obtera informacgao que fornecera
insights sobre a natureza da compreensao dos alunos sobre aquela ideia envolvida no
problema proposto, como foi possivel constatar na resolu¢ao do grupo. Assim, enten-

demos que foram cumpridas as expectativas na resolu¢ao do problema.
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Na Figura [24] trazemos as anotagoes desenvolvidas pelo grupo B9, acerca do Pro-
blema 05.

Figura 24 — Resolu¢ao do Problema 05 - Grupo B9 - Sequéncia Didatica I
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Na solucao do Problema 05, anteriormente representada, desenvolvida pelo grupo
B9, podemos perceber que os integrantes conseguiram entender e identificar os dados
da questao, como observamos na margem superior esquerda. Nota-se, também que
o grupo conseguiu desenvolver um modelo matemético para o problema, decorrendo
posteriormente em uma equagao do 2° grau. Porém, nas etapas ja mencionadas, alguns
passos ficaram um pouco inconclusos, como por exemplo, na passagem de 322427z —66
para z2 + 9z — 22, pois caberia especificar para o leitor que houve uma divisao por 3.
Outra consideragao é a aplicagdo da técnica para encontrar as raizes, soma e produto,
fato esse positivo, contudo, faltou deixar indicado com palavras o uso dessa técnica,
além de nao afirmar que a raiz que determinaria a solugdo da equagao, seria x = 2.
Por fim, é louvavel comentar a verificacao da solugao obtida, faltando apenas deixar
justificado o que era pretendido com esses valores. Portanto, podemos afirmar que o
grupo cumpriu parcialmente o que era requerido, restando alguns ajustes que foram
elencados na devolutiva.

Como foi comentado na Secao 2.4, o Ensino-Avaliacao-Aprendizagem devem ocorrer
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simultaneamente no ensinar através da Resolucao de Problemas, mas o leitor deve esta
se perguntando como e onde ocorreu avaliagao, visto que este pesquisador trouxe recor-
tes dos dados da pesquisa e apontou na devolutiva aos grupos pontos a serem superados
e melhorados. A avaliagao comecou e ocorreu durante todo o processo, mesmo antes da
aplicacao do problema gerador, até a aplicacao e devolutiva dos novos problemas com
as devidas observagoes. Quando buscamos consolidar Ensino-Aprendizagem-Avaliagao
como algo indissociavel, levamos em consideracao contribui¢des de Pironel e Onuchic

(2016), onde comentam que

[...] a utilizacdo de problemas mateméticos como estratégia de ensino
noslevaram & utilizacdo da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliacdo de Matematica através da Resolu¢do de Problemas, por
privilegiar a integracao da avaliacao ao processo de ensino-
aprendizagem e dar condigbes para que o professor possa intervir
imediatamente na construcao da aprendizagem do educando, atra-
vés da observacao (PIRONEL; ONUCHIC, [2016), p. 7, grifo meu).

Mesmo nao sendo um de nossos objetivos, apresentamos a seguir alguns aspectos
quantitativos, com o uso de tabelas e graficos a fim de facilitar a compreencao geral dos
resultados obtidos na aplicacao dos novos problemas. Esse apanhado traz uma visao
por questao, turma e no geral.

Desse modo, seguem os conceitos usados por esse pesquisador para o entendimento
quantitativo dos dados:

Satisfatorio - representa os grupos que acertaram o problema em sua totalidade;

Parcial - representa os grupos fizeram os calculos quase que por completo, como
também, os que nao conseguiram interpretar o que fazer com o resultado obtido na
resolucao da equacao;

Insuficiente - representa os grupos que apresentaram respostas inconclusas ou nao
responderam o problema.

A seguir, na Tabela [1| temos o resultado dos 10 grupos da turma A, no tocante ao

resultado dos novos problemas da sequéncia didatica I.

Tabela 1 — Quantidade de acertos por problema sequéncia didéatica I - Turma A

TURMA A | Satisfatério | Parcial | Insuficiente
Problema 1 8/10 1/10 1/10
Problema 2 6/10 1/10 3/10
Problema 3 7/10 1/10 2/10
Problema 4 6/10 2/10 2/10
Problema 5 3/10 3/10 4/10

TOTAL 30/50 8/50 12/50

Fonte: Dados da pesquisa (2022).
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A tabela construida anteriormente, busca expressar uma visao quantitativa dos
acertos por problema, pois no corpo do nosso trabalho trazemos apenas recortes em
relacao aos grupos e aos problemas propostos, de modo particular, a mesma representa
os dados coletados da turma A. O grafico representado pela Figura [25] deixa bem mais
evidente esses resultados, tomando como exemplo os resultados da questao 05, em um
modelo de avaliacao sentenciadora, o resultado seria apenas de & acertos, ja em um
modelo de avaliagdo integrado ao Ensino-Aprendizagem, o total de acertos seria de 6.

Quanto aos resultados colhidos na turma A, o grafico representado pela Figura [25,

detalha melhor esse comentério.

Figura 25 — Grafico referente a Tabela— Resultados da aplicagdo dos novos problemas
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

A Tabela [2| a seguir, mostra um copilado dos resultados obtidos pela turma B a

cerca dos novos problemas, etapa 10 do percusso metodoldgico.

Tabela 2 — Quantidade de acertos por problema sequéncia didatica I - Turma B

TURMA B | Satisfatério | Parcial | Insuficiente
Problema 1 2/10 6/10 2/10
Problema 2 5/10 4/10 1/10
Problema 3 2/10 3/10 5/10
Problema 4 5/10 2/10 3/10
Problema 5 4/10 0/10 6/10

TOTAL 18/50 15/50 17/50

Fonte: Dados da pesquisa (2022).



Capitulo 6. RESULTADOS E DISCUSSOES

109

A grafico da Figura [26] resume e detalha melhor os dados obtidos, destacamos os

resultados satisfatorios nas questoes 01 e 03, que ao nosso crivo, abaixo do esperado,

pois como podemos observar no Apéndice [B] as questdes foram organizadas por ordem

de dificuldade, da mais simples para a mais complexa. Outro fato a se destacar foram

os resultados insatisfatorios, principalmente na questao 05, que fez com que esse pes-

quisador retomasse e buscasse entender as lacunas que ficaram por parte do mesmo e

dos alunos.

Figura 26 — Grafico referente a Tabela— Resultados da aplicagdo dos novos problemas
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

A seguir, temos a Tabela 3] referente aos resultados quantitativos, quanto a aplica-

¢ao dos novos problemas, construida pelo grupo C.

Tabela 3 — Quantidade de acertos por problema sequéncia didatica I - Turma C

TURMA C | Satisfatério | Parcial | Insuficiente
Problema 1 779 279 0/9
Problema 2 4/9 4/9 1/9
Problema 3 4/9 1/9 4/9
Problema 4 3/9 4/9 2/9
Problema 5 5/9 2/9 2/9

TOTAL 23/45 13/45 9/45

Fonte: Dados da pesquisa (2022).
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O grafico da turma C, apresentado na Figura mostra um resultado mais condi-
sente com a proposi¢ao dos novos problemas, principalmente pela ordem de dificuldade.
Assim como a turma B, a maior dificuldade da turma C esteve concentrada no pro-
blema 03.

Figura 27 — Grafico referente a Tabela— Resultados da aplicagdo dos novos problemas
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Ao fazer uma retrospectiva, entre os dados obtidos na aplicacdo dos novos proble-
mas, etapa 10 do percusso metodolégico e o problema gerador, etapa 1, percebeu-
se potenciais de avangos, visto que a maioria dos grupos conseguiu resolver boa parte
dos problemas, como também alguns deles buscaram justificar seus achados, diferente-
mente da aplicacao do problema gerador. Fazendo uma avaliacao de todo o processo,
podemos constatar que os alunos foram mais aplicados e comprometidos, tendo, des-
pertado uma agao protagonista e proativa em boa parte deles.

Outro fato a se destacar, foi a preocupacao em justitificar os procedimentos de
resolucao potencializados, passando esses a terem significados por vezes praticos, como
algumas questoes requereram “intencionalmente”. Vale salientar, que alguns grupos
também mostraram estagnagao ou resisténcia ao processo, como podemos ver em alguns
recortes exibidos. Considero que a sensibilidade no trato com o problema gerador é

um fator primordial, pois, mesmo nao sendo um contetido do 1° ano do Ensino Médio,
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fez-se necessario ressignificar as habilidades que remetiam a equacao do 2° grau.

A convivéncia dos grupos fixos durante essa sequéncia didatica, despertou um espi-
rito de coletividade, cooperacgao, interacao, lideranca e representatividade para alguns
alunos que antes eram invisiveis perante seus colegas. Como mediador, cheguei a ouvir
relatos do tipo:

- “Bu nao sabia que seria capaz de resolver esse problema”;

- “Meus pais trabalham com isso, fiquei feliz em ver minha realidade representada”;

- “Gostei dessa forma do senhor nos avaliar, por que tudo que fazemos o senhor
considera para nossa nota”;

-“A parte mais dificil é justificar essas respostas, pra que isso? As contas estdo
certas’.

Ao final dessa sequéncia didatica, foi possivel consolidar a ideia que a matematica faz
sentido para as nossas vivéncias. Por conseguinte, Van Walle (2009) traz apontamentos

que vem corrobrar com os nossos achados, pois

I- Os estudantes devem diariamente aprender por experiéncia prépria
que a matematica faz sentido.

IT - Os estudantes devem vir a acreditar que eles sdo capazes de dar
significado & matematica.

IIT - Os professores devem deixar de ensinar simplesmente expondo
e comecar a deixar os estudantes atribuir significado a matematica
que eles estao aprendendo.

IV - E para isto, os professores devem acreditar em seus estudan-
tes—em todos eles! (VAN DE WALLE]| 2009, p. 33).

Entendemos que o Ensino de Matemdtica Atraves da Metodologia de Resolugdo de
Problemas, vivenciado durante todo o percursso metodologico, foi capaz de promover
uma aprendizagem significativa e dar sentido e significado a matematica para grande

parte dos alunos.

6.2 Apresentacao e aplicacao do problema gerador Il

No processo de aplicagao do problema gerador II, destacado a seguir, buscou-se
motivar os grupos e prepara-los no tocante ao que se desejava com tal aplicagdo. Em
vista disso, |Allevato e Onuchic (2021)) comentam que para uma atividade se caracterizar
verdadeiramente como um problema, o professor ndo pode direcionar os alunos com
dicas, pistas ou algoritmos pré-estabelecidos para sua solucao, como de fato aconteceu.
Para além dessas recomendacoes, o aluno e o grupo tém que estarem interessados e nao
terem resolvido tal problema antes. Caso contrario, nao se configuraria um problema
para ele(s). Remetendo a essa preocupagao, elaboramos o problema a seguir, onde foi

entregue fotocopia com o problema gerador, conforme representacao a seguir:
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Problema gerador II - aplicado na sequéncia didatica II

As nocgoes de area e perimetro de figuras planas sao primordiais para compreender-
mos situagoes do nosso cotidiano. Pensando nisso, o professor de matematica desafiou

seus alunos com a seguinte situacao:

Denire todos os terrenos retangulares com
perimetro 60 m, qual deles tem a maior drea?

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Com base no exposto no problema pelo professor, os alunos concluiram que tal

terreno tem comprimento, largura e area, respectivamente iguais a:

Posteriormente, foram dados em torno de 2 minutos a fim de que cada aluno fizesse
uma leitura do problema, em seguida, montou-se os grupos de maximo 5 alunos para
juntos socializarem as diferentes visoes e pontos de vista para buscarem coletivamente
(o grupo) uma solugao para o problema preterido. Na busca de solucionar o problema
alguns grupos fizeram indagacoes a respeito do caminho escolhido para a solucgao,
porém, como dito anteriormente o professor nao poder fazer direcionamentos para tais
questionamentos. Vale salientar que comentarios sutis sao possiveis durante o processo.
A resposta dada por este pesquisador a todas as perguntas proferidas foi, “Sera que
nao existe outra resposta para o problema proposto?”. Foi possivel observar
a postura de inseguranga por parte de um ou grupo quando a sua resposta. Entendo

que a duvida e o questionasse faz parte da construgao de argumentos para solugao do

problema. |Allevato e Onuchic| (2021)), destacam que

[...] a compreensdao de Matemética, por parte dos alunos, envolve
a ideia de que compreender é essencialmente relacionar. Ressalte-se
que as indicagoes de que um estudante entende, interpreta mal ou nao
entende ideias matematica especificas surge, com frequéncia, quando
se resolve um problema (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021, p. 52).




Capitulo 6. RESULTADOS E DISCUSSOES 113

Na proposi¢ao do problema gerador II buscou-se verificar a consolidagao de algumas
habilidades do Ensino Fundamental Anos Finais, onde no processo de preparacao e
resolucao o pesquisador reiterou junto aos grupos que buscassem construir argumentos
sOlidos para justificar e explicar suas resolugdes. Tal observacao foi necessario pois,
esperasse que na transicao Ensino Fundamental para o Ensino Médio, o aluno deve
desenvolver parcialmente ou totalmente algumas competéncias e habilidades. Nesse

sentido, Brasil (2018) comenta que

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento
do letramento matemaético, definido como as competéncias e habili-
dades de raciocinar, representar, comunicar e argumentar matema-
ticamente, de modo a favorecer o estabelecimento de conjecturas, a
formulacdo e a resolucdo de problemas em uma variedade de con-
textos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas ma-
temdticas. E também o letramento matemético que assegura aos
alunos reconhecer que os conhecimentos matematicos sdo fundamen-
tais para a compreensio e a atuagdo no mundo e perceber o cardter
de jogo intelectual da matemaética, como aspecto que favorece o de-
senvolvimento do raciocinio légico e critico, estimula a investigagao
e pode ser prazeroso (fruigdo) (BRASIL, 2018, p. 266).

Por fim, apds todos os grupos devolverem a folha com a resolu¢gdo do problema
gerador, se iniciou a plenaria e busca de consenso. Momento riquissimo do percurso
metodologico, onde alguns alunos, representando o seu grupo, foram convidados a
socializarem suas ideias de resolu¢ao na lousa ou oralmente, cada um ao seu modo. As

figuras a seguir apresentam alguns recortes de solucao.

6.2.1 Resolucao do problema gerador Il pelos grupos

Nossa intencao foi descrever e tecer alguns comentéarios sobre as quatro resolu-
¢Oes que apresentaremos a seguir, onde buscamos identificar elementos que dentro
do processo de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo através da Resolucao de Problemas,
contribuiram para a aprendizagem significativa. E importante salientar que os comen-
tarios referidos para cada resposta apresentada sao totalmente antagonicos do processo
sentenciador de avaliagdo. Corroborando com essa visao, [Onuchic e Allevato| (2011))
preceituam que o conceito de avaliagao comecgou a ser repensado e ressignificado nos am-
bientes educacionais. A partir da compreensao da necessidade de adotar os principios
da avaliacao continua e formativa, esta passou a ser incorporada mais ao desenvolvi-
mento dos processos e menos ao julgamento dos resultados obtidos com esses processos,
como assim fizemos em toda nossa pesquisa. No ensino-aprendizagem a avaliagdo é um
constituinte de suma importancia e indissocidavel para esse processo continuo.

Nesse sentido trazemos a resposta produzida pelo grupo C5, apresentada na Figura

28 a seguir:
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Figura 28 — Resolu¢ao do Problema Gerador II - Grupo C5 - Sequéncia Didatica II
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Nessa solugao apresentada, podemos observar que o grupo nao conseguiu desenvol-
ver o raciocinio pretendido, limitando-se apenas a encontrar uma unica solugao para
o problema, onde ela nao apresenta um argumento matematico condizente, pois até o

processo usado para a solugao foi facilmente contraposto na plenaria, basta observarmos

o exemplo, vejamos:

18m

12m 12m

18m

Figura auxiliar

Note que, se seguirmos o raciocinio proposto pelo grupo teriamos:
20 =12+ 12 =48
20 =18 x 18 =324 : 2 =162
Porém, 12 x 18 = 216 e 216 # 162

Ao debatermos a solugao proposta pelo grupo, eles ficaram convencidos que se tra-

tava de um caso particular de solugao que nao tinha sustentagao matematica. Fizemos
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questao de trazer essa solucao para que o leitor passe a entender o quanto é desafiador
o papel do professor em sala de aula, principalmente em um momento pdés pandémico.
Esperdvamos que a0 menos o grupo conjecturasse e apresentasse outra(s) tentativa(s)
de solucao.

Na Figura [29] apresentamos as anotagoes desenvolvidas pelo grupo B2, acerca do

problema gerador II.

Figura 29 — Resolucao do Problema Gerador II - Grupo B2 - Sequéncia Didatica II
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Na solugao acima posta, podemos perceber que o grupo entendeu o que o problema
gerador pretendia, visto que, na solucao apresentada se encontra algumas tentativas
para a solucao dele. Em todas elas, foi possivel observar o cuidado em manter o perime-
tro sempre igual a 60m, um dos requisitos do problema proposto. Entao, entendemos
que o grupo precisa consolidar algumas habilidades para que possam avangar um pouco
mais nas habilidades matematicas envolvidas no contetido proposto no problema. Nesse
sentido, foi sugerido ao longo do processo um cuidado maior na representacao dos re-
tangulos (cuidado maior com os desenhos), como também, que se questionassem
sempre sobre sua resposta (verificar, validar), além de um maior cuidado quanto a
representacao das unidades de comprimento, largura e area. Vale salientar que na
resolucao desse item foi possivel reativar alguns conceitos de area e perimetro, conte-

dos esse estudados no Ensino Fundamental Anos Finais.
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Na Figura [30] trazemos as anotagoes desenvolvidas pelo grupo B7, acerca do pro-

blema gerador II.

Figura 30 — Resolucao do Problema Gerador II - Grupo B7 - Sequéncia Didatica II
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Na resolucao acima, percebe-se que o grupo compreendeu perfeitamente o que pro-
blema pretendia, nota-se que primeiramente foi montada uma coluna com diversos
valores, e com cada um deles foi verificada a area com as medidas testadas. Desse
modo, entendemos que as habilidades de area e perimetro estao bem consolidadas para
esse grupo. Outro comentario importante é sobre a representacao do retangulo que
atende as exigéncias do problema, visto que, o grupo teve a preocupacao quanto ao
seu desenho. Na plenaria, buscando debater solu¢oes e chegar a um consenso, o grupo
alertou os demais alunos que o quadrado também ¢é um caso particular de retangulo,
tal observacao foi pertinente, pois surgiu a discussao por parte de outros grupos que
o quadrado nao era um retadngulo. Sugeri que, eles tivessem um cuidado maior na
representacao das unidades de medida que se referem ao comprimento, largura e area.

Na Figura [31] trazemos as anotagdes desenvolvidas pelo grupo A4, acerca do pro-

blema gerador II.
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Figura 31 — Resolu¢ao do Problema Gerador II - Grupo A4 - Sequéncia Didatica 11
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Com base nessa resposta é possivel perceber que o grupo compreendeu o enunci-
ado do problema, bem como todos os processos evolvidos, como maior area, com-
primento e largura. Percebe-se que o conjunto de competéncias e habilidades que
rementem para o problema estdo bastante consolidadas pelo grupo. Cabe destacar,
a organizacao dos argumentos matematicos como, representacao da figura, justifica-
tiva das suas respostas com calculos e argumentos escritos. Notamos também que
antes de chegar na resposta preterida o grupo experimentou, se assim podemos cha-
mar, outras solugdes. Em plenaria ficou evidenciado por outros grupos a capacidade
de argumentar e justificar suas respostas. Porém, houve grande debate acerca das so-
lugoes em que chegaram como resposta um retangulo medindo 15m por 15m, alguns
grupos argumentaram que nao se tratava de um retangulo e sim de um quadrado. Por
isso, foi importante a justificativa apresentada pelo grupo onde afirmam “retangulo
possui quatro aAngulos retos”. Como mediador dos debates para se chegar a um
consenso, o pesquisador achou necesséario ressignificar o objeto de conhecimento “Po-

ligonos: classificacoes quanto ao numero de vértices, as medidas de lados e angulos e
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ao paralelismo e perpendicularismo dos lados” e a habilidade (EF O6MA20)E| do Ensino
Fundamental que rementem a esclarecer tal davida. Quando ressignificasse a apren-
dizagem, retomando-se competéncias e habilidades para aprofundar um determinado

conteudo faz-se necessério, pois segundo Brasil (2018).

No Ensino Médio, na area de Matematica e suas Tecnologias, os es-
tudantes devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa
anterior e agregar novos, ampliando o leque de recursos para resolver
problemas mais complexos, que exijam maior reflexdo e abstragao.
Também devem construir uma visado mais integrada da Matematica,
da Matematica com outras areas do conhecimento e da aplicagdo da
Matemética & realidade (BRASIL) [2018, p. 471).

Assim, foi possivel perceber na andlise dos documentos produzidos pelos grupos,
como também no processo de interacao durante a resolucao em sala que, tal processo
teve um carater significativo, pois assumi o papel de mediador do conhecimento, sempre
fazendo questionamentos e provocagoes sutis durante a aplicacao do problema proposto.

Um fato que chamou bastante atencao é que nenhum dos grupos conseguiu criar uma
representacao matematica que pudesse modelar algebricamente o problema proposto,
pois como visto anteriormente, as solugoes foram, pura e simplesmente, por tentativa
e erro. QOutra curiosidade é que nenhuma das respostas apresentadas pelos grupos
remetiam as solugdes com nimeros decimais. Assim, compreendi que seria necessario,
em futuras pesquisas, a adocado de uma abordagem com problema gerador em que
sua solugao utilizasse nimeros decimais, pois o fato de terem usados apenas niimeros
inteiros positivos na solucao do problema proposto, gerou uma certa comodidade em
sua resolucao.

A nao criagao de um modelo algébrico para a generalizacao de sua solugao, possa nao
ter acontecido, uma vez que seria necessario introduzir o conceito de fungao polinomial
do 2° grau. Para uma solu¢ao “mais robusta”, seria necessario introduzir a ideia de
maximo e minimo da funcao polinomial do 2° grau. Mas, a ndo representacao preterida,
nao deslegitima as solugoes propostas, apenas entendemos que o método de tentativa
e erro resolve casos particulares, jA um modelo matematico geral serve para todos os

Casos.

1 Identificar caracteristicas dos quadrildteros, classifici-los em relacéo a lados e a angulos e reconhecer

a inclusdo e a interseccao de classes entre eles (BRASIL| 2018] p. 302)
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O ensino de matematica ¢ algo desafiador, principalmente no ambito da Educa-
¢ao Basica. Podemos encontrar diversas abordagens com meras aplicagoes e reprodu-
¢Oes memoristicas, restrigindo-se a resolucao de exercicios mecanizados e incondizentes
com o contexto social, cultural e econémico da comunidade escolar. Desta maneira, é
primordial construir um ambiente de aprendizagem significativo e potencializador do
desenvolvimento de diversas estratégias de resolucdo de problemas.

E parte do nosso desafio, agregar o conhecimento matemético a situacdes do cotidi-
ano, permitindo “quebrar” a visao da disciplina de matematica como algo distante da
realidade e dificil de ser compreendida. Entao, pode ser levantado o seguinte questi-
onamento: como contribuir para minimizarmos esses desafios encontrados? Buscando
sair do “achismo”, a pesquisa é um pontapé para melhor se compreender a realidade
da sala de aula e buscar possiveis alternativas de contribuicao. No nosso caso, o estudo
dos Problemas do 2° grau sob a perspectiva da Metodologia de Resoluc¢ao de Proble-
mas e as sequéncias didaticas como estratégia de desenvolvermos e potencializarmos
habilidades referentes aos problemas do 2° grau em nossos alunos.

Mesmo o estudo dos problemas do 2° grau estando presente desde o Ensino Fun-
damental Anos Finais, foi perceptivel as lacunas na aprendizagem dos nossos alunos
nesse ambito, como também, a desconexao desse conteido de situagoes do cotidiano
e também, as abordagens resumidas. A fim de minimizar essas lacunas, foi proposto
um estudo a respeito de uma proposta de sequéncias didéaticas e a busca pelo fortale-
cimento das estratégias para resolucao de situacoes-problema do 22 grau para alunos
do 1° ano do Ensino Médio.

Ao realizamos um levantamento histérico e bibliografico sobre a metodologia de Re-
solugao de Problemas, buscamos fazer um recorte histérico pés-mateméatica moderna,
identificando suas diferentes concepcgoes, contribuigoes para o ensino em sala de aula e
sua importancia para o ensino de matematica até se tornar uma metodologia de ensino.
Quanto aos problemas do 2° grau, fizemos pequenas abordagens desse contetido, por
diversas sociedades a luz da linguagem moderna, identificando as contribuicoes para a
contemporaneidade.

Com relagdo a proposicao e o desenvolvimento das sequéncias didéticas, buscou-
se evidenciar as diversas abordagens da resolucao de situagoes-problema do 2° grau
atrelados a metodologia de Resolucao de Problemas. Tal tarefa nao foi facil, pois
foi preciso deixar de lado algumas concepgoes do ensino tradicional que os alunos

carregavam consigo, fato esse predominante no contexto educacional, onde podemos
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destacar o uso somente de aulas expositivas, cujas quais o aluno “recebe passivamente
o conhecimento do professor”, nao sendo um sujeito ativo de todo o processo. Fez-se
necessario comprender que Ensino-Avaliagao-Aprendizagem caminham lado a lado, em
todas as aulas.

Quando pensamos na proposicao e aplicacdo dessas sequéncias, almejamos identi-
ficar as contribui¢oes da metodologia sobre o estudo dos problemas do 2° grau, assim
como, as possiveis limitagoes para que pudessemos fazer os ajustes necessarios. Quanto
aos entraves da mesma, queriamos destacar a superlotacdao nas salas de aula, a falta
de assiduidade por parte de alguns alunos, a auséncia de um espaco adequado na es-
cola para relacionar o tema de pesquisa atrelado ao uso de softwares metematicos,
assim como, o pouco tempo para podermos analisar os novos problemas aplicados na
sequéncia didatica II.

Em contraponto, as suas contribuigoes superaram esses entraves. Destacamos que
durante a vivéncia das sequéncias didaticas, notou-se uma maior participagao dos alu-
nos, quando o professor parte dos conhecimentos prévios dos alunos, pois assim, alunos
e professor vao conectando e resignificando as ideias e conceitos matematicos relevantes
para o processo de Ensino-Avaliacao-Aprendizagem através da Resolugao de Problemas.

Outro fato que a analise documental mostrou foi a evolucao significativa da mai-
oria dos grupos, quando foi utilizado o percurso metodologico de |Allevato e Onuchic
(2021). Na aplicagao de tal percurso, aos alunos foram desafiados a refletirem sobre a
resolucao dos problemas. De modo geral, foi possivel constatar que os nossos alunos
passaram a adotar uma postura mais ativa, critica, auténoma e protagonista do con-
tetdo; desenvolvendo, assim, atitudes de seguranga com relacao a prépria capacidade
de construir conhecimentos matematicos para resolver problemas em diversos contex-
tos, como identificamos na aplicacdo dos problemas propostos da sequéncia didatica
L.

Ao refletir acerca da minha prética pedagdgica enquanto professor/pesquisador,
posso afirmar, categoricamente, que apos os estudos e o desenvolvimento da pesquisa,
pude perceber a grande contribuicao do ensino de matemética através da Resolugao de
Problemas para os alunos do Ensino Médio. O que acarretou significativas mudancas
em minha postura enquando docente, principalmente na sala de aula e na forma de
conceber e produzir os materiais didaticos. A metodologia envidenciada passou a ser
adotada como pratica pedagogica nas minhas vivéncias.

Assim, podemos dizer que o problema da pesquisa foi respondido, como também,
os objetivos foram alcangados.

Almeja-se que a Metodologia de Resolugao de Problemas possa ser utilizada como
uma ferramenta a fim de aproximar a matematica de diversos contextos, construindo

assim, uma ponte para o conhecimento, tornando-o mais entendivel e palpéavel, através
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de uma aprendizagem atrativa, significativa e condizente com a realidade dos nossos
alunos.

No desenvolvimento do nosso trabalho, surgiram algumas iquientacoes para proje-
¢oes em futuras pesquisas, onde destacamos: o estudo das equacoes do 2° grau disfarca-
das em topicos como equagoes fraciondrias, equagoes irracionais e as raizes estranhas
e as equagoes biquadradas; a investigacao de como é feita a passagem da linguagem
retorica para a linguagem simbolica e como a Metodologia de Resolucao de Problemas
pode contribuir no desenvolvimento das habilidades preconizadas pela BNCC. Tendo
essa ultima inquietacao surgido na analise do problema gerador I.

Portanto, pretendemos com este trabalho, contribuir significativamente com a ade-
sao dos professores a Metodologia de Resolucdao de Problemas para o ensino de ma-
tematica. As sequéncias didaticas que foram sugeridas podem servir de guia para o
trabalho dos professores com a abordagem de problemas do 2° grau, assim como, para

pesquisas futuras.
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APENDICE A - PROBLEMA GERADOR |

Este apéndice apresenta o problema gerador I, aplicado na sequéncia didatica I.
Problema gerador I aplicado no primeiro momento

Os alunos do 1° ano foram desafiados pelo seu professor a descobrir as medidas de

um terreno retangular. Para tal, o professor lhes concedeu algumas pistas:

O geu comprimento é o
dobro da Largura,
como tambem, sua

darea d igual a 3200m.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Com base nessas pistas, os alunos concluiram que o comprimento e a largura do

terreno eram, respectivamente:

Uma possivel resolugao:
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Seja x a medida desconhecida, entao

Comprimento = 2x

Largura= zx
Area= 3200m?

Assim, a representacao abaixo ilustra os dados do problema

Sabendo que a area de um retangulo é dado por base - altura, temos

Figura ilustrativa e fora de escala.

[ |

L]

2T
Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

3200 =2z -x
3200 = 22°
1600 = 2?
T = i\/m
z = £40

Como x representa uma medida, devemos ter z = 40.

Portanto, o comprimento é = 2x = 2 - 40 = 80m e a largura = x = 40m.

Outra sugestao de resolugao: Tentativa erro

2% - x = 3200m?

x = 10, temos 2 -
xr =15, temos 2 -
x = 20, temos 2 -
x = 30, temos 2 -
x = 40, temos 2 -

xr =45, temos 2 -

10 - (
15 - (
20 - (
+30 # 3200 (F
(
(

30

40 -
.45 # 3200 (F)

45

10 # 3200 (F)
15 # 3200 (F)
20 # 3200 (F)

)

40 = 3200 (V)
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APENDICE B - PROBLEMAS
PROPOSTOS NA SEQUENCIA DIDATICA |

ATIVIDADE DE APRENDIZAGEM 1

1- (SAEPE — Adaptada) - O lucro mensal, em reais, de uma empresa pode ser calculado
pela expressao n? —12n+32, em que n representa a quantidade em milhares de produtos
vendidos. Qual a quantidade de produtos, em milhares, no minimo, que essa empresa

tem que vender para que o seu lucro seja nulo?

Fonte: <https://profwarles.blogspot.com/2020/03/d17-quiz-por-descritor-mat- 3-serie-em.html>.
Acesso em: 05/10/2022

Para que o lucro mensal seja nulo, devemos ter n? — 12n + 32 = 0.

Resolucao um: Dados: a =1,b= —12,¢ = 32.

b+ VA
2a

Pela férmula resolutiva, temos: n = , onde A = b% — 4ac.

Calculando o determinante, obtemos A = (—12)2 —4-1-32 = 16. Como o A > 0,

a equacao admite duas raizes reais e distintas.

—(-12) £v16 1244

Logo, n = , donde segue que n = 8 ou n = 4, mas como

queremos o menor valor de n, devemos ter n = 4 mil.

Resolucgao dois: Dados: a = 1,0 = —12,¢ = 32.

—b
Pelo algoritmo da soma e produto das raizes, temos a SOMA = S =— e o
a

PRODUTO = P = < assim
a

—(-12) 32

S = =12eP =T = 32, resta procurar dois nimeros cuja soma seja 12 e

produto 32.

Devemos ter, ny +ns =12 e ny -ng =32, entao 8 +4 =12 e 8- 4 = 32.

Dai, ny = 8 e ny = 4, como queremos o menor valor de n, entao n = 4 mil.
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Resolucgao trés:

Utilizando a técnica de completar quadrados, temos

n—12n=-32=n>-2-6-n=-32=n>-2-6-n+6> = —32+6° =

n—62=4=n—-—6=+Vi=n—6=+2

Dai,n=6—-—2=40oun=06+2=28. Como queremos o menor valor de n, ou seja,

n = 4 mil.

2 - (Elaborado pelo autor - 2022) - Com a finalidade de organizar os 340 alunos do
1° ano na quadra da EREM (Escola de Referéncia em Ensino Médio) André Cordeiro,
de maneira que todas as fileiras contassem com a mesma quantidade de alunos, o
Professor de Artes pediu que Gabriel fizesse essa organizacao, de modo que, os alunos
fossem distribuidos em n+ 3 fileiras, sendo cada fileira contendo n alunos. Para atender

o pedido do professor, Gabriel concluiu que cada fileira deveria ter quantos alunos?

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Resolucao um: Fileiras = n + 3; Alunos = n.

No processo de organizacao dos alunos, a contagem pode ser feita multiplicando

fileiras por alunos, ou seja,

(n+3)-n =340 = n*+3n =340 = n*+3n—340 = 0, onde a = 1,b = 3, c = —340.
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—b
Pelo algoritmo da soma e produto das raizes, temos a SOMA = S =— e o
a
PRODUTO = P = < assim
a
—(3
S = i) =—-3eP =T = 340, resta procurar dois niimeros cuja soma seja —3

e produto 340.
Devemos ter, ny +ns = —3 e ny - ny = 340, entao —20+ 17 = -3 e —20- 17 = 340.

Pelo enunciado do problema, n deve ser positivo, logo o nimero de alunos por fila

seré n = 17 alunos.

3 - (Elaborado pelo autor - 2022) - Um grupo de alunos do 1° B combinou de se
reunir para lanchar em um restaurante. A conta de todos os lanches foi de R$ 300, 00;
que foi dividido igualmente entre todos eles. Durante a divisao, dois alunos perceberam
que estavam sem suas carteiras, o que fez com que o grupo de alunos redistribuisse o
valor da conta. Na nova redistribuicao cada aluno pagou R$ 5,00 a mais em relacao
a primeira conta. Com base nessas informagoes pode-se concluir que a quantidade de
alunos e o valor pago no final por cada um foi de:

Seja A o nimero de alunos e P o preco que cada um paga, entao
Inicialmente temos, P - A = R$ 300, 00. (I)

Na hora do pagamento da conta (P + 5) - (A — 2) = 300, desenvolvento a equagao

obtemos

P-A—2P+5A—10 = 300 (II)

2P 4+ 10
Como P - A =300, entdo 5A =2P 4+ 10 = A = ;L (I1I)

Substituindo (ITI) em (I), obtemos

P (2P;10) =300 = 2P% + 10P = 1500 = 2P? + 10P — 1500 = 0, onde

a=2;b=10;c = —1500

Pelo algoritmo da soma e produto das raizes, temos
—b _ —10 c —1500

Somazj T:—E)eProduto:a: 5

= —750

Devemos ter, p; +ps = —5 e py - po = —750, entdo 25 —30 = —5 e 35- (—30) = 750.

Dai, o valor de P = 25 temos



APENDICE B. PROBLEMAS PROPOSTOS NA SEQUENCIA DIDATICA I 132

Preco a ser pago inicialmente P = 25;

Preco a ser pago apoés a redistribuigdo da conta P + 5 = 25 + 5 = 30;

300 300

Numero de alunos inicialmente A = — = — = 12;
P 25

Numero de alunos que pagaram a conta A —2 =12 — 2 = 10.

Como queremos saber a quantidade de alunos A e o preco final P+ 5 pago por cada
um, tem-se

12 alunos e R$ 30,00 de valor pago.

4 - (Elaborado pelo autor - 2022) - Brejo da Madre de Deus é o tinico municipio
de Pernambuco que tem o cultivo de morango organico consolidado, o que se deve as
condigoes climaticas e topograficas dos brejos, onde chove mais. Localiza-se no ponto
mais alto do estado, a Serra da Boa Vista, mais conhecida como Serra do Ponto, situada

no Planalto da Borborema. L&, as/os agricultoras/es utilizam tecnologias sofisticadas.

Fonte: |<https://www.fetape.org.br /noticias-detalhe /brejo-da-madre-de-deus-a-capital-agroecologi\
ca-de-pernambuco/6221#.Y2ZWXhHbMLIU>. Acesso em 08/10/2022

Seu José e Dona Maria sao agricultores que plantam morango organico e pretendem
dobrar a area de producao para 6000m?, para tal, eles pretendem aumentar unifor-
memente o comprimento e a largura da area plantada, que tem formato retangular,
medindo 30m - 100m. Para que a necessidade de seu José e dona Maria seja atendida,

de quantos metros deve ser esse acréscimo nas dimensoes da area plantada?

Resolugao: Seja x o incremento uniforme em ambos os lados, entao
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100 m X

30 m 3000m?

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Como queremos dobrar a drea, entdo a nova Area deve ser 6000m?. Como o produto

do comprimento pela largura determina a area, temos
Comprimento = 100 + x; Largura = 30 + x; Area com encremento = 6000m?2

Dai, temos

(100 + ) - (30 + ) = 6000 = 22 + 130z + 3000 = 6000 = 2% + 1302 — 3000 = 0
Pela técnica de completar quadrados, obtemos

2?2 +2-75- 2 =3000 = 22 + 2 - 65 - 2+65% = 3000+65* = (z + 65)? = 3000 + 4225
(x4 65)* = 7225 = z + 65 = /7225 = x + 65 = £85

Donde segue que, ©+ = —65 4+ 85 = 20 ou x = —65 — 85 = - 150 mas como o

encremento é uma medida, devemos ter x = 20m.

5 — (Elaborado pelo autor - 2022) - Nas aulas de matemadtica o professor Benildo
entregou aos seus alunos uma folha de papel com formato retangular com algumas
marcacoes, pediu que seus alunos cortassem quadradinhos de 9c¢m?, marcados nos
cantos, em seguida pediu que eles dobrassem seus lados, obtendo uma caixa com 120cm?

de volume, como mostra a representacao abaixo.
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3 : X+6 s 3

[+
[#]

X+3 x+3

3 % +8 3

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Com base nessas informagoes, determine as dimensoes dessa caixa:

Resolucgao: Pela figura e pelo enunciado, temos:
comprimento = x + 6; largura = x + 3; altura = 3; volume = 120cm?
Sabendo que o volume de um paralelepipedo é dado por

Volume do bloco = comprimento - largura - altura

Entao,
120=(x+6) - (x +3)-3 =120 = 32> + 272 + 54 = 32> + 272 — 66 = 0
Dividindo ambos os membros por 3, obtemos

22 4+92—-22=0,coma=1;b=9ec=—22

—b+VA

2a
Calculando o determinante, obtemos A = (9)2—4-1-(—22) = 169. Como o A > 0,

a equacao admite duas raizes reais e distintas.

Pela férmula resolutiva, temos: x = ,onde A = b% — 4ac.

—(9) £ V169  —9+13

. 2
estamos tratando com medidas, entao r = 2.

Logo, = = , donde segue que r = 2 ou x = —11, mas como

Dai, o comprimento = x4+ 6 =2+ 6 = §; largura = x + 3 = 2 + 3 = 5; altura = 3.

Verificagao: 120 = (z+6)-(x+3)-3 = 120 = (2+38)-(243)-3 = 120 = 8-5-3(V).
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APENDICE C - PROBLEMA GERADOR
|

Este apéndice apresenta o problema gerador II, aplicado na sequéncia didatica II.
Problema gerador II aplicado no primeiro momento da segunda sequéncia
didatica

As nogoes de area e perimetro de figuras planas sao primordiais para compreender-
mos situagoes do nosso cotidiano. Pensando nisso, o professor de matematica desafiou

seus alunos com a seguinte situacao:

Dentre todos os terrenos retangulares com
perimetro 60 m, qual deles tem a maior area?

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Com base no exposto pelo professor, os alunos concluiram que tal terreno tem compri-

mento, largura e area, respectivamente iguais a:
Resolucao: Seja z o comprimento e y a largura da regiao retangular, entao
2r +2y = 60 = x +y =30 (I) e Area =z -y (IT).
De (I) e (II), temos A = (30 — x) - .

Variando a valor do comprimento, obtemos
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r=2=A=28-2=56m?ey=28;
r=5=>A=25-5=125m? ey = 25;

r=10= A=20-10 = 200m? e y = 20;
r=12=A=18-12=216m? e y = 18;
r=13=A=17-13=221m? e y = 17,
r=14=A=16-14 = 224m? e y = 16;
r=145=A=155-14,5=224,75m? e y = 15, 5;
r=15=A=25-5 = 225m? ey = 15;

v =155= A=14,5-155 = 224, 75m? e y = 14, 5;
r=16= A=14-16 = 224m? e y = 14;
r=17T=A=13-17T=221m? e y = 13;

r=18= A=12-18 =216m? e y = 12;
r=20=A=10-20=200m? e y = 10;
r=2=A=5-25=125m? ey = 5;
r=28=A=2-28=56mey=2.

Dai, concluimos que quanto mais o comprimento e a largura vao se aproximando, a
drea vai aumentando. Assim, teremos a maior drea igual a 225m?, tendo o comprimento

e largura iguais a 15m.

E importante comentar que nesse primeiro momento nao se conseguiu resolver mais
precisamente o problema gerador II, visto que, ainda nao foi introduzido os conceitos

de maximo e minimo da func¢ao polinomial do 2° grau.
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APENDICE D - PROBLEMAS
PROPOSTOS - SEQUENCIA DIDATICA Il

1 - (SAEPE). Em uma partida de futebol um goleiro chuta uma bola e sua trajetéria

descreve uma parabola de equacdao h(z) = 16z — 222, onde h(z) representa a altura

atingida pela bola dada em metros, e x a distancia horizontal, também dada em metros.
Nessas condigoes, a altura maxima, em metros, atingida pela bola é:

a) 4 b) 8 c) 16 d) 32 e) 64

Fonte: |<https://profwarles.blogspot.com/>| Acesso em 10/10/2022.

RESOLUCAO: Como a altura maxima esté relacionada com h(z) = y, em espe-

cial, yv = —, ou seja
da

Calculando o discriminante A = b? — 4ac, obtemos

A =162 —-4-(-2)-0 = A = 256, substituindo em yv = T tem-se
a
—256 —256
W= (2T =8

Donde segue que a altura maxima atingida pela bola é 32 metros, o que nos conduz

a alternativa D como resposta.

2 - ENEM 2016 (Segunda Aplicagao) - Para evitar uma epidemia, a Secretaria
de Saude de uma cidade detetizou todos os bairros, de modo a evitar a proliferacao
do mosquito da dengue. Sabe-se que o nimero f de infectados é dado pela funcao
f(t) = —2t* + 120t (em que ¢ é expresso em dia e ¢ = 0 é o dia anterior & primeira
infecgdo) e que tal expressao é valida para os 60 primeiros dias da epidemia.

A Secretaria de Saude decidiu que uma segunda dedetizacdo deveria ser feita no dia
em que o numero de infectados chegasse a marca de 1600 pessoas, e uma segunda
dedetizacao precisou acontecer.

A segunda dedetizacao comegou no:

a) 19° dia. b) 20° dia. c) 29° dia. d) 30° dia. e) 60° dia.

Fonte: |<https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/
provas-e-gabaritos>. Acesso em 10/10/2022.
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RESOLUCAO:

Pelo enunciado devemos ter f(t) = 1600, ou seja,
—2t% + 120t = 1600 = t2 — 60t = —800.

Pelo método de completar quadrados, temos

t*—2-30-t=—-800 = t*—2-30-t+ 30> = =800 + 30* = (¢t — 30)? = 100 =
t—30==+v100 =t —-30 = %10

Assim, temos t —30 =10=t=40out —30 = —10 = t = 20.

Como a segunda dedetizacao deveria acontecer posterior a primeira, logo foi no 20°

dia, o que nos conduz a alternativa B.

3 — (Elaborado pelo autor - 2022) - Um casal ird se casar brevemente. Para o seu
casamento, eles contrataram um Buffet que realizara sua festa para 240 convidados.
O Buffet cobrard R$ 60,00 por pessoa, se todos os convidados comparecerem. Caso
contrario, para cada convidado que faltar, serd acrescentado a quantia de R$ 2,00 por

pessoa que comparecer.

Fonte: |<https://wakke.co/como-ter-um-planejamento-financeiro-eficaz-na-sua-escola/>. Acesso em
10/10/2022.

Para que o Buffet lucre o maximo possivel, quantas pessoas deverao faltar ao casa-

mento?

Resolugao: Seja x o nimero de convidados faltosos, temos:

Convidados = 240;

Faltosos = 240 — x;

« Valor pago por convidado (caso todos comparecam) = R$ 60, 00;

Valor pago por convidado (caso haja x faltosos) = R$ 60,00 + RS 2, 00z;
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Do enunciado temos, L(z) = (240 — z).(60 + 2x), onde L(x) é o lucro obtido pelo
Buffet. Entao, L(z) = —2x* + 420z + 14400

—b
Dai, o ntmero de faltosos estda relacionado com =z, logo zy = % =
a
—420 —420
= = = 105.
S (05} S

Logo, para que o lucro do Buffet seja maximo, devem faltar 105 pessoas, conse-

quentemente devem comparecer 135 pessoas.

4 - (Elaborado pelo autor - 2022)
Fust-food

“Fast-food” ¢é uma expressao de origem inglesa que significa uma modalidade alimen-

tar.

Ela demanda agilidade no preparo e consumo, onde as refeicbes devem ser preparadas e

vendidas em pouco tempo. Dai a padronizagao, mecanizacao e a rapidez desse sistema.

Assemelha-se ao de producao fordista das linhas de montagem, onde tudo é pensado

para agilizar a produtividade.

Destacam-se as cozinhas bem equipadas, mas que produzem poucas variedades alimen-
tares. Além disso, o ambiente de consumo é, muitas vezes, relativamente desconfortavel,

de modo a incentivar a rapida ingestao dos alimentos.

Devemos destacar, por outro lado, que esse fendmeno é, na realidade, uma evoluc¢ao do
sistema de restaurantes e lanchonetes do tipo drive-in. Esses estabelecimentos surgiram

na Califérnia na década de 40, e logo se espalharam pelo mundo.

O cardapio desses estabelecimentos é basicamente constituido de lanches, acompanha-
dos por batatas fritas e outras frituras, além de refrigerantes. Eles sao servidos para

consumidores que possuem pouco tempo para realizar suas refei¢oes.

Figura meramente ilustrativa

Fonte: |<https://www.todamateria.com.br /fast-food /> Acesso em 10/10/2022.
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O dono de um restaurante Fast-food percebeu que, vendendo o combo a R$ 20,00 em
média tem 300 vendas efetuadas no més e para cada reducao de R$ 1,00 no preco do
combo, as vendas aumentam na quantidade de 30. Qual deve ser o preco dos combos

para que a receita seja maxima?
Resolucao:

Seja z o nimero de combos vendidos e L(z) o lucro em func¢ao dos combos vendidos,

temos

Para um valor de R$ 20,00 o combo, obtemos um lucro de 20 - 300 = R$ 6000, 00,

assim
Lucro = pre¢o do combo - nimero de combos vendidos, ou seja
L(z) = (20 — 1) - (300 + 30x) = L(z) = —30x2 + 300z + 6000

Como queremos saber o preco para que o lucro seja maximo, entao devemos encon-
trar o valor de xy, isto é,

b —(300) =300
2 2--30 —60

Ty 5

Como o valor do combo é dado por (20 — 1x) e o valor de = determinado é = = 5,

temos
Prego do combo = (20 — 1) =20 —-1-5=20—-5=15
Logo o preco que determina o lucro maximo é R$ 15, 00.

5 — (Elaborado pelo autor - 2022) - Uma das fontes de renda de algumas fa-
milias brejense{] é Microempreendedor Individual (MEI), em particular, no ramo de
confecgoes. O Microempreendedor Individual (MEI) é uma figura juridica do Brasil, é
a pessoa que trabalha por conta prépria e que se legaliza como pequeno empresario.
Para ser um microempreendedor individual é necessario faturar até oitenta e um mil
reais por ano e nao ter participacdo em outra empresa como sécio ou titular, o MEI
também pode ter um empregado contratado que receba um salario minimo ou o piso

da categoria.

Fonte: |<https://pt.wikipedia.org/wiki/Microempreendedor_individual>|. Acesso em 17/11/2022.

Nesse sentido uma das oportunidades de empreendimentos mais préximas é o Moda

center Santa Cruz.

I brejense — cidaddo nascido em Brejo da Madre de Deus - PE
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Moda Center Santa Cruz

Fonte: |<https://www.modacentersantacruz.com.br /sobre>. Acesso em 17/11/2022

Localizado em Santa Cruz do Capibaribe (PE), o Moda Center Santa Cruz é o
maior centro atacadista de confecgdes do Brasil. Ele reine mais de 10 mil pontos
comerciais, entre boxes e lojas, onde sao comercializadas pecas no atacado e no varejo.

O centro inclui desde produtos populares a artigos mais trabalhados.

Suponhamos que um Microempreendedor Individual (MEI) produz pegas de roupa
e vende cada mil pecas por 14 mil reais, além disso, seu custo de producao é dado
pela multiplicagdo de cada mil pecas adicionado de um custo fixo de 2 mil reais por
milhares de pegas vendidas. Considere a fungao L(z), em que L fornece o lucro desse
microempreendedor, em milhares, a partir das = unidades vendidas (em milhares) de

seu produto ao longo de um ano.
a) Obtenha as fungoes custo, receita e lucro.

Seja = cada mil pegas vendidas, e C(x) a fungao custo, R(z) a funcio receita e L(z) a

funcao lucro, temos

C(z)=(x+2) z= C(x) = 2% + 2ux;

R(z) = 14x;

Lucro = funcdo receita — funcio custo = L(z) = R(z)—C(z) = L(z) = 14z —(2*+2z);
L(z) = 14z — 2? — 2z = L(x) = —2* + 12z.
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b) Determine o lucro maximo obtido por esse microempreendedor.
Como o lucro maximo é obtido por ¥y, calculando o discriminante, tem-se:

A= —4dac=>A=122-4-(-1)-0=> A =144

—A —144
W= = 1) = 36, ou seja, é igual a R$ 36.000,00 reais (36 milhares de reais).
a . J—




