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Resumo

Estudamos problemas envolvendo operadores integrais que generalizam os operadores de
dispersao ou difusao, tao presentes em aplicagoes da biologia e ecologia e que aparecem em
equagoes de reacao-difusao. Para a obtencgao de solucoes utilizamos métodos topoldgicos
de ponto fixo da analise funcional nao linear, tais como: teoria do grau de Leray-Schauder,
teoria da bifurcacao de Rabinowitz, método das sub e super solucoes, e etc...

Palavras-chave: Equacoes integrais; Operador de Difusao; Teoria de Pontos Fixos.



Abstract

We study problems involving integral operators that generalize dispersion or diffusion ope-
rators, so present in biology and ecology applications and that appear in reaction-diffusion
equations. To obtain solutions it uses fixed-point topological methods of nonlinear functi-
onal analysis, such as: Leray-Schauder degree theory, Rabinowitz bifurcation theory, sub
and super solutions method, and etc...

Keywords: Integral Equations; Broadcast Operator; Fixed Point Theory.



NOTACOES

Segue uma lista das principais notagoes e siglas utilizadas no texto. Alguns simbolos aqui

listados também sao definidos no texto.
e F’ - Dual topolégico de um espaco de Banach F;
o X =C(Q)={f:Q—R; [ écontinua};
e |.| - Norma de RY;
o Bi(x)={yily — | <r};
® ||.||cc - Norma de L°;
e ||l.||zr = ||.||, - Norma no espaco L?;
e L(E,F)={T:FE — F;T é linear e continuo} ;
o C(E,F)={T:FE — F;T ¢é compacto};
e u" = max{u,0};
e v~ =min{u,0};
e — - Convergéncia forte em espagos vetoriais normados;
e — - Convergeéncia fraca em espagos vetoriais normados;
e | X| - Medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel;
e ¢.t.p. - Em quase todo ponto;
e wy - Area da superficie da esfera unitdria em R
e 0(1) - Ordem pequena;

Q - Denota o fecho de Q;

o [Q] ‘= sup !Q(aﬁ,y)—Q(z,y)!,

,y,2€80

(.,.) - Produto interno;



{u}™ = {v; (v, u) = 0};

p(T) ={NeR: (T — \) é bijetora};

o(T) = R\p(T);

diamFE - Diametro de E;

O0A - Fronteira de A;

M(Q) = {espago das medidas finitas positivas em Q};

fo — pem M(Q) <= [, fagde — |, gdu,Yg € L>(Q);

p(y, B) - Distancia de y ao conjunto B;

D(.,.,.) - A fungao grau;

C,(Q) ={F:QC A— A; F é y-condensante} onde A é um espaco de Banach;

SC,(Q) ={F:QCA— A; F é y-contragao estrita} .

X



Sumario

INTRODUCAO 1
1 Estudo do Operador L 8
1.1 A funcao Nucleo e o operador integral . . . . . . ... . ... .. ... ... 8
1.2 Oespectrode Lem X . . . . . ... . 10
1.3 Oespectrode Lem L*() . . . . . . . i 12
1.4 L como um operador simétrico em L*(Q) . . . . . . . .. ... ... . ... 14
1.5 Resultados do tipo Krein-Rutman . . . . . . ... ... ... ... ..... 18
2 O Método de sub-supersolucao 22
2.1 Um Principio do Maximo . . . . . . . . . . .. ... 22
2.2 O Método de sub-supersolugao . . . . . . . . ... ... 25
3 Existéncia de solugao para um modelo de dispersao nao-local com termo

nao-local via teoria da bifurcacao 29
3.1 Construindo a equacao de bifurcacao . . . . . . . . .. ... L. 31
3.2 Provas dos Teoremas 3.2 e 3.3 . . . . . . . . . . . ... 34
3.3 Provado Teorema 3.4. . . . . . . . . . . ... 45

Um resultado do tipo Ambroseti-Prodi para equagoes integrais envol-

vendo o operador de dispersao 52
4.1 Nao existéncia de solugao. . . . . . . . . . ..o 55
4.2 Prova do Teorema 4.1. . . . . . . . . . . ... 56
4.3 Prova do Teorema 4.2. . . . . . . . . .. 59
Teoria Espectral de Operadores Compactos e Autoadjuntos 68
A.1 Espectro de um operador linear continuo . . . . . . . . ... ... ... .. 69
A.2 Operadores compactos . . . . . . . . . ... 70
A.3 Teoria espectral de operadores compactos . . . . . . . . . ... .. ... .. 72
A.4 Operadores autoadjuntos em espacos de Hilbert . . . . . ... ... .. .. 74
A.5 Teoria espectral de operadores autoadjuntos . . . . . . .. ... ... ... 75

B O Grau para Aplicagoes v-Condensantes 78



INTRODUCAO

Neste trabalho estamos interessados em estudar problemas envolvendo o operador

integral L : C'(2) — C(Q2), definido por
Lu = Lou + b(x)u,Vu € C(Q)

onde Q C RY, N > 1 é um aberto conexo limitado, b € C(Q) e Ly : C(Q) — C(Q) é o

operador dado por
Lou(zx) = / K(z,y)u(y)dy, parau € C() ez € Q,
Q

onde K : Q2 x — R é uma funcdo continua, simétrica (ver (/K) abaixo) e ndo-negativa,

chamada nicleo do operador Ly, que satisfaz, a menos de menc¢ao contréria, as condicoes:
(K1) K(z,y) = K(y,x) para todo z,y € O;

(K3) Existe § > 0 tal que K(z,y) > 0 para todos x,y € Q com |z — y| < 4.

Como para u € C'(2), Lou é dado por uma integral com K uniformemente continua
em  x Q, nao é dificil ver que Lou € C(Q), e como Lu é a soma de duas fungdes
continuas, entdao Lu € C(9), o que mostra a boa definicdo de L. Maiores detalhes sobre
estes operadores serao dados no decorrer do trabalho.

Geralmente estamos interessados em encontrar solugoes para problemas do tipo
Lu = f(z,u)

com f: € xR — R possuindo algumas propriedades especiais.

Em alguns casos, condi¢oes de fronteira sao consideradas, como por exemplo a
condicao de Dirichlet e de Neumann dependendo da abordagem que o autor estiver usando.
Em [10], Bates at.al. estudam a existéncia e estabilidade de solugoes estaciondrias de um
modelo integrodiferencial para transicoes de fase, que é um fluxo gradiente para um fun-
cional de energia livre com integrais gerais nao locais penalizando a nao uniformidade
espacial. Em [11], Bates at.al. estabelecem as propriedades de existéncia, unicidade,
estabilidade e regularidade de solugoes de ondas viajantes de uma equacgao integrodiferen-

cial nao linear biestavel, bem como sua estabilidade assintotica global no caso de ondas



continuas de velocidade zero. Esta equacao é um andlogo direto da equagao de difusao nao
linear biestavel mais familiar e compartilha muitas de suas propriedades. O leitor interes-
sado no tema também pode consultar [19], [20], [26], [28] [38], [52], [55], onde encontrara
varios problemas e abordagens diferentes envolvendo o operador integral.

Estes problemas recebem o nome de equagoes de reacao-difusao e alguns métodos
sao bastante utilizados para encontrar solugoes, como por exemplo, os métodos de sub-
supersolucao, teoria da bifurcagao, Teoria do Grau, e etc.

Em estudos de dispersao espacial de células ou organismos através do meio ambi-
ente, é muito comum que equacoes de reacao-difusao, ou até mesmo equacoes de evolucao,
sirvam de modelos muito uteis para estes estudos. Para uma espécie de modelo especifico,
podemos pensar em arvores cujas sementes e os polens sao disseminados em um amplo
espaco.

Se u(y) é pensado como uma densidade em um local y, K (x,y) como a distribuigao
de probabilidade de saltar de um local y para um local x, entao a taxa na qual os individuos
de todos os outros locais estao chegando ao local x, é

/Q Kz, y)uly)dy.

O operador L acima é um operador compacto.

Nota histérica: A nogao de operador compacto remonta aos trabalhos de Hilbert
de 1906 sobre a resolucao de sistemas de infinitas equacgoes lineares. A definicao veio com
Riesz em 1918 sob o nome de operador completamente continuo. Desde 1950, a partir de
uma sugestao de E. Hille, o termo operador compacto tem sido usado. O termo operador
completamente continuo foi reservado para os operadores que transformam sequéncias
fracamente convergentes em sequéncias convergentes, por outro lado, quando definidos em
espacos reflexivos, em particular entre espacgos de Hilbert, essas duas nog¢oes coincidem.

O trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1, estudamos algumas propriedades dos operadores L e L, dados
acima, além de apresentarmos alguma teoria espectral para o operador L tanto definido

em C(Q), como definido em L?(2), também estudamos o problema do autovalor principal
Lou + b(z)u = Mu

onde b : Q — Q é uma funcio continua ndo negativa, que descreve o efeito limitante
da aglomeracao da populacao. Ainda apresentamos resultados do tipo Krein-Rutman.
Resultados do tipo Krein-Rutman consistem essencialmente em mostrar a existéncia de
um menor autovalor positivo, Ai, o qual é simples e isolado.

No Capitulo 2, apresentamos o principio do maximo e o método de sub e super-
solucao, tao amplamente usado em existéncia de solugao para equagoes de reacao-difusao,

como a apresentada acima, e aplicamos este método para mostrar a existéncia de solucao



para o problema:
Lou = f(z,u) em ,

onde f: 2 xR — R é uma funcao localmente Lipschitz.
No Capitulo 3, baseado em Alves et.al. [7], estudamos a existéncia de solugao

positiva para a seguinte classe de problemas nao-locais

Lou=u{A— [ Qz,y)lu(y)fdy |, em Q (1)
(-, )

onde p > 0, A é um parametro real, e Q) : Q x Q@ — R é uma funcao nao-negativa que
satisfaz:

(Q1) Q € L*(Q x Q) e Q(x,y) >0 para todos =,y € .

A existéncia de solucao é obtida via teoria da bifurcacdao. Assumindo que ) satisfaz a
hipétese (Q2), isto é,

(Q2) Q(x,y) > o para todo z,y € Q para algum o > 0,

e considerando [@Q)] :== sup |Q(z,y) — Q(z,y)|, obtemos o seguinte resultado
z,y,2€0

Teorema 0.1. Suponha que p > 0,[Q] > 0, (K;) — (K3) e (Q2) valem. Entao o problema
A
(1) tem wuma solugdo positiva para todos A € [)\1,)\1 + ﬂ}, onde A1 € o autovalor

o Q]
principal de L.

Para obtermos uma solugao positiva para todo A > \;, precisamos das seguintes

hipoteses adicionais:
(Q%) Existem r, o > 0 tais que Q(z,y) > o para todo 7,y € Qe |z —y| < 7.

(Q3) Existe 7o € Q e uma fungdo ndo-negativa a : Q@ — R, tal que a=* € LI(f2), onde
g = max{1,p} e Qa0 5) > Q(r,y) + alx) para todos z,y € 2,

com as quais obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.2. Assuma que p > 0, (K1) — (K2) e (Q)) — (Q3) valem. Entao existe uma
componente conexa de solugoes positivas de (1) saindo de Ny > 0, com a propriedade que

inclui solugoes da forma (X, u) para todo X > A;.

E importante salientar que a hipétese (Q2) é mais forte que a hipdtese (Q5).

Se além destas hipdteses, considerarmos a seguinte:
(Q4) Existe 2o € Q tal que Q(xg,y) > Q(x,y) para todos z,y € ,

obtemos o principal teorema deste capitulo, a saber:



Teorema 0.3. Assuma que p > 0, (K1), (K2), (Qy) e (Q4) valem. Entdo, o problema (1)

tem uma solugao positiva para todo X\ > \q.

A presenga do termo de reacao nao-local na equagao (1) acima, significa, do ponto
de vista bioldgico, que o efeito de aglomeracao depende nao apenas de seu préprio ponto
no espaco, mas também depende de toda a populacao em um habitat N-dimensional €2
(ver [5], [6], [10], [11], [12], [19], [18], [20], [22], [23], [24], [25], [27], [30], [32], [33], [34],
[35], [36], [38], [40], [41], [44], [47], [48], [53] e [54] para maiores detalhes).

No Capitulo 4, usando Lima e Souto [46], estudamos a existéncia de solugdes para

a seguinte classe de problemas nao-locais
Lou = f(z,u) + g(z), em €, (P)

onde g € C(Q) e f: QxR — R é uma funcio localmente Lipschitz crescente com
respeito a varidvel t € R. Como ¢ pode ser decomposto da forma g(z) = té1(x) + g1(z),
r € §Q, onde ¢; é uma autofuncao positiva associada ao autovalor principal A\; de Lj e

g1 € {¢1}+, entdo o problema (P) pode ser escrito como segue
Lou = f(z,u) + tp + g1(x) em Q. (P),

A motivacao para estudar (P) vem do resultado de Ambroseti-Prodi [9], que é um

resultado interessante no que diz respeito a solubilidade do seguinte problema de Dirichlet

~Bu = () + gla), em K o
u=0, em 09,

onde Q é um dominio limitado em RY com uma fronteira 92 de classe C%>®. A nao-

linearidade ¢ dada por uma fungao C? de valor-real f : R — R tal que f”(s) > 0 para

todo seRe

0< lim f(s) <\ < 811){{100 1'(s) < Aq, (3)
onde \; e Ay sdo autovalores de (—A, HJ). Sob essas hipéteses, eles provaram a existéncia
de uma variedade C*, M em C%*(Q) que divide este espaco em dois conjuntos abertos
O; e O,y com as seguintes propriedades:

(1) se g € Oq, o problema (2) nao tem solugao; (iz) se g € M, o problema (2) tem
exatamente uma solucao; (i7i) se g € Os, 0 problema (2) tem exatamente duas solugoes.
Em [9], o método que foi usado é baseado em teoremas de inversao para aplicagoes di-
ferenciaveis com singularidades em espacos de Banach. Este método é muito bonito e
geométrico, mas parece depender muito do fato de que f é uma fungao convexa. Além
disso, a obra de Ambrosetti e Prodi tem o inconveniente de nao dar condi¢oes necessérias

ou suficientes para (i), (i7) e (iii) ocorrerem.



Em 1975, Beger e Podolak [15], deram um passo importante no estudo do problema
e obtiveram uma estrutura cartesiana para a variedade M nos espacos de Hilbert. Eles
decompuseram a funcao g € C%*(Q) na forma g = t¢; + g1, onde ¢; é uma autofuncio
positiva normalizada (em L?(2)) associada & um autovalor A\; (autovalor de (—A, H}))
e g1 € {¢1}" no sentido de L2(Q), ie., [, g1(x)¢1(x)dr = 0. Assim, eles escreveram a
equagao (2) como

—Au = f(u) + tor(x) + gi1(x), em Q,
u=0, em 0f),

(4)

Usando o método de Liapunov-Schmidt, para cada g; como acima, eles encontraram um
nimero real t(g;) € R dependendo continuamente em g;, de modo que: (i) g € Oy (i.e,
(4) nao tem solucdo), se t > t(g1); (ii) g € M, (i.e. (4) tem exatamente uma solucdo), se
t=1t(g); (iti) g € Oy (i.e. (4) tem exatamente duas solugoes), se t < t(g1).

Também em 1975, Kazdan e Warner [42], publicaram um longo artigo lidando com
operadores elipticos uniformes de segunda ordem com condigoes de Dirichlet ou Newmann.
Eles trabalharam substituindo as hip6teses (3) por hipéteses

—o00 < limsup@ <A < liminfﬁ < 400 (5)
so—o00 S s—to0 S
que nao envolve a derivada de f. Eles encontraram uma sub e uma supersolugao para t
suficientemente negativa, e usando o método de iteragao mondtona, provaram a existéncia
de uma solucao. Mesmo removendo a convexidade da fun¢ao f, comprovou-se a existéncia
de uma funcio ¢ : {¢1}" — R tal que: (i) (4) néo tem solucio, se t > t(gy) e (ii) (4)
tem pelo menos uma solugao, se t < t(g;).

Posteriormente, Amann e Hess [8] e concomitantemente Dancer [29] melhoraram
o trabalho de Kazdan e Warner encontrando pelo menos duas solugoes para t < t(g;), e
pelo menos uma solugao para t = t(g;). Eles usaram os argumentos da teoria do grau
para obter este resultado.

Observa-se que a convexidade estrita da funcao f implica na possibilidade de ob-

tencao em cada caso, do nimero exato de solugoes. Por outro lado, a posicao dos li-

S
mites lim f(s)
|s|>4+o00 S
que podemos ter. Por exemplo, se, em adicao das hipdteses relevantes para o problema
s
(4), assumimos a convexidade (5) e as hipdteses que lim J(s) < g, entao para cada
s—+00 S

em relagao ao espectro de (—A, H}) influencia o nimero de solugoes

g1 € {¢1} no sentido de L2(Q), existe t(gy) tal que: (i) (4) ndo tem solucio, se t > t(gy);
(17) (4) tem exatamente uma solugao, se t = t(g;); (iii) (4) tem exatamente duas solugoes,
se t <t(q1).



Outro exemplo, se considerarmos as hipdteses

limsupm <AL < Ay < lim m < A3,
5—+—00 S s—=o0 S

entdo pode-se encontrar 7 € R tal que (4) tem pelo menos trés solugoes se t < 7.

Para resolver o problema (P) acima, iremos fazer uso do operador auxiliar F} :

C(Q) — C(Q) dado por

1 1 1
Fou := MLQU +u — Mf(x,u) — M(wl + g1(x)), para algum M > 0.

Note que um ponto fixo para este operador é solugao para o problema (P);, ou seja, 0s zeros
de I — F;. O leitor poderia tentar usar a teoria do grau de Leray-Schauder para resolver
este problema, mas chamo a atencao para o fato de que o operador F; nao é compacto,
o que nos impede de fazer isto. Porém, uma vez que o operador F; é y—condensante
(ver Apéndice B), iremos usar o método de sub-supersolugao e a teoria do grau para
aplicacoes y—condensantes, que é uma extensao do grau de Leray-Schauder, e obteremos
um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi, isto é, obteremos uma condi¢ao necessaria em g
para a nao-existéncia de solugoes, a existéncia de pelo menos uma solucao, e a existéncia
de pelo menos duas solugoes distintas. Mais especificamente, assumindo que f satisfaz a
hipotese:

(f1) Existe A > ||k|| € C > 0 tal que f(x,s) > As — C para todo s > 0 e para todo
v €Q,onde k(x)= / K(x,y)dy,
Q

obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.4. Suponha que K satisfaz (K1), (K2), € suponha que f é uma fun¢ao lo-
calmente Lipschitz, crescente com respeito a varidvel t € R wverificando (f1). Entao para

todo g, € {¢1}", existe um nimero real t(gy) tal que
(i) o problema (P); nao tem solugdo positiva, set > t(g1);
(i1) o problema (P): tem pelo menos uma solugao positiva, se t < t(gy).

Para obtermos pelos menos duas solugoes, precisamos das hipéteses adicionais:

x,S _
(f2) Existe um ntmero 0 < a < A; tal que lim f(@;9) = a, para todo x € QQ,
S——00 S
xz,s) — flz,t
(f3) Para todo compacto K C R existe um nimero o > 0 tal que f@s) = flt) > 0o,

s—1
para todo s,t € K e todo x € 2.

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema:



Teorema 0.5. Sob as hipdteses do Teorema 0.4, em adi¢ao a (f2) e (f3) temos que, para

todo g, € {gbl}l, existe um numero real t(gy) tal que
(i) o problema (P): tem pelo menos duas solugdes, se t < t(g1);

(ii) o problema (P); tem pelo menos uma solugdo, se t = t(gy).

1 ¢ um ope-

A diferenca do problema com Ly do problema com —A, é que (—A)~
rador compacto, enquanto (Lo + M)~! nao é um compacto para qualquer M > 0 grande.
Esta diferenca entre os operadores traz algumas dificuldades, dentre elas os métodos de
bifurcacao e teoria do grau sao feitos de forma diferente.

No final do trabalho, incluimos dois apéndices. O Apéndice A trata sobre alguns
resultados da Teoria Espectral de Operadores Compactos e Auto-adjuntos, uma vez que
o operador Ly é compacto e quando definido em L?() é auto-adjunto, portanto, alguns
resultados deste apéndice, especialmente a Alternativa de Fredholm serao bastante uteis.
E por fim, no Apéndice B, apresentamos um pequeno resumo sobre o Grau para Aplicagoes

~v—condensantes, salientando o fato de que este grau extende o grau de Leray-Schauder.



Capitulo 1

Estudo do Operador L

Neste capitulo, provaremos a existéncia de um autovalor principal para o operador
integral Lu = Lou 4 b(x)u sob certas condigbes, e consideraremos brevemente algumas de
suas propriedades, em outras palavras, consideramos o problema nao-local Lu = Au em
um dominio €. Por solucdo deste problema, entendemos uma fungao u € L'(2) que ve-
rifica a igualdade acima quase sempre, embora na maioria das aplicacoes, inclusive neste
capitulo, estamos lidando com u € L*(f2). Este operador foi recentemente usado para
modelar varias situagoes fisicas. Para obter alguns resultados de existéncia e unicidade de
solucoes, vamos usar a teoria apresentada no Apéndice A sobre operadores compactos e
autoadjuntos, pois como serd visto neste capitulo, o operador de difusao L é um operador
limitado e simétrico. O mecanismo de dispersao é um dos principais focos de interesse
tedrico e tem recebido muita atencao recentemente. A maioria dos modelos continuos re-
lacionados a dispersao é baseada em equacoes de reacao-difusao que foram extensamente
estudadas. No estudo de modelos classicos de dispersao, que muitas vezes sao baseados na
equacao de reacao-difusao, muitos resultados 1teis sobre a dinamica global de equacoes
difusas foram estabelecidos em termos dos autovalores principais de problemas de autova-
lores elipticos escalares. Porém, neste trabalho, nao aprofundaremos este estudo, apenas
daremos uma ideia introdutoria ao leitor. Para maiores detalhes, indicamos as referéncias

dadas acima na introdugao.

1.1 A funcao Nitcleo e o operador integral

Considere € um aberto conexo e limitado em RY e X = C(Q) o conjunto das
fungdes de valor real continuas definidas em Q, com a norma usual ||u||s = max {|u(z)| : z € Q}.

O operador integral L : X — X sera definido por

Lw = Low + b(x)w, para w € X,



onde b: Q — R é uma funcio continua e positiva e Ly : X — X é definido por
Low(x) = / K(z,y)w(y)dy, Vo € Q,Vw € X.
Q

Lembrando que K : Q x Q — R é uma funcéo positiva continua chamada de

nicleo de Ly tal que
(K1) K(x,y) = K(y,z) para todo x,y € €, ou seja, K é simétrica.

Denotando por X, o cone positivo em X, isto é, X, = {u € X :u(zx) >0,Vzr € Q},
sabemos que dado u € X, existem ut € X; e v~ € X\X, onde ut = max{u,0} e
u~ = min{u, 0} (parte positiva e parte negativa de u, respectivamente) tal que u = u*+u~
(ver [1] para mais detalhes).

Um operador 7' : X — X é chamado positivo se T'(X;) C X,. A afirmacao a
seguir mostra que o operador Ly é positivo e que X | tem interior nao-vazio, que denotamos
por it X .

Afirmacgao 1.1. Lo(X, \{0}) C intX,.

De fato, se u € X \{0} existe zo € Q tal que u(xy) > 0, e sendo u continua, existe

a >0 e d; > 0 suficientemente pequeno tal que u(y) > a > 0 em Bs, (z9) N Q. Dai,

Lou(z) = /Q K(z,y)u(y)dy
> /Q . K(z,y)u(y)dy

za/ K(z,y)dy > 0,Vx € ,
QN Bs, (o)

pois K é positivo em © x Q.

Assim, Lou > 0 em €, e como serd mostrado no Lema 1.8, se Lu(z) = 0 para
algum z € €, entdo existe uma bola B,(z) tal que Lou(z) = 0 em B,(z) N, o que nio
pode ocorrer. Logo Lou > 0 no compacto Q, dai Lou(z) > ¢ > 0, Vo € Q, para algum
o > 0. Segue que Bz (Lou) C X;. De fato,

o
2
— |f(z) — Lou(z)| < %,vx € Q.

f € Bz (Lou) <= ||f — Lou||os <

Logo,

Donde Lou € int X, como queriamos mostrar.
De agora em diante, a menos de meng¢ao contraria, iremos supor uma condi¢ao

mais fraca para K, qual seja, K é nao negativa, verifica (K7) e satisfaz
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(K3) Existe § > 0 tal que K(z,y) > 0 para todos x,y € Q2 com |z —y| <.
Proposicao 1.2. Ly € um operador linear e compacto.

Demonstracao. A prova da linearidade de Lg é trivial, e portanto serd omitida. Para a
segunda parte, basta notar que Ly ¢ um operador integral, e seguindo o mesmo raciocinio
do Exemplo 1 do Apéndice A, com algumas adaptacoes, segue facilmente que Ly é um

operador compacto. O

Proposicao 1.3. O operador L € limitado em X e

il < sup | K, y)dy + bl
e JQ

Demonstragao. Sendo ||L|| = sup ||Lw||s, temos para ||w||e < 1
[|wlleo<1
|l = sup | Laota)] = sup | [ Kl ppuwldy +ba)u(a)
z€Q z€Q
<sup ([ 1Kty + 1) lw(o)])
)

= sup [ |1 (o 9)llwlo)ldy + sup o) ()

zeQ e

< |wl lsup | K (z,y)|dy + sup [b(z )|]

e z€Q

< sup / K(z,y)dy + [1b]].

zeQ JQ

Dai, |12]| < sup | K(w.g)dy + bl =

zeQ JQ

1.2 O espectrode L em X

O resolvente de L, bem como seu espectro, sao definidos de modo usual (ver
Apéndice A). EV(L) denota o conjunto dos autovalores de L dado por

EV(L)={XeR;Ker(L —XI)# {0}}.

De agora em diante, denotamos M = sup b(x) e fixe um A > M, donde A — b(z) >
T€Q
A — M > 0, e assim podemos definir o operador linear Sy : X — X, por

Sou(r) = (A — b(z)) tu(z),Yu € X, Vo € Q.

Afirmacao 1.4. O operador Sy é um operador linear limitado, bijetivo com operador
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wnwverso dado por

Sotu(z) = (A — b(x))u(z),Yu € X, Vo € Q.

Demonstracao. A linearidade é trivial e portanto serd omitida. Mostremos a limitacao.
Como |Sou(z)| < (A — M) H|ul|s, segue que |[Soul|eo < (A— M) |u||wo, que mostra que

So € um operador limitado. Para mostrar a injetividade, basta notar que dados u,v € X
Sou = Spv <= (A —b(z)) tu(z) = (A — b(x)) 'v(z)
< u(z) =v(r),Vr € Q,i.e.,u=n.
Para a sobrejetividade, note que dado u € X, tomando v := (A — b(x))u, segue facilmente

que Syv(z) = u(x), donde S é bijetiva. Além disso, ndo é dificil mostrar que So(Sg'u) = u
e Sy (Sou) = u, para todo u € X. O

Com o estudo feito acima, temos que Ty = Sy o Ly é um operador compacto em X
(ver Coroldrio A.9).

Lema 1.1. Suponha que A > M. Entao:

(1) A € o(L) <= Ker(L — X) # {0}, isto é, os elementos de o(L) N (M,0o0) sao
autovalores de L, ou ainda o(L) N (M,00) C EV(L);

(2) dim Ker(L — \I) € finita.
Demonstracao. Suponha que g € R(L — AI), isto é, exite um w € X tal que

Lw— A =g <= Lw=\—-0bx)w+g
<= Spo Low = w + Spg.

Isto é, g € R(L —\) <= Syg € R(Tp — I). Como Sy é bijetivo, R(L — \I) =
X <= R(T, —I) = X. Agora, usando um argumento andlogo, vamos mostrar que
Ker(L— M) = Ker(Ty — I). De fato,

ge Ker(L—M) < (L—X)g=0
< Lg=MXg < Log= (A—0b(x))g
< Spolgg=9g <= (Ty—1)g=0 < g€ Ker(To — I).

Agora estamos prontos para mostrar este lema. Observe que

A € 0(L) <= L — Al nao ¢ bijetivo
< R(L—M)# X ou Ker(L —XI) # {0}
<~ R(Ty—1)# X ou Ker(Ty — I) # {0}
<= Ty — I nao é bijetivo <= 1 € o(Tp).
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Como T é compacto, usando a alternativa de Fredholm obtemos (1) e (2) (ver Teorema

A.13 e Proposigao A.12, respectivamente). O

1.3 O espectro de L em L*(Q))

Podemos notar que Ly e L estdao bem definidos em L?(2), e L é um operador linear

limitado e Ly é um operador linear compacto, ambos definidos em L?(2).
Afirmacao 1.5. Ly esta bem definido e € limitado.

Demonstragdo. De fato, dado w € L*(Q) e x € £, temos

Lowto)] < [ [KGes)llw)ldy < [ / K<x,y>2dyr ol 220

onde na segunda desigualdade estamos usando Holder, notando que a fungao K(x,.) €

L*(Q). Dai
| Low(@)[* < [[w][Z20) /QK(%Q)QCZZJ < K|S wllz 0|9,
donde, integrando em ambos os membros, temos
| Zowl|Z20) < KR [w]Z2 ()
e extraindo a raiz quadrada, obtemos
[ Lowl[L2(@) < [[K|]oo| Q| w]] 2200,

o que mostra a boa definicao de Ly e a limitacao. O
Afirmagao 1.6. Também temos Lo(L*(Q2)) C X.

Demonstragdo. Para mostrar que Low € X, seja o € . Sendo K uniformemente
continua em Qx ), dado € > 0 existe § > 0 tal que |z—z| < § = |K(z,y)—K (20, y)| < e.

Assim, temos
| Low(x) = Low(zo)| < /Q | K (2, y) — K (o, y)|[w(y)|dy < E/Q [w(y)|dy < e[[w]]2|2>.

Na tltima desigualdade estamos usando Holder. Com isso mostramos que lim Lw(x) =
T—T0

Lw(xg). Dal Low € X, isto é, Lo(L*(Q)) C X. O

A compacidade de Ly em L?*(€2) segue da mesma forma (ver Exemplo 1 no Apéndice

A).

Afirmacao 1.7. L estd bem definido e é um operador limitado.
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Demonstragdo. Como |b(x)w(z)|* < |b||% |w(z)|?, segue que
[1b(z)wl|z2@) < MBI w220,
donde,
[ Lwl|2@) < |[Lowl[r20) + [[b(z)w]]r20) < ([[blloo + [[Kloo[ 2D [w]] 222

o que mostra a boa definicao de L, bem como sua limitacao. O

Se A > M, podemos definir o operador linear Sy que esta também bem definido

em L?(Q) e que é bijetivo e limitado.
Afirmacao 1.8. Basta notar que

1
A—M

|[Sou|[z2() < l[ul|z2)-

Demonstragao. De fato, como A — b(x) > X\ — M, entao

Sou(x) = u(@) <

Dali,

1

S 2dr < ’d
[ Sty < 5= [ utapas,

isto é,

1

ISoull3 < 3= Ilul

o que mostra a afirmacao. O

Observagao 1.1. O operador linear Ty = Sy o Lo € um operador compacto (ver Coroldrio
A.9) e ndo é dificil mostrar que To(L*(Q2)) C X, pois Lo(L*(Q2)) € X e Sou € X para
todo u € X.

Para evitar alguma confusao, vamos denotar (L) o espectro de L : L*(Q)) —

L*(Q) e EV(L) seu conjunto de autovalores. Temos as seguintes propriedades:
Lema 1.2. Suponha que A > M. Entao

(1) X € 6(L) < Ker(L — \) # {0}, isto é, os elementos de (L) N (M,00) sao

autovalores de L;
(2) dim Ker(L — \I) € finita;
(3) Ne EV(L) <= X\ € EV(L);

(4) se € uma autofungio associada ¢ A € EV (L) entdo 1 € X;
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(5) (L) N (M, 00) = o(L) N (M, ).

Demonstragao. A prova de (1) e (2) é andloga a do lema anterior substituindo X por
L*(Q).

Para provar (3), de X C L*(Q) temos que EV (L) ¢ EV(L), e a suficiéncia da
condigio estd feita. Agora suponha que A > M é um autovalor de L : L*(Q2) — L?*(),
entao existe w € L*(2)\{0} tal que:

LQ’U}

(A = b(2))w = Low € Ly(L*(2) C X <= w= A —b(x)

€ X,

porque A — b(z) > A — M > 0. Este argumento mostra a parte (4) e a necessidade da
condigao (3). Ja o item (5) segue diretamente do item (1) e (3). O

1.4 L como um operador simétrico em L?({))

E facil ver que para todos u, v € L2(€) temos
(Lu,v) = (u, Lv), onde (u,v) = / uvdx
Q

é o produto interno de LQ(Q)
De fato, sendo Lu(z) = [, K y)dy + b(x)u(z), entdo

(Lu,v) //K T, Y)u )dyda:—l—/ﬂb( Ju(x)v(z)dx
//K Y )dxder/Qb(y)v(y)U(y)dy: (u, Lv)

onde na segunda igualdade estamos usando o fato que K ¢é simétrico e o Teorema de

Fubini para inverter a ordem de integracao. Para justificar a tltima igualdade, notando
que [, Lo(y)u(y)dy = [, Lv(z)u(z)dz e que Lo(y) = [, K(y, z)v(z)dz + b(y)v(y) temos

(Lv, u) //K Y, T )dxdy—l—/ﬂb(y)v(y)u(y)dy.

Logo, L é um operador simétrico, ou autoadjunto em L?(Q2). Sabemos que 6(L) C [mg, m],

onde

f (Lu,u) (Lu,u)

mo = in em=  sup )
0 ueL2(Q)\{0} fQ udx weL2(Q\{0} fQ udx

Além disso, mg, m € 6(L) (ver Proposi¢ao A.20). E claro que m = sup a(L). Note que m
¢ dado por
Jowo K (@ y)u(x)u(y)dedy + [, b(x)udx
m=  sup 5
weL2(Q)\{0} fo u?dx
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Da positividade do nicleo K, m pode ser dada por

s Jwe K@ wu@)uly)dedy + Jo baywds

0<ueL2(Q)\{0} Jo u?dx

Vamos comparar m com outra constante:
r(L) =sup{A € R;3¢ > 0,¢ € X tal que Lo > \p}.

r(L) é chamado autovalor principal ou primeiro autovalor de L. Frequentemente o pri-
meiro autovalor de um operador é denotado por A, e o faremos sempre que necessario.

Agora, vamos comecar co1l O

Lema 1.3. Para M = supb(x), temos
z€Q

(1) m > M;
(2) r(L) < m.

Demonstragao. Seja A < M, entdo A = {x € Q;b(x) > A} é um conjunto aberto em 2 e
entdo |A| > 0. Fixe qualquer v ndo-nulo, com v € X tal que v > 0 em Q e v = 0 fora de

A, e observe que

. Joe K@ p)o(@)oly)dady + [ bla)v*d

Jo vidx
- [ablx)vde X [, v*de \
- vide T vide
Ja Ja

Assim, dado € > 0 e tomando A = M — e < M, segue que m > M — ¢, para todo € > 0.
Fazendo € — 0, segue que m > M. Com isso, mostramos o item (1).

Para verificar (2), dado qualquer € > 0, fixe A > r(L)—e tal que existe ¢ € X, ¢ > 0
tal que Lo > \¢. Entao

 Jo K@ y)o(@)é(y)dedy + fo bz)¢*d
N fQ P*dx
_ JoLo@)o(w)de _ fo Aé(x)*dx

[ Pz S =A>r(L)—e

Como € > 0 é arbitrario, temos (L) < m. O

Lema 1.4. Suponha que w € L*(Q) € tal que

_ Jawa K@ p)w(x)w(y)dzdy + | b(x)w%ix'

m fQ w2dzx
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Entao Lw = mw, isto é, m € o autovalor mdzrimo de L. Além disso, como  é um
conjunto conexo, m > b(x) e devemos ter w > 0 em  ou w < 0 em Q (w ndo pode

mudar seu sinal).

Demonstrag¢ao. Agora vamos mostrar que Lw = mw. De fato, temos (Lw, w) = m fQ w?dx

e, para qualquer t € R e v € L*(Q):
(L(w+tv),w+tv) <m / (w + tv)2dw
Q

isto é,

(Lw,w) + 2t (Lw,v) + t* (Lv,v) < m/ w?dx + 2mt/ wvdz + mt? / vidx
0 0 0

donde,

(Lw,w) + 2t (Lw,v) +t* (Lv,v) < (Lw,w) + th/

wvdx +mt2/v2dx,
Q

Q

que implica,

t t
(Lw,v) + = (Lv,v) §m/wvdx+ﬁ/02dw, set>0.
2 Q 2 Jo

t t
(Lw,v) + = (Lv,v) 2m/wvdw+ﬁ/v2dx, set <0.
2 Q 2 Jo

Passando ao limite com ¢ — 0 concluimos que (Lw,v) = m [, wvdz = (mw,v), para
todo v € L*(Q), isto é, Lw = muw.
Agora provamos que se w # 0 e w > 0 em Q devemos ter m > b(z) e w > 0 em €.
Com efeito, tome C = w™({0}) = {z € Q;w(xr) =0}. Nao sabemos se w é

continuo em 2. Observe que C' é um conjunto aberto: se z € C' temos de (K3) que

o[ KGowdr < [ Kyt

= Lw(z) — b(z)w(z) = (m — b(2))w(z) = 0,

que implica que w(xz) = 0, para todo = € Q com |z — z| < 4, ou seja, QN Bs(z) C C,
mostrando que C' é aberto.

Afirmamos que m > b(x) para todo = € Q\C. Com efeito, suponha que temos
algum z € Q\C com m = b(z). Usando a ultima desigualdade acima concluimos que
w(z) =0, para todo = € Q2 com |x — z| < §, que contradiz w(z) > 0. Uma anélise simples

sobre
Low(x)

'LU(SL’) = m,x S Q\C



17

mostra que w ¢é continua em Q\C e este conjunto é aberto em Q. Como Q = (Q\C)UC
é conexo, ou seja, nao admite uma cisdo nao-trivial e Q\C' é nao-vazio, concluimos que
w > 0 em (2, e consequentemente m > b(x) em ).

Para completar a prova, serd provado que w nao muda seu sinal. De fato, se w

muda seu sinal, considere os seguintes conjuntos
A={zeQuw(x) >0} e B={reQuw) <0},
que tém medidas positivas de Lebesgue. E facil ver que
K(z, y)w(z)w(y)dedy = K (z, y)w(z)w(y)drdy + K (z, y)w(z)w(y)dedy

QxQ AxA BxB

+ K (z, y)w(z)w(y)drdy + K(z, y)w(z)w(y)drdy
AxB BxA
Agora, temos dois casos a considerar. Suponha que K(z,y) é ndo-nulo em A x B. Sob

esta condicao, observe que

: AK(:c,y)w(ﬂr)w(y)dxdyz : AK(x,y)!w(x)Hw(y)ldxdy,

K(z, y)w(z)w(y)dzdy = K(z,y)|w(z)|[w(y)|dzdy,

BxB BxB

A BK(xjy)w(x)w(y)dxdy <0< ; BK(x,y)Iw(x)llw(yﬂdxdy,

; AK(rc,y)w(w)w(y)dIdy <0< ; AK(Ly)Iw(x)IIw(yﬂdfvdy.

Estas desigualdades implicam que

 Jave K@ y)w(@)w(y)dedy + [, b(z)w?dz

B Jo widx

_ Jawa K@, y)lw(@)|[w(y)ldedy + [, b(x)|w|*dz
Jo [w]?dx

que é impossivel, entao, neste caso w > 0 em €2 ou w < 0 em €2,

m

Suponha agora que K(z,y) =0 em (A x B) U (B x A). Entao temos para

a; = A AK(x,y)w(m)w(y)dxdy—i—/Ab(a:)de:c,
as = ; BK(x,y)w(x)w(y)dxdy+/Bb(x)w2dx,

blz/dezpebgz/dew
A B
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que

a; + as aq a9
m = ,—<me-—<m
bi+0by by bo
Note que a; = (Lw™,wt) e by = (wt,w*), bem como ay = (Lw™,w™) e by = (w™,w™).

Um simples calculo mostra que a; = mb;. De fato, se a; < mb; entao

ai + as mb1 + mbz
m =
bl + b2 bl + bg

o que é um absurdo. Isso implica que w* = max {w, 0} satisfaz

_ Jowa Klaywt (@)w* (y)dudy + [, b(a)(w)*de
fﬂ(wﬂ?dx

m

e da primeira parte desta prova, devemos ter w™ > 0 em 2, mas isso contradiz |B| > 0.

A prova esta completa. m

Observagao 1.2. Se em adicao as hipoteses do iltimo lema tivermos M > sup{b(z) :
x € 0}, entdo m > M. Pois neste caso M € atingido em Q, e como pelo Lema 1.4,

temos m > b(x) em §, o resultado segue.

1.5 Resultados do tipo Krein-Rutman

Em anélise funcional , o teorema de Krein-Rutman é uma generalizacao do teorema
de Perron-Frobenius para espacos de Banach de dimensao infinita. Foi provado por Kerin
e Rutman em 1948. Existem varias versoes deste Teorema e muitas aplicacoes importantes
em diversas areas da Anélise. Resultados do tipo Krein-Rutman consistem essencialmente
em mostrar a existéncia de um menor autovalor positivo, A1, o qual é simples e isolado.

Além disto, que este é o nico autovalor positivo que admite autofuncao positiva.

Proposicao 1.9. Se w € uma autofuncdao de L associada a m, entdo w deve ser auto-

fungao positiva (ou negativa). Além do mais, dim Ker(L —mlI) = 1.

Demonstragao. Se Lw = mw entao (Lw,w) = m [, w?dz, w # 0. Da prova do Lema 1.4
concluimos a primeira parte desta prova. Para a segunda parte, suponha que temos duas
autofungoes w, ¢ associadas a m linearmente independentes. Sem perda de generalidade
podemos supor que fQ wedr = 0, devido ao processo de Orotogonalizacao de Gram-
Schimdt. Mas isso nao é possivel, pois podemos supor w e ¢ ambos positivos em (2, e

entao fQ waodx > 0. Este absurdo conclui a prova. O
Podemos mostrar que m > M se, e somente se, o supremo m ¢é atingido.

Lema 1.5. Se m > M, entao m € um autovalor com uma autofunc¢ao positiva ¢ e o

supremo m € atingido. Além disso, m = r(L).
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Demonstracao. De fato, m € (M, 00)No (L), e do Lema 1.2 parte (1), m é um autovalor de
L, com uma autofuncao ¢, e o supremo m ¢é atingido. Do Lema 1.4, ¢ deve ser positivo.
Para a segunda parte, veja que a existéncia da autofuncao ¢ > 0 dada acima tal que
Lo = m¢, implica que m < r(L) e da desigualdade do Lema 1.3 parte (2) segue que
m = r(L). O

Vamos introduzir uma hipotese para obter a desigualdade estrita m > M.

Suponha que existem § > 0, g € €2 e uma funcao c tal que
(by) M —b(z) < c(z) para todo x € B = Bs(x) e |x — xo|Vec(z) € LY(B).
Lema 1.6. A condi¢ao (by) implica que m > M.

Demonstracao. Primeiro observe que

BJ? c(r)
/Bc(x) v= B T — x|V ! WX Jp o — 2PN o

onde wy = f|s|:1 ds.

Considere u(z) = 1 para x € B = Bs(xg), e u = 0 fora de B. Seja 0 < K(z,v),

para todo x,y € B, para alguma ¢ € R. Temos

m > foQ K(xay)u(‘r)u(y)dwdﬁy‘f‘fg b(:v)uzdx
B Jo uida
_ oIBIIB|+ M|B| — [, c(z)dx

| Bl
1
> M +|B] <a——2/0<—x)2Ndx) > M,
wy Ja [T — 0|
para uma escolha conveniente de  pequeno. O

Teorema 1.10. Sob a condi¢do (by), o problema do autovalor
Lou + b(x)u = u,

tem um inico autovalor r(L) com autovetor que ndo muda seu sinal e tal que dim Ker(L—
r(L)I) =1. Além disso, r(L) =supo(L).
Demonstragao. Segue diretamente usando os Lemas 1.6 e 1.5, respectivamente. O

Corolario 1.11. O problema do autovalor
Lou = Au, em (Q,

tem um tinico autovalor Ay > 0 tal que dimKer(Ly—M 1) = 1, cada autofun¢ao € continua
e com sinal definido. Além disso, A\ = supo(Ly), onde o(Lgy) € o espectro do operador

integral L.
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Agora, antes de provar nosso préximo resultado, é necessario lembrar que as su-
posicoes sobre K implicam que para cada v € X, com u > 0 em (), apenas uma das

possibilidades abaixo vale:
Lou>0em Qouwu=0em .

Portanto, temos o seguinte lema:

Lema 1.7. Suponha que u € X, u >0, u# 0 em Q e c¢(z) dada por Lou = c¢(z)u, entdo

llel|loo = A1. Essa desigualdade se torna igualdade quando c(x) = M.

Demonstracao. Considere 1 uma autofungao positiva associada a A;. Portanto, Loy, =

Ay e

Al/ucpld:p:/uLogold:E:/gplLOudx:/c(x)ugoldx§ ||c||oo/ug01da:.
Q Q Q Q Q

Como [, upidr > 0 a desigualdade leva & [|c[|oc > A;. Para a segunda parte, suponha
que ||¢||ec = A1, mas que nao vale ¢(z) = A;. Entao existe B C 2 tal que A\; — ¢(z) > 0
em B. Dai

Al/uwld:r:/c(x)ugold:r:/c(:z:)ugold$+/ c(x)uprdx
0 Q B

Q\B
< / AMuprdr + A\ / uprde = Ay / uprde,
B Q\B Q
o que é um absurdo. O

Lema 1.8 (Regularidade). Sejau € LY(Q) uma fungao nao-negativa e c € X satisfazendo
Lou(z) = c(z)u(x) ¢.s. em .
Entdo, se u# 0 temos que u € continua e positiva em Q. Além disso, ¢ € positivo em ).
Demonstracgao. Claramente Lou € X e dai, ¢(x)u € X. Considere os seguintes conjuntos:
V= {x € Q; existe uma bola B centrada num ponto z tal que ©v = 0 q.s. em BN Q}

e W = {:1: € Q; Lou(x) > O}. Ambos subconjuntos V e W sao abertos em 2. Agora
mostraremos que WNV =0 eV = Q\W.
De fato, se z ¢ W temos Lou(z) = 0. Assim,

0 = Lou(z) = / K (2, y)uly)dy > / K (2, y)u(y)dy,

NBs(z)

desde que K(z,y) > 0 para todo |z — y| < 9§, temos u(y) = 0 ¢.s. em Bs(z) N €2, isto
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6, z € V. Como Q é conexo, devemos ter V = 0 e W = Q. Além disso, ¢ é positivo e
Lou(x)

u(z) =

c(x)

Lema 1.9 (Regularidade). Se g : @ x R — R € uma funcgdo localmente Lipschitz e ¢

é continuo e positivo em (2. O

crescente com respeito a varidvel t € R e u € L*(Q) verificando
Lou(z) = g(z,u(zx)) para todo x € €2,

entao u € X.

Demonstragio. Sabemos que v(x) = Lou(x) é uma funcdo continua em x € €2, porque
Lo é um operador linear compacto, com ntcleo K continuo. Fixe zy € Q e consideramos
(z,) C Q tal que lim z, = .
n—oo
Dai, como |u(z,)| < ||ull, para todo n € N, por Bolzano-Weierstrass, existe

(u(zy,)) C (u(z,)) subsequéncia convergente, digamos que
w(n,) — s € [=|[ulloo, |u]oo] -

Portanto, como v(z,, ) = Lou(z,,) = g(zn,, u(x,,)) tomando o limite de k — oo, temos

v(xo) = g(z0,s). Por outro lado,
9(wo, u(x0)) = Lou(o) = v(zo) = g(z0, ).

Portanto, como g é crescente temos s = u(xy), isto é, u(z,,) — u(zro) em X. Portanto,
ue X. [l

Lema 1.10. Se g(x) > Ay em §2, entdo Lou = g(z)u ndo adimte uma solugdo positiva.

Demonstragao. Suponha que Lou = g(z)u admite uma solugao positiva u e considere ¢4

uma autofuncao positiva associada a A\;. Entao,

A\ / wprdr = / uLgpirdr = / o1 Loudr = / g(x)upide,
Q Q Q Q
isto é,
[ 6t = 2puprdz =0,
Q
como up; > 0 temos g(x) — Ay = 0, que é um absurdo. O

Perceba que na teoria até aqui apresentada enunciamos condigoes para existéncia
de solucoes para o problema do autovalor principal Lu = Au e estudamos também algumas
caracteristicas destas solugoes. O proximo capitulo trata de problemas mais gerais e expoe
um método muito util para garantir a existéncia de solugao para muitas equacoes integrais,

o método de sub-supersolucao.



Capitulo 2

O Método de sub-supersolucao

O método de sub e supersolucao tem desempenhado um papel importante no es-
tudo de problemas de contorno para equacoes diferenciais parciais elipticas nao lineares.
Sao utilizadas para estudar problemas de Dirichlet e/ou problemas de valor de fronteira
de Neumann para problemas elipticos semilineares e também para sistemas de equacoes
diferenciais ordindrias nao lineares. Ver [4], [8] e [29] para maiores detalhes. Antes de
apresentar o método de sub-supersolugao, apresentamos o principio do maximo, que é
uma ferramenta indispensavel a este método. Como o operador Laplaciano, o operador

integral possui um principio do maximo importante.

2.1 Um Principio do Maximo

A funcao k : Q@ — R dada por

M@zLwaw

¢ muito importante para o principio de méaximo apresentado aqui.
Lembrando que K ¢é a funcao nicleo dada no capitulo anterior satisfazendo as

condicoes (K1) e (K3), isto é, K é simétrico e positivo numa faixa da diagonal de € x Q,

Observacgao 2.1. Efcicz’l ver que

K(z,p)oly)dedy = | Kopo(o)ds

QxQ Q

(Lov, v) < [kl V]2,

e como K € simétrico, também temos que

K(z,y) [v(z) —v(y)) dedy = 2/ k(z)v(z)?dr — 2 K(x,y)v(z)v(y)dzdy.

QOxQ Q QxQ
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O lema abaixo apresenta uma relagao interessante entre o autovalor principal de

Ly e a funcao k.
Lema 2.1. Seja A1 o autovalor principal de Ly. FEntdo, A\ = k(z) ou ||k|lec > A1 >
inf k(z).

z€Q

Demonstragao. De fato, (Lop1,1) = (¢1, Lol) pela simetria de Ly, assim

Al/glqzﬁl(a:)da;:/gk(x)qﬁl(x)dx,

dai,
/()\1 — k(z))¢1(z)dx = 0.
Q
Entao, ou Ay = k(z) ou o integrando muda de sinal. Se o integrando muda de sinal,
existem 2y, 2y C €, tais que
(1) (M —k(x)p1(z) > 0 em Q; = Ay > k(x) em Qy,

(2) (M —k(x)p1(z) <0 em Qo = A\ < k(x) em o,

lembrando que ¢; > 0 em Q. De (1) segue que A; > inf k(x). De (2) segue que ||k||oo > M\
zeQ
e a prova esta concluida. O

Lema 2.2 (Principio do Maximo). Suponha que K satisfaz (K1), (K3) e Q é um conjunto

aberto conexo. Seja u € X verificando
Lou — c(z)u(z) <0,

para todo x € Q, onde ¢ é uma funcao limitada satisfazendo c(x) > k(zx) q.t.p. em Q.

Entaou >0 ouu=0 em ().

Demonstragao. Seja u~(x) = min{u,0}. Note que u~(z) < 0, para todo x € Q. Além

disso v = u* 4+ u~. Como Lou — ¢(x)u < 0, multiplicando por u~ e integrando sobre €,

temos

/Q </Q K(x,y)u(y)dy — C(a:)u(;c)) u(2)dz > 0
- / @ yhulyhu(@)dyde > / c(x)u(x)u (v)de
ou seja, /QXQ K(z,y)u(y)u™ (z)dydz > /QC(J/‘)U_(x)2dx
dai,

/Q QK(m,y)uﬂy)u’(x)dydx—i— K(Jc,y)u(y)u(x)dyd:cZ/c(a:)u(x)Qd:c.

QxQ Q
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Como [, o K(x,y)ut (y)u (z)dydz < 0, temos

K(a:,y)u(y)u(x)dydxz/c(x)u(a:)de.

QxQ Q

Da Observacao 2.1, temos que

K(z,y) [u (z) - u’(y)]2 dydzr = 2/ k(x)u™ (z)?dr—2 K(z,y)u (x)u” (y)dydz.

QxQ Q QxQ

Dai, segue que

_% . K(x,y) [u(z) — u(y)]” dydx + /Q

k(a:)u(:c)2dx2/c(x)u(:c)2dx

Q

ou seja,

portanto, [c(z) — k(z)]u™(z)? = 0 em Q. Como c(z) — k(x) > 0 ¢g.t.p em Q, devemos ter
u~ =0 em (), isto é, u > 0 em (2.

Mostremos que ou v = 0 ou u > 0 em €. De fato, se u(x;) = 0 para algum x; € €,

entao
Lou(xy) — c(x)u(zy) <0
isto é,
0 S LQU(.CCl) S 0
donde,

| Kty =o.

que implica que v = 0 em uma vizinhanca de z;. Um argumento padrao de conexidade
garante v = 0 em ). Além disso, como u é continua, entao u > 0 em €2 implica que u > 0
em . Mais ainda, se u(x;) = 0 para algum z; € 9, entdo v = 0 em uma vizinhanca de

x1 em €2, e sendo €2 conexo, segue que u = 0 em (). O

Observacgao 2.2. Como um coroldrio para o Principio do Mdzximo, se w € X wverifica
Low—c(z)w =0, em Q entao w = 0. De fato, se Low—c(x)w = 0, entdo Low—c(z)w <0
e Low — c(z)w > 0, e do principio do mdzximo, temos respectivamente w =0 ou w > 0 e
w=0ouw<0 emQ, que implica em w = 0. Assim, para cada f € L*(Q), o problema

Lou — c(x)u = f em Q admite um unica solu¢ao uw € X (ver Lema A.2).
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2.2 O Método de sub-supersolucao

E bem conhecido que o método de sub-supersolucao tem sido amplamente utili-
zado em equagoes de reacao-difusao com termo nao-local que surgem em dispersao da
populacao ou de organismos no contexto de modelos biolégicos. Aqui vamos colocar
uma generalizagao desses resultados para equagoes de reagao-difusao para operadores de
reacao-dispersao sem hipotese de monotonicidade. Para este proposito, consideramos a

seguinte equacao

Lou = f(x,u) em Q (P)

onde f: QxR — R é uma funcio localmente Lipschitz.

Primeiro damos a definicao de sub e supersolucao para o sistema acima.

Definicao 2.1. Uma funcdo positiva t € X € dita ser uma supersolu¢ao de (P) se
Lou < f(x,u) em Q.

Uma subsolugao u é definida semelhantemente invertendo a desigualdade.

Lema 2.3. Suponha que (P) tem uma supersolugdo positiva w e uma subsolu¢ao positiva
u definida em Q tal que w < W. Além do mais, suponha que f : QxR — R € uma funcao

localmente Lipschitz, no sentido que exite um [y > 0 tal que
’f(mu 5) o f(x7t)‘ < ﬁ0|8 - t|7 para todo x € ﬁ7 s,t € [_|Q|7 WH :

Entdao (P) tem uma solugao uw € X satisfazendo u € [u, ) .

Demonstracao. Defina ¥ = {u € X;u < u <u}. Da Observacao 2.2, temos que Lyv(x) —

pu(x) = f(z,v) admite, pelo menos, uma solucdo, desde que > k(x) g.s. em .

Afirmagao 2.2. Como f € Lipschitz, para qualquer B > By, a fun¢do s — f(x,s) — Bs

¢ decrescente em [—|ul|, [t|] para cada x € Q fizado.

De fato, para z € Q fixo e dados s,t € [—|u/, [t]] com s < ¢, temos

f@,s) = Bs = f(x,t) + pt = f(x,s) — f(x,t) + Bt — 5)
> —|f(x,8) = fz,0)| + Bt = s)
> —fols —t| + B(t — s)
> Po(s —t) + Bo(t —s) = 0.

Logo,
f(x,s) _BS > f(x7t> _Bta

o que mostra que a fungao s — f(x,s) — Bs é decrescente em [—|ul, |u|].
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Agora, da Observagao 2.2, para cada u € X o problema
Lov(z) — Bu(z) = f(z,u(r)) — Pu(z), para todo z € §)

admite pelo menos uma solucao v € X.

Em seguida, se wy,ws € ¥ sao tais que w; < wsy, entao

f(x,wa(z)) — Bwa(z) < fz,wi(x)) — Bwi(x), para todo x € €.
E tomando vy, vy € X tais que

Lovi(z) — pui(x) = f(x,wi(z)) — Pwi(x), para todo x €

Lova(z) — Pug(z) = f(x,wa(x)) — fws(x), para todo x € €,

isso implica que,
Lova(z) — Pua(x) < Lovi(x) — Pui(z), para todo z € Q,

isto é,
Lo(va(z) — vi(z)) — B(va(z) — vi(2)) <0, para todo z € Q,

e do Principio do Méximo, temos vy (x) < vo(z) para todo z € Q.

Consideramos a sequéncia {u,},-, C ¥ dada por
Loui(z) — Bui () = f(z,u(x)) — Pu(z), para todo = € ,

Lous () — Buz(x) = f(z, u1(x)) — Pui(z), para todo x € (2,

Loun(x) — Bup(x) = f(x,up—1(x)) — Puy—1(z) para todo x € Q,

que é uma sequéncia monotona decrescente.

Similarmente, também obtemos outra sequéncia {v,} -, C X por
Lovy — pui(z) = f(z, u(z)) — fu(x), para todo z € €,

Lova(x) — Bua(x) = f(z,v1(x)) — Bui(z), para todo x € €,

Lov, () — poy(z) = f(z,v5-1(x)) — Bv,_1(x), para todo x € Q,

que é uma sequéncia mondtona crescente.

De fato, como
Louy — fuy = f(waﬂ) — pu
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e u ¢é supersolugao de (P), segue que
Louy — Buy > Lou — Bu
ou seja,
Lo(@—uy) — B(u —uy) <0,

e pelo Principio do Méaximo, segue que u; < w. Por outro lado, como
Lovy — Buy = f(x,u) — Bu,
e u é subsolugao de (P), segue que
Lovy — Bu < Lou — Bu,

isto é,

Lo(vi —u) — B(vr —u) <0,
e pelo Principio do Méximo, segue que u < v;. Além do mais, como u < u, pela proprie-
dade inicial, segue que v; < uq, e juntando com as duas desigualdades acima, temos que
u < v <wuy; <u Além disso, usando a propriedade inicial n vezes, temos

1< <.<vy,<u

— n = n

<..fw ST,
entao existe fungoes u*, v* tal que

u*(z) = lim u,(x) e v*(x) = lim v,(x) ponto a ponto em (.
n—00 n—00

Segue que u < v* < u* < . Pelo Teorema de Dini, segue que u*,v* € X e a convergéncia
¢ uniforme, isto é, u, — u* em X e v, — v* em X. Como o operador Ly ¢ linear e
compacto, temos que Lgu,, — Lou* em X e Lgv, — Lov* em X.

Devido a continuidade de f, temos

lim [f(z, un(2)) + Pun(2)] = [z, u" () + Bu*(z),

n—oo

lim [f(z, va(x)) + Bua(w)] = (i, 0" (2)) + Bo" (@),

n—oo

Uma vez que

Lou,(z) — fun(x) = f(z,up—1(x)) — Pu,—1(z) para todo z € €2,

Lov, () — Boy(z) = f(z,v5-1(x)) — Bv,_1(x), para todo x € Q,



fazendo n — oo, temos
Lou*(z) — pu*(z) = f(z,u*(x)) — Pu*(x), para todo = € Q,

Lov*(x) — pv*(z) = f(x,v"(x)) — pv*(x), para todo x € Q,

isto é, u* e v* s@o solugdes do problema (P) e a prova esta concluida.
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Capitulo 3

Existéencia de solucao para um
modelo de dispersao nao-local com
termo nao-local via teoria da

bifurcacao

Neste capitulo estudamos a existéncia de solugao positiva para a seguinte equagao

Lou=u (A— / Q(x,y)\U(y)\pdy) em 9, (P)

onde Q@ ¢ RY, N > 1 é um dominio suave limitado, p > 0, A é um parametro real,
Q : QxQ — R éuma funcio ndo-negativa com Q € C(Q x Q) verificando algumas

hipéteses que serao detalhadas abaixo, lembrando que X = C(2) e Ly : X — X é o

operador de dispersao nao-local dado como antes, isto é

Lou(z) = /QK(JE, y)u(y)dy para u € X, (1)

com um ntcleo de dispersao K continuo.
Neste contexto A é um parametro que representa a taxa de crescimento intrinseca

da espécie, e o termo nao local

/Q Q. y)|u(y)Pdy

pode ser interpretado como uma média ponderada de u em todo o dominio. A presenca
do termo nao-local na equagao (P) significa, do ponto de vista biolgico, que o efeito de
aglomeracao depende nao apenas de seu préprio ponto no espago, mas também depende
de toda a populagao em um habitat N-dimensional 2.

Neste capitulo, nosso principal objetivo é mostrar a existéncia de solucao para

(P) via resultado de bifurcagao global devido a Rabinowitz [51]. Aqui vamos estudar a
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existéncia de uma solugao positiva para a equagao (P), sem condigao de fronteira, supondo

que K satisfaca:

(K)) K(z,y) = K(y,z) para todo x,y € ;

(K,) Existe d > 0 tal que K(x,%) > 0 para todo z,y € Qe |z — y| < 6;
e supondo que () seja uma funcao continua que satisfaca:

(Q1) Q € L*(Q x Q) e Q(z,y) >0 para todos z,y € ;

(Q2) Q(x,y) > o para todo x,y € Q e para algum o > 0.

Se a desigualdade acima nao funcionar para todo z,y em (2, podemos considerar

uma hipdtese mais fraca para @), qual seja,

(Q%) Existem r, o > 0 tal que Q(z,y) > o para todo z,y € Qe |z —y| <.

Sera bastante usada também a condicao abaixo:

(Q%) Se w é mensuravel e [, o, Q(z,y)|w(y)|P|w(x)]*dzdy = 0, entdo w = 0 ¢.s. em Q.

As condigoes (K1) e (K3) acima sao hipdteses usualmente consideradas no operador Ly,
como vimos no capitulo anterior.

E importante destacar que a hipétese (Q)) implica na condicdo (Q%). De fato,
suponha que w # 0 ¢.s. em Q. Dal, existe € > 0 tal que o conjunto E = {z € Q;|w(x)| > €}
tem medida positiva. Sem perda de generalidade, vamos supor que diamFE < r. Dali,
temos

Q(z,y)[w(y)lPlw(z)[*dzdy > oe’e*| E||E| > 0.
ExXE

Este absurdo conclui a prova.

Definicao 3.1. Para cada Q : Q x Q — R definimos a oscilagcdo de Q em x, uniforme-

mente em Yy, por

Q] = sup |Q(z,y) —Q(z,y)|

,y,2€0

Com as hipéteses acima, teremos nosso primeiro resultado que estabelece a existéncia

de bifurcagao. Seu enunciado é o seguinte

Teorema 3.2. Suponha que p > 0,[Q] > 0, (K;) — (K3) e (Q2) valem. Entao o problema

A
P) tem wma solucao positiva para todos A € |\, A\ + A7 onde A1 € o autovalor
¢ao p b

- @)
principal de L.

E um coroldrio da prova do Teorema 3.2 que se [@)] = 0 temos solucao para todo
A > M. A fim de obter um resultado de bifurcagao global, assumiremos a seguinte

suposicao em () :
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(Qs3) Existem x¢ € Q e uma funcdo ndo-negativa a : Q@ — R, tal que a~* € L(), onde
q = max{1,p} e Q(z0,y) > Q(z,y) + a(z) para todos z,y € €.

Note que (Q3) implica que Q(zo,y) > Q(z,y) para todos z,y € Q e a(xy) = 0. Aqui estd

um exemplo de uma funcdo @) que satisfaz (Q3):
Qz,y) = h(y) [M — |z — 21 |" |z — 25|® .|z — 2| *] + g(y)

onde z; € Q, ¢ < %,M > 0 ¢é suficientemente grande, h e g sao fungoes continuas
positivas em . E possivel ver que (Q3) funciona para xy sendo qualquer x; e a(zr) =
m|z — x| |z — x2|®...|x — x4|% para m > 0 suficientemente pequeno.

O proximo resultado garante a existéncia de uma componente conexa de solugoes

que contém a solugdo para nosso problema (P) qualquer que seja A > ;.

Teorema 3.3. Assuma que p > 0,(K;) — (K3) e (Q)) — (Q3) valem. Entdo existe uma
componente coneza de solugdes positivas de (P) saindo de Ay > 0, com a propriedade que

inclui solugoes da forma (A, u) para todo A > A;.

Na Secao 3.4, sob uma condi¢ao mais fraca em (), podemos resolver o problema
para todos A > A;, mas nao podemos garantir a existéncia de uma componente conexa

de solugoes positivas para (P). Aqui consideramos que @ satisfaz:
(Q4) Existe 2o € Q tal que Q(xg,y) > Q(z,y) para todos z,y € Q.
O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 3.4. Assuma que p > 0, (K1), (Ks), (Q%) e (Q4) valem. Entao, o problema (P)

tem uma solugao positiva para todo X > \;.

Na verdade, comentamos no final da Secao 3.4 que temos o mesmo resultado do

Teorema 3.4 se () satisfizer uma condi¢ao mais geral do que (Q4):

(Q)) Existe uma decomposicao 2 = U;n:l E;, vy € Ey,x9 € Ey,...,z, € E, tal que
Q(z;,y) > Q(z,y) para todo x € Ej,y € Q.

3.1 Construindo a equacgao de bifurcacao

Em toda esta se¢ao, estamos assumindo que K é uma fungao continua nao-negativa
que verifica (K;) e (K3). Além disso, para cada w € X, definimos a fun¢ao ¢, : @ — R

por

bu(z) = / Q) [w(y)Pdy,

onde p > 0 e @ é uma funcao continua satisfazendo (Q).

Como @ e w sao limitadas, temos que ¢, estd bem definida.
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Observacao 3.1. As propriedades abaizo resultantes da defini¢ao serdo teis mais tarde:
(¢1) Py = Prw, para todo w € X et > 0;

(02) l|pwlloe < [|Qoollw][8[€2], para todo w € X;

(69) 116w — Gulloe < 1Q1Illwl? = [0 ]|l para todos w,v € X

(p4) ¢ : X — X, dado por ¢(w) = ¢, € completamente continua em X.
Demonstracao. Dado x € €2, temos

(61) ou(x) =17 [ Qa,y)lw(y)Pdy = [, Qz,y)[tw(y)Pdy = du(x);

(p2) Segue diretamente de
Pu(T) < ||Q\|oo\|w||§o/9dy = ||Ql]so|w|[Z, |2;
(¢3) Como

|0w(@) = do(2)] < /Q Qz, )| [lw)I” — )"l dy <|Q[ocll[w]” — [v]"[loo|€2],

o resultado segue;

(¢4) Como ¢ é um operador integral e ) é uma fungao continua, seguindo um céalculo
andlogo ao do Exemplo 1 no Apéndice A, concluimos que ¢ é completamente

continua.

]

A seguir pretendemos provar a existéncia de solugao positiva para (P) usando o
Teorema Global da Bifurcagao. Tendo isso em mente, é muito importante observar que
se (A, u) é uma solucdo de (P), entdo do Lema 1.8, A > ¢, () para todo z € Q (serd visto

que é uma condi¢ao necesséaria para obter uma solugdo positiva) e dai

_ o Lou _ -1 ¢u(®) Lou
Lou= (A= u(2))u = v=3——— o) = u= A ot ST
De fato, se u = % entao,
—1 ¢u($)L0U’ _y—1 ¢u( )
AT Lou + ¢y (@)u
B A

_ Lou+ ¢u(z)u Au
N A D)
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Reciprocamente,
-1 ou(x) Lou
LA S @)
_ A)\ilLou()\ — ¢u($)) + ¢u($)LOU
A = du(z))
_ Lou(\ — ¢y () + du(x))
A = du(2))
)\L(]U Lou

A= (@) A= du(a)
que mostra a segunda equivaléncia acima. Para v = A7!, temos

e W)

ou equivalentemente
u="yLou+ G(v,u),

2
L
onde G(v,u) = Wﬂ.

A={(7,v) € (0,00) X X;1=7¢y(x) <0 em Q} e B ={(7,v) € (0,00) x X; 1=y (x) >
0 em Q}. Por conveniéncia, vamos considerar G restrito ao conjunto A. Além disso, para
cada 0 < a < b,

lim G(v,v)

v—0 H’U

Note que G estda bem definida nos seguintes conjuntos:

i = 0, uniformemente em vy € [a, b]. (G)

De fato, tomando ||v||ec < —1— ¢ [|v]|e < 3, temos

1o T
@yrliQl&klelr

Gyv) () Lov
vllo (1= y0u(@))]v]]o
< 72¢v(x)LOU
(1 = A[1Qlselv][5[2))[|v]|
Y2 ¢y () Lov

(1-3)3
< PIQlssl 1912 [N K ool V1o
— 1

4

— 0 com ||v]|oc — 0

Em seguida, lembramos a definicao de operador compacto quando o dominio nao é um
conjunto fechado. Este tipo de operador desempenha um papel importante em nossa
abordagem.

Defini¢ao 3.5. Seja A um conjunto aberto em (0,00) x X. Um operador nao-linear
G : A — X € dito ser compacto se G é continuo, e para cada B C A tal que B é

limitado e dist(B,0A) € positiva, entio G(B) € relativamente compacto em X.
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Observacao 3.2. O operador G € bem definido em

A ={(7,v) € (0,00) x X;7|¢lloc <1},

uma vez que este conjunto coincide com o conjunto A dado mais acima, o que justifica a

mesma notacao.

Além disso, A é um conjunto aberto que contém (A;',0). E facil ver que G é

compacto em cada m, onde
Unpr = {(7,0) € (0,00) x X;[[v]|oc < M, AT <y e 1= 9]|du]|oc > p} € Unpur C A.
Usando as notagoes acima, vemos que (A, u) resolve (P) se, e somente se,
Lou + ¢y (z)u = M,

ou equivalentemente, u = F(v,u) = yLou + G(7,u), onde v = A~ 1.
Em seguida vamos aplicar o Teorema 29.1 em Deimiling [30], que é uma versao do

bem conhecido Teorema Global de Bifurcac¢ao devido a Rabinowitz [51].

Teorema 3.6 (Bifurcacao Global). Seja X um espa¢o de Banach, U C R x X uma
vizinhan¢a de (7,0), G : U — X completamente continuo e G(v,u) = o(||u||x) com
u — 0, uniformemente em vy, em compactos de R. Seja T € L(X) compacto e vy um

valor caracteristico de multiplicidade algébrica impar, F(v,u) =u —~yTu+ G(v,u) e

Y ={(v,u) € U; F(v,u) = 0,u # 0}.

Entao o componente C' = C, de 3, contendo (7o,0) tem pelo menos uma das sequintes

propriedades:
(i) CNoU # 0.

(ii) C contém um numero impar de zeros triviais (7;,0) # (70,0), onde v; € um valor

caracteristico de T de multiplicidade algébrica impar.

3.2 Provas dos Teoremas 3.2 e 3.3

Do Capitulo 1, sabemos que existe uma primeira autofungao positiva ¢; associada
a A1. Do teorema da bifurcacao, existe uma componente conexa fechada C' = C -1 de
solugdes para (P) que satisfaz (i) ou (ii). Afirmamos que (ii) ndo ocorre. Para mostrar

esta afirmacao, precisamos do lema abaixo:

Lema 3.1. Eziste § > 0 tal que, se (y,u) € C com |y — A\ |+ ||ul|lso < & e u # 0, entdo
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u tem sinal definido, isto ¢€,
u(z) > 0,Vz € Q ou u(z) < 0,Vx € Q.

Demonstracdo. Caso contrério, existe v, — A;' e u, — 0 tal que u, muda de sinal.
Assim, ¢é suficiente mostrar que para quaisquer duas sequéncias (u,) C X e v, — A['
com

Unp, 7é 07 HunHoo —0e Up = F('Vnaun) = ’}/nLOUn + G(f)/naun)a

u, tem sinal definido para n suficientemente grande.

Tomando w, = #—, temos que (w,) C X e
G(Yn, Un
Wy = P)/nLOwn + W = ’}/nLOwn + On(1)7

onde temos usado G na ultima igualdade. Da compacidade do operador Ly podemos

assumir que (Low,,) é convergente para alguma subsequéncia. Entao,
w, — w em X,
para algum w € X com ||w||« = 1. Deste modo,
w = A\ Low,

ou equivalentemente,

Low = Aw em €.

Deste modo, w # 0 é uma autofuncao associada com \;, e pelo Corolario 1.5,
w(x) > 0,Vr € Q ou w(r) < 0,Vr € Q.

Na sequéncia, sem perda de generalidade, assumimos que w é positivo em Q. Como w
é o limite uniforme de (w,) em X, devemos ter w, > 0 para todo z € Q e n grande o
suficiente. Como u,, € w, tem o mesmo sinal, u, também é positivo, que é a conclusao
desejada. O

Observacgao 3.3. E fdcil checar que (v,u) € ¥ se, e somente se, (77, —u) estd também

em Y. Basta ver que F(v,—u) = —F(y,u). Portanto, considerando os conjuntos

Ct ={(y,u) € C:u(z) >0,¥r € Q}U{(N\{',0)}

C™ ={(v,u) € C:u(z) <0,V € Q} U{(\',0)},
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temos
C=CtucC. (3.1)

Além disso, C~ = {(y,u) € C;(y,—u) € CT} e CtN O~ = {(\[1,0)}.

De fato, fixando
C* = {(v,u) € C;u™ # 0}

isto é, C* é o subconjunto de C' das funcoes que mudam o sinal. Como
C=CctuC-ucCH,

deduzimos que para provar (3.1) é suficiente mostrar que C* = (). Supondo por con-
tradicdo que CF # (), sabemos que C' é um conjunto conexo em (0,00) x X e CTUC™ é
um conjunto fechado nao-vazio.

De fato, o limite (A, u) de uma sequéncia (A, u,) em Ct U C~, com u, # 0 para
n suficientemente grande é tal que u > 0 em Q ou u < 0 em 2. Se u # 0, sendo (A, u)
solugao do problema, temos que u > 0 em © ou u < 0 em Q (ver pardgrafo mais abaixo),
donde (\,u) € C*UC™, eseu =0, entdo (A, u) = (A\;',0) € CF UC~ (ver Observacio
3.4 abaixo), o que mostra que C* U C~ é um conjunto fechado.

Como (CTUC~)NC* =0, devemos ter

(CTUCT)NCEA£D.

Portanto, existe uma solugio (v,u) € C e sequéncias (v, u,) C CTUC™ e (s, w,) C C*
tal que
Vny Sn —> v em R u, — v em X e w, — u em X.

Consequentemente u > 0 em Q ou v < 0 em Q e u # 0. Sem perda de generalidade,
suponha que u > 0 em . Como (v, u) verifica u = yLou-+G(7y,u), Lou > 0e G(y,u) > 0,
segue que v > 0 em Q. Portanto, w, é positivo para n suficientemente grande, obtendo

uma contradicdo. Deste modo, C* # §), finalizando a prova de (3.1).

Observacao 3.4. O Lema 1.9 mostra que o componente conexo saindo de (A,0) ndo

tem pontos de acumulagdo da forma (A, 0) com A > A;.

De fato, caso contrario, existiriam sequéncias v, — A e u, — 0, com (V,, u,) €
C, Vn € N. Portanto, ||¢y,||cc — 0, donde A\, — ¢, () —> A, assim, para n suficiente-
mente grande, terfamos A, — ¢y, () > A1 que pelo Lema 1.9, (\,, u,) ndo pode pertencer
a esta componente, o que é um absurdo.

Agora, consideramos U C A como na Observacao 3.1, isto é, U = Uy , . Entao,

Lema 3.2.
CTNnouU #10.
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Demonstragao. Suponha por contradicao que Ct N AU = () (pela simetria de X, temos
também C~ NOU = ). Entdo, do Teorema Global da bifurcacio, existe (7,0) € C' C X,
onde ¥ # A;' e 4 é um valor caracteristico de Ly com multiplicidade algébrica fmpar.

Dai, existe (u,) C X e v, — 7, tal que
Up, > 0,un 7 0, [|tun]|oo — 0 € up = F (Y, up).

Assim, Lou, = (A, — ¢y, (2))uy € ¢y, (x) — 0 em Q, onde \, =~ 1. Além disso, temos

que

Ap — G, (2) — 771 > A

donde, segue que
An — ¢u, (x) > A1 para todo n suficientemente grande,

e pelo Lema 1.9, (\,, u,) ndo pertence a C' para n suficientemente grande, isto é, (¥,0)

nao pode pertencer a esta componente, o que é um absurdo. O

O préximo resultado estabelece mais algumas propriedades das solucoes positivas
de (P).

Lema 3.3. Se (v,u) € uma solu¢io de u = F(y,u) = vLou + G(7,u) com u >0 em ,
entao temos
Y¢u(z) < 1 para todos x € Q,

isto €, (y,u) € A= {(y,v) € (0,00) X X;79||¢||oc < 1}. Isso também afirma que CT C A.

Semelhantemente, € fdacil mostrar que C~ C A.
Demonstracao. Note que, u = F(v,u) = yLou + G(v,u) é equivalente a Lou + ¢, (x)u =
Au, onde ¥ = A\~ e como u > 0 em (), entao
0 < Lou = (A — ¢u(2))u,
isso implica
A — ¢y(x) > 0, para todo x € Q.

Portanto, A™'¢,(x) < 1 para todo = € Q) e daf
Y¢u(z) < 1, para todo z € Q,

isto é, (y,u) € A. =

Como €2 é um compacto, podemos cobri-lo com um ntmero finito de bolas centradas

em alguns pontos de Q e raio 7 > 0, isto é, existem 1, ..., z,, € Q e m € N tal que

a =By, n0),
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onde r > 0 foi dado na hipétese (Q5). O inteiro m aparecerd no préximo lema.

Lema 3.4. Seja A > 0 e suponha que (A, u) € tal que Lou + ¢,(x)u = Au para algum
1

A € (0,A]. Entdo ||ul|, < (Z2)7, isto € u € uniformemente limitado em LP(S2).

Demonstragdo. Pela cobertura acima, considere E; = QN B, (z;), da
o [ Py < [ Qapluw)Pdy < o),
E; E;
do Lema 3.3,
7 [ )Py <0
E;

Entdo, notando que Q = (Jj_, Ej, temos

0/ lu(y)|Pdy < mA,
Q

A\ 7
isto 6, ||ul], < (m—> . O
o
Corolario 3.7. Sob a condigio (Q2), ¢u(x) > ol|v|[B, para todo v € X, z € Q.

Prova do Teorema 3.2.

Demonstrag¢ao. Se u é uma solugao positiva de Lou + ¢, (x)u = Au para algum A, entao
A — ¢y(x) > A para todo x € Q. De fato, seja z, € Q tal que ¢,(z.) < ¢,(z) para todo
r € Q. Do Lema 1.7 temos ||\ — ¢u||sc > A1, por isso

A — du(Ty) > Ay,
ou equivalentemente, A — Ay > ¢, (z,). Além disso, do Corolario 3.7
A= A1 > Gu(ws) > of[ul]p. (3.2)

Por outro lado,
A= du(T) = A = 0u() + Pu(s) — Puls)

Além disso, de (3.2) temos

(A=)

o

|Gu() = dulz)] < /Q |Q(x, y) = Qz, y)|July)[Pdy < [Q] [[ully < Q] (3.4)
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A
Note que, se \; < A < A\ + ﬁ — €, para algum € > 0 fixado e pequeno, temos 0 <
A
A=A < [%Q(]j — €. Deste modo, de (3.3) e (3.4), segue que
A—A €
/\—gbu(x)>)\1—[Q]( - D [Ci] ,

e entao,

A= ¢u(x) > @ > (0 para todo x € Q.
o

Portanto, com o estudo acima, obtemos que para cada ¢ > 0, existe p > 0 (p = [Q] eo™!)

A
tal que A — ||pu]|oo > p, para todo A € ()\1, A+ ﬁ — 61. Além disso, temos

[Lou(@)| _ [Lou(@)] _ [[K|ly
< < " lullp,

MOl T S,

para todo x € €,

onde temos usado a Desigualdade de Holder na iltima desigualdade e z% + % = 1. Do
Lema 3.4, ||u||, é limitada, entdo existe M > 0 tal que ||u||o < M.

Reunindo todas as informacoes acima, para € > 0 fixo, e considerando A = A\ +
%}’ — € achamos p > 0 e M > 0 tal que, para U = U, 2 5y temos CtNoU # (), entao
temos (7, u) € CT e umas das seguintes condigoes ocorre: A — ||¢y||oc = § oU [|uf|oc = 2M
ou A = A. Mas temos visto que, sob as condi¢oes acima, A — ||¢u||cc > p € |Jullec < M,
isto é, devemos ter A = A e a componente conexa Ct cruza o hiperplano {A\} x X para
todo A € (A1, A]. Completando a prova do Teorema 3.2.

]

Agora estudaremos a bifurcagao para todo A > \;. Da mesma forma, como na
ultima prova, queremos encontrar um nimero positivo p > 0 tal que, qualquer que seja o
nidmero A > Ay, se u é uma solugdo positiva de Lou+ ¢, (z)u = Au para algum A € (A, A],

entdo A — ||¢u||lo > p. Para obter este nimero, precisamos de mais informagoes sobre Q)

ep.

Lema 3.5. Suponha p > 0 e (Q)) — (Q3) valem. FEntao existem p > 0 e M > 0 tal
que A — ||0ulloo = p e ||ulloo < M para todo (A, u) tal que Lou + ¢y(x)u = Au, u > 0 e
Ae (M, AL

Demonstracao. Para comecar, vamos provar primeiro a existéncia de p, depois mostramos
a existéncia de M. Se ndo houver p, entao podemos encontrar uma sequéncia (A, u,) tal
que Lo, + ¢u, (2)un = Nyt uy > 0, N, € (A, A], com N\, — A € (Ay, A] para algum A
e 0 <Xy = ||Gu,l|oe < %, ou seja, ||y, ||« — A. Em seguida, dividimos em dois casos o
nosso estudo, a saber p > 1 e p € (0,1].

Caso 1: p > 1. Pelo Lema 3.4, (u,) é uma sequéncia limitada em LP(2) e como

p > 1, existe alguma subsequéncia de (u,), ainda denotada da mesma forma, tal que
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u, — u em LP(Q). Como Ly é um operador linear compacto, da Proposigdo A.10 (a)
segue que Lou, — Lou em X, e como ¢ é compacta, temos que (¢,, ) é uniformemente
convergente, digamos ¢,, —> v em X. A seguir, vamos mostrar que ¢,, — ¢, em X,
contudo, como ¢ nao é linear, o argumento acima nao funciona e precisamos usar outros
argumentos. Do limite ¢,, — v em X, sabemos que ¢,, () — v(z),Vz € Q. Agora,
como A, — ¢y, (x) > 0, temos A —v(x) > 0. Passando ao limite no sentido fraco em LP(2)
em Lou, + ¢y, (T)u, = Ayu,, temos o seguinte:

Como u,, — u em LP(Q), Yw € L” (Q), com ]% + 1% = 1, temos

/unwdx —>/uwdx.
Q Q

Semelhantemente,

/wLoundx:/unLowdx—>/uL0wdx:/wLoudx.
Q Q Q Q

Além disso, [, ¢u, (¥)upwdz = [, up(¢u, (x)w)de — [, uv(z)wdz. Sendo, vejamos:

Usando o fato que ¢, w — vw em X, temos

/Q (. ()0 — / w(2)wdx

Q

/Q (. (2)0)dr — /Q wo(x)wds + /Q b (x)wdz — /Q wn, () wdz
/QU(%,L(JI)?U—U(JJ)W)dI

<

n \ [ et~ ujds

/ﬂ w(ty, — u)dx

+ K — 0.

S ||¢Unw - Uw“OO '/ de
Q

Portanto, fazendo n — oo em

/wLoundx+/qbun(x)unwdx:)\n/unwdx
Q Q Q

/wLoudx—i-/v(:E)uwdm:/\/uwda:,
Q Q Q

/ w(Lou + v(x) — Mu)dr = 0,Yw € LP (Q),
0

temos que

ou equivalentemente,

e pelo Teorema de D’Bois-Reymond, temos que

Lou = (A —v(x))u q.s. em €.
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Em seguida consideramos os casos u = 0 e u # 0, e em ambos 0s casos chegaremos a uma
contradicao. Isso prova a existéncia de p.
O caso u = 0: Neste caso, u,, — 0 em LP(Q2), e como u,, > 0, temos para w = 1,

onde claramente w € L¥ (Q), segue que

]|unH1:/und:€:/wundaz—>0,
Q 0

donde u,, — 0 em L*(Q) e portanto Lou,, — 0 em X. Isso produz u, — 0 em LP(Q).
De fato, por (Q3),

An > O, (T0) > by, () + a(a:)||un||£ para todo x € €,
portanto,
An = Gu, (1) > a(x)||un|[b, para todo z € Q. (3.5)

Deste, segue que

fwwrer= [ 5285 o= ey s

([rmwra)” <t [ L

Passando ao limite, e usando o fato que ||Louy|lec — 0, encontramos ||u,||, — 0.

que implica

Portanto, u, — 0 em LP(Q). Por isso, ¢,, — 0 em X, que contradiz ||y, ||cc —> A
O caso u # 0: Sabemos que Lou = (A—v(z))uedo Lema 1.8, u > 0e A—v(z) > 0

em Q. Fazendo v, = u, — u, temos:
(i) v, = 0;
(il) Lovn = (Ay — u,, (2))un — (A — v(z))u, que implica em

Lovy = (A = v(2))(un — u) + [An = A+ 0(2) = @, (7)] up

Portanto,
Lotn | D= A+ 0(@) = 64, (x)]
(A —v(z)) (v(z) = A)

Ora, v, — 0 em LP(Q2). De fato,

Uy, = Uy,

LOUTL

(A —v(x))

—— 0 uniformemente em

A — A+ v(z) — by, (v)] — 0 uniformemente em €,
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donde, lembrando que (u,) é limitada em LP(£2), tem-se

J

e sendo v, = u, — u, segue que u, — w em LP({2). Portanto, ¢,, —> ¢, em X,
|G [loo — ||Pulloo € como A, — @, (z) > 0,Vn € N, temos que A — ¢, (x) > 0 para todo

An = A+ 0(2) — du, (2) |7
A —v(x)

||)\n_A+U_¢Un

)P dr <

B 1w
[

7 € Q. Entdao A — ||¢u]|e > 0, que contradiz ||¢y, ||cc — A. Isso prova a existéncia de p.

Agora, vamos provar a existéncia de M. Note que

L L K
|U(ZL‘)|< | O’U,(l')| Sl Ou(x)l < H HqHqu,

< < para todo = € Q,
A — du() p

onde temos usado a desigualdade de Holder na ultima desigualdade, com % + }D = 1. Do
Lema 3.4, ||u||, é limitada, entao existe um M > 0 tal que ||u|| < M.

Caso 2: p € (0,1]. Como no primeiro caso, podemos assumir que u?. /— 0 em
L'(2), pois caso contrario, teremos ¢,, — 0 em X, que contradiz o limite ||@y, ||co —
A > 0. Em seguida, como (u?) ¢ limitado em L!(Q), para alguma subsequéncia, podemos
assumir que u?2 — p em M(Q), para algum p € M(), onde M(Q) denota o espago
das medidas finitas positivas em (). Deste modo,

/gbuﬁdm —)/gbd,u,qu € X,
o) Q

e dai

Pu, () = /QQ(%?J)UZOZZ/ — /QQ(:C,y)du = v(x),Vo € Q.

Como u € M(), um simples calculo dd v € X e v(z) > 0 para todo x € . Usando o

fato que

A — Gu, (1) > a(x) / ubdz, (3.6)

Q
tomando o limite de n — oo, temos

A —v(z) > alx)W,Vz € Q,

onde W = fﬂ dp > 0. Aqui sabemos que W > 0, porque supomos u?, #— 0 em L'(Q).
Como a é uma fungao nao-negativa e a=! € L'(2), temos que o conjunto O = {z €

2 a(r) = 0} tem medida nula, assim
A—v(z) >0qs. em Q.

Afirmagao 3.8. A sequéncia (u,) € limitada em L'(Q).
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. . Unp
De fato, assumimos por contradigao que ||u,||; — oo e tome w,, = ———. Usando

[[un] ]2
o fato que (A, u,) é uma solugao de (P), temos

LOwn + ¢unwn = )\nwna

e dai,
L0wn

T A — bu,

Como (w,,) é limitada em L!(Q), para alguma subsequéncia, temos que Low, — w, em

Wn

X, consequentemente

w,(x)

A —ov(x)

wy(x) — = w(z) q.s. em Q.

Da defini¢do de w, vemos que w € C(Q\O) e w(z) > 0 q.s. em Q. Além disso, temos

também

L n|joo
()] < %

mas A, — ¢, () > a(z) [yubds e que [, |u,[Pdz > T para n suficientemente grande.

Donde, A, — ¢y, (z) > a(x)', para n suficientemente grande. Portanto,

2||L —
|w,,(z)] < % q.s. em €.

Como a~! € LY(Q), as informagoes acima garantem, pelo Teorema da Convergéncia Do-
minada de Lebesgue, que
w, — w em L'(€),

entdo ||w||; = 1. Por outro lado, também temos que

Unp,

LO <u—n) + wan(m)wn - /\nﬁa
|| [7

[
donde ¢, w, — 0 em L'(Q). Como w, — w em L'(Q), temos o seguinte:
(i) ¢uw, — ¢ uniformemente em Q;
(ii) w, — w q.s. em Q.

Que implicam em: ¢,, (z)w,(r) — ¢y (x)w(z) g.s. em . Dai, pelo Lema de Fatou’s

0< / Ppwdr < lim inf/ Dw,, Wpdx = 0.
Q Q

Assim,

/Q/QQ(”%?/)wp(y)wz(x)dxdy —0.
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De (Q2) temos que w = 0, que é um absurdo. Isso prova que (u,) ¢ limitada em L'().
Dai, existe uma subsequéncia, ainda denotada da mesma forma, tal que u,, — u em
LY(Q2), portanto Lou,, — Lou € ¢, — ¢, em X, pois sio ambos operadores compactos.
Fazendo n — oo em

Lou, = (A — @u, )tin,

segue que
Lou = (A — ¢y)u.

Assim, A\ — ¢, (z) > 0,Vz € Q, portanto A\ — ||pu||l.c > 0. Esta contradicio encerra a

prova. 0
Prova do Teorema 3.3

Demonstracao. Reunindo todas as informagoes acima, para todo A > \;, encontramos
p>0eM >0 tal que para U = Uy s o5 temos CTNOU # (), portanto temos (A, u) € CF
e umas das seguintes condigoes ocorre: A—||¢y|oc = 5, [[tt||oc = 2M ou A = A. Mas temos
visto que, sob as condigbes acima, A — [|dy]leo > p € |Ju||le < M, isto é, a componente
conexa C'T cruza o hiperplano {A} x X, para todo A > \;.
Para completar a prova, vamos mostrar a inexisténcia de solucao para A < A;.
De fato, suponha que (\,u) satisfaz u > 0, A > 0 e Lou + ¢,u = Au. Entdo, para todo
v e L*(Q),
(Lou, v) + (pyu,v) = A (u,v) .

Tomando v = ¢4, a autofuncao associada a Ay, temos
(Lou, 1) + (utt, 1) = A(u, 1) -
Como Ly é simétrico em L?(2), segue que
A1 {1, u) + (Puu, p1) = Au, ¢1) .
Usando o fato de que {¢p,u, p1) > 0, temos
A1 {1, u) < Ap1,u)

isto é,
(A1 — ) / prudr < 0,
Q

mostrando que \; < A. O
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3.3 Prova do Teorema 3.4.

Nesta segao, fixamos A > A; e mostramos que o Problema (P) tem uma solugao
positiva que sera um limite uniforme de solu¢oes dadas pelo Teorema 3.3.

Primeiro, considere 0 < € < ¢y = % e defina

QE(xay) = Q(Ivy)(2 - CLE(JI))

onde
|z — o, se |z — x| <1,
ac(z) =
1, se |z —xo| > 1.
Note que, 2Q(z,y) > Q.(z,y) > Q(z,y) > 0 para todo x,y € Q e Q.(x,y) > o quando
|z —y| < r, e dal, Q. verifica (Q2). Além disso, Q.(xo,y) — Qc(z,y) = 2Q(x0,y) —
Q(Z‘,y)(? - ae(x)) Z QQ(ZL‘,y) - Q($, y)(2 - a€($)), isto év

Qe(w0,y) = Qe(2,y) = Q(, y)ac(r) = SQc(x, y)ac(r), Ve, y € Q. (3.7)

N | —

Relacionado & a, temos: 0 < a.(z) < 1 para todo z € Q. Além disso, a_-! € L(f2), onde
g = max{1,p}. De fato,

/ CLE((L’)_pd.Z‘ = / dz +/ |ZE - l’ol_pedl’ S |Q| +/ |I - $0|_€pdl’.
Q Q\Bl(xo) QﬂBl(aﬁo) Bl(xo)

Assim,

/ ac(x)Pdr < 00 <= |z — x| Pdr < oo.
Q Bi(zo)

Dai, fazendo uma mudancga de variavel, temos

1 ! N—1—ep TN_Ep 1 : N
—dr=wy [ T dr = wy ;<00 <= N —ep>0, ie €< —,
<1 ||P 0 N —ep P

onde wy = [,_, ds. Portanto, a;* € L1(Q) para 0 < € < =

Consideraremos a seguinte familia de problemas auxiliares:
Lou + ¢, (z)u = Au, em €, (P.)

onde ¢ (z) = [, Qc(x, y)|u(y)Pdy.

Lema 3.6. Suponha que (Q)) e (Q4) valem e fize € > 0. Entdo, se (A, u) é uma solug¢ao
positiva de (P.) com A > Ay e u > 0, temos

A — @5 (z) > Oac(z), para todo x € S, (3.8)

onde § = min{3, A — A }.
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Demonstracao. Note que (Q%), (Q4) e (3.7) implicam em ¢S, (z) > ¢S, (z), para todo z €

A= 6i0) 2 6 o0) = 0(0) 2 ala) [ Qeplu)Pdy > Ga)difa). (39)

Portanto, se ¢¢(x) < A, temos A — ¢S (x) > A — A1 > (A — Ap)ac(x). Por outro lado, se
¢ (x) > A1, de (3.7) temos A — ¢S, (z) > 2Lac(z). Enfim, como § = min{2L, X — \;}, temos
que

A — @5 (z) > Oac(x), para todo z € .

]

Como uma consequéncia do Lema 3.6, vemos que a mesma conclusao do Lema 3.5

vale para o problema auxiliar (7).

Lema 3.7. Suponha que 0 < € < €y € fixo, p > 0, (Q%) e (Q4) valem. Entao eziste p > 0
e M > 0 tal que A — ||¢S]|c = p € ||ulloe < M para todo (A, u) satisfazendo (P.), com
u>0eXe (A, Al

Demonstracdo. Procedemos exatamente como na prova do Lema 3.5. Aqui substituimos

(3.5) por (3.8) no caso p > 1, e substituimos (3.6) por (3.8) para o caso p < 1. O

Usando o Lema 3.7 e seguindo todas as etapas na prova do Teorema 3.3, para
qualquer € € (0, ¢ fixado, temos uma componente conexa CI associada & equagao de

bifurcacao (F,), que cruza os hiperplanos {A\} x X para todo A > ;.

Observacao 3.5. Retomamos esta ultima obervacao como seque: para qualquer X > A\

e qualquer € € (0, €] temos um u € X positivo satisfazendo (P.).

Agora estamos prontos para provar o Teorema 3.4.

Prova do Teorema 3.4.

Demonstracao. Fixe A > A\ novamente e considere as funcgoes g, : 2 — R definidas por
o) = [ Qe ()l
Q

onde u,, é dada pela Observacao 3.4, com € = %, que verifica Lo, + gn(2)u, = Au,. A
prova consiste em provar que o problema (P) tem uma solu¢ao que é um limite de uma
sequéncia de wu,, quando n vai para o infinito.

Sabemos, pelo Lema 3.4, que ||uy,||, é limitado e g, é limitado em L>(2). Além
disso, g, é uniformemente convergente, a menos de subsequéncia, em partes compactas de
Q\{z0}. De fato, como g,(x) = 2¢,, () — a1 (x)¢,, (z) e sendo (u,) limitada em LP(£),
temos que existe uma subsequéncia de (u,), f:inda denotada da mesma forma, tal que ¢,
converge uniformemente, e como a 1 converge uniformemente para a fungao identicamente

igual a 1, quando |x — 2| > €, para qualquer € > 0, temos o resultado.
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Em seguida, dividimos em dois casos o nosso estudo, a saber, p > 1 e p € (0,1].

Caso 1: p > 1. Pelo Lema 3.4, (u,) é uma sequéncia limitada em LP({2), e como
p > 1, existe alguma subsequéncia de (u,,), ainda denotada da mesma forma, tal que wu,, —
u em LP(Q2). Como na prova do Teorema 3.3, Lyu,, converge para Lou uniformemente em
Q2. Denotamos por v o limite uniforme de g, nas partes compactas de Q\{zo}. Vamos

mostrar que u,, converge para u em LP({2). Do Lema 3.6 temos para R < 1,

A — gn(x) > 0Oar(z) > ORw, para z € O\ Bg(70),

1
n

isto é, A—g, () converge uniformemente para A—v(z) em Q\ Bg(xo) que implica A—v(z) >
6 em Q\Bg(0), por isso

= —Loun(:v) —LOU(x) uniformemente em Q T
up(z) = N () — N o) f t O\ Br(zo). (3.10)

Além disso, v(z) < A para x # xg. Agora, na vizinhanga de xg, temos

Lou, P Lou,||P 1
Br(ao) Br(ro) LA — 9n(Y) 0" Jpen 5 W)
Agora, temos que
1 1
/ dy = / 7y
Ba(z) 01 (Y)” ly—zo|<R |Y — To|"

dx R pN-1
= —F = WN ——dr
el<r || o Tn

_p _p

f N-1-Z wyrNTn g RN

= Wy T ndr:—|o = wWN——
. _

onde wy = f| ds

s|l=1"""
Dai, temos
|| Lot |[P wy RN~ =
un(y)Pdy < = (3.11)
/BR(IO) or(N — 2)
Portanto,
lim sup/ lun (y)|Pdy < CRY, (3.12)
Br(zo)

onde C' é uma constante.

Note que,

/ [t — Uy |Pdx = / |t — U |Pdx + / |t — Uy, |Pdx.
Q Br(zo) Br(zo)*
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Mas, de (3.10), sabemos que fBR(mo)C Uy, — Uy [Pdz — 0, com n, m — 0o, e como

/ [ty — U [Pdx < 27’/ |un,|Pdx + 2”/ |t |Pdx,
Br(zo) Br(zo) Br(zo)

por (3.12), dado € > 0, podemos tomar R suficientemente pequeno, tal que

27”/ |un |[Pdx + 2p/ |um|Pdx < €, para n,m suficientemente grandes.
Br(zo) Bpr(=o)

Logo, (u,) é uma sequéncia de Cauchy em LP(€)), e portanto, convergente. Além disso,
como convergéncia forte implica convergéncia fraca, pela unicidade do limite fraco, u,, —
uem LP(2).

Agora, afirmamos que g, converge para ¢, em €. De fato, como (u,) converge
em LP(2), passando & uma subsequéncia, se necessério, (u,) é dominada por uma fungao
h € LP(Q)), pois u, — u q.s. em €, e dai

Q1 (z,y)un(y)” < 2[|Q]|sh(y)?,

1
n

ou seja, para cada x fixo, a sequéncia de fungoes Q1 (z,y)u,(y)? é dominada por uma
n

funcao em L'(Q2), e para cada z fixo, fazendo n — oo, temos

Q1(z, y)ua(y)’ — Qz,y)u(y)’, q.s. em Q.

Pelo Teorema da convergéncia dominada temos que g,(x) — ¢,(z), para todo x € €.
Como gn(x) < A, temos ¢,(z) < A. Passando ao limite no sentido fraco em LP(£2) em

Louy, + gn(x)u, = Au,, obtemos
Lou = (A — ¢y(x))u q.s. em €.

Em seguida, vamos considerar os casos u =0 e u # 0.

O caso u = 0: Nao podemos ter u = 0, porque g,(z) < 2[|Q|[o||un|[5, € assim gy,
converge uniformemente para 0 em €2, que contradiz o Lema 1.9, pois teriamos \— g, (z) >
A\ em €, para n suficientemente grande.

O caso u # 0: Do Lema 1.8, u > 0 e A — v(z) > 0 em Q. Por outro lado,
argumentando como acima, u, — u em LP(Q). Por isso, g, — ¢, em X, ||gn||lcc —
|dulloo € A — du(x) > 0, para todo x € Q. Entdao u é uma solugdo positiva procurada.

Caso 2: p € (0,1]: Como no primeiro caso, podemos assumir que uf #— 0 em
L'(©2). Em seguida, como (u?) ¢ limitado em L'(f2), para alguma subsequéncia, podemos
assumir que u? — p em M(Q) para algum p € M(Q), onde M(Q2) denota o espago das
medidas positivas finitas em 2. Deste modo,

[ ourdy—> [ oduvo € X,
Q Q
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e dai,
@) = [ Qulewyutdy — [ Qayidn = vla). v <
Q Q

De fato, sabemos que

/Qle(x,y)UQdy—/Q Q(%y)dMZ[)(Q;(w7y)—Q(x,y))UQdy+ {AQ(m,y)UQdy—[ZQ(x,y)du]-

Notando que z estd fixo e que Q(z,.) € X, da convergéncia em M((QQ), temos

/Q(I,y)%dy - / Qz,y)dp — 0.
Q Q
Além disso, como Q.(z,y) — Q(x,y) = Q(z,y)(1 — | — 0|%), se |z — x| > R, entao

|Qe(x7y> - Q(x’yﬂ < ||QHOO(1 - RE)

Logo, lir% Qc(z,y) = Q(z,y), uniformemente em €, lembrando que z estd fixo. Dai,
€—>

fazendo n — oo, tem-se

[(@u0) — Qwuay <110 () — Qe [ atdy —0,
0 Q
pois ([, ubdy) ¢ limitada.
Como u € M(Q), um simples calculo d4 v € X e v(x) > 0 para todo x € Q.
Usando o fato que
An = gn(x) = Bas(z), para x # o,

1
n

donde, fazendo n — 0o, temos
A—v(z) >0 >0,Ve e Q\{x}.

Por isso, A — v(z) > 6 > 0, q.s. em Q.

Afirmagao 3.9. A sequéncia (u,) € limitada em L'(2).

Un

De fato, assumimos, por contradigao, que ||u,||; — oo e tomamos w, = Ty
n

Usando o fato que (A, u,,) é uma solucao de (P1), temos
LOwn + gn<x>wn = )\wna

e dai,
Lown

N An — gn(l’)

Como (w,,) é limitado em L!(Q), para alguma subsequéncia, temos que Low,, — w, em

Wn,
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X, consequentemente,

wy ()

A —v(x)

Da definicdo de w, vemos que w € X e w(x) > 0 q.s. em 2. Além disso, temos

Wy () — = w(z) q.s. em .

2||L n||oo s
wy(z) < M, q.s. em ).

As informagoes acima garantem, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
que
w, — w em L'(£2),

entdo ||w||; = 1. Por outro lado, também temos que
u 1 u
Lo (=t ) + k0w, = A,
e 7 T B
onde

inta) = [ @ula ()P

1 1 _
Entao ¢, w, — 0 em L'(Q), e dai, notando que ¢4, w, — ¢p,w q.s. em £, uma vez
1

que ¢, — ¢, em X, temos pelo Lema de Fatou

0< / Ppwdr < lim inf/ gbinwndx =0,
Q Q

donde,
/Q / Q(z, y)u (y)w?(x)dady = 0.

De (Q}) temos que w = 0, 0 que é um absurdo. Isso prova que (u,,) é limitado em L'(2).
Argumentando como acima, substituindo w,, por u,, podemos provar que u,, — u em

L'(Q), e o resultado segue repetindo os mesmos argumentos no Caso 1. O

Comentarios finais: Esperamos que os resultados da bifurcacao deste capitulo,
permanecam vélidos para condigoes mais fracas em (), sem hipéteses (Q3) e (Q4), por
exemplo.

Para finalizar este capitulo, gostariamos de observar que o mesmo resultado desta

segao ¢ vélido sob a condigao (QY):

(@) Existe uma decomposicao @ = U;n:l E;, vy € Ey,x9 € Ey,...,z, € E, tal que
Q(zj,y) > Q(z,y), para todos x € E;,y € (.

E possivel verificar se considerarmos @), substituindo a, por a.(x) = a1(z)age....am(x),
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onde

( ) ’x_'rj|€7 se |x_x]|§17
aje(z) =
” 1, se |z —x;| > 1,

entao a prova funciona com os seguintes ajustes. A convergéncia uniforme de g, é nas

partes compactas de ﬁ\{xl, ey Zm }. No Caso 1, p > 1, u,, converge uniformemente em

Q\ U Bgr(xj), para R > 0 pequeno,

j=1

e para qualquer j = 1,2, ...m,

Loun(y) g
w(wPdy = [ [— dy
/BR(CEj) BR(LL‘]') A - gn(y)

p
B g
o» Br(z;) a%(y)p

[| Lot [ wn RN

- (N =3)

A prova segue como na prova do Teorema 3.4.



Capitulo 4

Um resultado do tipo
Ambroseti-Prodi para equacoes
integrais envolvendo o operador de

dispersao

Neste capitulo estudamos a existéncia de solugoes para a seguinte equagao
Lou = f(x,u) + g(x), em €, (P)

onde Q C RY, N > 1, é um domifnio limitado, g € X, f : @ x R — R é uma funcao
que verifica algumas hipdteses que serao detalhadas abaixo, e Ly : X — X é o operador
integral, definido como anteriormente.

No presente capitulo, nosso principal objetivo é mostrar a existéncia de um resul-
tado do tipo Ambroseti-Prodi para o problema (P). Isto é, problemas do tipo Ambroseti-
Prodi sao caracterizadas pela determinacao de fungoes g para as quais a equagao (P) tem
solugdo ou nao, e em caso afirmativo, o nimero minimo (ou, se possivel, nimero exato)
de solugoes.

Observe que o problema (P) pode ser escrito como segue
Lou = f(z,u) +tp1 + ¢g1(x) em Q, (P);

onde g € X é decomposto como g(z) = to1(z) + g1(z), © € 2, onde ¢ é uma autofuncao
positiva normalizada associada ao autovalor principal A\ de Ly, e g1 € {gbl}l, isto é,
Jo 91(z)¢1(x)dx = 0.

Portanto, este capitulo estda organizado metodicamente como indicamos a seguir:
Na Secdo 4.1 supondo que f : Q2 x R — R é uma funcéo localmente Lipschitz e crescente

com respeito a variavel ¢t € R tal que:

(f1) Existe A > ||k||oc € C > 0 tal que f(z,s) > As — C para todo s > 0 e para todo
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x € Q, onde k(z) = [, K(z,y)dy.

Com estas hipdteses encontramos um nimero m > 0 em que o problema (P); nao tem

solucao positiva se t > m. Em adigao, se assumirmos que f também verifica

(f2) Existe um nimero 0 < a < A; tal que lim f(z,s)

S——00 S

= a, para todo = € Q,

encontramos um numero m > 0 tal que o problema (P); ndo tem solugdo (positiva,

negativa ou que muda de sinal) se t > m.

> ||k||s também satisfaz (f1).

f(z,s)

Note que todas funcoes que verificam lim inf
S$—+00

De fato, lembrando que

lim inf —f(m, )
S—00 S

=L < L=I1mM,,

onde M, = inf {@, s>nexé€ 5}. Note que a sequéncia (M,,) é crescente, e portanto
existe o limite. Como ||k||s < L, existe € > 0 suficientemente pequeno, tal que ||k||oo+€ <

L, e como lim M,, = L, existe um nq suficientemente grande, tal que ||k||s +€ < M,,, < L.
Dai,

Vo € Q,s > nyg.

Agora, para 0 < s < ng, temos
f(z,8) > (||k]le +€)s — C,Vx € Q,
para C' > 0 suficientemente grande. Basta tomar C' > 0 tao grande, tal que
f(@o, s0) = (|[Kl[oe + €)n0 — C,

onde f(xzg,s0) = inf f(x,s).

Qx[0,m0
Portanto, daé du]as desigualdades acima, segue que f(z,s) > (||k||oo+€)—C, ¥z € Q
e para todo s > 0. Tomando A = ||k|| + €, temos a condigao (f;).
Na Secao 4.2 estudamos a existéncia de uma solugao para a equacao (P); sem
condigbes de contorno. Assumindo que f satisfaz a condi¢ao (fi) mostramos a existéncia

de pelo menos uma solucao positiva. Mais precisamente temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Suponha que K satisfaz (K1), (K3), e suponha que f verifica (f1) e f €
uma func¢ao localmente Lipschitz, crescente com respeito a varidvel t € R. Entao para

todo g, € {¢1}", existe um nimero real t(gy) tal que
(i) o problema (P); ndo tem solugdo positiva, se t > t(gy);

(i1) o problema (P): tem pelo menos uma solugao positiva, se t < t(gy).
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Aqui a afirmacao de existéncia é provada pelo método de iteracao mondtona.
Na Secao 4.3 temos analisado a existéncia de uma segunda solugao para o problema
(P). A fim de obter esta segunda solugao, assumimos em f a condigao (f2) e a condigao

f(x,s)—f(x,t) S0

s—1

(f3) Para todo compacto K C R existe um niimero o > 0 tal que

para todo s,t € K e todo = € Q.

Note que toda fungdo que verifica f/(x,t) > 0, para todo x € Q, também satisfaz (fs).
De fato, seja um compacto K C R, donde o conjunto Q x K é compacto, e sendo a
fungao f/(x,t) continua, ela assume um valor minimo neste compacto, digamos o, e sendo
fi(x,t) > 0, segue que ¢ > 0. Por fim, dados s,t € K e x € €, pelo Teorema do Valor
Médio, existe um ty € K tal que

f(xvs) _f(xvt)
s—1

= ft/(.flj,to) >0

que é a condigao (f3).

Com as hipoteses acima, temos o principal resultado deste capitulo:

Teorema 4.2. Sob as hipdteses do Teorema 4.1, em adi¢ao a (f2) e (f3) temos que, para

todo g1 € {¢}", existe um nimero real t(gy) tal que

(i) o problema (P); tem pelo menos duas solugdes, set < t(g1);

(ii) o problema (P); tem pelo menos uma solugdo, se t =t(gy).

Na Secao 4.3, ja que a diferenca do problema com Lg do problema com —A é que
(—A)~! é um operador compacto, e (Lo — AI)™! nao é um compacto para qualquer A > 0
grande, com isso nao podemos usar a teoria do grau de Leray-Schauder. Diante desse
problema, faremos uso da teoria do grau para aplicagoes y— condensantes (ver Deimling,
pp.71), que é uma extensao do grau de Leray-Schauder, para uma classe maior de per-
turbagoes da identidade, definidas em termos de medidas de nao-compacidade, uma vez
que existem varios tipos interessantes de equacoes funcionais que nao podem ser tratadas
por operadores compactos, mais precisam da estrutura dessa classe maior.

Fizemos alguns comentarios no final da Secao 4.2 de que temos no maximo uma
solugdo para (P); para qualquer ¢ € R, quando f satisfaz a condi¢ao (f;) e a condigao

abaixo,
(f1) |f(x,8) — f(x,t)| < |lk||so|s — t| para todo s,t € R, uniformemente em z € .

Observacao 4.1. Um fato interessante € que podemos substituir ¢1 pela constante ¢y = 1

e considerar o problema
Lou = f(z,u) +t+ gi(x) em €, (Q)¢

ondet € R, gy € X € tal que [, g1(x)dx =0, f verifica as hipdteses (f1) — (f2) e temos

que a prova do Teorema 4.1 e do Teorema 4.2 seque de forma andloga do problema (P);.
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4.1 Nao existéncia de solucao

Nesta se¢ao, vamos provar a inexisténcia de solugao para t € R grande. Considere

o problema (P);, isto é,
Lou = f(z,u) +td1 + gi(z),x € €L

Vemos que u resolve (P) se, e somente se, u resolve (P);.

Primeiro, vamos mostrar a inexisténcia de solucao positiva.

Lema 4.1. Assuma (f1). Entdo existe m > 0, independente de g, € {gbl}L tal que, para

todo t > m, o problema (P); ndo tem solugao positiva.

Demonstra¢ao. Suponha que o problema (P); tem uma solugao positiva u, entdo Lou =

f(z,u)+to1+g1 em Q. Multiplicando a equagdo acima por ¢ e integrando em €2, obtemos

/Q¢1L0udx:/Qgslf(x,u)dert/QqD%der/qulgldx,

como gy € {¢1}" temos

/¢1Loudx:/¢1f(x,u)dx+t,
Q Q

de (f1) temos
/ o1 Loudx > A/ Prudx — C’/ Ordx +t.
Q Q Q

Como Lg é simétrica, temos

Al/qbludw2A/¢1ud$—0/¢1dx+t.
Q Q Q

Como A > ||k||s € do Lema 1.10 temos ||k|| < A1, segue que A\ — A < 0 e dai,

Portanto, a existéncia de solugao positiva u para (P); necessariamente implica que

tgm::C/<b1d:c,
Q

isto é, se t > m o problema (P); nao tem solugao. ]

Este resultado nao afirma que, para ¢ > m, o problema (P); ndo tem solugao
negativa ou nodal. Também nao afirma que para t < m, o problema (P); tem solugao

positiva.
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Agora, assumindo que f também satisfaz (f2) ainda podemos encontrar um m > 0
em que o problema (P); ndo tem solugao (positiva, negativa ou nodal) para t > m. Antes

precisamos da seguinte estimativa,

Observagao 4.2. Assuma (f1) e (f2). Entao existe um numero Cy > 0 tal que, para todo
r€e€Nee>0,

(3) f(z,s) > As—C1,VseR e f(x,s) > (a+¢€)s — C1,Vs € R.

Lema 4.2. Assuma (f1) e (f2). Entao, existe um nimero real m > 0, independente de
g € {(;31}L tal que, para todo t > m, o problema (P); nao tem solugdo (positiva, negativa

ou nodal).

Demonstragao. Similarmente ao Lema 4.1, usando (3) temos

t< (A —A) / oudr + Cy / ordr < Oy / ¢rdx, se /ucbld:c >0,
Q Q Q Q

t< (M —(a+e) / o udr + Cq / ordr < Oy / ordx, se /u¢1daz <0,
0 Q 0 Q

onde estamos considerando € > 0 suficientemente pequeno, tal que a + € < ;.

Portanto, a existéncia de solugdo u para (P); necessariamente implica que

t<m:= Cl/gf)ldx,
Q

isto é, se t > m o problema (P); ndo tem solugao. O

4.2 Prova do Teorema 4.1.

Nesta secao, mostraremos a existéncia de uma solugao positiva para o problema

(P);, isto é, provamos o Teorema 4.1. Neste caso, estamos assumindo que f somente
verifica (f}).
O préximo lema garantird a existéncia de uma supersolugao para (P).

Lema 4.3. Assuma (f1). Entdo, para todo g € X, o problema (P) tem uma supersolu¢ao

w € X. Além disso, qualquer subsolucdo u € X de (P) € tal que u < w em 1.

Demonstragao. Seja w € X a unica solugao de
Low — Aw = —||g||oc — C, em £,
onde A e C foram introduzidos na propriedade (f;). Portanto,

Low = Aw — ||g]|oc — C < f(z,w) + g(x), em Q,
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isto é, w € X é uma supersolugao de (P). Como A > ||k||s do Principio do Méximo (ver
Lema 1.11), temos w > 0 em €.

Agora, seja u € X uma subsolucao de (P), isto é,
Lou > f(x,u) + g(z), em Q.

Portanto,

e como —C — f(z,u) < —Au, temos
Lo(w —u) < A(w —u) — ||g]lec — 9(z) < A(w — u)

que implica em

Lo(w —u) — A(w —u) <0.
Portanto, do Principio do Méximo (ver Lema 1.11), temos que w > u em (). O
Corolario 4.3. Assuma (f1). Seja g1 € {61} et € R dados, entio existe R > 0 tal que,
seu € X é uma funcgao positiva tal que

Lou(z) = f(z,u) + to1(x) + g1(x), para todo x € €,

temos que ||ul|- < R.

Demonstra¢ao. Do Lema 4.3, existe w € X supersolucao de (P); tal que 0 < u < w em
Q. Dai, ||ul|oe < ||w||eo = R. Portanto, existe R > 0 tal que ||u||o < R. O

Observagao 4.3. Se (P) tem solug¢ao para g € X, entdo para todo h € X tal que h < g
em §), o problema
Lov = f(xz,v) + h(x), em Q (4)

também tem solucao.
De fato, seja v € X uma solugio de (P) para dado g € X. Entao, v € uma
subsolugdo de (4) porque

Lov — f(z,v) = g(x) > h(z),z € .

Do Lema 4.3, (4) tem uma supersolugcdo w € X tal que, v < w em Q. Dai, do método de
sub-supersolugdo com algumas ligeiras adaptagoes, (4) tem uma solugao U € X tal que
v< U< w.

Da Observacao 4.3 o seguinte lema é provado:

Lema 4.4. Seja g, € {gbl}L dado. Suponha que o problema (P); tem uma solugdo para

um dado ty € R. Entao o problema (P); tem uma solu¢do para qualquer t < tg.
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A fim de provar o Teorema 4.1, ainda precisamos obter uma subsolugao para (P);.

O préximo lema garantira a existéncia desta subsolucao.

Lema 4.5. Sob a condicio (fy) e dado g1 € {¢1}", existe t € R tal que o problema (P),

tem uma subsolucao.

Demonstragao. Escolha t de modo que —f(x,0) > t¢y(z) + ¢1(z) para todo x € Q. Para
/(. 0) + g1lloe

[|¢11]c

isto, basta tomar t suficientemente pequeno, mais precisamente, t <

Considere z = €¢q, dai
Lo(epr) — f(w,e01) —tor — g1 = €A1 — f(x,€¢1) — td1 — g1 > 0,
para € ~ 0% e para todo = € €, isto ¢,
Loz > f(x,2) + to1 + g1, em Q2

concluindo que z é uma subsolugao positiva de (P);. O
Prova do Teorema 4.1.

Demonstracao. Seja g € {(;51}L dado. Do Lema 4.5, existe t € R tal que o problema
Lou = f(x,u) 4+ to1 + g1(x) em © tem uma subsolugao positiva z € X. Por outro lado,
para este g; e t, do Lema 4.3, temos uma supersolugao positiva w € X tal que z < w em
Q. Assim, do método de sub-supersolucio, (P); tem uma solucio positiva v € X tal que
z<u<w.

Deste modo, o conjunto
Y = {t € R; (P); tem solucao positiva }

nao € vazio, do Lema 4.2 temos que X é limitado por cima e do Lema 4.4 este conjunto
é visto como uma semi-reta. Isto é, tomando t(g;) para ser o supremo de ¥, segue que

para todo t > t(g;), o problema (P); ndo tem solugao. O

Comentarios: Considerando f nas hipéteses (f1) e (f4), podemos mostrar a
unicidade de solugao para cada t € R.

De fato, considere u,w € X funcoes positivas tal que

Lou(z) = f(z,u) + t¢1(x) + g1 (), para todo x € 2,

Low(z) = f(z,w) +to1(x) + g1(x), para todo = € Q.

Assim, se u(x) # w(zx), temos
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dai,

onde

flzu(z))—f(z,w(z))
() = ) w@) S€ u(z) # w(x),

0, se u(x) = w(x).

Além disso, de (f4) temos a(x) > k(z) para todo z € Q. Do Principio do Méximo,

devemos ter u = w em ).

4.3 Prova do Teorema 4.2.

Nesta secao, a fim de obter uma segunda solugao para o problema (P), é necessario
fazer outras hip6teses sob f, isto é, assumindo que f verifica (f1), (f2) e (f3). Além disso,
para provar o Teorema 4.2, vamos usar a teoria do grau para aplicagoes y—condensantes
que estende o grau de Leray-Schauder para uma ampla classe de perturbacoes da identi-
dade, definidas em termos de medidas de ndo compacidade (ver Deimling [17], pp.71).

Comecamos com o teorema que estabelece uma estimativa a priori.

Teorema 4.4 (Uma estimativa a priori). Dado g € X, existe um nimero R > 0 tal que,

se u € uma solugao de (P), isto é, u é uma solugao de
Lou = f(z,u) + g(z) em ,

entdo ||u|| < R.

Demonstragao. Sabemos que de (f1) (Lema 4.3), existe uma funcao w € X tal que toda
solucdo de (P) verifica v < w em . Suponha por contradi¢do que existe (u,) C X tal
que,

||un|| — 00 € Lou, = f(x,un) + g(x), em Q.

Temos que u, < w em €, para todo n € N. Considere v, = m, entdo (v,) é uma
sequéncia limitada em X C L?*(Q) e sem perda de generalidade, podemos supor que
existe v € L*(2) tal que v,, — v em L*(Q), a menos de subsequéncia. Como L ¢ linear e
compacto, temos Lgv,, —> Lqv em X.

Agora, de (f2), para todo € > 0, existe um M > 0 tal que, para todo z € Q, temos
(a—€)s > f(z,s) > (a+¢€)s,Vs < —M,
e como f é limitada em Q x [~ M, ||w]|s], existe C. > 0 suficientemente grande, tal que
(a—€)s+Cc> f(r,s) > (a+€)s — C,Vs € [-M,||w||] -

Juntando estas informagoes, temos que para todo € > 0, existe C. > 0 tal que para todo



60

x € €,
(a—€)s+Cc> f(z,s) > (a+€)s — C, Vs < ||w]|o-

Dali,
(@ = €Jun + g(x) + Ce = flz,un) + g(z) > (a+ €Jun + g(z) — C,

que implica

g(r) + Ce

|[tn oo

g(z) — C.

(a — €)v, + :
|[tn]|oo

> Lovn(z) > (a+ €)v, + (1)

Como ||ty ||se — 00 € u,, < w para todo n € N, entdo existe um z,, € Q) tal que

—Up (T,) = |un(a7n)| = HunHoov

pois caso ||uy||s fosse atingido em um z,, tal que w,(z,) > 0 para todo n € N, terfamos

U (T,) —> 00, 0 que é absurdo, pois u, < w. Dali,

g(l’n) + C

(@) = (@ = Olftnll = (2 = lon(ra)] = ~(a = Juna) < ~Lova(r) + F2

Y

isto é,
loll + C.

(a =€) < || Lovn|loo +
[t | oo
a

Escolhendo € = < e passando ao limite, vemos que ||Lyv||s > =. Portando, ||v||o > 0,

[\

v # 0 e fazendo n — oo em (i), obtemos
(a —€)v > Lov > (a+ €)v, Ve > 0,
e fazendo € — 0, temos Lov = av em ). Por outro lado, temos

Cwe)  w)
2l = e~ Tonlle

— 0, quando n —» oo, Vx € (),

que implica v(z) = lim v,(z) < 0, para todo x € . Assim, temos v(z) < 0 para todo
n—oo
x € €, isto é, v teria sinal definido e seria autofuncgao associada ao autovalor a < A\, que

é uma absurdo. O]

Corolario 4.5. Dado g1 € X, r > 0 tal que t € [—r,r] entdo existe R > 0 tal que
llue]| < R com uy € X solugao de (P)y, para todo t € [—r,r].

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que para todo n € N, existem r > 0, u,, € X

solugao de (P):, tal que t, € [—r,r]|, com ||[u,|le —> 00. Agora, é s6 usar o mesmo
argumento apresentado na prova do Teorema 4.4. De fato, considere v, = —*—, entao

[[tn]loo

existe v € L*(2) tal que a menos de subsequéncia temos Lyv, — Lov em X.
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De (f2), dado € > 0 existe C¢, tal que

tngbl + g1 + Oe

||Un||oo

tn¢l + g1 — Ce

HunHoo

(a —€)v, + > Lovy(z) < (a+ €)v, + (4.1)

Além disso,

LOun = f(xaun) + tn¢1 + gl<x> S f(xvun) + T¢1 + 91(517)7

ou seja, u, é subsolugao do problema Lou = f(z,u) + r¢1 + g1(z) e pelo Lema 4.3 existe
uma supersolu¢ao w € X tal que u, < w,Vn € N. Assim, como ||u,||oc —> 00 € u,, < w

para todo n € N existe um z,, € Q tal que
—Un(Tn) = [un(zn)] = [tn]]oo,

donde, de (4.5) temos que

rl[@1lloo + 11911100

(a—¢€) <[ Lovnlloo +
||un||oo

Escolhendo ¢ = = acima, e fazendo n — oo, temos ||Lyv||oc > g, donde ||v||ooc > 0 €
v # 0. Fazendo n — oo em (4.5), obtemos

(a—€)v > Lov > (a+ €)v, Ve > 0,

e fazendo € — 0, temos Lov = av em €2. Por outro lado, para todo x € €2, temos

vn(z) = Un w(z) —0

que implica em v(z) < 0 em €, isto é, v tem sinal definido e seria uma autofungao

associada ao autovalor a < Ay, o que é um absurdo. O
Agora, para cada t € R definimos um operador F; : X — X por

1

Ftu::M

1 1
Lou+u — Mf(:c, u) — M(tqﬁl + g1(z)), para algum M > 0. (4.2)

Note que um ponto fixo para este operador é solugdo para o problema (P);. De fato, se

u € X é tal que Fyu = u temos

1 1 1
u= Fu= MLoquu - Mf(%u) — M(tgbl + g1())

ou
Lou = f(z,u) +td1(z) + gi(z), em €,
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isto é, u é uma solugao de (P);.

Com as informagoes acima, temos definido uma aplicacao continua que nao é com-
pacta. Em adicdo, temos previamente que as solugoes de nosso problema (P); sdo preci-
samente os zeros de I — F;. Para obter nosso resultado, precisamos mostrar que a funcao

F, é y—condensante.

Observagao 4.4. Do Teorema 4.4, existe um R > 0 tal que, se u é uma solu¢do de (P);
entdo ||ul|lo < R. Por outro lado, como f € uma fungao localmente Lipschitz, existe um

numero M > 0 tal que

M >T = sup

—R<st<R s—1

(f(x,s) _ f(x,t)) , para todo x € Q.

De (f3), existe 0 > 0 tal que

f(:L‘,S) - f(xat)

; <T, para todos — R < s,t < R, e para todo x € Q.
S_

O<o<

Com o estudo acima, obtemos

0< (1 — f(m}\f[)(;_fif’t)) <1- %, para todos — R < s,t < R,V € Q. (5)

Definicao 4.6. Seja X um espaco de Banach e B a familia de seus conjuntos limitados.
Entao, o : B — R definida por

a(B) = inf{d > 0; B admite uma cobertura finita por conjuntos de diametro < d},
¢ chamada a medida de ndo compacidade de Kuratowski, e 5 : B — R definida por

B(B) = inf{r > 0; B pode ser coberta por um nimero finito de bolas de raior r}

¢ chamada de medida de nao compacidade por bolas.

Observacao 4.5. Se v: B — R, € qualquer o ou B dados acima, entdo
(a) v(B) =0 <= B ¢ compacta;
(b) v € uma semi-norma, i.e, Y(AB) = A\y(B) e v(By + Bs) < v(By) + v(Bs);
(c) se B C C, entdo v(B) < ~v(C).

A prova destes itens pode ser encontrada em Deimling [17], pp. 41.

Proposicao 4.7. Se G : X — X € uma aplicagao Lipschitziana, isto €, existe K > 0
tal que ||G(u) — G(v)||o < Kllu — 0|00, Vu,v € X, entao v(G(B)) < K~(B), para todo
B C X limitado.
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Demonstragdo. Sabemos que v(B) = inf{d > 0;3B C Jj_, D;;diamD; < d}. Dai, dado
e > 0, existe B C Jj_, Dy, tal que diamD; < ~4(B) + . E ficil notar que G(B) C
Ui, G(D;). Sejam w, z € G(D;), entdo existem u,v € D; tal que G(u) = w e G(v) = 2.
Portanto,

[w = z[loe = [[G(u) = G(V)[[o0 < Kl = v][o < KdiamD; < K(v(B) + ¢),

dal, diamG(D,) < K(y(B) + €). Portanto, pela defini¢ao de y(G(B)), temos v(G(B)) <
K(v(B) +¢€), e como € > 0 foi arbitrério, segue que v(G(B)) < K~(B). O mesmo vale se

tomarmos vy = 3. m

Lema 4.6. Suponha que (f1), (f2) e (f3) valem. Entdo o operador Iy é uma aplicagdo

v—condensante para todo t € R.

Demonstracao. Dizemos que uma aplicacdo é y—condensante quando v(F(B)) < v(B)
sempre que B C X ¢ limitado e y(B) > 0, onde v serd a medida de ndo compacidade
de Kuratowski a ou a medida de ndo compacidade por bolas 5. Note que, para (4.6),
podemos escrever Fy(u) = :Lo(u) + G(u), onde G : X — X ¢ dada por G(u)(z) =
u(z) — 3 flz,u(z)) — (o () + gi(z)) em z € Q e para u € X. Assim, se B C X ¢é
limitado, usando o fato que Fy(B) C 17 Lo(B) + G(B), da Observacao 4.5 temos

YE(B) < 2(57Lo(B) + C(B)) < —A(Lo(B)) +1(C(B)) = +(C(B)

pois como Ly é compacto, ou seja, Lo(B) é compacto, devemos ter v(Lo(B)) = 0.
Agora vamos mostrar que G é uma contracao. De fato, note que para todo —R <
u(z),v(x) < R, temos de (5) que para todo x € Q,

[, u(z)) — [z, v(z))

0< Hl— M(u(z) — v(@)) < 1—%, para u(x) # v(x).
Portanto,
6@ - 6@ = uta) - LEHD (o) 4 LD v e

ou

E como 1—% < 1, temos que ||G(u) —G(v)]||oo < ||u—7||x. Portanto, G é uma contracao

e, pela proposigao acima, temos v(G(B)) < v(B), onde B = Bg(0) C X, i.e., F}; é uma
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aplicagao y—condensante, quando restrita a Bg(0), para todo ¢t € R. O
Agora determinamos o grau de I — F; para um certo subconjunto de X.

Lema 4.7. Suponha que (f1), (f2) e (f3) valem. Seja g, € {1} ety < t(g1) dado.

Entao existe um R > 0 tal que

d(I — F,,, Bg,0) =0,

onde Br = {u € X ||ul]| < R}.

Demonstragao. Do Teorema 4.1, o problema (P); nao tem solucao se t > t(gy). Dali,
escolha um t; > t(g;). Segue-se do Teorema 4.4 que existe uma constante R > 0 tal
que ||u||lc < R para toda solugao possivel do problema (P);, com g; fixo. Segue-se
também que esta desigualdade ocorre para toda solugao possivel do problema (P); para
todo t € [tg,t1], do Lema 4.4 e Corolario 4.5. Como Fj, com t € [tg,t1], constitui uma

homotopia admissivel entre Fy, e F},, porque
(I — Fy)u # 0, para todo ||ul|o = R e todo t € [to, t1],

temos d(I — Fy,, Bg,0) = d(I — F;,, Bg,0) (ver Apéndice B). Mas d(I — F;,, Bg,0) =0
porque o problema (P); ndo tem solugao para t = t,. Portanto, d(I — F},, Bg,0) =0. O

Lema 4.8. Suponha que (f1), (f2) e (f3) valem. Seja g1 € {1} ety < t(g1) dados.
Entao existe M > 0 e um aberto W C X tal que

d(I — F,,,W,0) = 1.

Demonstracao. Do Toerema 4.1 segue-se que existe v € X que é uma solucao positiva de

(P)s com ty < tx < t(gy). Além disso, v é uma subsolucao de (P); quando t = ¢y, isto é,
Lov — f(z,v) =t x 1 + g1 > top1 + g1, em Q,

ou
Lov > f(x,v) + topr + g1, em . (6)

Por outro lado, do Lema 4.3, existe w € X supersolugao de (P),, isto é,
Low < f(z,w) + to1 + g1, em €. (7)

Além disso, v < w em (.
Agora, escolha M > 0 tal que M > ||k||w, f(x,s) — Ms é uma funcao decrescente
em 0 < s < ||w||e. Note que

1 1 1
F, == MLQU +u— Mf(x,u) - M(t% + 1)
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¢ uma aplicagdo y—condensante pelo Lema 4.6.
Defina W = {u € X;v < u < w em Q}, temos que W é aberto, limitado e convexo
em X. Vamos mostrar que W é aberto, pois é facil ver que W é limitado e convexo.

De fato, dado u € W, como u — v > 0 em (2, existe o minimo # > 0 tal que

0

u(z) —v(x) > 0, para todo x € Q). Agora, seja z € Bg(u), ou seja, ||z — ul| < 5.

Temos que

z(z) —v(z) = 2(x) — u(z) + u(z) — v(z)
> —|z(z) —u(z)| + 0
> —||z — ul]oo + 6

0 0 _
>—§+0:§>Oparatodoxeﬂ,

ou seja, v < z em .

Da mesma forma, w —u > 0 em €, isto é, existe o minimo o > 0 tal que w(z) —

[0

u(z) > a, para todo z € Q. Agora, seja z € Ba(u), ou seja, ||z — ullo < 5.

Temos que

w(z) — 2(x) = w(x) —u(z) + u(z) — 2(x)
> a— Ju(z) - z(z)]
> o —|lu— 2l

>&—%:%>O,paratodoxeﬁ,

ou seja, z < w em €. Dai, tomando A = min{f, a}, temos que B% (u) C W.
Afirmacgdo 4.8. Fy, : W — X € tal que F,,(W) C W.

De fato, se u € W entdo v < u < w em . Seja z = F, (u), assim
Mz = Lou + (Mu — f(x,u)) — tod1 — g1, em €.
Agora, note que de (6), temos
Lov — Mv > f(z,v) — Mv +tgp; + g1, em €,

que implica
Mv < Lov + (Mv — f(x,v)) — to¢1 — g1, em €.

De uma forma analoga, de (7) temos

Mw > Low + (Mw — f(x,w)) — to¢; — g1, em S0



66

Dali,
M(z —v) > Lo(u —v) + [(Mu — f(z,u)) — (Mv — f(z,v))], em Q.

Como u — v > 0 temos que Lo(u —v) > 0 (ver Afirmacao 1.1) e da escolha do M, segue
que (Mv — f(z,v)) < (Mu — f(z,u)), assim M(z —v) > 0, que implica v < z em Q.
Similarmente é provado que z < w em Q. Portanto, z € .

Com o exposto acima, concluimos que, se v € OW entdo u # Fy (u), porque se
u = Fi,(u) devemos ter u € W.

Pelo estudo feito, d(I — F,,W,0) esta bem definido. Agora vamos calcular seu

grau. Considere 1) = vhw donde, temos v < 1 < w, i.e., ¥ € W. Defina Hy(u) =

(1 — 0)F;(u) + 6¢. Para 0 < § < 1 temos Hy : W — W. De fato, sabemos que se
u € W, entdo Fy,(u) € W. Assim, v < Fy,(u) < w e como v < ¢ < w, da convexidade de

W, temos Hy(u) € W, isto é, Hy é uma homotopia admissivel para todo 0 < 6 < 1.
Como u # Hpy(u) para todo u € W e todo 0 € [0,1], isto é, o grau de Hy é
independente de 6, entao

d([ - HO7WO) = d([ - H17VV70>7

ed(I — Hy,W,0) = 1 porque H; é constante igual a 1, e v» € W. Dai, d(I — Hy, W,0) =1

e o lema esta provado. O
Prova do Teorema 4.2.

Demonstracao. (i) Seja g € {gbl}L ety < t(g1) dado. Do Lema 4.8, existe um M > 0 e
um conjunto aberto W tal que d(I — Fy,, W,0) = 1. Assim, [ — F}, tem um zero em W
(ver Apéndice B, propriedade D.4), isto é, o problema (P);, tem uma solugdo u; € W,
com estes dados g; e tg. Agora, escolha R > 0 tal que W C Bg(0). Do Lema 4.7, segue-se
que d(I — F,,, Bg,0) = 0, assim (ver propriedade D.2 do Apéndice B)

d(I — F,,, BR\W,0) = —1.

Dai, o problema (P);, tem outra solucio uy € Bg\W. Além disso, u; # us.
(ii) Considere uma sequéncia t,, < t(g1) tal que t, — t(g1). Segue-se do Teorema
4.1, que o problema (P); tem uma solugao u, € X para a fungado dada g; e cada t,, isto
e,
Lou, = f(x,u,) + t,é1 + g1, em €. (7)
Como (uy,) é limitado em X, entdo (u,) é limitada em LP(§2), p > 0. Se p > 1, existe
alguma subsequéncia de (u,,), ainda denotada da mesma forma, tal que u,, — u em LP(€).

Como Lg é um operador linear e compacto, temos Lqu,, — Lou em X. Por outro lado,
de (7), obtemos

f(z,u,) = Lou, — thadr — g1 — Lou — toy — g1 := z uniformemente em (.
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De (f3) segue que
ollun = tmlloo < |f(z,un(z)) = f(@, un(z))| < |[f(un) = 2[loc + |12 = F, tm)]oo-

Portanto, (u,) é uma sequéncia de Cauchy em X, donde convergente, e pela unicidade do

limite, segue que u, — u em X. Dali,
fluy) — f(,u) em X.

Claramente u ¢ uma solu¢ao do Problema (P);, com o dado g; et = t(g1). Neste contexto,

a prova do Teorema 4.2 esta completa. O



Apeéendice A

Teoria Espectral de Operadores

Compactos e Autoadjuntos

Assim como na Algebra Linear, na Anélise Funcional é muito 1til o estudo dos
autovalores e autovetores de um operador linear e continuo. Os seguintes conceitos cer-

tamente sao familiares ao leitor:

Definicao A.1. Sejam V' um espaco vetorial e T :' V. — V um operador linear. Um
autovalor de T € um escalar A para o qual existe um wvetor nao-nulo x € V tal que
T(x) = Az. O subespago

Ww={z eV :T(x) =z}

¢ chamado de autoespaco associado ao autovalor \ e seus elementos sao chamados de

autovetores de T assoctados ao autovalor \.

Por simplicidade, neste trabalho denotamos o operador identidade em um espaco

vetorial por I. Suponha que V tenha dimensao finita. Neste caso,

A é um autovalor de T' <= ker(T — XI) # {0}
<= T — A\l nao ¢ injetora
<= T — A\ nao é bijetora
<= ndo existe (T —\)™':V — V.

Ou seja, em dimensao finita os autovalores sao exatamente os escalares A para os quais
T — M nao é invertivel. Em dimensao infinita esse argumento nao funciona e, além disso,
quando (T — AI)~! existir, devemos levar em conta sua continuidade. Essa necessidade
nos levara ao conceito de espectro de um operador linear.

Estudaremos neste apéndice os autovalores, os autovetores e o espectro de duas
classe importantes de operadores, a saber, os operadores compactos entre espagos norma-

dos e os operadores autoadjuntos entre espacos de Hilbert.
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A.1 Espectro de um operador linear continuo

Sejam F um espaco normado, 7' € L(FE, E), onde L(FE, E) é o espago vetorial das

aplicagoes lineares continuas 7' : £ — F equipado com a norma

T
HTHaE,E):Sup{H “""E;x#o}
Tells

e A\ um escalar que ndo é um autovalor de T. Entao ker(T'— AI) = {0} e faz sentido

considerar o operador
(T — X))t : (T—M)(E)CE— E,
que ¢ injetor e linear. Nada sabemos, entretanto, sobre a continuidade de (T — A\ )~! e a

sobrejetividade de (T — AI). Essas preocupagoes nos levam a seguinte defini¢ao:

Definicao A.2. O escalar A € um valor reqular do operador T se (T — XI) € bijetora e
(T—-X)"':FE—F

¢ continua. O conjunto dos valores requlares de T é chamado de conjunto resolvente de
T e denotado por p(T). Seu complementar (R — p(T)) é chamado de espectro de T e
denotado por o(T).

Se E é um espaco de Banach, do Teorema da Aplicagao Aberta sabemos que
p(T)={X € R: (T — \) é bijetora}.

Em espacos normados, a continuidade da inversa (T'— A\I)~! nao segue sempre da conti-
nuidade de (7" — AI). Da defini¢do resulta que todo autovalor de T" pertence ao espectro
de T

O objetivo principal desta secao é provar a compacidade do espectro de um opera-
dor linear e continuo em um espago de Banch. O resultado a seguir sera de grande ajuda.
Para T € L(E,E) en € N, escrevemos T" = T o ... o T (composi¢ao de n fatores iguais a
T)eT®=1.

Proposicao A.3. Sejam E um espago de Banach e T € L(E, E) com ||T|| < 1. Entao

1 € p(T) e, em particular, (I —T) tem inversa continua e
(I-T7)"'=) T/ € L(E,E)
=0
Demonstragao. Ver [56] Proposicao 7.1.3. O

Teorema A.4. Sejam E um espaco de Banach e T € L(E, E). Entdo o espectro de T €
um compacto contido no intervalo {\ € R : |\ < ||T||}.
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Demonstragao. Ver [56] Proposicao 7.1.4.

A.2 Operadores compactos

Sejam E um espaco normado de dimensao infinita e T' : E — F um operador
linear continuo. Sabemos que Bg nao é compacto em F, logo se T'(Bg) for compacto
em F', o operador T terd a grande vantagem de ’consertar’ a nao compacidade da bola
unitaria. Apesar de sempre ser limitado, T(Bg) pode nao ser fechado, logo é razoavel

pedir apenas que seu fecho seja compacto:

Definigcao A.5. Um operador linear T € L(E,F) € dito ser compacto se T(Bg) tem
fecho compacto em F' (na topologia forte).

O congunto de todos operadores compactos de E em F é denotado por K(E, F).
Por simplicidade escrevemos K(E) = K(E, E).

Definigao A.6. Um operador T € L(E, F) é dito ser de posto finito se a imagem de T,
R(T), tem dimensao finita.

Proposicao A.7. (a) Todo operador compacto € continuo.
(b) Todo operador linear continuo de posto finito é compacto.
(¢c) Um espago normado E tem dimensao finita se, e somente se, a identidade em

E ¢ um operador compacto.

Demonstragao. (a) Seja T : E — F um operador compacto. Por ser subconjunto do
compacto T(Bg), o conjunto T(Bg) é limitado, e portanto 7" é continuo.
(b) Conjuntos fechados e limitados em espagos de dimensao finita sdo compactos.
(¢) Um espago normado E tem dimensao finita se, e somente se, a bola unitaria

fechada de E é compacta. n
As seguintes caracterizacoes sao simples mas muito tteis.

Proposicao A.8. Sejam E e F espacos normados. As sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes para um operador linear T : . — F'.

(a) T € compacto.

(b) T(A) é compacto em F para todo limitado A em E.

(¢) Para toda sequéncia limitada (x,)°2, em E, a sequéncia (T(z,))5%, tem sub-

sequéncia convergente em F.
Demonstragao. Ver [56] Proposigao 7.2.3. O
Como um coroldrio, temos o seguinte resultado

Corolario A.9. Sejam E,F, e G espacos de Banach. Seja T € L(E,F) e S € K(F,QG)
[respectivamente T € KC(E, F) e S € L(F,G)]. Entao SoT € K(E,G).
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O exemplo a seguir é muito importante em aplicacoes, e foi utilizado nos capitulos
anteriores a fim de garantir que nas equagoes integrais que apresentamos, os operadores
envolvidos nelas sejam compactos, valendo toda a teoria espectral deste apéndice. Antes

de apresentar este exemplo, vamos lembrar ao leitor o que diz o Teorema de Ascoli:

Teorema A.10 (Teorema de Ascoli). Sejam K um espago métrico compacto e A um
subconjunto de C(K). Entdo A é compacto em C(K) se, e somente se, as sequintes

condigoes estao satisfeitas:

(a) A é equicontinuo, isto €, para todos tg € K e e >0, existe 0 > 0 tal que
|f(t) — f(to)| < € para todos t € K com d(t,ty) <9 e f € A.

(b) O congunto {f(t): f € A} € limitado em K para todo t € K.

Exemplo 1 (Operadores integrais). Seja Q@ C RY, N > 1 um aberto limitado e K :
Q x Q — R uma funcio continua. Considere o operador

T:C(Q) — C(Q) /Kst s)ds para todo t € Q.

Nao ¢ dificil mostrar que T estd bem definido, isto ¢, T(f) € C(Q) para toda f € C(R),
e que T € linear. Queremos mostrar que o operador T € compacto, ou seja, T(B—C@))
é compacto em C(Q)). Para isso usaremos o Teorema de Ascoli. Devemos provar que
T(B—C@)) satisfaz as condigoes (a) e (b) do Teorema.

(a) Sejam ty € Q e e > 0. Como 2 x Q € compacto e K é continua concluimos

que K € uniformemente continua. Fxiste entao 6 > 0 tal que

|K(s,t1) — K(s,t9)] < para todos s € Q ety ty € Q com [t; —to| < 0.

[
Assim, se f € Bogy e |t —to| <,
(K(S t)f(s) — K(s,t0) f(s))ds
/mst K (s, t0)] 1/ ($)]ds

< / K (s,t) — K(s,t)|ds < —|Q = e.
a €2

Isso prova que T(Bcy) € equicontinuo em C(Q).
(b) Sejam to € Qe f € C(Q),||fllo < 1. Entdo

ﬂﬁWMSAW@MU@WSAW@mm-

Seque que o operador T € compacto. A funcao K € chamada de nicelo ou kernel do
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operador integral T

Terminamos esta secao caracterizando os operadores compactos definidos em espacos
reflexivos como sendo exatamente aqueles que transformam sequéncias fracamente con-
vergentes em sequéncias convergentes.

Aqui usamos a notacao x,, — x para denotar a convergéncia fraca em F, isto é
T, =1 < p(x,) — p(z) para todo ¢ € F',

onde E’ é o dual de E, isto é, o espaco dos funcionais lineares definidos em F.

Proposicao A.11. Sejam E e F espagos normados e T € L(E, F).

(a) SeT € compacto, entao vale a implicagao
r, =z em E = T(z,) — T(z) em F. (A1)

(b) Se E é reflexivo, entao T' é compacto se, e somente se, vale (A.1).

Demonstragao. (a) Da hipétese x,, — x e como T ser continuo na norma usual é equi-
valente a 7' ser continuo na norma fraca, resulta que 7'(x,) — T(x). Suponha que
(T'(xy,))se, ndo convirja em norma para T'(z). Neste caso existem € > 0 e uma sub-

sequéncia (T'(x,, )52, tais que
|7 (z,,) — T(x)|| > € para todo k. (A.2)

De x,, — x segue que (z,, )5, ¢ limitada, e portanto, pela compacidade de T, (T'(z,, )72,

admite subsequéncia (T(xnkj))]o-‘;1 convergente, digamos
T(xnkj) —y € F.

Por maior razao T (:L‘nkj) — y e, como a topologia fraca é de Hausdorff, concluimos que
T(x) =y. Entao T(xnkj) — T'(x), o que contradiz (A.2).

(b) Suponha F reflexivo e que valha (A.1). Dada uma sequéncia limitada (x,, )%

n=1
em F/, podemos extrair uma subsequéncia fracamente convergente, digamos z,, — = € E.

Por hipétese T'(x,, ) — T'(x) e portanto T' é compacto pela Proposi¢ao A.8. O

A préxima secao sobre ortogonalidade servird como um adendo, onde algumas
definicoes e resultados serao utilizados na demonstracao da Alternativa de Fredholm, que

é o principal teorema do Apéndice.

A.3 Teoria espectral de operadores compactos

O objetivo desta segao é descrever o espectro de um operador linear compacto.

Comecamos mostrando que os autoespagos associados aos autovalores nao-nulos de um
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operador compacto sao todos de dimensao finita.

Proposicao A.12. Sejam E um espaco de Banach, T : E — E um operador compacto

e A um escalar nao-nulo. Entao:
(a) Vy :=ker(T — \I) tem dimensdo finita.
(b) (T — A\I)(E) € fechado em E.

Demonstracao. Ver [56] Proposigao 7.3.1. O

O seguinte lema elementar sera ttil para a demonstracao do Lema A.2, que é o

ingrediente principal para a demonstracao da Alternativa de Fredholm:

Lema A.1. Sejam A um conjunto qualquer e f : A — A uma fung¢do injetora que nao

¢ sobrejetora. Entao f(f(A)) € subconjunto préprio de f(A).

Demonstracdo. E claro que f (f(A)) C f(A). Como f nao é sobrejetora, podemos tomar

z € (A—f(A)). E claro que f(z) € f(A). Suponha que f(z) € f(f(A)). Neste caso existe
y € A tal que f(z) = f(f(y)). Como f ¢é injetora resulta que x = f(y) € f(A). Esse
absurdo mostra que f(z) ¢ f(f(A)), logo f(f(A)) é subconjunto préprio de f(A). O

Lema A.2. Sejam E um espaco de Banach, T : E — E um operador compacto e
A€ K, N #0. Entao o operador (T — \I) € injetor se, e somente se, € sobrejetor.

Demonstracao. Ver [56] Lema 7.3.4. O

Apliquemos o Lema A.2 para o escalar A = 1. A condi¢ao (T — I) ser injetor quer
dizer que T nao tem ponto fixo ndo-nulo, e a condi¢ao (1" — I) ser sobrejetora quer dizer

que a equagao T'(x) — z = y tem solugao para todo y € E. Temos entao o

Teorema A.13 (Alternativa de Fredholm). Seja E um espago de Banach. SeT : E —

E ¢ um operador compacto, entao uma e apenas uma das possibilidades abaixo ocorre:
(a) T tem um ponto fixo nao-nulo.

(b) A equacao T(x) —x =y tem solu¢ao para todo y € E.

Usaremos agora o Lema A.2 para provar que, com a possivel exce¢ao da origem, o

espectro de um operador compacto é formado apenas por autovalores.

Teorema A.14. Sejam E um espaco de Banach de dimensdo infinita e T : E — E um

operador compacto. Entao
o(T)={0} U{X € R; X € um autovalor de T'} .

Demonstracao. Ver [56] Teorema 7.3.6. O
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O dltimo resultado desta secao informa, essencialmente, que o espectro de um
operador compacto se comporta como uma sequéncia cujas tinicas subsequéncias conver-

gentes, caso existam, convergem para zero.

Teorema A.15. O espectro de um operador compacto T : E — E em um espaco de
Banach E ¢ enumerdvel, podendo ser finito, e o unico ponto de acumulag¢do possivel € o

ZEero.

Demonstracao. Ver [56] Teorema 7.3.7. O

A.4 Operadores autoadjuntos em espacos de Hilbert

Definigao A.16. Seja H um espago de Hilbert. Um operador T € L(H,H) é chamado

de autoadjunto ou simétrico se,
(Tu,v) = (u, Tv) ,Yu,v € H.

Teorema A.17. Sejam H um espaco de Hilbert e T € L(H, H) um operador autoadjunto.
Entao

T} = sup {| {T'(x), z) - |J«]| = 1} .

Demonstragcao. Se T = 0, o resultado é imediato. Suponhamos T # 0. Note que, da

desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(T, z) | < [|T(@)|]-|]2]] < |IT[[]]]]*
para todo x € H, e portanto

sup {[(T'(x),2) | - [J«|] = 1} < ||T].

Resta provar a desigualdade inversa. Como T # 0, podemos tomar xy € H com ||zg|| = 1
e T(xp) # 0. Chamemos

= ||T(x0)||7.20 e y = ||T(x0)|| 2T ().

Entdo ||z|]2 = ||y||> = ||T(x0)]]- E claro que (T'(x),y) = ||T(x0)||? e, como T é autoad-
junto,

(T(y), ) = (y, T(x)) = (T(x), y) = ||T(x0)|]*,
provando que

(T(2),y) = (T(y), ) = [|T(xo)|[".

Definindo u = x4+ y e v = x — y, e subtraindo as equacgoes
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obtemos
(T(u),u) = (T(v),v) = 2(T(x),y) +2(T(y), z) = 4||T(20)]|*.

Para simplificar a notagao, escrevamos C' = sup {| (T'(2), 2) | : ||z|| = 1} e vejamos que
|{(T(w),w) | < C||wl||* para todo w € H.

De fato, para w = 0 o resultado é imediato, e para w # 0,

! 1= (7 () ) <

Usando a Lei do Paralelogramo e lembrando que (T'(w),w) € R para todo w € H, pois
(T (w), w) = (1, T(w)) = (T(w), w), temos

A||To|[* = (T(w), w) = (T(v),v) < [{T(w),u) | +[{T(v),v)]
< Cllull* + ClJol]* = Cllz + yII* + Clla — ||
= 2C(|[=[[* + [lylI*) = 4C||T (xo)Il-

Como T'(xg) # 0 concluimos que ||T(zo)|| < C. Isso vale para todo zo € H tal que
l|zo|| =1 e T'(x) # 0. Entao,

T = sup {{[T (xo)]|  [[xo]| = 1} = sup {[[T'(zo)[| - [|lwol| = 1 € T(wo) # 0} < C.

A.5 Teoria espectral de operadores autoadjuntos

Exploraremos neta secao as propriedades espectrais dos operadores autoadjuntos e
também dos operadores que sao simultaneamente compactos e autoadjuntos. Comecamos
mostrando que os autovalores de um operador autoadjunto sao sempre reais e que auto-

vetores associados a autovalores distintos sao ortogonais:

Proposicao A.18. Sejam H um espago de Hilbert e T € L(H, H) um operador autoad-
Junto. Entao:

(a) Os autovalores de T sao nimeros reais.

(b) Se X e pu sao autovalores distintos de T' entdo Vy L'V, isto €, (x,y) = 0 para quaisquer

reVyieyelV,.

Demonstracao. Ver [56] Proposigao 7.5.1. O
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Proposicao A.19. Sejam H um espago de Hilbert, T' € L(H, H) um operador autoad-
gunto e A € R. Entao \ € p(T) se, e somente se, existe C' > 0 tal que ||T(z)—Ax|| > C||z||
para todo v € H.

Demonstragao. Ver [56] Proposicao 7.5.2. O

Proposicao A.20. Se T ¢é simétrico, nao necessariamente compacto, e

T T
m = inf <u’g>,M: sup w
0Fuct ||u] otuch | |ull

Entao, o(T) C [m, M] e m, M € o(T). Além disso, ||T|| = max {|m|,|M|}.
Demonstragao. Ver [Brézis| Proposigao 6.9. O

J& vimos que tanto os operadores compactos como os operadores autoadjuntos tém
espectros com propriedades especiais. Natural é entao esperar que operadores que sao
simultaneamente compactos e autoadjuntos tenham uma teoria espectral ainda mais rica.
De fato isso acontece: vamos agora em busca da decomposicao espectral dos operadores
compactos e autoadjuntos, que nos dird que se T' € L(H, H) é compacto e autoadjunto,
entao H admite um sistema ortonormal completo formado exclusivamente por autovetores
de T. Neste caso todo vetor de H poderd ser escrito como uma soma (eventualmente

infinita) de autovetores. Para provar este resultado precisamos da

Proposicao A.21. Sejam H um espago de Hilbert e T' € L(H, H) um operador ndo-nulo,

compacto e autoadjunto. Entao ||T|| ou —||T|| € um autovalor de T. Além disso, existe

um autovetor x € H associado a este autovalor tal que ||z|| =1 e | (T(x),x)| = ||T||.
Demonstragao. Ver [56] Proposicao 7.5.4. O

Corolario A.22. Sejam H um espaco de Hilbert e T € L(H, H) um operador compacto
e autoadjunto. Entao:

(a) o(T) # 0.
(b) Se o(T)={0} entao T = 0.

Demonstracao. (a) Se T = 0 entdo 0 é autovalor de T. Se T" # 0, entdo 7' tem um
autovalor pela Proposicao A.20.

(b) Se T fosse nao-nulo, T" teria um autovalor nao-nulo pela Proposigao A.20. [

Da Algebra Linear, sabemos que quando V é um espaco vetorial de dimensao
finita, uma transformacao linear 7' : V' — V' é diagonalizavel se, e somente se, V' admite
uma base formada por autovetores de T'. Nesse sentido, substituindo convenientemente a
nocao de base algébrica, o teorema abaixo diz que operadores compactos e autoadjuntos
em espacos de Hilbert sao diagonalizaveis.
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Teorema A.23 (Decomposicao espectral de operadores compactos e autoadjuntos). Se-
jgam H um espacgo de Hilbert e T : H — H wm operador compacto e autoadjunto. Entdo
H admite um sistema ortonormal completo formado por autovetores de T. Mais ainda,
existem sequéncia (finitas ou infinitas) de autovalores (\,), de T e de vetores (vy,), tais

que cada v, € autovetor associado a N, €
T(x) = Z An (2, 00) Uy,
n

para todo v € H.

Demonstragao. Ver [56] Teorema 7.5.6. O



Apeéendice B

O Grau para Aplicacoes

v-Condensantes

Neste apéndice, X serd sempre um espaco de Banach e v : B — R™ vai ser a ou

[, medidas de nao-compacidade de Kuratowski ou por bolas.

Definicao B.1. Seja Q. € X e F : Q@ — X continua. F serd chamada ~y— Lipschitz
se Y(FB) < kvy(B) para algum k > 0 e todo limitado B C 2. Se k < 1, vamos falar
de uma y—contragao estrita e escrever k — y—contracao se k é importante. F ¢é dito
ser y—condensante se y(FB) < ~(B) sempre que B C Q ¢ limitado e v(B) > 0, em
outras palavras, v(FB) > ~(B) implica y(B) = 0. A classe SC,(Q) consistird de todas
y—contragoes estritas F': Q@ — X e C,(Q2) de todas aplicagoes y— condensantes.

E claro que essas defini¢oes contém a condicao de que F' ¢é limitada, ou seja, F
aplica subconjuntos limitados de 2 em conjuntos limitados. Obviamente SC,(Q2) C C,(Q)
e F' e C,(Q) é y—Lipschitz com k£ = 1. Devemos manter as defini¢des anteriores de que
F é Lipschitz se |F'x — Fy| < k|z — y| para algum k > 0 e todo z,y € (), e uma contragao
estrita se k < 1; se k = 1 é a menor constante de Lipschitz, F' serd chamada nao-expansiva.

Vamos considerar conjuntos abertos limitados @ C X, F € C,(Q) ey ¢ (I —
F)(09), e vamos procurar uma fun¢ao D dessas triplas admissiveis (I — F, 2, y) em Z que

satisfaz
(D1) D(1,Q,y) =1 para y € Q;

(D2) D(I-F,Q,y) = D(I—F,Qy,y)+D(I—F, s, y) sempre que €2 e €2y sdo subconjuntos
abertos disjuntos de € tal que y & (I — F)(Q\(Q; U Q));

(D3) D(I — H(t,.),Q,y(t)) ¢ independente de t € J = [0, 1] sempre que H € C(J x Q) e
Y(H(J x B)) < v(B) para todo B C Q com v(B) >0, y : [0,1] — X é continuo e
y(t) # x — H(t,z) para todo x € 9N e t € [0,1].

Além disso, sera visto mais adiante que destes itens decorre os seguintes:

(D4) D(I — F,Q,y) # 0 implica (I — F)"(y) # 0;



79

(D5) D(I-G,Q,y) = D(I-F,Q,y) para G € K(Q)NB,(F)e D(I—-F,(2,.) é constante em
B.(y), onde r = p(y, (I — F)(0R2)) e p denota a distancia. Ainda mais: D(I—F (2, .)

¢ constante em toda componente conexa de X\ (I — F)(0);
(D6) D(I — G,Q,y) = D(I — F,Q,y) sempre que G|asq = Floq;

(D7) D(I — F,Q,y) = D(I — F,{,y) para cada subconjunto aberto ; de Q tal que
y & (I —F)(Q\).

Agora, em primeiro lugar, observamos que D ja é determinado por seus valores nas triplas
admissiveis tal que F' é uma y—contragao estrita, uma vez que (D3) com H(t,x) =
(1 —t(1 —k))Fx para k < 1 e 1 — k suficientemente pequeno, implica D(I — F,Q,y) =
D(I — kF,Q,y). Portanto, basta considerar F' uma y—contragao estrita com constante
k<1

Em seguida, (I — F')"!(y) = 0 implica D(I — F,Q,y) = 0, por (D2). Vamos entao
assumir que (I — F)~(y) # 0. Considere

(2) Cy =conv(F(Q) +y) e C, =conv(F(Q)NC,_; +y) paran > 1.
Como na prova do Teorema 9.1 (ver [30] pp.71), (C,) é uma sequéncia decrescente de
conjuntos convexos fechados tal que v(C,) — 0. Portanto, Cs, = [),,5oCn € convexo
compacto. Pela definigao de C,, é também ébvio que (I — F)~!(y) C ConNQe F(Qn
Cs) +y C Co. Agora, seja Cop # D e R: X — C,, uma retragao. Entao R~(Q) N Q
é aberto e (I — F)~*(y) € R~Y(Q2) N Q. Portanto, (D2) implica D(I — F,Q,y) = D(I —
F,R7Y(Q)NQ, y). Afirmamos que este inteiro é igual a D(I—FR, R~1(Q)NQ, y). Considere
H(t,z) = Fx + t(FRz — Fz) em [0,1] x R=1(Q) N Q. Evidentemente, H é continuo e,

pela defini¢ao dos conjuntos C,,, x — H(t,z) = y implica

r=1-1t)(Fr+vy)+t(FRx +vy) € conv(F (2N C,) +y) para cada n > 0.

Portanto, € Co,, Rt =z ex — H(t,x) =x— Fr=y. Mas (I — F)"'(y) C R7Y(Q)NQ
e portanto z ¢ (R (2) N Q). Desde que R € K(X), também temos

Y(H(J x B)) < ~y(conv(FBU FRB)) < y(FB) < ky(B).

Portanto, podemos aplicar (D3) para obter o que afirmamos ser verdade. Agora, observa-
mos que D ¢ definido, em particular, nas triplas admissiveis de forma que F € KC(2). Mas
neste subconjunto, existe apenas uma fungao de valor em Z satisfazendo (D1) — (D3), o

grau de Leray-Schauder Dpg (ver [30], pp.56-60). Assim, chegamos a

(3) DUI-F,Q,y) = Dys(I-FR, R7Y(Q)NQ,y)se ([—F) ' (y) #De D(I-F,Q,y) =0
e (1= F)'(y) = 0.

Finalmente, é bastante 6bvio que o lado direito de (3) ndo muda se substituirmos R

por R, a retracdo de X em qualquer conjunto convexo fechado C' tal que Cs C C,
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FQNC)+y c Ce F(QNC) é relativamente compacto. Tal C serd considerado

admissivel. De fato, seja Q; = R7H(Q)NQ, Q= R7H{Q)NQ e Q3 = 2, NQ,. Entao (D2)

para o grau de Leray-Shauder implica
D(I = FR,Q,y) = D(I — FR,Q,y) e D(I = FR,Qy,y) = D(I — FR,Q,y).

Para ver que os lados direitos coincidem, considere H(t,.) = tFR + (1 — t)FR que é

continua em [0,1] x Q3. Além disso,

H(J x Q3) C conv(F(QNCy) UFQNC))

é relativamente compacto e x— H (t, x) = y implica x € C, como acima, i.e., Rt = Rr ==z
e portanto x € (I — F)~!(y) C Q3. Portanto, (D3) para o grau de Leray-Schauder implica
o que queriamos mostrar. Agora, é claro que comegamos a construcao de D com as

condigbes necessarias (3), e noés finalizamos com o

Teorema B.2. Seja X um espaco de Banach e

M={(I—-F,Qy);QC X aberto limitado, FF € C,(2) ey ¢ (I — F)(0Q)}.

Entao temos

(a) Existe uma e apenas uma aplica¢ao D : M — Z satisfazendo (D1) — (D3), o grau

para aplicagoes y— condensantes;

(b) Seja F € SC,(Q). Entio D(I — F,Q,y) = Drs(I — FR,R™Y(Q) N Q,y) se existe
um fechado convero C' C X tal que Coy C C, F(QNC)+y C C e F(QANC) €
relativamente compacto. Aqui, Coo = ()50 Cn € definido por (2) e R é qualquer
retragao em C. Em particular, se Cy, # (D_, entao C = Cy € admissivel. Se tal C
nao existe, entao D(I — F,Q,y) = 0.

(c) Se F é somente condensante entao D(I — F,Q,y) = D(I —kF,Q,y), onde k € [0, 1]
e (1 —k).sup{|Fz|:2 € Q} < p(y, (I — F)(09)).

(d) D tem as propriedades (D4) — (D7), com K(Q) substituido por C.(Q).

Demonstra¢ao. Como sempre (D4)— (D7) segue de (D1)—(D3), desde que, em particular,
H(t,z) =tFz + (1 —t)Gz com t € J = [0,1] e F,G € C,(Q) é admissivel para (D3).
Além disso, (D1) é ébvio e nao é muito dificil verificar (D2) por meio de (D2) para o
grau de Leray-Schauder.

Para (D3), é suficiente considerar uma y—contragdo H com constante k < 1 e

y:J — X continua tal que y(t) # x — H(t,z) em J x 0. Seja

Co =conv(H(J x Q) +y(J)),C, = conv [H(J x (2N Cp_1)) +y(J)] paran >1
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Entao Co(H) é compacto e convexo e x = H(t,z) + y(t) implica z € C(H). Portanto,
Cx(H) = () implica D(I — H(t,.),Q,y(t)) =0 em J. Seja Co(H) # 0 e R uma retragio
em Co(H). Note que C(H) é um C admissivel para H(t,.), e portanto

D(I — H(t,.),Q,y(t)) = D(I — H(t,R.), R"(Q) N Q, y(t)) em J

por definiao. Mas v(H(J x R(R™*(2) N Q))) = 0. Portanto, (D3) para o grau de
Leray-Schauder nos diz que D(I — H(t,.),Q,y(t)) é constante em .J. O



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

H. Amann, Fized point equations and nonlinear eigenvalue problems in ordered Ba-
nach spaces, STAM Rev. 18 (1976) 620-709.

H. Amann, J. Lépez-Gomez, A priori bounds and multiple solutions for superlinear
indefinite elliptic problems, J. Differential Equations 146 (1998) 336-374.

J.M. Fraile, P.K. Medina, J. Lopez-Gomez, S. Merino, Elliptic eigenvalue problems
and unbounded continua of positive solutions of a semilinear elliptic equation, J.
Differential Equations 127 (1996) 295-319.

D.H. Sattinger, Monotone methods in nonlinear elliptic and parabolic boundary value
problems, Indiana Univ. Math. J. 21 (1971) 125-146.

W. Allegretto and P. Nistri, On a class of nonlocal problems with applications to
mathematical biology. Differential equations with applications to biology, (Halifax,
NS, 1997), 1-14, Fields Inst. Commun., 21, Am. Math. Soc., Providence, RI (1999).

C. O. Alves, M. Delgado, M. A. S. Souto and A. Suarez, Fxistence of positive solution
of a nonlocal logistic population model, 7. Angew. Math. Phys. 66, pp. 943-953,
(2015).

C. O. Alves, N. A. Lima and M. A. S. Souto, Ezistence of solution for a nonlocal
dispersal model with nonlocal term via bifurcation theory, Diario de Equagoes Diefe-
renciais, Volume 268, Ed. 12, pp. 7453-7479, (2020).

H. Amann and P. Hess, A multiplicity result for a class elliptic boudary value pro-
blems, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 84, pp. 145-151, (1975).

A. Ambrosetti and G. Prodi, On the inversion of some differentiable mappings with
singularities between Banach spaces, Ann. Math. Pura Appl. Ser IV, 93, pp. 231-247,
(1972).

P. W. Bates and A. Chmaj, An Integrodifferential Model for Phase Transitions: Sta-
tionary Solutions in Higher Space Dimensions, Journal of Statistical Physics, 95, pp.

5-6, (1999).



[11]

[12]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

[23]

83

P. Bates, P. Fife, X. Ren and X. Wang, Travelling waves in a convolution model for
phase transitions. Arch. Rat. Mech. Anal., 138, pp. 105-136, (1997).

P. W. Bates and G. Zhao, Ezistence, uniqueness and stability of the stationary solu-
tion to a nonlocal evolution equation arising in population dispersal, J. Math. Anal.
Appl., 332, pp. 428-440, (2007).

H. Berestycki, Le nombre de solutions de certains problemes semilineaire elliptiques,
J. Funct. analysis 40, pp. 1-29, (1981).

H. Berestycki, J. Coville and V. Hoang-Hung, Persistence criteria for populations
with non-local dispersion. J. Math. Biol., 72, pp. 1693-1745, (2016).

M. S. Berger and E. Podolak, On the solutions of nonlinear Dirichlet problem. Indiana
Univ. Math. J., 24, pp. 837-846, (1975).

H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,
Springer (2010).

F. E. Browder and R. D. Nussbaum, The topological degree for noncompact nonlinear
mappings in Banach spaces, Bull. Amer. Math., Soc., 74, pp. 641-646, (1968).

M. L. Cain, B. G. Milligan and A. E. Strand, Long-distance seed dispersal in plant
populations. Am. J. Bot., 87 (9), pp. 1217-1227, (2000).

E. Chasseigne, M. Chaves and J. D. Rossi, Asymptotic behavior for nonlocal diffusion
equation, J. Math. Pures Appl. 86, pp. 271-291, (2006).

X. Chen, Ezistence, uniqueness and asymptotic stability of travelling waves in non-
local evolution equations. Adv. Differential Equations, 2, pp. 125-160, (1997).

S. Chen and J. Shi, Stability and Hopf bifurcation in a diffusive logistic population
model with nonlocal delay effect, J. Differential Equations, 253, pp. 3440-3470, (2012).

M. Chipot, Remarks on Some Class of Nonlocal Elliptic Problems, Recent Advances
on Elliptic and Parabolic Issues, World Scientific, pp. 79-102, (2006).

J. S. Clark, Why trees migrate so fast: Confronting theory with dispersal biology and
the paleorecord. The American Naturalist, 152(2), pp. 204-224, (1998).

F.J.S. A. Corréa, M. Delgado and A. Suarez, Some nonlinear heterogeneous problems
with nonlocal reaction term, Adv. Differential Equations, 16, pp. 623-641, (2011).

J. Coville, Convergence to equilibrium for positive solutions of some mutation-
selection model, arXiv: 1308.647(2013).



[26]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

84

J. Coville, Mazimum Principles, Sliding Techniques and Applications to Nonlocal
FEquation, Electronic Journal of Differential Equations, 68, pp. 1-23, (2007).

J. Coville, On a simple criterion for the existence of a principal eigenfunction of
some nonlocal operators, J. Differential Equations 249, pp. 2921-2953, (2010).

J. Coville, On uniqueness and monotonicity of solutions on non-local reaction diffu-
sion equations, Ann. Mat. Pura Appl. 185, pp. 461-485, (2006).

E. N. Dancer, On the range of certain weakly nonlinear elliptic partial differential
equations, J. Math. Pures Appl. 54, pp. 351-366, (1978).

K. Deimling, Nonlinear Functional Analysis, Dover ed. (1943).

D. G. de Figueiredo, Lectures on Boundary Value Problems of Ambrosetti-Prodi Type.

12° Semindrio Brasileiro de Anélise, Sao Paulo, Brazil (1980).

P. C. Fife, An integrodifferential analog of semilinear parabolic PDFEs. In Partial
differential equations and applications, volume 177 of Lecture Notes in Pure and
Appl. Math., pp. 137-145. Dekker, New York, (1996).

P. C. Fife, Mathematical aspects of reacting and diffusing systems, volume 28 of
Lecture Notes in Biomathematics. Springer-Verlag, Berlin, (1979).

J. Furter and M. Grinfeld, Local vs. nonlocal interactions in population dynamics, J.
Math. Biol., 27, pp. 65-80, (1989).

J. Garcia-Melian and J.D. Rossi, Mazimum and antimaximum principles for some
nonlocal difffusion operators, Nonlinear Analysis, 71, pp. 6116-6121, (2009).

J. Garcia-Melian and J.D. Rossi, On the principal eigenvalue of some nonlocal diffu-
ston problems, J. Differential Equation, 246, pp. 21-38, (2009).

V. Hutson, Y. Lou, K. Mischaikow, P. Polacik, Competing species near a degenerate
limit, STAM J. Math. Anal. 35 (2003) 453-491.

V. Hutson, S. Martinez, K. Mischaikow and G. T. Vickers, The evolution of dispersal.
J. Math. Biol., 47(6), pp. 483-517, (2003).

H.R. Thieme, Remarks on resolvent positive operators and their pertubation, Discrete
Contin. Dyn. Syst. 4 (1998) 73-90.

C.Y. Kao, Y. Lou and W. Shen, Evolution of mized dispersal in periodic environment,
Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. B 17, pp. 2047-2072, (2012).

C.Y. Kao, Y. Lou, W. Shen, Random dispersal vs nonlocal dispersal, Discrete Contin.
Dyn. Syst., 26, pp 551-596, (2010).



[42]

[43]

[44]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[56]

85

J. Kazdan and F. W. Warner, Remarks on some quasilinear elliptic equation, Comm.
Pure Appl. Math. XVIII, pp. 567-597, (1975).

E. Zeidler, Applied Functional Analysis, Main Principles and Their Applications,
Appl. Math. Sci., vol. 108, Springer-Verlag, New York, 1995.

H. Leman, S. Méléard and S. Mirrahimi, Influence of a spatial structure on the long

time behavior of a competitive Lotka-Volterra type system, arXiv:1401.1182 (2014).

W. Huang, Uniqueness of the bistable traveling wave for mutualist species, J. Dynam.
Differential Equations 13 (2001) 147-183.

N. A. Lima, M. A. S. Souto, An Ambrosetti-Prodi type result for integral equations
involving dispersal operator, ArXiv:1902.00365, (2019).

J. Medlock and M. Kot, Spreading disease: integro-differential equations old and new.
Math. Biosci., 184(2), pp. 201-222, (2003).

J. D. Murray, Mathematical biology, volume 19 of Biomathematics. Springer-Verlag,
Berlin, second edition, (1993).

R. D. Nussbaum, The Fized Point Index for Local Condensing Maps, Ann. Mat. Pura
Appl., Volume 89, Issue 1, pp. 217-258, (1971).

R. D. Nussbaum, Degree Theory for Local Condensing Maps, J. Math. Anal. Appl.
37, pp. 741-766, (1972).

P. Rabinowitz, Some global results for nonlinear eigenvalue problems, J. Funct. Anal.
7, pp. 487-513 (1971).

F. Andreu-Vaillo, J. M. Mazén, J. D. Rossi and J. J. Toledo-Melero, Nonlocal Dif-
fusion Problems, Applieds Mathematics - Mathematical Surveys and Monographs,
Volume 165, (2010).

F. M. Schurr, O. Steinitz and R. Nathan, Plant fecundity and seed dispersal in spati-
ally heterogeneous environments: models, mechanisms and estimation. J. Ecol., 96(4),
pp. 628-641, (2008).

L. Sun, J. Shi and Y. Wang, Ezxistence and uniqueness of steady state solutions of a
nonlocal diffusive logistic equation, Z. Angew. Math. Phys., 64, pp. 1267-1278, (2013).

J. Garcia-Melian, R. Letelier-Albornoz, J. Sabina de Lis, Uniqueness and asymptotic

behaviour for solutions of semilinear problems with boundary blow-up, Proc. Amer.
Math. Soc. 129 (2001), 3593-3602.

G. Botelho, D. Pellegrino, E. Teixeira, Fundamentos de andlise funcional, Rio de
Janeiro: SBM, 2015.



86

[57] J. Garcia-Melian, Julio D. Rossi, A logistic equation with refuge and nonlocal diffu-

sion, Communications on Pure and Applied Analysis, 2009.









	40ef581944e6ff079e54369d93e19fc1ef1f5f81ad6d01bf4c1e79615b6e9e01.pdf
	40ef581944e6ff079e54369d93e19fc1ef1f5f81ad6d01bf4c1e79615b6e9e01.pdf
	40ef581944e6ff079e54369d93e19fc1ef1f5f81ad6d01bf4c1e79615b6e9e01.pdf

