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Buracos negros não são tão negros quanto parecem.

Eles não são as prisões eternas que nós pensávamos.

As coisas podem escapar para fora dos buracos negros

e possivelmente até para outro universo.

Então, se você se sentir dentro de um,

não desista – há uma maneira de escapar!

(Stephen Hawking)





Resumo

O problema da seta do tempo é uma questão bem conhecida em cosmologia e trata de

sabermos como o universo iniciou a partir de um estado de baixa entropia, evoluindo de

forma que sua entropia nunca decresça. A cosmologia quântica em laços procura descrever

o comportamento do universo no período próximo da singularidade do Big-Bang. Ao

relacionarmos cosmologia quântica em laços com a equação modificada de Bekenstein-

Hawking, temos o que chamamos de cosmologia quântica holográfica em laços. Diante

dessa perspectiva, obtemos uma possível solução para o problema da violação da segunda

lei generalizada da termodinâmica no contexto da cosmologia quântica em laços nos

períodos iniciais após o Big-Bang.

Palavras-chave: Seta do tempo, cosmologia quântica em laços, cosmologia quântica

holográfica em laços.





Abstract

The time arrow problem is a well known question in cosmology and it is about knowing

why the universe started from a low entropy state, evolving in a way that its entropy never

decreases. Loop quantum cosmology seeks to describe the behavior of the universe in

the period close to the Big Bang singularity. By relating loop quantum cosmology to the

modified Bekenstein-Hawking equation, we have what we call holographic loop quantum

cosmology. In view of this perspective, we obtain a possible solution to the problem of

violation of the generalized second law of thermodynamics in the context of loop quantum

cosmology in the early periods of the universe.

Keywords:Arrow of time, loop quantum cosmology, holographic loop quantum cosmology.
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1 Introdução

O termo seta do tempo, surgiu primeiramente por Arthur Eddington em 1927

[1]. Para Eddington a direção dessa seta poderia ser determinada através de estudos da

organização de átomos, moléculas e corpos. Na física, não existe nenhuma lei fundamental

que impeça a irreversibilidade do tempo, podemos citar como exemplo as leis de Newton

que são simétricas em relação ao tempo.

No entanto, o que observamos na natureza é justamente o contrário, o tempo

sempre se mantém em uma única direção. O problema da seta do tempo ainda é uma

questão não solucionada pelos físicos, e trata de entendermos como o universo iníciou a

partir de um estado de baixa entropia, evoluindo de forma que sua entropia nunca decresça.

É importante ressaltarmos que a seta do tempo da qual estamos tratando é a seta do

tempo termodinâmica [2].

Nas ultimas décadas, estudos na área da física de buracos negros mostram que

segmentos como a termodinâmica e a mecânica quântica, estão profundamente relacionadas

com buracos negros. As primeiras pistas da existência de buracos negros surgiram através

de observações do sistema binário Cygnus X-1 [3], na década de 1970. Atualmente temos

evidências mais fortes como as observações de ondas gravitacionais provenientes de uma

fusão de dois buracos negros [4], e principalmente a fotografia do buraco negro presente

no centro da galáxia M-87 [5]. Portanto, os buracos negros aparecem como objetos que

podem nos ajudar a compreender melhor a natureza do nosso próprio universo.

Com os trabalhos pioneiros de Stephen Hawking onde ele propõe que buracos

negros podem se comportar, de acordo com a mecânica quântica, como corpos negros

emitindo radiação térmica com uma temperatura proporcional a sua gravidade superficial

[6]. E também, os trabalhos de Bekenstein onde ele sugere que a entropia do buraco negro

seria proporcional a área do horizonte de eventos dividido por quatro vezes o comprimento

de Planck [7]. Mostraram de fato, as primeiras conexões da termodinâmica, mecânica

quântica e a relatividade geral.

Para reforçar ainda mais essas conexões, temos que a segunda lei generalizada

da termodinâmica [8], não é violada devido ao fato de que a entropia total da matéria

fora do buraco negro somada à entropia do buraco negro nunca decresce. Diante dessas

descobertas, muitos estudos foram realizados nos últimos anos para investigar as relações

entre a termodinâmica e a gravidade, [9] [10] [11][12][13][14] [15].

Em 1995, Jacobson propõe uma forma de derivar as equações de Einstein através

da relação de proporcionalidade entre a entropia e a área do horizonte em conjunto com

a seguinte relação fundamental δQ = TdS, conectando calor, entropia e a temperatura
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[9]. Por outro lado, Verlinde [11] descobriu que para um universo do tipo Friedmann-

Lemaître-Robertson-Walker (FLRW), preenchido por radiação a equação de Friedmann

pode ser reescrita da mesma forma que fórmula de Cardy-Verlinde, sendo ela uma fórmula

de entropia para uma teoria de campo conforme.

Seguindo o espírito dos resultados obtidos por Jacobson, Cai deriva as equações

de Friedmann utilizando o mesmo método [10], no entanto a entropia utilizada vai estar

associada ao horizonte aparente do universo do tipo FLRW onde a esse horizonte será

aplicada a relação de Clausius, para calcular o fluxo de calor que atravessa o horizonte do

universo que está em uma expansão acelerada.

Além dos estudos que investigam as relações entre a termodinâmica e a gravidade,

surgiram nos últimos anos estudos que tentam de alguma forma conciliar a mecânica

quântica com a relatividade geral. De fato, a busca por uma teoria quântica de gravidade

é, certamente um dos mais destacados e áridos problemas da física. Nesse contexto a

gravidade quântica em laços GQL é uma teoria que propõe uma forma de modelar o

comportamento quântico do espaço tempo [16][17][18][19][20].

Diante disso, a natureza do nosso universo próximo da singularidade do Big-Bang,

pode ser descrita através da cosmologia quântica em laços (CQL) [21] [22] [23][24]. Nesta

teoria, as equações de Friedmann incorporam correções quânticas provenientes da GQL.

Como consequência dessas correções, a singularidade é substituída por um salto quântico.

Uma possibilidade interessante, é o fato de que o nosso universo pode ter origem de uma

fase de contração até atingir a densidade crítica, onde ocorre o salto quântico, e passar

pelo processo de super-inflação e inflação.

No entanto, os resultados obtidos no contexto da cosmologia quântica em laços

não trouxeram luz sobre o problema da seta do tempo, além disso, a segunda lei da

termodinâmica é desobedecida durante um certo regime da evolução do universo [25].

Conforme mostrado em [26] é possível obter as equações da cosmologia quântica

em laços, utilizando a fórmula modificada de bekenstein-Hawking proveniente da relação

de área e entropia do buraco negro auto-dual previsto pela GQL utilizando o formalismo

de Jacobson. Revelando assim, a cosmologia quântica holográfica em laços (CQHL).

Essa nova perspectiva, pode abrir caminho para investigarmos importantes questões da

termodinâmica e do comportamento do universo no contexto da CQL. Dessa maneira, isso

abre um leque para investigarmos a violação da segunda lei generalizada da termodinâmica

no contexto da CQL.

Seguindo esta linha de raciocínio, a presente dissertação tem como objetivo inves-

tigar a validação da segunda lei generalizada dentro do contexto da CQL. Para tanto,

partimos de revisões de literaturas sobre a derivação termodinâmica das equações de

Friedmann utilizando o formalismo de Jacobson. Servindo de base portanto, para as
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revisões sobre as correções quânticas dessas equações, utilizando o mesmo formalismo, e

sobre as discussões da violação da segunda lei generalizada no cenário da CQL.

A presente dissertação está organizada da seguinte forma: No capítulo 2, realizamos

uma revisão sobre a derivação das equações de Friedmann seguindo o formalismo de

Jacobson. Onde é aplicado a primeira lei da termodinâmica ao horizonte aparente,

assumindo a relação de proporcionalidade de entropia e área do horizonte.

No capítulo 3, iremos revisar o formalismo que concilia a cosmologia quântica

em laços, com a holografia utilizando a fórmula de Bekenstein-Hawking com correções

quânticas que é proveniente da solução de buracos negros auto-duais, que surge no contexto

de Gravidade Quântica em Laços. E seguindo o formalismo de Jacobson é mostrado as

equações de Friedmann com correções quânticas. Já no capítulo 4, iremos revisar sobre a

violação da segunda lei generalizada da termodinâmica no contexto da cosmologia quântica

em laços, nos períodos de super inflação, transição e inflação. No capítulo 5, utilizando a

formula de Bekenstein-Hawking para o caso do buraco negro auto dual, vamos investigar se

é possível manter a validade da segunda lei da termodinâmica no contexto da cosmologia

quântica em laços. Por fim, no capítulo 6, faremos uma breve discussão sobre o resultado

encontrado, suas implicações e o que podemos extrair desse resultado como perspectivas

para futuros trabalhos.
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2 Derivação termodinâmica das equações de

Friedmann

No contexto da relatividade geral [27], as equações de Friedmann formam um

conjunto de equações que governam a expansão do universo. Essas equações foram

derivados pela primeira vez por Alexander Friedmann em 1922, a partir das equações de

campo de Einstein, aplicadas a um fluido perfeito com uma determinada densidade de

massa e pressão na presença de uma métrica do tipo de FLRW [28].

Na década de 1970, com as descobertas das relações entre a termodinâmica e

buracos negros, começaram a surgir especulações sobre a relação entre as equações de

Einstein e a termodinâmica de buracos negros, trabalhos como os de Bekenstein [8, 7],

de Hawking em conjunto com Barden e Carter [29], foram fundamentais para fornecer as

ferramentas necessárias para essas especulações.

As quatros leis da mecânica de buracos negros e suas semelhanças com as leis

da termodinâmica, assim como a relação de área e entropia do horizonte de eventos do

buraco negro, estabeleceram profundas ligações entre a física de buracos negros e áreas

aparentemente distantes como a termodinâmica. A equação de Bekenstein-Hawlking para

a entropia de buracos negros trouxe um resultado interessante a respeito da informação

contida no buraco negro, onde toda a informação tridimensional estaria contida na área

do horizonte de eventos

S =
A

l2
p

=
Ac3

4h̄G
, (2.1)

Onde c é a velocidade da luz, G a constante da gravitação universal, lp o comprimento

de Planck e h̄ = h/2π, sendo h a constante de Planck. O que futuramente acabou se

tornando a base do princípio holográfico, proposto inicialmente por Gerard’t Hooft [30] e

posteriormente por Susskind [31], esse princípio propõe que toda informação contida em

um volume do espaço pode ser codificada na área da superficie do horizonte desse espaço

[32][33].

Com essas relações, Jacobson conseguiu derivar as equações de Einstein a partir

da relação de proporcionalidade entre a entropia do horizonte de eventos e a sua área em

conjunto com a relação fundamental δQ = TdS [9], onde δQ e T são o fluxo de energia e

a temperatura Unruh para um observador acelerado dentro do horizonte [34].

Diante disso, o espaço-tempo passa a ser visto como um gás de átomos com uma

entropia relacionada que é dada através da equação de Bekenstein-Hawking, sendo assim

a equação de Einstein pode ser interpretada como uma equação de estado desse gás.
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Seguindo o formalismo de Jacobson, podemos então derivar as equações de Fried-

mann utilizando a mesma relação δQ = TdS, mas desta vez aplicada ao horizonte aparente

de um universo do tipo (FLRW) onde a entropia do universo é tomada como proporcional

a área do seu horizonte [10].

O universo FRLW de (n + 1) dimensões é descrito pela seguinte métrica

ds2 = −dt2 + a2(t)

(

dr2

1 − kr2
+ r2dΩ2

n−1



, (2.2)

o termo do elemento de linha para uma unidade de esfera (n − 1)-dimensional é denotado

por dΩ2

n−1
, e a constante de curvatura k é igual a +1, 0 ou −1 , que corresponde a um

universo fechado, plano e aberto, respectivamente. Utilizando a simetria esférica, podemos

reescrever a métrica (2.2), como sendo:

ds2 = habdxadxb + r̃2dΩ2

n−1
, (2.3)

onde r̃ = a(t)r, e os indices x0 = t e x1 = r, correspondem a coordenada temporal e radial

da métrica bidimensional hab = diag(−1, a2/1 − kr2). A dinâmica do horizonte aparente

é definida como sendo hab∂ar̃∂br̃ = 0, o que implica que o vetor ∇r̃, será nulo sobre a

superfície do horizonte aparente. A partir dessa relação, podemos então determinar a

expressão do raio do horizonte aparente

hab∂ar̃∂br̃ = 0, (2.4)

expandindo os índices, temos

h00∂0r̃∂0r̃ + h11∂1r̃∂1r̃ = 0 (2.5)

calculando as derivadas parciais

−(ȧr)2 + (1 − kr2) = 0 (2.6)

r2(ȧ2 + k) = 1 (2.7)

r2 =
1

(ȧ2 + k)
. (2.8)

Podemos então dizer que

r2 =
1

a2

(

ȧ2

a2 + k

a2

) (2.9)
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dessa forma

ar =
1

(

ȧ2

a2 + k
a2

)

1/2
(2.10)

encontramos então

r̃A = ar =
1

√

H2 + k
a2

, (2.11)

o termo H = ȧ/a é conhecido como o parâmetro de Hubble. Podemos perceber que em

um universo plano onde a constante de curvatura é k = 0, o raio do unviverso aparente r̃A

tem o mesmo valor de r̃H , que é o raio correspondente ao horizonte de Hubble. Para um

universo com expansão acelerada, temos que o raio do horizonte de eventos cosmológico é

definido por

r̃E = a(t)
∫

∞

t′

dt
′

a(t′)
, (2.12)

mas em um universo plano De Sitter, os raios do horizonte aparente, do horizonte de

Hubble e do horizonte de eventos cosmológico apresentam o mesmo valor constante

r̃A = r̃H = r̃E = 1/H. Para os próximos passos, vamos considerar que, em um espaço

tempo dinâmico, o horizonte aparente será um horizonte causal, portanto vamos relacionar

com a entropia e a gravidade superficial. Desse modo iremos aplicar a primeira lei da

termodinâmica ao horizonte aparente.

Seguindo [35] e [36] , temos que a densidade de trabalho e o vetor de fonte de

energia é definida da seguinte forma

W = −
1

2
T abhab, (2.13)

e

Ψa = T b
a∂br̃ + W∂ar̃. (2.14)

A densidade de trabalho (2.13) nada mais é do que o trabalho realizado por uma

mudança no horizonte aparente, enquanto que o vetor de fonte de energia (2.14) representa

o fluxo de energia total que atravessa o horizonte aparente. O termo T ab é a projeção do

tensor momento-energia T µν de dimensão (n − 1), da matéria que se comporta como um

flúido perfeito no universo de FRLW.

De acordo com [37]. A primeira lei unificada é dada por

∇E = AΨ + W∇V, (2.15)

onde A = nΩnr̃n−1 e V = Ωnr̃n são a área e o volume de uma esfera n-dimensional de raio

r̃. O termo Ωn = πn/2/Γ(n/2 + 1) é o volume de uma esfera n-dimensional, e a energia

total dentro de um espaço de raio r̃ é definida como



24 Capítulo 2. Derivação termodinâmica das equações de Friedmann

E =
n(n− 1)Ωn

16π
r̃n−2(1 − hab∂ar̃a∂br̃b). (2.16)

Na termodinâmica, a entropia está intimamente relacionada com o fluxo de calor

da seguinte forma δQ = TdS, sabemos, também, que o fluxo de calor está relacionado com

a mudança de energia de um dado sistema. Desse modo, podemos relacionar a entropia

com o termo de fonte de energia, rescreevendo-a da seguinte forma

AΨ =
κ

8π
∇A+ r̃n−2∇

(

E

r̃n−2

)

, (2.17)

onde κ é a gravidade superficial definida por

κ =
1

2
√

−h
∂a(

√
−hhab∂br̃). (2.18)

Agora, iremos calcular a densidade de trabalho, vetor de fonte de energia, a energia

interna total e a gravidade superficial para um universo de dimensão (3 + 1). Vamos

supor também, que a matéria deste universo terá o comportamento de um fluido perfeito,

definido pelo tensor momento-energia

Tµν = (ρ+ P )UµUν + Pgµν , (2.19)

Onde as grandezas P e ρ são a pressão e a densidade de energia respectivamente. Então,

calculando (2.13)

W = −1

2
(T 00h00 + T 11h11), (2.20)

W = −1

2
[(ρ+ P )U0U0 + ph00] − 1

2
[(ρ+ P )U1U1 + Ph11], (2.21)

então a densidade de trabalho será

W =
1

2
(ρ− P ). (2.22)

Calculando agora cada termo do vetor de fonte de energia (2.14), para coordenada

temporal

ψ0 = T 0

0
∂0r̃ +W∂0r̃, (2.23)

ψ0 =
[

T 0

0
+

1

2
(ρ− P )



r̃Hdt, (2.24)
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para coordenada radial

ψ1 = T 1

1
∂1r̃ +W∂1r̃ (2.25)

ψ1 =
[

T 1

1
+

1

2
(ρ− P )



a(t)dr, (2.26)

e portanto o vetor de fonte de energia será

Ψa =
(

−

1

2
(ρ+ P )Hr̃,

1

2
(ρ+ P )a

)

. (2.27)

Com (2.22) e (2.27)definidos, podemos então, encontrar a energia total presente em um

espaço de raio r̃ (2.16)

E =
r̃

2

[

1 − (h00∂0r̃ + h11∂1r̃)
]

, (2.28)

então

E =
r̃

2

[

1 + r2ȧ2
− 1 + kr2

]

(2.29)

E =
r̃

2

[

r2(ȧ2 + k)
]

, (2.30)

multiplicando a expressão por a2/a2, teremos então a energia total do espaço de raio r̃

E =
r̃3

2



H2 +
k

a2

]

. (2.31)

Por fim, iremos calcular a gravidade superficial (2.18)

κ =
1

2
√

−h

[

∂0

(√

−hh00∂0r̃
)

+ ∂1

(√

−hh11∂1r̃
)]

, (2.32)

onde det(hab) =
√

−h, Então

κ =
2πr̃

3
(3P − ρ). (2.33)

Agora, com todos os parâmentros termodinâmicos definidos,vamos calcular o fluxo

de calor δQ, através do horizonte aparente durante um intervalo de tempo infinitesimal dt.

Podemos interpretar esse fluxo de calor como a quantidade de energia atravessando este

horizonte aparente durante um intervalo de tempo dt.

Essa relação surge justamente porque o fluxo de calor é, também, uma forma de

energia. Logo, δQ = −dE, nada mais é do que a variação de energia interna do horizonte

aparente. Durante um intervalo de tempo dt, nós obtemos a quantidade de energia que

atravessa o horizonte aparente
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−dE ≡ −Aψ = A(ρ+ P )Hr̃Adt, (2.34)

onde o termo A = nΩnr̃
n−1

A
representa a área do horizonte aparente. Propondo que o

horizonte aparente tem associado uma entropia S e uma temperatura T , definidas como

S =
A

4
; T =

1

2πr̃A

, (2.35)

Relacionando (2.34), com a a definição de variação de energia interna do horizonte aparente,

teremos a seguinte relação

δQ = A(ρ+ P )Hr̃Adt, (2.36)

então

TdS = A(ρ+ P )Hr̃Adt, (2.37)

substituindo (2.35), teremos

1

2πr̃A

d

dt

(

nΩnr̃
n−1

A

4



= nΩnr̃
n−1

A
(ρ+ P )Hr̃A, (2.38)

sendo assim
(n− 1)

8π
(r̃A

˙̃rA) = (ρ+ P )r̃n+1

A
, (2.39)

calculando a derivada do raio aparente ˙̃rA

˙̃rA = −Hr̃3

A

(

Ḣ −

k

a2



, (2.40)

substituindo ˙̃rA, e isolando os termos, finalmente encotramos

Ḣ −

k

a2
= −

8π

(n− 1)
(ρ+ P ). (2.41)

A equação (2.41), é conhecida como a primeira equação de Friedmann, que descreve

o universo FRW de (n+1) - dimensões, com uma curvatura espacial k. Podemos reescrever

esta expressão para um universo FRW de (3 + 1) - dimensões

Ḣ −

k

a2
= −4π(ρ+ P ). (2.42)

Utilizando agora a equação da continuidade

ρ̇+ nH(ρ+ P ) = 0, (2.43)

substituindo H(ρ+ P ) em (2.41), teremos



27

Ḣ −

k

a2
=

8πρ̇

n(n − 1)H
, (2.44)

HḢ −

Hk

a2
=

8πρ̇

n(n − 1)
, (2.45)

temos que

Ḣ =
ä

a
− H2, (2.46)

logo

H
ä

a
− H

(

H2 +
k

a2



=
8πρ̇

n(n − 1)
, (2.47)

podemos reescrever (3.10), da seguinte forma

1

2

d

dt

(

H2 +
k

a2



=
8π

n(n − 1)

dρ

dt
, (2.48)

integrando, encontramos então

H2 +
k

a2
=

16πρ

n(n − 1)
. (2.49)

A equação (2.49) é conhecida como a segunda equação de Friedmann para o universo

FRW de (n + 1) -dimensões. Reescrevendo para (3 + 1) - dimensões, teremos a seguinte

expressão

H2 +
k

a2
=

8πρ

3
. (2.50)

Portanto,utilizando as relações entre as equações de Einstein e a termodinâmica

[38] [39] [40] e aplicando a primeira lei da termodinâmica sobre o horizonte aparente,

assumindo que a entropia do horizonte aparente é dada pela equação de Bekenstein-

Hawking, é possível derivar as equações de Friedmann para o universo FRLW (2.41) e

(2.49).





29

3 Cosmologia quântica holográfica em laços

A gravidade quântica em laços é uma teoria que propõe uma forma de modelar o

comportamento quântico do espaço-tempo. De acordo com ela, o espaço é feito de átomos

distintos, cada um portador de uma unidade mínima de volume. A teoria limita também

as áreas e comprimentos possíveis que uma superfície pode ter a um conjunto finito de

valores [16] [17][18][19][20]. Diante desses aspectos, a cosmologia quântica em laços, estuda

os estágios inciais do universo próximo da singularidade do Big-Bang, onde o espaço-tempo

apresenta um comportamento quântico [22] [23] [24] [41].

Portanto as equações de Friedmann no contexto da CQL, incorporam correções

quânticas que implicam em uma contribuição adicional ao termo de densidade na segunda

equação de Friedmann. Devido ao termo adicional, um salto quântico surge no lugar da

singularidade do Big-Bang. A densidade nesse ponto não é mais infinita, mas assume um

valor crítico finito e máximo dado por

ρc =
√

3/(32πG2γ3), (3.1)

onde γ é o parâmetro Barbero-Immirzi [13] [42]. Neste sentido, a evolução quântica

do universo se estende através do Big-Bang. Tais resultados abrem a possibilidade de que

nosso universo possa ter sua origem em uma fase anterior de contração [43].

Seguindo os passos de [10] e [26], calcularemos as equações de Friedmann no

contexto da CQL. Para fazermos a derivação termodinâmica, vamos assumir que a relação

entropia-área do horizonte aparente vai ser dada pela seguinte expressão

SH = ±

√

A2 − A2

min

4σ
, (3.2)

onde Amin é o valor de área mínimo previsto pela teoria da gravidade quântica em laços.

A equação (3.2), é a equação modificada de Bekenstein-Hawking [44], ela é proveniente

da relação de área e entropia do buraco negro auto dual, previsto pela GQL, esse tipo de

buraco negro trás correções quânticas em sua métrica, a partir de um modelo simplificado

da GQL [44][45][46][47]. Removendo tais correções quânticas, a métrica se resume a do

buraco negro de Schwarzschild [48].

Da relação de Clausius δQ = TdS, teremos

TdS = A(ρ + P )Hr̃Adt, (3.3)

substituindo a temperatura do horizonte aparente (2.34) e a entropia (3.2)
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±
d

dt





√

A2 − A2

min

4σ



 = 8πA(ρ + P )Hr̃2

A
, (3.4)

calculando a derivada e simplificando a expressão, teremos

±
1

2r̃A

(A2 − A2

min
)

1

2 4A2 ˙̃rA = 8πA(ρ + P )Hr̃2

A
, (3.5)

substituindo a derivada do raio aparente (2.39)

∓(A2 − A2

min
)

1

2



Hr̃2

A

(

Ḣ −
k

a2

]

=
8πσ

A
(ρ + P )Hr̃2

A
, (3.6)

simplificando a expressão e isolando alguns termos

Ḣ −
k

a2
= ∓4πσ

(A2 − A2

min
)−

1

2

A
(ρ + P ). (3.7)

Utilizando a equação de continuidade (2.43), e substituindo (ρ + P ) em (3.7)

Ḣ −
k

a2
= ∓4πσ

(A2 − A2

min
)−

1

2

A

(

−
ρ̇

3H

)

, (3.8)

então

HḢ − H
k

a2
= ±

4πσ

3

(A2 − A2

min
)−

1

2

A
ρ̇, (3.9)

substituindo a derivada do parâmetro de Hubble, e isolando os termos teremos

H
ä

a
− H

(

H2 +
k

2



= ±
4πσ

3

(A2 − A2

min
)−

1

2

A
ρ̇, (3.10)

podemos então reescrever (3.10) como sendo

d

dt

(

H2 +
k

2



= ±
8πσ

3

(A2 − A2

min
)−

1

2

A

dρ

dt
, (3.11)

usando a relação

H2 +
k

a2
=

4π

A
, (3.12)

e substituindo em (3.11)

8πσ

3

dρ

dt
= ±

A

(A2 − A2

min)
1

2

d

dt

(

4π

A

)

, (3.13)

então, temos a seguinte integral
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8πσ

3

∫

dρ = ∓
∫ 4π

A(A2 − A2

min
)

1

2

dA, (3.14)

para resolvermos a integral do segundo membro em (3.14), é necessário rescrever a expressão

da seguinte forma

∫ dA

A2

√

1 − A2

min
/A2

, (3.15)

em seguida, faremos uma substituição trignométrica onde cos(Θ) = Amin/A, como con-

sequência
dA

A2
=

sen(Θ)dΘ

Amin

, (3.16)

fazendo as devidas substituições, a equação (3.14) ficará da seguinte forma

8π

3

∫

dρ = ∓
4π

Aminσ

∫

dΘ, (3.17)

temos como resultado

8π

3
ρ = ∓

4π

Aminσ
Θ + α, (3.18)

logo,

Θ = ±
(

2Amin

3
σρ − α

)

= arccos(Amin/A), (3.19)

onde teremos que −π/2 ≤ Θ ≤ π/2, desde que tenhamos Amin/A ≥ 0. Por fim, aplicando

a função cosseno na equação (3.19)e utilizando a relação do raio do horizonte aparente

dado por (3.12), teremos

(

H2 +
k

a2



Amin

4π
= cos

[

±
(

2Amin

3
ρσ − α

)

, (3.20)

Usando Amin = 4πγ
√

3, e isolando os termos encontramos, então, a primeira equação de

Friedmann modificada

H2 +
k

a2
=

1

γ
√

3
cos(Θ). (3.21)

Derivando (3.21) em relação ao tempo,

d

dt

(

H2 +
k

a2



=
1

γ
√

3

d

dt

[

cos
(

2Amin

3
σρ − α

)

, (3.22)

vamos encontrar
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2H

(

Ḣ −
k

a2



= ∓
1

γ
√

3
sen(Θ)

2

3
Aminσρ̇, (3.23)

substituindo a equação da continuidade teremos então

Ḣ −
k

a2
= σsen(Θ)(ρ + P ). (3.24)

As equações (3.21) e (3.24), são versões das equações de Friedmann com correções

quânticas, essas correções são provenientes da relação área-entropia do buraco negro

auto-dual, o que faz o termo da densidade quântica efetiva, ser uma função harmônica

da densidade clássica. Consequentmente, essas correções quânticas fazem com que a

singularidade do Big-Bang deixe de existir, e em seu lugar ocorre um salto no ponto em

que o universo atinge uma densidade crítica, assim como na CQL.

3.1 Relação com CQL semi-clássico

Vamos agora, mostrar como as equações de Friedmann corrigidas quânticamente

podem ser relacionadas com as equações semi-clássicas do CQL. Para isso, vamos expandir

(3.21) usando a expansão em taylor, considerando o segundo membro como sendo uma

função f(Amin), teremos então que

f(Amin) =
∞
∑

n=0

fn(a)

n!
(Amin−a)n = f(a)+

f
′

(a)

1!
(Amin−a)+

f
′′

(a)

2!
(Amin−a)2+. . . , (3.25)

onde a = 0, teremos

f(0) =
1

γ
√

3
cos(α), (3.26)

f
′

(0) =
8π

3
σsen(α)ρ, (3.27)

f
′′

(0) = −
64π2

9
σ2γ

√
3cos(α)ρ2, (3.28)

substituindo esses termos em (3.25),

f(ρ) =
1

γ
√

3
cos(α) +

8π

3
σsen(α)ρ −

32π2

9
σ2γ

√
3cos(α)ρ2 + . . . , (3.29)

então (3.21) fica da seguinte forma

H2 +
k

a2
=

1

γ
√

3
cos(α) +

8π

3
σsen(α)ρ −

32π2

9
σ2γ

√
3cos(α)ρ2, (3.30)



3.1. Relação com CQL semi-clássico 33

de acordo com CQL semi-clássico [21], desconsideramos os termos de correções quânticas

da ordem O(≥ A2

min
). De (3.30) podemos obter

H2 +
k

a2
=

8π

3
ρtot

(

1 − ρtot

ρc



, (3.31)

onde ρtot = ρ + Λ/8π e Λ é a constante cosmológica. Dessa expressão podemos obter a

equação de Raychaudhuri, derivando-a e usando a equação da continuidade, então

d

dt

(

H2 +
k

a2



=
8π

3

d

dt

(

ρtot − ρ2

tot

ρc



, (3.32)

2H

(

Ḣ − k

a2



=
8π

3
ρ̇

(

1 − 2ρtot

ρc



, (3.33)

substituindo a equação da continuidade (2.43) teremos

Ḣ − k

a2
= −4π(ρ + P )

(

1 − 2ρtot

ρc



, (3.34)

podemos reescrever a expressão acima como sendo

Ḣ − k

a2
= −4π(ρtot + Ptot)

(

1 − 2ρtot

ρc



, (3.35)

onde Ptot = P − Λ/8π. Obtemos então, através de uma descrição holográfica, as equações

usuais do CQL semiclássico. No entanto, precisamos interpretar o papel da constante

cosmológica que aparece como consequência das correções quânticas provenientes da fórmula

de Bekenstein-Hawking modificada. Além disso, é necessário relacionar a densidade crítica

do universo que foi encontrada, em nossos cálculos, com a que está presente no CQL usual.

Das equações (3.31) e (3.35), podemos extrair os seguintes termos

ρc =

√
3

4πγσ2cos(α)
, (3.36)

Λ̃

(

1 − Λ̃

ρc



=
3

8πγ
√

3
cos(α), (3.37)

1 − 2Λ̃

ρc

= σsen(α), (3.38)

onde Λ̃ = Λ/8π. Da equação (3.37), temos que

[cos(α)]2 =
64π2γ2

3



Λ̃

(

1 − Λ̃

ρc

]2

, (3.39)

da equação (3.36)
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σ2 =
3

32π2γ2ρc



Λ̃

(

1 −

Λ̃

ρc

]

−1

, (3.40)

da equação (3.36) e (3.37)

4πσ2γ
√

3cos(α) =
3

ρc

, (3.41)

multiplicando por (3.37), temos

3

2
σ2cos2(α) =

3

ρc

Λ̃

(

1 −

Λ̃

ρc



, (3.42)

agora, elevando (3.38) ao quadrado, e somando com (3.42), teremos como resultado a

seguinte expressão

3

2
σ2[cos2(α) + sen2(α)] =

3Λ̃

ρc

(

1 −

Λ̃

ρc



+
3

2

(

1 −

2Λ̃

ρc

2

, (3.43)

substituindo σ encontramos

3

32π2γ2ρc



Λ̃

(

1 −

Λ̃

ρc

]

−1

=
2Λ̃

ρc

(

1 −

Λ̃

ρc



+

(

1 −

2Λ̃

ρc

2

, (3.44)

desenvolvendo os termos do segundo membro, teremos

3

32π2γ2ρc



Λ̃

(

1 −

Λ̃

ρc

]

−1

=
2Λ̃

ρc

−

2Λ̃2

ρ2
c

+ 1 −

4Λ̃

ρc

+
4λ̃2

ρ2
c

, (3.45)

sendo assim,

3

32π2γ2ρc



Λ̃

(

1 −

Λ̃

ρc

]

−1

= −

2Λ̃

ρc

(

1 −

Λ̃

ρc



+ 1 (3.46)

organizando os termos

2

ρc



Λ̃

(

1 −

Λ̃

ρc

]2

− Λ̃

(

1 −

Λ̃

ρc



+
3

32π2γ2ρc

= 0 (3.47)

para resolver essa equação, vamos fazer uma mudança de variável da seguinte forma

ξ = Λ̃

(

1 −

Λ̃

ρc



, (3.48)

então (3.47) fica da seguinte forma

2

ρc

ξ2
− ξ +

3

32π2γ2ρc

= 0. (3.49)
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Resolvendo a equação de segundo grau teremos como solução

ξ± =
ρc

4

(

1 ±
√

1 − 3

4π2γ2ρ2
c



. (3.50)

Agora, desenvolvendo a equação de segundo grau em (3.37), e calculando a solução, teremos

Λ̃± =
ρc

2



1 ±

√

√

√

√1 − 4

(

3cos(α)

8πγ
√

3ρc





 , (3.51)

onde temos a seguinte relação

ξ± =
3cos(α)

8πγ
, (3.52)

encontramos então

Λ̃± =
ρc

2

(

1 ±
√

1 − 4

ρc

ξ±



. (3.53)

Para uma solução real de (3.53) a unica escolha consistente para (3.50) é ξ−, temos,

também que a unica escolha consistente para (3.39), é a solução Λ̃−, dada a seguinte

condição −1 ≤ cos(α) ≤ 1. Consequentemente, teremos

Λ = 8πΛ̃ = 4πρc



1 −
(

1 − 3

4π2γ2ρ2
c


1

4



 . (3.54)

Como podemos perceber, o valor da constante cosmológica vai depender das condições

iniciais do universo, e mais especificamente da densidade crítica do universo no momento

do salto quântico. Fazendo uma expansão binomial no segundo membro de (3.54), temos

que

(

1 − 3

4π2γ2ρ2
c


1

4

= 1 − 3

16π2γ2ρ2
c

+ · · · , (3.55)

a constante cosmológica fica da seguinte forma

Λ = 4πρc



1 −
(

1 − 3

16π2γ2ρ2
c



+ · · ·
]

. (3.56)

No limite em que ρc ≫ 1, iremos desconsiderar os termos da ordem O(≥ ρ3

c
), dessa forma,

a constante cosmologica se reduz a

Λ ∼ 3

4πγ2ρc

. (3.57)
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Enquanto que no limite infravermelho (ρc → ∞), a constante cosmológica tenderá a zero.

Se compararmos a constante cosmológica deste formalismo com o tratamento usual da

cosmologia quântica em laços, foi demonstrado que CQL se ajusta á situação em que uma

constante constante cosmológica Λ está presente, tanto para casos em que Λ é positivo ou

negativo [49][50][51].

Entretanto, a CQL não oferece nenhum resultado teórico para o valor da constante

cosmológica, no sentido de que ela não surge de um resultado de cálculo mais fundamental.

Em vez disso, sob o ponto de vista da cosmologia quântica em laços, e também da gravidade

quântica em laços, a constante cosmológica consiste em uma constante da natureza, assim

como a constante gravitacional de Newton ou a constante de Planck.

Diante disso, a CQL acaba não abordando um dos problemas fundamentais da

física, conhecido como o problema da constante cosmológica [52]. Onde temos que as

observações de supernovas com altos redshifts são umas das evidências diretas de que

o nosso universo está em expansão acelerada [53] [54]. Para explicar esta aceleração

no contexto da relatividade geral, é reintroduzido nas equações de Einstein um termo

cosmológico, referente a energia escura, que está associado ao vácuo [55] [56][57][58]. Como

consequência, o modelo padrão da cosmologia apresenta este problema que consiste no

fato de que o valor de Λ, previsto pelo modelo padrão, seja muito maior do que o valor

observado [58].

Por outro lado, a constante cosmológica (3.56) tem a dependência da densidade

crítica ρc do universo no momento do salto quântico. Com relação ao valor da densidade

dentro do contexto da cosmologia quântica em laços, temos que é dada por [21][59]

ρc =
3

8πγ2∆
, (3.58)

onde ∆ é o gap de área. Esse gap de área é dado pela gravidade quântica em laços onde

∆GQL = 4πγ
√

3, e calcula-se que a densidade crítica do universo seja em unidades de Planck

ρc ≈ 0.41 [60] [23]. No entanto a escolha do gap de área carece de uma justificativa física

adicional, consequentemente outros valores da densidade crítica poderiam ser concebidos,

onde o ρc seria fixado por observações de acordo com [61][62][63].

Se for este o caso, os resultados desse formalismo [26] podem nos dar uma forma

de fixar o valor de ρc pelo uso dos resultados observacionais sobre Λ. Portanto, deve-se ter

que a escala de energia do salto quântico seria super Planckiana, pelo fato de que para

se ter uma concordância com o valor observado da constante cosmológica devemos ter

ρc ∼ 10120.
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4 Investigação sobre a validade da segunda

lei generalizada

A cosmologia quântica em laços pode trazer alguns aspectos interessantes no período

após o salto quântico, onde o mesmo passaria de uma fase de super inflação e entraria em

um regime de inflação. A super inflação seria o período em que o universo estaria em um

regime de super aceleração durante o qual a derivada em ralação ao tempo do parâmentro

de Hubble é positiva Ḣ > 0, em contraste com o regime de inflação slow-roll padrão onde

Ḣ < 0. A super inflação pode ser vista como uma consequência das equações modificadas

de friedmann no contexto da cosmologia quântica em laços.

Considerando um universo plano do tipo FLRW, seguindo [25], iremos investigar a

validade da segunda lei generalizada da termodiânmica no período de inflação, principal-

mente no instante de transição entre a super inflação e inflação padrão. Dada as equações

de Friedmann para CQL usual,

H2 =
8π

3
ρ

(

1 −

ρ

ρc



, (4.1)

Ḣ = −4π(P + ρ)

(

1 −

2ρ

ρc



. (4.2)

Podemos descrever a expansão do universo, no qual se comporta como um fluido

perfeito que satisfaz a seguinte condição P + ρ > 0. Onde o salto quântico ocorre quando

ρ = ρc e o parâmentro de Hubble é igual a zero H = 0, depois do salto, a densidade

começa a diminuir e no intervalo compreendido em ρc/2 < ρ < ρc, o universo se expande

de forma super acelerada, onde a taxa de variação em relação ao tempo do parâmetro de

Hubble se mantém positiva Ḣ > 0.

Considerando o campo escalar ϕ como sendo a fonte da inflação, vamos utilizar o

seguinte potencial [64]

V (ϕ) =
(1 − ω)V0e

√
24π(1+ω)φ

(1 + V0

2ρc

e
√

24π(1+ω)φ)2
, (4.3)

onde V0 é uma constante e ω, define a equação de estado dado por ω = P/ρ. O campo

escalar imita classicamente o comportamento de um fluido perfeito com o parâmetro de

equação do estado constante. Para calcularmos uma solução de campo escalar no regime

de slow roll, em que cruza a linha Ḣ = 0, temos que a densidade de energia é definida

como sendo
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ρ =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ), (4.4)

a pressão é definida como sendo

P =
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ), (4.5)

onde V (ϕ) é o potencial.

Em períodos próximos do tempo de transição t = t0, vamos ter um parâmetro de

Hubble diferente, dado por

H(t) = h0 + h1(t − t0)
p + O

(

(t − t0)
p+1

)

, (4.6)

onde h0, é o parâmentro de Hubble e o p representa a ordem das derivadas não nulas

em relação ao tempo no instante t = t0. Portanto esta solução descreve a transição do

período de super inflação para o periodo de inflação, dado que para t ≤ t0 teremos Ḣ ≥ 0,

enquanto que para t ≥ t0, teremos Ḣ ≤ 0. Temos que a equação da continuidade para o

campo escalar é dada por

ϕ̈ + 3Hϕ̇ + V
′

(ϕ) = 0, (4.7)

onde V
′

(ϕ) = dV (φ)
dφ

, substituindo (4.6), e supondo que ϕ̈ ≪ 3Hϕ̇, temos que

3(h0 + h1(t − t0)
p + O

(

(t − t0)
p+1

)

))ϕ̇ + V
′

(ϕ) = 0, (4.8)

então,

3(h0 + h1(t − t0)
p + O

(

(t − t0)
p+1

) dϕ

dt
= −

dV (ϕ)

dϕ
, (4.9)

onde o potencial é definido pela lei de potência, dado por

V (ϕ) = v1ϕ
n, (4.10)

portanto

3(h0 + h1(t − t0)
p + O

(

(t − t0)
p+1

) dϕ

dt
= −nv1ϕ

n−1, (4.11)

∫ t

t0

ϕ1−ndϕ = −nv1

∫ t

t0

dt

3(h0 + h1(t − t0)p + O ((t − t0)p+1)
, (4.12)

ϕ2−n(t) − ϕ2−n(t0)

2 − n
= −nv1

∫ t

t0

dt

3(h0 + h1(t − t0)p + O ((t − t0)p+1)
. (4.13)
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Para resolvermos a integral presente em (4.13), será necessário realizar uma expansão

binomial, para isso vamos considerar que a função f(t) que terá a seguinte forma

f(t) =



1 +
h1

h0

(t − t0)
p

]

−1

, (4.14)

calculando a expansão f(t), fica da seguinte forma

f(t) = 1 −
h1

h0

(t − t0)
p + . . . , (4.15)

voltando para (4.13), temos então

ϕ2−n(t) − ϕ2−n(t0)

2 − n
=

nv1

3h0



∫ t

t0

dt −
h1

h0

∫ t

t0

(t − t0)
pdt

]

, (4.16)

então,
ϕ2−n(t) − ϕ2−n(t0)

2 − n
=

nv1

3h0



(t − t0) −
h1

h0

(t − t0)
p+1

p + 1

]

, (4.17)

isolando (t − t0)/p no segundo membro, e organizando os termos

ϕ2−n(t) − ϕ2−n(t0)

2 − n
=

nv1(t − t0)

3h0p



p −
h1

h0

(t − t0)
p

1

p
+ 1



 . (4.18)

os termos dentro do colchete no segundo membro, pode ser escrito como sendo a função

de Lerchphi. Desse modo, o campo escalar terá a seguinte forma

ϕ =



n(n − 2)(t − t0)

3h0p
Φ

(

−
(t − t0)

ph1

h0

, 1,
1

p



+ C1

]
1

n−2

. (4.19)

Onde C1 = ϕn−2(t0), e a função de Lerchphi é dada por

Φ

(

−
(t − t0)

ph1

h0

, 1,
1

p



=
∞
∑

n=0



(t − t0)
ph1

h0

]n (

1

p
+ n



−1

. (4.20)

Agora vamos definir o campo escalar para um potencial quadrático,

V (ϕ) =
1

2
m2ϕ, (4.21)

partindo da equação da continuidade (4.7), e substituindo o parâmentro de Hubble (4.6),

teremos

3(h0 + h1(t − t0)
p + O

(

(t − t0)
p+1
)

)
dϕ

dt
+ m2ϕ = 0, (4.22)

calculando a integral
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ϕ(t) = ϕ(t0)exp



−m2(t − t0)

3h0p
Φ

(

−
(t − t0)

ph1

h0

, 1,
1

p

]

. (4.23)

A condição ϕ̈ ≪ 3Hϕ̇, usada para se obter o campo escalar para o potencial

quadrático, é satisfeita quando

∣

∣

∣

∣

∣

n(n − 1)v1

9h2
0

ϕn−2(t0)

∣

∣

∣

∣

∣

≪ 1, (4.24)

que para o potencial quadrático dá m2 ≪ h2

0
, o que nos leva então a m2 ≪ ρc.

m2 ≪ ρc, (4.25)

se reescrevermos (4.24)como sendo ♣d2V
dφ2

♣ ≪ h2

0
, no regime slow roll utilizado, deduzimos

então que o potencial deve satisfazer ♣d2V
dφ2

♣ ≪ V , implicando que o potencial deve ser plano

o suficiente. Combinando ( 4.24), com

v1ϕ
n(t0) ≃

ρc

2
, (4.26)

que podemos perceber que na aproximação de slow roll a principal parte da densidade de

energia é proveniente do potencial. Da combinação, temos como resultado

∣

∣

∣

∣

∣

n(n − 1)

12π

∣

∣

∣

∣

∣

≪ ϕ2(t0). (4.27)

Portanto, o valor do campo escalar no tempo de transição deve ser grande nesta aproxima-

ção. Calculando a derivada do campo escalar (4.19),

ϕ =





n(n − 2)v1(t − t0)

3h0p



p −
(t − t0)

p

h0

(

1

p
+ 1

)



+ C1





1

2n−1

, (4.28)

chamando o que está dentro do colchete de X , então

ϕ = X
1

2n−1 , (4.29)

portanto

ϕ̇ =
1

2n − 1
X ( 1

2n−1
−1)





n(n − 2)v1

3h0



p −
(p + 1)(t − t0)

ph1

h0

(

1

p
+ 1

)







 (4.30)

então

ϕ̇ =
1

2n − 1
X ( 1

2n−1
−1)





n(n − 2)v1

3h0p



p −
(t − t0)

ph1

h0

(

1

p
+ 1

) −
p(t − t0)

ph1

h0

(

1

p
+ 1

)







 , (4.31)
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ϕ̇ =
1

2n − 1
X ( 1

2n−1
−1)





n(n − 2)v1

3h0p



Φ −
p(t − t0)

ph1

h0

(

1
p

+ 1
)







 , (4.32)

temos então

ϕ̇ =
1

2n − 1
X ( 1

2n−1
−1)



n(n − 2)v1

3h0p

(

Φ(1 + p) − p2
)

]

. (4.33)

Aplicando na equação de Friedmann, temos

Ḣ = −4πϕ̇2

(

1 −
2ρ

ρc



, (4.34)

substituindo a derivada do campo escalar (4.33)

Ḣ = −
8π

ρc



1

2n − 1
X ( 1

2n−1
−1)



n(n − 2)v1

3h0p

(

Φ(1 + p) − p2
)

]]2

(v1ϕ
n(t0) − ρ) , (4.35)

então

Ḣ = −
8π

ρc



1

2n − 1
ϕ2n



n(n − 2)v1

3h0p

(

Φ(1 + p) − p2
)

]]2

(v1ϕ
n(t0) − ρ) . (4.36)

Desenvolvendo a função de Lerchphi, encontramos a seguinte expressão

Ḣ = −
8π

ρc



1

2n − 1
ϕ2n



−
n(n − 2)v1(t − t0)

3h0p

(

2ϕ2n−1(t0) + p2
)

+
ϕ2n−1

t − t0

(1 + p2)

]]2

×(v1ϕ
n(t0) − ρ). (4.37)

Organizando a expressão

Ḣ = −
8π

ρc

(

1

2n − 1

)2

ϕ4n



n2(n2 − 4n + 4)v2
1(t − t0)

2

9h2
0p

2

(

4ϕ4n−2(t0) +

4ϕ2n−1(t0)p
2 + p4

)

−
2n(n − 2)v1(t − t0)

3h0p
(2ϕ2n−1(t0) + p2)

ϕ2n−1

(t − t0)
(1 + p) (4.38)

+
ϕ4n−2

t − t0

(1 + p)2

]

(v1ϕ
n(t0) − ρ),

chegaremos em

Ḣ = −
8π

27ρc

(

n2v2
1ϕ2(n−1)(t0)

h3
0

(

n3(n − 1)v31ϕ
3n−4(t0)

9h2
0

+ n2v2
1ϕ2(n−1)(t0)



(4.39)

×(t − t0)O
(

(t − t0)
2
)

.

Temos que (4.6) só satisfaz a equação de Friedmann desde que
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h1 = − 4π

27ρc

(

n2v2
1ϕ2(n−1)(t0)

h3
0

(

n3(n − 1)v31ϕ
3n−4(t0)

9h2
0

+ n2v2
1ϕ2(n−1)(t0)



,

p = 2. (4.40)

Aplicando a condição de slow roll (4.24) para (4.40), obtemos

h1 ≃ 4π

27

n4v4
1(ϕ4(t0))

n−1

h3
0ρc

, (4.41)

o que determina a taxa de transição. Como h < 0, temos como soluções em série

H ≃
√

2π

3
ρc −

√

2

27π

n4v4
1ϕ4(n−1)(t0)

ρ
5/2
c

(t − t0)
2 + O

(

(t − t0)
3
)

, (4.42)

ρ ≃ ρc

2
− n2v2

1ϕ2(n−1)(t0)√
6πρc

(t − t0) + O
(

(t − t0)
2
)

, (4.43)

onde ϕ(0) é determinado por (4.26), descreve uma transição da super inflação para a

inflação no instante de t = t0. Podemos observar que o primeiro termo da solução em

série do parâmetro de Hubble H, é o valor de H no tempo de transição, ou seja, quando

ρ = ρc/2. Portanto, podemos concluir que cruzar a linha divisória da super-inflação para

inflação é, em princípio, possível durante uma evolução de slow roll para o campo escalar

com o potencial de lei de potência, e a solução aproximada para as equações de Friedmann,

nesta região, é dada por (4.42) e (4.43).

4.1 Segunda lei generalizada

O estudo das leis da termodinâmica em horizontes cosmológicos podem trazer

informações importantes sobre as soluções modificadas nas equações de Friedmann, que

descrevem o comportamento da era inflacionária no período de super aceleração e aceleração

do universo. Para investigarmos a segunda lei generalizada da entropia, vamos utilizar a

entropia do horizonte aparente r̃A, presente na teoria LQC.

Sh = πr̃2
A + παln(πr̃2

A) + β, (4.44)

onde α e β, são constantes provenientes de correções quânticas. Considerando um universo

plano onde k = 0, temos que o raio do horizonte cosmológico terá o mesmo valor do

horizonte aparente r̃A = 1/H. Portanto, a taxa de variação da entropia no horizonte será

dSh

dt
= π

d

dt

(

1

H2

)

+ πα
d

dt

(

ln
(

π
1

H2

))

, (4.45)
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Ṡh = −2π(1 + αH2)
Ḣ

H3
. (4.46)

Podemos perceber em (4.46), que próximo de H = 0 a entropia do horizonte é

muito grande e a taxa de variação da entropia tem um valor aproximado Ṡh ≈ −2πḢ/H3,

então, no momento posterior ao bounce Sh diminui rapidamente para um menor valor

finito. Na era de expansão super acelerada o parâmentro de Hubble cresce de H = 0, no

momento do bounce, para H =
√

2πρc/3, no tempo de transição, logo a entropia aumenta

apenas para −3/2πρc < α < 0 e quando (1 + αH2) < 0. Depois da transição da era de

super inflação para inflação normal, temos que Ḣ < 0 e a taxa de variação da entropia

Ṡh > 0 é válida para (1 + αH2) > 0.

Para estudarmos a segunda lei generalizada precisamos levar em consideração a

contribuição da matéria que satisfaça a condição de energia fraca ρ > 0, P + ρ ≥ 0, para

entropia. Usando a primeira lei da termodinâmica, temos

dE = TdSin − PdV, (4.47)

sendo assim,

(P + ρ)dV + V dρ = TdSin, (4.48)

onde Sin é a entropia da matéria dentro do horizonte. Definida como sendo

Ṡin = −4π
(P + ρ)

TH2

(

1 +
Ḣ

H2



, (4.49)

durante a inflação 1 + Ḣ/H2 > 0, portanto a taxa de variação da entropia interna será

Ṡin > 0, depois da infação a entropia interna diminui. Somando (4.46) e (4.49) teremos a

taxa de variação da entropia total Stot, dada por

Ṡtot = −2π(1 + αH2)
Ḣ

H3
− 4π

(P + ρ)

TH2

(

1 +
Ḣ

H2



≥ 0. (4.50)

Desde que a condição de energia fraca seja válida, imediatamente após o bounce a entropia

total Stot, diminui rapidamente. Em seguida, a densidade de energia também diminui e o

sistema se aproxima do tempo de transição da era de super inflação para inflação. Na era

de expansão acelerada do universo (Ḣ + H2 > 0), a validade da segunda lei generalizada

requer as seguintes condições

Ḣ(1 + αH2) < 0, para Ḣ > 0, (4.51)

Ḣ(1 + αH2) < 0, para Ḣ < 0. (4.52)
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Considerando que H é contínuo no tempo de transição, temos que

α = − 1

H2(t0)
= − 3

2πρc

≈ −1, 16. (4.53)

Na era de super aceleração , o parâmentro de Hubble cresce até o valor máximo H =
√

2πρc/3 , no tempo de transição. Mas esse resultado entra em contradição com (4.51), o

que implica em H(t < t0) >
√

2πρc/3. Consequentemente, após o bounce a segunda lei

generalizada não se sustenta em toda região conectada que compreende a era de super

inflação e a era de inflação comum. Se observarmos o comportamento do sistema próximo

do tempo de transição t0, quando a taxa de variação da entropia total Ṡtot, se reduz a

Ṡtot(t = t0) = −4π
P + ρ

TH2
. (4.54)

A única maneira de manter a validade da segunda lei generalizada nesta região para uma

matéria que satisfaz a condição de energia fraca, é ter P (t0) + ρ(t0) = 0. Para o modelo

de campo escalar temos P + ρ = ϕ̇2 ≥ 0. Baseando nas soluções derivadas anteriormente,

o campo escalar com o potencial de lei de potência (4.10), tem o seguinte comportamento

próximo de Ḣ = 0 :

ϕ̇2(t) =
n2v2

1ϕ2(n−1)(t0)

6πρc

− 2n3(n − 1)v3
1ϕ3n−4(t0)√

216π3ρ3/2
+ O

(

(t − t0)
2
)

, (4.55)

Mas na aproximação de slow roll o potencial do campo escalar se aproxima de V (ϕ) ≈ ρc/2,

então o campo escalar ϕ(t0) ̸= 0, e temos que Ṡtot(t0) < 0. Portanto, em t0 e pelo menos

na próximidade de t0, a segunda lei generalizada é violada.
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5 Validade da segunda lei generalizada da

termodinâmica no contexto da CQHL

Como vimos no capítulo anterior, a expressão da entropia do horizonte aparente

presente na CQL, não é adequada e acaba violando a segunda lei generalizada durante o

período de super inflação. No entanto, sob o ponto de vista da CQHL, podemos assumir

que o horizonte aparente do universo terá a mesma relação de proporcionalidade entre a

entropia e área do horizonte dada pela fórmula de Bekenstein-Hawking modificada para o

caso do buraco negro auto-dual:

SH = ±

√

A2 − A2

min

4σ
. (5.1)

Dessa forma, iremos investigar a partir dessa expressão de entropia, se com esta relação, a

validade da segunda lei generalizada dada por

Ṡtot = Ṡin + ṠH ≥ 0, (5.2)

permanecerá inviolável, dentro do contexto da cosmologia quântica em laços, nos períodos

de super inflação Ḣ > 0, transição Ḣ = 0, e inflação Ḣ < 0. Utilizaremos o mesmo

formalismo de [25]. Portanto, precisamos calcular a taxa de variação da entropia do

horizonte aparente

ṠH = −sgn(SH)
1

2

[A2 − A2

min
]−

1

2

4σ
2AȦ, (5.3)

a função sinal sgn(SH), em (5.3) aparece justamente da característica de sinais da entropia

do horizonte aparente, onde estão sendo consideradas as parcelas positiva e negativa da

entropia



















−1 : SH < 0

0 : SH = 0

1 : SH > 0

. (5.4)

A área de supérficie do horizonte aparente A, é dado por A = 4πr̃2

A
e r̃A, é o raio do

horizonte aparente, especificamente para o caso de universo plano

r̃A =
1

H
. (5.5)
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Substituindo (5.5) na área e calculando a derivada, encontramos a taxa de variação da

entropia do horizonte aparente

ṠH = −sgn(SH)
2π

σ



1 −
A2

min
H4

16π2

]

−

1

2 Ḣ

H3
. (5.6)

Além disso, para encontrarmos a taxa de variação total da entropia do universo, é necessário

levar em consideração a taxa de variação da entropia da matéria dentro do horizonte Ṡin

[25]:

Ṡin = −4π
(P + ρ)

TH2



1 +
Ḣ

H2

]

. (5.7)

Então, adicionando as taxas de variação de entropia do horizonte e da matéria, teremos a

seguinte expressão para a variação da entropia total do universo:

Ṡtot = −sgn(SH)
2π

σ



1 −
A2

min
H4

16π2

]

−

1

2 Ḣ

H3
− 4π

(P + ρ)

TH2



1 +
Ḣ

H2

]

≥ 0. (5.8)

A partir de agora, vamos analisar a taxa de variação da entropia do universo em

dois regimes específicos presentes na descrição dada pela CQL para a evolução do universo:

Super-inflação e inflação; assim como para o período de transição entre esses dois regimes.

No regime de super-inflação, a taxa de variação do parâmentro de Hubble se

mantém positiva Ḣ > 0. Dessa forma, (5.8) se mantém maior ou igual a zero, e a segunda

lei generalizada da termodinâmica é obedecida, se somente se, o primeiro termo da equação

(5.8) for positivo e tiver valor absoluto maior que o do segundo termo. Isso só é possível se

o sinal da entropia SH for negativa.

Para analisarmos o regime de transição, vamos reescrever a equação (5.8) como:

−sgn(SH)
2π

σ



1 −
A2

min
H4

16π2

]

−

1

2 Ḣ

H3
≥ 4π

(P + ρ)

TH2



1 +
Ḣ

H2

]

, (5.9)

isolando Ḣ

H3 , temos

Ḣ

H3
≥ −sgn(SH)

σ

2π



1 −
A2

min
H4

16π2

]
1

2

4π
(P + ρ)

TH2



1 +
Ḣ

H2

]

, (5.10)

no regime de transição, Ḣ = 0, assim

0 ≥ −sgn(SH)
σ

2π



1 −
A2

min
H4

16π2

]
1

2

4π
(P + ρ)

TH2
. (5.11)
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Para que a condição acima seja satisfeita, é necessário que a entropia do horizonte SH

seja positiva ou igual a zero. Considerando o caso em que ela é igual a zero no regime de

transição, é possível calcular o parâmetro Amin:

σ

2π



1 −

A2

min
H4(t0)

16π2

]
1

2

4π
(P + ρ)

TH2
= 0, (5.12)

podemos perceber que a contribuição da matéria na taxa de variação de entropia não tem

como ser igual a zero, sendo assim a taxa de variação de entropia do horizonte será igual a

zero.

2π

σ



1 −

A2

min
H4(t0)

16π2

]
1

2

= 0, (5.13)

então

−

A2

min
H4(t0)

16π2
+ 1 = 0, (5.14)

Amin =
4π

H2(t0)
. (5.15)

No período de transição H(t0) é dado por

H(t0) =

√

2πρc

3
, (5.16)

substituindo, temos

Amin =
6

ρc

, (5.17)

onde a densidade crítica ρc, é dada por

ρc =
3

8πγ2λ2
, (5.18)

substituindo a densidade crítica na expressão de Amin, teremos

Amin = 8πγ2λ2. (5.19)

Após a transição para o período de inflação padrão, a taxa de variação do parâmentro

de Hubble se torna negativa Ḣ < 0. Assim, para que a segunda lei generalizada da

termodinâmica seja satisfeita no período de inflação, é necessário que a entropia do

horizonte aparente do universo seja positiva e o valor absoluto do primeiro termo da

equação (5.8) seja maior que o valor absoluto do segundo.
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Dessa forma, observamos que para a segunda lei generalizada da termodinâmica

seja mantida no contexto da CQHL, é necessário que o universo saia de um regime de

entropia negativa, no período de super-inflação, para o regime de entropia positiva que

passa valer a partir do período de inflação.
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6 Conclusão

Nesta dissertação, investigamos o problema da validade da segunda lei generalizada,

no cenário da cosmologia quântica em laços nos períodos de super-inflação, transição

e inflação. No entanto, para chegarmos a essa discussão ilustramos no capítulo 2, que

através do princípio holográfico e utilizando o formalismo de Jacobson é possível derivar

as equações de Friedmann.

De fato, a utilização desse princípio e do formalismo de Jacobson se tornam

necessários para se ter uma nova perspectiva da CQL, o que seria a cosmologia quântica

holográfica em laços [26], essa nova perspectiva utiliza da fórmula de entropia para o caso

do buraco negro auto-dual. como é apresentado no capítulo 3.

A investigação da violação da segunda lei generalizada no contexto da CQL, é mos-

trado no capitulo 4. Onde é utilizada a fórmula de entropia do horizonte aparente presente

na gravidade quântica em laços. As discussões apresentadas no capítulo mencionado nos

inspiraram a seguir a discussão a diante.

Os resultados que obtivemos, mostram que o problema da validade da segunda lei

generalizada da termodinâmica, no contexto da CQHL, pode ser resolvido, se supormos

que o universo sai de um regime de entropia negativa, no período de super-inflação, para

um regime de entropia positiva durante o regime de inflação. Além disso, conseguimos

também definir o termo de área mínima, como sendo Amin = 8πγ2λ2.

Como perspectivas para trabalhos futuros, podemos fazer o mesmo estudo da

segunda lei generalizada no contexto dos resultados obtidos em [65], onde se conseguiu

estabelecer uma relação da cosmologia quântica em laços com a cosmologia de Branas.
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APÊNDICE A – Equações de Friedmann

As equações de Friedmann descrevem a dinâmica de um universo do tipo FLRW.

Nesse apêndice, mostraremos a sua derivação exata, que surge a partir das equações de

campo de Einstein utilizando a métrica FLRW.

A.1 Métrica FLRW

A métrica FLRW para um universo (3+1) dimensões, isotrópico e homogêneo, é

descrita da seguinte forma

ds2 = −dt2 + a2(t)

(

dr2

1 − kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2



. (A.1)

Onde o elemento de linha pode ser escrito da seguinte forma

ds2 = gµνdxµdxν , (A.2)

a métrica FLRW é diagonal, ou seja gµν = 0 se µ ̸= ν, onde os elementos de diagonais são

funções de uma coordenada quadrimensional xµ = x0, x1, x2, x3:

g00 = −1

g11 =
a2

1 − kr2

g22 = a2r2

g33 = a2r2 sin2 θ.

Por uma questão de notação, temos que as coordenadas (x0, x1, x2, x3), representam as

coordenadas esféricas (t, r, θ, ϕ).

A.2 Símbolos de Christoffel

Os símbolos de Christoffel Γl
ij, estão associados a derivada covariante de tensores,

definidos por

Γl
ij =

1

2
glk [gki;j + gjk;i − gij;k] . (A.3)

Mostraremos agora, os cálculos dos símbolos de Christoffel não nulos, utilizando a métrica

de FLRW

Γ0
11 =

1

2
g00 [g01;1 + g10;1 − g11;0] =

1

2



−
d

dt

−a2

(1 − kr2)

]

=
a(t)

1 − kr2
ȧ;
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Γ0
22 =

1

2
g00 [g02;2 + g20;2 − g22;0] =

1

2



−

d

dt
− a2r2

]

= r2a(t)ȧ;

Γ0
33 =

1

2
g00 [g03;3 + g30;3 − g33;0] =

1

2



d

dt
a2r2 sin2 θ

]

= sin2 θr2a(t)ȧ;

Γ1
01 =

1

2
g11 [g10;1 + g11;0 − g01;1] =

1

2

−a2

(1 − kr2)



d

dt

−a2

1 − kr2

]

=
ȧ

a(t)
= Γ1

10;

Γ1
11 =

1

2
g11 [g11;1 + g11;1 − g11;1] =

−1

2

1 − kr2

a2



d

dr

−a2

(1 − kr2)

]

=
kr

(1 − kr2)
;

Γ1
22 =

1

2
g11 [g12;2 + g21;2 − g22;1] =

−1

2

(1 − kr2)

a2



d

dr
(a2r2)

]

= −r(1 − kr2);

Γ1
33 =

1

2
g11 [g13;3 + g31;3 − g33;1] =

1

2

(1 − kr2

a2



d

dr
(−a2r2 sin2 θ)

]

= −r sin2 θ(1 − kr2);

Γ2
02 =

1

2
g22 [g20;2 + g22;0 − g02;2] =

1

2

−1

a2r2



d

dt
(−a2r2)

]

=
ȧ

a(t)
= Γ2

20;

Γ2
12 =

1

2
g22 [g21;2 + g22;1 − g12;2] =

−1

2
(−a2r2)



d

dr
a2r2

]

=
1

r
= Γ2

21;

Γ2
33 =

1

2
g22 [g23;3 + g32;3 − g33;2] =

1

2

−1

a2r2



d

dθ
a2r2 sin2 θ

]

= − sin θ cos θ;

Γ3
03 =

1

2
g33 [g30;3 + g33;0 − g03;3] =

1

2

1

a2r2 sin2 θ



d

dt
a2r2 sin2 θ

]

=
ȧ

a
= Γ3

30;

Γ3
13 =

1

2
g33 [g31;3 + g33;1 − g13;3] =

1

2

1

a2r2 sin2 θ



d

dr
a2r2 sin2 θ

]

=
1

r
= Γ3

31;

Γ3
23 =

1

2
g33 [g32;3 + g33;2 − g23;3] =

1

2

−1

a2r2 sin2 θ



d

dθ
a2 sin2 θr2

]

= cot θ = Γ3
32.

A.3 Tensor de Ricci

O tensor de Ricci tem um papel central nas equações de campo. Onde temos uma

combinação de derivadas de primeira e segunda ordem da métrica, tornando as equações

de campo não-lineares. O tensor de Ricci é definido da seguinte forma

Rµν = ∂αΓα
µν − ∂νΓα

µα + Γλ
µνΓα

λα − Γλ
µαΓα

νλ. (A.4)

Como nosso objetivo é determinar o tensor de Einstein, precisamos calcular os

tensores de Ricci para cada coordenada da métrica FLRW. Então, para a componente

temporal R00, teremos

R00 = ∂αΓα
00 − ∂0Γ

α
0α + Γ0

00Γ
α
0α + Γ1

00Γ
α
1α + Γ2

00Γ
α
2α + Γ3

00Γ
α
3α − Γ0

0αΓα
00 +

−Γ1
0αΓα

01 − Γ2
0αΓα

02 − Γ3
0αΓα

03,
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= −

d

dt

[

Γ1

01
+ Γ2

02
+ Γ3

03

]

− Γ1

01
Γ1

01
− Γ2

02
Γ2

02
− Γ3

03
Γ3

03
,

= −

d

dt

[

ȧa−1 + ȧa−1 + ȧa−1
]

−

ȧ2

a2
−

ȧ2

a2
−

ȧ2

a2
,

=
−3

a2
(äa − ȧ2) −

3ȧ2

a2
,

=
−3ä

a
. (A.5)

Para a coordenada radial, R11

R11 = ∂αΓα

11
− ∂1Γ

α

1α
+ Γ0

11
Γα

0α
+ Γ1

11
Γα

1α
+ Γ2

11
Γα

2α
+ Γ3

11
Γα

3α
− Γ0

1α
Γα

10
− Γ1

1α
Γα

11
+

−Γ2

1α
Γα

12
− Γ3

1α
Γα

13
,

= ∂0Γ
0

11
+ ∂1Γ

1

11
− ∂1Γ

1

11
− ∂1Γ

2

12
− ∂1Γ

3

13
+ Γ1

11
Γ1

11
+ Γ1

11
Γ2

12
+ Γ1

11
Γ3

13
− Γ0

11
Γ1

10
+

−Γ1

10
Γ0

11
− Γ1

11
Γ1

11
− Γ2

12
Γ2

12
− Γ3

13
Γ3

13
,

=
d

dt



aȧ

(1 − kr2)

]

−

d

dr

1

r
−

d

dr

1

r
+

kr

1 − kr2

[

1

r
+

1

r



−

2ȧ

a

[

aȧ

1 − kr2



−

1

r2
−

1

r2
,

=
ȧ2 + aä

1 − kr2
+

1

r2
+

1

r2
+

2k

1 − kr2
−

2ȧ2

1 − kr2
−

1

r2
−

1

r2
,

=
aä − ȧ2 + 2k

1 − kr2
. (A.6)

Para a coordenada θ, R22, obteremos

R22 = ∂αΓα

22
− ∂2Γ

α

2α
+ Γ0

22
Γα

0α
+ Γ1

22
Γα

1α
+ Γ2

22
Γα

2α
+ Γ3

22
Γα

3α
− Γ0

2α
Γα

20
− Γ1

2α
Γα

21
+

−Γ2

2α
Γα

22
− Γ3

2α
Γα

23
,

= ∂0Γ
0

22
+ ∂1Γ

1

22
− ∂2Γ

1

21
− ∂2Γ

3

23
+ Γ0

22
Γ1

01
+ Γ0

22
Γ2

02
+ Γ0

22
Γ3

03
+ Γ1

22
Γ0

01
+ Γ1

22
Γ1

11
+

+Γ1

22
Γ2

12
+ Γ1

22
Γ3

13
− Γ0

22
Γ2

20
− Γ2

21
Γ1

21
− Γ1

22
Γ2

21
− Γ2

20
Γ0

22
− Γ2

21
Γ1

22
− Γ3

23
Γ3

23
,

=
d

dt
(r2aȧ) +

d

dr

[

−r(1 − kr2)
]

−

d

dθ

(

1

r

)

−

d

dθ
(cot θ) + aȧr2

(

2ȧ

a

)

+
ȧ

a
aȧr2 +

−r(1 − kr2)



kr

1 − kr2
+

1

r

]

−

ȧ

a
r2aȧ − cot2 θ +

1

r
[r(1 − kr2)],

= r2(aä + ȧ2) − 1 + 3kr2 + cossec2θ + 2ȧr2
− kr2

− 1 + kr2
− ȧ2r2

− cot2 θ +

ȧ2r2 + 1 − kr2,

= r2(aä + 2k + 2ȧ2). (A.7)

Para a coordenada ϕ, R33, temos:

R33 = ∂αΓα

33
− ∂3Γ

α

3α
+ Γ0

33
Γα

0α
+ Γ1

33
Γα

1α
+ Γ2

33
Γα

2α
+ Γ3

33
Γα

3α
− Γ0

3α
Γα

30
− Γ1

3α
Γα

31
+

−Γ2

3α
Γα

32
− Γ3

3α
Γα

33
,
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= ∂0Γ
0

33
+ ∂1Γ

1

33
+ ∂2Γ

2

33
+ Γ0

33
Γ1

01
+ Γ0

33
Γ2

02
+ Γ0

33
Γ3

03
+ Γ1

33
Γ1

11
+ Γ1

33
Γ2

12
+ Γ1

33
Γ3

13
+

+Γ2

33
Γ2

22
+ Γ2

33
Γ3

23
− Γ0

33
Γ3

30
− Γ1

33
Γ3

31
− Γ2

33
Γ3

32
− Γ3

32
Γ2

33
− Γ3

30
Γ0

33
− Γ3

31
Γ1

33
,

=
d

dr
(aȧ sin2 θr2) +

d

dr

[

−r sin2 θ(1 − kr2)
]

+
d

dθ
(− sin θ cos θ) +

2ȧ

a
(sin2 θr2aȧ) +

− sin2 θr(1 + kr2)



kr

1 − kr2
+

1

r

]

+ cos2 θ − sin2 θr2ȧ2 +
1

r
r sin2 θ(1 − kr2),

= r2 sin2 θ(aä + 2ȧ2) − sin2 θ(1 − 3kr2) − cos2 θ + sin2 θ + 2ȧr2 sin2 θ − kr2 sin2 θ +

− sin2 θ(1 − kr2) − sin2 θr2ȧ2 + sin2 θ(1 − kr2) + cos2 θ,

= sin2 θr2(aä + 2ȧ2) − sin2 θ + 3kr2 sin2 θ − cos2 θ + sin2 θ − kr2 sin2 θ + cos2 θ,

= sin2 θr2(aä + 2ȧ2 + 2k). (A.8)

A.4 Escalar de Ricci

O escalar de Ricci R, surge a partir de uma contração de indices do tensor de Ricci,

da seguinte forma

R = gµνRµν , (A.9)

dessa forma, podemos calcular o escalar de Ricci para a métrica FLRW

R = g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33

= −3
ä

a
− 3

(

ä

a
+ 2

ȧ2

a2
+

2k

a2



= −6

(

ä

a
+

ȧ2

a2
+

k

a2



. (A.10)

A.5 Tensor de Einstein

A equação de campo de Einstein descreve todos os fenômenos gravitacionais

conhecidos, com notável precisão:

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (A.11)

onde G é a cosnstante gravitacional de Newton. O primeiro membro da equação de Einstein,

descreve a geometria do espaço-tempo através do tensor Gµν . Por outro lado, o segundo

membro da equação descreve a distribuição da matéria através do tensor momento-energia

Tµν . Na sua forma mais geral, a constante cosmológica Λgµν é adicionada a equação. O

tensor de Einstein é definido da seguinte forma

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR. (A.12)
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Podemos agora, formar o tensor de Einstein que corresponde à parte geométrica da equação

de campo cosmológica. Dessa forma,A componente temporal G00:

G00 = R00 −
1

2
g00R

= −3
ä

a
+ 3

(

ä

a
+

ȧ2

a2
+

k

a2



= 3

(

ȧ2

a2
+

k

a2



. (A.13)

As componentes espaciais Gij:

Gij = Rij −
1

2
gijR

= −

(

ä

a
+ 2

ȧ2

a2
+

2k

a2



gij +

(

ä

a
+

ȧ2

a2
+

k

a2



gij

=

(

2
ä

a
+

ȧ2

a2
+

k

a2



gij. (A.14)

A.6 Tensor momento-energia

A partir de agora, vamos voltar nossa atenção ao segundo membro da equação de

Einstein. Onde vamos assumir que a massa e a energia contida no universo, se comporte

como um fluido perfeito, onde esse fluido se move através do tecido espaço-tempo com uma

quadrivelocidade Uµ. Este fluido apresenta uma densidade de energia ρ, e uma pressão

isotropica P . O tensor momento-energia é descrito da seguinte forma

Tµν = (ρ + P )UµUν + Pgµν , (A.15)

onde a coordenada comóvel da quadrivelocidade é dada por

U t = 1, U i = 0 ou Uµ = (1, 0, 0, 0), (A.16)

e as componoentes do tensor Tµν , que serão importantes

T00 = ρ Tij = −P. (A.17)

A.7 As equações de Friedmann

A forma compacta das equações de campo é dada por
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Gµν = 8πGTµν , (A.18)

Para a componente temporal, temos

G00 = 8πGT00

3

(

ȧ2

a2
+

k

a2



= 8πGρ

⇒
ȧ2

a2
=

8πG

3
ρ −

k

a2
. (A.19)

Esta é a primeira equação de Friedmann, que descreve como a velocidade de expansão

depende da densidade de energia e da curvatura. As componentes espaciais, nos dão três

equações idênticas

Gij = 8πGTij

2
ä

a
+

ȧ2

a2
+

k

a2
= −8πGP

2
ä

a
= −

8πG

3
(3

8πG

3
ρ

⇒
ä

a
= −

4πG

3
(ρ + 3P ). (A.20)

Esta é a segunda equação de Friedmann, que descreve que, a aceleração do fator de escala

ä, depende da pressão e da densidade de energia.
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APÊNDICE B – Campo Escalar Inflaton

Com as equações de Friedmann, podemos abordar o caso do modelo inflacionário

com o campo escalar homogêneo ϕ, como responsável da expansão acelerada do universo,

esse campo é conhecido como o inflaton. Associado a este campo, teremos uma densidade

de energia potencial V (ϕ). Para determinarmos as condições para que esse campo possa

gerar o período inflacionário, primeiro vamos escrever a lagrangeana de um campo escalar

L =
1

2
gµν∂µϕ∂νϕ − V (ϕ), (B.1)

onde o tensor momento-energia é definido por

Tµν = ∂µϕ∂νϕ − gµν

(

1

2
gαβ∂αϕ∂βϕ − V (ϕ)

)

. (B.2)

Considerando a homogeneidade do campo, de forma que o inflanton dependa só da

coordenada temporal, teremos a seguinte relação para a densidade de energia na componente

temporal

T00 = ρ =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ), (B.3)

onde podemos perceber que a densidade total da energia do campo escalar será dada pela

soma das densidades de energia cinética e potencial. Para a pressão teremos a seguinte

expressão

Tii = P =
1

2
ϕ̇2

− V (ϕ), (B.4)

com a equação do estado definida como P = ωρ, usando (B.3)e (B.4), temos

ω =
ϕ̇2 − 2V (ϕ)

ϕ2 + 2V (ϕ)
. (B.5)

Substituindo a expressão encontrada para densidade de energia (B.3) na primeira equação

de Friedmann (2.41), e considerando que o espaço é plano temos que

H2 =
8π

3

(

1

2
ϕ̇2 + V (ϕ)

)

, (B.6)

derivando em relação ao tempo temos

2HḢ =
8π

3

(

ϕϕ̇ + V
′

ϕ̇
)

, (B.7)

reescrevendo a segunda equação de Friedmann (2.49) teremos
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Ḣ + H2 =
4π

3
(ρ + 3P ), (B.8)

combinando com (B.7)

Ḣ = −4π(ρ + P ), (B.9)

substituindo agora a pressão e a densidade de energia respectivamente (B.3) e (B.4), temos

Ḣ = −4πϕ̇2. (B.10)

Substituindo em (B.7), obtemos então a equação de movimento para o campo

ϕ̈ + 3Hϕ̇ + V
′

(ϕ) = 0, (B.11)

onde o termpo V
′

age como uma força e o termo proporcional a velocidade 3Hϕ̇ age como

o termo de atrito.
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