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O PRINCIPIO DO MAXIMO APLICADO A EQUACAO DE LAPLACE
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RESUMO

As Equacgdes Diferenciais Parciais constituem uma das principais areas da Matematica devido a sua imensa
aplicabilidade em varios ramos da ciéncia e das engenharias, como também pela sua riqueza tedrica, na
qual se inserem varias das mais importantes idéias matematicas. O propdsito de nosso trabalho foi o estudo
do Principio do Maximo aplicado a essas equagdes. Além de seminarios semanais, desenvolvemos
algumas pesquisas sobre o assunto, visando um maior esclarecimento sobre as aplicagdes desse conceito
a unicidade de solugdes de uma equagao classica: a Equagao de Laplace.

Palavras-chave: equacgdes diferenciais parciais, principios do maximo e dependéncia continua

THE MAXIMUM PRINCIPLE FOR THE LAPLACE EQUATION

Partial differential equations constitute a major area in mathematics not only because its applications in
various branches of science and engineering but also for their theoretical richness in which several of the
most important mathematical ideas are used. The main objective of our work is the study of the maximum
principle for the Laplace equation with respect to the existence and uniqueness of a solution and its
continuous dependence in relation to the initial data and initial boundary values.

Keywords: partial differential equations, Laplace equation, maximum principles and continuous
dependence.

INTRODUGAO

As equacgdes diferenciais sdo indispensaveis na modelagem de problemas em muitas areas que,
naturalmente, carecem de suporte matematico em varias de suas fases de desenvolvimento, fazendo assim
com que seu estudo seja de suma importancia para as ciéncias. Nosso maior objetivo é o estudo dos
Principios do Maximo para as equagdes de Laplace e do Calor e a aplicagdo desses resultados para a
obtengao de unicidade de solugédo para a equacgao de Laplace, a dependéncia continua da solugao desta
equacdo em relacdo aos dados de fronteira, unicidade de solugdo para a equagao do Calor e a
dependéncia continua da solugédo desta equacdo em relagdo aos dados iniciais.

MATERIAL E METODOS
O trabalho foi desenvolvido por meio do estudo da bibliografia proposta, além de pesquisas extras

desenvolvidas sobre o assunto. Foram realizadas exposi¢gées com uma frequéncia de uma vezes por
semana na presencga do orientador e do co-orientador.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

1. Preliminares

+

B N — T v — T . ~ N "
Inicialmente consideremos M = {n € Lin = 1} ¢ que &« = inelinz U}, tomaremos a distancia entre dois

pontos quaisquer do E" como sendo

=yl = i{.r—y]: .

Chamaremos de bola aberta centrada em *t de raio ™, o conjunto
Blagr)=lreR%|xr —xpl<r} comr =0

Dizemos que (1 €K ¢ aberto se, dado *¢ € {1 existe * = 0 tal que B(xo.7) € Q. E dizemos que dado
F S K" ¢ fechado se (F“)z" ¢ aberto.

Dado 4 & En, dizemos que o conjunto ﬂ__é o fecho de 4 se 4 ¢ o menor conjunto fechado, tal que
A 24 istoé, se B éfechadoe B 24 entao B 2 4.

Chamamos interior de 4, e denotaremos por IntA o maior conjunto aberto contido em 4 isto &, se
B ¢ aberto e B =4 entao & = Intd,

Definimos a fronteira de 4, a qual sera denotada por 84 como sendo o conjunto
8A ={x € A; x g IntAl.

Definicdo 1.1. Dada uma fungdo * duas vezes diferenciavel, definimos o laplaciano de * por

A equaggo 24 =0 ¢ chamada de Equacédo de Laplace.

Temos por Problema de Dirichlet no Retangulo o seguinte problema
[ﬁu =0, em(],
) ‘L[l,;g = f;
onde f € C(8() ¢ dada e 2 € E” ¢ o retangulo aberto 1 = (0.a) x (0.5)

E como problema de transmisséo de Calor em uma barra finita, temos
Uy = ey, ot) e (0,0 = 0,+=],
ul0.t) =0=wullt), t=0, (1.2)
ulx,0) =fx), xel0il

onde f € €([0.1]} satisfaz a condigao do compatibilidade flO=0=F0,

(1.1)

. e ~ . .y 1 . . a s
Definicdo 1.2. Dada uma funcgdo * duas vezes diferenciavel em (lcR , dizemos que * é harmonica se

n

A ZB:” 0
"= ﬂ.rj?_

j=1
Vejamos também alguns resultados e definicdes sobre Séries de Fourier.

Definigdo 1.3. Seja [*E — E de periodo 2L, integravel e absolutamente integravel em cada intervalo
limitado. Os numeros %», com = U, e 'E’r!, com™ & 1, definidos abaixo sdo denominados coeficientes de
Fourier de f.

1t nwx

G, = EJ‘ Flx) cusde, nxl (1.3}
1t TTX

by = E[ flx) sen Td.r, n= 1, (1.4)

Definicao 1.4. Seja ffR—=Eyma fungéo, dizemos que f & seccionalmente continua se ela tiver apenas
um numero finito de descontinuidades, todas de primeira espécie, em qualquer intervalo limitado.



Definigdo 1.5. Seja [*E — E yma funcdo, dizemos que [ ¢é seccionalmente diferenciavel se ela for

. , . .. . _ ~ . r
seccionalmete continua, diferenciavel a menos de um ndmero finito de pontos e se a fungéo derivada f for
também seccionalmente continua.

O resultado a seguir nos fornece condi¢des suficientes para a convergéncia da série de Fourier de
uma funco .

Teorema 1.1. (TEOREMA DE FOURIER) Seja ffR—FE yma fungdo seccionalmente diferenciavel, de

periodo 2L Temos que a série de Fourier de f, converge em cada ponto *, para [fGe™) + f(xl/ 2 ou
seja,
nrx mr.r)

+ bysen —

1 1 =
E[f(:ﬂ-l—f{x‘]] :Ean+zl(aﬂcus I

onde flx*) = If_i'..’-:?f_ flx) e flx*) :I{i'-';?fu. fx).

Teorema 1.2. (TEOREMA SOBRE A INTEGRACAO DE SERIES DE FOURIER) Seja ffR—=E yma
fungéo de periodo 2L seccionalmente continua e

[ - nITx nwx
> + r‘Zl {aﬂ cos — + by, zen T)

sua série de Fourier. Entéo,
i) a série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada é a integral de f:ou seja,

g 2, - T onmx " onmx
[f{x:]d_r:J‘ ?d_r+z mﬂ[ aus—d.r-l—-!:ﬂj‘sen—dx ;
rl a = n=1 rd I‘ a I‘

X
ii) a fungéo Flx) = fn [f () — (ap/2)]dt possui periodo 2L & continua, tem derivada ¥ " seccionalmente
continua e é representada por sua série de Fourier.

Teorema 1.3. (TEOREMA SOBRE CONVERGENCIA UNIFORME DA SERIE DE FOURIER) Sendo f uma
fungéo periddica de periodo 2L seccionalmente continua e tal que a derivada primeira é de quadrado
integravel. Entdo, temos que a série de Fourier de f converge uniformemente para f em todo intervalo
fechado que nao contenha pontos de descontinuidade de f.

Aqui enunciaremos alguns resultados que serdo aplicados para demonstrar os Principios do
Maximo.

Lema 1.4. (TERCEIRA IDENTIDADE DE GREEN) Seja £ € B* um dominio limitado onde 92 ¢ uma uniéo

finita de curvas suaves. Seja ¥ (1 =R ym campo vetorial de classe C* em 12, Entdo, qualquer que seja
fen

BFD- 5‘2&
ul®) = Lﬂ (ua‘:—af’a) ds+L F:(n) u(m)dn.

onde ™ é a normal externa unitaria.

Teorema 1.5. (TEOREMA DO VALOR MEDIO) Seja N e R’ um aberto e seja ¥ uma fungdo harménica
em 2. Entdo, para quaisquer que sejam § €2 e B =0 com B{(E&:R) € 0
1

2. Unicidade da solugao do problema (1.1)

Aqui apresentaremos alguns resultados necessarios para a obten¢éo da unicidade de solugdo para
o problema de Dirichlet no retangulo.
Inicialmente, tal problema pode ser reescrito como



ulx,0) =), ule,b)=£0G), vreloal (2.1)
uly.0) = £(y)., ula.y) =f @) wyelosl
O qual supomos que as condigdbes de compatibilidade f2(0) = £(0), fola) = fala), £k =fi(a) ¢
f(0) = ﬁ{bj, sdo satisfeitas.

Resolvendo ocasofo =i =Ff =0 ou seja,
{'L[_u. +uy, =0 em (0.a) x(0,b),

[Hn- tuy, =0 em (0.a) x (0,b),

wlr,0) =0 = ulx, b) , x e [0,al, (2.2)
ull, vl =0, ula, v} = F), y e [0.B],
onde f & C([0.51) satisfaz £ (0} = 0 = f(b). Obtemos

—  senh(kmx/b) [ kmy
ulx,y) = ; hkmsm’l (T] , v x e [0,al,y e[0,8] (2.3)

que € uma possivel solugado para o problema (2.2),

Teorema 2.1. Seja fe(10.51) giferenciavel em (95 a menos de um numero finito de pontos com

fresc(o.n e suponhamos que fl0) =0=F(B), Entdo a série dada por (2.3) converge uniformemente

Teorema 2.2. Seja o intervalo ISR finito ou infinito, suponhamos que FeCllabl xI) ge forma que a
derivada parcial 9F /8y existe e seja continua em [& b1 %I . E seja

fly) = f Fle.yldx., yel (2.4)

a
Entéo I é continuamente diferenciavel em ! e

b aF
)= ]‘ ﬂ—y{.r,}-‘]d.r, v el (2.5)

3. Unicidade da solugao do problema (1.2)

Agora apresentaremos resultados pertinentes ao processo de obtencdo da unicidade de solugéo
para o problema de transmissao de calor em para barra finita.

i Primeiramente, consideremos o problema (1.2), onde fe (o) pois procuramos solugdes
u € C3((0.0) % (0.+2)) N C([0.1] % [0.+2))  satisfaz a condicdo de compatibilidade f(0) =0=Ff(D o
mesmo tem por candidato a solugao

oo e
gy, olkia?
ulx,t) = Z bysen (T] e 2 ', xelod., &=0 (3.1)
k=1

onde

2t ke
by = ?J‘ fix)sen (T] dx ,n e H,
o
Vejamos agora, alguns resultados bastantes uteis.

Teorema 3.1. Seja f e C(0.0) satisfazendo f0) =0=F(l) ¢ suponha que f ¢ diferenciavel em (011 a
menos de um nuamero finito de pontos, com ' € 3C([0.11), Entdo a série em (3.1) converge uniformemente
em [0.1] % [0, +e2) para uma fungdo 4 € CC[0. 1 = [0, +2e)) n CF([0.0] x (0, +e2)) que é uma solugédo do
problema (1.2).

Teorema 3.2. Se o problema (1.2) admitir solugdo em € *((0.1 % (0. +02)) N C([0.1]% [0.+%2)) /3 ¢ ynica.

Mudando as condigdes de contorno homogéneas para nao-homogéneas, temos o seguinte
problema:
Uy = @ Uy (.)€ (0.0 = (0 + o),
w0, =T,. wl.)=T,. t=0. (3.2)
ulx,0) =flx}, xel0il
com 11 Tz constantes e f satisfazendo

flm=1. FfO=r. (3.3)



Teorema 3.3. Seja f € C([0.1]) se f ¢ diferenciavel em (9:1), a menos de um nimero finito de pontos com
fresC([0) ¢ se f satisfaz a condigdo de compatibilidade (3.3), entdo o problema (3.2) possui tnica
soluggo em € (1011 % [0, +02)) N C3((0.1) % (0. +e2)) ¢ esta é dada por

i e

un,t) = (T, -~ T) = +r1+Za sen (h{”] e E (3.4)
Iy

bﬂ=§]:(f{x:|—Tzzrljr—TL]sen(TJ]dy . n e M.

Mais ainda, a série em (3.4) converge uniformemente em B * [0, +00] g u € C7([0.1] % (0. +09)),

sendo

4. Principios do maximo

Nesta se¢do demonstraremos os principios do maximo para as equagdes de Laplace e do Calor, e
os utilizaremos para mostrar unicidade e dependéncia continua de solugdes em relagado aos dados iniciais e
de contorno para esses tipos de EDP’s.

4.1. Principios do Maximo Para Fung¢ées Harmoénicas

Nesta subsecdo estudaremos algumas propriedades de fungdes harménicas, assim como o
Principio do Maximo, que nos permitira estabelecer resultados sobre unicidade de solugbes para EDP’s
envolvendo esse tipo de fungdes.

Teorema 4.1 (PRINCIPIO DO MAXIMO PARA FUNCOES HARMONICAS) Sejam 0SB ym dominio e
u:1— R continua em & e harménica em . Suponha que ¥ atinja seu maximo em ﬂ ou seja, existe foEl
tal que ul(£) = u(f) qualquer que seja £ €0 Entgo u é constante em 1.

Antes da demonstragdo do Teorema 4.1, consideremos o seguinte fato: dado S E En, se a funcao
f:5 = R ¢ continua em <, se, e somente se, a imagem inversa f7HF) de qualquer fechado F 2 E ¢ fechada
em 5. Notemos que, como f~ (B —F) = f*(R) — f*(F) = § — f7*(F) isto equivale a condicéo: a imagem
i F4) ACHE g 5 4 € fHA) i g, =0
inversa de qualquer aberto € aberta em -, isto é, para cada , existe x tal que

Blf(x);e ) ={yeR:ly—flx)l <glc 4

Demonstragao:
Por hipétese, * é limitada e atinge maximo em 1 ou seja, existe_‘:rn € g que
ulfy) =M =max{u(F): F e 0} (4.1)
Seja* = {f & l: u(®) =M} como ulés) = M entdo 3 # 0 e como < ¢ imagem a inversa do fechado
{M} pela continuidade de “lﬂ, temos que 3 ¢ fechado em L.

Mostremos que > é aberto em .. Tomemos ¢ € ° arbitrario e & = 0 tal que B(£&:R)S 2 Como ¥ &
harménica, pelo Teorema 1.5, temos que

M=ulf) =o— uds , wre(0,R). (4.2)
AB(ET)
Mostremos agora que B(LR)E S, Suponhamos por absurdo que BIEHIR)E S entdo existe
n€B(ER) tal que MES, logo un) =M =u(f) Como ¥ & continua, existe uma vizinhanca ¥ de 7 em
B(E:R) tal que ulV) =M Tomando™ =l _"'i'|, N=Vnae(:r) e com 4.1)e (4 2), temos

1 1 M
M=— uds + — ds + — uds
2mr ABlExI-N 2mr Jy © Zmr Bl ExI-N N
M M
ds = M.
2mr 3BlLv)-m 2arJy

que é um absurdo. Portanto B(IiR)= 3¢ 5_é aberto. Sendo { conexo, ¥ * @ e S & aberto e fechado em &,
temos que & = {I. Portanto ¥ constante em L. u

Corolario 4.2 (PRINCiPIO DO MINIMO PARA FUNCOES HARMONICAS) Sejam 0SB um dominio e
u:1— R continua em & e harménica em . Suponha que * atinja seu minimo em ﬂ ou seja, existe foEl
tal que ul(£) = u(f) qualquer que seja £ €0 Entgo u é constante em L.



Demonstragao: Basta aplicar o teorema 4.1 para ™ = —V¥
|

Observacgdo: O maximo e o minimo de uma fungéo real harmdnica em 1 & continuas em £ sdo atingidos

em 9 desde que 0 seja um dominio limitado, pois nesse caso * de fato é limitada e atinge um maximo e
um minimo.

Analisemos o caso do minimo: como I é limitado, temos que f ¢ limitado e fechado, assim, um
compacto. Entdo * é continua em um compacto, logo * atinge maximo e minimo em 1 ge minu g atingido
em £, pelo principio do minimo, ¥ é constante em n logo ™in ¢ atingido em 91, E supondo que ™in¥ n3o
€ atingido em 1 como n=0nu 80 entgo mingu ¢ atingido em 91 De modo analogo verificamos para o
maximo.

Corolario 4.3. Sejam LS R* ym dominio limitado, [ € CUY) ¢ g & (8) Entso existe no méaximo uma
solugéo do problema
u € C(0) n c(i),
Au = fem D, (4.3)
ulan = g em 80,

Demonstragao: B
Sejam ¥, ¥ solugbes de (4.3) e W = 4 — ¥ entgo W € € (1) N C(2) ¢ harménica em &, logo atinge

maximo e minimo em 2. Como Wlan =0 entao W = 0 e portanto, % = 7.
.

Vejamos agora uma aplicagdo do principio do maximo para fungdes harmdnicas, com respeito a
dependéncia continua da ndo homogeneidade e unicidade de solugao.

Teorema 4.4. Consideremos o problema (4.3) onde f € C{il} e g € (81Y). Entao, a solugdo do problema
(4.3) depende continuamente da condicdo de contorno g, isto &, se u, e uy S&o solugbes de (4.3) com

g
condicbdes de contorno g e h, respectivamente, entao

”ug — Up " ot = C"g - h’" gl .
onde ¢ = 0 é uma constante que ndo depende de wu,.uy.f € g.

Demonstracao:
Como 41l e {1 sdo compactos, ent&o

Igllcom = sup lg(xy)| = max |g(x.)|

51
[x.L)ED
lll gop = sup fu(xy)| = max fu(xy)].

() el lx,tlel
Observemos agora que se u, euy s&o solugdes de (4.3) com condicéo de contorno g e h,
respectivamente, entdo u := ug — Up satisfaz
ue CHO)n ),
Au =0 em il
ulap =g — hem a0.
Pelos principios do maximo e do minimo para equagdes harmdnicas, temos

maxu(x,y) = maxu(xy) £ max gl y) —h(ey)| =g —hllcan
e
minu(xt) = minu(xt) = min (~lglry) —hGy)l) = — max IfCey) — kel = ~lg = Ao
Com isso,

g =l crom = mrgrm = ulx,y) = maxu = lg — kll coam -
ou seja, |u(x )| = llg — Rll, para todo (x, y) € 1. Logo
lull g = max Ju(x, v)| = llg — hllzam.
Logo, dado = = 0, tomando & = & = 0 temos que
lg—tleem <6 = llug—usll g =lg —blleem <6 ==
Portanto, a solugao de (4.3) depende continuamente da condigdo de contorno.



CONCLUSOES

Os Principios do Maximo sdo uma poderosa ferramenta, em analise matematica, basta observarmos o
quando de trabalho eles podem nos poupar, quando se trata ndo s6 de verificar unicidade de solugdes,
como a dependéncia continua dessas solugdes em relagdo aos dados iniciais do problema. Com isso,
temos que os Principios do Maximo sao indispensaveis no estudo das Equacgdes Diferenciais.
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