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Resumo

As fragoes continuas sao utilizadas para representacao de nimeros reais, admitindo
representacao finita para nimeros racionais e infinita para irracionais. Além disso, as
fragoes continuas estao intimamente associadas a conceitos de melhores aproximacoes
racionais de ntimeros reais. O objetivo desta dissertacao é a apresentacao de um apa-
nhado historico do tema, de suas principais defini¢des e resultados, e a elaboracao de
uma proposta didatica para Educacao Basica. Nesse contexto, serao expostos os aspec-
tos historicos que originaram as fragoes continuas, desde seu uso e desabrochar tedrico,
passando pelas principais contribuicgoes feitas, a exemplo de Euler e Lagrange no sé-
culo XVIII, encerrando com os campos do conhecimento nos quais o tema é abordado
atualmente. Serdo expostas também defini¢oes e resultados sobre fragoes continuas en-
volvendo nogoes de melhor aproximagao racional de um niimero real, exibindo o fato de
todas as melhores aproximacoes de um irracional derivarem da nocao de convergente,
sendo ainda possivel majorar o erro cometido na aproximacao. Adicionalmente, sdo
apresentadas aplicacoes do tema na resolucao de equagoes diofantinas e na aproxima-
¢ao de zeros de funcoes reais. Por fim, duas sequéncias didaticas sao introduzidas: uma
para o Ensino Fundamental e outra para o Ensino Médio, relacionando o tema com
outros campos da matematica e utilizando o software Geogebra como ferramenta dida-
tica, corroborando que as fragdes continuas possuem possibilidades didaticas e podem

contribuir com o desenvolvimento de estudantes da educacao basica.

Palavras-chave: Fracgoes continuas. Representagdo de nimeros reais. Convergentes.

Melhores aproximacoes. Proposta didatica.



Abstract

Continued fractions are used to represent real numbers, admitting finite representation
for rational numbers and infinite for irrational ones. Furthermore, continued fractions
are closely associated with concepts of best rational approximations of real numbers.
The aim of this dissertation is to present a historical overview of the topic, its main
definitions and results, and the elaboration of a didactic proposal for basic education.
In this context, it will be exposed the historical aspects that originated the contin-
ued fractions, from their use and theoretical development, passing through the main
contributions made, such as Fuler and Lagrange in the 18th century, ending with the
fields of knowledge where the topic is currently addressed. Definitions and results on
continued fractions involving notions of best rational approximation of a real number,
will be exposed, presenting the fact that all the best approximations of an irrational
number derive from the notion of convergent, being still possible to magnify the error
committed in approximation. Additionally, applications of the theme are presented
in the resolution of Diophantine equations and in the approximation of zeros of real
functions. Finally, two didactic sequences are oriented: one for Elementary School and
other for High School, relating the theme to different fields of mathematics and using
GeoGebra software as a didactic tool, showing that continued fractions have didactic

possibilities and can contribute to the development of students in basic education.

Keywords: Continued fractions. Real numbers representation. Convergent. Best

approximations. Didactic Proposal.
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1 Introducao

As fragbes continuas sdo uma forma de representacao de niimeros reais distinta da
representacao decimal. Essa representacao apresenta algumas vantagens em compara-
¢ao com a decimal, por exemplo, niimeros racionais sao aqueles cuja representacao €
finita, ja irracionais quadraticos sao caracterizados por representacoes infinitas e pe-
riddicas. A grosso modo, podemos entender uma fragdo continua como uma "fragao de

fragoes". A ideia é de que, dado um ntmero real x, escrevemos

1
T = [ag; a1, .oy A1, Ay, ...] := ag + : ,

a1 + a2+ L

1
1
an+—1-

no qual os nimeros ag, ay, as, ..., a,, ... a0 ditos coeficientes ou quocientes parciais da
representacdo. A titulo de exemplo, o nimero 7 possui a seguinte representagdo em

fragdes continuas

1
T =1[3;7,15,1,292,...] =3+ - T .
+ ot ——
2924+ 1
Por sua vez, o nimero racional 5,014014... = [5;7,14], enquanto para o ntmero de

ouro ¢ = 1,61803..., tem-se a representacao ¢ = [1;1,1,1,1,1,...].

Outro aspecto fundamental das fra¢des continuas esta relacionado a aproximacgao de
um numero real por um racional. Nesse contexto, é possivel obter "fragoes parciais" que
sao chamadas convergentes. Estas sao fragoes que aproximam o ntmero real, obtidas
a partir da consideracao de uma quantidade finita de coeficientes da sua representacao
por fragoes continuas. A titulo de exemplo, as convergentes de ordem 1 e ordem 3 do

numero 7 Sao

’ 1 22 ps 1 355
237 =34+-=Ze2=103:7.15,1]= ———— = ==,
@ 137 +7 7eq3 13;7,15,1] E— 113

15+1

Historicamente, essas convergentes foram utilizadas para aproximacao do nimero 7.
A convergente 22/7 foi utilizada por Arquimedes (287 - 212 a. C.) em suas obras,
nao se sabendo ao certo se Arquimedes possuia conhecimento sobre fragdes continuas.
As convergentes de ordem 2 e ordem 3 do ntimero 7 também foram utilizadas como
aproximacao do mesmo ao longo da histoéria, em especial na matematica chinesa e na
indiana (BREZINSKI, [1991)). Além disso, muitos matematicos ao longo da historia,
como Christiaan Huygens (1629 - 1695) e John Wallis (1616 - 1703), estudaram o
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tema interessados na utilizacdo das convergentes como aproximacoes para nimeros
irracionais.

Em (KHINCHIN] [1964) foram introduzidas duas defini¢oes, atualmente consagra-
das na literatura e que ajudam a expor a importancia das fragoes continuas no sentido
das aproximacoes. A primeiras delas é: Dado um nimero x € R, denominamos uma

a
melhor aproximagdo (do primeiro tipo) para z, um 3 € @, com b > 0, tal que

c c ,a c a
V- € com - # —-e0<d<b, tem-se |x ——| > |r — —|.
d Q. d 7 b - d b
Embora comumente utilizada, a aproximacao 3,14 = % nao se encaixa como uma

melhor aproximagdo de 7 no sentido acima, uma vez que % #+ %, 7 <100 e

‘ 22 ‘ 314

A segunda defini¢do é: Para x € R, uma melhor aprozimagio do segundo tipo é um
% € Q, com b > 0, tal que
c ,a
Vg#g com 0 < d < b tem-se |dz — ¢| > |bx — al.

Mostra-se que toda convergente é uma melhor aproximacao do segundo tipo, e que

toda melhor aproximacgao do segundo tipo, também ¢é do primeiro tipo. Em particular,

22
—, a aproximacao usada por Arquimedes para m é do segundo tipo. Entretanto,

7
311
observe que a fragao 99 satisfaz, para ce d € Z com 0 < d < 99,

mas, ocorre que
|7 — 22| < |997 — 311].

311 . - N ~
Nesse caso, 9 ¢ uma melhor aproximacao do primeiro tipo, mas nao ¢ do segundo

tipo, sendo as fracoes com esta caracteristica denominadas fragoes intermedidrias.
Dada uma convergente qualquer p/q de um ntimero irracional x, é possivel estimar
0 erro na aproximacao de x por essa convergente. Em geral, o erro é sempre menor

que o inverso do quadrado do denominador, ou seja,

A titulo de comparagao, observe que |1 — 314/100| £ 1/100. Ainda mais, o Teorema
de Hurwitz-Markov, (vide Teorema [3.13)), estabelece a melhor estimativa para o erro,

valida para uma quantidade infinita de convergentes de qualquer irracional. Mais
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precisamente, o Teorema garante que para qualquer ntimero irracional z, o erro na

aproximacao satisfaz
pl__1
rT— = < —=.
a|  V5¢?

para pelo menos uma em cada trés convergentes consecutivas de x.

As fragoes continuas possuem forte relacao com conceitos expostos nas grades cur-
riculares da Educacao Bésica, tanto do Ensino Fundamental, quanto do Ensino Médio.
Levando em consideragdo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), foi proposta
uma sequéncia didatica sobre as fragoes continuas no Ensino Fundamental que, além de
apresentar uma forte relacao entre elementos algébricos e geométricos a partir do uso
de tecnologias, contempla as seguintes habilidades presentes em (BRASIL; 2018) e des-
critas na Se¢ao 1.1, que sdo: (EFO6MA22), (EFOTMA04), (EFO7TMAO05), (EFO7MA06),
(EFOTMAO07), (EFOTMA11), (EFOTMA12), (EFO8SMA15), (EF09MAO01), (EF09MA02)
e (EF0O9MA16). No mesmo ambito foi apresentado uma proposta didatica para o En-
sino Médio, discutindo as nogoes de aproximacao e convergéncia, além da resolucao
de equacoes diofantinas que se originam de problemas cotidianos. Dessa forma, das
cinco competéncias propostas por (BRASIL, 2018)) para o Ensino Médio, duas delas
sao contempladas na sequéncia didatica.

As fragoes continuas ainda possuem diversas aplica¢oes, a exemplo da equagcao
de Pell (veja a equagdo e dos aproximantes de Padé, dentre outras aplicagoes,
tanto na matematica quanto em outros campos do conhecimento. Podem-se destacar
as aplicagOes presentes na dissertagdo, que sao a resolucao de equacoes diofantinas,
apresentando um método alternativo ao comumente difundido, o qual inclusive esta
presente na proposta de insercao na Educacao Basica, e a aproximacao de zeros de
fungoes reais, que foi proposta por Lagrange e que comparativamente aos métodos
de aproximagao difundidos atualmente, tem em alguns casos uma convergéncia mais

rapida.

1.1 Objetivos

O objetivo geral consiste na apresentagdo das fragdes continuas em seus aspectos
histéricos, tedricos e suas aplicagoes, além de possibilidades didaticas de abordagem

do tema na educagao basica.

o Resgatar os episodios da historia que remetem a descoberta, estudo e avancos da

teoria das fragoes continuas.

o Apresentar defini¢des e resultados acerca do estudo das fragoes continuas, em
especial, as melhores aproximagoes do primeiro e segundo tipo e suas consequén-

cias.
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o Elaborar uma proposta didatico-pedagdgica para insercao das fragoes continuas
na educacgao basica, alinhada com as competéncias e habilidades propostas na

Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

1.2 Organizacao

O trabalho esta organizado em cinco capitulos. No segundo capitulo , apresentamos
um apanhado histérico das fragoes continuas, dividido em trés segoes: A primeira secao
discorre sobre a origem do tema, que esta relacionado a alguns algoritmos e estudos
sobre melhores aproximagoes, e ainda sobre o inicio do estudo tedrico das fracoes
continuas, devido especialmente ao italiano Rafael Bombelli (1526-1572) (BREZINSKI,
1991). A segunda secao é intitulada A era de ouro e recebe esse nome por contemplar
os mais significativos avangos na teoria das fragoes continuas, incluindo as obras de
grandes matematicos, tais como Euler, Lagrange e Lambert sobre o tema. A ultima
secao discorre sobre os avangos da teoria das fragoes continuas apds o século XVIII e
expoe suas utilizacbes em diversas areas.

O terceiro capitulo trata dos principais resultados sobre fragdes continuas. A pri-
meira se¢ao deste capitulo expoe as defini¢oes e principais resultados sobre fragoes
continuas e convergentes, encerrando com a demonstracao do Teorema de Hurwitz-
Markov, que impoe a melhor estimativa para o erro na aproximacgao de um irracional
qualquer por suas convergentes, valida para uma infinidade delas. A sec@o seguinte
trata de teoremas de aproximacao, utilizando as defini¢coes de melhor aproximacao do
primeiro e do segundo tipo, finalizando com o fato que todo irracional quadratico é
representado por uma fracao continua periddica. Na tultima secao do capitulo, sao
apresentadas duas aplicagoes das fragoes continuas, a primeira é um método para de-
terminacao de solugoes de equagdes diofantinas e a seguinte consiste em um método de
aproximacao de zeros de fungoes reais, proposto por Lagrange, e sua comparagao com
os métodos de aproximagao conhecidos atualmente.

O quarto capitulo trata da proposta de utilizagao das fracoes continuas na Educacgao
Basica, e esta dividido em 3 se¢bes. Na primeira sdo apresentados, de acordo com
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), as competéncias e habilidades que a
proposta didatica contempla, além das metodologias e outros aspectos que justificam
a utilizacao da proposta. Na segunda secdo, é detalhada a proposta didatica para
o Ensino Fundamental, que consiste em apresentar a escrita das fragoes continuas
como decorréncia do algoritmo de Euclides, com auxilio da interpretacao geométrica,
e a representacao como uma forma de determinar a irracionalidade de um ntmero
qualquer. Na terceira secao, é descrita a proposta do Ensino Médio, que se inicia com

a escrita da fragdo continua de niimeros irracionais, em seguida é apresentada a nogao
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de convergentes e busca-se uma comparacao de aproximagoes com as normalmente
utilizadas na Educacao Basica. Por fim, sdo expostos problemas que envolvem equacoes
diofantinas, e as fra¢Oes continuas sao discutidas como uma possibilidade para sua

resolucao.
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2 Historia das fracoes continuas

2.1 Abordagens iniciais do conceito

De acordo com (BREZINSKI, [1991)), existiram diversos algoritmos equivalentes as
fragoes continuas muitos séculos antes de sua descoberta e estudo. Conforme ressaltam
(RECALDE; VARGAS| [2011)), o algoritmo de Euclides, apresentado no livro VII dos
Elementos, e alguns métodos de aproximacao de raizes podem ser considerados como
ancestrais das fragoes continuas, sendo inclusive o Algoritmo de Euclides utilizado em

algumas abordagens do tema atualmente, no Ensino Superior e na Educacao Bésica.
Um método decorrente da aplicacao sucessiva do algoritmo de Euclides, é apresen-

tado no livro X dos Elementos, sendo equivalente ao processo de obtencao de fracoes

continuas em abordagens atuais, como ¢ possivel observar na traducao dos Elementos

Caso sendo subtraida, de duas magnitudes [expostas| desiguais, sem-
pre por sua vez a menor da maior, a que é deixada nunca meca exa-
tamente a antes de si mesma, as magnitudes serdo incomensuraveis.
(BICUDO, 2009} p. 355)

O algoritmo remete a um processo infinito, que ocorre com nimeros irracionais, e
quando essa proporcao entre os segmentos é periédica, a exemplo da /2 e a unidade,
o processo recebe o nome de Antifairese.

Nas obras de grandes matematicos ao longo da histéria existem evidéncias de um
possivel conhecimento sobre convergentes, conforme afirmam (BREZINSKI, 1991)) e
(STILLWELL, [2020)). Aristarco de Samus (310 a 280 a.C.) utiliza a fragao 4;7 como

71755875
6173500

fragoes continuas. Igualmente existem registros de fragoes aproximando o ntimero 7:

aproximacao para , que é uma das convergentes obtidas no processo das

22
o famoso matematico Arquimedes (287 - 212 a.C.) utilizou a fragao - Outras apro-
333 355

—_— e —_—
106 113
O que essas fragoes tem em comum é que sao a 22, 3% e 4% convergentes da fragao

continua de 7 respectivamente (BREZINSKI 1991)).
De acordo com (BREZINSKI, [1991)) e (RECALDE; VARGAS) 2011)), métodos de

aproximacao de solugoes de equagoes também contribuiram para o estudo das fracoes

ximagoes como aparecem na histéria, em especial na matematica chinesa.

continuas, podendo-se destacar as solugoes das equagoes diofantinas, estudadas por
DiofantoEl, que podem ser solucionadas por um método que usa fragoes continuas,

conforme podemos observar na obra de (OLDS| [1963).

1 Nao se sabe ao certo seu ano de nascimento e morte, sabe-se apenas que Diofanto viveu no século

IIT depois de Cristo, na cidade de Alexandria.
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Leonardo de Pisa (1170 - 1250), mais conhecido com Fibonacci, foi o primeiro
matematico a tentar definir as fragoes continuas. Em sua obra "Liber abaci", que foi
publicada postumamente somente em 1857, Fibonacci introduz uma espécie de fragao
continua (BREZINSKI| 1991)) com a seguinte notagao:

ot _a e e _adftefte

b b bd  bdf bdf
Conforme podemos observar na tradugao do "Liber abaci" por (SIGLER] [2003), essas

fragoes eram utilizadas em especial na divisao de nimeros, como por exemplo na divisao

de 749 por 75, em que ele escreve como resultado

Conforme afirmam (BREZINSKI, [1991)), (RECALDE; VARGAS, 2011)) e (CRET-
NEY}, [2014), o nascimento das fra¢oes continuas no sentido que conhecemos atualmente
se deve a Bombelli (1526-1572). Na sua obra sobre ntimeros complexos "L’ Algebra parte
maggiore dell’aritmetica divisa in tre libri", publicada em 1572, expde um método de
aproximacao de raizes, que consiste em encontrar aproximagoes por valores maiores e
menores, alternadamente. Utilizando fragdes continuas, ainda que escritas em notacoes
distintas, encontramos o equivalente na notagao atual a

4

6+ 5=

O método publicado por Bombelli, que admite ter se baseado no trabalho do mate-
méatico Al-khwarizmi (780 - 850), também aparece na obra "Quadra delli numeri'de
Cataldi (1522 - 1626) publicada em 1613. A diferenga é que Cataldi utiliza uma nota-
¢ao distinta, notagao essa que mais se assemelha a atual notagao de fragées continuas,
sendo escrita da seguinte maneira sua aproximacao para v/18:

2 2 2

4&§&§&§'"

O britanico John Wallis (1616 - 1703) no seu trabalho "Arithmetica infinitorum",

publicado em 1656, apresenta um método para determinar a seguinte expressao,

§_3><3><5><5><7><7><9><...
T 2X4AX4AX6X6X8X8X ...

que se origina da razao entre um quadrado e um circulo circunscrito a este. O seu
contemporaneo e amigo William Brouncker (1620 - 1684), que possuia conhecimen-

tos sobre fragoes continuas, inclusive o método recursivo para encontrar convergentes
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(CRETNEY], [2014), reescreveu a expressao acima da seguinte forma:

4_1+ 1
us 2+2+32572'

Nao se sabe ao certo qual método Brouncker utilizou, e mais tarde Wallis tentou replica-
lo, resultando em uma primeira aproximacao por fragoes continuas de um irracional
transcendente (RECALDE; VARGAS]| 2011)).

O matemaético e astronomo holandés Christiaan Huygens (1629 - 1695) deu diversas
contribuigoes para o estudo das fragoes continuas, inclusive utilizando-as na construgao
de seu planetario, conforme apresentado em seu livro "Descriptio automati planetarii'.
Ao construir o planetario com as érbitas de todos os planetas, Hugyens se utilizava
de engrenagens para simular com precisao os movimentos de todos os planetas e as
construia com base na razao de angulos cobertos em um ano terrestre. Ao analisar
a orbita de Saturno, Hugyens se depara com a razao 77708431/2640858. Como seria
muito complexo construir engrenagens com a quantidade de encaixes acima, utilizando
o algoritmo de Euclides, ele consegue escrever 77708431/2640858 como a seguinte fragao

continua
77708431 1
294+ ——v—,

2640858 | 2+ 51

1+—1
5+—1-

sendo entdo o quarto convergente, equivalente a fragao 206/7, que esta presente em seu
planetario (BREZINSKI] [1991). Conforme afirma (CRETNEY] [2014), Hugyens, assim
como Wallis, observou que o truncamento das fracoes continuas geram as melhores
aproximacoes racionais de niimeros irracionais, entretanto ele nao direcionou estudos
as fragoes continuas, uma vez que, assim como Cataldi, ele estava interessado somente

nas aproximacoes para desenvolver seus estudos em outro campo da matematica.

2.2 A era de ouro

As fragoes continuas tiveram como era mais produtiva o século XVIII, marcado
por obras de trés grandes matematicos, Euler (1707 - 1783), Lambert (1728 - 1777) e
Lagrange(1736 - 1813), todos pertencentes a Academia das Ciéncias de Berlim (BRE-
ZINSKI, [1991)), sendo Euler aquele quem deu mais contribuigoes sobre o tema.

Embora Leonhard Euler houvesse utilizado anteriormente as fra¢gbes continuas para
resolucao da equagao diferencial de Ricati, s6 as apresentou formalmente pela primeira
vez em sua obra "Defractioninus continuis dissertatio", na Academia das Ciéncias de
Sao Petesburgo em 1737. Esta obra s6 foi publicada tempos depois, pela revista Com-

mentarii academiae scientiarum imperialis petropolitanae (CRETNEY] 2014)) e (BRE-
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ZINSKI, [1991). Na obra "Defractioninus continuis dissertatio’, Fuler apresenta alguns
teoremas sobre o assunto, dentre eles, o fato que todo ntimero racional pode ser re-
presentado por uma fracao continua finita e que um irracional pode ser representado
por uma fracdo continua infinita. Além disso, Euler provou que toda fracao continua
periddica representa um irracional quadréticoﬂ, resultado este que teve sua reciproca de-
monstrada por Lagrange em 1778. Ainda em sua obra, Euler analisa diferentes formas
de representar niimeros irracionais e transcendentes, expondo as seguintes expressoes:
L I I O I

=2+ +—+ 0+ttt o,
‘ TR TR TR T TR e

erl _p 1 1
e—1 " |6 |10 |14 7

e—l_lh%ﬂ+1|+1
2 |1 6 |10 |1477

Nesse ponto, Euler usa esses resultados para provar a irracionalidade de e e €2. Além
disso, conclui que todo nimero irracional é o limite de uma sequéncia de nimeros
racionais. Os termos dessa sequéncia sao aproximacoes desse irracional, obtidas pelo
truncamento da representagao em fragoes continuas, sendo suas melhores aproximacoes
racionais.

Em outra obra "Introduction in analysin infinitorum", publicada em 1748, Euler
escreve fungoes como séries baseado nas fragoes continuas e utiliza essa abordagem
para desenvolver estudos sobre a resolucao de equagoes diferenciais. Nessa obra, pode-
se observar uma constru¢ao implicita do corpo dos reais, a partir das fra¢cdes continuas
(RECALDE; VARGAS| 2011)).

Por volta de 1765, Euler também estudou a famosa equacao de Pell
?=Dy’+1, comz,ycZeDeN (2.1)

utilizando fragoes continuas. A solucdo para essa equacdo em alguns casos foi dada
por Lagrange em 1770. Euler ainda utilizou as fragdes continuas em outros campos,
como para minimizacao de solucoes de equacdes do tipo p = ma? — ny?, com p, me n
inteiros.

O alemao Johann Heinrich Lambert, conhecido por demonstrar a irracionalidade

do nimero 7w com fra¢des continuas, utilizou a seguinte expressao
1] 1 1 1
1/xz |3/  |5/x  |T/xz~

Um irracional quadratico é um nimero irracional que é raiz de uma equagao do segundo grau com
coeficientes inteiros.

tanx =

2
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que ja era conhecida por Euler e Lagrange, entretanto Lambert a justificou de forma

rigorosa e provou que se x é racional, entao a expressao de tan x é irracional e, usando

T

1
com base nas fragoes continuas para as fungoes exponencial e logaritmica, concluindo

o fato que tan 1, concluiu que 7 € irracional. Lambert também fez observacoes
que exp x e log x sdo irracionais, quando x é racional.

Outro famoso matematico, Joseph Louis Lagrange, fez diversas descobertas no
campo das fragoes continuas. Em 1776, deu a primeira justificativa de que a equa-
cao de Pell 22 = Dy? + 1 possui solucdo geral para y # 0, se D nao for um quadrado
perfeito. Em sua obra "Mémoire sur la résolution des équations numériques' publi-
cada em 1767, Lagrange apresenta um método de aproximagdo de zeros de fungoes
reais baseado em fragoes continuas (BREZINSKIL, [1991). Por exemplo, considere para

aplicagao do método, a equacgao
2 — T +7=0.

E facil verificar que a equacdo possui um zero entre 1 e 3 /2. Considerando a substitui¢ao

r=1+ i, e reescrevendo a equacao, obtemos
Y —4y® + 3y +1=0.

E possivel verificar que a equacao obtida acima possui um zero entre 1 e 2. Podemos

fazer a substituicao y =1+ % e deduzir que
23 =22 —241=0.

Essa equacgao possui um zero entre 2 e 3. Repetindo o processo, podemos escrever

z2=2+4+ % e, deste modo, por equivaléncia de equacgoes, a raiz da equacao é

Diferente de alguns outros métodos da época para aproximar zeros de fungoes, esse
sempre determina um resultado. Por isso, o método proposto por Lagrange, logo se
tornou classico, sendo rapidamente difundido (BREZINSKI, |1991)).

Lagrange também foi o responsavel por demonstrar a reciproca de um teorema pro-
posto por Euler, a saber, que todo irracional quadratico é representado por uma fracao
continua peridédica. Além disso, foi o responsavel por estender o método de resolucao
de equagoes diofantinas do tipo py — qr = r usando fra¢oes continuas. Lagrange ainda
publicou artigos com investigacoes sobre equagcoes do segundo grau e a equacao de Pell,
além de um estudo sobre fragoes continuas no calculo diferencial.

Outros diversos matematicos e pesquisadores contemporaneos deram suas contri-

buigoes para as fragoes continuas, dentre eles pode-se citar Jean Le Rond D’alembert
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(1717 - 1783), Abraham de Moivre (1667 - 1754) e Daniel Bernoulli (1700 - 1782),
além de muitos outros que pesquisavam sobre raizes de polindmios e aproximacoes
de ntimeros irracionais. Dentre os problemas resolvidos por esses matematicos, estao
problemas que envolvem identidades das fra¢des continuas, provas de racionalidade e
irracionalidade de niimeros reais e, principalmente, a relagao das fragoes continuas com
o calculo diferencial, em especial, com o estudo de séries e aproximagoes de funcoes, de-
senvolvendo assim aporte teorico para o estudo dos aproximantes de Padé, que ocorreu

quase um século depois e tem como objetivo aproximar fungoes por fragoes racionais.

2.3 A era moderna

Consideraremos como a era moderna, as contribui¢oes dadas a partir do século XIX.
De acordo com (BREZINSKI| 1991)), as fracoes continuas foram objeto de estudo em
algumas areas da matematica. Na teoria dos nimeros por exemplo, o tema foi abor-
dado em estudos dos nimeros transcendentes, da equacao de Pell e das generalizacoes
das fragoes continuas introduzidas por Jacobi (1804 - 1851), Perron (1880 - 1975) e
Hermite (1822 - 1901). Com relagao aos ntiimeros transcendentes, destacam-se estudos
envolvendo os nimeros de Liouville. J& com relagdao a equagao de Pell, surgiram gene-
ralizacoes e investigagoes das solugoes periddicas e sobre a relacao do seu periodo com
os coeficientes da equagao, a exemplo de Egen (1793 - 1849), que em 1819 determinou
que a equacdo, 22 = Dy? + 1 possui solugdo inteira se v/D for periédica, com um
periodo impar de termos na sua fragao continua.

Alguns matematicos, a exemplo de Perron se dedicaram as generalizagoes das fra-
¢Oes continuas, como na representacao de irracionais que sao raizes de equagoes ctibi-
cas ou ainda, na representagao simultanea de varios niimeros por fragdes com mesmos
denominadores. Outros diversos matematicos, como Jacobi, estudaram o tema e es-
tabeleceram resultados sobre equacgoes e fungoes, utilizando por exemplo equagoes de
quinto e sexto grau, ou ainda equagoes diofantinas. Destaca-se o famoso matematico
indiano Ramanujan (1827 - 1920), que estudou matematica praticamente sozinho pelo
livro de George Shoobridge (1837 - 1914), o qual consiste em uma sinopse de resulta-
dos matematicos sem suas demonstragoes. Esse livro contém 7 paginas sobre fragoes
continuas, envolvendo férmulas de convergentes, conversao de uma série em fragoes
continuas, dentre outros resultados (BREZINSKI, {1991]).

Ramanujan determinou muitas expressoes para identidades numéricas e para fun-

¢oes envolvendo fragdes continuas, tais como as identidades

4/°°xex5 1|+12|+12|+22|+22|+
cosh 1 |1 |1 12 |2
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==+ + + o
2

5+\/g 1/2_ \/5_’_1 s _ |1 e—2mV5  —4mVB
> TR T

sendo algumas delas demonstradas por outros matematicos. Algumas das identidades
apresentadas por Ramanujan eram casos particulares do seu trabalho sobre fracoes
continuas.

Nesta era moderna, as fragdes continuas tem contribuido com avancos na teoria das
probabilidades, em estudos sobre convergéncia e teoria analitica de funcoes, além de
serem a base dos chamados aproximantes de Padé, que caracterizam séries de fungoes

utilizadas para aproximar fungoes reais com determinadas condigoes.
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3 Principais teoremas sobre fracoes conti-

nuas

Sera apresentado a seguir defini¢oes e resultados sobre fragdes continuas. As defi-
nigdes e teoremas foram obtidos de (MOREIRA| [2011)) e (KHINCHIN| |1964]).
Dado um nimero z € R, denotaremos por |z] a sua parte inteira e por {z} sua

parte decimal ou fracionaria.

3.1 Primeiros resultados

E possivel encontrar na literatura defini¢oes diversas de fragoes continuas. Nesta
dissertacao serd usada a definigdo a seguir, que restringe todos os numeradores das

fragdes a serem iguais a 1.

Defini¢ao 3.1. Dado =z € R, seja ag = |x|. Se x ¢ Z, ponha a; = {71} = m_lao.
Observe que
r=ay+ —.
aq
Seja a; = | ]. Se ag ¢ 7 tome ay = alial e observe que
1
T = ag+ 71
aq + —
&%)
Continuando assim o processo, para n € N, considera-se a, = |, | e, se a,, ¢ 7Z,

1

Qn—0n

define-se a1 = . Ha dois casos possiveis:

i. Para algum n € N, tem-se «,, = a,, e chega-se a:

1
x:ao—i—a 1 = lag;a, ..., ap_1, ap) -
1 as+ T

1

T
an—1tg,

11. Caso contrdrio, Yn € N, a,, # a,, e chega-se a:

1
ao + T = lag;ay, ...y ap, .
a1 + agt——L——
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Qualquer uma das expressoes acima € denominada uma representacio em fracao con-

tinua do nimero x. Os numeros ag, a1, s, ..., Ay, ... SG0 seus coeficientes ou quocientes

parciais. A representacdo diz-se finita no primeiro caso e infinita no sequndo.
Posteriormente neste capitulo, demonstrar-se-d que a fragdo continua obtida no

sequndo caso converge em certo sentido ao nimero T, assim
x = [ag; a, as, ...].

Exemplo 1. Determine a fracao continua de 3,32.
Com o auxilio de uma calculadora, efetuamos os sequintes passos que decorrem da

definicao:

1 1
- —332=3 = [3:3.8].
3+ — ’ +3+§ 133, 8]

0,125

1
3,32=3+0,32=3+—+ = 3,32=3+
0,32

Exemplo 2. Vamos determinar a fragdo continua do nimero m com o auxilio de uma

calculadora. Observe o processo:

1 1
m=|m]+{nr}=3+0,14159... =3+ ——— =3+ 0———
0,14159... T+ 0,06%51“,
Continuando o processo
1 1 1
m=3+7 T =3+7 ! =34z i
i — R R
e DOTIT o 0,634591. 634%5914.4
Podemos entao escrever m da sequinte forma:
1
T=1[3;7,15,1,292,..] =3+ i .
T+ 15+ —L—
”ﬁ

Teorema 3.1. Todo numero racional pode ser representado como uma fragdo continua
finita.

Demonstracio. Se x € @Q, entdao xr = %, comp € Zeqe N, qg+# 0. Do algoritmo de

Euclides, pode-se escrever p = agq + 19 com ag, 79 € Z ¢ 0 < rg < q. Assim,

r 1
Q:CLO—F*OZCLO—'—*.

ro
Novamente, do algoritmo de Euclides, é possivel escrever ¢ = ayrg + ry, com ay,r € Z
e 0 <r; <ry. Logo,
P 1
— = Qo -+ 1 -
q ay + o

1
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Analogamente, :—(1) > 1 e pode-se repetir o processo utilizado acima, obtendo quociente
as e resto ro inteiros, com 0 < ry < ry. Prosseguindo desse modo, é possivel determinar
3, T4,Ts5, ..., de modo que obtém-se uma sequéncia decrescente (r,,) de nimeros naturais.

Assim, dn € N tal que rg > ry > ry > ... > r, = 0 e, portanto, tem-se
T = [ag; ay, ag, ..., Gp_1, Q).
|

Teorema 3.2. Um numero real que pode ser representado por uma frag¢do continua

finita € racional.

Demonstragio. Suponha que x = [ag; a1, ag, as, ..., a,| tem fragdo continua finita, ou

seja, pode-se escrever

ay

anfl"'ﬁ
Como ag, ay, ...,a, € Z e na expressao acima constam apenas as operacoes de adicao e

inversao, as propriedades de fechamento satisfeitas no conjunto dos racionais garantem

que r € Q.
[ |

Teorema 3.3. Um numero € irracional se, e s6 se, sua fracdo continua ¢ infinita.

Demonstragdo. Segue imediatamente do Teorema que z € R\Q possui representa-

¢ao em fracao continua infinita, e reciprocamente. [ |

Em vista dos teoremas acima, obtemos uma forma diferente de verificar a racio-
nalidade ou irracionalidade de niimeros reais. No que segue, tomamos por base (MO-
REIRA| [2011)).

Teorema 3.4. Dada uma sequéncia (to,t1,...) de nimeros reais tal que tp > 0, Vk > 1,

definimos sequéncias (z,,) € (Ym) por

To =to; x1 = tot1 + 1, € Ty = tpg2Tmi1 + Ty

Yo =1, y1 =11, € Ymi2 =t 2Yms1 + Ym-

Entdo, para [to, t1, ..., t,] = to + -~ L , temos
to+

[to;tl,t27 ,tn] = &,Vn Z 0.

Além disso,

Tn+1Yn — TnlYn+1 = (—1)",Vn Z 0
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Demonstragio. Sera usada inducgao sobre n. Defina

p(n) : [to;t1, ..., t,] = @,n > 0.

Yn
Entao, p(0) é valida, pois
t() Zo
to] =ty = — = 2.
[to] ™ 0

Suponha que para um n > 0 inteiro p(n) seja valida, ou seja, para todos tg, t1,...,t, > 0

dados, se tenha
Tn

Yn

Considere [to; t1,t, ..., tn, tas1], onde t; > 0,Vi = 1,2, ....,n + 1. Pode-se escrever essa

[to;tl, ,tn] =

ultima expressao como

tO;tlat27 7tn +

n+1

Tomando t, = to,t] =ty,...,t, =t, + ﬁ, obtemos da hipdtese de inducao

[to, tl, tg, ceey tn, tn+1] = [tg, t/17 ceey t;L]
t;ﬂ?n,l + Tp—o
t%yn—l + Yn—2 ’

em que xg =to, 11 =tito+ 1, yo=1, 91 =t e

{Ik = tpTp—1 + T2 vk > 92

Y = TkYr—1 + Yr—2

Com isso

1
(tn + ) Tp—1 + Tp—2
tn—f—l

[to, tl, tg, ceey tn, tn—l—l] =
(tn + > Yn—1 + Yn—2
Zfn—i—l

tnr1tnTn—1 + Tpo1 + tny1Tn—2
lnt1tnYn—1 + Yn—-1 + tni1Yn—2
tni1 (tnTp1 + Tp_2) + Tpq
tny1 (tnyn—l + xn—2) + Yn—1
tp1Tn + Tpyt

thrlyn + Yn+1
Tn+41

Yn+1

Logo, p(n + 1) é valida e, portanto, pelo principio da indugao finita p(n) é valida para
todo n natural. Isto é,

[to;tl, ,tn] = ﬁ,vn Z 0.
Yn
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Analogamente, usaremos inducao para mostrar a segunda afirmagcao feita. Observe

que, para n = 0, temos
T1Yo — oY1 = (totl + 1) — totl =1= (—1)0 .
Supondo a validade para um n natural qualquer, tem-se

Tn+1Yn — TnYn+1 = (_1)n

Logo,
Tn42Yn+1 — Tn+1Yn+2 = (tn+2xn+l + xn)ynJrl - (tn+2yn+l + yn)anrl
= _<xn+1yn - xnynJrl) = _(_1>n = (_1>n+1'
Portanto,
TpYn-1 — Tn_1Yn = (—1)",¥n € N.
|
Defini¢ao 3.2. Dado © = |ag; a1, as,...|, para cada n > 0 inteiro, sejam p, € Z e

qn € N tais que (pn,qn) =1 €

Pn

7 = [ao;al, ...,an].
n

~ . ’ p’n . ’ . s . .
A fracio irredutivel — acima é denominada a m-ésima reduzida ou convergente da
dn
fracao continua de x.

Observe a seguir exemplos de convergentes do niimero 7:

Do _ 13 = 3
Qo 1
P1 1 22
—=37=34+=-=—,
0 [3; 7] -
D2 1 333
— =13715 =34+ —7F = —,
0 [ ] 7T+ 106
1 355
B 37151 = 0— 0 =22
. 1
E bem comum que seja utilizada a aproximacao para m como 3,14 = 100" entre-
. L , .22,
tanto, ao se considerar a primeira convergente do nimero 7 que é — = = j& obtém-se
01
uma aproximacao melhor que 3, 14, conforme podemos observar a seguir:
314 22
— —|=1,5926...- 1072 > ’ — ’ =1,2644...- 1073,
‘W 100 T

Além disso, é possivel notar uma grande diferencga entre os denominadores das fragoes.
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Corolario 3.5. Dado x = [ag; a1, as,...| e a sequéncia de suas convergentes (Z—"), as
n

sequéncias (p,) € (qn) satisfazem as recorréncias

n = Up n -+ n,Vn Z O,
Pn2 +2Pn+1 TP (3.1)
Po = ag,p1 = a1ag + 1,
e
n = Qp, n + n,vn Z 07
qn+2 +24n4+1 T G (3.2)
do = 17 g1 = aq,

respectivamente. Além disso,

Prt1Gn = PnGn+1 = (—1)",¥n > 0.

Demonstrag¢io. Sejam (p,) e (¢,) as sequéncias definidas pelas recorréncias e .
Do Teorema com (t,) = (a,), segue-se que

[ag; ai, ...,a,) = ]ﬁ,‘v’n >0

dn
e
Pnt+14n — Prn+1 = (—1)",Vn > 0.
Mas entao
Pn
— = [CLO; Aty ..., an],
dn
com
Pnt1Gn — Qn1Pn = 1 OW @i 1D — Prt1qn = 1,
isto é,
p
fn _ lag; a1, ..., ay] com (pn, qn) = 1,
dn
mostrando ser (%) a n-ésima convergente de x. |

Observacao 3.1. Como ¢ =1, ¢ = a; ¢
Gn+2 = Gpt2Gn+1 + Gn, V0 2 0,
seque-se, por inducao finita, que
qn > 0,Yn > 0.

O corolario a seguir, determina uma expressao para x, conhecendo «,, e utilizando

as sequéncias (p,) e (¢n)-

Corolario 3.6. Dado x = [ag; ay,as, ...| real, temos para todo n € N,

_ OnPn—1 + Pn—2 _ DPn—2 — Xqn—2
xr = eEQy = ——

AnQn—1 + dn—2 " XGn—1 — Pn—1 .
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Demonstra¢io. Pode-se escrever x = [ag; a1, A, ...an_1, (), OU s€ja,

Logo, do Teorema r = w—n, onde
Yn

Ty = QpTy_1 + Tp_o

Yn = QnYn—1 + Yn—2.
Mas, para k=1,....,n — 1, x = py € Yyp = qr. Assim

OpPn—1 + Pn—2
xr =

OnQn—1 + qn—2 7
da qual segue
OpPn—1 + Pn—2 Pn—2 — T4n—2
€T = - an(xQn—l _pn—l) =Pn—92 —XQp2 = Qp = ———.
OnQn—1 + qn—2 Tdn—1 — Pn—-1
[ |
Proposicao 3.7. Dado x = [ag; a1, as, ...], tem-se
n =1)"
T — P _ (=1 5 Vn > 1,
dn (an+1 + 6n+1)Qn
na qual
qn—1
P11 =——,Vn > 1;

Além disso, Bny1 = [0;an, ap_1,an_2,...,a1] €
1 1 1

< —.
(an—i-l + 677,—1—1)(]712 an-l—lQnZ qzl

1

Pn
(an+1 + Z)QnQ

4n

< |T

Demonstragio. Pelo Corolario [3.6] obtém-se

T — ]in _ Opt1Pn +pn—1 o ]in _ Prn—19n — Pndn—1

dn Ant+1Gn + dn—1 dn (an+IQn + QH—I)QTL '

Reescrevendo p,_1¢, — Pngn—1 cOmo —(PnGn-_1 — Pn_1¢n), segue do Teorema que

e ) R )

G (n41Gn + G-1)Gn (1 + 21)q?  (Qnrr + Bui1)@n®

Em consequéncia,
1

(an—H + 6n+1)Qn2 .




Capitulo 3. Principais teoremas sobre fragdes continuas 29

Como ay41 = |nt1] € 0 < By < 1, uma vez que (g,) é crescente, segue entao que
Qp41 < Qpy1 < Qpy1 + 6n+1 < Gpi1+ I1+1= Qpt+1 + 27

da qual decorre
1 1 1

< < .
(an+1 + Q)Q% (OénJrl + BnJrl)Qn2 an+1Qn2

A fragao continua [0; ay, ..., a1] de B,41 segue de que

qn—-1 qn—1 qn—1 1 1

dn (nGn—-1 + qn—2 an Ay, + M p + Bn

Tomando como exemplo o nimero 7 e utilizando a sua convergente de ordem 1, é

possivel estimar quao proxima ela esta de 7 a partir do resultado acima. Observe que
’ 22’ - 1
T —| < =.
7 72

Porém, ainda mais
22 1 1 1

T < = < =
7 15-7% 735 700

-

Teorema 3.8. Sejam x € R\Q e (m) sua sequéncia de convergentes, entdo
n

. Pn
r = lim —
n—)ooqn

Demonstra¢io. Como (gq,) é estritamente crescente, entao

1
lim — = 0.
n—oo q%

Utilizando a desigualdade

n 1

| ¢

demonstrada na Proposicao |3.7], conclui-se do Teorema do Confronto que

0<

. DPn
lim — = z.
n—oo qn

Observacgao 3.2. O Teorema dd sentido para d igualdade x = [ag; ay, as, ...] quando

a fragdo continua € infinita, ou seja, quando x € um valor irracional.
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A Proposicao implica que, dado ¢ irracional, a desigualdade,

<1
52

-3

tem infinitas solugdes racionais r/s. Esse resultado é conhecido como Teorema de
Dirichlet. Por outro lado, se ¢ € Q, ou seja, ¢ = m/n, com m,n € 7, entdo tomando
r/s € Q, r/s# m/n, a desigualdade

m T

n S

-1

52

1 n
<—= = |ms—nr|< - = s<n,
s

tendo assim uma quantidade finita de solugoes.

Observemos como ocorrem algumas aproximacoes por convergentes com o nimero

T
3
a2 2 0,141592...
qo0 1
22
r— Pl 22 0 0012644...
q1 7
P2 333
— 2 =7 — 222 =0,0000832...
T T 106
3 355
— 22—~ 25 = 0,0000002...
e 113 ’

O teorema a seguir, estabelece a maneira com que as aproximagoes por convergentes

convergem a um nuamero real.

Teorema 3.9. As convergentes de ordem par formam uma sequéncia crescente e as
convergentes de ordem impar uma sequéncia decrescente. Além disso, toda convergente

de ordem impar é maior que qualquer convergente de ordem par.

Demonstracdo. O resultado acima é equivalente a demonstrarmos a desigualdade a
seguir
Par _ Parse
q2k q2k+2
Sabemos que Vn > 0, temos

< g < DA o P2L g s,
qok+3 gok+1

Pn+2 __gﬁ, An+-2Pn+1 + Dn __gg

An+2 dn Up4+2Qn+1 + n dn

Unt2Pn+19n + Pndn — Gny2PnGnt1 — Pnln
(Ant2@nt1 + Gn)Gn

Ant2(Prnt1Gn — Pnlny1) _ Any2(—1)"

An+29n qn+24n

A expressao acima é positiva para n par e negativa para n impar. Logo,

@ < DP2k+2 o DP2k+3 < p2k+17w€ > 0.
q2k Q2k+2  G2k+3 q2k+1
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Por outro lado, Vn > 0,
oD _ (="
G (nt1Gn + Gn—1)qn

¢ positivo se n par e negativo se n impar, de onde concluimos, para qualquer k£ > 0,

D2k < DP2k+2 <z< D2k+3 < p2k+1’v1{: > 0.
42k q2k+2 q2k+3 q2k+1
[ |

Proposicao 3.10. Sejam ag, ay, ..., a, inteiros com ap > 0, para 1 < k < n, e seja
(Pr/ @) >0 @ sequéncia de convergentes da fracio continua de [ag; ay,as, ..., a,]. Entdo
o conjunto dos numeros reais cuja representacdo por fragcoes continuas comeca com

ag, A1, ..., Ap € 0 intervalo

I(ag,ay,...,a,) = {pn} U {[ao; ay, ..., an, o], > 1}

dn
Pn PntPn1 .
_ |:q7’:’ QH+q:—1) ’ sen e pa/r
%,Z—: , sen ¢ impar .

Além disso, a fungdo
G: (1,+00) = I(ag,as, ..., a,)

dada por G(a) = [ag;as,as, ..., an, ) € mondtona, sendo crescente para m impar e

decrescente para n par.

Demonstracio. E escolio ds demonstracoes do Corolério e da Proposicao que
Qapp + Pn—1
adn + dn—1
n -1)"
Dny (=1) :
G (QGn + Gn-1)qn

Portanto, G' é crescente quando n impar e decrescente quando n par, uma vez que a

G(O() = [ao;a’ha@?“‘;an;a] =

+ Pn—
sequéncia (g, ) é crescente, Vn € N. Além disso, como G(1) := lim G(a) = Pn T Pn-1
a1+ an + qn—1
e lim G(a)= &, obtém-se
a—+00 qn
Pn PntPn—1 ,
Do Entin=l) = sen é par
G((]_’ +OO)) — (Qn Qn+q'n71) p
PntPno1 P se n é impar
Gntqn-1"qn )’ :

Dessa forma,

I(ag,aq,...,a,) = {pn} U {[aog, a1, ...,an,a],a > 1} =

bn PodPn_l) = g6y é par
{p”}UG((l,+oo)) - {[qn qn+qn_1> p

PntPn—1 pPn AT
—_— 1m I .
Gntqn—-1" qn |’ semne pa
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Proposicao 3.11. Dados inteiros ag, ai,as, ..., com ap > 0, Vk > 1, existe um unico

nimero real x (que € irracional) cuja representagao por fragoes continuas € [ag; ay, as, ...].

Demonstragio. Considere as sequéncias (p,) e (¢,) definidas pelas recorréncias do Co-

rolario |3.5. Pelo Teorema |3.9| segue que

D2k < Pok+2 < P2k+3 < D2k+1 Wk > 0.
q2k q2k+2 q2k+3 q2k+1

Considere como [ o intervalo [ = {’;%:, Z;;:—Iﬂ. Da desigualdade acima segue-se que

Iy C Iy, Yk > 0. Além disso, tem-se

I = Pok+1  Pok _ Q2kP2k+1 — Q2k+1D2k
q2k+1 Q2k Q2k+192k

Pelo Corolario QokP2ks1 — Gors1Por = (—1)%* = 1. Logo, |I}| = q%:lq%

¢ crescente e positiva tem-se || — 0 se k — 0o. Entao, pelo Teorema dos intervalos

e como (qy)

encaixados, 3 x € R tal que

k>0
Assim,
D2k P2k+1
lag; ar, ..., a0) = =— < 2 < = [ao; a1, ..., ok, Go41), VK > 0.
q2k q2k+1

Da Proposigao [3.10] obtém-se que [ag; aq, ..., ask] € [ag; ai, ..., asg, ask+1] pertencem ao
intervalo I(ag; ay, ..., as). Assim, z € I(ap;ay, ..., as) e, portanto, a fragdo continua de
X comecga com ag; ay, ..., ok, Vk > 0, ou seja, sua representagao por fragoes continuas é

(ao;&l,...,CZQk,...). [ |

Teorema 3.12. Para todo n € N, tem-se

1 1
dn dnn+1 qn
Além disso,
DPn 1 pn+1 1
T——|< 55 o0u |Tr— 5
In|  2q; 1| 20541
~ 7 pn pn+1 .
Demonstragcio. O nimero x pertence ao segmento de extremos — e —— cujo com-
Qn qn+1
primento é
Pott  Pal _ (D7) 1 1
Gnt1  n Gnnt1|  Gnlner — G2
Suponha que
1 1
‘x_l)nzze _pn+1_ —
In| ~ 24, Gnt1| ~ 2041
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Entao,
:$_P+‘I_P+1_2 .
Gnn+1 Gn Q1| 2Gp 2G4
Portanto,
> I 2 ZR—H — 1> M — 02> (Qn - Qn+1)2a
qndn+1 2ann+1 QQnQnJrl
o que é um absurdo, pois (g,) ¢ estritamente crescente. |

Teorema 3.13. (Hurwitz-Markov) Para todo x irracional e todo inteiro n > 1, temos

P 1
T— =< —

q‘ NG
satisfeita para pelo menos um racional

p c {pnl Dn pn+1}
q gn—1 ’ Qn’ Qn+1

Em particular, a desigualdade acima tem infinitas solugoes racionais p/q.

Demonstracio. Suponha que a tese seja falsa. Entao, existe x irracional e n > 1 inteiro
tais que

1
— > ,
a| — V5q;

Portanto, pela Proposicao [3.7, segue-se que

|£L‘—pk para k € {n —1,n,n+ 1}.

1
(g1 + Bry1)q

1
> , parak € {n —1,n,n+ 1}.
i \/5%%

Assim,
o + B < V5, para k € {n,n+1,n+ 2}.

Afirmagao: a,1 = apio = 1.
De fato, observe que

ap < 2, para k € {n,n+ 1,n+ 2},

pois sendo ay = |ag], tem-se
ap>2 = ap >3 = ap > 3>5,
o que é um absurdo. Assim,
ar =1 ouay =2, para k € {n,n+ 1,n+ 2}.

Ora,
i1 =2 = V5> i1+ Bust = 24 Busr.
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Mas
1

)
an + B
como visto na Proposicao Desse modo,

Bn—‘rl =

1 1
an + P <24+1=3 = ﬁn+12§ = \/322+§>\/5,

o que é um absurdo. Logo a,.; = 1. Analogamente, demonstra-se que a,,o = 1 e
obtém-se a afirmacao.

Observe agora que por definicao

1
Oppg = —————.
Opy1 — Q41
Como a,41 = 1, segue-se que
1
Apyo = i1 — 1
Sejam X = eY = f(,.1. Entao
(7PN
1 1
ez = Qg1 + Bor1 14Y
Logo,
S + B2 < V5
~ T3 o~ OQn n+2 > )
LHX+Y =14 —— 4 fupr = anga + Boya < V5,
n-+2
e
1 N I 1 N 1
I+X Y 1+ fan
B 1 n 1
Qnt1 Bon
1 1
= — +—— =, —a, +a, + 0,
e an+Pn
Temos entao as seguintes desigualdades
1 1
— <5 3.3
xty SV (3:3)
1+X+Y <V5 (3.4)
1 1
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A partir da desigualdade obtém-se 1 + X < /5 —Y, logo

1 1
> .
1+X 761

Adicionando % em ambos os membros, tem-se

1 11 1 V5
——+ =>4+ = :
I+X YTVY V5-Y Y(H5-Y)

Usando a na desigualdade acima, deduzimos que

—1 1
\/52 ng\/g;. (3.6)

V5
\/EZY(\/E—Y) - Y(\/_—Y)El —

Por outro lado, por , obtemos X < v/5 — 1 —Y. Invertendo a desigualdade e

L
Y+1

L, L 1 R V5
X Y+1-V5-1-Y Y41 (1+YV)V6-1-Y)

adicionando em ambos os lados, obtém-se

Usando [3.5 na desigualdade acima, concluimos que

\/Sz—sgyg\/ﬁz—y

(3.7)

Pelas desigualdades e tem-se Y = \/52_1 que é um numero irracional. Uma

V5 > (1+Y)(\\//55—1—Y) — (14Y)(V5—-1-Y) > 1 —

contradigao, pois

qn+1
Y:6n+1: q+ € Q.

n

Demonstrou-se que a desigualdade

1
V54?2

p
m_i

q

<

. . - . . P . . , .
tem infinitas solucdes racionais = para todo z irracional. O nimero v/5 nessa desigual-

dade é a maior constante com essa propriedade. Considerando, por exemplo, um dado

e > 0, tomando o irracional a = 1+T\/g’ é possivel mostrar que a desigualdade
P 1
a——1 <
q ‘ (V5 + €)¢?

possui somente um nimero finito de solugoes racionais %.



Capitulo 3. Principais teoremas sobre fragdes continuas 36

3.2 Nocoes de melhor aproximacao racional de um nimero

Nesta secao, utilizando as defini¢oes de melhor aproximacao introduzidas em (KHIN{

CHIN|, [1964), apresentam-se alguns resultados.

Defini¢ao 3.3. Dadas duas fragoes a/b e ¢/d com denominadores positivos, a fra¢io

intermédia entre elas € a fragdo
a-+c

b+d

Lema 3.14. A intermédia de duas fragoes sempre estd entre elas em valor.

a _c
Demonstragcdo. Suponhamos sem perda de generalidade, que 7 < 7 Portanto,
bc —ad >0
e, consequentemente,
a+c_g: bc — ad >0, a—i—c_E: ab — bc <0,
b+d b bb+d) — " b+d d bb+d) ~
o que demonstra o lema.
[
Defini¢ao 3.4. Seja x = [ag; ay,as,...]. Supondo k > 0, denominam-se semiconver-
L - Px  Pk+2 N ~
gentes de fracoes intermedidrias entre as convergentes — e —— de x, ds fracoes:
k. qr+2

P+ Pk

- comi€{1,2, ... a; — 1}.
Qk + 1qk+1 { J

Figura 1 — Posicao das fragdes intermediarias na reta numérica

Pr Pk+2 Pk+1

Ak Ar+2 x Ak +1

FragOes intermediarias

Pic + Dk+1
Gk + 1Qr+1

Fonte: Préprio autor com software Geogebra.
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E possivel observar que as fragoes intermediarias podem ser obtidas de maneira

. - ~ . Py . . . /s Pk
sucessiva, utilizando a fragdo intermédia. Inicialmente, tem-se a intermédia entre — e

qk
DPk+1

, resultando em
di+1
Pk + DPr+1
Gk + Qk+1
Pr+41

Determinando entao a intermédia dessa fracao com , obtém-se a préxima fragao
dk+1

intermediaria e assim sucessivamente. Portanto, cada fracdo intermediaria estd mais

préxima de x que a anterior.

Di + 1Pr+1

Usando o fato que uma fragao intermediaria esta contida no intervalo

Gk + 1qk+1
entre duas convergentes de ordem k e k + 2, determinamos o seguinte resultado.
Teorema 3.15. Dado um nimero x = [ag; a1, as, ..., ay, ...], seja Pk uma convergente
dk
qualquer de x. Para todo k > 0, tem-se
e — il > —
qrt — Pk D ——
Qk+1 + qk
. . . . +1 .
Demonstragao. Considere a fracdo intermediaria M para ¢ = 1. Como tal
Qk + 1qk+1
fracdo intermediaria esta entre Pr g x, tem-se
dk
‘x I T U B S g USEU
k T+ Q1 Gk |2 (@1 + ar)|
Como |prgrs1 — pes1qi| = [(—1)%] = 1, observa-se que
1
P LA P S
ar | ar(@re1 + qr)
Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por ¢ > 0, obtém-se
o — il > —
qrt — Pk D ——
Qk+1 + Gk
[ |
. . s . Px  Pk+2
A quantidade de intermediarias que existem entre duas convergentes — e ,
qk Qk+2
22 333
depende de a;. Por exemplo, usando as convergentes bz e bz _ 200 de 7, temos
@ 7 ¢ 106
nesse caso as = 15 e, portanto, existem 14 intermediarias distintas entre Py e 22.
i 42

Definiremos agora as denominadas melhores aproximacoes do primeiro tipo.

Definicao 3.5. Dado um nimero x € R, denominamos uma melhor aproximagdo para

a
x ou uma melhor aproximacao do primeiro tipo para x, um 7 € W, comb >0, tal que
c a ¢
VQEQ, comg#g e0<d<b, €valido

a
r— —|.

b

xr — —

sl
d
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a ’ . ~ . . .
Em outras palavras, se 7 ¢ uma melhor aproximacao do primeiro tipo para =,

- a, ~ [ . - .
entao 7 é a fragdo que esta mais préxima de x dentre todas que possuem denominador
positivo menor ou igual a b.

No resultado a seguir, convencionaremos as convergentes de ordem —1 como

p-1=leqgi1=0

Teorema 3.16. Uma melhor aproximacao do primeiro tipo para uwm nimero r =
lag; a1, az, ...] € R\Q € uma convergente da fracio continua de x ou uma fra¢do inter-

medidria entre duas convergentes.

Demonstrag¢io. Suponha que a/b é uma melhor aproximagao do primeiro tipo para z.
Segue entao que a/b > ay, pois do contrario terfamos a/b < ag, e assim a fragao ag/1

seria uma melhor aproximacao para z com denominador menor ou igual a b.

Figura 2 — Caso a/b menor que ag

a/b Ay a0+1
L1 1 |

Fonte: Proéprio autor.

Analogamente, podemos afirmar que

a
- S Qo + 1.
b
. a
Assim, obtemos ag < — < ag + 1. Os casos (a/b = ag e a/b = ag+ 1 resultam em uma
b
. S . Qo bo ,
convergente ou intermediaria. No primeiro caso, ag = 7= é uma convergente e,
do

ap + 1 _Potpa

1 do + q—1
fragdo a/b nao coincidir com nenhuma convergente ou intermedidria da fragdo continua

no segundo caso, ag + 1 = é uma fracdo intermediaria de x). Se a

de x, entdo existem duas fragdes intermedidrias, para certos k e r, tais que a/b estd

entre
Dk—1 + TPk o Pro + (r+ 1)p

Qr—1 + Tqx Q-1+ (r+1)gr

Assim, obtém-se

Pe—1+(r+1)pr per +pe—1| 1

a  PET + Pr—1

b qur + qr

G+ +D)g @+ G [qe(r + 1) + qr—1] - [qe” + qr—1]

Por outro lado, como as fragoes nao coincidem, a(qxr + qx—1) — b(prr + pr—1) # 0, logo

existe m > 1, tal que
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o per A+ pr-1| | 0qer + Ge—1) — O(per + pr-1) | m

b qr+ gr—1 b (qrr + qr—1) b (@kr + qr—1)
Segue-se entao que

1 - 1
b(awr + qe-1)  [an(r + 1) + qe-a] - laer + qe—1]”
donde,
Qe—1+ (r+1)ge < b.
~ o+ (r+1 . . . ;.
A fracao Pr1 + )P tem denominador menor do que b, e estd mais préximo

Q-1+ (7 + 1)qr
de x que a fragdo a/b, o que contradiz a suposigao de a/b ser uma melhor aproximagao

do primeiro tipo para x, concluindo o resultado. [ |

Nem todas as fragoes intermediarias sao melhores aproximacoes do primeiro tipo.

3 333
Por exemplo, entre as convergentes Po_ 2P _ 2% g 7, existem 14 interme-
qo 1 () 106

diarias, sendo possivel verificar que somente uma delas satisfaz a definicao de melhor

aproximacao, a saber,
3+14-22 311

1+14-7  99°

. ., . D
Para as outras intermediarias = com g < 99, ocorre

q

A seguir, consideraremos as denominadas melhores aproximacoes do segundo tipo.
Neste caso podemos garantir que cada uma das melhores aproximagoes deste tipo serao

convergentes.

Definicao 3.6. Dado x € R uma melhor aprorimagdo do sequndo tipo para x é um
%EQ, com b >0, talqueV%EQ, com%#g e <d<b, tem-se

|dx — ¢| > |bx — al.

a
Toda aproximacao do segundo tipo para x também ¢é do primeiro tipo. Seja 7 uma

c c a
melhor aproximacao do segundo tipo para = € R. Dessa forma, Vg € @, com p =+ 7
e 0 <d<b, tem-se
|dx — ¢| > |bx — al.

Por outro lado,

1 1
‘d(dx—c) :g|dx—c|.
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1 1
Como b>d — b < 7 utilizando o fato que |dx — ¢| > |bz — al, conclui-se que
1 1
‘x—z > —|dx — ¢ >E|bx—a| > ZB—% .

. a . - .. .
Portanto, a fracao 7 ¢ uma melhor aproximacao do primeiro tipo para x.

A reciproca, no entanto, nao é verdadeira. Por exemplo, % ¢ uma melhor aproxi-

macao do primeiro tipo para m, contudo nao é do segundo tipo, pois
|7 -m—22| <[99 -7 — 311].

Enquanto a definicdo de melhor aproximagao do primeiro tipo para x leva em conta
somente a distancia ao x, as do segundo tipo consideram uma desigualdade com maior
influéncia dos denominadores, excluindo algumas melhores aproximagdes do primeiro

tipo, que assim o eram, apenas pelo "tamanho" dos seus denominadores.

Teorema 3.17. Toda melhor aprorimagao do sequndo tipo para x é uma de suas con-

vergentes.

Demonstrag¢io. Suponha a/b uma melhor aproximagao do segundo tipo para o niimero

x = [ag; a, as, ...

a a
Se 7 < ag= TO = @, obtém-se

qo

1.2 —ag| <

a
_ <y
-4 <

a .
x—b‘ =|b-x—al, poisb>1,
. a . . ~ .
e, assim, 7 nao seria uma melhor aproximacao do segundo tipo para z.

Figura 3 — Caso a/b menor que ag

a/b Ay a0+1
L1 1 |

Fonte: Proéprio autor.

Se a fragdo a/b nao coincidir com uma convergente, podem ocorrer dois casos: a/b

. Pk—1  DPk+1 , . P1
estard entre duas convergentes —— e —— ou € maior que —.
k-1 Gk+1 51
No primeiro caso, ocorre
a _ aqi—1 — bpr_ 1
7_pk1:|Qk1 Dk 1|Z ‘ (3.8)
b qr bgr—1 bqr—1
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Figura 4 — Convergentes com paridades distintas

Pk-1 DPk+1 Pk

k-1 YGk+1 X dk
| | i |
| | | |

Fonte: Préprio autor com software Geogebra.

Como k — 1 e k tém paridades distintas podemos garantir que

a _ _ 1
@ _ Pty (PR PRot) . (3.9)
b gk dk  4k-1 dkqk—1
Concluimos entéo das desigualdades [3.8) ¢ 3.9 que
a
Ora, como das estd mais proximo de 7 do que de z, obtém-se
qr+1
1
€T — g Z pk+1 - 2 Z )
b qk+1 b bQr41
e assim )
|bx —a] > —. (3.10)
Qi1

Por outro lado, como k e k 4+ 1 tém paridades distintas, segue que

1

qrqk+1

Pe+1 Dk
qk+1 gk

qk

<

'pk

e, assim, multiplicando a desigualdade acima por ¢, em ambos os lados, chega-se a

1
|gxz — pi| < =g (3.11)
k+1

Portanto, das desigualdades [3.10] e [3.11]
|arx — pi| < [bx — al,

o que contradiz a hipétese que a/b é uma melhor aproximacao do segundo tipo, haja
vista ser qp < b.

a
O segundo caso ¢é se 7 > PL Do fato de que p1/q; > x, segue-se
41

1
~bgr

a P1

b q1
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Assim,
1 1
lbx —a| > — = —.
41 ay
Por outro lado,
1
1z — ag| = |ag + —— — ao| < —.
a — aq
a2
Portanto,
|bx — a| > |1z — ao,
o que é um absurdo.
a ’
Logo, 7 ¢ uma convergente. [ |

O Teorema acima possui uma reciproca quase que completa, com excecao do caso
em que
T =ap+ 1 e Po _ @.
2 qo 1
Nesse caso, a definicdo de melhor aproximacao do segundo tipo nao é satisfeita, uma
vez que

1-2—(ap+1)| =1 -2 — apl.

Observacao 3.3. Dado um niumero racional x, sem perda de generalidade, podemos

considerar sua fra¢io continua x = [ag; ay, ..., a,] com a, > 2. Caso a,, = 1, teriamos

1
x = |ag; a1, ..., an_1,1] = ap + i = lap; a1y .oy Gp_1 + 1].
a1 + a2+ 1
. 1
Jran—lJF%
com Qp_1+ 1> 2.
Teorema 3.18. Dado = = [ag; ay, ..., Gy, -..|, toda convergente da fra¢io continua de x

¢ uma melhor aproximacao do sequndo tipo para x, sendo a Uunica excegcdo o caso trivial
de
T =ay+ 1 e Do _ @.
2 qo 1
Demonstracao. Fixando a ordem k do convergente, considere a expressao abaixo com
re{l,2,...,q} e s inteiro:

|re — s|. (3.12)

Denotaremos por r* o valor de r para o qual [3.12] tem valor minimo apés escolha
adequada de s. Se o minimo for assumido para varios valores de r, seja r* o menor

deles, de modo que r* é tinico e bem definido. O respectivo valor de s que minimiza

[r*a — s (3.13)
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sera denotado por s*.
Afirmacao 1: s* é unico.

Suponha que exista s’ £ s*, tal que s’ também minimiza a equacao |3.13] Assim,

* * * / S* S/ S* + S,

r'e—s'|=phr'e—§| = [r——|=lr——| = = .
Tem-se entao dois casos a se considerar:
Caso 1: Sex € R — Q.

s*+ s
Neste caso, obtemos uma contradicao haja vista ser x = o e Q.
r
Caso 2: Se x € Q.
* /
Neste caso, em primeiro lugar mostramos que x = — ¢ irredutivel, em caso con-
r

trario, existem p,q € Z e [ > 2 inteiro tais que

s*+s =Ilpe2r-=lq.
Observe que
[>2 = 21" >2¢ = r* >q.

Além disso,
[
c=2_P gr —p=0 = |qz —p| = 0.
lg ¢
Como ¢ < r*, chegamos a uma contradi¢do com a minimalidade de r*. Entao [ = 2.
Mas

=2 = 2r"=2¢ = r* =q.
Entao,
0=lgz —p| = |r'z —p| <|r'z — 57,
contradi¢cao com a minimalidade de s*. Desse modo, em qualquer das situacoes, [ > 2

ou [ = 2, obtemos um absurdo. Assim,

s* 4+ s
2r*

Tr =

¢ irredutivel. Conforme queriamos demonstrar. Seja entao n € N tal que
Pn
r=—.
dn

Desse modo,

s*+s= Pn € qn = 2t = AnQn—1 + Gn-2,
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com a, > 2 pela Observagao [3.3] Note que
a,>2en>1 = 2" >2¢,_1 — 1" > qp_1

ap,=2en>1 = 21" >2¢,_1 = " > qp1

Porém, de
| | P 111
1T — _1| = 11— — = — = —
gn—1 Prn-1 dn 1qn Prn-1 n opx = 2a
obtém-se, se s’ # s*,
1 |s" — s*|
G127 — pn-1] < B < —
L8 s 28
= T —
2r* 2r*
S*
= rflx— —|=|r"z — s,
7»*
com
gn-1 < T*a

contradizendo a minimalidade de r*. Assim, a, =2 e n = 1, mas

2 1 1
a’n:2€n:1 - Q’}:@:ﬂ:ao_#fer*:l’
qQ 2 2

que é o caso excepcional.

Desse modo, da andlise dos Casos 1 e 2, concluimos que s* é tinico como afirmado.

*

., s,
serve agora que pelas hipéteses em r* e s*, segue-se que — ¢é uma melhor apro-
Ob las hipot *e s", lh
7-*

ximagao do segundo tipo para z. Pelo Teorema [3.17],

S*

F
é uma convergente da fracao continua de x, ou seja,

S ]ﬁ, para algum 7 € {1,2,3, ..., k}.
g
Afirmacdo 2: 7 = k

De fato,

i<k — i1+1<k+1

= (ir1 < Qrt1

1 1
_ << —.
qk+1 qi+1

Usando o Teorema tem-se

1

¢Gx — pi| > ——.
9 4 i1+
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Por outro lado, pelo Teorema |3.12],

1
gk — p| < —.
qk+1

Se s* = p; e r* = q;, segue-se que
\gix — pi| < |qrz — prl.
Mas entao,
1 1 1
< < :
Gi—1+¢%  Gev1 Gigl

e, assim,
Qi+1 < ¢i + gi—1,

0 que nao é possivel, haja vista

Giv1 = ix1¢i T ¢i-1 = ¢ + Gi—1-

Portanto,
s Pk

U/
e P& ¢ uma melhor aproximacao do segundo tipo para z.

qk
[ |

E possivel entao estabelecer um teorema, cujo resultado pode ser interpretado como

uma reciproca parcial do Teorema |3.12]

Teorema 3.19. Toda fracao racional irredutivel a/b que satisfaz a desigualdade

¢ uma convergente de x.

Demonstragio. Tomando como base o Teorema [3.17], é suficiente mostrar que a/b é
uma melhor aproximagiao do segundo tipo para x. Suponha por absurdo que a/b nao

¢ uma melhor aproximacao do segundo tipo para z, assim temos

|dx — c| < |bx — al, paraalgum%é@,%%%80<d§b.
Logo
o 7] <21b2 — |z —¢| < |br —al <21b.
Assim,
‘x g <22d. (3.14)
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Podemos escrever
c a

SR

Assim, usando a hipdtese, a desigualdade triangular e a desigualdade [3.14] obtém-se

c a 1 1 b+d
A AT TR TEr (3.15)
c . a
Por outro lado, como p #+ 7
c a 1
Z_ > =
d bl = bd
usando a desigualdade [3.15] tem-se
1 b+d
@< 52 — 20<b+d = b<d

o que é um absurdo pois b > d. Portanto a/b é uma melhor aproximagao do segundo

tipo para z e, consequentemente, uma convergente de x.
[ |

Em geral, os coeficientes de uma fracao continua podem ser quaisquer ntmeros
naturais, quao maiores, mais rapidamente suas convergentes se aproximam do nimero
irracional . Desse modo, as fragoes continuas com coeficientes limitados, ou seja,
dM > 0 tal que

ap < M,Vk € N,

representam numeros que possuem entao as piores aproximacoes por convergentes,
com o erro da aproximacao diminuindo de forma mais lenta a cada termo da sequéncia
dos convergentes quando em comparagao com os nimeros representados por fragoes

continuas com coeficientes ilimitados. Por exemplo,
V3=[1;1,2,1,1,2,..],

ou ainda
o=[1;1,1,1,1,..],

que dentre todos os niimeros é o que possui a pior aproximagao por convergentes.

De um modo geral, o teorema a seguir mostra que irracionais com sequéncias de
coeficientes limitadas ndo possuem uma ordem de aproximagao muito melhor que 1/¢.
J& irracionais com sequéncias de coeficientes ilimitadas possuem uma ordem de apro-

ximagao mais alta do que 1/¢.

Teorema 3.20. Para todo nimero irracional x cujos coeficientes da sua fragdo conti-

nua sao limitados, existe ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que a desigualdade

< = (3.16)
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nao possui nenhuma solucao em inteiros p e ¢ com q > 0. Por outro lado, para cada
numero x com uma sequéncia ilimitada de coeficientes e ¢ > 0 arbitrario, a desigualdade
tem um conjunto infinito de tais solugdes.

Demonstragdo. Se a sequéncia de coeficientes da fragao continua de x nao for limitada,

entao, dado ¢ > 0 qualquer, existe um conjunto infinito de inteiros £ tais que

1
Ap+1 > —.
c
Por outro lado, da Proposigao [3.7] tem-se
1
ol 1
Ak Qi Ok+1

e consequentemente existem infinitos inteiros k € Z, de modo que

1 c
xr— — D) < )
qk qi0k+1 gk

o que demonstra a segunda afirmacgao do teorema.

pk<

Por outro lado, se a sequéncia dos coeficientes da fracao continua de x for limitada,
3 M > 0 tal que

ar <M (k=1,2,..).
Com base na Proposicao [3.7], tem-se para todo k € N,

1 1
> .
(ar+1+2)q = (M +2)q}
Agora sejam p e ¢ inteiros com ¢ > 0, e seja k > 1 inteiro determinado pelas desigual-
dades

Pk
x_i

qk

>

Q-1 < q < Q-

Como todas as convergentes sao aproximacgoes do primeiro tipo, decorre que

2
p Pk 1 1 q
r—=|>xr——| > = =
q Q. G(M+2)  ¢(M+2) (%)
2 2
1 qi—1 - 1 qrk—1
> 2 T2
(M +2) \ g (M +2) \ apqr-1 + qe—2
2
T2 k-2
q (M T 2) @+ dk—1
1 1 - 1
(M +2) (ap+1)2 " (M +2)(M+1)%¢*
Assim, ao escolher ¢ < m, a desigualdade [3.16| nao pode ser satisfeita para

nenhum par de inteiros p e ¢ com ¢ > 0, o que mostra a primeira afirmacao do teorema,

completando a demonstracao do resultado. [ |
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Sera apresentado a seguir um teorema que é devido aos grandes matematicos Euler e
Lagrange. Essa Proposi¢ao classifica todos os niimeros irracionais com fragao continua
periodica como irracionais quadraticos.

Se um ntmero x = [ag; a1, as, ...| possui fragdo continua infinita, essa fracao é pe-

riodica se existir inteiros positivos ng e k tais que para qualquer
Qpik = Qp, VN > Ng.

De modo anélogo a escrita de representagoes decimais peridédicas, indicamos as fragoes

continuas peri6édicas com a seguinte notagao:

r = [ao; a1,092,03, ..., Apg—1, Ang, Ang+41; -+ ano-i—k—l]-

Definicao 3.7. Um numero irracional x é dito irracional quadrdtico quando € raiz de

um polinémio do sequndo grau ax® + bx + ¢, com a,b e c € Z e a # 0.

Teorema 3.21. Um numero irracional x possui representacdo por fragdo continua

periodica se, e somente se, € um irracional quadrdtico.

Demonstragcao. Se um irracional x possui uma representacao periodica por fragoes
continuas, entao dng,k > 1 inteiros tais que o, x = a,, Yn > ng, haja vista ser
a = [ay; ap_1, ...]. Segue do Teorema que:

Pn—2 — qn-2% _ Pnik—2 — Gntk-27
qn—1T — Pn—1 Qn+k—1T — Pn+k-1
Multiplicando e agrupando as poténcias de x, obtém-se que x satisfaz

Az + Bx+C =0,

em que
A = Qn—-19n+k—2 + Gn—29n+k—1
B = Pn+k—19n—2 + Pn—24n+k—2 — Pn+k—24n—1 — Pn—14n+k—2
C= Pn—1Pn+k—2 — Pn—2Pn+k—1-
Observe que A # 0. De fato, In1 irredutivel, uma vez que p,_1¢n—2 — Pn_oPn—1 =
n—2
(—1)". Analogamente k-1 é irredutivel. Como ¢, %2 > qn_2, tem-se
An+k—2
Gn—1 Gn+k—1
. 7& t - Gn—19n+k—2 — Qn—2Qn+k—1 7é 0.

qn—2 Qn+k—2
Portanto, x é um irracional quadratico.
Suponha agora que z seja um irracional quadratico, dessa forma x satisfaz uma
equacao
aX?+bX +c=0,
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coma,bec€ Zeas#0. Etambém b*> — 4ac > 0 e /b? — 4ac irracional. Por outro

OpPn—1 +pn—2 , ’ .
lado, como x = , € possivel escrever:
AnQn—1 + qn—2
2
an n— n— O-/n n— n—
a( Dn—1+Dp 2) +b< DPn—1+ P 2)—1—0:0
OnQn—-1 + Gn—2 AnQn—1 + Gn—2
ou seja,
Anai + Bnan + On - O
em que

An = a'pi—l + bpn—lQn—l + CQi—l
Bn - 2apn—1pn—2 + b(pn—IQn—Q + pn—2Qn—1) + 2an—IQn—2
Cn = ap272 + bpananZ + Cq12172'

Note que C,, = A,,_1. Sera demonstrado que existe M > 0 tal que
0 < |A,| < M, para todon € N

e, portanto,
0<|Cn| < M,Vn € N.

Com efeito, pode-se reescrever a expressao de A,, da seguinte forma:

2
pn—l

Pn—
Ay =ap;_y + bpp1Gn-1 + oy =G, <aq2 + b

1 qn—1

An _ aqi_l (ZE i pn—l) (ZL‘ . pn—l) :
gn—1 Gn—1

sendo z e T as raizes de aX? + bX + ¢ = 0. Como z e T sdo raizes da equacdo em o,

+c> —

ambos sao irracionais, logo

(.T—pn_l)#()e <$_pn—1>7é0
dn-1 dn—1

e como aq>_; # 0, segue que A, # 0,Yn > 0.

Ora, do Teorema [3.12, temos |z — Pn-1 < —— <1, assim obtém-se
qn—1 dn—1
|An| _ aqz,1 I — Pn—1 —= Pn-1
Gn—-1 qn—1

< a<|x—x|—|—‘x—pn_1

n—1

)

< alz —z|+1).
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Definimos entdo M = a(|x — T| + 1). Observe agora que, para qualquer n € N, a

equacao A, X%+ B,X + C, = 0 possui raizes reais, pois
B721 - 4AnCn = (bZ - 4ac)(pn71Qn72 - anlpnf2>2 = b2 — 4dac.

Portanto,

B? = 4A,C, +b* — dac < AM? +b* — dac = B, < VAM?2 + b2 — dac.

Defina entdo M’ = /4M?b? — 4ac. Conclui-se que as sequéncias (A,), (B,) e (C,) sao
limitadas. Portanto, como A,, B, e C,, € 7Z¥n, existe somente um nimero finito de
equacoes A,X? + B,X + C,, = 0. Ou seja, existem finitos valores possiveis para os

ay,’s. Portanto, para alguma escolha de ng, k € N, tem-se a1 = ap,. Logo,
Antk = anvn > Mo,
mostrando que x possui fragdo continua periddica. [

Exemplo 3. Sabe-se que /2 € raiz da equagio x*> — 2 = 0. Portanto, é representada
por uma fracao continua infinita e periddica. Pode-se deduzir sua expressao da equagcdo

abaizo:

2

2 -2=0 = 2"-1=1= (+1)z-1)=1 = z=1+

1+a
Realizando as substituicoes, obtém-se
xr=1+ ! T :1+;1:[1;2,2,2,2,2,...].
L s 2+ o
e e

Para alguns irracionais quadraticos especificos, é possivel determinar o padrao e

periodicidade da fracao continua. Observemos as proposi¢oes a seguintes:

Proposicao 3.22. Todo nimero da forma x = va?>+1, com a € N, tem fracio

continua
x = [a;2a).

Demonstragao. Observe que

1
a+x

r=Va2+1l = 2°-a*=1= (r—a)(zr+a)=1 = r=0a+
Substituindo o valor de x na expressao acima, repetidas vezes, obtém-se

1 1
r=a+ i =a+ : = [a;2a).
@+ a+ e G ——

at - 2a+
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Proposicao 3.23. Todo nimero da forma x = va?>—1, com a > 1, tem fragdao
continua
r=la—1;1,2(a —1)].

Demonstracio. Observe que

r=Va:-1 = 2’=ad"-1=(a—1)+2a—-1) =

2(a—1
[—(a—D]z+(a—1]=2(a—-1) = z= (a_1>+x—£a(a—>1)'
Substituindo a expressao de x no lado direito da igualdade, tem-se
2(a —1 1
r=(a—1)+ (2((1—1)) :(‘1—1)4'171
1
=(a—1)+ .
( ) 1 + ﬁ
2(a—1)+x+(a71)

Pode-se observar que nesse ponto, a expressao do tltimo quociente da fragdo continua

de x retorna a expressao inicial, o que garante que repetindo o processo, chega-se a

r=la—1;1,2(a — 1)].

3.3 Aplicacoes

3.3.1 Equacoes diofantinas

As equacoes diofantinas recebem esse nome em homenagem a Diofanto de Alexan-
dria. Estas equagoes surgem em diversos problemas e possuem aplicagoes na aritmética

e outros campos do conhecimento (HEFEZ, 2014).

Definicao 3.8. Uma equacao diofantina é uma equagdo do tipo aX +bY = c¢ com a,b
ece .

Em geral, estamos interessados nas solugoes inteiras de uma equacao diofantina.

Assim, a proposi¢ao a seguir determina um critério para que elas existam.

Proposigao 3.24. Sejam a,b € Z\{0} e c € Z. A equagio aX + bY = c¢ admite

solugao em nimeros inteiros se, e somente se, (a,b)|c.
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Demonstragio. Se a equacao admite solugdo inteira, existem xg,yg € 7Z tais que
axg+ byg = ¢

Como (a,b)|axy + byo, portanto (a, b)|c.
Reciprocamente, se (a,b)|c entdao ¢ = (a,b) - k, para algum k € Z. Por outro lado,

existem inteiros m e n tais que
(a,b) = ma + nb

Dali,
c=(a,b)-k=a(m-k)+bn-k).

Portanto, a equagao aX + bY = ¢ admite solugao inteira. |

Proposigao 3.25. Seja (vo,y0) € Z* uma solugdo particular da equagio aX +bY = c,

em que (a,b) = 1. Entdo, as solugoes (x,y) em Z? da equacdo sio dadas por
r=x0+1th, y=1yo—ta; t € 7.
Demonstragio. Seja (z,1y) € Z* uma solugio qualquer da equacio aX +bY = c. Entao,
axy + byy = ax + by = c.

Reorganizando a expressao, obtemos

a(x — xg) = blyo — v). (3.17)
Como (a,b) = 1, segue que b|(x — x¢). Logo,

r—xg=1b,t € 7.
Substituindo a expressdo de & — o na equagao [3.17, obtém-se
Y — Yo = ta,

e, portanto, as solucoes da equagao sao do tipo exibido no enunciado.
Por outro lado, as expressoes x, y do enunciado sempre descrevem uma solugao para

equacao diofantina, pois

ax + by = a(xo + tb) + b(yo — at) = axg + byy + abt — abt = c.
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Considere entao uma equacao diofantina a X +0Y = ¢, tal que a,be c € Z, com a e
a
b diferentes de zero e (a,b) = 1. Sabemos entao que 5 ¢ um numero racional, portanto,

pelo Teorema [3.2) In > 0 inteiro, ag € Z, ay, ..., a, > 0 inteiros, tais que

_ Pn

a
E = [GO;alva%'“aan] n

Observe que p, /gy, ¢ irredutivel, e portanto
Pp=a € q, =b.
Por outro lado, pelo Corolario DPn € n, satisfazem a identidade:
Pntn-1— Pn-1Gn = (—1)".
Supondo n par, podemos escrever
aGn-1 — bpn—1 =1 = a(¢u-1¢) — b(pp-1¢) = c.

Logo
T =(Gn-1€ €Y = —Pn-1C

¢ uma solugao particular da equacgao diofantina aX + 0Y = c¢. Quando n é impar, a

solugao particular da equacao diofantina é dada por

T = —Qn_1C €Y = DPp_1C.
Exemplo 4. Determine a solugcio geral da equacao diofantina a sequir 12X +7Y = 9.

Sabemos que

12 1
7 14+ 57
12
Como nesse caso — = ]E, calcula-se
7 q3
1 5
B =14—1p=2

sendo entao a solucao particular da equagao diofantina dada por
r=—-3-9=-27Tey=>5-9=45.
Portanto, sua solugao geral é dada por

xr==271+T7Tt y=45—12t; t € Z.



Capitulo 3. Principais teoremas sobre fragdes continuas 54

3.3.2 Aproximacao de zeros de funcdes reais

De acordo com (BREZINSKI}|1991)), um método de aproximacao de zeros de fungoes
reais foi proposto por Lagrange por volta de 1767 e bastante difundido na época.

Para isso, seja uma funcdo f : [a,a + 1] — [c,d] continua com f(a)f(a + 1) < 0.
Suponha que no intervalo (a,a+ 1) exista uma tnica solugao da equacao f(z) = 0, isto

é, um unico zero de f. Se a € Z, entao seja ag = a. Considere a substituicao

1
‘T:Cl()_";.
1

Dessa forma, teremos

ﬁ@ﬁ:f@m+1)=o

T
Agora determinaremos o menor inteiro a; > 0 tal que a solucao x; esteja no intervalo

[a1,a; + 1). Considere entdo a substituigdo x; = a; + —. Assim, temos
X2

fg(l‘g):f((lo—f—al_ll_l):o.

2

Continuando o processo obtemos, as, as, ay, ..., a,, ... inteiros positivos, e tem-se a se-

guinte expressao

flaot ———x—| =0

1
tlz—l-m+

an+——

Como a fragao continua sempre converge ao nimero x, entao nesse caso determina a
raiz da equagao no intervalo.

Se a ¢ 7 ou b ¢ 7, considere entdo a funcao g : [0, 1] — [a, b] tal que
g(x)=(b—a)r+a.

A funcdo ¢ assim construida é continua e bijetiva. Dessa forma, definimos a funcao
h:[0,1] — [c,d] por
h(z) = fog(x).
Observe que
h(0) = f(9(0)) = f(a) e (1) = f(g(1)) = f(b),

assim, h(0)h(1) = f(a)f(b) < 0 e, por construgao, a fungdo h possui tnico zero no
intervalo [0, 1].

Observe que, a funcao h tem todas as hipoteses para aproximagao do seu zero pelo

método de Lagrange. Seja 2’ a aproximagdo do zero de h no intervalo [0,1] com a
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precisdo necessaria. Dessa forma, o zero procurado para f(x) é dado por g(z'), uma
vez que h(x') = f(g(2")). Além disso, é possivel estimar o erro na aproximacgao do zero
a partir do Teorema [3.12] A cada passo também pode-se calcular a préxima expressao
de z com auxilio da identidade do Corolério 3.6

Apesar de ser um método que exige muitos procedimentos algébricos, observemos a
seguir o quao rapida ¢é sua convergéncia comparados a métodos difundidos atualmente.

Vamos entao aplicar o método de Lagrange ao polindomio

3

plr)=2"—x—1
para determinar seu zero no intervalo (1,2). Temos ag = 1, e vamos considerar a
substituicao
1
=1+ —,
Y

obtendo a seguinte identidade

1\° 1 s
1+—-| —(1+-)—-1=0 = vy —2y"—3y—1=0.
Yy Yy

Determinamos entao por inspecao que a; = 3. Logo, podemos considerar a substituicao

y:3+77
u

da qual decorre a equagao abaixo

1\? 1\?2 1 3 9
(3+> —2<3+> —3(3—1—)—1—0 = u’+12u" —Tu—1=0,
U U U
1
3415
Repetindo o processo, determinamos ag3 = 1, a4y = 1, a5 = 3, ag = 2 e ay = 3.

e, obtemos entao as = 12. A essa altura a raiz x ja pode ser escrita como r ~ 1+

Obtemos nesse ponto

- 1 2819
r =~ =
3+ L 2128

= 1,324718....

1+

T
T

3+

241

Nesse caso, o erro obtido na aproximacgao é estimado pelo Teorema da seguinte

forma
2819 1

T 2128| < 21082

No livro de |Ruggiero e Lopes (1996, p. 79), comparam-se os métodos mais comuns
para aproximagao do zero de f(x) = 2® — 2 — 1 no intervalo (1,2) para erros de
aproximacio menores que 107%. Os métodos utilizados por (RUGGIERO; LOPES,

1996) sao o método da Bissecgdo, o método da falsa posigao, o método do ponto fixo

= 0,2208293 - 107°.

X

usando a funcio ¢(z) = (z + 1)¥/3, o método de Newton e o método da Secante.
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Comparado aos métodos citados acima, o método de Lagrange é o que necessita de
menos iteragoes para convergir a um erro menor que 1079 a saber sdo necessdrias 7
iteragoes. Além disso, o proximo método com convergéncia mais rapida é o do ponto
fixo, com 9 iteragoes.

Diferente de outros métodos, o proposto por Lagrange independe das condi¢oes
iniciais para ter uma convergéncia rapida ou lenta, pois se baseia somente na parte

inteira do zero da fungao considerada.
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Proposta de abordagem do tema na edu-

cacao basica

Justificativa da proposta didatica

Tomando por base os conceitos apresentados a estudantes no Ensino Fundamental

e Médio, a proposta consiste em duas sequéncias didaticas distintas que se adequam

aos respectivos niveis.

Atendendo aos objetivos da BNCC (Base Nacional Comum Curricular), a apresen-

tagdo de fracoes continuas a nivel fundamental atende e auxilia ao desenvolvimento
das seguintes habilidades (BRASIL, [2018)):

(EFO6MA22) Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para
representagoes de retas paralelas e perpendiculares e construcao de quadrilateros,

entre outros.

(EFOTMAO04) Resolver e elaborar problemas que envolvam operagoes com ntime-

ros inteiros.
(EFOTMAO05) Resolver um mesmo problema utilizando diferentes algoritmos.

(EFO7TMAO06) Reconhecer que as resolugoes de um grupo de problemas que tém

a mesma estrutura podem ser obtidas utilizando os mesmos procedimentos.

(EFOTMAOQ7) Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados para

resolver um grupo de problemas.

(EFOTMA11) Compreender e utilizar a multiplicagdo e a divisio de ndmeros

racionais, a relagao entre elas e suas propriedades operatorias.

(EFOTMA12) Resolver e elaborar problemas que envolvam as operagoes com nu-

meros racionais.

(EFO8MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares de ge-
ometria dindmica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos

regulares.

(EFO9MAO1) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento,
existem segmentos de reta cujo comprimento nao é expresso por nimero racional
(como as medidas de diagonais de um poligono e alturas de um tridngulo, quando

se toma a medida de cada lado como unidade).
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o (EFO9MA16) Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a distancia
entre dois pontos quaisquer, dadas as coordenadas desses pontos no plano car-
tesiano, sem o uso de férmulas, e utilizar esse conhecimento para calcular, por

exemplo, medidas de perimetros e areas de figuras planas construidas no plano.

Nesse contexto, a habilidade (EF09MA02) que consiste no reconhecimento de um
numero irracional como um nimero real cuja representacao decimal é infinita e nao
periddica, e estimar a localizacado de alguns deles na reta numérica, esta relacionada
com a proposta, de modo que os estudantes terao uma nova possibilidade para reco-
nhecimento e representacao de um nimero irracional.

Em geral, a apresentacao do tema no Ensino Fundamental tem como objetivo evi-
denciar a relagdo direta entre algebra, geometria e aritmética, além de reforgar e sig-
nificar o estudo de fragoes. Por outro lado, a exposicao do tema auxilia alunos em
preparacao para olimpiadas de matematica, tanto com contetidos, quanto com a fami-
liaridade com a definicdo de uma operacao distinta das usuais, o que é bem comum em
provas de olimpiadas, nas quais o aluno deve compreendé-la e aplica-la.

Ja na proposta para o Ensino Médio, sao contempladas as seguintes habilidades

presentes na BNCC:

« (EM13MAT313) Utilizar, quando necessario, a notagao cientifica para expressar
uma medida, compreendendo as nogoes de algarismos significativos e algarismos
duvidosos, e reconhecendo que toda medida é inevitavelmente acompanhada de

erro.

o (EM13MATS315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando pos-

sivel, um algoritmo que resolve um problema.

« (EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da
area de uma superficie (reconfiguragoes, aproximagao por cortes etc.) e deduzir
expressoes de calculo para aplicd-las em situagdes reais (como o remanejamento
e a distribuicdo de plantagdes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias

digitais.

Apesar de contemplar menos habilidades especificas que a proposta do Ensino Fun-
damental, esta sequéncia didatica engloba os objetivos de duas das cinco competéncias

propostas para o Ensino Médio:

o Competéncia 4 Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes
registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, com-

putacional etc.), na busca de solugdo e comunicacao de resultados de problemas.
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« Competéncia 5 Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observacao de padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a
necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na validagdo

das referidas conjecturas.

Além desses pontos, a exposicao do tema no Ensino Médio contribui aos estudantes
nos seguintes ambitos: na utilizacdo do software geogebra, remetendo ao uso de novas
tecnologias; em um primeiro contato com as nocoes de convergéncia e aproximagoes;
no estudo e interpretacao de ntimeros racionais e irracionais.

Nesse contexto, propoe-se também a insercao do conceito de equagoes diofantinas e
sua resolucao a partir de fragdes continuas no curriculo do Ensino Médio, contribuindo
para insercao de conceitos da aritmética nessa etapa de ensino, sendo possivel explorar

problemas cotidianos que remetem a estes conceitos.

4.2 Abordagem de fracdes continuas no Ensino Fundamental

A tabela a seguir apresenta os principais topicos da proposta de ensino.

Publico alvo: Alunos do ensino fundamental 9° ano
Pré requisitos: Operacoes com numeros inteiros; Operagoes com fra-
coes;
Objetivos: Compreender o algoritmo de Euclides; Determinar e re-

conhecer a escrita de fragoes continuas e suas proprie-
dades; Utilizar software Geogebra de forma adequada a

resolucao de problemas.

Etapas de aplicacao: | Etapa 01 - Algoritmo de Euclides. Etapa 02 - Interpre-
tacao geométrica do algoritmo e segmentos comensura-
veis. Etapa 03 - Fragoes continuas. Etapa 04 - Numeros

irracionais (segmentos incomensuraveis).

Metodologia: Aula expositiva e dialogada; Uso de tecnologias; Reso-

lugcao de problemas.

Recursos utilizados | Data show; Software Geogebra; Régua.

Avaliacao: A partir do desempenho dos alunos na resolucao de pro-
blemas propostos.
Referéncias: (PAIXAO 2011) (MOREIRA 2011) (BRASIL 2018)

A seguir serao detalhadas cada uma das etapas de aplicacao.

Etapa 01 - Algoritmo de Euclides



Capitulo 4. Proposta de abordagem do tema na educag¢io bdsica 60

Inicialmente, sera introduzido o algoritmo de Euclides, partindo de divisdes simples
com resto, por exemplo, 9 + 2 = 4 e deixa resto 1. Nesse ponto, usaremos a ideia de
representacdo em segmentos, com auxilio de folhas, réguas, linhas de cores distintas
e cola. Os estudantes realizarao o processo a partir da comparagao de unidades com
os tamanhos descritos em centimetros, associando neste ponto a ideia que o 2 cabe 4
vezes no 9, sobrando ainda 1 unidade.

Discutida a nogao de divisibilidade a partir da exploracao de problemas, os alunos
receberao os seguintes questionamentos: Qual é o maior nimero que cabe uma quanti-
dade inteira de vezes nos nimeros 12 e 187 E nos nimeros 17 e 307 E nos ntimeros 1,2
e 3,57 Nesse ponto, serao exigidas respostas geométricas e algébricas das perguntas.

Apés uma discussao das respostas obtidas, busca-se um resgate do conceito de
Maéximo divisor comum (MDC). A pergunta serd se o algoritmo usualmente conhecido
¢é capaz de solucionar o caso entre 1,2 e 3,5. Nesse ponto, serd revisitado o algoritmo

de Euclides, inicialmente pelos exemplos a seguir, utilizando o material concreto.

Exemplo 5. Use o algoritmo de Euclides nos nimeros 12 e 18.
12 cabe 1 vez em 18 e sobra 6.
6 cabe 2 vezes em 12 e sobra 0.
Portanto, MDC(12, 18) = 6.
Use o algoritmo de Fuclides nos niumeros 13 e 42.
13 cabe 3 vezes em 42 e sobra 3.
3 cabe 4 vezes em 13 e sobra 1.

1 cabe 3 vezes em 3 e sobra 0.
Portanto, MDC(13, 42)=1.

Apos a compreensao do processo, iremos escrever o processo do algoritmo de forma
algébrica. Assim, ao aplicar nos niimeros 12 e 18, teremos 18 = 12-1+6 e 12 =6-2+0
e portanto, M DC(18,12) = 6. Utilizamos entdao nimeros que nao sao inteiros, porém
racionais, e verificamos com ou sem auxilio de uma calculadora, o significado dos valores
obtidos.

Exemplo 6. Aplicando o algoritmo de FEuclides nos nimeros 1,2 e 3,5.
Escrevemos 3,5 =2-1,2+ 1,1. Sequindo o processo tem-se 1,2 =1-1,140,1 e por
fim1,1=11-0,1+0.

Nesse ponto, serd proposto aos estudantes que, utilizando a interpretagdo de seg-
mentos, repitam o processo descrito com 1,2 e 3,5, que seriam 0s sequintes passos:
1,2 cabe 2 vezes em 3,5 e sobra 1,1.

1,1 cabe 1 vez em 1,2 e sobra 0,1.
0,1 cabe 11 vezes em 1,1 e sobra 0.

Nesse caso, nao podemos falar de MDC entre 1,2 e 3,5. Entdo nessa situagdo, dizemos
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que 0,1 € a maior unidade de medida que cabe um niumero inteiro de vezes em 1,2 e

3,5 simultaneamente.

Em seguida, serdao propostos aos estudantes alguns exercicios e problemas que en-
volvem o tema e, em especial, o questionamento se existem 2 nimeros, em que nao
é possivel encontrar uma unidade que cabe um numero inteiro de vezes em ambos os

numeros.

Etapa 02 - Interpretacdo geométrica do algoritmo e segmentos comen-

suraveis

Nessa etapa, com auxilio do software geogebra, apresentaremos uma interpretagao
geométrica do processo do Algoritmo de Euclides, e discutiremos sobre os chamados
segmentos comensuraveis.

Com o auxilio do software Geogebra, serda determinado a partir dos quadrados
méaximos (PAIXAO, [2011)), os quocientes que tem origem no Algoritmo de Euclides.
Observemos o exemplo a seguir com os numeros 3,2 e 1,4.

1° Passo: Abra o software Geogebra, e insira os pontos (0, 0); (3.2,0); (0, 1.4); (3.2, 1.4).
Vale salientar que nos comandos de entrada do software, ntimeros decimais sao separa-
dos por ponto e a virgula separa as coordenadas. Por outro lado, é interessante também

marcar a maior medida na horizontal (eixo x) para ter uma melhor visualizagao da tela.

Figura 5 — Passo 01 - Inserindo os pontos no Geogebra

D C
14
1.2
1
08
06
04
0.2
2 Aj0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32

Fonte: Préprio autor com software Geogebra.

A seguir selecione a opgao poligono, depois escolha os 4 pontos dados anteriormente
formando um retangulo de lados 3,2 e 1,4.

2° Passo: Escolha a opc¢ao poligono regular e selecione dois vértices do retangulo
cuja distancia seja o lado menor. No exemplo, sdo os pontos D e A. Em sequéncia,

escolha a opcao 4 lados, serd entao gerado um quadrado de lado DA = 1,4 no interior
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do retangulo, ou seja, um quadrado de lado maximo. Nesse caso é possivel repetir o
processo gerando dois quadrados de lado 1,4 dentro do retangulo, conforme observamos

na imagem a seguir:

Figura 6 — Passo 02 - Criando os quadrados maximos

D F c
14
1.2 1
i
0.8 1
0.6 1
041
0.2 1
o .. .E
' AlD 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 3.2

Fonte: Préprio autor com software Geogebra.

3° Passo: Observe que "sobra'um retangulo de lados EB e BC. Usando a mesma

funcao gere quantos quadrados de lado EB quanto couberem no retangulo.

Figura 7 — Passo 03 - Quadrados méaximos com lados menores

D F c
14
1.2 G
1
0.8
0.6
04
0.2
0 g B
Alo 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2 22 2.4 26 28 3 3.2

Repita o processo descrito nos passos 2 e 3 quantas vezes forem necessarias, até o
retangulo ser completamente coberto por quadrados.

4° Passo: Agora que o retangulo foi completamente coberto, clique na funcao dis-
tancia e selecione dois vértices consecutivos do menor quadrado presente. Nesse caso,

teremos a maior unidade que cabe uma quantidade inteira de vezes em 3,2 e 1,4.
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Figura 8 — Passo 04 - Determinando a maior unidade que mede 3,2 e 1,4

R[] ] 3] @ A N e = 2]

¥ Janela de Algebra: | b Janela de Visuali 4 Angulo
=/ Namero =
5 distanciaEF = | | 4.0 «, Angulo com Amplitude Fixa L c
0 distanciaFG = FG=02 ‘
5 perimetropolt 12 :m/z( Distancia, Comprimento ou Perimetro G
I Poligono Area
9 pol2=1.96 1 =
J pol3 =1.96 /é]/ Inclinagdo
2 pold =0.16 08
2 pol5=0.16 {1.2} Criar Lista
2 pol6 =0.16 06
d pol7 =0.04 .
2 pol8 =0.04
=/ Ponto 04
2 A=(0,0)
-2 B=(32,0) 02
2 C=(32,1.4)
3 D=(0,14) 0 | £ B
0 E,=(28,1.4) Alo 02 04 06 08 1 1.2 14 1.6 18 2 22 24 26 28 3 3.2

Fonte: Préprio autor com software Geogebra.

Vemos entao que a resposta procurada é 0,2.

O objetivo é que os alunos entendam como realizar o processo do Algoritmo de
Euclides geometricamente e se acostumem com os comandos do Geogebra. Supode-se
também que os estudantes ja tenham tido algum contato com o software, do contrario
uma introdugdo sobre o mesmo se faz necessario.

Apos alguns exercicios e resolucoes de problemas, os alunos estao aptos a conhecer

a definicao de fragao continua e a determina-las em alguns contextos.

Etapa 03 - Fragoes continuas

Ao utilizar o algoritmo de Euclides, obtemos uma sequéncia de quocientes que sao
numeros inteiros, sendo esses justamente a quantidade de quadrados méaximos obtidos
em cada etapa da interpretacao geométrica do algoritmo. Por exemplo, usando o caso
de 1,2 e 3,5, foram obtidos 2, 1 e 11 quadrados maximos em cada etapa. Podemos

entao escrever:

3,5 1 35
1,2 L+ 12
A expressao 2 + ; +1 — ¢ uma fracao continua, que é mais geralmente definida como
11
uma expressao do tipo
1
CL(] + 1 9
a1 + 7a2+ﬁ

com ag € 7 e ay,as,...,a,,... € N. Existe uma fragdo continua associada a cada
numero real, sendo ela finita quando o nimero é racional e infinita quando é irracional.
Para determinar a fragdo continua de um ntimero racional na forma p/q basta aplicar
o algoritmo de Euclides com os nimeros p e q. Caso o nimero esteja escrito em sua

forma decimal, a exemplo de 3,15, basta aplicar o algoritmo com 3,15 e 1.
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Exemplo 7. Use o algoritmo de Euclides nos nimeros 1 e 3,15.
Temos que 3,15 =3-140,15. Por sua vez, 1 =6-0,15+ 0,10. Repetindo o processo
0,15=1-0,1040,05 € 0,10 = 2-0,05. Portanto, obtemos ay = 3,a; = 6,as = 1,a3 = 2,
assim, 3,15 tem a sequinte fracio continua:

1 1

3,15=ay+ ——— =3+ —
a

1
as+-+ 6 +

ag
Nesse ponto, serd proposto aos estudantes a determinagao de fragoes continuas, de
numeros racionais, representados em sua forma fracionaria ou decimal. E nos casos
de nuimeros na representacao decimal, obter sua fracdo ordinaria com numerador e
denominador inteiros.
Dada a fracao continua de um nimero qualquer, é possivel reduzi-la a uma tnica
fragdo, simplesmente usando as operacoes aritméticas usuais de fragoes, obtendo por

fim uma fracao irredutivel. Observe o exemplo:

1 1
34— = 3+ >
6+1+% 6+§
3
= 34+ —
* 90
_ 6
20

Exemplo 8. Determine uma fracao irredutivel com numerador e denominador inteiros,

equivalente ao numero racional 3,81 =+ 0, 2.

Solugao: Do algoritmo de Euclides temos 3,81 =19-0,2+ 0,01 ¢ 0,2 =20-0,01.

Portanto, podemos escrever:

.81 0 1 381
0,02 20 20

Alguns questionamentos serao propostos aos estudantes nessa etapa, a exemplo de:
o Construa um fluxograma para obter a fracao continua de um ntimero racional.
o Escreva um fluxograma para reduzir uma fracao continua a uma fragao ordinaria.

« (OBMEP 2018) Na igualdade abaixo, a, b e ¢ sdo ntimeros inteiros positivos.

Qual é o valor de ¢?
10 n 1
— =a .
7 b+ 1

Solucgao: Utilizando o algoritmo de Fuclides podemos escrever

10=7-1+3
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7T=3-24+1
3=1-3
Portanto,
L
7T 24y

ouseja, a=1,b=2ec=3.

« (CMRJ 2018) A fragdo I pode ser escrita sob a forma 2 + —1—, onde (z,y, 2)

ot y"r;
é igual a?

Solucgao: Do algoritmo de Euclides, temos
3r=13-2411

13=11-1+2

11=2-5+1
Portanto,

ou seja, (z,y,2) = (1,5,2).

Etapa 04 - Nuimeros irracionais (segmentos incomensuraveis)

Ap6bs o questionamento sobre a possibilidade de construcao de um segmento com
medida irracional qualquer, aplicaremos a interpretacao geométrica do algoritmo de
Euclides aos nimeros 1 e v/2 ou 1 e outro irracional. A ideia é que os estudantes
sugiram que o processo geométrico serd infinito e, a seguir vamos expor o fato que
numeros irracionais tém fragoes continuas infinitas.

A utilizagao do software Geogebra é imprescindivel, pois consegue evitar erros de
precisao nas construgoes, o que poderia levar a uma interpretacao erronea sobre a inco-
mensurabilidade de nimeros irracionais com a unidade. Tendo assim uma justificativa
ao critério de que uma fracao continua infinita representa um irracional. Sera exposto o
numero de ouro ¢ = 1.61803399..., relacionado a sequéncia de Fibonacci. Os estudantes
deverao realizar a construcao para este nimero e inferir sobre sua fragao continua.

Por fim, utilizando a propriedade de que ¢ é raiz da equacio 22 = x + 1, podemos

escrever:

1 1
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Observe que o processo se repete indefinidamente, sendo assim justifica-se aos estu-
dantes que o nimero ¢ = 1.61803399... é irracional. Nesse ponto, dado b € N, serd
proposto aos estudantes que determinem a expressao da fracao continua de x, sabendo
que z ¢ raiz da equacdo % — bx = 1. Apds isso, a partir de valores para b discutir se

as raizes obtidas sao racionais ou irracionais.

4.3 Abordagem de fracdes continuas no Ensino Médio

A tabela a seguir, apresenta os principais dados relativos a proposta do tema no

ensino médio.

Publico alvo: Alunos do ensino médio 2° e 3° anos
Pré requisitos: Operagoes com fragoes; Conjunto dos niimeros reais;
Objetivos: Interpretar e escrever fragoes continuas; Compreender o

conceito de melhores aproximacgoes; Modelar problemas
cotidianos a partir de equagoes diofantinas; Solucionar

equagoes diofantinas com auxilio das fragdes continuas.

Etapas de aplicacao: | Aula 01 - Escrita de fragoes continuas de racionais e
irracionais e conjectura de padroes. Aula 02 - Conver-
gentes e melhores aproximacoes de ntimeros irracionais.
Aula 03 - Equacgoes diofantinas: Resolucao por fracoes

continuas.

Metodologia: Aula expositiva e dialogada; Uso de tecnologias; Reso-

lugao de problemas

Recursos utilizados | Data show; Geogebra; Calculadora cientifica

Avaliacao: A partir do desempenho dos alunos na resolucao de pro-
blemas propostos.

Referéncias: (PATXAO] [2011); (MOREIRA| 2011); (BRASIL] 2018); |
(COUTO| 2017).

Admitindo que os estudantes tenham tido contato com a proposta do Ensino Fun-

damental, no Ensino Médio temos a seguinte ordem.

Etapa 01 - Algoritmo de Euclides e escrita das fragées continuas

Introduzido o problema das engrenagens do planetario de Hugyens, o Algoritmo
de Euclides sera utilizado para escrita de fragoes continuas de niimeros racionais. Em
seguida, com auxilio de uma calculadora, utilizando o comando de inversao, os estu-
dantes comecgarao a escrever as fragoes continuas de niimeros irracionais, conjecturando

padroes de repetigao, a exemplo da representagao e = [2;1,2,1,1,4,...]. Nesse ponto
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divididos em grupos ou duplas, cada um deve trabalhar com um nimero irracional
diferente.

Em seguida, sera introduzida a construgao no Geogebra com retangulos e quadra-
dos maximos. Os estudantes irdo comparar as escritas dos ntimeros e as propriedades
presentes em ambos algoritmos para escrita. Nesse ponto, alguns dos ntimeros irra-
cionais utilizados que forem raizes de uma equacao do segundo grau com coeficientes
inteiros, terao sua irracionalidade justificada de forma tedrica.

Busca-se entao uma discussao do porqué de alguns ntimeros como 7 e e nao serem
raizes de uma equagao do segundo grau com coeficientes inteiros, e quais caracteristicas
as fragoes continuas dos niimeros que sao raizes tém em comum. Por fim, encerramos

esta etapa com o problema presente em uma prova de concurso no ano de 2019.

Exemplo 9. (CONCURSO SEMEC 2019 - NUCEPE) Fragoes continuas sio uma
forma importante de representar numeros reais. Essa representagdo realmente fornece
todas as aproximacoes de maneira natural e conceitualmente simples. Ja a modelagem
matemdtica ajuda a interpretar e resolver situacoes-problema de natureza cientifica e
socioeconomica, usando como ferramentas a geometria, a dlgebra e a logica. Desse

modo, observe a igualdade abaizo:

r=1+
2+ﬁ

2+
3+L

Usando como ferramenta a modelagem matemdtica, qual é a equacdo quadrdtica cuja

raiz estd representada pela fracao continua indicada na igualdade acima?

Solucao: Dada a expressao, pode-se escrever

1
rel=gr———
e
34—
usando a identidade acima, obtém-se
1
r—1l=——7F— = (z—-1)(22+5)=0+2.
2 + 3+x—1

Realizando algumas manipulagoes, tem-se a equacao
22% — 22 —7=0.

Etapa 02 - Aproximacgoes de ntimeros irracionais
Utilizando as construgoes realizadas no Geogebra na etapa 01, os estudantes avalia-

rao o erro, utilizando o célculo de areas com comandos do software. Observe o exemplo
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Figura 9 — Aproximacao de e por fragoes continuas

Area de TURS = 0.0004190741924
1 -

08
06 Area de CBAD = 2.718281828459048
04

02

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28
Constante de Euller e

Fonte: Préprio autor com software Geogebra.

a seguir, a cada passo do algoritmo, os estudantes podem determinar o erro e anota-lo
em uma tabela.
Nesse ponto, dada a representacao de um ntmero em fracées continuas serao defi-

. . p
nidos os convergentes, dados essencialmente por — = [ag; a1, sz, ..., a,]. Os estudantes

entao calculardao as convergentes do ntimero irracional utilizado, e avaliarao o erro em
cada etapa com o uso de uma calculadora sem utilizar médulo. Espera-se que os es-
tudantes conjecturem o fato de que a cada convergente tenhamos uma aproximacao
cada vez melhor e que as convergentes de ordem par sao menores que o irracional, e as
convergentes de ordem impar sdo maiores. A seguir, serd introduzida uma discussao
acerca do significado do arredondamento, tomando entao as aproximagoes na escrita
decimal, sendo elas para o ntimero e: 2 = %, 2,7 = %, 2,71 = %oﬂ e assim sucessi-
vamente. Os estudantes determinarao o erro de aproximagao a cada caso. A intengao
é que os estudantes comparem os erros obtidos, tomando como base o exemplo com
a constante de Euler, e possam repetir o processo com outros numeros. A partir da

representagao e = [2;1,2,1,1,4],

1w
1+ —— 32

o que fornece uma aproximacao com erro na ordem 107* Essa aproximacao sb é
superada por uma aproximagao decimal em fragao de base 10 (arredondamento), ao
utilizar a fragao % que traz um erro na ordem 107°.

Sera introduzida uma discussao sobre o que seriam melhores aproximagoes de um
numero irracional, em especial observando as caracteristicas das fracoes. A seguir,
os estudantes receberao os desafios de aproximar niimeros irracionais por fragdoes com
denominadores limitados, visando introduzir a necessidade da definicao de boas apro-

ximagoes e expor sua relagao com as convergentes.
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Exemplo 10. Determine aprozimacdio de v/3 nas sequintes condicoes:
Denominador positivo < 5;
Denominador positivo < 10;

Denominador positivo < 20.

Solugdo: Para aproximar v/3 = 1,732050807... com denominador menor ou igual a 5,
os estudantes podem ter denominadores, 1, 2, 3, 4 e 5. Tem-se entao as fragoes que

mais se aproximam de /3 para cada denominador, que séo:

Dentre estéas, a fragao Z que é uma das convergentes de v/3, é a que proporciona uma
melhor aproximag¢ao com denominador menor ou igual a 5. Para os outros casos se
resolve de modo analogo.

Espera-se que a maioria dos estudantes tenham como solugoes convergentes. Sendo
assim apresenta-se a definicdo de melhores aproximagoes do primeiro tipo e expoe-se
o teorema que garante que toda melhor aproximagao do primeiro tipo é uma conver-
gente ou intermediaria. Podendo ainda, a depender do interesse da turma, entrar na
discussao sobre melhores aproximacoes do segundo tipo. Para realizar as anotacoes e
comparagoes de aproximagoes a cada passo, os alunos receberao uma tabela.

Etapa 03 - Estudo de equagoes diofantinas e resolugao por fracoes con-
tinuas

Muitos trabalhos atualmente, a exemplo de (SOUZA| 2020) e (SILVA| 2019), de-
fendem a insercao das equagoes diofantinas no curriculo da educagao basica, inclusive
propondo sequéncias didaticas para tal insercao, que se utilizam de metodologias dis-
tintas e em alguns pontos utilizando também o software geogebra.

Inicialmente serao propostos problemas cuja modelagem e discussao recaiam em

equagoes diofantinas obtidos de (SAVOIS, [2014)

o Em um pedégio, cada carro paga R$ 7,00 e cada motocicleta paga R$4,00. Sa-
bendo que foi arrecadado em um certo periodo de tempo R$ 142,00, calcule o
maior niimero de carros e o maior nimero de motos possiveis que tenham passado

neste pedagio.

o Uma loja estd fazendo uma promocao de CD-s e DVD-s. Cada CD custa R$
8,00 e cada DVD custa R$ 12,00. Com R$ 80,00, quais as possiveis quantidades
de CDs e de DVD-s que posso comprar, sabendo que vou comprar no minimo 2
CD-s e 3 DVD-s?
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o Para entrar em uma festa cada homem paga R$ 18,00 e cada mulher paga R$
12,00. Sabendo que foram arrecadados R$ 2652,00, calcule a quantidade de

homens e mulheres, sabendo que teve mais homens do que mulheres.

Apébs a apresentagao dos problemas, iremos expor a definicdo de equacoes diofan-
tinas, a expressao da solucao geral e, além disso, o teorema decorrente que fornece
condicao necessaria e suficiente usando MDC para determinar se a equagao diofantina
possui ou nao solugoes inteiras. Sera entao apresentado e exemplificado o método de
resolucao das equagoes diofantinas a partir das fragdes continuas, como no exemplo a

seguir.
Exemplo 11. Resolva a equagdo 31X + 11Y =2

Como MDC(11,31) = 1 divide 2, a equagao admite solugao inteira. Determine a

fragao continua de 31/11. Observe que

31 1 ps 31
11 1+ qr 11
Assim,
1 14
@ZQJF 1:@:—:>p3:14eq3:5.
3 1+ 3 3 5
Dessa forma, xg =2-5 =10 e yp = 2- (—14) = —28 determina uma solugao particular

de 31X + 11Y = 2 e a solucao geral é dada por
r=10+ 11t e y = —28 — 31t, com t € R.

Apos a resolugao de alguns exercicios, os estudantes estao aptos a solucionar os pro-
blemas propostos inicialmente. Observe uma possivel solu¢do para um dos problemas
propostos.

Problema: Em um peddgio, cada carro paga R$ 7,00 e cada motocicleta paga R$4,00.
Sabendo que foi arrecadado em um certo periodo de tempo R$ 142,00, calcule o maior
numero de carros e o maior nimero de motos possiveis que tenham passado neste pe-
dagio.

Solucao: Seja r a quantidade de carros e y a quantidade de motos que passaram no

pedéagio no periodo determinado, tem-se entao a equagao:
Tr 4+ 4y = 142

Em fragdes continuas podemos escrever

7 1
4 1+3
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P2

2 :
= —, assim, tem-se
q2 1

7
Obtemos que Ps _Lg
a3 4

7-1—4-2=—-142 = 7-(—142) +4-(284) = 142.
Com a solucao particular (—142,284) determinamos sua solucao geral, dada por

r=—142 + 4t
{ y=284—-"7Tt
Como z e y devem ser maiores ou iguais a zero no contexto do problema, segue que
36 <t <40. A quantidade maxima de carros é obtida quando t = 40, em que a solugao
é 18 carros e 4 motos. Ja a quantidade maxima de motos é obtida quando t = 36 e

resulta na solugao com 2 carros e 32 motos.
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5 Conclusoes

A partir dos resultados expostos, é possivel entender as fracoes continuas como uma
forma de representar niimeros racionais e irracionais, mas, principalmente como uma
teoria capaz de determinar melhores aproximagoes racionais de um nimero irracional,
sendo assim, utiliza-las em pesquisas de algumas areas da matematica.

De um modo geral, acredita-se que os objetivos do trabalho foram atingidos, for-
necendo uma abordagem do tema que resgata a parte histérica, expoe as principais
definicoes e resultados, além de apresentar uma proposta didatica do tema na educa-
¢ao basica.

Nesse contexto, o trabalho também pode servir como uma ferramenta de consulta a
professores da educacao basica que queiram conhecer o tema e observar uma alternativa
didatica com o uso de novas tecnologias e desenvolvimento de diferentes habilidades.

As ideias sobre aproximacgoes de fungoes por séries que se baseiam em fragoes con-
tinuas, a implementacao de um cédigo do método de aproximacgao de Lagrange para
zeros de fungoes reais, ou ainda, a aplicacdo das propostas de ensino apresentadas

podem ser objetivos de futuras pesquisas acerca do tema.
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