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Resumo

Nessa dissertacao, vamos estudar os efeitos das flutuagoes quanticas e térmicas em
meios materiais dielétricos. A ideia basica aqui sera considerar um pulso de luz, chamado
de pulso sonda, atravessando uma amostra de material dielétrico. No caso em questao,
utilizaremos o Seleneto de Cddmio (CdSe). As nao linearidades do material serao ativadas
por um campo elétrico de fundo E°. O resultado cléssico diz que esse pulso ird atravessar a
amostra de comprimento (d) num certo tempo de voo (t). No entanto, quando quantizado,
E° sofrer4 efeitos de flutuacoes quanticas, as chamadas flutuacoes do vdcuo. Mostraremos
que tais flutuacoes irao alterar o tempo de voo do pulso sonda na amostra. Para tal,
calcularemos a variancia fracionaria para o tempo de voo, e para uma amostra de CdSe
de aproximadamente 10um ela serd de aproximadamente 10~8. Tal resultado, poderia, em
principio, ser medido em laboratério. No entanto, num experimento fisico real, flutuagoes
de origem térmica também estao presentes e elas irao influenciar o resultado descrito
acima. Sendo assim, também vamos levar em consideracao os efeitos que as flutuagoes
térmicas provocam em E° e assim veremos como elas irdo afetar o tempo de voo do
pulso sonda que atravessa a amostra de CdSe. Em particular, encontramos que para uma
temperatura 7' < 46K, as flutuagoes do vacuo quantico sao dominantes com relagao as
flutuagoes de origem térmica. Para realizar tais cdlculos, consideramos termos de até
segunda ordem nas suscetibilidades da amostra de CdSe, pois é a partir desses termos que
as nao linearidades aparecem. Também consideramos uma funcao teste, da qual, do ponto
de vista pratico, regulariza integrais divergentes que aparecerao no decorrer da dissertacao

e do ponto de vista fisico, modela a geometria do dielétrico.

Palavras-chave: Flutuacoes do Vacuo Quantico; Campo Elétrico; Propagagao da Luz.

xiil



Abstract

In this dissertation, we will study the effects of quantum and thermal fluctuations
in dielectric material media. The basic idea here will be to consider a pulse of light,
called a probe pulse, passing through a sample of dielectric material. In this case, we will
use Cadmiun Selenide (CdSe). Material nonlinearities will be activated by a background
electric field EY. The classic result says that this pulse will cross the sample of length (d) in
a certain time of flight (¢). However, when quantized, E° will suffer the effects of quantum
fluctuations, the so-called vacuum fluctuations. We will show that such fluctuations will
alter the time of flight of the probe pulse in the sample. To do so, we will calculate
the fractional variance for the flight time, and for a sample of CdSe of approximately
10pm it will be approximately 1078, Such a result could, in principle, be measured in the
laboratory. However, in a real physical experiment, fluctuations of thermal origin are also
present and they will influence the result described above. Therefore, we will also consider
the effects that thermal fluctuations have on E° and then we will see how they will affect
the flight time of the probe pulse that passes through the CdSe sample. In particular, we
find that for a temperature 7' < 46K, quantum vacuum fluctuations are dominant over
fluctuations of thermal origin. To perform such calculations, we consider terms of up to
second order in the susceptibilities of the CdSe sample, since it is from these terms that
the nonlinearities appear. We also consider a test function, which, from a practical point
of view, regularizes divergent integrals that will appear in the course of the dissertation

and from a physical point of view, models the geometry of the dielectric.

Keywords: Quantum Vacuum Fluctuations; Electric Field; Propagation of Light.
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Capitulo 1

Introducao

A reflexao filoséfica sobre o vacuo é tao antiga quanto a prépria filosofia [1]. Desde
a antiguidade, fildsofos gregos se dividiram quanto a existéncia ou nao do vacuo classico
[2]. O vécuo é a auséncia total de matéria [3]. No vacuo, ndo ha qualquer resquicio de
matéria ou radiacao, sendo completamente inativo e sem nenhuma caracteristica fisica, e
as suas unicas propriedades geométricas sao homogeneidade, isotropia e dimensionalidade
[4]. Os conceitos fisicos, favorece a existéncia desse vacuo, como sendo uma estrutura da
mecanica newtoniana, desprovida do eletromagnetismo de Maxwell, em que se postula a
existéncia de um meio material bem sutil, o éter que preenche todo o espago [5]. Com o
advento da relatividade especial, o conceito de éter foi abandonado na fisica e substituido
por um vacuo cléssico [6].

Por fim, com a formulacao da teoria quantica de campos, o vacuo classico foi pos-
posto a mera aproximacao do vacuo real, no que chamamos de vacuo quantico. Na teoria
quantica de campos, a interacao da radiacao com a matéria causa excitagoes eletronicas no
seu estado assintético [7]. Em determinada regiao que hé auséncia de matéria ou radiagao
o campo encontra-se em seu estado fundamental, que denominamos de vacuo do campo.
Supode-se que o momento, a energia e outros observaveis do campo sao nulas neste estado,
e quaisquer observagoes nao sao discutidas.

Contudo, pelo principio da incerteza de Heisenberg (efeito andlogo a Radiacao
Hawking, Flutuacao do Cone de Luz, e etc.), o valor nulo desses observaveis é um certo
valor médio, em torno do qual ocorrem flutuages constantes [8]. Sendo reais tais flutua-
¢oes, podem sofrer certas influéncias externa de campos aplicados e reagir a tais influéncias

de maneira a principio e observavel. Este conceito, em teoria quantica de campos deu



origem a explicacao de diversos fendmenos por meio da influéncia direta das flutuacoes
do vacuo quantico. Essas flutuacoes tém muitas consequéncias observaveis, dando origem
a muitos fenémenos relevantes, como o efeito Casimir [9] (e o efeito Casimir dindmico
[10]), o desvio Lamb, a emissao esponténea de fétons e as perturbagoes cosmolégicas [11].
Estudos recentes mostraram que, em diferentes circunstancias, as flutuacoes quanticas
no vacuo do campo podem induzir o movimento browniano de uma particula de teste
carregada causada por flutuagoes de véacuo eletromagnético quantico entre duas placas
perfeitamente condutoras, como é possivel ver em [12, 13]. Sdo o que chamamos efeitos
do das flutuagbes quanticas no vacuo. Estudos recentes mostraram que, em diferentes
circunstancias, as flutuagoes quanticas no vacuo do campo podem induzir o movimento
browniano de uma particula de teste carregada causada por flutuacoes de vacuo eletro-
magnético quantico entre duas placas perfeitamente condutoras, como é possivel ver em
[14, 15]. Notou-se que a presenga do campo elétrico no vacuo estd intimamente ligado
as contribuigoes dos efeitos térmicos e mixtos das flutuagoes quanticas. Sendo assim, os
efeitos do vécuo se apresentam mesmo em temperaturas finitas [16].

No entanto, apesar da ausencia de dispersao do campo elétrico no vacuo, quando
se trata do dominio do vacuo sobre os efeitos térmicos e mixtos em temperatura finita,
sabemos que as flutuacoes do vacuo desempenham um papel importante para valores de
temperatura inversa [, é definida como § = % que sao dominantes sobre as contribuicoes
térmicas e mixtas [17, 18]. As flutuagées de vacuo dominam as flutuagoes térmicas perto
de um regime de baixas temperaturas. Alguns efeitos interessantes também foram reve-
lados em modelos analogos da propagacao de luz em materiais nao lineares, e em outros
cendarios gravitacionais onde foi demonstrado que flutuacgoes ativas e passivas, ou seja,
flutuagoes no campo gravitacional ou no tensor energia-momento do espaco-tempo curvo,
respectivamente, levam a flutuacoes no cone de luz [19, 20].

O objetivo deste trabalho é de investigar o comportamento das flutuagoes do vacuo
quantico, no contexto de temperatura finita na propagacao da luz no composto inorganico
do Seleneto de Cadmio (CdSe) com susceptibilidade elétrica de segunda ordem. A ideia
é verificar a flutuacao no tempo de certos pulsos de luz da sonda que surge de um indice
de refracao flutuante devido as flutuagoes eletromagnéticas do vacuo em um meio éptico
nao linear em termos da propagacao classica da luz, tal meio pode ser realizado em um

cristal nao linear, como no CdSe.



A dissertacdo segue no capitulo (2) onde serd apresentada uma revisdo sobre o
eletromagnetismo cldssico e em meios materiais. No capitulo (3) serdo estudados os efeitos
da propagacao da luz num meio 6tico nao linear sob influéncia das flutuacoes quanticas
do vécuo. No capitulo (4), apresentamos essa mesma discussao levando em conta o efeito
das flutuagdes da temperatura. No capitulo (5), faremos uma estimativa numérica para o
efeito discutido nos capitulos anteriores para o composto inorganico Seleneto de Cadmio
(CdSe) e no capitulo (6) é apresentado as conclusdes e perspectivas. Em algumas partes
dessa dissertacao, vamos considerar as unidades de Lorentz-Heaviside com h = c = kg =1

e €, = o, = 1, exceto quando indicado de outra forma [21].



Capitulo 2

Eletromagnetismo Classico

Neste capitulo apresentaremos uma breve revisao do Eletromagnetismo Classico,
discutiremos as Equacoes de Maxwell em sua forma integral e diferencial em um meio nao

linear.

2.1 Equacoes de Maxwell na Forma Diferencial

As equagoes fundamentais do eletromagnetismo cléssico sao expressas pelas lei de
Gauss para o campo elétrico e magnético, pela Lei de Faraday, lei de Ampere-Maxwell,
que reunidas formam as Equagoes de Maxwell na sua forma diferencial [22]. A lei de Gauss
estabelece a relagao entre o fluxo do campo elétrico através de uma superficie fechada e
a carga elétrica que existe dentro do volume limitado por esta superficie. A lei de Gauss
no formato integral para campos elétricos é dada por [23]:
%E-dAzQ. (2.1)
s €o
Que podemos reescrever no formato diferencial com auxilio do teorema da diver-
géncia:

€0

]iE-dA:/V(V-E)dV:Q, (2.2)

em que () pode ser escrito em funcao da densidade de carga confinada dentro da superficie

gaussiana fechada que delimita o volume dV:

/(V-E)dv:El pdV. (2.3)



A carga total () se obtém pela integracao através de

Q= / pdV. (2.4)
v
Substituindo a eq. (2.4) na eq. (2.3), obtemos
vV-E=" (2.5)
€o

Observe que a divergéncia do campo na eq. (2.5) fornece a intensidade de alguma
grandeza relacionada com a producao deste campo, i.e., mede a magnitude da fonte. Para
compreender como a lei de Gauss relaciona o fluxo do campo elétrico no interior de uma
superficie gaussiana com a carga no interior () dessa mesma superficie, escolhe-se uma
superficie qualquer com uma carga () em seu interior, conforme ilustrado na superficie A

da Figura 2.1. A Lei de Gauss do magnetismo, estabelece que o campo magnético B tem

8

Figura 2.1: Superficie gaussiana esférica centrada em Q.

Fonte: [24].

divergente igual a zero, ou seja, que é um campo vetorial solenoidal [25]. A lei de Gauss

no formato integral para campos magnéticos é dada por:

% B-dA =0. (2.6)
S

Podemos reescrever no formato diferencial com auxilio do teorema da divergéncia:

]{B-dA_/(V-B)dV_o, (2.7)
S v
gerando o seguinte,

V-B=0. (2.8)

Isso é equivalente a afirmacao da inexisténcia de monopdlos magnéticos (cargas
magnéticas) sendo novamente mostrada na Figura 2.2 abaixo. A Lei de inducao de Fara-

day indica que um fluxo magnético variavel pode induzir a formacao de um campo elétrico



Figura 2.2: Lei de Gauss do magnetismo: as linhas de campo magnético B sao fechadas
porque nao existem cargas magnéticas monopolares.

Fonte: Arquivo Pessoal.

circulante e, por conseguinte, uma diferenca de potencial e uma corrente elétrica [26]. A

lei de Faraday no formato integral é dada por:
%E-dl:—%, (2.9)
C ot
onde o fluxo de B pode ser escrito como
o= / B - dA. (2.10)
s
Substituindo a eq. (2.10) em (2.9), teremos

ﬁE-dlz—%(/SB-dA» (2.11)

que podemos reescrever no formato diferencial com auxilio do teorema do rotacional:

%CE-dl:/S(VxE)-dAz%([gB-dA), (2.12)

/S(VXE)-dA:—%/SB-dA. (2.13)

Aplicando o teorema de Stokes no primeiro membro da eq. (2.9) e rearranjando

/(vxEﬁ_B).dA:o, (214
s ot

que permite ser escrito como:

temos a seguinte eq. (2.12)

V xE= —%—?. (2.15)



O sinal “—” na eq. (2.15) do lado direito garante que a corrente induzida produz
um campo magnético que se opoe a variacao que lhe deu origem (Lei de Lenz). Mate-
maticamente, 1é-se que o rotacional do campo elétrico E ¢é igual ao negativo da variagao
temporal do campo magnético B. Do ponto de vista fisico, podemos afirmar que o si-

8B

—57, atua como uma espécie

nal negativo da variacao temporal do campo magnético,
de “densidade de corrente magnética” capaz de produzir um campo elétrico de natureza
solenoidal (ou rotacional), cujas linhas devem ser fechadas. Em outras palavras, o campo
elétrico tem fonte de circulagdo na variagao temporal do campo magnético, que induz
um campo elétrico de natureza solenoidal, cujas linhas devem ser fechadas. A Figura 2.3
ilustra a geracao do campo elétrico nao eletrostatico, de natureza solenoidal, proveniente

da lei de inducao, tendo por fonte o vetor —%—?. Note que as linhas do campo elétrico

Figura 2.3: Linhas de campo elétrico geradas pela variagao temporal do campo magnético,

conforme a Lei de Faraday, circulam em torno de —%—? e sao fechadas.

Fonte: Arquivo Pessoal.

circulam em torno de —%—? em cada ponto do espaco. A lei de Ampere no formato integral

¢ dada por:
j{ B dl = i, (2.16)
c

que podemos reescrever no formato diferencial com auxilio do teorema do rotacional:

ﬁmeiéWxBywx (2.17)

Assim,

/KVXBydA:u@ (2.18)



em que ¢ pode ser escrito em funcao da densidade de corrente J:
/ (VxB) = MO/J -dA, (2.19)
s s

indicando que o rotacional do campo magnético representa a densidade de corrente que

atravessa a area delimitada pela curva fechada C'.
V x B = pod. (2.20)

Maxwell propos entao que esta corrente de deslocamento deve ser adicionada a
corrente de condugao na Lei de Ampere descrito na eq. (2.16).

A carga acumulada é:

que permite escrever que a variacao de fluxo elétrico produz uma corrente de deslocamento

4, onde podemos escrever:

o . d(AE) 09
o T =gy (2.22)

Assim, lei de Ampere, a qual relaciona a integral linha de um campo magnético em
caminho fechado com a corrente interceptada por uma superficie delimitada pelo contorno

do loop em um curva C' escolhido como

99

B-dl = uyiy = —. 2.23
7{0 Holda = Moo It ( )

No caso geral, temos a lei de Ampere-Maxwell:

7{ B - dl = pgi + uoso%. (2.24)
o ot

Para obter o formato diferencial da lei de Ampere-Maxwell, aplicamos o teorema
do rotacional:
1 OE 1

VxB=——+—J 2.25
X c2 ot + €,c2 (2.25)

onde E é o vetor campo elétrico, B é o vetor indugao magnética, p é a densidade de

carga elétrica, J é o vetor densidade superficial de corrente, €, é a permissividade elétrica
do vacuo e p, é a permeabilidade magnética do vacuo. Observe que, com essa adigao,
se estabelece uma simetria com a Lei de Faraday. Da mesma forma que a variacao do

fluxo magnético gera um campo elétrico, agora vemos que a variagao do fluxo elétrico gera



um campo magnético. De fato, a lei de Ampere nao faria sentido sem o termo extra de
Maxwell. Pode-se usar a lei de Ampere para obter o campo magnético circulante nesse
caminho.

Uma maneira simples de ver isso é imaginar uma superficie aberta S; definindo
uma curva C, atravessada pela corrente de conducao, e entretanto, se mantivermos a curva
C mas deformarmos a superficie de tal forma que ela passe entre as duas placas paralelas
com as cargas g e —q e nunca seja atravessada pela corrente (isto é a superficie S), a Lei
de Ampere original diria que a circulagao do campo em C é nula, conforme ilustrado na

Figura 2.4.

Caminho C 0T W
R N et l ]

A O

Figura 2.4: Corrente de deslocamento entre duas placas paralelas com as cargas ¢ e —q.
O campo magnético no caminho C nao depende da superficie amperiana escolhida, o que
implica a necessidade da corrente de deslocamento entre as placas.

Fonte: [27].

Note que a variacao espacial do campo magnético esta relacionada com a variacao
temporal do campo elétrico. Em geral, apresentamos um resumo das equacoes de Maxwell

na forma diferencial, sendo obtidas anteriomente nesta primeira secao (2.1),

V-E= Eﬁ, (2.26)
V-B=0, (2.27)
OB
O 2.2
V X BT (2.28)
vxB-+®E 1y (2.29)

2 Ot €yc?

A seguir, apresentamos a descricao fisica das quatros equagoes de Maxwell :



1. Lei de Gauss para a eletricidade: “O fluxo do campo elétrico através de uma super-
ficie fechada no vacuo é igual a soma das cargas internas a superficie dividida pela

permissividade elétrica do vacuo”.

2. Lei de Gauss para o magnetismo: “O fluxo magnético resultante no interior de uma

superficie fechada é zero”.
3. Lei de Faraday: “A variacao do fluxo do campo magnético gera um campo elétrico”.

4. Lei de Ampere-Maxwell: “Um campo magnético B pode ser produzido por uma

corrente elétrica i ou pela variagao (temporal) do fluxo do campo elétrico E | ®z”.

2.2 Equacoes de Maxwell em Meios Materiais

As equacoes de Maxwell em presenga de uma densidade de carga elementar p. e
uma densidade de corrente .J, podem ser escritas em termos dos campos fundamentais
microscépicos em meios lineares e isotrépicos [28], onde E é o elétrico elétrico, B é o
campo de inducao magnética !. Essas sao as equacoes de Maxwell na forma diferencial

para meios materiais:

V-D=op, (2.30)
V-B=0, (2.31)
0B
E=—— 2.32
V x 5% (2.32)
oD
VH-= —E +Je. (233)

Os campos 2 envolvidos nas equacoes de Maxwell, podem ter dependéncias tem-
porais das mais arbitrarias. Para um meio linear, isotrépico e homogeneo, significa que
as propriedades elétricas do dielétrico sao independentes da direcao do campo elétrico E.
Como qualquer direcao é completamente equivalente a outra, o vetor polarizacao P deve
ser necessariamente paralelo a E de sorte que o vetor deslocamento elétrico D satisfaz a
relagao [29],

D=¢E+P=c¢FE+ XeﬁoE = ¢k, (2.34)

1 Adotamos esta nomenclatura, para campos fundamentais macroscépicos a E e H.

20s campos eletromagnéticos microscépicos e macroscépico para meios lineares, ou nao lineares e

isotrépicos que sao descritos através das equacoes de Maxwell.
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onde €,, X, € € representam, respectivamente, a permissividade elétrica no vacuo, a sus-
cetibilidade elétrica e a permissividade elétrica absoluta. De maneira similar, sendo ,,
Xm € I, respectivamente, a permeabilidade magnética no vacuo, a suscetibilidade magné-
tica e a permeabilidade magnética absoluta. Num meio homogéneo, linear e isotrépico, a

magnetizacao (1\7[ ) é proporcional e paralela ao campo magnético H, de sorte que (30],
B= (uoﬁ + ]\7[) = p1oH + YmptoH = pH. (2.35)

Os campos D e H podem ser tratados matematicamente como os campos E e B
apenas nos casos especiais em que possuam analogos as leis de Gauss para o magnetismo

de Faraday. Para que isto ocorra, as relagoes [31],

B
V-H:V-(M——M):—V-M, (2.36)
e
1 0H 10 (B 1 oM
D27 = E+tP)+ v (= -M|=VxP- -2 9.
V x t 35 V x (€,E + )+(:28t(uo ) V x 2o (2.37)
devem ser exatamente nulas. Desta forma [32],
VM =0, (2.38)
1 oM
P=—-——. 2.39
Vo 2 ot (2:39)

Em muitas situacoes em que ha simetrias, estas relacoes sao naturalmente satis-
feitas e podemos usar algumas técnicas desenvolvidas para deduzir E e B em meios nao

lineares.

2.2.1 Equagao da Onda

Uma das consequéncias mais importantes das equacgoes de Maxwell sao as equagoes
da propagagao das ondas eletromagnéticas num meio material [33]. A equagao para B é

deduzida, tomando-se o rotacional em ambos os lados da eq. (2.29):

1 0E 1
VX(VxB):iQ(vXEHL(vXJ) (2.41)
c2 ot €0C? ’ ’
Usando agora a seguinte identidade vetorial,
Vx(VxF)=V(V-F)-V°F, (2.42)

11



Vx(VxB)=V(V-B) - WB—iQW EM~L@WJ) (2.43)

c2 ot €0C?

pelo o fato de nao existir cargas e correntes elétricas no vacuo, temos que

V-E=0, (2.44)
V-B=0, (2.45)
e
VxE= —%—]: (2.46)
Vamos substituir as equagoes (2.45) e (2.46) em (2.41), obtendo o seguinte:
—V%L;%§< ) 60CZ(VXJ) (2.47)

1 0°B 1
~VB=—-=—+
202 epc?

Podemos escrever a densidade de corrente como:

—(V xJ). (2.48)

oP
J== (2.49)

Substituindo agora a eq. (2.49) em (2.48), temos que
1 0°B 1 oP

V' B= - _—~—— 4+ —_— 2.50

v c ot? +6002vx((9t)’ (2.50)

1 0°B 1 0

2o 6062 ot

Agora vamos obter a deducao para E, através da Lei de Faraday vamos tomar o

(V x P). (2.51)

rotacional em ambos os lados da eq. (2.46):

VX<VxE):—%<VxB> (2.52)

usando a identidade vetorial da eq. (2.42) obtemos:

(v@%Ey—VT>:—%vaXH) (2.53)

temos que no meio material, V-E =0, e J = 0, “ nao tem cargas livres” de (2.35), e o

campo H é chamado de campo magnético, B = uoH e da (2.33).

oD

;> onde definimos

Assim a intensidade do campo magnético como sendo VxH = —

o vetor deslocamento elétrico como D dado em (2.30) e na eq. (2.34), entao:

“VE= g

a(VxH) (2.54)

12



0 ,0D
o or )

Definimos, portanto, o vetor do deslocamento elétrico do campo macroscépico como

V2E = 1 (2.55)

D = ¢E + P, e substituindo em eq. (2.55) teremos:

8 =2 o227 o5
V’E = “Ogt { (%—];3 + %%—E)}, (2.57)
V2E = jipe0 gt [(%—? + %%—E)] , (2.58)
V2E = Moe()a;tE “:060 ?;1;, (2.59)
VE - MOEOa;tE K 2060 %?23. (2.60)

Podemos notar que ppep deve ter a dimensao do inverso do quadrado da velocidade
da luz 3
Logo, substituindo na eq. (2.60), chegamos finalmente na equacao da onda eletro-

magnética para o campo elétrico, E, num meio linear com polarizacao:

19°E 1 9°P
’E - — = ) 2.61
v c2 Ot? 6062 ot? ( )

Vamos assumir que no meio 6tico em questao, o campo magnético nao polariza o
material, isto é, P = P(E), pois a susceptibilidade magnética é em geral muito menor que
a susceptibilidade elétrica (x. > x). Por isso nao consideremos aqui. Logo, uma vez
conhecida a relagao funcional P(E), determinamos o campo elétrico E como uma solugao
de (2.56), e alimentamos a eq. (2.51) com esta solu¢ao para determinar B. Em outras

palavras, a dindmica do problema é completamente caracterizada pela eq. (2.56) [34].

2.2.2 ()ptica Nao Linear e Propagacao da Luz

Nesta se¢ao, vamos considerar um pulso de luz de um laser que atravessa um meio
6tico nao linear, pelo qual o detector capta as flutuagoes de vacuo causadas por um campo

elétrico quantizado, conforme mostrado na Figura 2.5.

3A luz é uma forma de radiacdo eletromagnética,as equacdes de Maxwell prediz que ¢ = \/;0760 =

2,9979 - 108 ¢é a velocidade da luz no vacuo.

13



Figura 2.5: Um pulso de luz que atravessa um meio 6tico nao linear.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Um material dielétrico nao linear é aquele em que o vetor de polarizacao elétrica é

uma fun¢ao nao linear do campo elétrico e pode ser escrito como [35],

P = e (X By + LB B+ XQUES BrB + -+ ) (2.62)

1]

onde definimos os tensores de susceptibilidades elétricas Xz(yl‘)’ Xg,)c e XE?;Z de primeira,

segunda e terceira ordem, respectivamente. De modo geral, x(! é adimensional, y©® =
(’(}—:) < x¥ = (%) < 1 e portanto, esta aproximacao é 6tima para campos nao intensos.

O componente do tensor de susceptibilidade linear Xz(;) de primeira ordem do meio
é aquele responsavel pelos efeitos épticos. O Xﬁ,l estd presente nos materiais nao centro-
simétricos sendo responsavel pelos efeitos 6pticos nao lineares. Os termos de ordem par
da susceptibilidade estao associados com processos nao lineares que levam a geracao de
segundo harmonico [36]. O termo de segunda ordem s6 é significativo para materiais que

(3) existe em meios
ijk

nao exibem simetria de inversao no nivel molecular [37]. O termo x
com ou sem simetria de inversao que incluem a geracao do terceiro harmonico, a mistura
de frequéncias, o espalhamento Raman e Brillouin [38].

A suscetibilidade de segunda ordem leva a uma equagao de onda nao linear para o

campo elétrico [39]. Todos os termos da susceptibilidade sdo uma caracteristica intrinseca

do material.

14



A equacao de onda nao linear para o campo elétrico pode ser expressa através da

eq. (2.56) e eq. (2.62). Assim, temos que

62E,» _ (92 < (1‘)
ot? ot

VE; + X@;EjEk> . (2.63)

ij

V2E; —

Assumimos que o campo elétrico total pode ser escrito como a soma de um campo
de fundo E° e um campo de sonda menor, mas de variagdo mais rdpida E! (ambos

representados na Figura 2.4) [40]:
E =E’+E', (2.64)

E'/E!

nao lineares, com um termo de acoplamento entre eles. No entanto, se a suscetibilidade

onde |E°| > |E'| mas

> ‘EO / EO‘. Note que E? e E! satisfazem as equacoes

de segunda ordem for suficientemente pequena, podemos considerar a equacao para E°
aproximadamente linear [41]. Essas médias acopladas da nao-linearidade de um campo
elétrico externo aplicado do tipo E?(x,t) é chamado de campo de fundo flutuante.

O campo elétrico associado ao pulso luminoso ¢ denotado pelo vetor E!, que esco-
lThemos ser polarizado na direcao 2 e se propagando na diregao #, ou seja, E! = E! (z,t) z.
Além disso, assumimos que o campo de prova é menor em magnitude do que o campo
de fundo, mas varia bem mais rapidamente. Vamos comecar com a equac¢ao de onda do

campo elétrico

1 0°P
2
2 2 1 82 Z )
em que [I* =V~ — 292 é operador de d’Alembert,
c
1 02 1 0°P
2 _
onde
— = \VE + X BB+ (2.67)

€0

Assim, retornando a eq. (2.66) temos que

1 62 1 62 102 [P
(s (o s)eoew)- i) o

Como E° é um campo de variacao lenta, ele satisfaz a equacao linear

2_18_2 0 i nll _l(—)azEO
(v g |E VIV E) = 55 (2.69)
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Neste caso, o campo de sonda E! é governado por uma equacao de onda linearizada

10 1 02
2 L9 \p_ b
(V 028t>E 2 o2

onde desprezaremos termos da ordem de (2.70). Para simplificar nosso problema, podemos

[42]

X BN+ G (BVEL + BLED) |, (2.70)

assumir que a polarizagao do campo de prova é ortogonal a direcao de propagacao, isto

é, E' = By, (z,y)2 = E'(z,y)2. Nesse caso a eq. (2.70) torna-se:

0 0 10 1 1 & 1) gl (2) (70 1 1 0
(ﬁ i oy 9@> b= 2 o2 XYE + Xz]k(EjE Ope + B0 E7) | (2.71)
0? 0? 1 02 . 102
_ ) (2) 10 (2) 0| gt
(@ Yoe —5) Bl = agp [ P E bR\ B (27)
0 0 1 1 0 1 1 o (2 2)\ o | g1
R R e e [N PR RO
Mais uma vez usamos ‘El > ‘EO’ e
O*Et  O?E! 1 O*E!
——(1+2 =0 2.74
57 T Tl e =0 (2.74)
onde temos que,
2) ()
1 Xzjz + Xzzj 0 0
§ 1+X9;< VA o
A velocidade de fase do campo da sonda sera dada por
9 v
_ ~ ol — 2.76
Up /1 + 261 UI: 61] ’ ( )
e o indice de reflexao da luz é dado por
c c 1
= — = —(14+2¢)2. 2.77
n o v( + 2€;) (2.77)
Logo
c
vﬁ = —(1)7 (2.78)
1+ Xzz
2E1 1 2E1
0 0 =0, (2.79)

022 w2 Ot

onde substitufmos a eq. (2.64) em eq. (2.63). Aqui v} ¢ a velocidade de fase da onda,
que é dada por

o= o (1+2vEY) ™", (2.80)

)
ny
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(§ 1
(1+x(”) : (2.81)
(2.81), n, é o indice de refragdo do meio medido pelo pulso da sonda, e

onde na eq.
definimos os seguintes coeficientes
(2 ()
L Xzt Xai
i — 221 ZiZ . 2.82
%= ( 5 > (2.82)

Agora, vamos escrever a

afetando a velocidade das ondas que se propagam por ele
e o Indice de refragao absoluto do meio como n = =, entao
p
teremos:

A eq. (2.79) mostra que o campo de fundo se acopla as nao linearidades do meio

velocidade de fase v, = ¢
<. Portanto, escrevendo a relagao para %

) . (2.83)

teremos o seguinte v, =
w = c<

Derivando w em funcao de k, teremos

dw c dk B k‘d
dk

ck dn
n2dk’

TCL (2.84)

+ = 0 de modo que a velocidade

Se 0 meio nao é dispersivo, n nao varia com k e d

de grupo de um pacote de ondas é aproximadamente igual a velocidade de fase, ou seja
(2.85)

Assim sendo, usando o fato de que dr = v,dt, podemos calcular por integracao

direta o tempo de voo t; que o pulso luminoso demora para atravessar o material, que

supomos ter comprimento caracteristico d na direcao z [43], (ver a Figura 2.4)
d
1
td = / —dx.
0o Yp

Substituindo v, da eq. (2.80) teremos
d
tg = np/ (1+%E] (x,t)) du. (2.87)
0

Observe que os ; sao coeficientes vinculados ao indice de refracao e dos tensores
. (2.87),

(2.86)

de susceptibilidade elétrica do meio medido pelo pulso de sonda. Ao escrever a eq. (2.87)
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assumimos que os efeitos nao lineares sao pequenos, de modo que podemos expandir numa
série de Taylor do tipo 1/v, na eq. (2.80). Além disto, se desconsideramos os termos nao
lineares na eq. (2.87) encontraremos ¢t = n,x, que ¢ um pulso de luz viajando na velocidade
1/n, sendo determinada pela susceptibilidade linear do meio material.

No préximo capitulo vamos utilizar a eq. (2.87) para estimar a variancia no tempo
de voo do pulso sonda. Veremos que essa variancia é oriunda das flutuacoes quanticas
do vacuo. No capitulo (4), levaremos em conta as flutuagoes de origem térmica e assim
no capitulo (5) calcularemos para qual valor de temperatura as flutuagoes do vicuo sao

dominantes.
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Capitulo 3

Flutuacoes do Vacuo

Neste capitulo, serd apresentada uma descri¢ao para a variancia no tempo de voo
de uma sonda teste que atravessa um meio 6tico nao linear. Veremos que essa variancia

é causada pelas flutuacoes quanticas do vacuo.

3.1 Flutuacoes no Tempo de Voo

Conforme vimos no capitulo 2 a eq. (2.87) é a expressao matematica para o tempo
de voo de um campo de teste em um material nao linear com dimensao caracteristica d,
na presenca de um campo de fundo EY que varia lentamente em comparacao com o campo
de prova E!. Vamos considerar, que o campo de fundo vai sofrer flutuacoes de origem
quanticas. Entao, a eq. (2.87) mostra que o tempo de voo do campo de teste também
sofrerd flutuacoes. A velocidade de um pulso de sonda em um meio com indice de refracao
efetivo n, devido aos efeitos lineares vem da eq. (2.81) [44]

1 1

Vo = ——— = —, (3.1)
1+ X,(zlz) "

b~ v, (1 —€1), (3.2)

VIt 2

onde y ¢é a suscetibilidade do meio, relacionada ao indice de refragao n através da relagao

Vo =

simples n = /1 + x [45]. E facil ver que neste caso as velocidades de grupo e de fase
diferem [46]

Oow c
Vp = — = —5 > (3.3)
Ok VI+X+35
w c
R 3.4
Up k’ 1+X7 ( )

19



onde no limite sem dispersao, v, é constante e v, = v,. O meio pelo qual a v, é a mesma
para todas as frequéncias é dito nao dispersivo, onde estamos trabalhando no meio nao
linear [47]. Se formarmos pacotes de ondas em uma faixa de frequéncia onde a dispersao
¢ pequena, entao v, também serd a velocidade de grupo destes pacotes. O tempo de voo
de um pulso através de uma amostra de material é dado por uma integral da forma em
eq. (2.87).

Fazendo ¢, = %Eg onde ~; é dado por (2.48) e desconsiderando os termos propor-

(2)

cionais do tensores de susceptibilidades elétricas XS,)C e [Xi] k]2, para velocidade de fase do

campo de prova. Assim, a eq. (2.87) ficard [48]:

ta = ny /d (1+e)dz. (3.5)

No entanto, estamos interessados em estudar a variancia no tempo de voo que sofre
flutuagdes em torno de um valor médio de (tq) = ¢ [49]. Esta variancia é defina, como
[35]

(66)* = () — (ta)?, (3.6)

o = (o [0+ ety ). 57
Para (Eg) = 0, temos que

(ta) = /Od (n,) dz — /Od (er(x,1)) dz =, /Od dz = n,d, (3.8)

com, o seguinte valor de

(tg)” = ny2d>. (3.9)
Agora, vamos fazer para (t4%) :
tq? = [np /d (14 € (x,t)) dx} [np /d (1+ e (2',1)) dx’} : (3.10)
0 0
tirando a média

(66)% = (12) — (ta)? = n,? [/Od /Od d:cdx’<(1 +ei(z, t)+

+ e (2 t) +61(x,t)61(x',t))>], (3.11)
teremos,

(56)® = () — (t)® = n 2@ + /0 /0 ded’ ((e1(z, s (2, 1)) — n 20, (3.12)
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e, portanto

d d
(6¢%) = (t3) — (tg)® = np2/0 d:v/o da' (e1(z, t)er (2, 1)) . (3.13)

Usando a definigao de ¢; = v; B}, chegamos a seguinte equagao [41]

d d
(61) = ”pQ%'%'/ dx/ da' (Ej(x,t)Ej (2, ) . (3.14)
0 0

3.2 Funcao Teste

Sendo assim, é sabido que quando utilizamos a expressio de (Fi(z,t)E) (2, 1))
na integral acima (3.14), uma vez que tomamos o limite de coincidéncia transversal das
direcoes espaciais (y, z), as fungdes de correlagoes do campo elétrico para um material

isotrépico nao dispersivo tornam-se [50],

(B (e, t) B, ') = ! . (3.15)
20,3 [(Ax)2 _ %:32}
2 4 (A?
(EO(2,8) E%(a',¥)) = (E®(z, ) EO(a, ¥')) = (82) f T (3.16)
m2ny? [% — (Ax)? }
€
(B (z, t)EY(2', 1)) = 0,i # j, (3.17)

onde Az =z —12' ecom At =t —t' —ic com 0 < ¢ < 1 éreal e n; é o indice de refracao
medido pelo campo de fundo E?, o resultado das integracoes ira divergir no limite de
coincidéncia de Az = Ay = Az =0 [51].

Em um material nao linear, a presenca de um campo de fundo, Eq, pode alterar o
indice de refracao efetivo e, portanto, a velocidade de propagacao de um pulso de sonda
através do material. Portanto, vamos associar o uso da funcao teste para modelar as

flutuagoes quanticas conforme a geometria do sistema e assim, evitar tais divergéncias

[52]. Considere,

;

0 se,xz<0
f(x) = @(2)®(d—z) =41 se, 0 <x<d> (3.18)
0 se, x>d

\
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que representa a fungao teste original do modelo, e ®(z) é uma do tipo funcdo degrau

unitario. Desejamos escolher uma funcao suave adequada que represente as transicoes que
ocorrem quando o pulso entra e sai do meio. Primeiro, note que o tamanho do cristal nao
pode interferir nos efeitos da borda. Isso sugere que apenas o tamanho do cristal nao é um
parametro bom para descrever a funcao teste. Na ilustracao da Figura 3.1, fixamos um
sistema de eixos ortogonais em um cristal nao linear, em que z é a direcao de propagacao
do feixe, e F'(x,t) é o pulso de sonda polarizada ao longo de z (E'(x,t)2).

Serd ttil ter dois parametros, um (d) que descreve a largura da amostra e outro
(b < d) que descreve o comprimento efetivo ao longo do qual a nao linearidade muda
suavemente a medida que o pulso entra e sai. Ou seja, o parametro d mede o tamanho
do cristal nao linear e b é interface que mede o quao rapido o efeito é “ligado e desligado”

conforme se observa na Figura 3.1 [53]. Existem varias opgoes para tal funcao. Aqui

+ 2

Figura 3.1: Cristal nao linear com parametro d que mede seu tamanho e b mede o quao
rapido o efeito é “ligado e desligado”.

Fonte: Arquivo Pessoal.

usamos uma funcao Fj, 4(z) definida por

1 x d—uw
Fya(x) = - {arctan <g> + arctan < 5 )] . (3.19)
A derivada desta funcao em relacao a x é a soma de duas fungoes lorentzianas.
dF; 1 b b
ba(®) _ 1 _ , (3.20)
dx T |2 4+22 b0+ (v —d)?
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Note que Fp4(x) é a integral de menos infinito até = da func@o definida pela diferenca
de duas lorentzianas, uma centrada na origem com parametro b e a outra deslocada de
uma distancia d da origem também com parametro b. A Figura 3.2 é ilustrada abaixo,

ela apresenta alguns graficos sobrepostos da fungao Fj 4(z) para alguns valores da razao

g . Observe que quando b — 0 recuperamos uma funcao degrau, como esperado. Isso
Fyp(x)
1.0
I S e - Kl b/d
08' 1 ,,l" ‘\\\ - POEl s |
L i’ v
0.6+ 5 \
: / \ ases 0.01
04F _,J d h
r ; vV — 0.001
r %
B A . W
0.0 "":.::.-. 22 : i T it 1
0.0 0.5 10 Ve

Figura 3.2: Graficos da funcao Fj 4(x).

Fonte: [54].

sugere que calculemos a distancia entre os dois primeiros pontos de maxima curvatura do

grafico. Por esse motivo, se mantemos somente o primeiro arcotan, encontramos que esta

V3

funcao Fy4(x) liga o efeito sobre o material.

distancia é dada por um fator de . A analise do parametro b mede o quao rapido a

3.3 Flutuacoes de Vacuo e Funcao Teste

Como vimos anteriormente, a eq. (2.87) é uma expressdao que descreve o tempo
de voo e estuda os efeitos das flutuagoes do campo elétrico do vacuo como um campo de
fundo. Neste caso, E° torna o operador campo elétrico quantizado e t; definido na eq.
(2.45) torna-se um operador, onde o termo quadratico em E° é geralmente considerado
normal ordenado do tipo: E} (x,t) EY (x,t) —: E} (x,t) E) (x,t) : [55]. Isso leva a um
tempo de voo médio finito que no estado de vacuo é (t;) = n,d [56], e com variacao do
tempo de voo, (Atg)® = (t42) — (t4)°. Entretanto, se realizamos uma certa mudanca no
estado, e adicionar um certo niimero C', para o operador tg4, de tal modo que ty — tq4+ C,

facilmente verificado que o lado direito de (Atd)2 nao é alterado.
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Uma mudanca de estado de vacuo pode mudar ligeiramente o tempo de voo médio
de atraso, (t4) nao alterando a variagdo do tempo de voo. No entanto, essa quantidade
sO ¢ finita se a média dos operadores de campo foi calculada com uma fungao teste.

No presente contexto, o perfil de densidade da amostra de dielétrico define natu-
ralmente uma funcao adequada. Seja F'(z) uma fungao de perfil que satisfaca a seguinte

equacao normalizada,

é/JFOOF(x) dr =1. (3.21)

o0

Agora, o operador do tempo de voo pode ser escrito como

“+o0o
tg = np/
—0o0

onde desprezamos os termos proporcionais a x

1+ %EY (x,t) | F(z)dr. (3.22)

1(5’,1 e [XS,)CF Dali, a variagao no tempo de

Voo se torna
400

(Atg)* = np2/ dxF(x)x

—0o0

+oo
X / dr'F(x)

o

viv; (B (x, t)E](-)(X,, t’)>] : (3.23)

Assim, a variancia do tempo de voo pode ser expressa como uma integral envol-
vendo as fungoes de correlagao do campo elétrico. O campo de fundo esta preparado em
um dado estado quantico, e portanto sofre flutuacoes. A mudanca no indice de refracao
efetivo pode ser linear no campo de fundo (efeito Pockels), ou quadratica neste campo
(efeito Kerr) [57, 53]. Se o campo de fundo flutuar, a velocidade de propagacao também
estard sujeita a flutuacoes. Em principio, as flutuagoes do tempo de voo sao observaveis
[58]. No entanto, este efeito é geralmente muito pequeno para ser observado.

Recentemente, Ford et.al., propuseram que um meio nao linear com um campo de
fundo flutuante pode ser considerado como um sistema analogo para flutuagoes quanticas

do cone de luz a temperatura ambiente [41].

3.4 Variancia Fracionaria no Tempo de Voo

Usando os resultados acima e lembrando que as integragoes na eq. (3.23) sao
realizados ao longo do caminho do pulso de fundo, dado por At = n,Az, nés obtemos o

seguinte

(Aty)? = /_ m dzF(z) /_ o dz' F(2) [ ( A‘)‘;)J , (3.24)

o0 [e.e]
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onde Az é entendido como tendo uma pequena parte imaginaria negativa. Aqui, definimos

o parametro «y como
2 2 2
npny (np” + mp*)

(np2 — ny?)

ap = )2 ’7x2 + (77;2 + ’7z2) ) (325)

m2(ny2 — my?

Este resultado generaliza as contribuicoes da susceptibilidade nao linear de segunda
e terceira ordem, dando uma expressao geral para o tempo de voo descrito pelo perfil da
funcao F'(x) [59]. As integrais que aparecem na eq. (3.25) pode ser avaliada por integracao
de contorno, com Ax = x — 2’ —ig, onde € é real e 0 < ¢ < 1. Os resultados, e suas
formas assintdticas quando b < d pode ser visto no Apéndice (C) em (C.65). Logo temos

o seguinte:

2

+oo +oo ) ) 1 1
/ } / et g0 Poal) 35 = (3.26)

se assumirmos que b < d, e usarmos as formas assintoticas acima, obtemos

2 ~

e o desenvolvimento do calculo desta eq. (3.26) se encontra no Apéndice (C). Definimos

a variancia fracionaria quadrada no tempo de voo do campo de fundo como

At )2 (05}
5 = (At ~ . 2
(t)®  12n,%d?b? (3.28)

onde (t4)? = n,2d*. Para tal, considere a funcio teste F} 4 tal que

/ +Oo Fyq(z)Ey(x)de. (3.29)

oo

Vamos utilizar a identidade de Parseval para transformar a integral do espacgo de
configuragao para o espago reciproco [60]. Portanto, qualquer fungao cuja transformada
de Fourier suprime exponencialmente os modos de alta energia do campo ficam modulados
através da transformada de Fourier de £}, 4(z), que é adequada para regularizar as diver-
géncias. Dessa maneira, a analise da transformada transporta a informacao significativa

sobre o regime de validade [61]. Utilizando, o célculo da transformada temos que [62],

. oo q .
Fyq(k) = / mFb,d(x)e*mdx. (3.30)

Usando o fato que

(3.31)

dfyg 1 b b
m

Joa(z) = de 7w |[2+22 B+ (z—d)?]’
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vamos utilizar, a integracao por partes, e reescrever [, 4 como

- R | .
Fyalk) = ——F,g(x)e *dy 3.32
) = [ =) (3.32)
. +
i F —ikx . +oo )
_ ihhalz)e ! foa(@)e * d (3.33)

v 21k . B V2rk J_s

i b +o00 e—ikx +o00 e—ik:c
_ v b I R 3.34
el [ e L B

i b 400 e—z’kw ikd +o0 eikiE
= el et e
— . s 1 . —ikd d .
VerkT (1-e >/oo P (336)

para esta finalidade, é necessario considerar alguns casos, em que k£ > 0 e k < 0 separa-

damente. Assim, o resultado é

400 e—ikm T
/_Oo = e e, (3.37)
Finalmente, '
Fya(k) = ——— (1 — e e Fle, (3.38)

V2r

e o médulo da transformada de Fourier de F}, 4() representada pela eq. (3.31) é

sen (%) ’ e Iklb, (3.39)

A Figura 3.3 mostra um grafico de ‘Fb,d(k)‘ para b = 0.01d, conforme parametros

Fya(k)

~’12

T

descritos na Figura 3.1 para um cristal nao linear. Observe, que o parametro b age como
filtro sobre os modos do campo através do decrescimento exponencial. Note que podemos

definir a variavel adimensional como z = kd e a fungao,

9(2) = \@M (3.40)

Observe que Zli)rgo g(z) = % e que g(z) cal exponencialmente a medida que z au-
menta. Para o valor fixado de b = 0.01d, uma anélise numérica revela que aproximada-
mente 90% da drea total do grafico ocorre para 0 < z < 187. As aproximacoes feitas,
requer em (i) |E'| < |E°|, a dominancia do campo de vdcuo sobre o campo de fundo, (ii)
IVE?/E°| < |[VE!'/E', que é equivalente a Ay < ), (iil) um intervalo de frequéncias nas
quais o material pode ser considerado livre de dispersao, e (iv) um material que é apro-
ximadamente isotrépico, pelo menos para as frequéncias que dao a contribuicao primaria

para o campo de fundo [63].
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exp (—0.01 )
z

— g2

Figura 3.3: Médulo da transformada de Fourier de Fj4(z). Especificamente, a funcio
g(z) = \/gw é plotado como uma fungao de z = kd para o caso b = 0.01.

Fonte: [54].

A taxa de decaimento da transformada de Fourier Fb,d(k) nos permite testar as
aproximagoes (ii) e (iii) [49]. O comportamento exponencialmente decrescente da trans-
formada de Fourier desta funcao, representado na Figura 3.3, suprime os modos de alta
energia do campo de fundo no meio material. Sendo assim, no capitulo (5) utilizaremos

b = 0.01d e faremos uma estimativa numérica para a eq. (4.12).
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Capitulo 4

Flutuacoes do Vacuo Quantico a

Temperatura Finita

Neste capitulo sera apresentado o campo de fundo Ej, que quando quantizado
sofrera efeitos de flutuagoes quanticas no vacuo a temperatura finita. Mostraremos que
tais flutuacgoes irao afetar o tempo de voo do pulso sonda em Ej que atravessa a amostra
de CdSe. Em particular, encontramos que para uma temperatura 7' < 46K, as flutuagoes
do vacuo quantico sao dominantes com relagao as flutuagoes de origem térmicas. Com
base nos célculos feitos, serd possivel determinar as contribuigoes térmicas e mixtas para

os termos de segunda ordem.

4.1 Flutuacoes Térmicas

No experimento realistico as flutuagoes de temperatura desempenha um papel cru-

cial. Sendo assim, vamos acrescentar as flutuacoes térmicas, entao ficamos com

+00 400
(Atq)? :npz/_ de(m)/_ dx'F(2") | viyw (Ei(2) Ex(27)) 5 - (4.1)

o0 o
As fungoes de correlagao do campo elétrico sao obtidas agora levando em conside-

racao flutuagoes térmicas

+ (Ei(x)Eg(z)),, - (4.2)
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Daqui em diante, as flutuacoes do tempo de voo sao uma integracao das funcoes
de correlagao do campo elétrico em termo da temperatura finita, onde (E;(z)Eg(2'))o € a
contribuicao do vacuo, (Ej(x)E(2"))r é uma contribuigdo puramente térmica e por fim
(Ej(x)Eg(2')) ) é uma contribuigao mixta que surge devido as contribui¢oes do vdcuo
e térmicas. Agora, substituindo a eq. (4.2) em eq. (4.1), obtemos o tempo de voo da
seguinte forma:

(Atg)? = n,? /_ " ()%

[e.9]

[ P | (BB, + B Bl + (B @B | |

(e 9]

As funcgoes de correlacoes do campo elétrico de um meio nao dispersivo relevante

para nossos propdsitos sao [64]:

ef= %1 e T é a temperatura e a contribuicao mixta

, , 2n3 [(At+z'p5)2+n§m2} n
E,(2)Ey(z))y = (E.(2)E.(x M:——;Re .
(Ey(x)Ey(2")) = (Ez(z)E.(2")) - ;[<At+ip5)2_ngmz]

e as funcoes de correlagoes do campo elétrico para a contribuicao do vacuo foi calculada
no capitulo (3).
O movimento uniforme (MU) é o deslocamento determinado pela particula Az =

vAt, a partir de um referencial com velocidade constante, assim temos:

1 Ax At
Up = n_p At M = np, (46)

onde At = n,Ax ¢ definido como sendo o tempo de voo que mede as flutuagoes no cone
de luz efetivo.

Assim, a eq. (4.4) fica:

2']7,1) 1
(B (x)Ey(2"), = Re (4.7)
T
=41 7 ¢ uma grandeza numérica relacionada a temperatura termodinamica, visto como uma conegao

entre a interpretacao estatistica de um sistema fisico e a termodinamica.
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Enquanto isso, as fungoes de correlagoes do campo elétrico para o caso mixto sao

/ - _“Zbpe 1
(Ble) B e = =g e Y o e (4.

como o campo se propaga na dire¢ao x, e nas outras diregoes y e z temos
2 2 [(npAz +ipB)? + ny2Ax?] nyS
E.(x)E,(«' =(E,(z)E, (2 = — Reg P .
< ( ) ( )>M < y( ) y( )>M 7T2nb3 = [(npr+Zp/8)2 _anA:CQ]?)
(4.9)

Assim, os termos de segunda ordem térmicos para o tempo de voo, pode ser escritos

CO1mo:
(Ata)i = (Ata)yy + (Ata)7, (4.10)

onde o subindice R vem do resto. Retornando a eq. (4.3), podemos escrever o termo de

segunda ordem para o tempo de voo:

+o0
(Atd)‘feg' = np2/ dxF(z)x

(e 9]

X /+O<> dx'F (") <%>2 [(Ex(x)Ex(x/>>0 + (Ey(z) By (a”)) r+

—

]
% [(Bo@) B + (E:(@) B e + (B0 Bt - (411)

aqui os ; sao coeficientes nas direcoes x, y e z atrelados ao indice de refracao do meio

medido pelo pulso da sonda e dos tensores de susceptibilidades elétricas. Voltando para

aeq. (4.11), os termos de segunda ordem relativo ao tempo de voo sao:
(Atg)seg. = (Ata)(y) + (Ata)(r), (4.12)

onde (Atd)%o) é o tempo de voo para o vacuo, que ja foi calculado no capitulo (3)

@t = [ k@) [P {00 BB+

—00 —00

+2[(32) + ()] (Bo(@)B-(), |, (4.13)

Stalym =it [ dek @) x [ a P {6 BBl +

+(Bu(@) Bal@ )y | +2(77 +7:2) [ (Bu(@) E@) @) +

(@) () ] (4.14)
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O termo de segunda ordem para o tempo de voo no vacuo ja foi calculado no

capitulo (3), e pode ser escrito da seguinte forma

(Atd)ieg.(o) = o T 2 { (%)2 +2 {(%)2 + (%)2] X

m? (np2 - ”bQ)

y (np? + np?) y 120°d* + d*
(np? —np?)  12b2(4b% 4 d?)?

4.1.1 Integrais para Contribuicao Térmica

(4.15)

Lembrando que na equagao (3.19), a funcdo Fy,(x) é descrita como uma funcao

do tipo:

Fyp(z) = % {arctan (%) + arctan <d ; x)] :

e podemos escrever a derivada da fungao Fyp(z) como

dFd’b<J]) . l|: b _ b ]
dv  wlb2+22 b2+ (v —d)2)

A seguir, iremos calcular as contribuicoes térmicas
“+o0o

(Atd)geg.(T) = np2/ de’F(ZL’)X

—00

<[ +°° dm’F(w’){(%)qu

o0

+2 [(vy)2 - (%)2} }<Ex(:c)Ez(w’)> :

T

As integrais para a contribui¢ao térmica ficarao:

- /_ R / T P () (B (@) Ba ().

o0 —00

Vamos utilizar, a seguinte equagao

(Ex (@) Eal) anR Z (n A:L‘—l—zpﬁ)

e substituindo a eq. (4.20) na eq. (4.19), obtemos:

T 2np - e / / e 1
I, = — Re E da'F(x) dxF(x)
T _
pi
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(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)



Apbés algumas manipulagoes algébricas, realizados no Apéndice (D) em (D.7) a

(D.9) temos o seguinte:

— [**  dF oo dF (2 1
Ir = —%ReZ/ dxﬂ/ dr ) — . (4.22)
3on ) T de S T [y () + i)

e
0 +o0 / +o0
g dF(x)/ 1 b b
II'=——"— dr' ——= d —[ —
* 37r2np2Rep;/_oo S oo N7lor+ a2 b2 + (z —d) x

X ! } (4.23)

[np(w — ')+ ipﬁ]2

onde podemos chamar, o termo de IT

SR =
Iy = - /_Oo dx 4a2 B+ (x—d)?] [ [n,(x—2)+ ipﬂ]Q’ (4.24)

Assim, a nossa integral para contribuicao térmica ficara

0 +oo F(x'
7= LR@Z/ a2 (4.25)

- 1
v 32,2 dx v

[e.e]

Os procedimentos de calculos para I, estao feitos no Apéndice (D). Agora, inse-
rindo a eq. (4.17) na eq. (D.9) obtemos o seguinte

T Ty - e /
I = —Rez dx' %
1

’ 3m2n,? e

><l b b X
T |2+ 2? D+ (2 — d)?

X { . ! . 2 . ! . 2} : (4’26)
[n,(ib — x') + ipp] [n,(d +ib— ') + ipf]

Observe que na eq. (4.26), os temos das quatro integrais que iremos resolvé-las
posteriormente, estao no apéndice (D).
Dessa forma, devemos realizar a integracao em z’, assim temos:

1 [T b b
I, == dz’ —
2% 7r/ x [b2+x’2 62+(:13’—d)2] X

o0

X { . ! . 2 R ! . 2}' (427)
[n,(ib — 2') + ipf] [np(d+ib — ') + ipf]
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O resultado da integracao da contribuicao térmica sera:

o > 2 1
Il = —"—Re)_ { 5 +
3m2n,? o [ ;

+
2n,b + pﬁ} [np (d + 2zb) + ipﬁ] 2

1
T (= d+2ib) + i)’ } (4.28)

Além do mais, usando os somatdérios para a funcao digama, conforme no Apéndice

- YW b—a
Z _—b2< ; ) (4.29)

1 a + bzp

1 NN
g (hra) (4.30)
] (a + bp) b? b

finalmente, temos o resultado

T W B+ 2n,b\ WY 3 —n,(d+ 2ib)i
= g2 (P5) T ()

B \I;j) (ﬁ + np(cﬁl — 2ib)i>} | (431)

onde () §é a funcdo digama (ver o apéndice (B)). O sistema, & temperatura 7 = 571,

(B)

o0

sera agora descrito por um ensemble estatistico no regime termodinamico de um sistema.
Essa é a contribuicao puramente térmica que afeta o tempo de voo do pulso que atravessa

o dielétrico. As resolugoes destas integrais encontram-se no apéndice (D).

4.2 Flutuacoes Mixtas

4.2.1 Integrais para Contribuicao Mixta

A integral para a contribuicao mixta, ficara:

+oo “+o0o
= / 4o F (') / doF(2) (By(2) Es(a'),, (4.32)

Porém quando introduzirmos a eq. (4.9) em (4.32) a integragao por residuos serd
mais complicada do que aquelas que foram feitas para os casos do vacuo e térmico. Nessa

forma, vamos escrever a eq. (4.5) na sua forma integral :

/ - % ) 3 +00 . 1
<Ex(x)Ex($ )>M = R Z X47r2 /1 ( 1){ [u(At +ipB) + nbeTﬁ_

1
du.
" [u(At—l—ipﬂ) —nbA:U]4} !

(4.33)
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Agora, resolvendo esta integracao, fica mais simples realizar os calculos utilizando

o teorema dos residuos,

1 1
. { [u(At +ipB) + nbAa:]4 i [u(At +ipB) — nbA:c]4 } (4.34)

Lembrando que At = Axzn, e substituindo na eq. (4.34), obtemos

(BB = jrshe Y [ dulu = 1)

1 1
: { [u(n,Az + ipf) + nbe]4 * [u(n,Az +ipf) — nbe]4} , (4.35)

ou ainda
/ 3nb G oo 2
(Eo(z)Ey(2)) 2—7T4Rez 1 du(u? — 1)x
p=1

1 1

Vamos, substituir a eq. (4.36) na eq. (4.32), para obtermos:

M _ 2
I = 2_7T4R€Z 1 du(u® —1)x
p=1
+oo +oo 1
X / dx’F(x')/ drF () 7+
—o0 —o0 [(uny, + np) Az + dupf]

+ p } (4.37)

[(un, — np) Az + iup
definindo,

400 +o00
If\;[:/ dx'F(f)/ dxF(z)x

o0 —00

L 1
: { [(un, + np) Az + z'upﬁ]4 * [(un, — ny) Az + iupﬁ]4 } ’ (4.38)

como Azr = x — 2/, temos

+o0o +o00
I :/ dx/F(x’)/ dxF(z) %

o0 o0

« { ! + ! } (4.39)
[(uny, + o) (x — ') +dupB]"  [(un, —ny)(z — ') +iupf]" |’ .

1

onde podemos notar que o termo entre chaves é do tipo A2 B
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Portanto, teremos o seguinte

“+o00 —+00
M= / da' F(z) / dxF(z)x

o0 o0

1 1

X — + : (4.40)
[A(z — ") +iB]" [fl(:c —x)+ z'B]4
com,
{1 = un, + np, Ny > nb,fNX >0 | (4.41)
A=un, —np,ny >ny, A>0
note que 1 1 d 1
— = = — |- (4.42)
[A(x — 2') + i B] 3Adx \ [A(x — 2') + iB]

Assim, podemos escrever

+o0 400
= / d:p’F(x')/ drF(x)x

o0 o

1 d 1 1 d 1
: { - 3_14@([14(:15—95’)—1—2'8}3) _§%<[A(m—x')+z‘3]3)}’ 4

_ (l L ]3) dF(z) (4.44)

Dessa forma, a integral para a contribuicao mixta é

1 +oo +oo
M= §/ dx'F(:r’)/ dx X

[e.e] (e}

a1

1 dF(z) 1
.13 + =
AlA(x — 2') +iB]° dx A

d
— | F(z) 3
dr [A(x — ) + iB]
B 1 dF(x)

AlA(x — ) +iB)® dx (4.45)

Os termos de superficie nao contribuem diretamente e, portanto

“+oo +oo
M= 1 / da'F(z) / dz ! — dF(x)Jr
3J S [A(x —a') + ZB} dx

+ ! dF () } (4.46)




Reagrupando os termos, temos que

400 +o0
= 1/ dxM/ da:’F(a:’){ ! 5+
3 —00 dx —00 [A(l’ — 33/) + ZB}

1
" A[A(z — ') +iB]’® } (4.47)

Note que também,

1 1 d 1
A[A(z — ) —H’B]?’ T 2424y ([A(:z: — ) +iB]2> . (4.48)

Entao, substituindo a eq. (4.48) na eq. (4.47) obteremos:

M_l/—i_C>o dF<x>/+oo / / 1 i 1
le—?) B dx—d.l' 3 dxF(x){QAQdW([A(a:—x’)—i—iB}Z)—i_

[e.e] o0

- 211212 %< [A(z — :clf) + @'B]2> } (4.49)

por sua vez,

n_d 1 d , 1
e [AQ [A(z — ') + @'B]Q} T dx [F(x )A2 [A(z — /) + z‘B]Q] *
dF(x") 1

Cdr A2 [A(z — 2) +iB]* (4.50)

Assim, integral para a contribuigao mixta do termo I sera:

M= %/_J:O dxdz;ix) X
x /_ : dr' F(z') x {% <F(x’)A2 A ;) i )+
_dF(a") 1 N
v’ g [A(x — ')+ iB] i
d , 1 2 /dF(2) 1
* da’ [F(I >f~12 [fl(rc —a') —I—iB}] B ( dz’ >Az [fl(x — ) +iB]2 }’ (4.51)

Novamente, desprezando os termos de superficie teremos que integral para a con-

tribui¢do mixta do termo I/

+oo +oo
M= —l/ d:vdF(:E) / dx'{ ! 5+
6 —00 de —00 A2 [A(ZL‘ — fL’)l —f- ZB)]

1
je [A(x — a2/ +iB)]” } 452
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A derivada da Fy,(z) da eq. (4.17) é da seguinte forma

dFgp(z) 1 [ b b ] (4.53)

de w2422 2+ (z—d2l

Substituindo a eq. (4.53) na eq. (4.52), obtemos a integral para a contribui¢ao
mixta do termo I}

1 [t dF() [ (11 b b
M= d da'$ = -
o 6/_ T dr / ‘ ﬂ[62+x’2 b2+(x’—d)2]x

(e} —00

1
X +
A2[A(z — o) + iB}Z

Ir b b 1
- —~ 4.54
+7r[b2+x’2 bz+(x'—d)2}/12[fl(x—x’)—H’B}2}7 (454)

que pode ser simplificada para a seguinte notagao na integral para a contribuicao mixta

do termo I

1 [t dxdF(x) o

L ——
lz — 2z
6m J_ dx

(4.55)

onde,

—/+Ooda:’ 1 [ b b }
Y A2[A(z — o) +iB)) L +a? B+ (a7 — d)?

1 b b
T [ - } , 4.56
AQ[A(x—m’)—kiB)]Q b2 +a? b2+ (2 —d)? } (4.56)
de tal forma que integral para a contribui¢do mixta do termo I3 é

+oo 1 b
M :/ dz’ X +
) A2[A(z— o) +iB]? b2+ a”

/+oo p . 1 y b N
— i
e A2[A(x—2) +iB)? D4 (2 — d)?

+/+ood , 1 y b N
L —F 2 2 )
- A? [A(x —a') + iB] Ptz

— /+ dx’ ! X b (4.57)
v ——— 5 —5 .
o0 A? [A(x — ')+ iB] b* + (2" —d)?

onde podemos chamar cada integral de:

+o0 1 b
& = Iy, 4.
* /—oo ’ A2 [A(x — 2') + iB]Q b2+ 2 2123 (4.58)

+00 1 b
S = I, 4.59
/oo x A2 [A(ZL‘ _ l‘/) + iB]2 b2 + (ZL‘/ _ d)Q 22z ( )
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oo 1 1 b M
A —— s = e (4.60)
—o 2 [A(x — )+ z'B]

/m da’ ! b =12 (4.61)
- _ _ 2792 _ o — 124x> .

de tal forma que integral para a contribui¢ao mixta do termo I3/

Lyh = I, + 15, + I3, + g, (4.62)

as integrais tabeladas sao as integrais em u, onde foram resolvidas utilizando o teorema do
residuos e os cdlculos podem ser verificados no Apéndice (E). Voltando para a eq. (4.57),

temos

M m m
IQ.’,E = A2 . 12 a9 B ; 2+
[A(x —ib) +iB]” A%2[A(x — d+ib) +iDB]

i il _ il - (4.63)

~ 2 ~ ~
Az [A(x —ib) + z’B] A [A(x —d+1ib) +iB

Substituido a eq. (4.63) em (4.55), obtemos o seguinte

1 [T dF
Ii; = “6n dx d(lﬂ) W. 2 . 2t
TJ-c T | A2[A(z +ib) +iB| A?[A(z — d +ib)]
T T

T [A(z+ib) +iB]>  A2[A(z — d+ib)]” } (4.64)

Novamente substituindo a derivada de Fj,(z) da eq. (4.53), na eq. (4.64) teremos

que

1 [t b b 1
M= _— —
B 1 p— ! o1 v (4.65)
A A(x —d+ib)]”  AA(x+ib)+iB]"  A?[A(z — d+ib)]
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m_ 1
2z 67T
1

1/+°°dx b 1 .
A Jooo B 42 [A(z + ib) + iB]

o 1
— —/ dx +
A J o VP H 2 [A(x — d+ib) +iB]?

A2 [ 0P+ 2 [A(x + ib) + B

1 +°°d b 1 n
_ — €T —
A2 Jooo W+ 2 [A(x — d +ib) +iB]?
1 +oo b 1
A2 s 2 : —z T
A2 [ U+ (2= d)? [A(x +ib) +iB]

N S
—_ Xz
A J_oo P+ (x—d)’ [A(z — d + ib) +iB]’

1 [t b 1

A2 dz s 27 1 5T
A2 Joo U F (2= d)? [A(x +ib) +iB]
1o b 1

+_

A2 ) o

x e )
b* + (z — d)? [A(z — d + ib) + iB]?

usando uma notagao propria, teremos:

1

onde,

IM—L/JFOOCZ:E b !
oAz | T 4 2 [Ax + ib) +iB)*

ny i/+oodx b !
eA2 | T+ a? [A(w — d — ib) + iB]*

1 +oo b 1
[{\gx—z/ dlfb2+x2 ~ PR
o0 [A(x +ib) + z'B}

1 [*e b 1
[ﬁx_ﬁ/ d:vb2+x2 N 2
—o0 [A(:c —d+1ib) —|—iB}

M —L/Jrood:v b L
ez |+ (2 — d)? [A(x + ib) + iB]*
I b 1
[M —_— = d
162 AQ/_OO xbz+($_d

)2 [A(x—dﬂ‘b)ﬂ‘Br

1 [t b 1
[i]\;[x = T/ dﬁC 5 5 3
Ao D2 (2 —d) [A(:c—l—ib)—l—iB}
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(4.69)
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(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)



“+00
Ifgﬁ%/ dr ’ TS ! 5 (4.75)
A oo @D’ (10 _ g4 i) +iB

O resultado de mais integrais estdo no Apéndice (E). Portanto, substituindo as
egs. (E.45), (E.46), (E.48), (E.49), (E.51), (E.52), (E.54) e (E.55) na eq. (4.67) obtemos

o seguinte resultado final:

T 2 + ! + ! +
Y6 ) A2[2ab+ B A2[A(2ib—d) +iB) o [2Ab+B]2
1 1 1
+ ~ ~ 2 + 2 . . 2 + 5 K X ) 5 (476)
onde,
A =un, + ny, (4.77)
A =un, —ny, (4.78)
B = upp. (4.79)
Agora, voltando para a eq. (4.37) temos
371(, e too
M _ 2 M
I = Re ; /1 du (u? — 1) I}, (4.80)

o resultado da integral I na eq. (4.37) de tal forma que, o desenvolvimento da integral

estd no Apéndice (E) na eq. (E.65) conforme estamos citando aqui em (4.81):

/°° u? —1 4 1 2
u o= — —a
1 (u+a)*(u+c)? a’ + 3c%a — 3 — 3a’c

+ 2ln(a + 1)ca +

+ 2a—2in(l—c)ea+c® —2n(1+ c)} (4.81)

= —ﬁ{ﬂca—l}ln( >—|—
+ a(2—a) —c(2- c)}, (4.82)

—~

a—|—1)
(c+1)
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ou ainda

oo +o0 9
I]\g:&Re / du(u® —1 +
A p; o >A2[2Ab+3}2
1

+ 5+
A?[A(2ib — d) + iB]
2 1

+ = e 2 + ~ ~
A22Ab+ B 2 [A(2ib— d) + B

T ; 1 —a T 1 . 2}7 (4.83)
A2[A(2ib+d) +iB]"  A2[A(2ib+ d) + iB]

2+

utilizando a integral tabelada através do maplesoft, conforme o Apéndice (E) em

1M =Re) IV, (4.84)
p=1

onde, IM ¢ dado nas eqs. (E.121), (E.123), (E.125) e (E.127) conforme pode ser visto no

Apéndice (E):

. Rei ! /+Oodu w-1)
T 2min,2 (2bn, +pp)? J; (u+ a1)?(u+ by)?

p=1

1 Hoo (u? —1)
+ . — du 5 5+
2(—ny,d + 2ibn, + ipB)? J; (u+ a2)?(u + be)

1 too (u? — 1)
* (2n,0 + pB)? /1 du (u—az)?(u — b3)2+

1 /+oo (u? — 1)
+ . . du +
2(—npd + 2ibn, +ipB)? J, (u—aq)?(u — by)?

1 +oo (u? — 1)
+ ‘ — du 5 5+
2(npd + 2ibn, +ipP)? J; (u—as)?(u — bs)

1 oo (u? —1)
+2(npd + 2ibn, + ipf)? /1 du (u — ag)2(u — bg)? } ) (4.85)

observe que em (4.85) utilizamos o u* — 1, com o resultado tabelado de acordo com (4.81),
(2ibny —d)ny,

_n _ 2npb _ _
onde podemos chamar os valores, a; = n_f,7b1 = anp—ipﬁ, as = ay, by = iy —dry 1ipB)
az = ap,bs = by ,a4:a1,b4:b2,a5:a1,b5:Wﬁl%e%:%,o
resultado de cada integral da eq. (4.85) estd resolvida no Apéndice (E).
Para a direcao z as contribui¢oes mixtas sao:
2y [(At +ipB)* + ny” + Ax?]
(E.(2)E.(2) = ——5Re ) — (4.86)
™ [(At + ipB)? — nyp? + Ax?]

p=1
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A qual também, pode ser reescrita na forma integral:

Ny +oo 9
(B.(2)E.(2")) m 2 ~Re Z{ 87r2/ du(u® + 1) x

1
[u(At +ipf) + nbe]4+

1
} , (4.87)
ou ainda

i [u(At + ipp) + nbe]4
3le 1
(E.(2)E, ( 47T4R Z/ { [u(At +ipp) + nbA$]4+

1
' [u(At + ipB) — npAx]* } ' (4.88)

Lembrando anteriormente tinhamos que n, = £t = At = n,Axz,

/ 3y - e 2
(E.(2)E.(2"))n = mRe; {/1 du(u? 4 1)x
1
X —at
[ [(uny, + ) Az + ipf]
1
: [
[(unp — ny) Az + zpﬁ)]
sendo equivalente a eq. (4.36). Utilizando a eq. (4.89) para a diregao z
+oo “+o0o
. / da P () / doF () (B.(2)E.(+')) (4.90)

ou de forma explicita

oo 1 1
. /oo dek () { [(un, + np) Az + iupﬁ)]4 * [(un, — npAx + z'upﬁ)]4 } - (o)

As integrais da eq. (4.91) em z e 2’ sdo idénticas as integrais da eq. (4.37) em x e

z'. Portanto, podemos utilizar o resultado de eq. (4.37) e obtemos uma expressao similar
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3np - = [T 2 1
IM="2R / du(u® +1 + +
st Z_: 1 u ){A2 [24b+ B]*  A2[A(2ib - d) + iB]®
2 1
+ = p 5T T ;
A2[2Ab+ B]®  A%[A(2ib — d) + iB]
1 1
+ . . 2 + = T . 2 (>
A?2[A(2ib+d) +iB]"  A?[A(2ib+d) + iB] }

2—|_

(4.92)

onde A, A e B podem ser definidos nos Apéndices (D) e (E). Vamos apenas sinalizar
que os apéndices que estamos tratando nesta dissertagdo sao : Apéndice (C) : Vécuo,

Apéndice (D) : Térmico e o Apéndice (E) : Mixto. Portanto, IM sera da seguinte forma,
M=Rey IM (4.93)
p=1

onde, IM sdo equivalentes as eqs. (E.76) e (E.116). Comparando I™ com IM em eq.
(4.93) teremos
1

M= 5]% : (4.94)

note que a diferenca estd apenas na troca do integrando em u por u? — 1 para u? + 1.

Assim, iremos ter integrais deste tipo:

(1+a)c® +

too w?+1 - 1 .
/1 (u+a)2(u+c)2du_ (1+C)(1+a)(a—c)3[ ( )

—I—(a2+l)c+2(1—i—c)(l—l—a)(l—l—ac)ln{gig} ] (4.95)
Pois,
M n_b2 L eoo ; +oou (U2+1)
L= ( 2 ) 27r4np2R Z{(2bnp+pﬁ)2/1 d (u~|—a1)(u+b1)2+

p=1

+ 1 /+oo (u2 + 1)
u
2(—npd + 2ibn, + ipB)? J, (u+ a1)?(u + by)?

1 oo (u* +1)
- (2n,b + p3)? /1 du (u—a1)?(u — 51)2+

1 /—l-oo (U2 _|_ 1)
+ . . du
2(—n,d + 2ibn, +ipP)? J; (u—ay)?(u — by)?

+ 1 /+oo d <u2 + 1)
u
2(npd + 2ibn, +ipB)? J; (u+ a1)?(u+ bs)?

1 oo (u? +1)
Jr2(npol + 2ibn, + ipf)? /1 du (0 — a1)2(u — bg)? } : (4.96)
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No capitulo (5), vamos encontrar algumas estimativas numéricas para o Seleneto
de Cadmio (CdSe). Sendo assim, os somatérios que aparecem em (4.85) e (4.96) serdo
resolvidas numericamente. Como (Atg) = (Atg)o + (Ata)r + (Atg)yr nosso objetivo serd
encontrar valores de %, onde a contribui¢ao do vacuo (At;)o seja maior que as térmicas.

A parte térmica dada na eq. (4.31), o termo de vécuo indica a contribuigao devido
ao vacuo causado pela presenca de flutuacoes na fronteira, e a parte mixta é a contribuicao
da fronteira com a temperatura. Além disso, demonstramos que, na contribui¢ao térmica,
os efeitos do vacuo sao apresentados em temperaturas finitas, como valores negativos,

devido a dominancia do vacuo para as flutuagoes quanticas no vacuo.
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Capitulo 5

Estimativa Numérica

Nesta capitulo, vamos fazer uma estimativa numérica para determinar a magnitude

da variagao fracionaria do tempo de voo para o Seleneto de Cadmio (CdSe).

5.1 Seleneto de Cadmio (CdSe)

Seleneto de cddmio (Grupo Espacial: P63mc (186), a = 4.30A, ¢ = 7.01A) e
uma estrutura hexagonal é empregado principalmente para detectores de radiagao nuclear
operando em temperatura ambiente, dispositivos Opticos nao lineares e como substrato
para crescimento epitaxial [65]. Além disso, possui um indice de refragao de n, = 2.43 e
um comprimento de onda A, = 10,6pum [66], susceptibilidade de segunda ordem ng)z =
Y? = 1.1 x 10719V ~! para um indice de refracdo do pulso dado por n, = 2.54 e o
comprimento de onda do campo da sonda é A\, = 1,06pum [67].

O Seleneto de Céadmio (CdSe), um tipo de nanocristal semicondutor II-VI; Isso
consiste de um elemento da coluna II da tabela periddica e um elemento da coluna VI.
O édtomo de cadmio é do tipo II, e tem dois elétrons de valéncia em um orbital s: [Cd]
4d'955? [68].

O atomo de selénio ¢ do tipo VI, e tem seis valéncias elétrons nos orbitais s e p:
[Se| 3d'%45%4p® e o banda de valéncia do cristal de CdSe é composta essencialmente dos
orbitais p do selénio e do orbital da banda de condugao dos orbitais s do cddmio [69]. O
material sélido CdSe existe em duas formas cristalinas. O material sélido do CdSe existe
em duas formas cristalinas. Estruturas de wurtzita (cadmoselita (CdSe), greenockita

(CdS) e rambergita (MnS)) e a blenda de zinco (ZnS) em que as duas submatrizes de
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Cd e Se que formam um cristal com estrutura hexagonal compacta [70]. A outra forma
é a estrutura da esfalerita (tipo blenda de zinco), em que a duas submatrizes sao ctibicas
de face centrada, deslocadas com um quarta em relacao a outra [71]. O CdSe é um dos
materiais importantes no semicondutor II-VI, e mais significativamente, que apresenta
propriedades fisicas consideraveis com um potencial de aplicagao em varias tecnologias
modernas de dispositivos de estado sélido, como células solares, transistores de filme fino
de alta eficiéncia, diodos emissores de luz e na e biologia [72].

A Figura 5.1 mostra a estrutura da rede cristalina do cristal CdSe. A espessura

v
A
CE

Figura 5.1: Estrutura da rede cristalina do cristal CdSe.

Fonte: [73].

do filme de CdSe para anélise experimental em Optica nao linear, tem uma variagao de
d = 0.10—1.80um), sendo medido usando um método interferométrico (métodos de franjas
de Fizeau para franjas de igual espessura) [74]. Agora, definindo o comprimento de onda
do campo de fundo como A\, = 1.06um, para o qual n, = 2.54, e definindo o parametro
b = 0.01d, conforme a discussao do capitulo (3), vamos estimar a contribuicao do vacuo
quantico [75].

Através da eq. (4.12), obtemos a variagao fraciondria do tempo de voo para os
valores acima citados , com o modelo onde uma distribuicao lorentziana idealizada e
utilizada em resultado mostra que na situacao descrito por Fy4(x), com b = 0.01d, o
efeito previsto é cerca de 100 vezes mais forte [44].

1 2
5~ 1.3 %107 (%) . (5.1)

As contribuigoes do resto (mixto mais térmico) envolve dispersoes nas distribuigoes

térmicas, que consistem na contribuicao total, ou seja, a contribuicao total do sistema
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(resto mais vécuo) para termos de segunda ordem. O grafico ilustrado na Figura 5.2
abaixo foi obtido a partir das equagoes (4.11), (4.31), (4.91), (4.96) e (4.85) onde os
somatorios presentes em (4.85) e (4.96) foram considerados no intervalo 1 < p < 500 para
a estrutura hexagonal do CdSe.

O resultado grafico da Figura 5.2, foi gerado utilizando-se maplesoft para simu-
lacao do célculo com os valores para n,, ny, x?, b e d dados acima. Note que, para
v = (At3) 5 — (At3)o/(At3)g as contribuigoes do vécuo sao dominantes em unidades para
valores negativos, apenas representamos no eixo vertical com a letra « para representar a
expressao:

(At3)s — (Atd)o

Y= <At3>0 ) (52)

Vacuo x Térmico

3.x10 71
2. % 10_9A
e 9
1.x10 "

0 T T T T T

485 49

Figura 5.2: Flutuagoes no tempo de voo v = (At2) 5 — (At2)o/(At3)o versus temperatura
B para contribuicao dos termos de segunda ordem do sistema total—vacuo para o Seleneto
de Cadmio (CdSe).

Fonte:Arquivo Pessoal.

De acordo, com a Figura 5.2 isso ocorre a partir de § > 49.5um e portanto a

temperatura T é

B> 49.5um = 49.5 - 10~ 5m, (5.3)

47



1
7 > 49.5um — T <2 10*'m™1, (5.4)

os valores negativos mostram que as contribuicoes do vacuo sao dominantes em unidades

de temperatura, onde temos que 1K = 4.37 - 10>m =" assim :

2-10%m~!

T -
< 137 102m-1

K — T < 46K. (5.5)

Note, que quando 8 — oo as contribuicoes térmicas e mixtas sao suprimidas ex-
ponencialmente e tnico termo restante de regiao contorno na temperatura é zero, isso
recupera o nosso resultado.

Quando 8 — 0 a parte mixta é igual a térmica em valores positivos; isso ocorre
para altas temperaturas a medida que § aumenta a divergéncia, sendo de tal forma re-
gularizada para este valor da contribuicao de vacuo para as flutuagoes quanticas que sao
enfraquecidas.

Entao a contribuicao térmica serd apenas as flutuacoes residuais constantes, que
também podem ser zero para valores de (Aty)? suficientemente altos.

A temperatura encontrada (5.5) e na Figura 5.2 é aquela relagao para as flutuagoes
no vacuo sao dominantes com relacao as flutuacoes térmicas e mixtas, para a nossa amostra
em questao que é o seleneto de cddmio (CdSe). Lembramos que trabalhamos sempre no
limite onde as dispersoes sao despreziveis. Portanto, o valor da variancia fracionaria para
o tempo de voo da luz que atravessa uma amostra do CdSe estd sujeito a flutuagoes de
origem quantica do vacuo foi encontrada na eq. (5.1).

A contribuicao de vacuo é apenas com termos de segunda ordem na soma conver-
gente, a contribuicao é suprimida mais cedo, e o vacuo dominante torna-se proeminente.
Esses efeitos de vacuo dominarao as flutuagoes térmicas para temperaturas 7" < 46K.

Esses resultados podem, em principio, ser testados em laboratorio.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesse trabalho estudamos as flutuagoes do campo elétrico do vacuo, sofrem vari-
acoes no tempo de voo do pulso de luz através de um material com indice de refracao
efetivo. Porém, as flutuagoes térmicas e mixtas sao inevitaveis em um experimento real,
pois elas contibuem fortemente para as flutuagoes do tempo de voo em um material que
apresenta susceptibilidades de primeira () e segunda ordem y®.

Vimos também que os materiais com susceptibilidade de segunda ordem, y®,
fornecem os melhores resultados para essas flutuagoes, onde o calculo das contribuigoes
de vacuo, para as distribuicoes de flutuagoes térmicas e mixtas também estao associadas
por uma funcao teste do tipo lorentziana, que é determinada pela geometria do cristal
nao linear de CdSe.

O valor da estimativa numérica da temperatura obtida de T" < 46K, para o com-
posto inorganico de CdSe, mostra que as contribuicoes das flutuacoes térmicas sao pe-
quenas nesse regime em comparacao com as flutuacoes do vacuo. Por fim, a principal
motivacao para esta dissertacao foi propor um modelo tedrico onde os efeitos das flutua-
¢oes do vacuo possam ser observados num experimento real.

Como numa perspectiva hé, pelo menos, dois problemas que gostariamos sugerir
e investigar as flutuagoes quanticas de um meio 6tico nao linear dispersivo em outros

(2) = 0, materiais centrosimétrico,

materiais e , como na natureza existem materiais cujo x
também seria interessante fazer a nossa andlise da mudanca de fase geométrica para
materiais onde o termo nao-linear dominante é o x® como é o caso do silicio (Si) e do

germanio (Ge).
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Apéndice A
Teorema do Residuo

Neste apéndice A,apresentaremos o Teorema do Residuo e sua demonstracao.

Teorema 1 (Teorema do Residuo). Se f € reqular e univalente numa regiao simplesmente

conexa R, exceto em um numero finito de singularidades isolada, zg, 21, , zn, entao

/Cf(z)dz = 27TZ Res (f, zj) (A.1)

onde C' é um contorno fechado de R, envolvendo 2y, z1, - - - , z, uma vez no sentido positivo[76].
Demonstragao. Sejam C; (7 = 0,1, -+ ,n) caminhos fechados fechados simples, envolvendo
uma vez no sentido positivo as singularidades zg, 21, - - - , 2, respectivamente, e totalmente

contidas no interior de C'. Além disto,suponhamos que dois qualquer destes caminhos nao
se intersectam. Juntos, cada C; e C' forma uma regiao fechada multiplamente conexa na

qual f é regular (ver a Figura A.1). Uma vez que f é regular no interior e sobre cada Cj,

Figura A.1: Regiao fechada multiplamente conexa delineada pelos caminhos C' e C}.

Fonte: [77].

exceto nos pontos z; as hipéteses sao satisfeitas, para um nimero finito de de poténcias
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negativas, isto é, existe m > 0 tal que a_,, # 0 e a_, = 0 para n > m. Entao, se reduz a

f(Z):(Z:—Zo)??l+.-.+(z:zo)

+ i an (Z — Zo)n s A—m 7& 07 (AQ)

n=0

e desse modo,
271

Res (f,z;) =a_4 L /c f(z)dz = /c f(z)dz = 2miRes (f, z;j) . (A.3)

como f é regular em todos os caminhos e na regiao multiplamente conexa consistindo dos

pontos interiores a C' e exteriores a cada C}, entao

/C F(2)dz + io /C GyE=o, (A4)

onde podemos obter o seguinte,

/ f()dz— | f(z)dz— [ f(z)dz—---— / f(z)dz =0, (A.5)
c Co ol n
o que é equivalente a
/ f(x)dz= | f(zx)dz+ | f(z)dz+---+ [ [f(2)dz, (A.6)
c Co C1 Chn
/ f(2)dz =27 Res (f,z0) + 2nRes (f,z1) + -+ + 2nRes (f, zn) , (A.7)
c
/ f(z)dz =2mi[Res (f,z) + Res (f,z1) + -+ Res ([, zn)], (A.8)
c

/Cf(z)dz = 27i Z Res (f, z;) - (A.9)

No caso, para obtemos polos simples z,, temos

a_q
= — e A.10
f(Z) (Z _ Z()) +ag + al(z Zo) + 5 ( )
numa vizinhaga de zy de onde
f(Z)(Z — Z(]) =+a_1+ ao(Z — Zo) + (11(2 — 20)2 + e (All)

Logo, neste caso o residuo a_; é dado por

Res (f,z0) = lim [(z — 29) f(2)]. (A.12)

Z—r20
Seja agora zp um pélo duplo da funcao f de tal forma que,

f(Z) B (Z —720)2 * (Z :21) ot al(z B ZO) T (A-13)
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numa vizinhanca de z5. Daqui, obtemos:

f)(z—2)=as+a1(z—2)+ay(z —2)°+---, (A.14)
logo,
d
7 (f(2)(z = 20)%) = a—1 + 2a0(z — 20) + 3a1(z — z9)* + -+ - . (A.15)
Vemos, entao, que se 2y é um poélo duplo de f, o residuo correspondente é dado
por:
. d 2
Res (f,z) = 211_{1210 e [(Z ) f(Z)} - (A.16)
O
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Apéndice B
Funcao Digama

A Fungao digama defini-se como [78] :

d
U(a) = I (T(x)
ou pode ser representada também, como
k
o[ Er e
_ L J=1
(r) = =7+ ; - 1

sendo assim, observamos que

onde,temos o seguinte

7T2

+o00
v=-T"(1) = —/ e ln(z)dr = —.
1 6

Abaixo temos, algumas principais identidades usadas da funcao digama:

1. Férmulas para somas parciais:

i 1 HO(1=%)
~ (a + ibp)? b2
quando b # 0.
i( | ) 0 (S 1) — g (1 i2)
ot (a + bip)? b?
para b # 0.

23
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1. Representacoes em Séries:

- = - , (B.8)
quando b # 0.
i (1 _ ZZ) SR
RSN - N W 5
b (1—i2)%p2 b ’ '
para |1 —i%| < leb#0.
- ok
PO (1-49) ;@D(Hm(zo)%
7 — - = : (B.10)
para (nio (z0 € R, —00 < 25 < 0)) e b # 0.
o~ (Lif = 20) 0 OD ()
_e (A=) kz—% v , (B.11)

b? b2

para (nao (2o € R, —00 < 29 < 0)) e b # 0.
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Apéndice C
Integrais para Contribuicao do Vacuo

Lembrando que na equagao (3.19), a funcdo Fy,(x) é descrita como uma funcao

lorentziana do tipo:

T

Fuylz) = - [arcmn (%) + arctan (d . m)] , (C.1)

e podemos escreve a derivada da funcao Fjp(z) como
dFd7b<l’> . 1 |: b b i|

de  wl2+22 2+ (z—d2l

Vamos escrever as integrais para a contribuicao do vacuo nas direcoes z e 2.
e Direcao =

+oc0 +00
I? = / d:z’F(x')/ deF(x){E.(x)E.(z"))o, (C.3)

oo o0

a funcao de correlagao do campo elétrico é escrita como:

1
E(2)E,(2)) = —, C4
BB = (C.1)
b
e a dependéncia de At do pulsos de teste que viaja uma distancia Ax é dada por
At = npAx, (C.5)
e
1 Ax
= — = — C.6
! n, At’ (C.6)
substituindo (C.5) em (C.4) teremos
1
E.(2)E.(2))y = , C.7
(Eo()Ea(z')) R BN Ly (C.7)




1

n2q2 )
2n} [1 — n—g} Azt
e assim, ficamos com
n
E.(2)E,(2'))y = P ) C.9
BB = e (€9)
Substituindo (C.8) em (C.3), teremos o seguinte:
+o0 +oo n
- / da' F (') / deF(z) P (C.10)
—o0 —oo 72 [n2 — n?]" Azt
I e /+°Od P ’)/+°°d Flo)—— (C.11)
= ——————— o' F(x x : :
7T2 [nz% — TLZﬂZ —00 —00 AZA
=A

onde podemos chamar A = , assim ficamos com a nossa expressao:

2 [n% — ng] *Agt

0 oo / ! e 1
I=A dx'F(z') deF(x )A:c‘“ (C.12)

[e e} o0

e a nossa integral de contribui¢ao no vacuo ficard

+00 +o00 1
I? = A/ dx’F(x')/ deF(x)———. (C.13)
—0o0 —o0 (l’ —ZE,)
mas
1 1d 1
S L C.14
(l‘_I/)4 3dx|:(x_$/)3] ( )
assim, substituindo (C.4) em (C.3) ficamos com
/+OOdF /OodF()d ! (C.15)
=—— x rF(r)——, :
dr (1 — x/)?’
e como
d 1 d 1 1 dF(z)
ol L % . , C.16
T e SR

substituindo (C.16) em (C.15), temos o seguinte :

_ __/+oo 02 F(z {/_Oo dx%[F(x)m]-i-

B /oo e - )’ d@i 2 } (C.17)

:"/m do'Fle { (xF_(x))3

e ainda

" B /+°° dr  dF(z) }7 (C.18)

00 (x — ZL‘/)3 dx

—00
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A [t te dx  dF(x)
I = —/ da' F (2! / : C.19
3 J o @) —o0 (x — x’)3 dx ( )

A [T dF (x) oo 1
9= d doe' F () ——— C.20
fazendo
1 1 d 1 (C.21)

(m — x’)?’ C2do (x — x’)w

novamente, vamos substituir (C.22) em (C.21) para encontrar :

A [ dF(z) [+ d 1
0== — "Fla)——— 22
T B - (22
A [t dF(z) [t d 1
0 == dr———= de'F(2)———— 2
=5 e e GED

I? = g/_:o dxdFdix) { /_+OO dm’(% [F(x') (x —lx’)Q] - (x —1x’)2> dl*;l(mx’) }7 (C.24)

o0

400
A [T dF(x) || F(a) 1 dF(a)
L=%] 4 - .25
06 /_oo “ dx { (x — /)2 ) (x B x,)Z dz’ ’ ( )
ficaremos com
A [t df(x) [T Fa) 1
0 —_ /

A [ df(z) [ b b 1
L=—r [ do— [ d - c.27
Y IR o B o e e Sl

equagao acima (C.14) tem pdlos em
e Polos i) e ii)

' =+ib  (1°ordem)
¥ =+ib+d (1°ordem) , (C.28)

¥ =ax —iex’ (2°rdem)
escolhendo o contorno indicado na Figura C.1, e efetuando o calculo dos residuos de
fungdes com os polos da eq. (C.28), em ambos os casos optou-se pelo contorno superior

para evitar o pélo mais alto, para isso usamos o Teorema dos Residuos no Apéndice (A)

logo:
i) = 2mi xl’ligb (2" —b) (' — ib)b(x’ +ib) (x —137/)2 (C29)
_ Qiﬁz%ﬁ (C.30)
- (:E_Lzb)? (C.31)
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) Im
x +ib +ib
X b 4
X b 4
X X
X Re X d Re
- - > - o -
X X
X -l
—ig) X
X ; b 4
X —ib —ib
1) if)

Figura C.1: Contorno escolhido nos polos i) e ii).

Fonte: Arquivo Pessoal.

g - , : b 1
W) =2mi Mm@ —d =) T —dr i w32
b 1
=2 C.33
2ib (1 — d —ib)” (€.33)
7r
= .34
(z—d—ib) (C-34)
Agora, vamos substituir as eqs. (C.32) e (C.29) em (C.27)
A [T 1 b b
Ig:__/ do— | - - ——=]  (©39)
6o w2 +2? p24 (z—d) L (z—ib)” (z—d—ib)

i) iv)

/_M /_H
o A /+°°d b b 1
e — €T _
’ 6m | J_oo b2+ 2y (z — d)2 (z — ib)?

v) Vi)
—/+oodx b ! ! (C.36)
o | PH Ry (z—d) | (r—d—ib) ] '

para esta eq. (C.20), temos os contornos indicados na Figura C.2 neste caso temos o

seguinte polo

e Pélo iii)

' = —ib (3°ordem) (C.37)
¥’ = +ib (1°ordem) 7 .

o8



Figura C.2: Contorno escolhido no polo iii).

Fonte: Arquivo Pessoal.

eu escolhi o contorno para baixo para evitar o polo mais alto. Entao vamos resolver parte

da eq. (C.36) em iii)

Mﬂ-—/%mdx b !
e (P4 2%) (z—ab)”

b 1
S "
i) = —2mi i, (@) i e ) (v = )
b b1
= —4T ;
—2ib (- 2ip)*
__7T
45

Vamos resolver parte da eq. (C.36) em iv)

w)_/+00_ b ! dx
e (P4 (e —ib)

e Polo iv) Temos o contorno indicado na Figura C.3,

' =ib (2°0ordem)

¥’ ==+ib+d (1°ordem) 7

b 1
v) = —2mi 1 ib—d
) = —2mi Mm@+ —d) e d— ) (e — )2
" 1
= —20mT— 3
—2ib (- 2ib + d)
m
=T o N2
( — 2t + d)
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(C.43)

(C.44)
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+il

)

Figura C.3: Contorno escolhido no polo iv).

Fonte: Arquivo Pessoal.

Fazendo o mesmo procedimento, para resolver parte da eq. (C.36) em v)

+oo b 1
V)= /_oo M) (x—d—ib)* (C47)

e Pdlo v)

' =+ib  (1°ordem) (C.48)
¥ =d+ib (2°0rdem) ’ .

escolhermos o contorno da parte debaixo, representado por polos de primeira como indi-

cado na Figura C.4,

+ib

L

Figura C.4: Contorno escolhido no polo v).

Fonte: Arquivo Pessoal.
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1

v) = —2mi xl—lgzlzb (v +ab) (x 4 ib)(x — 1b) (x — d — ib)? (C49)
) 1

= _ZW—Zib ( Py d)2 (C.50)

= m (C.51)

Agora, efetuando o mesmo mecanismo para resolver parte da eq. (C.36) em vi)

oo —b 1
Vi) = dx 5 5 (C.52)
o Bt (o —d)’ (x—d—ib)
e Pdlo vi)
¥ =d+ib (3°ordem)
5 (C.53)
¥ =d—ib (1°0rdem)
temos o contorno indicado na Figura C.5,
Im
+i
. =
- =
—ib
)
Figura C.5: Contorno escolhido no polo vi).
Fonte: Arquivo Pessoal.
) = —2mi lim (x +ib— d) - ! (C.54)
vi) = —2m lim (z+b— .
w——ib+d (x —d+ib)(x —d—ib) (x —d — ib)?
= —2iT——— C.55
(—2ib)° (©59)
7r
= (C.56)

Retornando para a eq. (C.36) e adotando terminologia temos o seguinte:

0= —6ﬁ{m) + i) — [v) + m')} } (C.57)

™
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usando as egs. (C.39), (C.44), (C.49) e (C.54) em (C.57), obtemos a seguinte expressao:

Al x - _ W
T R - + 53| (- C.58
67T{ A4 (= 2ib+d)* [(Zib+d)2 4b2]} (C.58)
Al 1 1 1

F=5 et * : .59
6{262 (—2ib+d)° (2ib+d)2} (C59)

0 20%( — 2ib + d)° (2ib + d)” ! :
o Af (166" — 16b" + 8V*d? + 40 + d) (C.61)

6 3206 + 16b%d2 + 2b2d4 ) .
1= o 2

T 76 ) 3205 + 16b4d2 + 262d4 .
= 5\ 1 o

T 6 )| 3206 + 16b4d2 + 202d4 :

126%d% + d*) A

s = ( ) (C.64)

1202 (4b? + @?)”

assim, chegamos ao seguinte resultado da integral da contribuicao do vacuo na dire¢ao na

direcao z,
12b2d? + d*
= ( )2. (C.65)
w2 [n2 — n}] 1202 (402 + d2)
e Direcao 2
+o0o +oo
I’ :/ dxF(x)/ do' F(2'){E.(z)E.(x"))o, (C.66)
onde,
Az? 4 AL
(E.(z)E.(z'))o = - =, (C.67)
2 [ﬁ—:z — sz}
lembrando anteriormente, que
1 Ax
PR = n,Ax (C.68)



Substtituindo as egs. (C.68), (C.67) em (C.66), obteremos as seguintes integrais

abaixo:
+oo +oo Ar? + A_tj
I :/ dx/F(x')/ dzF(x) R (C.69)
—00 —00 7T2 |:$Tt22 _ ACC2:|
400 +oo Ar? + %
[S—/ dx'F(x')/ dzF(z) = 55 0 (C.70)
—o0 —oo 7T2nb3 [nbszQ;ﬂ . AZ’Q]

o= np° /_+Oo dzF(x) /_+OO dz' F(z') { Az® (ny® +n,°) }’ (C.71)

Az (n,? — nb2)3

+oo +oo 2 2
o_ " (mp® +mnp°) 1
I)= =N deF () /_Oo da:’F(a:’){ W T Aot (C.72)

As integrais acima foram realizadas seguindo os mesmos passos do caso da dire¢ao

Z. Sendo assim, o resultado da integral da contribuicao do védcuo na direcao 2 é :

ny (np? +np?)  (120%d* + d*)

=2 , C.73
o2 (ny? —my2)® 1202 (462 + d2)° ( )
+oo oo 1 T d—x
I = /OO dm/oo dx = [arctan(g) —|—arctcm( 2 )] X
1 x’ d—a 1
X~ [arctcm(z) + arctan( 2 ) (oo $/>4’ (C.74)

2 72 4
S (126%d* + d*) | (©.75)
1262 (402 4 d2)”
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Apéndice D
Integrais para Contribuicao Térmica

Para as integrais de contribuigao térmica, chamemos I,

1
1= (- 1)

onde,

1 [T b 1
IITM = —/ dx 5 5 —
) VAP e o)+ ipd)
T

IlTlm = ; ; R
[np(ib — ') + 1pf]

Agora é a vez de,
oo b 1
I = / dx ,
P e T+ (= d)? [ny(d + ib — o) + ipB)?
r T
T Iy (d +ib— ) + ipf
Substituindo a eq. (D.5) e eq. (D.3) em eq. (D.1) obtemos que:

>

T l T B T
le ™ o [n, (ib — z') +@'pﬁ]2 [ny (d+ib— ') + ipﬁ]2 ’

vamos substituir a eq. (D.6) em (D.7)

[T — Tp /+00 d:[:/dF(x/) ]’T

* 3m2n’ de

—0o0

assim,

OO +00 /
nb dF(z) 1
152_3 2 2R€Z/ dz’ da’ N R
Tt T e x [ny, (ib — ') + ipf]

1
B [n, (d+ib — a’) —|—2’p5]2}’
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com o auxilio do Apéndice (A), realizamos o cdlculo das integrais de (D.8) para I{,,:

N |
Illx = — dx B 2 . 2 <D9)
T J_ oo b+ 2® [ny(x — 2) + ipp]

aplicando o Teorema do Residuo nos polos de I];, conforme visto no Apéndice (A), assim

temos para o seguinte polos:

e Pdlos

x = +ib (1°ordem,) (D.10)
r = —% + a2’ (2°ordem) .

temo o contorno indicado na Figura D.1, note que os polos sao de primeira ordem, mas

4 Im

+ibX

—ib

Figura D.1: Contorno escolhido para realizagdo da integral I7 .

Fonte: Arquivo Pessoal.

7' estd sobre o eixo real. Logo temos que I7,, é

b 1

T oo .
I, = 2mi ;l_l:rllb (x — ib) (&= i) (z + ) (e — o) + ipB]Q (D.11)
b 1
= 2271'% b — o) £ AP (D.12)
T
" [nylib— ')+ ipBl” (4
T = T (D.14)

[n,(ib — o) + ipB)°
Agora, resolvendo a integral I, e aplicando o Teorema do Residuo nos polos

conforme visto no Apéndice (A), assim temos:

—+o0 1
I, = dx b : (D.15)
12x 9 2 2
—o0 v+ (*7: - d) [np(x —a') +ipp

65



e Podlos

x==xib+d (1°0rdem) (D.16)
r = —Z'Z—f + 2’ (2°ordem) ‘

temos o contorno indicado na Figura D.2, note que os polos sao de primeira ordem, assim

JI--[m

—ib}

Figura D.2: Contorno escolhido para realizagao da integral I, .

Fonte: Arquivo Pessoal.

T &
temos que I{,, é:

b 1
P il D.17
12z T (v i) (z —d—ib)(r —d+1ib) [n,(x — 2') + ipﬁ]Q ( |
b 1
b | __ (D.18)
2ib [np(d+ib— ') +ipf]
i " - (D.19)
[np(d +ib — ') + ipf]
o T (D.20)

[n, (d+1ib—a') + z'pﬂ]T

1., conforme visto no Apéndice (A) teremos o seguinte:

Vamos resolver para I,

oo b 1
A / da’ , D.21
e e T P2 [ny(ib— ) + ipB)° (B-21)

e Pdlos

' =+ib  (1°ordem)
- , (D.22)
' =1ib+ @fL—p (2°0ordem)

observe que no contorno indicado na Figura D.3, note que os polos sao de primeira ordem
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+ib

Figura D.3: Contorno escolhido para realizagao da integral I}, .

Fonte: Arquivo Pessoal.

em I} ¢
13, = 2mi lim (2’ +ib) , b , ! 5 (D.23)
w—>—ib (2’ +ib) (2" —ib) [n,(ib — ') + ipf]
b 1
= —2im— . — (D.24)
—2ib [n,(2ib) + ipp]
™
= D.25
2n,b + pB]? ( )
I, = R — D.26
21 2nb + AP (D.26)
Para a integral I, , utilizamos o Teorema do Residuo no Apéndice (A), assim
temos:
o / gt ! (D.27)
2 ) b2+ 22 [n,(d + ib — ') + ipB]”
e Polos
x' = +ib (1°ordem)
, (D.28)
¥=d+ib+ ii—f (2°0ordem,)
note o contorno indicado na Figura D.4, veja, que os polos sao de primeira ordem em I, ,
logo temos:
I, = —2mi lim (2’ +ib) b ! (D.29)
22z z—>—1ib (I' — ’Lb) (l” + lb) [np(d + b — m’) + @’pﬂ]Q ’
b 1
= —2im—— : — (D.30)
—2ib i, (d + 2ib) + ip]
_ T (D.31)

[n,y(d + 2ib) + ipﬁ]w
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¥ +ib

= Rl N K N ]

Figura D.4: Contorno escolhido para realizagao da integral I, .

Fonte: Arquivo Pessoal.

T T
T2a = [n,(d + 2ib) + ipB)* (D-32)

Aplicando novamente, aplicando o mesmo raciocinio visto no no Apéndice (A) em

T . .
155, para a integral abaixo

+o0 b 1
T / da! : D.33
e B = )2 [y (ib — o + ipB)) P

e Pdlos

¥ =+ib+d (1°ordem) (D.34)

' =ib+ i% (2°0ordem,)

note o contorno indicado na Figura D.5, os polos sao de primeira ordem em I, logo:

b b

o D.35
e = 2w I (0 = d ) o T @ —d =) b — ) 1 i )
b 1
= —2im—— ; 12 (D50
—2ib [n,,(—d + 2ib) + ipf]
) ?‘2’ (D.37)
[n,(d + 2ib) + ipf3]
oo +7 (D.38)

[ny(—d + 2ib) + ipB*
Por fim, realizando o mesmo procedimento para resolucao da integral I7, utili-
zando o Teorema do Residuo no Apéndice (A) desta forma temos:

+o00 b 1
o / ! , D.39
S 0?4 (' — d)? [n,(d + ib — 2') + ipB]* ( )
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+ib

iv)

Figura D.5: Contorno escolhido para realizagao da integral I .

Fonte: Arquivo Pessoal.

e Pdlos

¥ =xib+d  (1°0rdem)
o , (D.40)
' =d+ib+ ZZ;TP (2°0rdem)

observe que e estd sobre o eixo real, como mostrado no contorno indicado na Figura D.6,

como os polos sao de primeira ordem em I}, ¢ da seguinte forma:

4Im

+ib

Re

Figura D.6: Contorno escolhido para realizagao da integral I, .

Fonte: Arquivo Pessoal.
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b b
I}, = —2mi lim (2 —d+ib)

vd—ib (#' — d + —ib)(z' — d — ib) [n,(d + ib — 2') + ipf)*
(D.41)
b 1
- Qi : — (D.42)
—2ib [ny(—d + 2ib) + ipf]
™
= D.43
[2bn, + pB)° (D.43)
£ — D.44
= i + P P
Para a contribui¢ao térmica de I1 | teremos o seguinte cdlculo para 1,
1

substituindo as egs. (D.26), (D.32),(D.38), (D.44) em eq. (D.45) obteremos o seguinte

JE— l [ _ T B s .
o 7T (2npb + pﬁ)Q (np (d + 22[)) + ipﬁ)Q
T T
B B D.4
(np( — d + 2ib) +ipB)” (2npb+p5)z}» (D.46)
(§]
1 1
]T = —|:
T b8P (nylar 2 i)
1 1
D.47
: (np( — d + 2ib) +ipB)” " (2n,,b+p5)2]’ (D.47)

e substituimos a eq. (D.47) na eq. (D.8), obtemos finalmente

T ny - 2
Lo = 3m2n,? Rez [(

—2+
1 2n,b + pﬁ)

1 1
" (np(d + 2ib) + ipB)” " (np( — d + 2ib) + ’ipﬁ)z] : (D.48)

Usando agora, uma ferramenta puramente matematica da funcao digama visto no

Apéndice (B)) temos o seguinte:

> 1 v 7h—ai

— D.49
p; (a+ bz’p)2 b? ( b > ’ ( )
i 1 B _\11(1) <b + a>
= (a+ bp)? b? b
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Apéndice E
Integrais para Contribuicao Mixta

O desenvolvimento do cdlculo para T2 :

™ _i/+oodg;' L b (E.1)
e A2 T A — o) +iBP R+ '

e Polos

' =4ib  (1°0ordem)

: (E.2)
' =x+1iZ  (2°0rdem)
temos o contorno indicado na Figura E.1,
4Im
L}
+ib@
]
—ibg
Figura E.1: Contorno escolhido para realizacio da integral I2% .
Fonte: Arquivo Pessoal.
A=un,+n, >0, n,>mn
: (E.3)

B=upp >0
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o polo de IM  representado por e, estd exatamente na parte superior do plano complexo

e constitui uma série de polos sobre o eixo imaginario usando o Teorema do Residuo,

conforme visto no Apéndice (A) teremos o seguinte:

1 b 1
LY, = — { —2mi lim (2/+ib E.4
21x A2 { szi@ib(m +1 ) (l"—l-ib)(l’/—ib) [A(.T—l‘/)—i—iB]Q}’ ( )
1 b 1
M = — ! _2ig— , E.5
e A2 { —2ib [A(x + ib) + z’BF} (E:5)
1 T

I, =— : E.6
oA {[A(x +ib) + zB]Q} (=0

Assim, vamos resolver a integral I24 usando o Apéndice (A)

1 [t 1 b
Iy, = — / da’ , E.7
2: = 75 . x{[A(g;—x’)—l—iB]2bz+(xl_d)g} (E.7)
e Pdlos

¥ =d+1ib (1°ordem,) (E£3)

¢ =x+15,8>0 (2°0rdem)

o contorno indicado na Figura E.2, usando o Apéndice (A), o desenvolvimento do calculo

Im

+ibf—%

Figura E.2: Contorno escolhido para realizacio da integral I24 .

Fonte: Arquivo Pessoal.

para 31 :
1 b 1
M = — o i "—d+ib
20 = 73 { m lim (@ = d+ib) (@' —d +ib)(a' — d —ib) [A(z — a') + z‘B]Z} ’
(E.9)
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1 b 1
M — 29 , , E.10
B A2 { 20 [A(z — d +ib) + iB)? } (E10)

1 T
I, = — . E.11
e { [A(z — d + ib) + iB)? } (E.11)
Vamos, resolver a integral 125, usando o Apéndice (A)
oo 1 1 b
= / da' { — , E.12
2 —o0 A2 [A(x_x/)+2B]2b2+xl2 ( )

o desenvolvimento do célculo para I3 :

o /m da’ ! b (E.13)
23z — T xo ~ 279 2 (> -
A% J oo [A(x — ')+ iB] b+ o

e Podlos

' =+ib  (1°ordem)
/ . : (E.14)
' =x+i% (2°0rdem)

escolhermos o contorno debaixo, representado por polos de primeira conforme indicado

na Figura E.3,

+ibl

Real

Y
¥
Y

Ml e e &

Figura E.3: Contorno escolhido para realizacio da integral I24 .

Fonte: Arquivo Pessoal.

A=un — Ny, n>nb,',f1>0
g . , (E.15)

B>0>.2>0
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b 1

1
M — —{ —2mi lim (2'+ib , , , E.16
2z 7 1o ngz'b< ) (a' 4 ib) (2" — ib) [fl(x — )+ iB} 2 (E-16)
1 b 1

i = — Q2 57T 50 (E.17)

A —2 [A(x+z’b)—|—iB]

1 T
M [ —

Iy, = = . (E.18)

A [A(x +ib) + z'B} i

Utilizando o mesmo procedimento, para resolver a integral I21 usando o Apéndice

M = S /+ dx’ ! b (E.19)
24x 1 - 219 ’ 9 ) .
12 | [ (2 — ) iB] b? + (z' — d)

e Pdlos

¥ =d+ib (1°0rdem) (E.20)
¥ =z+ i% (2°0rdem) ’ ‘

ilustrando o contorno indicado na Figura E.4, note que o polo de I2! | representado por
4 Im

+ib@

4

Figura E.4: Contorno escolhido para realizaciao da integral I27.

Fonte: Arquivo Pessoal.

e, estd exatamente na parte superior do plano complexo e constitui uma série de polos

74



sobre o eixo imagindrio usando o Teorema do Residuo, conforme visto no Apéndice (A)

teremos o seguinte:

1 b !
Mo ) o " d+ib
2 = T s (@ +ib) (' —d +ib)(a' — d — ib) A(m — /) +iB ue
(E.21)
1 b 1
I%x == —2im 5T 2 (° (E-22)
A “H A~ d+iv) + B
1
o m _ (E.23)

A [A(m—d+ib)+i3r

O procedimento para resolver a integral I usando o Apéndice (A), temos que:

I —i/mda: b ! (E.24)
He A2 TR a? [Ax +ib) + B '

e Podlos

x = *+ib (1°ordem,)
, (E.25)
v =—i8 —ib (2°0ordem)

conforme ilustrado no contorno indicado na Figura E.5, note que o polo de I represen-

Y

—ibg

Figura E.5: Contorno escolhido para realizacio da integral I .

Fonte: Arquivo Pessoal.

tado por e, esta exatamente na parte superior do plano complexo e constitui uma série de
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polos sobre o eixo imaginario usando o Teorema do Residuo conforme visto no Apéndice

(A), teremos o seguinte:

1 b 1
™M — — 297 lim (x —ib , , , E.26
Hz ™ 42 { m%ib( ) (x —ib)(x + ib) [A(x+ib)+iB]2} ( )
1 b 1
M = — 2im— } , E.27
Lz ™ 42 { 2ib [A(2ib 4 ib) + iB)’ (E27)
1 T
M=y — . E.28
11z AQ { [A(Qab —l— B)]Z } ( )
Contudo, vamos resolver a integral I usando o Apéndice (A) temos que:

1 [t b 1
M = / dx , E.29
eA2 | T+ a? [A(x — d — ib) + iB]? (E.29)

e Pdlos

x = +ib (1°ordem)

, (E.30)
x=—i8 —ib (2°0ordem)
como mostrado no contorno indicado na Figura E.6,
Jl]:m
+ib§
| Re
»
—iba ]
L]
8
Figura E.6: Contorno escolhido para realizacio da integral I .
Fonte: Arquivo Pessoal.
1 b 1
M — — 2 2mi lim (v —ib , , , E.31
122 A2{ Hib( )(x—zb)(x+@b) [A(x—d+ib)—|—iB]2} ( )
1 b 1
M = — 2%ir— } , E.32
120 7 42 { 2ib [A(2ib — d) + iB)? (7-82)
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™ !

A { [A(2ib —:l) + iB]Q} ' (E.33)

Além disso, vamos resolver a integral I'Y usando o Apéndice (A) temos que:

1t b 1
I == / da E.34
e A2 TR (o~ d)? [A(x + ib) +iB)’ (134

e Pdlos

r=d+1ib (1°ordem)
: (E.35)
v =—i8 —ib (2°0ordem)

escolhermos o contorno da parte de cima, representado por polos de primeira como ilus-

trado na Figura E.7, conforme visto no Apéndice (A) teremos o seguinte:

Jll-[m

Re

¥

—ib}

Figura E.7: Contorno escolhido para realizacio da integral I7% .

Fonte: Arquivo Pessoal.

1 b 1
I, = —q2mi i —d—ib E.
15z = A2 { sz—}glkib<x ib) (x —d —1ib)(x — d + ib) [A(m+ib)+iB]2}’ (E.36)
1 b 1
I, = — { 2im— , E.37
T 42 { "2ib [A(d + 2ib) + 13]2} (E.37)
1 ™
) —— . E.38
A { [A(d + 2ib) +iB]* } (1-38)
Vamos calcular para o termo I{y,:

1 [t b 1

16z A2 /OO xbz + ([E —d ( 39)

)? [fl(x—d%—ib)JriBr’
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e Podlos

x=d=xib (1°ordem) (E.40)
v=d—1i8 —ib (2°ordem) ’ .

observe que, escolhermos o contorno da parte de cima representado por polos de primeira

como mostrado na Figura E.8, conforme visto no Apéndice (A) o procedimento do célculo,

Im

Re

Figura E.8: Contorno escolhido para realizacio da integral I77 .

Fonte: Arquivo Pessoal.

¢ o seguinte:

1 b 1
Iy, = —<32mi i —d—ib )
162 Az{ mi lim, (@ i) (x —d—ib)(x — d + ib) [A(x—d+ib)+iB]2}

(E.41)

1 b 1
M = — 3 2in— , E.42
162 AZ{ 7T2ib[A(2ib)+z’B]2} (-42)

fﬂ?x:—%{m}. (E.43)

As integrais para contribuicao térmica em I é:
M 4 7% A.
o [i5. ¢ I3, trocando A por A;
M 4 7% A.
o [y, €I, trocando A por A;
[M

o IM &I trocado A por A;

IM &It trocado A por A.

78



Calculando o termo I}, :

1 [*e° b 1
J F e p— / dx , E.44
e Az TR+ a2 [A(z +ib) + iB) (E44)
1 T
=y — E.45
oA {[A(2ab + B)]Q} (545
e portanto,
1 T
= BT REPNSE (E.46)
[A(Qab + B}
Agora, o termo 14, :
1 [T b 1
Iy, = — / dx E.47
e Az ) TR+ 2 [A(x — d — ib) + iB)? (EA7)
1 T
) F e p—— , E.48
e A2 {[A(Qib —d)+ z’B]Q} (E.48)
e portanto,
1 T
M = AR S0 (E.49)
[A(Qz'b —d)+ iB]
Fazendo, para o termo I}¥ :
1 [t b 1
| e — / dx , E.50
PrA2 [ T8+ (= d)? [A(z + ib) + iB)? (E.50)
1 s
Iy, =— : E.51
e 42 {[A(d + 2ib) + z'B]2} (E:51)
e portanto,
1 m
= SARE S p (E.52)
[A(d 4 2ib) + z’B}
Agora, vamos calcular para o termo I, :
1 [* b 1
Ige = == / da— > 5 (E.53)
A Joe P A (@—d) A = d+ib) +iB|
1 T
M- — i — E.54
deste jeito, podemos ter o seguinte:
1 T
g === ——= 5. (E.55)

A [@dv+ B) i
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Podemos escrever as integrais para contribuicao mixta I

M= Reiiy,
p=1

Mo e (u* = 1)
= — U/—,
T ont [ A2[24b + B)?
podemos chamar,
Mo ™ e (W1

Tt ), mpaem

em que,

A%[2Ab + B)® = (un, + mp)? [2(uny, + nyb) + puf)”

desenvolvendo o calculo, temos

A%[24b + B)* = n,”? (u + @> (2bn,, + p3? [u +

Tp

A% [24b+ BT* = n,* (2bn, + pp)* (u + a)” (u +

onde podemos chamar @ e b de

- np
a=—
Tp
~ 2
h— M
2n, + pfB

Portanto, escrevemos I} da seguinte forma

b

M M /+°O (u? — 1)
- 214 (2bny, +pB)% J1 (u+ @)% (u+ b)?

A integral (E.64) é tabelada, o resultado nela é :

80

2nbb
2bn, + pps

!

Y

’

I

, da seguinte forma:

(E.56)

(E.57)

(E.58)

(E.59)

(E.60)

(E.61)

(E.62)

(E.63)

(E.64)



e Integral (E.65)

w? —1

[m(u+@%u+@fm

_|_

1 2
a3+ 3c2a — 3 — 3a20{ e
2ln(a+ l)ca+

2a — 2ln(1 — c)ca +2— QZn(l + c)}

a® + 3c%2a — &3 — 3a2e “
ZZn(a + 1) [ca — 1} +

2ln(1 + c) [1 — ca] +2a+c* — 20}

1
— 2lca —1
ad +3c2a — 3 — 3@20{ [ea—1] +

(ln(a + 1) — ln(c+ 1)> +

a@—a)—d?—@}

1

e 3{2[061— 1] (ln(a+1) +

in(c+1)) +

a@—a)—q2—q}

(a—l—l)

_—(a _1 0)3 {2[0@ — 1]ln< (c+ 1)
a(2 — a) —0(2—0)},

)+

a equacao (E.65) também é a mesma equagao (4.85) do capitulo (4).

ee Para a a integral (E.70), temos o seguinte calculo:
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¥ (vt]) B 1
/1 (u+a)2(u+c)2du B _(1+C)(1+a)(a—c)3{_(a_c)X

X (a2 + a’c + ac2) +

+ 2—In(1+¢)|2(1+¢)(1+a)(1+ac)

} (E.70)
1

ST TS

+ a+a02+02+c)+2

+

+ ln(1+a) 2(1+C)(1+a)(1+ac)

+ (I4+¢)(1+a)(1+ac) x

} (E.71)

(1 + a)c2 +

ln(l + a) — ln(l + c)

1

- _u+¢x1+@@kﬂf{_%a_®

+ (a®*+1)c+a(a+1)+

+ 2

+2(14¢)(1+a)(1+ ac) x

} (E.72)
1

- _(1+c)(1+a)(ac)3{(ac) -

ln(l + a) — ln(l + c)

X (1+a)(62—|—a)+

+ (_aQ+1)c+2(1+c)(1+a)(1—|—ac) X

} (E.73)

_ ] ! 3{—@—dx
(1+4a)

(1—1—0)(1—1—&)(&—0)
m }, (E.74)

obtemos o resultado, desta integral usando maplesoft onde 8 = @, n, = ny e ny = n,.

X |in(l+a) —In(1+c)

X (02+a)(1+a)—|—(a2—|—1)c+

+ 2(1 + c) (1 + a) (1 + ac)ln
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Assim, ficamos com [37

. ny [T 1
Igg__4/ du(u® — 1) o
474 J, A2[A(2ib — d) + iB]

podemos escrever os valores de A e B como

A =un,+ny
B = upp,

onde:

A% [A(2ib — d) + iB]” = (un, 4+ m)? [(un, + ny)(2ib — d) + iupf)”

A%[A(2ib — d) + iB)* = n,*(2ibn, — dn, + ipf) (u + @) X

T

(2ib — d)ny, r |

X + = .
(2ibn, + ipbeta — dn,)
em que os valores de a e ¢

~ Ny
a=—

My

2ib —d

i (2ib—dn,

(2ibn, + ipp — dn,)’

A%[A(2ib — d) + iB)* = ny? (—dn,, + 2ibn, + ipB)* (u + a)*(u + &),

) +oo 21
Ly, = o : QX/ du (lfz )~2‘
dmingy? (—dny, + 2ibn, + ipP) 1 (u+a)(u+e)

Assim, escrevendo I temos

RZ/ du— =Y

s
podemos chamar os valores de A e B como,

A =un, —ny
B = upp,

onde:

~ _ 2
A [2Ab + B} = [(un, — np)b+ upf]®
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(E.75)

(E.76)
(E.77)

(E.78)

(E.79)

(E.80)

(E.81)

(E.82)

(E.83)

(E.84)

(E.85)
(E.86)

(E.87)



- . 2 Ny 2 2bnb 2
ARAV+B| =n [u——1] (2n,b 2y — ——— E.
240+ B| =n, (u n) (2n,b+ p5) [u 2npb+pﬁ] , (E.85)
em que os valores de @ e b
O
= — E.
a = (E.89)
anb
6= —— > E.
¢ bt (E.90)
- 2 12
A [2Ab + B} = n,2(2n,b + pB)*(u — @)? [u - b} , (E.91)
+<X> _ 1)
M — SR / (v . E.92
Y ) (2n b+ pB)? c Z a)2(u — b)? (E.92)

obtemos o resultado, desta integral usando maplesoft onde 8 = @), n, = ny e ny = n,.

Agora, escrevendo I, temos :

_ _ReZ / m Gl (E.93)

[ (2zb—d)+z’B]2,

podemos chamar os valores de A e B como,

A =uny, — ny, (E.94)
B = upp, (E.95)

onde:
A [A(Zib —d) + @'B} " (uny — o) [(uny — o) (2ib — d) + iupB)’, (E.96)

fl[[l(%b —d) + iB]2 =n,” (u— Uy )(2ibn,, — dn,, + ipB)* x

Tp

2ibny, — npd 2
— E.
8 (u 2ibn, — dn,, + zpﬁ) ’ (E97)

em que os valores de a e d

i= % (E.98)
7 (2Zb — d)nb
d= (2ib — d)n, + ipB’ (E99)
~ ~ 2 12
A [2Ab n B} = n,2(2n,b + pB)*(u — @)? [u . b} , (E.100)
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= T , Rei /+oo u— =D (E.101)
47*n,?(2ib — dn, + ipB) =) (u—a)?(u— d)?

obtemos o resultado, desta integral usando maplesoft onde 8 = @, n, = ny e ny = n,.

Agora,para I temos

R /%o du (w®~ 1) - (E.102)
At ), A2 [A(2ib + d) + iB]

podemos escrever os valores de A e B como,

A = un, + ny, (E.103)
B = upp, (E.104)
onde:
A?[A(2ib+ d) 4 iB)* = (un, + m)? [(un, + ny(2ib + d) + ipuf))’ (E.105)
n 2
A%[A(2ib + d) + iB)* = n,* (u + n—b) [u(2ibn, + dn,, + ipB) + 2ibny, + npd]”,  (E.106)
P

A2[A(2ib + d) + iB]" = n,2(2ibn,, + ipfB + nyd)?(u + @)>x

2ibn, 2
E.107
8 <u—|— 2ibnp+npd+ip6> ’ ( )

onde podemos chamar os valores de a e h

i= 2 (E.108)
Tp
~ 2ibnb
h = E.109
2ibn,, + nyd + ipB’ ( )
B +oo 2 _ 1)
. _ / du— _ E.110
T Aring2(2ibn, + ipB + nyd)? J, (u+a)*>(u+h)? ( )

adquirirmos o resultado, desta integral usando maplesoft onde 8 = @, n, = n; e n, = n,.

Logo, para I}, temos

- +oo 1
R = S du(u® — 1)

b (E.111)
A [!1(2@'6 +d) + iB]
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podemos chamar os valores de A e B como,

A =uny, — ny, (E.112)
B = upp, (E.113)
onde:
T 2
A2 [A(Qz‘b +d)+ z’B] = [(un, — ny)(2ib + d) + ipuf]? (E.114)

A2[A(2ib+ d) +iB]* = n,2 (u — ~2)*(2ibn, + nyd + ipB)*x

Tp
o
|y 2mibtmd T (E.115)
2ibny, + nyd + ipS
T~ 2
A2 [A@2ib+d) + z‘B} = n,(2ibn, + nyd + ipB)2(u — @)2(u — §)2, (E.116)
onde podemos chamar os valores de a e ¢
~ Ty
=2 E.117
o= (B.117)
- 2npib + npd
= E.118
1 2ibn,, + n,d + ipp’ ( )
+oo 2
~ ny (u B 1)
I = d E.119
60 4min,4(2ibn, + nyd + ipB)? /1 u(u —a)?(u—q)? ( )

este resultado, é obtido através das integrais (E.65) e (E.70) via maplesoft onde 5 = @,

n, = np e n, = n,. Para as integrais de contribuicao térmica: I. M vamos aplicar teo-

2x)

rema dos residuos do Apéndice (A) para resolvemos as integrais e ficamos com o seguinte

resultado:

1 [r 1 b
L, =— dx’ E.120
21z AQ [OO T [A(x—x/> +ZB]2 b2+x/2 ( )

1 us
Ll =— : E.121
deoA { [A(x + ib) +iB]” } (B121)
Sendo assim, vamos calcular 127

1 [t 1 b
Ly, = — / da’ E.122
292 A2 . X {[A(x_x/)_'_ZB]Z b2+(x/_d)2} ( )
A { T } . (E.123)

20 A% | [A(z — d + ib) + iB]?
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; M
Agora, é a vez de I3,

Foo 1 1 b
Ll = / dr’ { — s 0
—o0 A [A(x — ')+ iB] b+
v 1 U
23x

A2 [A(x +ib) + iB} i

O mesmo procedimento, para 37
1 [ 1 b
Iy, = E/ da’ - 202 4 (2/ — d)2
—o0 [A(x — )+ iB]
1 T

[[1(3: —d+ib) + iBr

onde,
e Ou seja, 124 ¢ I, trocado A por A;

e Ou seja, 131, & I3, trocado A por A.

(E.124)

(E.125)

(E.126)

(E.127)

Enfim, encerramos com os procedimentos dos calculos em todos os apéndices.
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