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RESUMO

Neste trabalho o enfoque é em uma revisao bibliogréfica das aplicagdes dos nimeros complexos
sobre os teoremas de Menelaus e Ceva, teoremas esses bem conhecidos no meio da matematica.
As aplicacdes dos pontos destes teoremas usando a parametrizacdo dos complexos ainda é
pouca vista no nosso dia a dia, mas que é bem interessante quando aplicada de maneira correta,
a juncdo dos complexos com a geometria euclidiana plana faz surgir novos meios de utilizar a
matematica. Sendo assim, de antemao neste trabalho falaremos primeiro da histéria de como
todo o conjunto foi desenvolvido, desde dos primeiros problemas de raizes de nimeros
negativos apresentados na matemadtica até os dias atuais. Depois foi necessdrio destacar as
propriedades que compde o conjunto numérico e alguns conceitos da Geometria euclidiana
plana, feito isto, seguimos para as demonstracdes que € o objetivo principal deste trabalho,
assim demonstrando os teoremas que foram citados acima.

Palavras chaves: Numeros complexos; Teoremas de Menelaus e Ceva; Geometria euclidiana
plana.



ABSTRACT

In this work the focus is on a bibliographic review of the applications of complex numbers on
the theorems of Menelaus and Ceva, these theorems well known in the field of mathematics.
The applications of the points of these theorems using the parameterization of complexes is still
little seen in our daily lives, but which is very interesting when applied correctly, the
combination of complexes with flat Euclidean geometry gives rise to new ways of using
mathematics. Therefore, beforehand in this work we will first talk about the history of how the
whole set was developed, from the first problems of roots of negative numbers presented in
mathematics to the present day. Afterwards, it was necessary to highlight the properties that
make up the numerical set and some concepts of flat Euclidean geometry.

Keywords: Complex numbers; Theorems of Menenlaus and Cevas; Plane euclidean
Geometry.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como finalidade abordar a histéria dos nimeros complexos com base
nas contribui¢des significativa de diversos matemdticos que colaboraram para o
desenvolvimento do conjunto. Logo em seguida, seguiremos com apresenta¢do do conjunto
numérico e suas propriedades para que possamos demonstrar dois teoremas muito importante
na geometria plana, teoremas esses que sao de “Menelaus e Ceva’’.

Prosseguindo iremos utilizar nesse trabalho dois ramos da matemadtica a introducdo dos
conceitos da geometria plana e os nimeros complexos, trabalhando em conjunto vamos mostrar
o papel fundamental para a demonstracdo dos teoremas abordados. Entretanto para prosseguir
com a demonstracdo dos teoremas citado € necessdrio ter uma visualizagdo geometricamente
da proposicao. E a visualizacdo em matemadtica, permite uma organizagdo de relacdes. Também
pode dar pelo menos uma apreensdo e o que a visualizagdo apreende pode ser o inicio de uma
série de transformacoes, o que faz o seu poder inventivo (DUVAL 1999).

O objetivo do determinado estudo tem como base uma revisdo de literatura sobre
geometria plana e nas propriedades dos nimeros complexos, para que possamos observar a
grande importincia na demonstragdo dos teoremas de Menelaus e Ceva.

Dessa forma iremos revisar diversas referéncias sobre o tema para poder mostrar a real
importancia dos nimeros complexos e suas aplicacdes em diversos ramos do nosso cotidiano e
ndo s6 na matemdtica em si. Mas o enfoque deste trabalho serd apenas a aplicacao dos teoremas
citados acima.

A vista disso, € necessdria uma revisdo de literatura sobre o determinado tema
(Aplicacdes dos nimeros complexos na geometria euclidiana plana) para o leitor entender a
temadtica especifica que vai ser tratada durante o trabalho, pois as revisdes t€ém a funcdo de
preencher as lacunas existentes na literatura através da combinacdo de diferentes pesquisas
bibliograficas (CORDEIRO, 2007).

E nesse sentindo, para entendermos o presente trabalho € necessdria uma dominacao

basica dos contetidos de geometria euclidiana plana e dos niimeros complexos.
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1. HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo é abordado a histéria dos niimeros complexos desde a criacdo do conjunto
até o surgimento completo desse novo conjunto numérico. Para esta abordagem tivemos como
base os livros de lezzi (1977), Fundamentos Elementares da Matematica (volume 6), Tatiana

Roque (2012), Histéria da Matematica e Boyer (2003) Histéria da Matemaética.

1.1 SURGIMENTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Como nasce um problema? Vejamos que sempre € através de alguma necessidade que
estd precisando para suprir algo relacionado ao que esta sendo trabalhado. Sendo assim, o
surgimento dos nimeros complexos veio para dar respostas aos para problemas que desafiaram
matematicos durante séculos, problemas esses que surge por exemplo ao tentarmos calcular
raizes quadradas de nimeros negativos.

Dai entdo, tivemos diversos matematicos que trabalharam duramente nos estudos de
raizes quadradas de nimeros negativos, mas o surgimento mesmo dos ndmeros complexos
ocorreu no século XVI, com o matemdtico Scipione Del Ferro (1465 - 1526) que
hipoteticamente desenvolveu a solu¢do para a equacdo de terceiro grau do tipo
x® 4+ px = g . Entretanto seus trabalhos ndo foram publicados devido a sua morte, mas
foram passados para alguns dos seus alunos.

Um dos alunos de Del Ferro chamada de Antonio Maria Fior desafiou o matematico

italiano Tartaglia (1499 — 1557) para tentar desenvolver a solucdo da equacdo de terceiro grau

3 _ . ~ . . ~ )
x” + Ppx = q, Tartaglia ndo s6 conseguiu resolver essa equacdo, mas também

desenvolveu uma técnica para encontrar a solucdo geral para qualquer equacdo da forma

z® + px? = q, sendo assim, Tartaglia ja estava comecando a entender realmente o
problema que estava por vim com o avango das suas solucgdes.

Outro matemético que também se interessou por esse desafio foi Girolamo Cardano
(1501 - 1576). Inicialmente Cardano queria que Tartaglia compartilhasse a solu¢do que ele
desenvolveu para as equagdes cubicas nesse formato x? + px? = d, mas essa tentativa
de obter as solugdes compartilhadas por Tartaglia ndo teve €xito no comeco, mesmo
prometendo colocar os créditos para ele em seus futuros trabalhos. No ano de 1545 Cardano
conseguiu convencer Tartaglia e através das suas resolucdes publicou um livro chamado “‘Ars

Magna’’, mas ndo deu os créditos que foi prometido para ele.
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Cardano (1501-1576) era um matemadtico que trabalhava com quantidades negativas,
tendo em mente que no século XV e XVI era bastante dificil trabalhar com essas unidades,
devido a consisténcias dessas operagdes, entdo Cardano admitir quantidade negativas como
raizes de equagdes, mas ele designava como solugdes “ ficticias”. Isso mostra que naquela época
o reconhecimento da utilidade préitica dessas quantidades, ndo era considerada ndmeros.
Entretanto, Cardano ndo conseguia compreender as solugdes das equacdes cuibicas tratada por
Del Ferro e Tartaglia que sempre envolviam as raizes quadradas de nimeros negativos, diante
desse pressuposto Cardano ndo seguiu em diante nos estudos.

Por fim, outro matemdtico que se interessou sobre raizes quadradas de ndmeros
negativos foi o italiano Rafael Bombeli (1526 — 1572), que defendia a existéncia dos nimeros
imagindrios para resolucdo de equacdo do 3° grau era essencial para compreender e resolver
essas equacdes. Nesse contexto em 1572, Bombeli publicou um livro chamado L’ Algebra em
que nele constava processos operatérios com raizes quadradas de ndmeros negativos, desta
forma Bombeli deu a percep¢do para outros matematicos contribuir para esse novo conjunto

numérico que estava sendo criado.

1.2 O SURGIMENTO DO TERMO “NUMEROS IMAGINARIOS”

Os primeiros conceitos de nimeros imagindrios foram introduzidos por René Descartes

(1596 — 1650) ao ser indagado sobre uma equacao de terceiro grau z’ —6z°+ 13z —10=0
. Logo, através dos seus estudos imaginou que por ser uma equacdo de grau 3 teriam
necessariamente de ter 3 trés raizes para essa equacdo. Mas ao fazer a andlise da equagdo e
tentar achar suas raizes conseguiu somente a raiz real dada pelo nimero 2, a partir dessa
conclusdo Descartes designou que as vezes as raizes de uma equacdo podem ser falsas ou reais,
varios métodos para tentar achar as formas para encontrar as raizes que faltavam foram
desenvolvidos, mas que ndo tiveram €xito. Assim conseguiu designar que existem raizes que
ndo conseguimos deixar de ser imagindrias, dessa forma surgiu o primeiro conceito de raizes
imagindrias.

Para falarmos do termo imagindrio, agora vamos prosseguir mais adiante e falar sobre
o matemdtico Cardano. Cardano foi uns dos pioneiros a desenvolver uma técnica para resolver
equacgoes do terceiro grau que envolvia raizes quadradas de nimeros negativos, mas um dos

seus discipulos chamado Bombelli (1526-1572), compreendeu melhor o termo imagindrio e
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conseguiu introduzir melhor na dlgebra dos nimeros complexos, todavia Bombelli afirmava

que os numeros complexos eram inuteis e “sofisticados”.

13 A CONSTRUCAO DO CONJUNTO NUMERICO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Para a constru¢@o do conjunto dos ndmeros complexos diversos matematicos tiveram
contribuicdes, porém em nosso estudo vamos focar nos matematicos Thomas Harriot, Girard,
Descartes, Gaspar Wessel, Abraham de Moivre, Carl Friedrich Gauss.

Harriot nasceu em 1560, foi um pensador contemporaneo que sempre foi envolvido no
meio das ci€ncias matemadticas, decidiu trabalhar em vdérias 4reas, entre elas, navegacao,
astronomia, 6tica, geometria e dlgebra. Fundou a escola inglese de dlgebra e umas das suas
principais contribui¢des foi na criacdo de uma linguagem simbdlica sempre dando destaque aos
numeros negativos, mas ndo admitia nimeros negativos como raizes de equacdes. Também
teve contribui¢do em desenvolver um método para solucionar as raizes positivas de equagdes
de 3° e 4° grau. Sendo assim, Harriot ganhou fama de grande matematico naquela época com
seus trabalhos em andlise matemética que elevou o status da dlgebra, que servia para resolucdes

de problemas aritméticos.

Figura 1- Thomas Harriot (1560-1621)

Fonte: High alyitude observatory, 2003.

Albert Girard nasceu em 1595 e de inicio trabalhou como professor de matematica,
engenharia, 6ptica e muisica. Com todas suas despesas financiadas pela a corte, teve boa parte
da sua vida dedicada a trabalha com dlgebra e trigonometria tendo também influéncia no
desenvolvimento das férmulas para cédlculo da drea de tridngulo e na parte da algebra
desenvolveu esbocos para o teorema fundamental da dlgebra. Umas das principais intervengdes

foi que ele admitiu nimeros negativos como raizes de equagdes. Girard nos seus trabalhos
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escreveu um livro chamado Invention nouvelle en [’algébre, no ano de 1629. Neste livro é

demonstrado que equacdes podiam ter raizes negativas e imagindrias.

Figura 2- Albert Girard (1595-1632).

Fonte: Biblioteca do Museu Oceanografico D. Carlos I, Aquério Vasco da Gama,

2007.

Descartes nasceu em 31 de marco de 1596 na cidade na francesa La Haye, foi um
matematico e filésofo renomado naquela época considerado por muitos o “ Pai da Filosofia
Moderna”, afamado como uns dos maiores pensadores importante no periodo moderno e pai da
matematica moderna. Em relagdo as suas grandes facanhas, teve grande influéncia na revolugao
dos numeros complexos interpretando geometricamente os termos aritméticos. Em suas
pesquisas cientificas conseguiu desenvolver uma jungdo entre a dlgebra e a geometria assim
denominando um novo ramo da matemdtica, a geometria analitica. Sendo assim, essa nova

geometria criada teve papel fundamental para a criagdo dos célculos diferencial e integral.
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Figura 3- René Descartes (1596-1650).

Fonte: Conhecimento cientifico, 2005.

Caspar Wessel foi um matemadtico e cartégrafo noruegués que nasceu em 1745, estudou
na universidade de Copenhage, mas devido a situagdes financeiras nao conseguiu terminar o
curso de direito, dessa forma prosseguiu sua carreira trabalhista na drea da cartografia onde
serviu a comissao Dinamarquesa de Agrimensura. Nesse meio tempo, Wessel se dedicou a
trabalhos relacionados a matemdtica, porém por muitos tempos seus trabalhos passaram
despercebido e s6 em 1897 foi redescoberto e perceberam a grande facanha que tinha
desenvolvido, que era descrever a interpretacdo geométrica dos nimeros complexos como

pontos no plano complexos € como vetores.

Figura 4- Caspar Wessel (1745 -1818).

Fonte: Mac tutor, 2000.
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Abraham de Moivre foi um matemaético francés que nasceu na cidade de Vitry, mas boa
parte da sua carreira profissional se desenvolveu na Inglaterra. Nos seus estudos focou no
desenvolvimento da geometria analitica, sendo assim uns dos pioneiros a trabalhar nessa nova
drea que estava surgindo naquela época. Também teve grande contribui¢des na teoria das
probabilidades, em relacdo aos nimeros complexos teve a grande ideia grande de relacionar

operacdes mais avancadas com nimeros complexos envolvendo a trigonometria.

Figura 5- Abraham de Moivre (1667-1754).

Fonte: Modelo estatistica, 2013.

Carl Friedrich Gauss nasceu em 1777, em Brunsvique na Alemanha. Conhecido também
como principe da matemaética foi um matemaético que teve diversas contribui¢cdes em ramos das
exatas entre elas dando enfoque para a teoria dos niimeros, em relacao a teoria dos ndmeros sua
grande descoberta foi 0 método dos minimos quadrados e a prova da reciprocidade quadrética.
Também foi intitulado como fisico e astronomo e na sua carreira académica sua grande tese de
doutorado foi de solucionar os problemas de equacdes algébricas, que assim deu origem ao

famoso teorema fundamental da 4lgebra.
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Figura 6- Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Dando sequéncia ao trabalho agora vamos apresentar os nimeros complexos na visao

de Cardano e Hamilton.

14  NUMEROS COMPLEXOS DE GIROLAMO CARDANO A WILLIAM ROWAN
HAMILTON

Cardano iniciou seus trabalhos resolvendo o problema de dividir o nimero 10 em duas
partes cujo produto é 40, provou (multiplicando) que 5 + v —15 ¢ 5 — vV —15 raizes de
x? + 40 = 10z, constituem a solugdo. Além disso, desenvolveu uma férmula que mais

tarde iria ficar conhecida por “férmula de Cardano” a qual podemos segue abaixo.

3 m?3 n? n 3 m?3 2
x = —t—+ = —

i n n
27 4 2 27 4 2

. p ~ 3 _
Entretanto ao aplicar sua férmula na equagio €~ = 19 + 4, obteve o resultado

3 3
= \/2 tv-l121+ \/2 — V121 gendo assim, o grande impasse de Cardano era saber que

x=4 era uma raiz dessa equacdo, porém nao sabia como transformar essa expressao no nimero

4.
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Apesar disso, 0os nimeros complexos por muito tempo passaram a ser um mistério e sé
a partir do século XVIII para o XIX que comegaram a aprofundar os estudos desse novo

conjunto que estava sendo construido.

Figura 7- Girolamo Cardano (1501 — 1576).

Fonte: Ciéncia fotografia, 2019.

Os primeiros avancos Hamilton em relacdo aos nimeros complexos foi um artigo
desenvolvido e publicado em 1833. No artigo Hamilton introduziu a 4lgebra formal dos
nimeros complexos, que tinha como foco bdsico o conceito que para ele os nimeros eram
formados por pares ordenados de nimeros reais, com quais definiam as seguintes operagoes.

(aab) + (Cad) — (a+cab+d)
(a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + be)

Nesse formato, temos a ideia de um par ordenado (a,0) que corresponde ao nimero

real “a” € igual ao par ordenado (_1= 0) = _1, tal que, tomando L= (U, _1) ,
i? = (0,-1).(0,-1) = (~1,0) = —1_ Dessa forma aparecia uma explicacdo logica para a
simbologia vV —1 .

Seguindo seus estudos Hamilton decidiu da um passo mais adiante e comecou a
trabalhar buscando uma 4lgebra que fosse para vetores no espaco tridimensional e dedicou boa
parte da sua vida nesse novo trabalho. Durante seus estudos teve como descoberta dos
quartérnions que era representado da seguinte maneira @t bi+cj+dk, em que
it = j2 =k’ = —lij =k = —ji,jk =i= —kje ki = j = —ik_Sendo assim esse novo

trabalho foram considerados por muitos naquela época como um grande avan¢o na matematica.
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Figura 8- William Rowan Hamilton (1805 - 1865).

Fonte: Enterprise Ireland Portrait Gallery, 2004.

Prosseguindo apds esse breve capitulo que apresentamos sobre a histéria dos ndmeros

complexos, iremos apresentar a estrutura desse novo conjunto.
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2. ESTRUTURA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Nesse novo capitulo iremos apresentar as propriedades do conjunto dos ndmeros
complexos. A base principal desta apresentagdo o livro de lezzi (1977) fundamentos de
matemadtica elementar e as dissertacdes de Breno Arcanjo Cruz (2019) aplicagdes dos nimeros
complexos 4 geometria analitica plana, Vitail José Rocha (2014) niimeros complexos e o
teorema fundamental da 4lgebra e Leonardo de Mattos Bastos (2013) nimeros complexos e

geogebra.

2.1 OPERACOES COM PARES ORDENADOS
Considere o conjunto dos nimeros reais denotado por IR e o produto cartesiano entre
R x R= Rz, dado por:
R? = {(z,y) |z € Rey € R}
Istoé, R? ¢ 0 conjunto dos pares ordenados (x,y) em que x e y sdo nimeros reais.
Para definirmos igualdade, adi¢do e multiplicacdo, iremos considerar dois pares ordenados

(a,b) e (c,d), no conjunto do R2.

Igualdade:
Dado dois pares ordenados, s6 serdo iguais se, € somente se, apresentarem primeiros termos

iguais e segundos termos iguais.

(a,b) =(c,d) = a=c e b=d
Adicao:
A soma entre dois pares ordenados € definida da seguinte maneira soma os dois primeiros
termos de cada par ordenado e novamente fazendo o mesmo procedimento para o segundo

termo. Assim a adi¢ao de pares ordenados ficard representado por:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢c, b+d)

Geometricamente a soma de pares ordenados é representado da seguinte maneira:
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Figura 9- Soma entre dois nimeros complexos

50

40

30

20 z.W W1

Fonte: Autoria prépria, 2022.
Multiplicacao:
O produto entre dois pares ordenados é dado da seguinte maneira o primeiro termo € a
diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto dos segundos termos dos pares
dados e cujo segundo termo € a soma dos produtos dos primeiros termos de cada par dado pelo

segundo termo do outro.

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

O conjunto dos niimeros complexos é representado por C, sendo assim é definido por o
conjunto dos pares ordenados de nimeros reais nos quais sdo vdlidas as trés propriedades a

cima “ igualdade, adicdo e multiplicagdo”. E comum representar cada elemento da seguinte

forma (wa y) pertencente aos C com o simbolo 2:
z2€eC& 2= (z,y), sendo z,y €R

Desta forma através das propriedades de adicdo e multiplica¢do iremos denotar o uso da

associatividade, comutatividade, elemento neutro e por fim a existéncia do elemento simétrico.



Sendo 21,22,23 € C, na adi¢do, temos:
Associatividade:
(21 + 29) + 23 = 21 + (22 + 23), Vz1,29,23 € C
Comutatividade:
21+ 20 =29+ 21, Vz1,29 €C
Existéncia do elemento neutro:
de, €C| z4+e,=2,Vz €C

Existéncia do elemento simétrico:

Vz €C,dz" €C| z4+2z" = e,

Seguindo de maneira andloga, tomando <15 22, 23 & C, na multiplicacdo, temos:

Associatividade:
(21.22). 23 = 21.(22. 23), Vz1,292,23 €C
Comutativa:
Z1.29 = 29.21, Vz1,29 € C
Existéncia do elemento neutro:

Jde, €C| z.epy=2,Vz €C

21
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Existéncia do elemento inverso:
V2 €C*, dz"" €C| z2""=ep

Prosseguindo, desta forma vamos ver a propriedade da divisdo e como € desenvolvida nos

complexos.

Divisao:
21
Z2=— 8 21 =29.2 29F#0
)

Avancando chegamos a propriedade distributiva onde iremos ver a imersao entre a

multiplicagdo e adigdo.
Distributividade adicao e multiplicacao:
z1. (20 4+ 23) = 21. 29 + 21. 23, Vz1,29,23 € C

Definindo essas propriedades, serd de suma importancia para o decorrer do trabalho, pois

iremos necessitar para demonstrar os teoremas de Menelaus e Ceva nos proximos capitulos.
2.2 FORMACAO ALGEBRICA DA ESTRUTURA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Dado um subconjunto R’ contido nos complexos formado pelos pares ordenados dos quais

0 segundo termo é zero, temos:
R = [(a,b) €C| b= 0]
Observe que os pares ordenados em R’, tem as seguintes formas;
(0,0),(1,0),(a,0),(b,0),(a+ b,0),(a.b,0),...

E possivel definir uma aplicag¢do f: R — R’, que leva cada x pertencente ao reais, ao par

(z,0) € R'.
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Figura 11 - Relacdo entre conjuntos

ade
be
a+be
a-be
f:R—-R
x — (x, 0)

Fonte: Iezzi, 1977.

Vale destacar algumas caracteristicas, primeiramente note que fe bijetora:

De fato, todo par (x,0) pertencente a R’ ¢ correspondido, logo f é sobrejetorae L € R .

Dados T € z' € R, com 7£ 37’, os seus correspondentes (z,0) € R'e (z',0) € R
sdo distintos, de acordo com a defini¢do de igualdade de pares ordenados, logo f € injetora.

Seguindo a anélise, notemos que J conserva as operacdes de adicao e multiplicacio, sendo

assim, segue abaixo:

A soma de @ + b, com @ €b € R estd relacionado ao par (a+0, 0), que € a

soma dos pares (a,0) . (b, O), correspondentes de @ € b, respectivamente:
fla+b) = (a+0b,0) = (a,0) + (b,0) = f(a) + f(b)

Em relacdo ao produto ab, com aeb € R esis associado o par (ab, 0), que é o

produto dos pares (@, 0) e (b,0), correspondentes de 4 € b respectivamente:
f(ab) = (ab,0) = (ab — 0.0, a.0 + 0.b) = (a, 0). (b,0) = f(a). f(b)

Assim pelo o fato de existir uma aplicagio bijetora J : R — R’ que conserva as operacoes
de adigdo e produto, dizemos que R ¢ R’ sdo isomorfos.
Com a ideia de isomorfismo trabalhando com o par ordenado («, 0) leva a resultados

semelhantes ao obtidos ao trabalhar com &, assim mostra a equivaléncia abaixo:

z = (z,0),VzeR
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Aceitando  essa  identidade chegamos a conclusio que em  particular
0 =(0,0), 1 =(1,0) e R = R’ Portanto a estrutura dos niimeros reais passa a ser

considerado subconjunto do corpo dos nimeros complexos:

RcC

2.3 UNIDADE IMAGINARIA

Denotamos como unidade imagindria a letra z, que representa o par ordenado (0,1),

Dessa forma e usando a multiplicacdo ja apresentado:
i =4.4i = (0,1).(0,1) =(0.0—-1.1,0.1 +1.0) = (—1,0) = —1

. 22 . . . . .. TR
Istoé, %° = —1. Além disso, se aplicarmos as propriedades associativa da multiplicagdo,

verificando que aplicando:

i3 =4%i=(—1).i = —i

it=42i? = (-1).(-1) =1
Em geral, para 7 € N, temos:
—1

,i47’l — 1’ ,i4'l"t+1 — i4n+2 — _1, ,i47’H—3 —

,

2.4 FORMA ALGEBRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Dado dois niimeros complexos, na forma Z — (m ’ y), denotamos da seguinte maneira:

z=(z,y) = (z,0) + (0,y) = (z,0) + (y.0 — 0.1,%.1 + 0.0) = (z,0) + (v, 0).(0,1)

Denotaremos como forma algébrica:
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z=x+ Y

Dessa forma chegamos a conclusdo que todo niimero complexo pode ser representado de
forma algébrica. Onde podemos observar que a parte real equivale a x e a parte imagindria a
yi.

Denotamos um ndmero complexo como real, todo nimero complexo cujo sua parte
imagindria seja nula:

z=x -+ 02

De maneira andloga, iremos somente ter um nimero complexo imagindrio puro, se

somente se, sua parte real do nimero complexo for nula:
z=04+y2

A forma algébrica (@ + Y%) ¢ bastante utilizada por sua praticidade na representagdo
dos numeros complexos e também nas operagdes que definimos anteriormente, porém vamos

precisar defini-las novamente para essa nova maneira de trabalhar com nimeros complexos:

Igualdade

Dado dois nimeros complexos @ + b2 = c +di << a =¢, e b= d, logopelaa
defini¢do s6 teremos a igualdade de nimeros complexos, se € somente, se, as partes reais e

imagindrias forem iguais.
Adicao
Dados dois numeros complexos sdo denotados a soma da seguinte maneira:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Ou seja, € somado parte real com parte real e parte imaginaria com parte imagindria, sendo

assim € representado a soma.
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Multiplicacao
Dado dois nimeros complexos quaisquer é denotado a multiplicacdo da seguinte maneira:
(a + bi). (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Isto €, a multiplicacdo de dois nimeros complexos € o resultado do desenvolvimento de

(@ + bi). (¢ + di) dessa forma aplicando a propriedade distributiva, temos:
(a+bi). (c + di) = a(c + di) + bi(c + di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i

2.5 REPRESENTACAO DOS NUMEROS COMPLEXOS COMO SEGMENTO
DIRECIONADO

Dado um nimero complexo qualquer como um par ordenado (z,y) que representa o
nimero complexo <, é fécil representar com coordenadas cartesianas retangulares em um
ponto no plano x0Oy. Sendo assim, para cada nimero complexo, temos um tinico ponto agregado.

E notério também observar que o ndmero complexo 2 pode ser denotado como um

segmento orientado, nesse caso consideramos como um vetor, onde a origem serd no par

ordenado (0, 0) que levard até o ponto (z, i‘/) Entretanto a representacdo que sao mais
usuais sdo a vetorial e a por pontos.

A seguir iremos ver uma representacdo geométrica de um nimero complexo, no plano xOy
que serd denotado como plano complexo ou plano de Argand Gauss referéncia ao grande

matematico que desenvolveu esse plano.
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Figura 12- Plano de Argand Gauss

Im 4

R = =

Fonte: Prepara enen (2014)
Desta forma € facil compreender as operacdes do conjunto dos nimeros complexos
geometricamente usando o plano de Argand Gauss, devido aos estudos na geometria analitica

para uma melhor compreensao desse conjunto.

2.6 DEFINIMOS O CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

Definimos como conjugado de um nimero complexo 2 = T T ¥ ao complexo
zZ=x— Yyl
z=rt+yYPES z=— Yl
A seguir representaremos o nimero complexo na sua forma geométrica:

Figura 13- Representacdo geometricamente do conjugado

Fonte: Wiki ciéncias (2012)
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Além disso, também temos as propriedades do conjugado da soma e o do produto, que

podem ser demonstradas as operacdes de distributividade em relagdo a subtracdo e a
multiplicacdo a divisao.

Zl +Zz =Z_1+Z_2

Zy—Zy =71 -2y

Analisando a primeira defini¢cdo do conjugado da soma, chegamos a conclusido que a soma

de um nimero complexo com o seu conjugado o resultado € duas vezes a parte real dele.
z+z=(x+yi) + (z — yi) = 2 = 2Re(z2)

Da mesma forma iremos analisar para a diferenca de um nimero complexo e seu conjugado,

concluimos que, o resultado € um nimero imagindrio puro.

z—z=(z+yi) — (z—yi) = 2yi = 2Im(=2)
2.7 VALOR ABSOLUTO DE UM NUMERO COMPLEXO QUALQUER

Chama-se norma de um nimero complexo todo 2 = € =+ Y% a0 nimero real nio negativo.
2 2
N(z)=z"4+y

Assim, o médulo ou valor absoluto de £ é denotado como nimero real ndo negativo.

| z |= \/N(2) = V2 + ¢
E notério observar que geometricamente o valor absoluto de um ndmero complexo Z

representa a distancia do ponto a origem do plano complexo. Sendo assim, € de facil andlise

algumas das propriedades abaixo.
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O mdédulo de um nimero complexo € igual ao médulo do seu conjugado:
|z|=|z]
A multiplicacio de um nimero complexo pelo o conjugado é igual ao seu médulo ao
quadrado:
7.7 = |z|?
Segue também as defini¢des do produto e do quociente e valor absoluto:
|21 2| = |24 ].|2]

_ |Zy |
|z

Z1
Z3

2.8 FORMA TRIGONOMETRICA
Argumento:

Dado um niimero complexo qualquer representado na forma algébrica # =  + ¥ nio

nulo, ao angulo 0 tal que:
X .
cos 6 =2 sin© :%, em que p = |z|

Observamos que:

Z+#0 garante que p #0. Entdo, existe ao menos um angulo 0 satisfazendo a defini¢do, pois:

x2+y2_x2+y2_1

X Y
cos® 0 + sen®6 = (;)2 + (;)2 STz xtyyr

Logo, fixado o complexo # # 0, estdo fixados cos @ e sin 6, mas o angulo 0 pode assumir

infinitos valores, congruentes dois a dois ( congruéncia médulo 27r). Assim, o complexo 2 # 0

tem argumento
0 =06y + 2kr

Em que 6y, chamado de argumento principal de z, € tal que:
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x
cosly = —, senly = Y e 0 <60y <2m
P
Desta forma, dado um niimero complexo z = x + yi, nao nulo, temos:

4 i (x y y)

z=x+yi=p.(—+i.=

p P

Portanto denotamos como forma trigonométrica ou polar de z:

z = p.(cosB + i.senB)

A forma polar é muito usual para operacdes que envolve potencializagdo e radiciacdo nos

complexos.

Figura 14- Representacao geométrica na forma polar

A

P=z=x+iy=p(cosB+isinB)

v

Fonte: Wiki ciéncias (2012)
Além disso, para representamos um nimero complexo geometricamente por coordenadas
polares temos que ter 6 igual ao argumento de Ze 7 =| 2 |= 0_portanto:
x =rcos(f) y=rsen(6)

Deste modo, poderemos escrever o nimero complexo na forma polar, assim:

z = rcos(0) + irsen(0) = r(cos(0) + isen(6))
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Para chegarmos na fun¢do exponencial dos nimeros complexos primeiro vamos falar de
Euler que teve a brilhante ideia de trabalhar com fun¢des exponenciais e nimeros complexos e
através da expansdo em série de Taylor, em torno das fungdes e*, sen x, cos x, observando a

expansdo da série de Taylor, em torno das fungdes, teremos:

2 3 4

B y: oy oy
ey—1+y+ﬁ+§+z...
3 5 7 9

N A A A
Seny =y-ts T T
2 4 6 8

cosy=1—y—+y——y—+y—...

2! 4! 6! 8!
Desta forma substituindo y por ix em e”, teremos a chamada férmula de Euler:
ix _ . .
e =cosx +1isinx

E por fim considerando o complexo z = a + bi na forma polar de z = |z| cos @ + isin6,

iremos ter a forma exponencial de um nimero complexo:
z = |z|e®®

Utilizar a forma exponencial ¢ de suma importancia para facilitar cdlculos e para

compreender as interpretagdes no plano complexo.

2.9 RAIZ ENESIMA

2 . e . . T
Dado um ndmero complexo £, definimos raiz enésima de £ e apresentado como \/z ,a

um nimero complexo Zj, tal que Z; = Z.

Vz=2z, < 20 =z
k k
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Dados o niimero complexo # — P- (cosO + isenb) . o namero natural 7(n = 2),

logo existem n raizes enésimas de Z que sdo representada na forma a seguir:
7 27 7 27
z = /p.|lcos(— + k. —) +i.sen(— + k. —
¢ = P leos(— + k. =) (= +k =)

Em que \n/_p em que N € pertence aos inteiros.
3.0 CONDICOES PARA COLINEARIDADE NO PLANO COMPLEXO

Para podemos apresentar as condicdes de colinearidade é necessdrio provar primeiro a
proposi¢ao a seguir.
Proposicio: Dado trés pontos distintos #1322 € 23 pertencente ao complexos, s6 serdo

colineares se, e somente se,

Z3 — Z1
—— R
22 — Z1

Prova:

(=)

—
A colinearidade dos pontos #13 2 € Z3 & correspondente ao angulo 222123 ser igual a

Z3—Z Z3—Z

1) € {0, 7} o que éequivalentea (Z—L) pertencente aos reais.

0 oua T, ou seja arg(= 2
Zy_Zq Zy_Zq

(=)
Se temos (Z_Z) pertencente aos reais, entdo pela a forma polar £- (cosb + i. send)
, Seguimos:
=3 EL | 2B 2 [cos(8) + isen(8)] € R
Z2 — 21 Z2 — 21

Logo, i.sinf =0 e 8 =€ (0,m)

23—21)

arg(
<2 — 21 Zo — 21
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Desta forma os pontos Z; Z, e Z3 sdo colineares.

3.1 EQUACAO DA RETA NOS COMPLEXOS

Dados dois nimeros complexos qualquer 1 e <2 ¢ possivel determinar uma reta que

passa exatamente pelo ponto <1 na dire¢io do vetor #2, determinada por essa equagio:

2(t) =21+ 29t, te R

Desta forma conseguimos perceber que z(t) ¢ denominada como equacdo paramétrica
paralela ao vetor 22 que contém o nimero complexo <1. Logo para definimos a diferenca

entre os complexos 21 € 22 que pertencem a reta T°, denotaremos a equagao da reta como:

R—C
t—)'l‘(t) :z1+(z1—z2)t

Apresentando a proposi¢cdo temos que, se #1 € 22 pontos de uma reta qualquer r, entdo

existe um ¥ que satisfaca a equacdo abaixo:

1 e t 2 Zl—|—t2,’2
1+¢ ' 1+t 0

2(1) =

3.2 PONTO DE INTERSECAO DE DUAS RETAS

Dado duas retas 7" € S, com os complexos <1 € 22,23 € 24 pela a equacdo da reta
teremos:
zZ1 + uzs Z3 + Vz4
r:z.(u)y=———— e s:zs(v) = ———
1w 1+wv

Além disso para acharmos o ponto de intersecdo entre as duas retas, simplesmente iremos
igualar as equacdes:
Z1 + Uz z3 1+ vz4

1+u 14w
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Entao manipulando as equacdes chegaremos que:
(1 +v)(z1 + uz2) = (1 + u)(z3 + vzq)

Sendo assim poderemos substituir 0s parametros u e v por:

g— 2 Z— 2y
—y = ——— g =0 —p= — =0
Z — Z9 Z — 24
Portanto os pontos de intersecio das retas ¥r e <s serd denominado dessa forma

& = Ry = Zg assim 2 representa exatamente o ponto de intersecio das retas.

Desta forma como foi apresentado o corpo dos ndmeros complexos e algumas propriedades,

podemos partir para as demonstracdes dos teoremas de Menelaus e Ceva.



35

4 TEOREMAS
4.1 TEOREMA DE MENELAUS

Teorema: (Teorema de Menelaus)
Sejam o tridngulo ABC e p, q e r pontos sobre a reta suportes dos segmentos orientados BC,

CA e AB nessa ordem, todos distintos dos vértices de ABC'. Entio:

se, e somente se, p,q e r forem colineares.

Figura 14- Representacdo geométrica do Teorema de Menelaus

A

H B

Fonte: Breno Arcanjo (2019)

Sendo assim, para demonstrar teremos que tomar os vértices do tridngulo ABC' como nimeros
complexos quaisquer e da mesma forma teremos que fazer para os pontos p, q e r. Logo para

os vértices teremos Zas Zb € Zc e para os pontos ?p — U Z¢ =V € Zr =W,

Desta forma a representacdo geométrica do teorema de Menelaus ficard representado

desta maneira:
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Figura 15- representacdo geométrica do teorema de Menelaus nos complexos

Fonte: Breno Arcanjo (2019)

Portanto, pelas propriedades que apresentamos anteriormente no capitulo II e também como

sabemos que Zp

los da seguinte maneira:

Zp + uz¢
1+u

Zp =

Zo T+ Vz4

Q= 14w

Z2p —
R 14w

Posto isto, feito a parametrizacdo, o teorema de Menelaus pode ser rescrito:

zpzp 2c2Q zazr _ (2p—zB) (2@ —z¢c) (2r—z4) _

zZ4 +wzp

_ zp— 2B
- ZC — Rp

zg — 2¢
- ZA — RQ
 ZR— 24
N ZB — ZR

zpzc zgza zrz  (2c —zp) (24 —20) (2B —2R)

Isso s6 ird ocorrer se, e somente se, “P»#Q € ZR forem colineares.

Zq € Zr g50 pontos pertencentes a mesma reta, entdo podemos representa-

w.v.w = —1
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Entéio para provarmos, teremos que verificar se “P» #Q € R pertencem a mesma reta,
usando determinante podemos analisar se o determinante é igual a 0 quando . V. w = —1, se

isso ocorrer, logo teremos que os pontos sdo colineares.

1 1 1
Zp Zg Zp
% 7, 7r

Seguindo os célculos do determinante e substituindo os pontos complexos pelas as propriedades

apresentadas, ficaremos da seguinte maneira:

1 1 1 1 1 1
zZptuzc Zctvzp Zp+twzp
Zp 29 Zp|=| 1+u 1+v 1+w |=
Zp Zg Zgp ZptuzZc ZctvZg Zptwip
1+u 1+v 1+w

Fazendo o produto da primeira, segunda e terceira coluna por (I+u),(1+v)e(l+w)

teremos:

1 1 1 1+u 1+vw 1+w
Zg YUz, z,+vz, zZy+ wzpg
Zg +UZg Zc+VZy 7y +Wip

TA+w (1+v) A +w

Desta forma, € necessario mostrar que o determinante dessa matriz € nulo quando os pontos

u.v.w = —1:

1+u 1+vw 1+w
Zg Y uz, z,+vz, zZy+wzpg
Zg +UZg Zc+VZy 7y +wip
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De fato, fazendo C1 = C1 —uCs +uv.C3, onde Ci1,Cq e C3 representam primeira,

segunda e terceira coluna, entao obteremos:

1+u 1+v 1+w
C,=\|zptuzc|—ul|zZ,+VZy|+uv|zy +wzg|=
75 +uzel  lzc+vzy Z; +wZp

u—u—uv+uv+uvw +1
= UZc —UZc + UVZy —UVZ4 +UVWZE  + Zp
UZc — UZ; — UVZy +UuvzZy + uvwzp + zZp

Sendo assim, teremos que a coluna C1 vai ser nula, portanto:

0 1+vw 1+w
0 z.+vzy z4+wzg|=0
0 zZc+vzy zy+wzg

Portanto os pontos #P»>#Q € ZR sio colineares, quando fazemos uvw = —1.
S

Para a volta da demonstracao teremos que mostrar que a matriz:

1+u 1+v 1+w
Zgtuze z.+vzy zZ4+wzg| =0
Zp +UZ; Zc+VZy 7y + Wiy

sendo assim, teremos UvwW = —1,
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Analogamente, tomando C1=C1 —uCy +uv.Cy , onde C1,CreCy representam a

primeira, segunda e terceira coluna, assim teremos:

uvw + 1 1+v 1+w
Uvwzg +zg 2z, +vzy Z,+ WwWzg
uvwzg +7p Zc +vzy Zy+wzg

1 1+v 1+w
=(wwvw+1)|zg z.+vzy, z,+wzp
Zp Zctvz, 2z, +wzp
Desta forma agora fazendo Cs = —'wC{ + Cj , teremos:
1 1+v 1+w 1 1+v 1
(uww+ 1) |zg z.+vzy zyp+wzg|l=wvw+1)|zg 2z.+vzy 2Z4|=0
Zp Zc tvzy 2z, t+Wwzp Zp ZctVZy Zy

— ! )
Fazendo novamente Cy = —vC3 + 02, iremos obter:

1 1+v 1

(uwww+1)|zg z.+vzy zy|=@Wvw+1)|zp 2z

Zg Zctvzy 7y

Zg Z¢

Como por defini¢do do teorema de Menelaus onde colocamos #A4:ZB € ZC como vértices do

triangulo, chegamos a conclusio que uvw + 1 = 0, portanto uvw = —1.
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4.2 TEOREMA DE CEVA

Teorema: (Teorema de Ceva)

Seja ABC um tridngulo qualquer e P, @ ¢ R pontos situados respectivamente sobre as retas

suportes dos lados BC,CA e AB temos que:

BP CQ 4R

PC QA RB
se, € somente se, as retas que contém os segmentos AP,BQeCR forem concorrentes em um

unico ponto.

Figura 16- Representacdo geométrica do teorema de Ceva

A

Fonte: Breno Arcanjo (2019)

Sendo assim, podemos prosseguir para a demonstrago, sejam o tridngulo com vértices 4 B e C
, denotamos os vértices como A =z4, B=zp ¢ C = 2: e 0s pontos P,Q e R também iremos
representar por £ =2p & =20 ¢ R = zg Logo a representagiio geométrica do teorema de

Cevas nos ndmeros complexos ficard da seguinte maneira:



Figura 17- Representacido geométrica do teorema de Cevas no conjunto dos niimeros

complexos

Za

Zp Zp Ze

Fonte: Breno Arcanjo (2019)

Portanto, a partir desta representacdo, podemos parametrizar os vértices e os pontos dados.

apo FBYWC  _ zotvza . FATWZD
Pm 714w 7@ 1+ov . 1+ w

2 2
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Desta maneira com os vértices e 0s pontos parametrizados podemos substituir no teorema de

Cevas:

ZBZp RCZQ ZAZRR _ (ZP—ZB) (ZQ—ZC) (ZR—ZA) _
ZPZC. ZQZA. ZRZB (z(;—zP) ' (ZA—ZQ) . (ZB—ZR)

Se, e somente se, as retas suportes de (24 — zp), (2B — 2¢) € (2¢ — 2R) forem concorrentes

em um Unico ponto.

(=)
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Nessa primeira parte da demonstragdao cuja em mostrar que as retas suportes dos vetores

(24 — zp), (2B — 2q) € (2¢ — 2R) §30 concorrentes em um tnico ponto, quando uvw = 1,

Sendo assim basta verificar o determinante da matriz abaixo se é nulo quando UVW — 1

Zy — Zp Zg — Zg Zc — ZR
Zy — Zp Zg — Zg Zc — Zg
ZpZp — ZaZp ZpZy — ZpZg ZcZR — ZcZR

Parametrizando os nimeros complexos da matriz acima, teremos:

, Zg + uz; , Zc T vzy . Zy + wzg
4 1+u P 1+ “ 14w
_ Zp t+uzc __Zc T vz, __Zp+wzg
Zpg————————— 75— 7
4 1+u P 1+ 14w
Zg tuz; _ zgtuzc Zc tvzy, _ zZ.t+vzy Zy+wzZg _ zZ,+wzp
Z —-Z VA —Z z —Z
4 14u 4 1+u B 14w B 14w C 14w C 14w

Fazendo o produto da primeira, segunda e terceira coluna por (I+u),(1+v)e(l+w) jremos

percebe que:

(1+uw)zy — (zg + uzc) (1+v)zg — (zc +v2y)
(1+wz, — (2 + uzc) (1+v)zg — (zc + vZy)
(1 +wWi{za(Zg + uzg) — 74 (zp + uze) (1 +v){zp(2¢ + vZy) — Zg(2¢ + vzy)

(1+w)ze — (z4 + wzg)
(1+w)z; — (24 + wzp)
(L +w){zc(Z4 + wzp) — Zc(24 + wzp)

Agora vamos analisar se realmente o produto entre UVW = 1, fazendo C, = C, + v.C; +

uvCsy, onde C1, C2 € Cs representam a primeira, segunda e terceira coluna, logo teremos:
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(14+wu)zy — (zp + uz¢) 0 (1+w)zc— (24 +wzp)
(1+w)zs — (zg +uz¢) 0 (1+w)z¢ — (Z4 + wZp)
(1 +w{za(Zp + uzc) —Za(zp +uzc) 0 (1+w){zc(Za+ wzp) —Zc(z4 +wzp)

Concluimos que, como a matriz acima tem a segunda coluna nula, portanto o seu determinante

serd igual a 0, logo uvw = 1.
(=)

Na volta da demonstragao iremos mostrar que:

(1+wz, — (zg +uze) (1+v)zg — (zc + vzy)
(1+wz, — (zg + uz¢) (1 +v)zp — (Zc + vZy)
(I +u){za(Zg + uzg) — Z4(zp + uze) (1 +v){zp(2c + vZa) — Zg(2¢ + v24)

A+w)z; — (24 +wzp)
(1 +w)Zg — (Z + wZp) =0
(1 +w){zc(Zy + wzp) — Z¢(24 + wzp)

Para assim termos Uvw = 1,

Desta forma, para visualizarmos se a matriz a cima € nula, iremos tomar C, = C, +
v.C; + uvC; onde C1,C2 e Cs representa a primeira, segunda e terceira coluna, colocando
uvw — 1 em evidéncia, segue as contas analogamente ao teorema anterior de Menelaus para

chegarmos ao que queriamos.

1 1 1
(uwvw—1)|[zg z. 24| =0
Zg Zc Zy

E notério observar que como %4;ZB € ZC sio vértices do tridngulo, temos
wvw — 1 =10, logo por essa equagio uvw = 1, o que demonstra que as retas suportes

(z4 — zp), (28 — 2q) ¢ (2¢ — #R) s30 concorrentes em um tnico ponto se, € somente se,

uvw = 1.
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante muito tempo os nimeros complexos tém sido um grande problema na
matematica, especificamente durante o século X VI, onde descobriram o primeiro problema que
envolvia cédlculo de raizes quadradas de nimeros negativos, diante disso foi necessario um
grande avan¢co matemadtico para poder desenvolver ferramentas que fosse possivel trabalhar
com esse novo conjunto numérico que estava surgindo, a relevancia desse novo conjunto foi de

suma importancia para o desenvolvimento da matematica moderna, como por exemplo utilizar

v—-1=1_deu o inicio total para o desenvolvimento de novas férmulas e propriedades para que

fosse possivel utiliza-lo de maneira coerente.

Desta forma, as aplica¢des dos niimeros complexos em diversas dreas ainda € um ramo
que estd em crescimento, porém neste trabalho buscamos utilizar nos teoremas de Menelaus e

Ceva, assim demonstrando com utiliza¢do dos complexos os dois teoremas citados.

Portanto, neste trabalho vemos que o objetivo de demonstrar os teoremas através da
aplicacdo dos nuimeros complexos foi concluido com sucesso e que esse trabalho sirva de

expiracdo para outras pessoas que pensem em trabalhar nessa drea tdo nobre da matemaética.
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