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Resumo

Neste trabalho, investigamos os modos quase normais para um campo escalar massivo
com um acoplamento nao-minimo com a gravidade no espago-tempo de um buraco negro
quantico em loop, conhecido como buraco negro auto-dual. Dessa forma, calculamos as
frequéncias caracteristicas usando a abordagem WKB, onde podemos verificar uma forte
dependéncia da massa do campo escalar, o parametro de acoplamento ndo minimo com
a gravidade, e os pardmetros do Loop Quantum Gravity. A partir de nossos resultados,
podemos verificar que o buraco negro auto-dual é estavel sob as perturbacoes escalares ao
assumir pequenos valores para os parametros. Além disso, tal resultados nos dizem que os
modos quase normais assumem valores diferentes para os casos em que a massa do campo
é nulo e o acoplamento ndo minimo assume £ = 0 e £ = 1/6, ou seja, uma possivel quebra

da invariancia conforme pode ser vista no contexto de Buraco Negro Auto-Dual.

Palavras-chave: Modos quase-normais, Loop quantum gravity , Campo escalar massivo,

Acoplamento nao-minimo.



Abstract

In this work, we investigate the quasinormal modes for a massive scalar field with a
nonminimal coupling with gravity in the spacetime of a loop quantum black hole, known
as the Self-Dual Black Hole. In this way, we have calculated the characteristic frequencies
using the WKB approach, where we can verify a strong dependence on the mass of scalar
field, the parameter of nonminimal coupling with gravity, and the parameters of the Loop
Quantum Gravity. From our results, we can check that the Self-Dual Black Hole is stable
under the scalar perturbations when assuming small values for the parameters. Also, such
results tell us that the quasinormal modes assume different values for the cases where
the mass of field is null and the nonminimal coupling assumes £ = 0 and £ = 1/6, i.e., a
possible breaking of the conformal invariance can be seen in the context of Self-Dual Black
Hole.

Keywords: Quasinormal modes, Loop Quantum Gravity, Massive scalar field, Nonminimal

coupling.
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1 Introducao

A Teoria da Relatividade Geral (RG) é uma teoria desenvolvida por Albert Einstein
no ano de 1915. A RG é aceita como a melhor descricao da gravitacao. Uma das previsoes
mais marcantes da RG é a previsao dos Buracos Negros (BHs), que sdo objetos dos
quais nada (nem mesmo sinais de luz) pode escapar depois de cruzar o horizonte de
eventos. O interesse pelos BHs vai além da astrofisica porque eles foram apontados como
possiveis objetos que podem ajudar a entender um dos mais intrigantes problemas na
fisica tedrica hoje em dia: a conciliacao da fisica quantica e gravitacao através de uma
teoria da Gravidade Quéntica (GQ). Porque é esperado que na presenca de um campo

gravitacional forte, a natureza quantica do espaco-tempo torna-se revelada.

Um dos principais candidatos para uma teoria da GQ é a Gravidade Quéntica em
Loop (LQG) [1], que concorre com a teoria das Cordas [2]. No contexto da LQG, é possivel
obter modelos tedricos interessantes que fornecem uma visao sobre as caracteristicas
quanticas de espacos-tempos revelados por BHs. Um cenario importante corresponde a
versao quantica do Buraco Negro de Schwarzschild (SchBH), que é denominado Buraco
Negro auto-dual (SDBH) [3]. A solugdo do SDBH tem uma propriedade muito interessante,
a auto-dualidade. De onde tal propriedade, a singularidade fisica de BHs pode ser
substituida por uma regiao assintoticamente plana, o que é um efeito esperado em regime

de GQ.

Nos ultimos anos, tem aumentado o interesse pelos BHs por causa das observacoes
das Ondas Gravitacionais (GWs), originadas de uma fusao binaria de BHs e estrelas de
néutrons. EsSa classe de eventos tem sido observado com grande precisao através das
colaboragoes LIGO! e Virgo? [4]. Essas GWs sdo devidas as perturbagoes dos BHs, uma vez
que nao podemos encontrar BHs completamente isolados no universo. Assim, os BHs estao
sempre em estados perturbados devido a interagao com outros objetos compactos em sua
vizinhanca, por exemplo, outros BHs ou estrelas de néutrons. Além disso, as perturbagoes
sao caracterizadas por um conjunto de autovalores complexos (frequéncias) das equagoes
de onda, que sao chamadas de Modos Quase Normais (QNMs), e, portanto, a principio,

podem ser observadas através de experimentos com interferdmetros gravitacionais.

Como mencionado anteriormente, os QNMs sao valores complexos, onde as partes

1 Observatério de Ondas Gravitacionais por Interferometro Laser (em inglés: Laser Interferometer

Gravitational-Wave Observatory - LIGO) é um projeto fundado em 1992 por Kip Thorne e Ronald
Drever do Instituto de Tecnologia da Califérnia (Caltech) e Rainer Weiss do Instituto de Tecnologia
de Massachusetts (MIT). Ele é patrocinado pela National Science Foundation (NSF).

O Virgo é um grande interferémetro projetado para detectar Ondas Gravitacionais previstas pela
Teoria da Relatividade Geral. Virgo é um interferémetro de Michelson que é isolado de disttrbios
externos: seus espelhos e instrumentagao sdo suspensos e seu raio laser opera no vacuo. Os dois bragos
do instrumento tém trés quilémetros de extensao e estao localizados perto de Pisa, na Italia.
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reais fornecem as frequéncias de oscilacdo, enquanto as partes imaginarias determinam
as taxas de amortecimento. Os QNMs de BHs dependem apenas dos parametros dos
BHs e nao como eles foram perturbados. Assim, os QNMs sao conhecidos, portanto,
como a impressao digital de um BH. Os estudos dos QNMs sdao de grande interesse e
importancia em diferentes contextos. Por exemplo, no contexto da dualidade AdS/CFT,
eles sao estudados pela possibilidade de observar o anel quase normal dos BHs astrofisicos,
quando se considera as propriedades termodindmicas dos BHs [5]. Além disso, os QNMs

perto de branas negras extremas também foram investigadas em [6].

Nos tultimos anos, foi sugerido que os QNMs podem desempenhar um papel
importante na compreensao dos aspectos quanticos das teorias da gravidade. Especialmente,
no contexto de LQG, também foi sugerido que os QNMs podem ser usados para fixar
o parametro Immirzi, um pardmetro que mede o quantum do espago-tempo [7], uma
questao fundamental que permanece em aberto neste campo. Neste contexto, os QNMs
foram analisados para a solucao SDBH, onde os autores consideraram as perturbagoes por
campos escalares sem massa [8]. Além disso, considerando perturbagdes gravitacionais,
analises semelhantes foram feitas em [9, 10], onde os resultados mostram pela primeira vez
no contexto de BHs em LQG, uma quebra da isoespectralidade e; anda assim, no contexto

da LQG, tem a andlise dos QNMs para uma solu¢ao de buraco negro em rotagao [11].

O presente trabalho tem como objetivo realizar uma analise do espectro de QNMs
para a métrica do SDBH com as perturbacoes através do campo escalar massivo acoplado

de forma ndo minima com a gravidade [12].

Alguns esforcos nesse sentido foram considerados, por exemplo,anélises de Modos
Quase Normais de longa duragdo e a instabilidade no espago-tempo de Reissner-Nordstrom
[13]. Para calcular os QNMs, usaremos a abordagem WKB, que foi introduzida por
Schutz e Will [14], e depois melhorada por Iyer e Will [15]. Neste contexto, estudaremos a
influéncia dos parametros de LQG, a massa do campo escalar e o pardmetro nao-minimo

nos QNMs e, consequentemente, na estabilidade da solu¢gao SDBH.

O Capitulo 2 faz uma abordagem da RG descrevendo alguns de seus principios,
bem como as equagoes de Einstein. No Capitulo 3 apresenta-se uma introducao a Buracos
Negros, iniciamos com uma descricao da formacao e classificacdo. Discute-se tanto o
espago-tempo de Schwarzschild na sua versao classica , bem como auto-dual. O capitulo 4
descreve a introdugao a TCEC, iniciando com o campo de Klein-Gordon no espaco-tempo
plano e para espagos curvos mostrando as alteragoes necessarias na teoria. Entao, incluindo
as perturbacoes escalares tanto do buraco negro classico de Schwarzschild quanto auto-dual
(versao quantica do espago-tempo de Schwarzschild). Obtém-se uma equagao de onda tipo
Schrodinger com um potencial efetivo de fundamental importancia para os Modos Quase
Normais. No Capitulo 5 desenvolve-se os Modos Quase Normais, obtidos por meio da
abordagem WKB.
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2 Relatividade Geral

No inicio do século XX a Teoria da Relatividade surgiu, revolucionando a Fisica
existente até o momento [16]. O desenvolvimento da Relatividade Especial (RE) foi
norteado por nogoes de que o espago e o tempo seriam partes de uma entidade tnica e
fundamental, o espago-tempo [17, 18]. Essa teoria impunha que as leis da Fisica seriam
as mesmas em todos os referenciais inerciais e que a velocidade da luz seria um limite
natural e independente para estes tipos de referenciais. Sendo assim, confrontava as Leis
de Newton, que segundo as mesmas, a interagao gravitacional agiria instantaneamente.

Assim, a ideia de unir a RE a gravitagao foi uma das bases para o desenvolvimento da RG.

Albert Einstein propds equagodes que consolidaram a RG como uma teoria da
gravitacdo que é uma manifestacdo da curvatura do espaco-tempo. Além disso, essa teoria
mantinha as nog¢oes de causalidade e localidade da RE. Diversos testes e experimentos
foram e ainda sao feitos com essa teoria, por exemplo: mais recentemente, as Ondas
Gravitacionais, com precisdo experimental. Em 1916, a primeira solugdo para as equacoes
de Einstein foi dada por Karl Schwarzschild [19] sendo o ponto de partida para a teoria

dos Buracos Negros.

No presente capitulo discorremos sobre o espago-tempo de Minkowski, os principios
da Relatividade Geral, as equacoes de Einstein, algumas propriedades do espago-tempo
curvo, a estrutura causal de espago-tempo e finalizamos com uma breve discussao sobre a

equagao de Palatini.

2.1 O Epaco-tempo de Minkowski

Em 1908, o fisico Hermann Minkowski forneceu uma interpretacao geométrica para

a TRR, argumentando que espaco e tempo nao sao entidades distintas, estando conectadas
pelo invariante

ds* = 2dr? = Adt* — da® — dy® — d2?, (2.1)

o espago-tempo de Minkowski, ou simplesmente espaco-plano é definido como uma variedade

quadrimensional dotada de uma métrica plana de assinatura -2 [20]. Entao, por definigao

como a métrica é plana, existe um sistema de coordenadas especial cobrindo toda a

variedade em que a métrica é diagonal, com elementos diagonais iguais a +1.Por convenc¢ao

os Indices latinos mintsculos vao de 0 a 3.0 sistema de coordenadas especial é chamado

de coordenadas de Minkowski e é escrito como:
(':Ca> = ( 0,$1,$2,ZC3> = (t7$,y72)- (22)

onde t é a coordenada temporal e (x,y,z) s@o as coordenadas espaciais.
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Adotamos a convencao de sinais em que o elemento de linha de Minkowski assume

a forma:

ds® = dt* — da* — dy® — dz*. (2.3)
Deste modo, podemos escrever a Equacao (2.3) na forma tensorial, dada por
ds® = n,,dtda”, (2.4)
onde sempre que tomarmos 7, dada a seguir estamos nos referindo a métrica de Minkowski

Nuw = = diag(1,—1,—1,-1). (2.5)

o O O =
|
—_

Se usar algum outro sistema de coordenadas geral, deve-se escrever a métrica na

forma

ds® = g, drtdz”. (2.6)

2.1.1 O grupo de Lorentz

As transformagoes de Lorentz sdo definidas como aquelas transformagdes homogé-

neas lineares, ou seja,

at — = Lhx" — L (2.7)

onde L é uma matriz inversivel das coordenadas de Minkowski que deixa a métrica de

Minkowski 7,,, invariante. Da equagao (2.7) obtém-se que:

ox'*
=1, (2.8)

e substituindo na férmula de transformacao para a métrica

, , 0x? O0x°
g MV(I ) = o+ W7 (29)
obtemos

Lo Lenuw = Noa- (2.10)

Uma vez que, a métrica permanece invariante e

alﬂﬂ' 83,;704

() = ——GalT), 2.11
() = S @) (211)

as transformacoes de Lorentz sao isometrias !

! E uma transformagio que deixa g,,, invariante de forma.
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As transformacgoes de Lorentz preservam comprimentos e produtos internos dos
vetores e formam um grupo chamado Grupo de Lorentz L. O elemento de identidade do
grupo de Lorentz é a 0* (delta de Kronecker) e o elemento inverso é dado pela matriz
inversa. A matriz L# é inversivel, porque se tomar os determinantes de cada lado da
Equacao (2.9), obtemos

(detL')? =1 = detL" = +1, (2.12)

e, portanto, a matriz nao é singular. Ao definir 0 = a = 0, encontra-se
(Lo)* = [(Lo)* + (L§)* + (L5)*] = 1, (2.13)

do qual segue-se que (L3)? > 1 e entdo LY > 1 ou LY < —1. Dividindo as transformacoes
de Lorentz em quatro classes separadas, dependendo se detL¥ = £1, entao L é chamado
de preservacao adequada ou orientagao. Se L) > 1, entao L* é chamado de preservagao

ortocrona ou orientagao temporal.

2.1.2 Uma abordagem do principio variacional para a mecanica relativistica

Ao considerar uma particula livre na mecéanica relativistica movendo-se em uma
curva

o = (7).

onde 7 é o tempo proprio visto que 7 é um parametro afim, a assumir que S, ou seja, agao
¢é dada por
t2 ds

S at= " a
= o t =
t1 dt t1 8

sendo s o elemento de linha e S pode também ser escrita como:

to
S=—u [ ds, (2.14)

t1
onde p é uma constante a ser determinada. Com as coordenadas de Minkowski, a acao é

dada por:
to
S = —M/ (mwjjux.y)%dﬂ
t1

onde o ponto denota diferenciagao em relagao a 7. A lagrangiana £, portanto, possui a
forma

L= _N<7hwx'“5ty) :

e as equacoes de Euler-Lagrange sao escritas como

e ey
oxr  dr\oir)

d[ﬂ(naa"tgi‘a)%]
dr

resultando em

nuui'y = 0. (215)
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Usando o fato que
e dzt dzv  ds?
N X" T = Ny = =1,

dr dr  dr2?

em unidades relativisticas, as equacoes de campo (2.14) reduzem-se a z# = 0, que sao as

equacgoes da geodésica padrao em coordenadas de Minkowski.

2.2 Principios da Relatividade Geral

Trata-se de trés dos cinco principios considerados como principais para a construgao

da Teoria da Relatividade Restritiva, que sao dados a seguir.

2.2.1 Principio de Mach

Para Mach movimento possui significado se for relativo a alguma coisa. Por exemplo,
em um universo vazio, um corpo nao poderia estar em movimento, uma vez que nao existe
nada para que o movimento seja relativo.Os efeitos inerciais sao determinados pela matéria
do universo. No universo tem matéria concentrada nas estrelas entao, as estrelas fixas

determinam as qualidades do referencial.

Para Mach, tem-se a importancia da massa em relagdo a inércia. Como ilustracao
considerando uma situacao extrema, onde ha apenas uma particula em um universo vazio
esta nao sentird efeito inercial algum. Apenas quando ha outra particula, por menor que

seja sua massa, é que os efeitos seriam sentidos.
Pode-se resumir o principio de Mach em 3:
1. A distribuicdo de matéria determina a geometria;
2. Auséncia de matéria implica auséncia de geometria;
3. Corpo em universo vazio nao sente efeitos inerciais.

As ideias de Mach foram de influéncia para a RG.

2.2.2  Principio da Equivaléncia

O principio da equivaléncia estabelece que a massa inercial é equivalente a massa
gravitacional. Isso se deve ao fato da aceleracao de objetos em queda livre, ou seja, sob
agao apenas da forga gravitacional exercida pela Terra, ser a mesma, independente de suas
massas. Esse resultado — massa inercial = massa gravitacional — é conhecido com precisao
experimental da ordem de 10'2. Por outro lado, a massa gravitacional, sabe-se que sao
iguais por causa do comportamento de dois corpos se atraindo gravitacionalmente. As
forgas que um faz no outro sao iguais em maédulo, pela terceira lei de Newton. Como sabe-se

a expressao das forcas agindo em cada uma, por meio delas chega-se na igualdade entre
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estes dois tipos de massa. Desta forma, os trés tipos de massa anteriormente mencionados

sao equivalentes, sendo chamados de massa de um objeto.

Einstein utilizou a contribuicao de Ernst Mach que ja foi abordada anteriormente,de
Clifford e Riemann, principalmente para a definicio da gravidade como resultado da

geometria do espago-tempo.

Para uma melhor compreensao do principio de equivaléncia pode-se dividir este em

quatro pontos:

1. O movimento de uma particula teste sob acao da gravidade independe de sua

massa.
Também conhecido como principio de equivaléncia forte.
2. Gravidade se acopla com tudo.

As afirmacoes restantes do principio de equivaléncia estao relacionadas aos Gedan-
kenexperimente de Einstein sobre referenciais inerciais e nao inerciais aplicados a famosa

situagao de um elevador ou nave.

3. Nao é possivel distinguir um referencial em queda livre sem rotacao em um
campo gravitacional de um referencial inercial na auséncia de campo gravitacional por

meio de experimentos locais.

Einstein notou que a forga peso (ou seja, forga gravitacional), assim como forgas

inerciais, dependem apenas da massa dos objetos sob acdo das mesmas.

4. Um referencial em movimento uniformemente acelerado em relagao a um

referencial inercial é idéntico a um referencial em repouso sob acao de campo gravitacional.

Primeiramente, tais afirmacoes nao dizem respeito a curvatura do espago-tempo,
nao justificando o que fora chamado de geometrizacao da gravidade. Contudo com base
nesses ultimos principios, foram previstos dois fenémenos relacionados a curvatura do

espaco-tempo.

Inicialmente, um feixe de luz se movendo horizontalmente entra no elevador acele-
rado para cima. Para o observador dentro do elevador, este feixe de luz se movera numa
pardbola. A gravidade deveria curvar a luz da mesma forma, pelo principio de equivaléncia,
ja que o observador no elevador nao pode distinguir entre estar em repouso em campo

gravitacional ou em aceleragao para cima.

E possivel também fazer essa analise usando a expressao para o movimento de um

corpo com respeito a um referencial nao inercial, cuja forma é

d?xt dz? dx”
K =0. 2.16
dr? e dr dr ( )

O segundo termo do lado esquerdo se refere as forcas inerciais. Como visto, a forca
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gravitacional tem origem inercial. Pelo principio de equivaléncia, ao tratar a situacao
do elevador sob acao da gravidade, I'#  deve conter informacoes a respeito do campo
gravitacional (assim como continha da aceleracao do referencial nao-inercial no caso do
elevador acelerado). Desta forma a métrica g, cuja conexao é I'" . ndo podera mais ser

de um espaco plano, porque isso tornaria a situacao indistinguivel da nao-gravitacional.

Como o termo é referente a forcas e envolve as primeiras derivadas da métrica
Juv, Pode-se tomar os termos da métrica como potenciais. Comparando com a mecanica
newtoniana, cuja equacgao de campo envolve a equagoes diferenciais de segunda ordem
do potencial, espera-se construir equacgoes diferenciais de segunda ordem envolvendo a

métrica g, em se tratando da RG [20].

O segundo efeito é o de desvio para o vermelho de origem gravitacional. Caso
houvesse uma fonte de luz direcionada para cima, partindo do chao do elevador acelerado
para cima, o observador veria que o comprimento de onda desta luz aumentaria — ou seja,
desviaria para o vermelho — efeito que ja era conhecido na fisica classica, o efeito Doppler
para a luz. Por meio do principio de equivaléncia o mesmo efeito deveria acontecer para
um feixe de luz que estivesse saindo de uma regiao de campo gravitacional mais forte

(como saindo radialmente da superficie da Terra em diregdo ao espago) [21].

O principio da equivaléncia declara que o campo gravitacional é localmente equiva-
lente a um referencial nao inercial. Desse modo, o campo gravitacional passa a ser descrito
pela métrica e como consequéncia o elemento de linha ds entre dois pontos vizinhos no
espago-tempo é dado por

ds® = g, dxtdx”, (2.17)

onde se esta adotando a notacao em que indices repetidos indicam soma sobre os indices.

Mantém-se essa convenc¢ao em todo o texto.

Ambos os efeitos, citados acima, sdo importantes para a confirmacao experimental

da RG e serdo abordados matematicamente no capitulo sobre a Soluc¢ao de Schwarzschild.

A relatividade especial colocou em patamar de igualdade todos os referenciais.
A relatividade geral tem o intuito de fazer isso para todos os referenciais. Todos os
observadores sao equivalentes: isso é possivel devido o espago-tempo nao ser mais plano,
pois ele deixa de ter uma métrica referencial, que era a de Minkowski. Dessa forma,
quaisquer mudancas de coordenadas sao possiveis. Sendo assim qualquer observador, em

qualquer sistema de coordenadas, pode descobrir as leis da Fisica.

2.3 Equacoes de Einstein

A interacao gravitacional é uma consequéncia da agdo de um campo escalar ® que

foi criado por uma distribuicao espacial da matéria com densidade de massa p. Assim o
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campo gravitacional é determinado pela seguinte equacao:

V20 = 4mp. (2.18)

As equagoes de campo para a gravitacao sao mais complexas do que as para o
eletromagnetismo. As equacoes de Maxwell sao lineares por que o campo eletromagnético
nao carrega carga em si, porém, o campo gravitacional carrega energia e momento. Sendo
assim, as equagoes de campo gravitacionais serdo diferenciais parciais nao lineares e a
nao linearidade representa o efeito da propria gravitacao. Além do mais, essas equagoes
devem apresentar caracteristicas semelhantes a Equagao (2.18), ou seja, o lado direito de
cada uma delas deve conter um tensor que represente a quantidade de matéria e energia,
denominado de Tensor Energia-Momento, representado por 7),,, e do lado esquerdo de
cada equagao, deve haver um tensor de segunda ordem construido em termos de derivadas

segundas do tensor g, .

As equacgoes da RG relacionam a curvatura do espago-tempo, representada pelo
tensor de Einstein G, com a densidade de matéria e energia presentes, representada pelo

tensor de energia-momento 7}, [22, 23]. Assim, podemos escrever

1
Guy = R‘LW — §Rg'ul/ = 87TT/“,, (219)

onde g,,, € o tensor métrico, R, ¢ o tensor de Ricci, R ¢é o escalar de Ricci e T}, é o tensor

de energia-momento. Escrevemos R, ¢ R como

Ry, = 9,1, — 9,14, +T0T, —T0,T) (2.20)

p p

R=g¢"R,, = Rl, (2.21)
sendo g" o inverso do tensor métrico g,, , tal que ¢" g, = grog™ = 0¥ ou também

9" g =1 e I'g, o simbolo de Christoffel, que ¢ dado por

ad
o 9
by = 75 (0895y + 01985 — D595,). (2:22)

E conhecido também como conexao por que relaciona pontos diferentes de uma tra-
jetéria no espago-tempo curvo. A curvatura do espago-tempo esta ligada ao comportamento

do tensor métrico.

O tensor métrico é simétrico e pode ser escrito como o elemento de linha

ds® = g, datdx”, (2.23)
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por que fornece a distancia infinitesimal entre pontos do espago-tempo. Ele é utilizado

para classificar objetos do espaco-tempo? e para subir ou abaixar os indices dos tensores?.

O tensor de Ricci origina-se da contracao R, = R;‘ v do tensor de Riemann, ou seja:
R, = 0,0, 0,10, +T7 Ao, =0, A curvatura de um espago-tempo é diretamente
relacionada ao tensor de Riemman, sendo o mesmo nulo para todo espago-tempo plano.

O tensor de energia-momento 7, representa o contetido de energia e momento
age como fonte da curvatura do espaco-tempo. A sua determinacao é complexa, assim
usamos aproximacoes, como por exemplo a de um fluido perfeito. Um fluido perfeito
pode ser considerado como um fluido representando em seu referencial inercial local, cujas
componentes Tjy e Tp; sao nulas e que pode ser completamente caracterizada por sua
pressao p e sua densidade de energia p. Dessa forma, em termos de sua 4-velocidade u,,

podemos escrever

Tp,u = (P + p)uuull + PGuv. (224>

Para o espago-tempo vazio, T}, = 0, pela Equacao (2.24) deduz-se as equacoes de

campo de Einstein em um espaco vazio:

Ry, =0 (2.25)

Resolver as equagoes de Einstein significa encontrar a forma do tensor métrico.
Porém,como sao equagoes diferenciais nao lineares, suas solugoes nao sao facilmente obtidas.
Para isso, deve-se atentar as simetrias do espago-tempo como veremos com a deducao da

métrica de Schwarzschild no capitulo 3.

2.3.1 Interpretacdo das equacdes de campo de Einstein

As equagdes de campo completas (em unidades relativisticas) sdo

GMV = 87TTMV (226)

com as seguintes propriedades

Um objeto do espago-tempo, um 4-vetor V# ou uma curva x*(«) com vetor tangente VH* = %, pode

ser classificado como

2

e Tipo Tempo = g,, V*V¥ <0,

e Tipo Luz ou Tipo Nulo = g,,VFV¥ =0

e Tipo Espaco = g, V*VY >0

A representagdo de um 4-vetor V pode ser feita com sua forma covariante V), (indices para baixo) ou

contravariante V# (indices para cima). Passamos de uma forma para outra utilizando o tensor métrico:
— v — v
Vi=guwV"ouVH =gV,
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1. Sao equagoes diferenciais para encontrar o tensor métrico g,, de um determinado
tensor de energia-momento 7),,. O caso mais importante das equagoes ¢ quando

T,,, = 0, neste caso encontra-se solugoes no vacuo.

2. O tensor de energia-momento pode ser lido correspondendo a um determinado tensor

métrico g
3. consistem em dez equagoes conectando vinte quantidades, a saber, as dez componentes
de g, e as dez componentes de T),,.

As propriedades necessérias para encontrar G, sao tais que:

e é um tensor (por defini¢do);
o tem apenas termos com N = 2 derivadas da métrica;
o T, ¢ simétrico, entao, G, também &;

e T, ¢ conservado, entdao, GG, também ¢é.

2.3.2 Determinacdo, nao-linearidade e diferenciabilidade

Considerando o regime de campo no vacuo, ou seja,

G =0, (2.27)

para g,,. No entanto, as equagoes nao sao independentes, mas sao conectadas por restrigoes

diferenciais por meio das identidades contraidas de Bianchi?, ou seja

V,G" = 0. (2.28)

Dessa, forma temos um problema de indeterminacdo, uma vez que, existem menos
equagoes do que incognitas. Nao se pode esperar determinacao completa para qualquer
g definido, uma vez que, eles podem ser transformados com liberdade quadrupla por

uma transformacao de coordenadas

=t =a(r)(p=0,1,2,3) (2.29)

As equacgoes de campo sdo muito dificeis de manusear porque nao sao lineares.

40 tensor de curvatura obedece importantes identidades diferenciais dadas por V,Rague + VoRaguy +

VyRagon =0 [20].
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2.3.3 As equacoes de Conservacao

Considerando o movimento de uma particula ou féton em um campo gravitacional
ela é a propria particula ou foton de teste é parte da energia e da matéria presente e,
portanto, deve estar contida no tensor de energia-momento. Esse tensor, por sua vez,
sendo o termo fonte nas equagoes de campo, determina a geometria do espago-tempo e em
particular sua estrutura geodésica. Nesse sentido, o movimento de uma particula de teste
deve de alguma forma estar contido nas equacoes de campo pelas identidades de Bianchi,

uma vez que levam a existéncia de
V., T" =0, (2.30)

a saber, as equagoes de conservacao.

Como exemplo, a investigacao as equagoes para uma distribuicao de poeira tem-se

T = pouu”. (2.31)

Entao, as equagoes de conservacao (2.30) exigem que
V. [poutu”] = 0. (2.32)

Assim, escrevendo o termo entre colchetes de (2.32) como um produto [(pou”)u*], aplicamos

a regra de Leibniz a este produto, nos levando a:
utV, (pou”) + pou” (V,ut) =0, (2.33)
Em seguida contraimos (2.33) com u® e usamos o resultado
utu, =1 = u,(V,u") =0, (2.34)
onde substituindo (2.34) em (2.33), verificamos que o segundo termo desaparece, deixando
V. (pou”) = 0. (2.35)
Substituindo (2.34) em (2.32), novamente, e dividindo por py # 0, obtém-se
u’'Vyut =0, (2.36)

que ¢é a condicao para u* ser tangente a uma geodésica.

As equagoes da conservagao precisam de movimento geodésico para as particulas

de poeira.

A seguir relata-se sobre algumas propriedades do espago-tempo curvo.
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2.4  Propriedades do espaco-tempo curvo

Tendo conhecimento das equagoes de Einstein dadas na se¢ao anterior, que cons-
troem o espaco-tempo curvo, analisa algumas de suas propriedades, que diferem de suas
equivalentes espago-tempo [22, 23]. A definicdo do Espago-tempo é dada como o par
(M,g,,,) com M sendo uma variedade diferenciavel real, suave e munida de uma métrica

g Lorentziana.

Entende-se por variedade M uma superficie que possui dimensao n e que suporta
estruturas diferenciaveis. Os pontos de uma variedade podem ser nomeados por n coordena-
das reais z!, 22, ..., 2". J4 a métrica Lorentziana é aquela que, quando diagonalizada, possui
pelo menos uma componente negativa e as outras todas positivas. No caso 4-dimensional
temos (—, +, +, +). Consideramos métricas obtidas por meio das equagoes de Einstein, ou

seja, a partir da Equagao (2.25).

Dada a definicdo do objeto a primeira propriedade é a derivada covariante que é a
representacao de derivada num espago-tempo curvo. Definida, para dois 4-vetores V" e V,,,

COo1mao:

V.V =0,V 4+ T,V (2.37)
V.V, =0V, +T7,Vs (2.38)

e pode ser generalizada para um tensor arbitrdrio T} #* da forma
Vo Tyt = 0Tl + DT i o A DT = T TR = = D5, TH™ (2.39)

Sabendo a nogao de derivada covariante, podemos nos restringir ao que chamamos

de transporte paralelo que o resume-se a manter um tensor constante ao longo de um

caminho. Mais especificamente, dado um 4-vetor tangente t” = % a uma curva x7(\) e
um tensor arbitrario T#!#* o transporte paralelo desse tensor ¢ tal que
d$0 Tﬂl---uk _ 40 T,ul---,uk _ 2 4
d)\ VU v1.vp t VU V1.0 0. ( . O)

g 7’ . . . . . .
O termo %\VO— ¢é definido como derivada covariante direcional e pode ser escrito como

_ da?
Vi= 4y,

Por ltimo, a nocao de trajetéria em RG, que é dada pelas geodésicas que por

sua vez sao uma generalizacao de uma linha reta no espago-tempo curvo. Pode-se definir

uma geodésica como uma curva z#(\) ao longo do qual seu 4-vetor tangente t# = % e
paralelamente transportado, cuja representacao algébrica é
d2at da? dx°
'Vt = + I =0. 2.41
dA? P2 dN dA (241)
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O parametro de dependéncia A é chamado de parametro afim.

Dadas essas propriedades, vamos apresentar uma discussao breve sobre a estrutura

causal do espago-tempo.

2.4.1 A estrutura causal do espaco-tempo

A RG se baseia na causalidade como o fato de que eventos futuros sdo consequéncias
de eventos passados. Dessa forma, mantém-se a ideia da RE de que nenhum sinal pode
viajar mais rapido do que a luz fazendo com que qualquer trajetéria que carregue informacao
seja tipo tempo (para particulas com massa) ou tipo luz (para particulas sem massa),
nunca tipo espago [22, 23, 24, 25]. Pode-se visualizar a causalidade na RE, através dos
cones de luz em cada evento, ponto do espago-tempo. Localmente a causalidade, como é
entendida em RG, é idéntica em RE. As diferencas residem nas defini¢oes globais devido a

peculiaridades da geometria do espaco-tempo curvo, como as singularidades®.

Para lidarmos com a causalidade precisamos definir que tipo de curvas que a
obedecem. Essas sdo as curvas causais. Curvas z*(«) tais que para cada ponto P € z* seu
vetor tangente t* seja tipo tempo ou tipo luz. Dizemos que uma curva, causal ou qualquer,
aponta para o futuro ou passado e seus vetores tangentes apontarem para o futuro ou

para o passado, respectivamente.

2.4.2 A equacao de Palatini

Muitas identidades de tensores sao melhor derivadas usando a técnica de coordena-
das geodésicas, onde escolhemos um ponto P arbitrario no qual T = 0 [20]. Entdo, em
particular, as derivadas covariantes reduzem-se a derivadas ordinarias no ponto. O tensor
de Riemann ¢ dado por:

Rt =0, —9,IM +T¢ Th —T8 14 (2.42)

voox

que para

Rﬂ

voo

£ 9, — 9, (2.43)

Agora consideraremos uma variacao da equacao ['¥  para uma nova conexao I'% :

e TH =T" 4674 . (2.44)

Entao oI | sendo a diferenca de duas conexdes, é um tensor tipo (1,2). Esta variacao

resulta em uma mudanca no tensor de Riemann da seguinte maneira

RY 3 R =R‘ + §RM

voo voo rvoo voo)

> Locais do espago-tempo onde sua curvatura diverge e as equagoes de Einstein perdem validade [22].
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onde
OR!

voo

= (90(8F’;a) - 8a(5rlzfa)a
= VU(arga) - VCY((SF:/LU)7

uma vez que a derivada parcial comuta com a variacao e é equivalente a derivada covariante
em coordenadas geodésicas. Como ambos dRf,,,, sdo a diferenca de dois tensores, e
as quantidades no lado direito da tultima equagao sao tensores, entao pelo resultado
fundamental (se uma equagao de um tensor é valida em um sistema de coordenadas, esta

deve ser valida em todos os sistemas de coordenadas) pode-se deduzir a equagao de Palatini

ORD,, = vo‘(érﬁa) - va(érga) (245>

voo

no ponto P. Como P é um ponto arbitrario, o resultado é bastante geral. A contragdo em

a e o da o resultado:

SRy = V,(6T%,) — V(6T (2.46)

Dessa forma encontrou-se a equacao de Palatini na forma generalizada.
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3 Buracos Negros

Buracos negros sao regioes do universo nas quais a curvatura do espago-tempo é
distorcida por um campo gravitacional, e sao originados por um colapso de estrelas ou de
regides quentes e densas logo apos a explosao do Big Bang. O termo buraco vem do fato
da matéria e da radiagao que podem cair dentro dele, ja o termo negro esté associado a
dizer que nem a luz pode sair dele. Imagina-se que eles sao os objetos mais excéntricos do
universo. O que implica dizer que os buracos negros devem ser contornados por algum
tipo de superficie fechada, que é um elemento crucial para a sua existéncia, o qual é

denominado de horizonte de eventos.

No presente capitulo fizemos uma abordagem teorica sobre a formacao e classificacao
de buracos negros. Estudamos o espaco-tempo de Schwarzschild, e transformagoes de
coordenadas para resolver a questao das singularidades da métrica abordada. Tendo em
vista que tais transformacoes s6 sao possiveis para o caso da singularidade removivel,
ou seja quando r = 2M. Ja para o caso em que r = (0, ndo é possivel remover esta
singularidade, pois trata-se de uma singularidade fisica ou intrinseca. Finalizamos o

capitulo discutindo um pouco sobre Buracos Negros Auto-Duais.

3.1 Formacao e Classificacao dos Buracos Negros

No inicio de 1960 foram feitas grandes descobertas astrondmicas, o que gerou
interesse da RG pela comunidade cientifica. Varios objetos como quasares, pulsares e fontes
de raios-X indicaram a presenca de um campo gravitacional muito forte que s6 poderia
ser explicado pela Teoria da RG. Os quasares sdo objetos tipo estrelas poderosamente
energéticas e brilham mais do que galaxias inteiras. Pulsares sao os restos das estrelas que
entraram em colapso gravitacional (supernovas) e que piscam rapidamente. Considera-se
que os pulsares sao estrelas de néutrons ultradensas. As fontes de raios-X podem ser

estrelas de néutrons ou objetos ainda menores, conhecidos por buracos negros [26].

Para descrever a formagao de buracos negros deve-se imaginar uma estrela com no
minimo 10 vezes a massa solar, no decorrer de sua vida ela transforma hidrogénio em hélio,
em um processo conhecido por fusao nuclear. Neste periodo, possui uma velocidade de
escape cerca de 1.000 quilémetros por segundo [26], ou seja, a velocidade minima para um
objeto escapar do seu campo gravitacional. A energia gerada nesse processo produz uma
pressao suficiente para manter o equilibrio com a prépria gravidade da estrela. Contudo,
no final de sua vida, esse combustivel vai acabando e o equilibrio é quebrado, de forma
que a forca gravitacional supera a pressao produzida na fusdo, entdo, a estrela entra

em colapso gravitacional. O resultado final desse processo é conhecido como supernova.
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A estrela vai encolhendo, e como consequéncia, o campo gravitacional na superficie da
estrela vai aumentando junto com a velocidade de escape.Chegando-se em um ponto em
que a velocidade de escape aumenta para 300.000 quilometros por segundo, a velocidade
da luz no vacuo, deste modo nem a velocidade da luz consegue escapar de dentro da
estrela, e como nada viaja mais rapido do que a luz, nada mais consegue sair deste campo
gravitacional. O resultado desse processo é conhecido como buraco negro: a regiao do
espago-tempo a partir do qual ndo é possivel escapar para o infinito [26]. Esses tipos de
buracos negros sao conhecidos como buracos negros gravitacionais, que se formam a partir

do colapso de uma estrela, este processo esta ilustrado na Figura 1.

Protoestrela

Estrela de sequincia principal

Gigante vermelha

S And branca

Buraco negro.

. And negra

Figura 1 — Formagao de Buracos Negros Gravitacionais.
Fonte: https://pt.great-spacing.com/publication/32458

Estima-se que pode existir um niimero muito grande de buracos negros muito
pequenos, além dos buracos negros gravitacionais, os quais nao foram formados pelo
colapso estelar, mas de outras regides muitos quentes e densas logo apos o Big Bang que
sao conhecidos como buracos negros primordiais. Esses buracos negros estao ilustrados na

Figura 2.

Para uma estrela se transformar em um buraco negro é preciso que sua massa
esteja concentrada numa regiao menor do que o raio de Schwarzschild: r = 2M onde M é

a massa da estrela e G = ¢ = 1 que é uma previsao descrita pela RG.

John Wheeler forneceu a base de classificagdo para os buracos negros [27] e diz que
um buraco negro possui poucas propriedades independentes externamente mensuraveis, ou
seja, as solugdes do tipo buracos negros podem ser completamente caracterizadas apenas
por sua massa, seu momento angular e sua carga elétrica. Essa afirmacao é conhecida

como teorema no-hair (Tabela 1).
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300 million yrs.

300,000 yrs.
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“quark soup”

Nuclei form

Recombination
Atoms form

light liborates somo
oloctrons from atoms

13.7 billion yrs.

3 billion yrs

1 billion yrs.

Galaxies form —
Reheating of —

Intpranisctic s Clusters of Galaxies form —!

Figura 2 — Evolugao do Universo desde o Big Bang.
Fonte: https://pt.slideshare.net/edvaldosilvajunior/buracos-negros-53026110

Tabela 1 — Classificacao das solugoes de buracos negros por massa, momento angular e

carga elétrica.

Propriedades Métrica
somente massa Schwarzschild
Kerr

massa e momento angular

massa e carga elétrica

Reissner-Nordstrom

massa, momento angular e carga elétrica

Kerr-Newman

Outro modo de classificagao utilizado para buracos negros é aquele que se baseia
na massa do buraco negro. Os limites de massa das diversas classes nao sao definidos com

precisao e varios outros autores tém adotado novas classes. Na Tabela 2 apresenta-se essa

outra maneira de classificar o buraco negro representada em termo de massa solar M.

Tabela 2 — Classificagao dos buracos negros por faixa de massa solar M.

Classes FAIXA DE MASSA
mini buraco negro 0a0.1 My
buraco negro de massa estelar 0.1 a 300 Mg
buraco negro de massa intermedidria 300 a 10° M,
buraco negro supermassivo 10° a 109 M,
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3.2 O espaco-tempo de Schwarzschild

Em 1916 Schwarzschild desenvolveu a primeira solugao para as equacoes de Einstein,
utilizando argumentos de simetria. Essa solucao descreve o espaco-tempo ao redor de um
objeto massivo, estatico, com simetria esférica, sem rotacao, sem carga elétrica no vacuo e

é resultado do teorema de Birkhoff'.

A solugao de Schwarzschild demonstra comportamentos exoticos para determinadas
regides do espago-tempo que sao as apari¢oes das chamadas singularidades e horizontes de
eventos. Essas sao as caracteristicas que definem um buraco negro e estao presentes nao

apenas no espaco-tempo de Schwarzschild.

Singularidades sao compreendidas como pontos nos quais a teoria passa a nao ser
aplicavel. Isso acontece porque, na RG, a medida em que se aproxima das singularidades, o
campo gravitacional tende a infinito. Acredita-se que efeitos quanticos sejam importantes
para uma analise completa das singularidades, o que requereria uma teoria quantica da

gravitagao, fora do escopo deste trabalho.

Os horizontes de evento sao caracteristicas mais comum aos buracos negros que
formam a superficie a partir da qual nem mesmo a luz possui velocidade suficiente para se

distanciar da fonte do campo gravitacional.

3.2.1 Deducao da métrica de Schwarzschild
A solugao de Schwarzschild, é dada postulando um tensor métrico que satisfaca as
seguintes condigoes [19, 22, 23]
« Todas as suas componentes sejam independentes do tempo e nao possuam termos

cruzados com relacao a coordenada temporal = solugao estatica;

» Seja espacialmente simétrico com relagao a origem quando submetido a uma rotacao

= simetria esférica;

» Se assemelhe ao espaco-tempo plano quando no infinito = espaco-tempo assintoticamente plano.

Assim, das coordenadas esféricas (t, r, 8, ¢), sendo r a coordenada radial, 6 e ¢ as

coordenadas angulares e considerarmos o elemento de linha tem-se que

ds® = g, datds” = —A(r)dt* + B(r)dr* + r*(d6® + sin*0d¢*), (3.1)

onde A(r) e B(r) sdo funcoes a serem determinadas. Como 0,g,, =0 e go; = 0,7 =1,2,3,

a condicdao 1 é satisfeita. Mantendo t e r constantes o elemento de linha ds? se torna

L O teorema de Birkhoff diz que a tnica solucdo esfericamente simétrica e no vacuo das equacdes de

Einstein equivale a solucao de Schwarzschild. Além disso, ndo ha nenhuma solu¢do dependente do
tempo que possua essas caracteristicas [22, 28, 23].
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dL? = r?(d6? + sin*0d$?), condigao 2. Por ultimo, requerendo-se que as fungoes A(r) e

B(r) satisfagam condigoes de contorno da forma A(r— oco)=1 e B(r— oo0)=1, condicao 3.

Para resolver as equacoes de Einstein para o espaco-tempo vazio, ou seja, I2,, = 0,
determinamos os simbolos de Christoffel I'j, e entao calculamos as componentes do tensor
de Ricci R, = 0. Ao resolvermos R,, = 0, encontramos um sistema para as equagoes

A(r) e B(r), cuja solugbes sao

w0 (105) o - (144) o3

r

onde k é uma constante a ser determinada.

Podemos interpretar a constante k em termos de algum parametro fisico. O uso
mais importante de uma solucao de vacuo esfericamente simétrica é representar o espaco-
tempo fora de uma estrela ou planeta ou outros objetos. Nesse caso, espera-se recuperar o

limite de campo fraco com r — oo resultando em

goo(r — 00) = (—1+ l;), (3.3)
goo(T — OO) = (1 — ];:)

Por outro lado, o limite da campo fraco é dado por:

goo = —(1 4+ 2P), (3.4)
Grr = (1 — 20),
com o potencial & = @ Portanto, as métricas concordam com este limite, se definirmos

k=—-2GM.

O resultado final é a métrica de Schwarzschild, ou seja,

—1
s — _(1 _2GM )dt2 + (1 _ oM ) dr? + r2(d6° + sin®0d6?),  (3.5)

r r
onde adotando G = 1 tem-se

M M -1
ds? — _ (1 _ )dt2 + (1 - ) dr? 4+ r2(d6? + sin0de?). (3.6)
T T

Apresenta-se agora as propriedades da solu¢ao de Schwarzschild.

3.2.2 Propriedades da Solucao de Schwarzschild

A métrica de Schwarzschild descreve o espaco-tempo vazio em torno de uma estrela
como o Sol desde que, se ignore sua rotacao e de uma estrela em colapso. De fato em
uma dada distribuicao esférica arbitraria, o espago-tempo externo a distribuicao tem uma

métrica estatica (Teorema de Birkoff) com as propriedades dada a seguir [20]:
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1. E esfericamente simétrica;
2. E estacionéria;
3. Tem coordenadas tipo tempo adaptadas para o campo de vetores de killing ;

4. E assintoticamente plana (para r — oo, volta a métrica de Minkowski, métrica de

um espago plano na Relatividade Geral dada em coordenadas polares);
5. E estatica;
6. Tem massa geométrica m = Gmc 2.

Ao analisar a métrica de Schwarzschild, constata-se que ao tomar os valores r = 0
ou r = 2M, uma de suas componentes diverge [22]. Essas divergéncias podem ou nao
estar associadas ao sistema de coordenadas utilizado, ou seja, fazendo uma mudanca de
coordenadas adequada, essa divergéncia desaparece.A superficie definida por r = 2M é

uma singularidade de coordenadas, podendo ser removivel. Ja r = 0, ¢ uma singularidade

fisica, ou seja, nao pode ser removida.

Uma forma simples de verificar se existe ou nao uma singularidade em um determi-

nado ponto do espago-tempo é efetuando através de um escalar associado a curvatura da
7 . ~ 7 . _ )\

métrica em questao. Como a curvatura ¢ dada pelo tensor de Riemann Ry, = g,n[%),,,0

seu escalar ¢ determinado por

M?
ré

RMP R0 o (3.7)

1
M4

¢é realmente uma singularidade e r = 2M é conhecido como raio de Schwarzschild. O

Assim, R'" R, 0 — oo para r — 0, e RFPR,,, 4 o para r — 2M. Portanto, r = 0
motivo da realizacao desse calculo se da, pelo fato que como escalares sao independentes do
sistema de coordenadas utilizado, se existir uma determinada divergéncia em um sistema

de coordenadas a mesma ocorrera em todos os outros.

Um modo de encontrar o raio de Schwarzschild é através de uma analogia com
a mecanica newtoniana, utilizando a velocidade de escape de um corpo sob a ag¢ao do
potencial gravitacional [22, 29]. Assim, com igualdade energia cinética de um corpo
de massa m com a energia potencial gravitacional gerada por um objeto de massa M,

concebe-se que

mu? GMm 2GM
—_— = = U=
2 T r

e tomando v = ¢ encontra-se ry como dado a seguir.

2GM 2GM
c=1/ Sr=Ers= (3.9)
r c
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Pelo fato de ser um nimero, dadas constantes universais e uma caracteristica tnica de
cada corpo (sua massa M), o raio de Schwarzschild fornece uma escala de classificacdo, ou

seja, dada a massa de um corpo temos seu r, (para o sol temos: & ~ 3.103m).

Logo as singularidades da métrica de Schwarzschild sdo o ponto de partida para
a teoria de buracos negros. A distancia maxima que um observador externo consegue
ver, ou, em outras palavras, a superficie a partir da qual particulas nao mais conseguem
escapar para o infinito, é conhecida como horizonte de eventos que ¢é representada pelo

raio de Schwarzschild.

Apresenta-se dois sistemas de coordenadas convenientes para reescrevermos a

métrica de Schwarzschild: as de Eddington-Finkelstein e as de Kruskal-Szekeres.

3.2.3 Coordenadas de Eddington-Finkelstein
A métrica que descreve o espacgo-tempo em torno de uma distribuicdo de massa
esférica é a métrica de Schwarzschild, ou seja:

—1
ds? = —(1 _ 2M>dt2 + (1 _ 2M> dr? + r2d02,
T T

onde dQ? = df? + sin*0d¢?.

A métrica de Schwarzshild tem alguns problemas. O primeiro é que em r = 2M,
o coeficiente de dr? apresenta uma singularidade. H4 uma singularidade também no
coeficiente de dt? em r = 0. O outro problema ¢ a inversao de sinal quando r < 2M. Em
outras palavras, a métrica de Scharzschild funciona bem somente para r > 2M. O raio
critico r, é dado por:
rs = 2M,

que é chamado de raio de Schwarzschild.

Para contornar o problema da métrica de Schwarzschild em r = 2M e a inversao
de sinal deve-se introduzir uma transformacao de coordenadas e obter uma métrica mais

adequada [20]. Considerando a transformagio de Eddington-Finkelstein*:

r
t=v—r—2Min| — —1). 1
v—r n(2M ) (3.10)

Para 53 > 1, podemos escrever:
t 2M1 ( L 1>
=v—r— n( — —
2M ’

epara 0 < 5 <1,

.
f=v—7—oMin(1——"").
v "( 2M>

Onde v é um pardmetro de tempo avancado dado por v =t +r.

2
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Considerando o primeiro caso como:

t =t(v,r),
ot ot
dt %dv + 3 dr,
segue que
d d
dt = dv—dr + ——— = dvy— ———
~ 5w ~ 5
Assim,
2
a2 = qu? — 2 dr (3.11)

+ .
-5 (1—55)?

Substituindo esse resultado na métrica de Schwarzschild e fazendo as simplifica¢des
necessarias, obtemos finalmente que

2M
ds? = — <1 — >dv2 + 2dvdr 4 r2(d6* + sen*0dp?) (3.12)
r

Podemos ainda introduzir um pardmetro de tempo retardado ou coordenada tartaruga®
na métrica de Schwarzschild e assim obtemos o elemento de linha de Schwarzschild com o

parametro de tempo retardado dado por:

2M
r

ds? (1 )dw2 + 2dwdr — r2(d6? + sen®0dd?) (3.13)

Portanto, estas sdo métricas de Eddington-Finkelstein, Equagoes (3.12) e (3.13).
Observa-se que v assume o papel de tempo coordenado. Se considerar o segundo caso e
seguir o mesmo procedimento o resultado final é o mesmo, logo a métrica de Eddington-
Finkelstein vale para 0 < r < co. Isto é: ela descreve todo o espago-tempo sem inverter o
sinal e sem a singularidade em » = 2M . Como dito anteriormente, este tipo de singularidade
que surge em um conjunto de coordenadas, é dita removivel. Ja a singularidade na origem

r = 0 permanece, pois é uma singularidade fisica.

3.2.4 Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Usando as coordenadas v e w, pode-se reescrever a métrica de Schwarzschild
removendo a singularidade r = 2M. Porém, da proépria definicao de v e w notamos que
temos duas regioes diferentes do espaco-tempo: passado e futuro*. Assim para escrever o
espacgo-tempo completo, utilizando as coordenadas v e w, formando o que é chamado de

espago-tempo de Schwarzschild estendido [22, 28, 23, 30] introduz ambas coordenadas, nula

Dado por w =t* —r.

Essa ideia é dada pensando nas defini¢bes de v e w. Mantendo v e w constantes, ao tomarmos r — 2M
temos, respectivamente, t - —ococ e t — 0co. O que implica que v estd relacionado ao futuro e w ao
passado do espago-tempo de Schwarzschild.
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avangada v e outra nula retardada w com o uso das coordenadas (v, w, 8, ¢) no elemento
de linha de Schwarzschild [20]. Dest modo obtém-se o elemento de linha

2M
ds® = (1 — T)dvdw — r%(df* + sen®0dg¢?) (3.14)

(v=w)
2

. Fazendo as mudancas de coordenadas

V= ezp(ﬁ),
W = —exp(dj),

validas para r > 2M, com os intervalos v € (0,00) e w € (—00,0), a métrica da Equagao

sendo r = r(v,w), pois t =

(3.15)

(3.14) pode ser escrita como

16m? — 16m? —
ds® = ;n exp(zj\Z)dtz - ;n e:cp(z]&)da:Q — r2(d6? + sen*0d¢?). (3.16)

A métrica nas coordenadas de Kruskal-Szekeres, Equacao (3.16), é bem definida,
para r = 2M, e para todo r > 0. Portanto, essa métrica fornece o espaco-tempo de

Schwarzschild estendido.

3.3 Buraco Negro Auto-Dual

A Gravidade Quantica em Loop [31, 32, 33] fornece uma descrigdo do universo
em seus estagios iniciais. Uma caracteristica fundamental é a resolucao da singularidade
inicial [34, 35] do Big Bang substituido por um salto quantico. Um buraco negro nesta
estrutura foi construido a partir de um modificacdo da versao holondémica da restricao
hamiltoniana [3]. Esse tipo de buraco negro, denominado auto-dual, tem uma solugao
que depende de um parametro ¢, denominado parametro polimérico, que rotula elementos
em uma classe de restrigoes hamiltonianas. Essas restricoes sao compativeis com simetria
esférica e homogeneidade, e podem ser fixada a partir de condi¢oes de limite assintoticos,

produzindo o hamiltoniano classico adequado no limite o — 0.

Seguindo a abordagem do buraco negro de Schwarzschild corrigido pela gravidade
quantica, ou seja, pela gravidade quantica em loop, tem-se que esse pode ser descrito pela
métrica efetiva [36, 37]:

2 (7”_7?)(7"_7“*)(7”"‘7"*)2 2 dr? 2 ag 2 .9 2

ds® = — S A + oy (7P 5 ) (d6° o+ sin6ds?)
(r+7.)2(rt+ag)

(3.17)

onde a métrica da Equagao (3.17) tem a presenca de um horizonte externo localizado

em r, = 2m, um intermediario em r, = /77— e um horizonte de Cauchy localizado a

r_ = 2mP?. Aqui, a funcdo polimérica P ¢ dada por

V1i4+e2 -1

p:71+62+1, (3.18)
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onde € = ydy, em que v é o parametro Barbero-Immirzi, e 9, é o pardmetro polimérico
usado para a quantizacao em LQG. Além disso, na Equagao (3.17) aparece o pardmetro

ag definido por

Amin
8’

onde A, € a area minima no contexto de LQG e m esta associado a massa ADM como

(3.19)

ag —

segue
M =m(1 + P)?, (3.20)

Usando o fator multiplicativo da parte angular da Equagao (3.17), pode-se definir

uma nova coordenada radial dada por:

R=\[r?+ - (3.21)

onde R mede a distancia da circunferéncia e é igual a coordenada r apenas no limite
assintotico. Além disso, da Equagao (3.21) pode-se ver uma caracteristica importante
da estrutura interna do SDBH, quando r diminui do infinito para zero, a coordenada R
diminui de infinito para R = v/2ag em r = ,/ag, € entdo, aumenta novamente para infinito.

Considerando a Equacao no horizonte de eventos externos, ou seja, em r = r, obtém-se

R, = \/(2m)2 + (“0)2. (3.22)

2m

A propriedade de auto-dualidade pode ser expressa dizendo que a métrica (3.17) é invariante

sob as seguintes transformacoes,
r—ao/r, t—tr’lay, 7r — Qo). (3.23)

O elemento de superficie minimo é obtido quando a coordenada dual 7 = ag/r assume
o valor rg,q = 7 = \/ag. A propriedade da auto-dualidade remove a singularidade do
buraco negro, substituindo com outra regido assintoticamente plana [37]. Para os aspectos

dindmicos desta solugao.

No entanto, a polimerizagao da restricdo hamiltoniana na regiao homogénea esta
dentro do horizonte de eventos. Portanto, o significado fisico da solu¢ao quando a métrica
é continuada analiticamente para todo o espago-tempo persiste como um problema [36].
Além disso, os buracos negros auto-duais tém dois horizontes - um horizonte de eventos e

um horizonte de Cauchy.

Os horizontes de Cauchy sao instaveis, e entdao nao esta claro se a solucao tem
um interior estavel. Essa solucao pode ser 1til como uma primeira aproximagao para o
comportamento de um sistema em uma estrutura gravitacional quantica. Uma vantagem
desta abordagem é que embora a solu¢ao completa do buraco negro sé possa ser apresentada

em uma forma numérica, tem um forma fechada que facilita a investigacao.



Capitulo 3. Buracos Negros 38

A Equacao (3.21) pode ser escrita na forma R = /72 + 72 que mostra um espaco
assintoticamente plano, ou seja, uma regiao de Schwarzschild no lugar da singularidade
para o limite quando r tende a zero. Essa regiao corresponde a um buraco de minhoca
com o tamanho da ordem do comprimento de Planck. O diagrama Carter-Penrose para o

SDBH ¢ mostrado na Figura 3, onde percebe-se que r_ < r < 0.

Figura 3 — Diagrama de Carter-Penrose para a métrica SDBH. O diagrama tem duas
regides assintdticas, sendo uma no infinito e a outra perto da origem, onde
nenhum observador pode alcancgar considerando um tempo finito.

Com relagao ao limite experimental do pardmetro de polimerizacao, um estudo
recente com base na observacao da deflexdao gravitacional solar de ondas de radio leva a
seguinte restrigao [38]:

50,1, (3.24)

para o parametro de polimerizacio, é da ordem P ~ 1073. Esta estimativa tem como
pressuposto v < 0,25, e como uma escolha diferente para o valor do parametro Barbero-

Immirzi, impoe uma faixa menos restritiva de valores P < 1.



39

4 Perturbacao do Buraco Negro Auto-Dual

Perturbacoes de estrelas e buracos negros tém sido um dos principais tépicos
da astrofisica relativistica nas ultimas décadas. Elas sao de importancia hoje para a

astronomia de ondas gravitacionais.

Neste Capitulo apresenta-se as perturbagoes escalares de buracos negros (Schwarzschild)-
caso classico e auto-dual- com o intuito de obtermos uma equacao de onda tipo-Schrodinger
com potencial efetivo. Potenciais estes que serviram de base para o calculo dos modos quase
normais, e nos possibilitardao comparar os resultados para verificar o seu comportamento,

em ambos 0s casos.

4.1 Teoria de campos em espacos-tempo curvos

Na década de 1920 uma teoria comecou a ser formulada que pretendia explicar o
universo do pequeno e do rapido, uma junc¢do da Mecanica Quantica com a RE, surgia a
TCEC. Em 1926 Oscar Klein e Walter Gordon formularam uma equagao, que muitas vezes
é considerada como uma versao relativistica da equagdo de Schrodinger, para descrever
particulas quanticas escalares em regime relativistico [39]. Em 1927, Paul Adrien Maurice
Dirac propds uma equacao capaz de descrever elétrons livres com energia relativistica
[40]. Essa teoria explicava a criagdo e a aniquilagao de particulas, previa a existéncia das
antiparticulas e, juntamente com a equagao de Klein-Gordon, foram primordiais para o
desenvolvimento da Teoria Quéntica de Campos Eletromagnética. Posteriormente, a forca

fraca e a forte também ganharam tratamento voltado a Teoria de Campos [16, 41].

A equacao de Klein-Gordon foi proposta para descrever particulas relativisticas,
escalares e sem carga [41]. Dessa forma, dada uma particula com massa m e 4-momento

k* = (E, k), ela obedece ao seguinte invariante relativistico

k'k, = —m? = E* = k.k +m”. (4.1)
Definimos particulas como possuindo energia positiva F = vk.k + m?2.

Pode-se reescrever e atribuir aos constituintes da Equagao (4.1) interpretagoes
operacionais da Mecanica Quéantica: £ = H = i0;, sendo H o operador hamiltoniano e

k = —iV e aplicar no campo escalar ¢(x)!, obtendo

(E? — k.k —m*)¢(x) =0, (4.2)
[(i0)* = (=iV)* = m?]é(z) = 0,

Aqui denotamos, pela dependéncia em x, a dependéncia com relagdo as componentes do 4-vetor z#.

1
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o que resulta na equacao de Klein-Gordon
(02 — V2 +m*)¢(x) = 0. (4.3)

Sabemos que toda teoria de campos classicos nasce da acao classica, que, para um campo

¢(x) é da forma

Slo] = [ d'e(6,0,0,), (4.4)
onde L(¢,0,¢,x) é a densidade de lagrangiana do respectivo campo [42, 22, 24, 30]. Dessa

forma, ao extremizar essa acao, obtém-se

_ 4 oL Lol oL
05 = /d f{aqs - axu[a(am)

] } 56 =0, (4.5)

IS gL 0L D 0L
6 o Oz 19(d,9)]

onde o lado direito da Equagao (4.6) sdo equagoes de Euler-Lagrange. Para o campo

(4.6)

escalar real ¢(x), de massa m e sem interagoes, a densidade de lagrangiana £ é escrita

co1mo

L=~ 510,000 + m*6?), (@7

no qual n*” ¢ a inversa do tensor métrico de Minkowiski e as equagoes de Euler-Lagrange

resulta a equacgao de Klein-Gordon dada por:

" 9,0,0 —m*¢ =0 (4.8)
tal como na Equacao (4.3).

A generalizacao da teoria classica de campos em espagos-tempo planos para curvos
[42, 22, 24, 30, 43, 44] se d4 com trés substitui¢des dadas a seguir:
1. A substitui¢do da métrica de Minkowiski 7, pela métrica geral g,,;
2. A substituicao das derivadas ordinérias d,, por derivadas covariantes V ,;
3. A substituicio do elemento de volume d*z pelo elemento de volume covariante:

d'z\/—=g, sendo g = detg,,|.

Assim, para um espago-tempo (M, g,,,) que seja globalmente hiperbdlico, a propa-

gagao do campo escalar ¢(x) possui a densidade de lagrangiana

L=~ (¢ V,0V.6 + m'), (4.9
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obtida utilizando a Equacao (4.7) e a agao classica S é expressa por:

SI6) = [ dov=gl-5 (0" V6V + mP6), (4.10)

sendo que para o campo escalar V,¢ = J,¢. Essa densidade de Lagrangiana e agao

descrevem um campo escalar minimamente acoplado com a gravidade.

Entao impondo a condi¢ao de agao constante em relacao ao campo ¢ 6.5 = 0, as

equagoes de movimento obtém-se

1
-9
onde [] = ﬁaﬂ(,x— 99"’ 0,), representando a equagao de Klein-Gordon no espago-tempo

0u(v/=99"0,)¢ —m*¢ = (O — m*)$ = 0, (4.11)

§

curvo.

O tratamento geral da Teoria Quantica de Campos em Espagos Curvos considera a

acao para o campo escalar como

1
61 = [ dr/=g] -
sendo ¢ € R um termo que determina o acoplamento entre o campo escalar e a curvatura

R (escalar de Ricci).

(9" VudV, ¢ +m?¢* + ERG) |, (4.12)

Assim, com a variagdo da acao em relagdo ao campo ¢ 4S = 0, as equagoes de
movimento sao

[0 —m? — ¢R]o(t, 7,0, ¢) (4.13)

onde [J = \/%798“(\/— 99" 0,). Neste trabalho dar-se énfase a Equacao (4.13) detalhada a
frente, pois ela fornece informagoes essenciais para o objetivo deste trabalho que é o calculo

dos modos quase normais para o buraco negro de Schwarzschild, classico e auto-dual.

4.2 Perturbacoes Escalares

Campos escalares massivos descrevem sistemas fisicos, por meio de perturbacgoes

escalares para obter informagoes sobre a estabilidade do buraco negro.

O espago-tempo de Schwarzschild, cuja métrica dada pela Equacao (3.6), é um
espaco-tempo com curvatura nao nula®. Dessa forma, a equacao de Klein-Gordon para
0 mesmo nao ¢ simples como o da Equacao (3.7). Deve-se usar a expressao geral para
espagos curvos dada pela Equagao (4.11) e, para m # 0, obtendo

1
-9

Isso porque seu tensor de Riemann é nao nulo.

0,(vV—=99"8,)p — m*¢ = (0 —m?)¢ =0, (4.14)

Q‘

2
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onde [ = ﬁ@u(\/—gg“l’@). Como /—¢ = 7r?sinf, que substituindo na expressao

anterior obtém-se:

2MN\1d?¢ 1 d 2M do 1 d(sinf)d¢ 1 d%¢
—(1-22) SRy 1—.2} =S o 2.
( r ) a2 r2dr [( r ) " * r2sinf df  db * r2sin26 dg? me
(4.15)
A solugao da Equagao (4.15) pode ser encontrada por meio do “Ansatz"
R(re,t) o
o(t,r.0,6) = = Dyim(g ) (4.16)

sendo R(r,,t) escrito em fungao da coordenada tartaruga r,, definida na equagao de

Eddington-Finkelstein e Y;(6, ¢) os harmonicos esféricos.

Substituindo a Equacao (4.16) na Equagao (4.15) e igualando as partes [({ + 1) e

—I(I + 1), encontra-se

2

sin@je(smﬁYlm) + ;lgbyzm + (1 + 1)sin®0Y! = m?, (4.17)

R=m? (4.18)

_(1_2M>—1d2R 2M<dR 1 )+<1_2M)d2R I(1+1)°

dt? + 72 %_;R dr? r

r T

Usando a mudanca de coordenadas 0, — 0.,

O . (. 2M\!
0. = 50, = (1 - r) o,.. (4.19)

-1 —2 -2
92— o, [(1 - 250”) ar*} - (1 _ 254”) 0, — (1 - 2?”) 2;‘2437,*. (4.20)

Substituindo na Equagao (4.18), obtém-se
{cor+op)— (1-21)

sendo V(r) uma barreira potencial efetiva cuja forma é forma

) 4 ooy m2] } R=[-8?+0:—-V()R=0, (421)

r2

2M> {l(l + 1) n 2M- o] (4.22)

Vaalr) = (1-

T 72 73

A Equagao (4.22) nos da o potencial efetivo para o caso classico do buraco negro
de Schwarzschild fundamental no célculo dos Modos Quase Normais abordado no capitulo

seguinte.

A partir de agora, interessa-se no céalculo do potencial efetivo, para o caso auto-dual

do buraco negro de Schwarzschild.
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A equagao de Klein-Gordon descreve a evolucao de campos escalares. No caso
em que a massa do campo é nao nula, e é considerado o acoplamento nao-minimo com a

gravidade, esta equacao ¢ dada por
[O—m? —¢R)®(t,7,0,4) =0 (4.23)

onde (0 = ﬁ@u(g“’ﬂ/—g&,) ou
R
vy

com os indices p e v variando de p,v = 0,...,3 e g = detg,,.

9,(v/—gg"d,) —m*® — ER|®(t,1,0,9) =0, (4.24)

Comecaremos desenvolvendo a Equagao (4.24) considerando a métrica de fundo

dada pela Equagao (3.17). Depois de alguns célculos e simplificagoes, obtém-se

[w—rqw—rmiﬂ .

az +rt 0*P N r4 9
(r—r_)(r—ry)(r+r.)? ot? (a3 + %) (r+r.)20r

1 0 0P r? 1 0*® )
. — @
a2 + r*sind 00 ( ) a2 + r*sin?0 O¢? (M * €R> ’

onde o escalar de Ricci é dado por
R=g¢"R,,
- 2r?
(a3 +74)° (r +7.)t
+7® (47’2 +2r(r_+ry) — 37:74)) — Ty (2(137"4 (—47’2 +Tr(r- +ry) — 87’J"+)

—r? (2a§7"4 (37‘2 +3r(r_ +ry) — 41:74) + ag (67“2 — 7:7;)

—|—a§(3r(r, +ry)—4dr_ry) + 7’8(37“(1: +ry) — 47’,7“+)) + 2a3r2 (a% + 37“4> (r—r_)

x (r—ry)+rt (— (ag + 7“4)2> — 4pr? (ag + T4)2

(4.26)

Agora, devemos introduzir o campo escalar por meio do Ansatz padrao da seguinte forma:

O(t, 1,0, 0) =p(t,r)Y™(0,9), (4.27)
entdo, substituindo a Equagao (4.27) na Equagao (4.25), tem-se

P rtr—r_)(r—ry) 0 o0
"o T (a3 +r4)?  Or [<T S T+)8T]
P =) (e =) (r )20+ 1)¢ —

(a3 + rt)?

(=)= rfr 1) )

ad +rt

(1> + ER)Y.

Aqui, o Y™(0, ¢) denota as fungdes harmonicas esféricas [45] que satisfazem a relagao

1o [ oy 1 &yr
B — I+ DY 42
sind 90 (Sme 00 >+ sn?g agr — (UHDY (4.29)
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Assim, redefinindo a func¢ao ¢ como sendo:

b= = (r)e ™,

onde o pardmetro w representa os modos quase normais complexos. Além disso, introdu-

(4.30)

zindo a coordenada tartaruga z, através da relacao:

d rr—r)(r—ry)d
— — 4.31
dx a +rt dr’ (4:31)

que ao ser integrada, obtém-se:

o a? . a2 (r_ +ry)log(r) N (a% + 7“4_) log(r —r_) B (ag + ri) log(r —ry)
rr_Ty r2r? r2(r_ —ry) r2(r_—ry) '

(4.32)
Finalmente, substituindo as Equagoes (4.30) e (4.31) na Equacao (4.28), obtemos uma

equacao de onda do tipo Schrodinger para a perturbagao escalar do espago-tempo SDBH
da seguinte forma

d>U 9

—— + | = Vea(r)| ¥ =0, (4.33)

dx?

onde o potencial efetivo é dado por:

V) = ATy (i (2 (3

X(r— +ry) —4dr_ry) +orr. (47“2 —Tr(r_4+ry) + 8r_7"+) +3r%(r —r_)(r —ry) — 4o’
—rf) + 3% (r + r*)4) + agr® (25 (rf (r_r+ - 67"2) +2r%(r —r_)(r —ry)

+rr,(dr_ry —3r(r_ 4+ ry)) — 4 — Tf) + 33 (r + 7“*)4) +73(r +7,)? (10@87"3
X(r—r_)(r—ry)tag(=2r+r_+ry)+r(r(r_+ry) — 2r_7’+)) + adu®(r +7,)*
—2err, (7“2(3(7: +ry)+Ar) +2r(r_(re — 2ry) +ri(ry +2r,)) — 3roryre + rf)

+ 122 (r 1)t
(4.34)

Para uma melhor visualizacao do comportamento do potencial efetivo da Equagao
(4.36), apresenta-se os graficos das Figuras 4 e 5. Na Figura 4 verifica-se que no limite
assint6tico, ou seja,r — 00, 0 potencial efetivo exibe o seguinte comportamento Veg(r) ~
p2. Além disso, observa-se que para pequenas massas do campo escalar, o potencial efetivo
ainda possui a forma de potencial barreira. No entanto, ao aumentar os valores de p,
potencial efetivo perde a forma de barreira potencial e assume a forma de um potencial
degrau. Na Figura 5 observa-se que para grandes valores de acoplamentos (curva laranja)
tem-se uma fase de instabilidade, onde o potencial efetivo é negativo. Além disso, para o

caso limite, quando & — 0 denotado pela curva preta, é quase coincidente com o valor de
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0.04

0.03!

001!

0.00-

Figura 4 — Grafico do potencial efetivo. Este grafico mostra o comportamento de Vg(r)
para diferentes valores de massa do campo escalar: u = 0.0,0.1 e 0.2. Aqui,
assumimos os valores constantes m =1, £ = 0.1, ag = \/3/2, l=0e P=0.1.

gravidade (£ = 1/6). Devido a esses fatores, devemos considerar pardmetros com valores

pequenos para aplicar a aproximacao WKB corretamente para o calculo de QNMs.

0.04 -

0.03

0.02"

Verr(r)

0.01-

0.00 -

-0.01

Figura 5 — Grafico do potencial efetivo. Este grafico mostra o comportamento de Vig(r)
para diferentes valores do acoplamento nao-minimo: ¢ = 0.0,1/6,1.0 e 3.0.
Aqui, assumimos os valores constantes m = 1, u = 0.1, ay = \/3/ 2,l=0c¢e
P=0.1.
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5 Modos Quase Normais

Um dos aspectos mais interessantes da detecgao de Ondas Gravitacionais trata-se
da conexao com a existéncia de buracos negros [46]. Embora existam atualmente vérias
maneiras indiretas de identificar buracos negros no Universo, as ondas gravitacionais
emitidas por um buraco negro oscilante carregam uma impressao digital inica que levaria

a identificagao direta de sua existéncia.

Como exposto anteriormente, a radiagao gravitacional das oscilagoes dos buracos
negros exibe certas frequéncias caracteristicas que sao independentes dos processos que dao
origem a estas oscilagoes. Essas frequéncias quase normais estao diretamente conectadas
aos paradmetros do buraco negro (massa, carga e momento angular) e, para a massa
estelar, os buracos negros devem estar dentro da largura de banda dos detectores de
ondas gravitacionais construidos. As perturbac¢oes de um buraco negro de Schwarzschild

reduzem-se a equacao de onda encontrada no capitulo anterior.

Neste Capitulo, seguindo o nosso trabalho [47], determinaremos os QNMS para o
buraco negro quantico descrito através da métrica da Equacao (3.17). Como apresentado
no ultimo capitulo, depois de considerar as perturbacoes escalares para o espago-tempo do
Buraco Negro Auto-Dual (SDBH), encontrou-se uma equagao semelhante a de Schrodinger
dada pela Equacao (3.17) com um potencial efetivo dado pela Equacao (4.34). Se o
potencial efetivo depende da coordenada tartaruga através da Equacao (4.32), o Veg(r)
assume valores constantes préximos ao horizonte de evento (z = —00) e no infinito (z = c0)
e tem um valor méximo em algum ponto intermediario (x = ). Esse comportamento é
mostrado nas Figuras 6 e 7, onde se tem um aumento do pico do potencial efetivo com os

valores [, e uma diminuicao com os valores P.

Veff(x)

Figura 6 — Grafico do potencial efetivo dependendo da coordenada tartaruga. Este grafico
mostra o comportamento de Veg(z) para diferentes valores do niimero multipolo
quantico: ¢ = 0,1 e 2 com valores constantes m = 1, p = 0.1, £ = 0.1,
ag=+/3/2e P=0.1.
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0.030
0.025"

0.020/

Verr(x)

Figura 7 — Grafico do potencial efetivo dependendo da coordenada tartaruga com o
comportamento de Vog(x) para diferentes valores do pardmetro polimérico:
P =10.1,0.3,0.5,0.7 ¢ 0.9 para os valores constantes m =1, p = 0.1, £ = 0.1,

ap = /3/2 e (= 0.

Os QNMs sao frequéncias complexas e podem ser expressos na seguinte forma:
w = wp + iwr, (5.1)

onde a parte real wr determina a frequéncia normal das oscilagoes, enquanto a parte
imaginaria w; representa o amortecimento do tempo dos modos de vibragao. Pode-se obter
informacoes sobre a estabilidade de BHs a partir da analise de QNMs, sendo BHs instaveis

quando w; > 0 e estaveis quando w; < 0 .

Devido ao comportamento de Vig(z), Figura 6, pode-se fazer uma analogia direta
com o problema de espalhamento perto do pico da barreira potencial da mecanica quantica,

onde w? na Equagao (4.33) desempenha o papel da energia.

Ver-se agora o método WKB, pois ja foi determinado o potencial efetivo do buraco
negro auto-dual, para assim obter os Modos Quase Normais escritos pela forma dada pela

Equagao (5.1).

5.1 Método WKB

Métodos para calcular os QNMs foram desenvolvidos [6, 48, 49, 50]; no entanto o
método WKB introduzido por Schutz e Will [14] foi aprimorado para a 3* ordem por Iyer
e Will [15] e é a aproximagdo que consideraremos. Assim, os QNMs (w = w,,) da Equagao

(4.33) sao determinados pela seguinte equagao:

Wy, = \/(VO+A) —i(n+ ;)\/—21/0”(1 +Q), (5.2)

LOVEN LN LN
a=5(5r) + (G e?) ~ s () 7+ 0007, >3

onde
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1 5 v 1 1A% V(4)
Q= 0 (77 +188a%) — — (0)(30)
“2vy 6912 \ vy 384 | (V)

2 1 V[]”/ 0(5) 2 4
5304 (65 +680%) + P (19 + 280%) (5.4)

558 (V ) 5+4a)}.

Na equacao acima temos o« = n + % e V' denotando a derivada de ordem n do potencial

(51 + 100a2)

efetivo no ponto maximo zy. Assim, usando as Equacgoes (4.36) e (5.2), calcula-se os
QNMs para o buraco negro auto-dual considerando diferentes valores dos parametros. Na
Tabela 3, mostra-se os QNMs fundamentais (ou seja, [ =0 e n =0) considerando os
diferentes valores dos outros parametros. Nota-se que os valores dos QNMs sao diferentes
no caso em que 4 =0 e & =0 do caso conforme (u=0 e §= %) Para o caso quando
os parametros polimérico P e area minima ag tendem a zero, os resultados convergem
para SchBH [51, 52].

L] pl & wo | [P sl &1 wo |
0.1 [[ 0.0 [[ 0.0 ]| 0.083846 — 0.106928 0.3 [[ 0.0 [ 0.0 ]| 0.072469 — 0.089438i
0.1 [[ 0.0 [[ 0.1 || 0.116404 — 0.1382607 0.3 [ 0.0 || 0.1 || 0.067228 — 0.103055¢
0.1 [[ 0.0 [[ 1/6 || 0.076978 — 0.110763¢ 0.3 [ 0.0 || 1/6 || 0.024120 — 0.0942007
0.1 [[ 0.0 [[ 0.2 || 0.098475 — 0.1281784 0.3 [[ 0.0 [[ 0.2 || 0.043868 — 0.106240i
0.1 [[ 0.1 [[ 0.0 || 0.103053 — 0.111495 0.3 [[ 0.1 [[ 0.0 || 0.090732 — 0.085852i
0.1 [[ 0.1 [[ 0.1 || 0.034850 — 00643861 0.3 [[ 0.1 [ 0.1 || 0.101386 — 0.111908i
0.1 [[ 0.1 [[ 0.2 [ 0.091391 —0.111355¢ 0.3 [[ 0.1 [[ 0.2 || 0.038487 — 0.081088i

Tabela 3 — QNMs fundamentais do SDBH para os parametros de valores constantes: m = 1,

{=0eay=+3/2.

Os QNMs para o SDBH considerando os primeiros nimeros harmonicos (n) sao
mostrados na Tabela 4 para o caso com [ = 1. Adotando-se alguns valores tipicos dos
outros parametros, por exemplo, P = 0.1,0.3 e 0.5. No entanto, para o caso em que £ = 0
e it = 0 os resultados concordam com os valores obtidos na literatura [8]. Finalmente,
para melhor visualizacao dos efeitos devido aos novos parametros no espectro dos QNMs,
mostramos o comportamento por meio de graficos nas Figuras 8, 9 e 10 onde foi tragado

as partes reais e imaginarias de w para o caso [ = 2.
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0.50

Re(w)

0.40

0.35

’ .
e 1=0.0
o p=01
e u=0.2
o u=03
1 2

(a) Parte real

08"

* 1=0.0
* =01
06 | =02
- ¢ p=03
3
E 04
T
0.2

0.0

(b) Parte imaginéria

Figura 8 — Graficos para o comportamento dos QNMs considerando ! = 2 e u = 0.0;0.1;0.2
e 0.3. No grafico (a) é mostrada a parte real, enquanto a parte imaginéria é
mostrada em (b).

wo

l

w1

l

w2

|

0.308677 — 0.097383¢

0.280706 — 0.3129541

0.255548 — 0.542527¢

0.305982 — 0.0933792

0.262207 — 0.297952:

0.201681 — 0.520149:

0.306023 — 0.0981572

0.281336 — 0.316308z

0.263790 — 0.5480141

0.321783 — 0.082089:

0.249314 — 0.2737271

0.152563 — 0.5051677

0.319751 — 0.079161¢

0.234081 — 0.2615507

0.107235 — 0.4942581

0.319462 — 0.083113:

0.252371 — 0.279548:¢

0.170198 — 0.5124731

0.334209 — 0.090020z

0.299191 — 0.280891:

0.245795 — 0.485544¢

0.329608 — 0.089689:

0.294418 — 0.2805072

0.241676 — 0.4853951

0.324837 — 0.0888241

0.287367 — 0.27778017

0.229716 — 0.481428:

0.351419 — 0.0831361

0.304862 — 0.2694687

0.245882 — 0.4823301

0.348755 — 0.0888061

0.325524 — 0.296933:

0.327314 — 0.5303127

0.344568 — 0.088241¢

0.320773 — 0.295941¢

0.322452 — 0.529069:

0.348520 — 0.082800z

0.333270 — 0.2584641

0.319151 — 0.4452907

0.341353 — 0.0820961

0.325010 — 0.2564772

0.308893 — 0.442069:

0.334788 — 0.084140z

0.327065 — 0.267313¢

0.334821 — 0.4642911

0.365596 — 0.0685077

0.310780 — 0.2005787

0.176663 — 0.3465351

0.360323 — 0.074073:

0.327514 — 0.2349621

0.283478 — 0.4157861

| T |
0.1 || 0.1 || 0.0
0.1 ]| 0.1 || 0.1
0.1 ]| 0.1 |] 0.2
0.1 || 0.2 || 0.0
0.1 || 0.2 || 0.1
0.1 ]| 0.2 |] 0.2
0.3 || 0.1 || 0.0
0.3 || 0.1 || 0.1
0.3 || 0.1 || 0.2
0.3 || 0.2 || 0.0
0.3 || 0.2 ] 0.1
0.3 || 0.2 || 0.2
0.5 || 0.1 || 0.0
0.5 || 0.1 || 0.1
0.5 || 0.1 || 0.2
0.5 || 0.2 || 0.0
0.5 1] 02| 0.1
0.5 || 0.2 || 0.2

0.353556 — 0.072158¢

0.315734 — 0.2276511

0.258431 — 0.403470¢

Tabela 4 — Os primeiros QNMs para o SDBH considerando os parametros constantes:
m=1,a=+3/2and { = 1.
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0.5 : T .
! ? * £20.0 .
0.4 . g0
. 081 o =18 .
303 | e =02 i
¢ 3 ‘
02 * §=00 E 04
. §=01 ' 3
01 o =16 -
» §=0.2
0.0 , T
0 1 2 3 4 0.0 i i . |
n 0 1 2 3 4
n
(a) Parte real (b) Parte imaginaria

Figura 9 — Gréficos para o comportamento dos QNMs considerando | = 2 e ¢ = 0.0;0.1;1/6
e 0.2. No grafico (a) é mostrada a parte real, enquanto a parte imaginéria é
mostrada em (b).

o ! : e P=0.1 :
! ’ = 0sl ¢ P=0:2
0.50 e P=0.3
t — o P=0.4
3 3
3 045 £ 0.4
'3 [ 1
e P=041 [}
0.40
e P=0.2 0.2t
[ e P=03 [
0.35 b
e P=0.4 T
[ 0.0! . i 2 i
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
n n
(a) Parte real (b) Parte imagindria
Figura 10 — Graficos para o comportamento dos QNMs considerando | = 2 e P =

0.1;0.2;0.3 e 0.4. No gréfico (a) é mostrada a parte real, enquanto a parte
imaginaria é mostrada em (b).
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6 Conclusoes e Perspectivas

As observagoes das ondas gravitacionais abre uma nova janela para a pesquisa da
fisica gravitacional. Nesse contexto, os buracos negros oferecem um 6timo cenario para
testar as previsoes de candidatos as teorias da gravitacao quantica. Por isso foi estudado
as perturbagoes dos buracos negros e o espectro dos modos quase normais para uma versao
quantizada da solu¢ao de Schwarzschild, conhecida como buraco negro auto-dual e consiste

em uma solucao de gravidade quéantica em loop .

Consideramos perturbagoes escalares massivas acopladas ao escalar de Ricci e
encontramos uma equacao do tipo Schrodinger. Usou-se a abordagem WKB para obter
os modos quase normais com valores dos parametros para obtermos pequenas corregoes
da solucao classica. Devido as limitacoes da abordagem WKDB, também considerou-se o
nimero harmonico n < ¢. Portanto, para uma melhor visualizagdo do comportamento
dos QNMs, plotamos as Figuras 8, 9 e 10 mostrando o comportamento das partes reais e

imaginarias dos QNMs considerando | = 2.

Assim, analisando os nossos resultados, podemos verificar que os modos quase
normais escalares dependem fortemente da massa do campo, do parametro de acoplamento
nao minimo, e dos parametros de gravidade quantica em loop. Nossos resultados mostram
que conforme o parametro P cresce, a parte real dos QNMs sofre um aumento inicial e depois
comega a diminuir, enquanto a magnitude da parte imagindria diminui, considerando
o parametro fixo ag. Esta caracteristica revela que o amortecimento de perturbagoes
escalares massivas acopladas ndo minimamente com a gravidade para o buraco negro

auto-dual é mais lento e as oscilagoes sao mais rapidas ou mais lentas dependendo do valor
de P.

Outro novo fenomeno encontrado aqui é que para [, n e £ fixos, as partes reais
e imaginarias das frequéncias quase normais aumentam e diminuem, respectivamente,
conforme a massa do escalar campo,u, aumenta. Como sabemos, o ;4 tem um valor maximo,
entao os QNMs também tém um valor limitado e, devido a este fato, pode ser mais facil de
detectar por meio de experimentos. Além disso, a introducgdo da massa do campo escalar
pode nos ajudar a entender diferentes aspectos do buraco negro auto-dual, por exemplo,

os aspectos da termodinamica.

Verificamos que, ao aumentar o valor do acoplamento nao minimo com a gravidade,
&, os valores dos QNMs sao modificados. Além disso, para grandes valores de £, o niimero
de modos estaveis ira diminuir significativamente. Um fato interessante é que para o caso
quando assumimos = 0 e £ = 1/6, os resultados obtidos diferem do caso £ = 0. Portanto,

a simetria conforme pode ser quebrada na presenca de corre¢oes LQG. Com base nesses
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resultados, podemos concluir que o buraco negro auto-dual tem um comportamento estavel
sob perturbacgoes fornecidas por um campo escalar massivo com um acoplamento nao
minimo com gravidade. No entanto, ¢ importante mencionar que limitacoes ainda estao
presentes na descricao de LQG dos espagos-tempos como a reducao dos graus de liberdade
microscopicos, devido as simetrias adicionais na LQC. Desta forma, futuras investigacoes
devem abordar a questao dos Modos Quase Normais considerando a massa do campo e o

acoplamento com a gravidade no contexto de BHs mais recentes em LQG.

Assim, o presente estudo pode nos ajudar a entender a estabilidade do buraco
negro auto-dual, e também abre uma discussao sobre a interessante questao da violacao
da simetria conforme no contexto de buracos negros quanticos em loop. Uma andlise mais
aprofundada considerando extensoes rotativas e carregadas de SDBH, bem como, outras
solucbes de buraco negro em LQG, devem melhorar nossa compreensao deste problema.
Desta forma, futuras investigacoes devem abordar o problema de modos quase normais,

considerando o acoplamento nao minimo com a gravidade no contexto de BHs mais recentes

em LQG.
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