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Resumo

A teoria da relatividade geral prevé que uma massa suficientemente compacta pode
deformar o espago-tempo para formar um buraco negro. O limite da regiao da qual nao
é possivel escapar é chamado de horizonte de eventos. A métrica obtida por Banados-
Teitelboim-Zanelli (BTZ) foi encontrada considerando a equivaléncia em trés dimensoes
entre gravitacao e a teoria de Chern-Simons, uma teoria topologica em trés dimensoes,
com o mapeamento de Seiberg-Witter,na qual sua solugdo é descrita em (2+1)-dimensdes
e sua solucao trabalha-se com constante cosmoldgica negativa, um importante campo de
investigacdo em que leva em consideracao a possibilidade de modificar o Principio da
Incerteza de Heisenberg, que introduziu uma escala de comprimento fundamental. Assim,
essa modificacao gera corre¢oes nas propriedades termodindmicas dos buracos negros.
Neste trabalho levamos em consideragao o principio da incerteza generalizada (GUP) no
formalismo de tunelamento via método de Hamilton-Jacobi, para determinar a temperatura
Hawking e a entropia de buracos negros BTZ nao-comutativos. A partir dessa abordagem
conseguimos alcangar varios resultados de correcoes, incluindo a correcao logaritmica
esperada para a entropia de area associada aos buracos negros BTZ nao-comutativos.
Também abordamos a questao relativa a estabilidade do buraco negro BTZ nao comutativo,

investigando sua capacidade de calor especifico modificado.

Palavras-chave: Buraco Negro BTZ. Nao-comutatividade. Corregoes Quanticas.






Abstract

The theory of general relativity predicts that a sufficiently compact mass can deform
space-time to form a black hole. The boundary of the region from which it is not possible
to escape is called the event horizon. The metric obtained by Banados-Teitelboim-Zanelli
(BTZ) was found considering the equivalence in three dimensions between gravitation and
the Chern-Simons theory, a topological theory in three dimensions, with the Seiberg-Witter
mapping, in which its solution is described in (2 4+ 1) -dimensions and their solution it
works with negative cosmological constant, an important field of investigation in which it
takes into account the possibility of modifying Heisenberg’s Uncertainty Principle, which
introduced a fundamental length scale. Thus, this modification generates corrections in the
thermodynamic properties of black holes. In this work we take into account the principle
of generalized uncertainty (GUP) in the tunneling formalism via the Hamilton-Jacobi
method, to determine the Hawking temperature and entropy of non-commutative BTZ
black holes. From this approach we were able to achieve several correction results, including
the expected logarithmic correction for the area entropy associated with non-commutative
BTZ black holes. We also addressed the question of the stability of the non-commutative
BTZ black hole, investigating its specific modified heat capacity.

Keywords: Black Hole BTZ. Non-commutativity. Quantum Corrections.
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1 Introducao

Os buracos negros surgiram do nascimento da teoria da relatividade geral (TGR) e
a solucao de Schwarzchild. Porém, no cenario da gravitacao universal de Newton, havia
especulacoes sobre as chamadas "estrelas negras'. Com base nessa ideia de estrelas negras,
se deu o fato de que, se a velocidade de escape de uma estrela, ou seja, a velocidade para
um objeto escapar do seu campo gravitacional, fosse maior do que a velocidade da luz,

entdo nem a propria luz poderia fugir do seu campo gravitacional.

Assim, uma das solugoes da equagao de Einstein, em (2 + 1)-dimensdes, foi obtida
por Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ). Conhecida como buraco negro BTZ foi considerada
uma constante cosmoldgica negativa. A nao-comutatividade do buraco negro BTZ foi
estudada primeiro por Maximo Banados e por Hyeong-Chan Kim [1, 2]. Desse modo a
métrica BTZ nao-comutativa que foi descoberta baseado na equivaléncia tridimensional
entre a gravidade e a teoria de Chern-Simons, no qual é uma teoria de campos quantica
tridimensional, usando o mapa de Seiberg-Witten, que pode ser interpretada como uma
expansao de © do campo de gauge com a solugao nao-comutativa [3]. Entao, o buraco
negro BTZ é uma solugao(2 + 1)-dimensoes gravitacionais com constante cosmologica
negativa, que vem se tornando um importante campo de investigagao, contudo, o espago
tridimensional é bem admitido por ser um excelente laboratéorio com a finalidade de
explorar e testar algumas ideias por tras das correspondéncias AdS/CFT [4]. Apods
analises feitas por Anacleto, Brito e Passos [5] sobre o efeito Aharonov-Bohm gravitacional
por causa do buraco negro BTZ num fundo nao-comutativo. Além disso, [6] analisou
o comportamento das particulas testes no espago-tempo nao-comutativo, no qual as

propriedades termodindmicas de buracos negros BTZ carregados sao estudadas por [7].

Existem varios métodos para se obter a radiacdo Hawking e a entropia de buracos
negros, entre estas abordagens destaca-se o método de Hamilton-Jacobi. Uma aproximacao
semiclédssica considerando que a radiacao Hawking como o fenomeno de tunelamento para
uma particula que atravessa o horizonte de eventos tem sido proposta nos tultimos anos por
[8]. Nesta aproximagio apenas a particula de energia positiva, criada dentro do horizonte
de eventos, pode tunelar quanticamente através da barreira geométrica, e isto é observado
como um fluxo Hawking para o infinito. Usando esse método de aproximacao desenvolvida
por Wentzel, Kramers e Brillouin (WKB) no formalismo de tunelamento para o calculo da
parte imaginéria da acdo, [8] usaram o método das geodésicas radiais nulas para determinar
a temperatura Hawking, Xu e Chen [9] usaram esse método para calcular a temperatura
Hawking para diferentes espagos-tempo. Entao, foram feitas analises por BANERJEE,
R.; MAJHI, B. R. [10] considerando a radiagdo Hawking a auto-gravitacao e os efeitos da

radiacao de fundo no formalismo de tunelamento. Além disso, foi investigado também por
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[11], os efeitos da radiagdo Hawking para o buraco negro auto-dual usando o formalismo
de tunelamento de Hamilton-Jacobi. Segundo [12] os efeitos do principio da incerteza
generalizado (GUP) no formalismo de tunelamento da radiagdo Hawking para avaliar
as corre¢des quanticas na temperatura Hawking e a entropia do buraco negro. Porém
outros autores como, [13] leva em consideracao a radiagdo Hawking para buracos negros
acusticos usando o formalismo de tunelamento enquanto, [14] estudaram as propriedades
termodindmicas do buraco negro auto-dual, usando a versao Hamilton-Jacobi com o GUP.
De acordo com [15] analisaram as corregoes das propriedades termodindmicas de buracos
negros assumindo que o GUP mostra que a relagao entropia-area é universal para todos os

buracos negros.

Existem diversos trabalhos de varios autores sobre a origem estatistica da entropia
de um buraco negro, alguns deles sao [16, 17, 18, 19, 11]. Foram computados corre¢des
de baixa ordem para a entropia Bekenstein-Hawking por [20] no qual, eles encontraram
corregoes logaritmicas. No entanto, [21] apresentou que existe uma corregao adicional
logaritmica que depende de cargas conservadas. Portanto, para um entendimento da
origem da entropia do buraco negro, o método brick-wall, proposto por [22] que foi usado
calculos de grandeza termodinamicas de um buraco negro, pois, de acordo com ele, a
entropia do buraco negro ¢ apenas a entropia de campos quanticos fora do raio do horizonte
do buraco negro. Porém um corte ultravioleta tem que ser introduzido quando se calcula
a entropia estatistica por esse método, para evitar divergéncias da densidade de estado

proximo ao horizonte de eventos do buraco negro.

Outra forma na tentativa de remover as divergéncias é considerar que o principio da
incerteza de Heisenberg seja modificado, ou seja, usar a relagao de incerteza de Heisenberg
modificada, assim, as divergéncias no modelo brick-wall sao removidas, como foi abordado
por [23]. A entropia estatistica de varios buracos negros pode ser calculada também via
correcao da densidade de estado através do GUP. Logo, os resultados mostram que proximo
ao horizonte tanto a densidade de estado quanto a entropia estatistica sao finitas. Entao
foi proposto por [24] uma relacao para a densidade de estado devido ao GUP, por isso
foi usado por [25] uma nova equagao de densidade de estado devido ao GUP, em que foi
analisada a entropia estatistica de um buraco negro acustico, rotativo, em 2+41-dimensoes.
Foi mostrado também que, considerando o efeito devido ao GUP na equacao de densidade

de estado, nao é preciso um corte e as divergéncias no modelo brick-wall desaparecem [26].

Motivado por todos esses trabalhos focamos no método Hamilton-Jacobi para
determinar a entropia do buraco negro BTZ nao-comutativo usando o GUP e considerando
a aproximagao WKB no formalismo de tunelamento. Nosso objetivo é calcular a parte
imaginaria da acao para determinar a temperatura Hawking e a entropia do buraco negro

BTZ nao-comutativo.

Esse trabalho tem um ponto de vista qualitativo e explicativo da termodinamica
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de buracos negros, sendo que nosso objetivo de estudo é de cunho teorico, utilizando uma
pesquisa descritiva e interpretativa composta pelos seguintes capitulos: 2) Introducao
Sobre os Buracos Negros; 2.1) Formagao e Classificagdo dos Buracos Negros; 2.2) Teoria
da Relatividade Geral; 2.3) Solugoes dos Tipos de Buracos Negros; 2.4) Termodindmica do
Buraco Negro; 3) Nao-Comutatividade; 3.1) Aspectos Gerais; 3.2) Problema de Landau;
3.3) Produto de Moyal; 3.4) Métrica de Schwarzschild ndo-comutativa; 3.5) Métrica BTZ
no espago nao-comutativa; 4) Termodinamicas dos Buracos Negros Nao-Comutativos; 4.1)
Corregoes do Buraco Negro BTZ Nao-Comutativo; 4.2) Buraco Negro BTZ e o Principio
da Incerteza Generalizado; 5) Conclusdes. Sugerindo que estamos considerando o sistema

natural de unidades, ou seja, G =c=h = kg = 1.
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2 Introducao sobre os Buracos Negros

Buracos negros sao regidoes do Universo as quais curvatura do espaco-tempo ¢é
distorcidas por um campo gravitacional originado por um colapso de estrelas ou de regioes
quentes e densas logo apods a explosao do Big Bang. O termo “buraco” vem do fato da
matéria e da radiacao que podem cair dentro dele, ja o termo “negro” esta associado a
dizer que nem a luz pode sair dele. Imagina-se que eles sao os objetos mais excéntricos
do Universo. Desse modo, os buracos negros devem ser contornados por algum tipo
de superficie fechada, sendo este um elemento crucial para a sua existéncia, na qual é

denominada horizonte de eventos.

Iremos fazer um abordagem tedrica neste capitulo sobre a formacao e classificagao
dos buracos negros, bem como uma revisao sobre relatividade geral descrita por Albert
Einstein em (3 4 1)-dimensdes e ( 2 + 1 )-dimensées. Por fim apresentaremos a relagao

entre buracos negros e a termodinamica.

2.1 Formacao e Classificacao dos Buracos Negros

Grandes descobertas astrondémicas tiveram inicio em 1960, o que gerou interesse
ainda maior na teoria classica da relatividade geral pela comunidade cientifica. Varios
objetos como quasares, pulsares e fontes de raios-X indicaram a presenca de um campo
gravitacional muito forte que s6 poderia ser explicado pela Teoria da Relatividade Geral.
Os quasares sao objetos tipo estrelas poderosamente energéticas e brilham mais do que
galaxias inteiras. Pulsares sao os restos das estrelas que entraram em colapso gravitacional
(supernovas) e que piscam rapidamente. Considera-se que os pulsares sao estrelas de
néutrons ultradensas. As fontes de raios-X podem ser estrelas de néutrons ou objetos

ainda menores, conhecidas por buracos negros [27].

No esforgo de descrever a formagao de buracos negros iremos imaginar primeiro
uma estrela com no minimo 10 vezes a massa solar, que é necessario para se formar um
buraco negro. No decorrer de sua vida a estrela transforma hidrogénio em hélio, em um
processo conhecido por fusao nuclear. Neste periodo, a estrela possui uma velocidade de
escape cerca de 1.000 quilometros por segundo [27], ou seja, a velocidade minima para um
objeto escapar do seu campo gravitacional. A energia gerada nesse processo produz uma
pressao suficiente para manter o equilibrio com a prépria gravidade da estrela. Contudo,
na reta final de sua vida, esse combustivel vai se acabando e o equilibrio é quebrado, de
forma que a forca gravitacional supera a pressao produzida na fusao, entao a estrela entra
em colapso gravitacional, o resultado final desse processo é conhecido como supernova.

A estrela vai encolhendo, e como consequéncia, o campo gravitacional na superficie da
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estrela vai aumentando junto com a velocidade de escape. Chegando-se em um ponto em
que a velocidade de escape aumenta para 300.000 quilémetros por segundo, a velocidade
da luz. Neste caso, nem a luz consegue escapar de dentro da estrela, e como nada viaja
mais rapido do que a luz, nada mais consegue sair deste campo gravitacional. O resultado
desse processo ou colapso é conhecido como buraco negro: a regiao do espacgo-tempo a
partir do qual néo é possivel escapar para o infinito [27]. Esses tipos de buracos negros
sao conhecidos como buracos negros gravitacionais, que se formam a partir do colapso de

uma estrela (figura 1).

 Protoestrela

Glébulo

Estrela de sequéncia principal

Nuvem de poeira / / ’
9

_ Gigante vermelha

WP And branca
Buraco negro

¢

N\_And negr

\_Supemova

Figura 1 — Formacao de Buracos Negros Gravitacionais

Fonte: https://pt.great-spacing.com/publication /32458 /

Além dos buracos negros gravitacionais, estima-se que podem existir diversos
buracos negros muito pequenos, os quais nao foram formados pelo colapso estrelar, mas
sim a partir de regioes muitos quentes e densas logo apds o Big Bang. Esses sdo conhecidos

como buracos negros primordiais (figura 2).

Figura 2 — Formacao de Buracos Negros Primordiais

Fonte: https://br.pinterest.com/pin/821555157003457816/
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Lembrando-se que este procedimento vem de uma visao classica. Hoje, gracas aos
estudos apresentados por Einstein da Teoria da Relatividade Geral, sabe-se que para uma
estrela se tornar um buraco negro é preciso que sua massa esteja concentrada numa regiao
menor do que o raio de Schwarzschild: » = 2M onde M é a massa da estrela e G = ¢ = 1.

Esta é uma previsao descrita pela relatividade geral.

A base do esquema de classificagdo para os buracos negros foi dada por John Wheeler
[28] e diz que um buraco negro possui poucas propriedades independentes externamente
mensuraveis, ou seja, as solucoes do tipo buracos negros podem ser completamente
caracterizadas apenas por sua massa, seu momento angular e sua carga elétrica. Essa

afirmacao é conhecida por teorema no-hair. Na tabela 1 é mostrada esse tipo de classificacao.

Tabela 1 — Classificacao por massa, momento angular e carga elétrica

PROPRIEDADES METRICA
Somente massa Schwarzschild
Massa e momento angular Kerr
massa e carga elétrica Reissner-Nordstrom
Massa, momento angula e carga elétrica Kerr-Newman

Outro modo de classificagao amplamente utilizado para buracos negros é aquele
que se baseia na massa do buraco negro. Os limites de massa das diversas classes nao
sao definidos com precisao e varios autores tém adotado novas classes de classificacao.
A tabela 2 mostra essa outra maneira de classificar, na qual a massa do buraco negro é

representada em termos de massas solares (M).

Tabela 2 — Classificagdo por faixa de massa. Sendo M, a massa solar

CLASSES FAIXA DE MASSA
Mini buraco negro 0a0.1 M.
Buraco negro de massa estrelar 0.1 a 300 M.
Buraco negro de massa intermediaria 300 & 10° M.
Buraco negro supermassivo 10° & 10*° M.

2.2 Teoria da Relatividade Geral

A relatividade geral de Einstein consiste em duas: A teoria da relatividade restrita
(chamada de especial ou de TRR) e a teoria da relatividade geral (TRG). A teoria especial,
formulada por Einstein em 1905, refere-se a comparacao de medidas feitas em referenciais
inerciais, movendo-se com velocidade constante relativamente um ao outro. Por sua vez,

a teoria geral (1916), que é a teoria relativistica da gravitacao, trata-se da descrigdo de
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referenciais acelerados. Como veremos, o campo gravitacional é, localmente equivalente a

um referencial nao-inercial.

2.2.1 Teoria da Relatividade Geral e Campo Gravitacional

O carater universal da gravitacao é que, na presenca de um campo gravitacional,
todos os corpos caem ao longo da mesma trajetoria espacial, independente da sua massa e
constituicao. Por outro lado, as propriedades do movimento de um corpo, em queda livre,
sao as mesmas do movimento que ele teria se estivesse em repouso em um referencial nao-
inercial, e na auséncia de um campo gravitacional externo. Essa caracteristica permite-nos
concluir que um campo gravitacional é equivalente a um referencial nao-inercial (Principio

da Equivaléncia)

Porém devemos ressaltar que os campos sao equivalentes a sistemas nao-inerciais
nao sS40 campos reais, uma vez que oS campos que possuem a equivaléncia podem ser
eliminados quando ocorre a passagem para um referencial inercial. Os campos reais, ao
invés disso, nao podem ser eliminados sob nenhuma mudanga de coordenadas. Na verdade,
podemos eliminar um campo real apenas localmente, ou seja, em uma pequena regiao do

espago onde ele possa ser considerado uniforme.

Extrapolando essa discussdo para o caso relativistico Einstein conclui que a gravi-
dade é uma modificagdo do espago, ou seja, uma modificacao da geometria euclidiana nas

proximidades de uma distribuicao de massa.

2.2.2 Equacoes de Einstein

De acordo com a gravitacao newtoniana a interagao gravitacional é uma consequén-
cia da agdo de um campo escalar ¢(z,y, z) que foi criado por uma distribui¢ao espacial da
matéria com densidade de massa p(z,y, z). Assim o campo gravitacional é determinado

pela seguinte equacao:

Vi(w,y, 2) = dmp(z,y, 2). (2.1)

As equacoes de Einstein sdo escritas em termos de objetos matematicos mais
complexos do que um campo escalar ¢(x,y, z), que sao os tensores. No lugar de ¢. vamos
ter o tensor métrico g,,(t,z,y,2), o qual é um tensor simétrico de segunda ordem que
possui 16 componentes. Devido a simetria g,, = g,,, estd funcao possui apenas 10
componentes independentes. Ao mesmo tempo que a descricdo do campo newtoniano

precisa apenas de 1 potencial para descrever os efeitos do campo gravitacional.

Além do mais, essas equacOes devem apresentar caracteristicas semelhantes a
equagao (2.1), ou seja, o lado direito de cada uma delas deve conter um tensor que

represente a quantidade de matéria e energia, denominado de Tensor Energia-Momento,
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representado por 7),,. Do lado esquerdo de cada equagao, deve haver um tensor de segunda

ordem construido em termos de derivadas segundas do tensor g, .

Assim esta notacdo de componentes no sistemas de unidades geométricas, as

equagoes de Einstein é dada por:
Guy = 87TTuua (22)

onde G, ¢ o tensor de Einstein, que descreve o conteiiddo como geométrico no espago-
tempo,cuja forma explicita é:
1

Guy = R/“/ — iguVR. (23)

Aqui R, representam o tensor de Ricci e R o escalar de curvatura. Esses objetos sao

definidos como:

Ry, = Ry, (2.4)
R=¢"R,,, (2.5)

onde Rj,, ¢ o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel que tem, a seguinte forma:

Rg,ul/ = Fgu,u - g,u,ll + Fgu gu - Fgllrgu' (26>

O objeto '}, é conhecido como simbolo de Christoffel, é dado por:

@ 1 fel
Fp,y = i.g B(Qﬂu,u + 9Bvu — guu,ﬂ)a (27)

onde as virgulas denotam a derivagao parcial em relacao as variaveis x*.

O tensor de curvatura de Riemann nos informa qual é a curvatura do espago-tempo.
Entdo, espagos-tempo curvos possuem 13, # 0 e os planos tém Rg,, = 0. Além disso,
no lado direito das equacoes de Einstein, temos o tensor de energia-momento T". Esse

tensor descreve a fonte de matéria e energia que curva o espago-tempo.

O tensor de Einstein é funcao da métrica e das suas derivadas, assim dado T"",
resolver as equagoes de Einstein é encontrar a forma funcional na qual as 10 componentes
independentes da funcao métrica g,,. Logo, a equacao (2.2) consiste em um sistema
composto por 10 equacoes diferenciais parciais nao-lineares aproximadas. Entao, torna-se

nao trivial resolver essas equacoes por elas serem nao-lineares.

Entao, para encontrar as solugbes da equagao (2.2), Einstein concluiu que as
equacgoes que descrevem o campo gravitacional é gerado por uma grande quantidade de
massa ou energia . Assim, ndo significa dizer que as solugdes nao sejam realistas. Por
exemplo, as solugoes de vacuo ou exteriores possuem 7" = (0 no qual simplificam as
equacgoes de Einstein a forma:

R, =0. (2.8)
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Dando-nos um importante grupo de solugoes astrofisicas que descrevem buracos negros e
estrelas compactas, como por exemplo, temos as solugoes de Schwarzschild nos quais sao

usados para modelar esses objetos astrofisicos.

2.2.3  Teoria da Relatividade em (2 4+ 1)-Dimensdes

Fundamentalmente, as equacoes de campo de Einstein parecem funcionar perfei-
tamente em N-dimensoes. Entretanto, uma investigacao mais profunda revela que, para

N < 4, a teoria apresenta alguns problemas [29].

Nesta se¢ao iremos fazer uma breve apresentacdo da Teoria da Relatividade Geral
para o caso de N = 3, ou seja, (2 + 1)-dimensoes na qual a teoria da gravitagao de Newton

para o plano é dada por:
Vip = 2mp. (2.9)

Assim, essa teoria prevé que a aceleragao deve cair com 1/r para um campo gerado
por um ponto de massa M. Contudo, veremos a seguir que a relatividade geral para

(2+1)-dimensoes nao fornece este resultado no limite de um campo fraco [30, 31].

Veja que no espago-tempo de (3+1)-dimensoes, a constante k é determinada pela
necessidade de que as equacoes de Einstein devem se reduzir as equacoes de Newton no
limite nao relativistico e isto leva a k = 87G onde ¢ = 1 e G = 1. Contudo, em (2+1)-
dimensoes nao existe este limite. Sendo assim, nesta dimensao k permanece constante a ser
determinada [30]. Para esta dimensao esperemos que as equagoes de Campo de Einstein
tenham propriedades semelhantes as mesmas equagoes em (341)-dimensoes. Além do mais
desejamos que as equagoes recaiam automaticamente na lei da conservagao da energia:
V., T* =0 [30]. Em (2+1)-dimensoes a métrica g,,,, os simbolos de Christoffel I'}', e o
tensor de curvatura Ry, sao definidos de maneira usual. Segundo [31] a escolha do tensor
Energia-Momento determina completamente o tensor de Ricci R, e, em 3 dimensoes,
o tensor de Weyl(que é uma medida da curvatura do espago-tempo) desaparece. Deste
modo, as equacgoes de campo de Einstein permanecem sendo:

1
Guw =R, — §gWR = KT, (2.10)

utilizando ainda a equacdo (2.8), podemos reescrever as equagoes de campo em termos do

tensor de Ricci, como:

1 1
R — ig’jR =rT! = RE— iéﬁR =rT! = (2.11)
3 R

Entao,
1
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Em trés dimensoes, o tensor de curvatura possui apenas 6 componentes independentes,
entao o tensor de Riemann que pode ser expresso como uma dependéncia linear apenas do

tensor de Ricci [31, 30, 32] passa a ser dado da seguinte forma:

1
R)\,uzm = gAVR;m - g)\an/ - g,lLl/R)\H + g,LmR)\V - a(g)\l/g;m - QMQW>R7 (214>

Como estamos operando com o caso em que N > 2, mais especificadamente N = 3, o
tensor de Ricci pode ser expresso em termos do tensor de Einstein e ambos tém o mesmo
nimero de componentes independentes [29]. De forma geral podemos relacionar estes dois

tensores como se segue:

1 2
=52 - N)E; =—= 2.1
G=52-NR R=_—G (215)
Gos =R —ER i R =G _ G (2.16)
af — tlap 9 Jap; aB = UaB N _9 GasB- .

A tabela 3 mostra como se relacionam os componentes linearmente independentes

dos tensores com o nimero de dimensoes.

Tabela 3 — N° de componentes independentes no espaco de N-dimensoes

N° de componentes algebricamente independente N 4 13121
Tensor de Riemann R,g.s (1/12)N?(N? —1) |20 | 6 | 1 | O

Tensor de Ricci Rap (1/2)N(N+1) |10|6]|1]0

Tensor de Einstein G.p (1/2)N(N+1) |10|6]0]|0

Escala de Ricci R 1,se N >1 1 1110

Depois de feita esta abordagem, podemos agora obter solugdes para as equagoes de
campo no vacuo (7, = 0) onde devemos ter R, = 0 e consequentemente, Ry, = 0. O
espaco-tempo de Minkowisk, ds? = —dt?>+dx?+dy?, seré a tinica solucao possivel. Significa
dizer que nao existem ondas gravitacionais no mundo plano e também nao existe agdo a
distancia [31, 30]. Sendo assim, devemos ver que a geometria local em (241)-dimensoes é

curvada apenas na presenc¢a de matéria ou energia.

Adotando uma forma mais geral de uma métrica com simetria circular como sendo:

ds®> = —A(r)dt* + B(r)dr* + r*d¢®. (2.17)

Encontraremos as fungdes A(r) e B(r) substituindo (2.17) nas equagoes de campo no
vacuo. Desta forma, encontramos que estas fun¢oes nao dependem da variavel r, sendo

assim, elas sdo constantes, as quais denominamos de AgBy, Logo:

ds® = Agdt* + Bodr® + r*de*. (2.18)
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Uma maneira de eliminar estas constantes é fazer a seguinte mudanca de coorde-

nadas: t = /Apt', r = \/T];—O e ¢ = v/ By¢'. Substituindo essas relagoes na métrica acima

obtemos:

ds* = —dt” + dr'”? + r*d¢®. (2.19)

Com mudangas de coordenadas, a métrica (2.17) foi escrita na forma polar da métrica de

Minkowisk. Este corresponde a cortar o plano em ¢ = 0 e espalhando no plano. Percebe-se

que 0 < ¢ < 27 entdo, 0 < ¢ < %’ Deste modo, o cone tem um angulo de desvio no
0

seu vértice de:

D=2r (1 - \/1§o> . (2.20)

Mostrando que as trajetorias que estao inicialmente paralelas acabam por se cruzar e
eventualmente em um angulo D. Além do mais, pode ser mostrado que D é proporcional

a massa.

Algumas motivagoes para estudar a teoria da relatividade geral em (2 + 1)-
dimensdes sao mostrados nos artigo de Gott e Alperte [30]. Eles falam em seu artigo
que reduzir a dimensao pode ser ttil para simplificar problemas de Mecanica Quantica
e assim a existéncia da temperatura Hawking, que origina do espaco de De Sitter em
(1+1)-dimensoes. Uma outra questao importante é que um ponto singular de massa no
espaco-tempo plano é conhecido como singularidade quase regular, isto ¢, o comprimento
de um pequeno circulo desenhado em torno de um ponto nao se aproxima de 27r a medida
que r — 0. Este tipo de singularidade pode ser visto na métrica de Kerr (que descreve
a geometria do espago-tempo ao redor de um corpo massivo em rotagdo), no qual o
espaco-tempo é plano em todos os pontos, exceto no anel onde existe uma singularidade

canodnica, onde a circunferéncia de um pequeno circulo de raio r é dado por 47nr.

Observamos que no espaco plano massas pontuais sao muito bem comportadas e
tém singularidades quase regulares. Na nossa investigacao, vimos dois fatos interessantes:
I) a Teoria da Relatividade Geral trabalha perfeitamente bem como uma teoria de campos,
mesmo na auséncia de gravitons e de ondas gravitacionais; II) A Teoria da Relatividade

Geral nao reflete necessariamente na fisica newtoniana no limite do campo fraco.

2.3 Solucdes dos Tipos de Buracos Negros

2.3.1 Solucdo de Schwarzschild

A solugao de Schwarzschild representa a geometria do espago-tempo fora de uma
fonte gravitacional esférica e estatica. Essas solucgoes fora da fonte sao descritas como
solugoes de vacuo ou solugoes exteriores e satisfazem as equagoes de Einstein na forma

(2.8). O elemento de linha é determinado apenas por um parametro de massa M e tem a
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forma:
dsQ::—-<1—-2A{>dﬂ—+<1—-2A{>_1dR2+—B?dQQ, (2.21)
R R
sendo
dQ? = db® + sen®*0dp?, (2.22)

e R, 0 e ¢ correspondem as coordenadas esféricas usuais. Esta solucao foi descoberta pelo
astronomo alemao K. Schwarzschild em 1916 e foi a primeira solucao exata das equagoes

de Einstein encontrada [33].

Uma importante previsao desta geometria é a existéncia de buracos negros. Assim
nesse caso, o buraco negro é dito de Schwarzschild. Esse possui uma singularidade fisica
em R = 0 coberta por um horizonte de eventos (na superficie esférica definida pelo raio
de Schwarzschild Rg = 2M). Entao ao atravessarmos o horizonte de eventos, indo para
o centro do buraco negro, iremos ter a inversao dos sinais das coordenadas espaciais e

temporal.

2.3.2 A Métrica BTZ

Nesta parte iremos abranger com detalhes o buraco negro da teoria de Einstein em
2 + 1 dimensoes com constante cosmoldgica negativa que serd visto com detalhes. Essa
geometria foi chamada de buraco negro BTZ por que foi proposta pelos fisicos chilenos
Maéximos Banados, Claudio Teitelboim e Jorge Zanelli [3, 34]. Veremos que o buraco negro
surge da identificagdo de pontos anti-de Sitter em trés dimensoes a partir de um subgrupo
discreto de SO (2,2). A superficie r = 0 ndo é uma singularidade na curvatura, mas é
uma singularidade na estrutura causal do espago-tempo. Curvas continuas através dessa

superficie introduziriam curvas temporais fechadas na variedade.

Contudo, o objetivo desse trabalho nao é demonstrar a métrica BTZ e sim apresentar
algumas caracteristicas do espago em estudo anti-de Sitter (AdS) e da prépria métrica,
visto que o maior interesse é o estudo de propriedades termodinamicas deste tipo de buraco
negro e a obtencao de um potencial efetivo para esta métrica. Em nossas abordagens vamos
utilizar o método de tunelamento para calcular grandezas termodinamicas associadas ao

buraco negro. A acao considerada por Banados, Teitelboim e Zanelli tem a forma:
1
1= / V=g[R + 2I7?dz?dt + B , (2.23)
s

onde B é o termo de superficie e o raio de curvatura [ que se relaciona com a constante
cosmologica da seguinte maneira:

?=— (2.24)

Xa
e como foi expresso, [ deve fornecer a escala de comprimento necessaria para se ter um raio

de horizonte de eventos. Além disso, a métrica encontrada por eles a partir de solugoes
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das equagoes de Einstein é:
ds® = —N?dt* + N 2dr? + r*(N®dt + d¢) , (2.25)

em que N e N? sao funcoes de r que sdo dadas por,

T2 J2
N?=—-M + 7t (2.26)
[§ J2
N?¢ = 53 (2.27)

com t e r finitos e 0 < ¢ < 27r.

Essa métrica apresenta acima com as duas constantes M e J, sdo identificadas como
sendo a massa e o momento angular, que representam as cargas conservadas associadas com
a invariancia assintética conforme o deslocamento do tempo, e a invariancia de rotagao,
nessa ordem. Segundo [35], esta identificagdo é conseguida através de uma andlise das
integrais das superficies que devem ser adicionadas ao hamiltoniano a fim de torna-lo bem
definido. Além disso, a funcao N desaparece para os dois valores de r que sdo:

1M

2 _
Ty =5

1+4/1— <A‘;)2 , (2.28)

podemos averiguar que a partir dessa equacao que o raio ird existir, se M > 0 e |J| < MI.
Para o caso extremo em que |.J| = M as duas raizes sejam iguais.Desse modo podemos
extrair a partir da métrica (2.25), uma equagio para o estado de Vacuo. Porém para isto
acontecer, deve-se considerar que o raio do horizonte deve ir para zero, entao, é s6 observar

que devemos fazer M — 0 e J — 0, resultando em:
2 r? 2 & 2 272
dsipe = — <l2> dt” + (7’2> dr* +r°de” . (2.29)

Por outro lado é interessante notarmos que se M = —1 e J = 0 e a singularidade
também desaparece sem a necessidade da existéncia de horizonte. Neste caso, ficamos com

a métrica:

-1
ds* = — <1 + 72) dt* + (1 + 73) dr’® + r*d¢? (2.30)
B 2 [? ’ '

a qual descreve um espaco anti-de Sitter (que é uma variedade quadrimensional de espaco-

tempo, de uma esfera no comum espago euclidiano) é retomado.

2.4 Termodinamica do Buraco Negro

O buraco negro mostra o sentido interessante de aumentar a area da superficie. A

area do GUP foi dada por Penrose e Floyd [36], onde foi sugerido que uma ampliagao
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do horizonte poderia ser uma caracteristica geral da evolu¢ao dos buracos negros. Por
outra parte, Christodoulou [37] apresentou em um processo que resultou na absorgao da
particula de um buraco negro de Kerr, onde existe uma quantidade de massa irredutivel
que nunca diminui. Além do mais, por um caminho totalmente diferente Hawking provou
de forma geral que a area da superficie do buraco negro nao pode diminuir [27]. Existem
pares de particulas virtuais (denominadas assim por serem criadas e aniquiladas tao
rapidamente que seria impossivel de detecta-las), que se manifestam como fétons, surgindo
e se aniquilando a todo momento muito rapidamente. Esse frenesi de criagao e aniquilagao

¢ conhecido como flutuacdo quantica [38, 39].

Quando a mecanica quantica é levada em conta, é de se esperar que as energias
das particulas devam ser restringidas para que o comprimento de onda dessas particulas
sejam menores do que o tamanho do buraco negro. Assim, parece razoavel postular que
o nimero de configuragoes interna seja finito [40]. Neste caso, associa-se com o buraco
negro uma entropia Sy no qual é o logaritmo desse nimero, de possiveis configuracoes. E
importante o estudo da termodinamica de buracos negros para perceber como a entropia
do universo aumenta espontaneamente. Se considerarmos a primeira lei da termodinamica

como sendo:

dE = TdS — pdV, (2.31)

na qual o fator de proporcionalidade que é chamado de temperatura do sistema é dado
por T S é a entropia, p é a pressao e V é o volume do sistema. A partir dessa relacao
observou-se uma mudanca pequena na entropia do sistema, a qual provoca uma variagao

proporcional a energia do sistema.

Entao, para os buracos negros, essa pequena variacdo da massa altera a area
do horizonte de eventos. Essa mudanca da massa, que ¢ multiplicada pelo fator de
proporcionalidade denominado gravidade da superficie, nada mais é que uma medida da
forca do campo gravitacional no horizonte de eventos. Assim, chamamos k a gravidade de

superficie.

Como foi dito, podemos fazer algumas correspondéncias de propriedades termodi-
namicas com os buracos negros como, por exemplo, energia, entropia e temperatura sao

correspondidas a massa, a area e a gravidade da superficie como é mostrado em seguida:

E +— M, (2.32)

S+— A, (2.33)
k

T +— —. (2.34)
2

Na Teoria da Relatividade Geral, essa similaridade é basicamente perfeita com

cada lei da termodindmica, correspondendo a uma lei da Mecénica dos buracos negros [41].
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A lei zero afirma que no equilibrio térmico a temperatura superficial, £ é uma constante.
Assim, a primeira lei da termodindmica mostra a conservagao da energia dada pela equacao

(2.31), entdo, [42] mostra que o equivalente para um buraco negro é:

dM = % + QpdJ, (2.35)
8T

na qual M é a massa, A é a area, k é a gravidade superficial, {2y é a velocidade angular e J
¢ o momento angular do buraco negro, além do mais a massa e a energia se relaciona como
sendo E = mc?. J4 a segunda lei da termodindmica diz que a entropia nunca diminui,
0 que requer uma relagao em que a area do buraco negro também nunca diminui. Por
fim, usando a terceira lei da termodinamica, que estabelece ser impossivel alcancar T' = 0,
resultando em dizer que a gravidade da superficie nunca vai ser zero [41, 42]. Para que
isto seja consistente ¢ necessario que o buraco negro emita uma radiagao térmica com uma

temperatura dada por:
1

_ 1 |dgoo
47

T
" dr

(2.36)

r=rp
Em que r = rj, é o ponto dado pelo raio do horizonte de eventos. A entropia do buraco

negro ¢ definida como:

M
S = / T (2.37)

Nos vamos considerar nas proxima segoes os exemplos para o calculo da temperatura

e da entropia para o caso de Schwarzschild e para o caso BTZ.

2.4.1 Termodinamica no caso da métrica de Schwarzschild

Vamos agora considerar a métrica de Schwarzschild para calcular tanto a tempera-
tura Hawking tanto como a entropia através das relagoes acima. Para a métrica (2.21) a

temperatura é calculada através da equagao (2.36) na qual obtemos:

1 d 2M 1
- (-2

r=2M

Calculando a entropia através da equagao (2.37) e usando como base a equagao acima
chegamos ha:
5 = /87TMdM =47 M? = 73, (2.39)

onde denominamos r; como sendo o raio do horizonte de Schwarzschild. Escrevendo este

resultado em termos da entropia em termos da area de uma esfera, entao:

S = (2.40)

Também conhecida como a formula de Bekeinstei-Hawking, a qual postula que a

entropia de um buraco negro deve ser proporcional a sua area. Vamos utilizar o indice
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(S) para representar propriedades referentes ao buraco negro de Schwarzschild, tais como

temperatura, entropia e calor especifico.

Vamos ter entao, para a lei da radiagdo de Stephan-Boltzmann para um corpo

negro a seguinte expressao:

dE

— ~ —gAT? 2.41
dt 7 ’ (2.41)
onde ¢ é uma constante dada por:
2
T
= —. 2.42
7= g5 (2.42)

No sistema natural de unidades.

A 4rea racionalizada para um buraco negro de Schwarzschild é dada por a = 40>

[43]. Diferenciando esta solugao para a massa M, resulta em:

1
dM = —=d 2.4
e (2.43)

assim, temos que a temperatura do buraco negro de Schwarzschild sera:

dM 1 1
— =0=—==— (2.44)
da 4o 8M
Esse resultado indica que quanto menor a massa do buraco negro maior sera sua
temperatura. Além disso, temos que o potencial de Gibbs e de Helmholtz serao iguais e

assim:

dF = dG = —ad®. (2.45)

Logo, ha um tnico calor especifico, dado por:
1602 (2.46)

desta forma, vimos que o calor especifico do buraco negro de Schwarzschild é sempre
negativo, de onde chega-se a conclusao que a temperatura © sempre diminui.

Fazendo uma andlise no caso de Schwarzschild, onde F = M (lembre que estamos

)

no sistema de unidades naturais), assim A = 167M? e T}IS = 1/8n M, percebemos que:

dM 1

— X —. (2.47)
dt M?

Consequentemente, quanto mais massivo for o buraco negro, maior sera seu tempo de vida,
além disso, considerando o Sistema Internacional de Unidades e substituindo os valores de

todas as constantes na temperatura T]({S), identificamos:

1
T% M‘ng‘ (2.48)
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Considerando por exemplo, o Sol, e se ele colapsar e se torna um buraco negro,
a sua massa ¢ dada pela ordem de 103K g, veriamos que a temperatura radiada por
ele seria da ordem de 10~7K, que é um valor muito baixo para ser detectado. Assim,
conseguiriamos, por exemplo, procurar por buracos negros velhos, em que sua radiacao
estivesse quase no fim. Estes buracos negros seriam inapropriados ja que seu tempo de
vida ¢ de ordem 107 anos, o que retrata uma idade muito maior do que a idade do préprio

universo [39].

2.4.2 Termodinamica para a métrica BTZ

Utilizando a métrica BTZ, considerando que na se¢ao anterior através da equagao

(2.25), a temperatura sera de:

1 d r2 J?
Ty=—— | —M+ 42
H 47rd7“< +l2+4r2>

1 2 2
= Ty = <T+ - J) . (2.49)

r=r4

Usando essa equagdo para calcular a entropia através de (2.37),0btemos:

N AN T
5= /27W+ (lQ a 47"1) ( 2 23 dre =

S = /47Td7“+ = (2.50)
S =drr, =
S=A.

O calor especifico para a métrica BTZ com J = 0 é dado por:

C

OM M <0T>_1 (251)

0T O, \ O

e assim, encontramos o calor especifico positivo C' > 0, significa que o buraco negro BTZ

é estavel.
C = 4mry,. (2.52)

onde temos que C' = 47y, é o calor especifico da métrica BTZ comutativa.

Considerando que a drea do buraco negro em (2+1)-dimensoes ¢ A = 47r [44] e
baseado nos teoremas provados por Stephen Hawking, Jacob Bekenstein considerou que a
entropia do buraco negro deveria ser proporcional a area de seu horizonte de eventos. Por

exemplo, para estes casos particulares, comprovamos a relacao entre entropia e area.
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3 Nao-Comutatividade

Os pressupostos basicos da nao-comutatividade foram propostos desde cedo pelos
fundadores da mecanica quantica, por exemplo, Heisenberg, na tentativa de introduzir um
corte ultravioleta eficaz. Experimentando contornos de divergéncias nas teorias como da

eletrodinamica quantica e Snyder foi o primeiro a formalizar a ideia de nao-comutatividade
[45].

A motivacao para o estudo do espaco-tempo nao-comutativo aparece em teorias
como a teoria das cordas,no qual o limite de baixas energias encontramos a teoria de Yang-
Mills nado-comutativa, proposta de Seiberg e Witten, e também, em teoria nao-comutativa
no problema de Landau (sobre o movimento do elétron na presenga de um campo magnético
externo) [46]. Na matéria condensada, surge a teoria de campos nao-comutativa e no efeito

Hall quantico.

3.1 Aspectos Gerais

O espago-tempo nao-comutativo veio basicamente junto com a mecanica quantica,
uma vez que no espaco de fases as variaveis canonicas x* e p, sao substituidas pelos
operadores T* e p, obedecendo a relacao de comutacao de Heisenberg. Como Consequéncia,
o espago de fases tornam-se espalhado e a no¢do de ponto sede lugar a célula de Planck
[45], e quando tomamos o limite cldssico em que h — 0, obtemos o espago continuo.
Van Neumann entretanto, procurou descrever essa geometria "sem ponto', segundo ele 'a
noc¢ao de ponto no espago quantico nao tem sentido por causa do principio da incerteza
de Heisenberg da mecéanica quantica', e levou a &algebra de Von Neumann, que era

essencialmente o surgimento da geometria nao-comutativa [45].

De forma andloga ao que acontece no espaco de fases da mecénica quantica,
na geometria nao-comutativa as coordenadas do espaco-tempo x* sao substituidos por

operadores Hermitianos Z#, os quais obedecem a seguinte relagdo de comutacao:
[Z#, 27] = 10", (3.1)

Na qual ©"” representa uma matriz anti-simétrica D x D, onde D é a dimensao do
espaco-tempo e i, v =0,1,.., D — 1, é a dimensao do comprimento ao quadrado. Uma vez
que, no caso mais simples © é uma constante, por conta das coordenadas ndo comutarem,
elas nao podem ser diagonalizadas simultaneamente, implicando uma relacao de incerteza

proporcional a ©. Aplicando o principio da incerteza de Heisenberg generalizado, temos:

2
Az Ax"? > (1,[:%“,%”]) , (3.2)

21
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resultando em,
Az A2 >

o, (3.3)

DO | —

A partir dessa relacao a nocao de ponto nao faz mais sentido, ja que se localizarmos
bem uma coordenada a outra se torna espalhada, perdendo assim a reapresentagao usual
de um ponto através da localizacao de duas coordenadas. A melhor evidéncia que temos da
teoria da nao-comutatividade parte da teoria das cordas, que é o melhor candidato para a
teoria quantica da gravidade. Devido as cordas possuirem comprimentos finitos, definidos
pela escala de Planck [, ~ % ~ 10~3>m, nao é possivel considerar distancias menores
do que l,. Assim, para energias altas, as cordas modificam o principio da incerteza de
Heisenberg [45]. Além do mais, estudos presentes mostram que o principio da incerteza
generalizado (GUP) tem se tornado cada vez mais importante nas proximidades dos

horizontes de eventos dos buracos negros [45, 12].

Por causa das cordas temos uma escala intrinseca finita devido a nao-comutatividade
ls, onde nao é possivel observar escalas menores do que esta. Fundamentando em altas
energias das cordas, o principio da incerteza de Heisenberg se modifica tendo a seguinte

forma:

2 \A

O limite de l; = 0 na relacao acima recupera a relagdo da mecéanica quantica usual.

Ax = — <1 + l?Ap) . (3.4)
p

Reduzindo essa equagao com respeito a variagao do momento, um limite muito abaixo
do absoluto (Az)mi, = [? é medido. Assim, dessa maneira, a teoria das cordas nos d4 de
forma explicita a noc¢ao de achatamento do espago-tempo descrito acima [45]. A relagdo

de incerteza é suposta como sendo:
.
Ax'Az? =1, (3.5)

na qual [, é o comprimento de Planck no espaco-tempo. Assim, no limite de baixas energias
l, — 0, recuperamos o espaco-tempo classico usual com as coordenadas comutando em

grandes distancias.

3.2 Problema de Landau

O problema de Landau refere-se a um sistema nao-relativistico de N, elétrons, que
interagem movendo-se em duas dimensoes. Considerando uma particula carregada de
massa m que move-se no plano r, = 1, ..., N, na presenca de um campo magnético B = B2

constante e perpendicular ao plano em que eles se movem.

Para este caso a lagrangiana é dada por:

L=y [k oAl V() - S UG- ). 5.

a<b
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O primeiro termo é dado pela energia cinética, ja o segundo termo é dado pelo potencial
vetor, no terceiro termo ele representa o potencial eletromagnético e o tltimo termo é
dado pelo potencial de interacao entre as particulas. Esse potencial vetor que aparece
na equagio acima ¢ caracterizado na forma A(r) = (0, Bx,,0) devido a um calibre. O
campo magnético é representado pelo rotacional do potencial vetor /T(TTI). Podemos supor

um calibre da seguinte maneira:

ﬁ:X+erV:V—%? (3.7)

onde f é uma fungao arbitraria das coordenadas [47].

Para a quantizacao desse sistema, vamos proceder de modo usual, ou seja,determinar
o correspondente operador hamiltoniano que pode ser obtido da funcao lagrangiana L

dado por:

tomando a forma de,

H:flﬁ+V@ﬂ+ZU@m, (3.9)

a=1 Qme a<b

sendo
T = Mol = Po — e/f(ﬁl), (3.10)

0 momento mecanico, enquanto p, ¢ o momento candnico que obedece as relacoes de
comutacao:

x(l? y == a’ Y :iéabJ
[ pb] [3/ Pb] (3.11)

[xaayb] - [pi7pg] = 0.

A relagdo de comutacao dos momentos mecanicos tem um comutador quantico nao

nulo dado por:
(72, 7t)] = ieBdg , (3.12)

onde foi usado [, A(F)] = —iVA.

Desta maneira, para um campo magnético B muito forte, o espago dos momentos
torna-se nao-comutativo. O operador 7, pode ser escrito em termos dos operadores de
criacao e aniquilagao do oscilador harmonico. Na auséncia de interacgoes, V = U = 0, os
autovalores de energia da hamiltoniana sao aqueles dos niveis de Landau.

eB 1
E:<n+> , n=0,1,2,---. (3.13)
Me 2
No espacgo das coordenadas a nao-comutatividade surge quando tomamos o limite

de campo forte B — 00, ou formalmente tomamos o limite de massa pequena m, — 0.
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Assim nesse limite a lagrangiana torna-se,

Ne
Lo =Y [eBroa — V(2a,ya)] — Y U7 — 7). (3.14)
a=1 a<b

Tomemos para cada a = 1, ..., N, que a lagrangiana acima é da forma pg— h(p, q), e forma

um par canoénico (eBzg,y,) cuja relagdo de comutagao é:

iéabeij
eB

assim o parametro da nao-comutatividade é dado por,

(2% 2] = = i0,40" | (3.15)

0" = < (3.16)
 eB’ '

onde €4 é o tensor de Levi-Civitd de dois indices. Observando que o espaco
nao-comutativo segue da nao-comutatividade do momento por imposicao de restrigoes
de primeira classe m, ~ 0. O movimento de elétrons no nivel mais baixo de Landau é

efetivamente descrito por um plano ndo-comutativo [45, 48]

3.3 Produto de Moyal

Sua primeira apari¢ao foi na mecanica quantica escrito como uma expansao em
série de poténcias de h é utilizado para andlises semiclassicas [49]. Estabelecendo assim o

produto de Moyal entre duas fungoes definidas no espago nao-comutativo tem a forma:

f(z)*x g(x) = f(x)exp [;%“@”ygl,} g(x). (3.17)

na qual a seta acima da derivada apresenta a direcao de atuacao do operador. Partindo

em série ao redor de #, temos:
F(e) = (o) = fla) |1+ ;%M@W?VO(@Z)] o).
; (3.18)
= f(x)g(z) + 5@“"8uf(x)8l,g(:c) + 0(82).

Este produto inclui uma fase na multiplicacao de dois operadores.

3.4 Propriedades do Produto de Moyal

As proximas relagoes pertencem a implicagoes imediadas do produto de Moyal.
a) Comutador entre duas coordenadas:
[zh 2 V] = ot ¥ — 2 % 2t
1 1
=gtz + 5@““8,@“&,95” —alzh — 5@“”8Mx”8nux“ (3.19)

= 0.
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b) Comutador entre as coordenadas o* e f(z):

[ f(2)] = 2" % f(x) — f(z) % 2"
= 2 f(2) + SO D0, (x) — f)t — LoD f(m)Dar.  (320)
= iO"9, f(z).

c¢) Comutador entre as duas fungoes f(x) e g(x):
[f(x) - g(@)] = f(2) * g(x) — g(z)  f(z)
= )ean[50,0 8 gta) — gwean 0,07 T 1) (3

= 2if(x)sen (;@W%ugu> g(x).

Mostrando que independentemente do anti-comutador de duas fungdes f(x) e g(x)

¢ dado por:
1 —
{f(x);9(x)} = 2f(x)cos (2@‘“’ 0 “3V> g(z). (3.22)
Vamos considerar a transformada de Fourier cuja forma é:
dPk -
= k)eknt" 2
f) = | Gyl e (3.23)

para ilustrar outras propriedades.

A representacao de Fourier para o produto de Moyal de duas fungoes é:

Fote) = [ [ G0 émkD F(R)g()es” 45", (3.24)

usando a formula de Baker-Campbell-Hausdorff, isto é:

et eB = eMB o3l (3.25)

assim, os produtos das exponenciais na integral se tornam:

ptkudh ikl & _ Gikudh okl EY) —gkplit avIk)

— oilkudt+k,3") —5kuOH k], (3.26)
Desse modo, obtemos:
de de/ i 7 ! gV _1 vt
f@)xg@) = [ [ Gnigmpe ™ O fEg e O (@2

Outra propriedade é a integracao do produto Moyal, na qual, devemos levar em

consideracao a anti-simetria da matriz © bem como:

APk i, am iy a) /
/(%)De WKL) — (4 k). (3.28)



44 Capitulo 3. Nao-Comutatividade

Portanto, afirmamos que:

[ dPap@)«g(e) = [ P f(a)g(e), (3.29)

em outros termos, a integracao do produto Moyal de duas fungoes ¢ igual a integracao do

produto natural destas duas funcgoes.

Faremos a seguir uma breve revisao sobre o estudo do buraco negro de Schwarzschild
e do buraco negro BTZ nao-comutativos. Representaremos esses buracos através de suas

propriedades termodinamicas como temperatura, entropia e calor especifico.

3.5 Meétrica de Schwarzschild nao-comutativa

Uma das primeiras solugoes de buracos negros nao-comutativos foi a solugao do
buraco negro de Schwarzschild, obtido por Nicolini, Smailagic e Spallucci em 2006. Em
seu artigo, Nicolini et al. [50] mostram que os restos finais de um buraco negro, no
plano de fundo nao-comutativo, formam um objeto termodindmico estavel. Além de
que no regime em que M/ VO >> 1, alei da entropia/area é recuperada (férmula de

Bekenstein-Hawking), ou seja, a entropia é miltipla da area.

Devido a nao-comutatividade a estrutura tipo-ponto é “esmagada” e substituida
por uma estrutura “achatada” no espaco-tempo plano. Este efeito é matematicamente
implementado por uma regra de substituicdo, ou seja, a funcao delta de Dirac representa
uma distribuicio gaussiana de largura minima v/© [50]. Assim, a densidade de massa em

um campo gravitacional estatico e esfericamente simétrico é dada por:

M

po(r) = W@xp(—ﬁﬂl@), (3.30)

na qual a massa total M é espalhada na regido em tamanhos lineares de v/O. A massa

distribuida sobre uma esfera de raio r é [51]:

m(r) = /Or 4772 pldr

= W’Y <2a 4@> )

2 r2 /46
1 (Bgg) = [t o
0

e as fungoes v e © sdo parametros de nao-comutatividade.

onde

Sendo assim, a métrica do buraco negro nao-comutativo de Schwarzschild é dada
por,
ds* = —H(r)dt* + H(r) 'dr* + r*d6* + r*sen®0de?, (3.33)
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onde (ver o Apéndice A),

H(r) = 1— 2”;(’") —1- ;%7 (‘;’ Z@> | (3.34)

O raio de horizonte de evento é encontrado quando a componente g;; diverge, o que é

analogo a fazer em H(r) = 0. Dessa forma temos:
2M Vo
Pp=2M |1 - ———e™M/® 40— 3.35
Th \/7_1'@6 + M s ( )

veja que o horizonte de eventos no caso nao-comutativo, é deslocado por um fator que
depende do pardmetro ©. Assim no limite no qual M/ VO — o0, a equacio acima se

reduz ao horizonte de eventos para o caso comutativo, ou seja 7, = 2M.

p(s) _ ()

T (3.36)
47

Assim como foi falado no primeiro capitulo, a funcao H'(#,) que é conhecida como a
gravidade da superficie do buraco negro, onde é a intensidade da forca gravitacional no

horizonte de eventos. Assim:

dH

A A
el 4M 3 Th Mrh ,,ah/4@
dr

= =575 | — a3t
2740 ©3/2

vy TRV VT (3.37)

1 Mty 20

o ymORC

substituindo a (3.35) na equacdo acima vamos ter:

dH 1 (1 oM _Aéz>‘1 IV (1 oM _Aéz> Aéf(l%%f)
— == _— [ = ] — —€ © (&
d?" R 2M RV @71' VvV 71'@3/2 vV @71'

T=Th

_L (L 2M e 2 -2 (145 )
BEZAN " Vo -
(3.38)

O termo de (e™ 2/ ©)2 por ser desprezivel na passagem da primeira para a segunda linha
foi desconsiderado. Desprezando o termo (4M/©)e=M */® quando igualado os termos com

ordem zero. Assim encontramos:

()

r=rp

dH

- (3.39)

A expressao acima foi alcangada na aproximacgao de que 73 /40 > 1 devido ao fato de
nao ter uma expressao exata para o raio do horizonte de eventos, ja que ele possui uma

dependéncia da funcao v. Além do mais, os termos de maior importancia nas expansoes,
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no qual desprezamos os termos da primeira poténcia de M/,/(©). Por fim, utilizando a
relagao (3.35) atingimos:

~ 1 M\* 4
T [1 - () — MO (3.40)

0= M Vo)

Considerando que T}ES) =1/(87M), como a temperatura do buraco negro comuta-

tivo de Schwarzschild, reescreveremos a equacao acima como:

~ 16/7 M3
T =19 6(\3/)E e MO (3.41)
T\ e3/2

Na equagao (3.40) ao tomarmos o limite, voltamos ao caso usual de Schwarzschild,

que foi apresentado anteriormente.

3.6 Barreira do potencial para Schwarzschild ndo-comutativo

Com o objetivo de encontrar um potencial efetivo para o buraco negro de Schwarzs-
child nao-comutativo e assim justificar o processo de tunelamento neste cenario, vamos

utilizar os vetores de Killing, segundo o procedimento que se encontra no livro do Carrol.

O problema é bastante simplificado, por causa de um alto grau de simetria da
métrica de Schwarzschild. Existem quatro vetores de Killing, nos quais trés sao para a
simetria esférica e um para a translacdo temporal. Eles nos levam a uma constante de
movimento de uma particula livre [41]. Levando em consideracao que K, como sendo um
vetor de Killing ( é um campo vetorial em uma variedade de Riemann) que preserva a

métrica assim temos:
dzt

"N

Em adigao, encontra-se outra constante de movimento devido as geodésicas:

= constante. (3.42)

dzt dz¥

_ g, 4

Logo para uma particula com massa, podemos escolher A = r, entao vamos ter
e = 1. Assim para uma particula sem massa, sempre teremos € = (. Desenvolveremos um

potencial efetivo de maneira geral e ao final particularizamos para o nosso caso.

Antes de escrever abertamente as expressoes para as quantidades conservadas,
associadas aos vetores de Killing devemos pensar um pouco no que elas podem representar.
Invaridncia sob translagoes temporais nos levam a conservagao de energia, enquanto
invaridncia sob rotagoes espaciais levam em considera¢ao do momento angular [41]. Além

disso, a conservagao do momento angular significa que a particula se move no plano. Assim,
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podemos escolher § = 7/2 na métrica de Schwarzschild. Com isto, os dois vetores de

Killing associados a conservagao da energia e do momento angular sao:

dt
E = gpo— 44
gOOd)\y (3 )
dip
2
= . A4
J=r o (3.45)
Escrevendo a equacao (3.43) em termos das componentes da métrica (3.33) obtemos:
A dr\’ do\’
—H = — H(r) ' =~ 2] = - 4
(dk) + H(r) (d)\> +r (ab\) €, (3.46)

multiplicando esta expressao por H(r) e usando as expressoes de F e J, determinamos:

,  [dr) 2
—E*+ (d)\) + H(r) [7“2 + €‘| =0, (3.47)

a qual podemos reescrever como:

1 (dr\® 1,
5 (35) +Visrt) = 5B (3.45)

Vers(r) = [1 - f\%’y @ i;ﬂ (2{; + ;) , (3.49)

assim, para uma geodésica tipo tempo, € = 0, entao:
AM (3 r? J?
V. =1-—9=,—= — . 3.50
5(r) l ! (2 4@)] (2?“2) (3:50)

3.7 Meétrica BTZ no espaco nao-comutativo

onde,

Para (2+1)-dimensoes, a fonte de energia localizada em uma distribuigao estatica

e esfericamente simétrica com um perfil Gaussiano minimo é tomado como:

M 7
P = 1-gcep <—49> . (3.51)

Onde M é a massa total da fonte. Devido a incerteza, é distribuido por uma regiao de

dimensao linear \/5 .

Assim, as equagoes de campo de Einstein no vicuo em (2 + 1) dimensoes do
espago-tempo, com uma constante cosmologica negativa, admite uma solugdao de buraco
negro conhecida como solucio BTZ [3]. Para um buraco negro BTZ, teremos g, = gz ".

Logo, para manter a estrutura, precisamos que:

Pr = —p. (3.52)
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Na qual sua distribuicdo de massa é dada por:

M/ edt = [1 _ exp ( 1;)1 . (3.53)

No presente caso, o raio do horizonte é dado por:

M 2
= A lQexp (—ZZ)] , (3.54)

entao, ao solucionarmos as equacoes de Einstein, a métrica BTZ nao-comutativa, encon-

tramos o seguinte elemento de linha:
ds?* = — f(r)dt® + [~ (r)dr? + r?(dp + N¥dt)?. (3.55)

Aqui, além da correcdo nao-comutativa, parece haver um fator 8 adicional, que nos impede

de recuperar a métrica BTZ classica, no limite de § — 0.

. 2 J2
Fr) = =M1 =) 4 54 = (3.56)
J

Entao, para essas condicoes, a temperatura Hawking é dada pela seguinte equacgao
[52].

r 0 %

Ty = ru/ V0 2AVBexp (3.58)
4 40

A equacao acima revela a temperatura Hawking para o caso nao-comutativo, ou seja, é

levado em consideracao a correcao do parametro 6.

Assim, o préximo passo é achar as corregoes 6 da entropia de Bekenstein-Hawking

(S) do buraco negro BTZ, cuja relagao é:

]\Jl2
S =drrg ~ 4nvV Ml — exp 0 (3.59)

Na qual o primeiro termo refere-se a entropia de Benkenstein-Hawking para o buraco

negro BTZ e o segundo termo é a corre¢ao para a nao-comutatividade 6.
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4 Termodinamica do Buraco Negro BTZ

Nao-Comutativo

Tendo grande importancia no estudo da fenomenologia da gravidade quantica,
o principio da incerteza generalizado, realiza um importante papel nas estimativas das
possiveis modificagdes da termodindmica de buracos negros [53]. Nesse capitulo iremos
analisar a termodinamica do buraco negro BTZ nao-comutativo com corre¢oes correspon-
dentes ao principio da incerteza generalizado com aproximacao de WKB, pelo método de
Hamilton-Jacobi. Veremos as caracteristicas termodinamicas modificadas devido o GUP e

as modificagoes quanticas para a lei da entropia de Bekeinstein-Hawking.

4.1 Correcoes do Buraco Negro BTZ Nao-Comutativo

Nessa secao vamos considerar a métrica do Buraco Negro BTZ no plano fundo
Nao-Comutativo que foi mostrado na equacao (3.51). Os resultados mostrados a partir de

agora foram obtidos através de célculos feitos no andamento do trabalho aqui feito [54].

Primeiramente, vamos considerar uma distribuicao de massa lorentziana dada por
[55].
M+
po(r) = 2(r2 + 0)3/2

na qual 8 é dado pelo pardmetro nao-comutativo de comprimento?, onde M é a massa

(4.1)

total dada pelo tamanho linear de toda regido de V0. Assim, a funcdo da distribuicdo de

massa espalhada pode ser escrita como:

My = /OT po(r)2mrdr = M <1 __ V6 > :

r2 +6
Mo
.

(4.2)
= M —

+ O(63/?).

Considerando a massa modificada usada na equagao acima, a métrica do buraco negro

BTZ nao-comutativo é dada por:

J 2
ds? = —F(r)dt* + F(r)~'dr® + 1 (dqbwdt) : (4.3)
onde ) ) /B ) 9
r J M~/0 T J
- — =M+ —— =+ 4.4
Flr)=-Ms+ 5+ 15 t——+ 5tz (44)

Os vetores Killing, cujas normas desaparece no horizonte, sao os mesmos obtidos

pela corre¢do nao comutativa e sao diferentes da métrica em [56]. Esse termo, M/6/r, do
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tipo Schwarzschild é gerado devido a correcdo nao comutativa. Nossa métrica mostra a
semelhanca com a métrica obtida por [57, 58] e também com uma as classes de solugoes

encontradas em [59] com um campo de dilatagao/escalar.

Dessa maneira, vamos considerar o caso em que J = 0 na métrica (4.3) préximo do

horizonte de eventos do buraco negro nao-comutativo BTZ, entao, a métrica sera escrita

como:
ds* = —f(r)dt* + f(r)"'dr® + r*d¢?, (4.5)
onde ,
flr)=—M + Mr\/g + 5 (4.6)
Os horizontes de eventos sao encontrado a partir da equacao abaixo:
fr)=—M + M;@ - 7; = 0. (4.7)

A qual equivale a resolver uma equagao elevada ao cubo, em que teremos a seguinte forma:

5 — MI*r + MI*V6 = 0. (4.8)

Assim, as raizes da equacao cubica sao dadas por:

fevr {1 (3 [30 o
r=2 —3sin [33@71 (2 ZQJW) +63], e €40,£1}, (4.9)

para € = 1,0, —1. As trés raizes em primeira ordem em 6 podem ser escritas como:

) Vo

Th:’rh—T—'—...,

re=V0+ .., (4.10)
0

TU:—T}Z—\g——i—...,

nas quais r, = VI2M, 7, é dado pelo horizonte de eventos, r. é o horizonte cosmolégico e 7,
o horizonte virtual, ou seja, nao fisico. Substituindo o resultado da equagao (4.7),podemos
encontrar a massa do buraco negro niao-comutativo,cuja relacio de primeira ordem em /0
72 e

M=—=+

2 2

Considerando agora o método de Hamilton-Jacobi para determinar a temperatura Hawking,

é:

. (4.11)

usaremos a equacao de Klein-Gordon para o caso de um campo escalar ® no espaco curvo

dado por:

1 pv m’ _
[\/_—gau(\/—_gg )0y — hQ] ¢ =0, (4.12)

em que m é a massa de uma particula escalar e aplicando-se a aproximacao WKB:

d = exp [;](t, T, xz)} , (4.13)
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onde obtemos

g 0,10,1 +m* =0, (4.14)
em termos da métrica (4.5), vamos ter:
1 1
T (D) + f(r)(0.1)° + §(8¢I)2 +m? =0, (4.15)

podendo agora assumir uma solugao para a equacao de Klein-Gordon que é uma separagao

de variaveis que se segue como:

[ =—Et+W(r)+ Jso, (4.16)
onde W
8,0 = —E, 9, = dy), Ol = jo, (4.17)

na qual J; é uma constante. Assim substituindo a equac@o (4.43) na equacao (4.15) na

qual se resolve para W (r). Assim na parte espacial da ac¢ao classica obtemos:

\/E2 ~ 1) (% +m2)
f(r)

Seguindo no regime préximo ao horizonte de eventos do buraco negro nao-comutativo BTZ,

I=—-Et+ /dr + 740, (4.18)

r — Ty, escrevemos assim f(r) ~ k(r — 7,,), onde a parte da funcdo espacial é descrita

como:
1 \/E2 ~ Al ) <]¢ " mz) ori
W(r) = —/dr _ L) (4.19)
K (r —7p) K
onde k representa a gravidade superficial do buraco negro BTZ nao-comutativo dada por:
_ 2/, M0
K = f,(Th) = ZT — f% . (42())

No entanto, a probabilidade de tunelamento para uma particula com energia E de

atravessar a barreira de potencial é dada por:

I' =exp|[—2Im(I)] = T =-eaxp <—47;E) . (4.21)

A fim de compararmos a equagio acima com o fator de Boltzmann (exp(—FE/Ty)), no qual
obtemos a temperatura Hawking do buraco negro BTZ num plano de fundo nao-comutativo,
obtemos: v
~ K T h M+/0
T — 2 _ V7 4.22
=4~ 2ni2 473 ( )
no qual o resultado acima pode ser escrito em termos de r, = VI2M, vamos ter:
. Th — 4/ 0 / 2 M \/5
TH = - s
272 4712
Vi Mo

T 4 drry

(4.23)
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Portanto, o resultado acima mostra que a temperatura de Hawking é modificada devido a
presenca do parametro nao comutativo 6. Observe que quando tomamos 6 = 0, recuperamos

a temperatura do buraco negro BTZ comutativo, que é Ty, = r;,/(271?).

Vamos considerar aqui o caso do buraco negro BTZ nao-comutativo rotacionado,

ou seja, com J # 0. Neste caso, o elemento de linha da equagao (4.3) pode ser escrito na

forma:
ds® = —F(r)dt* + F(r)~'dr* + r?dy?, (4.24)
onde
M~/9 2 J?
Fy——m MO T
r 2 4r? (4.25)

J

Na qual foi usada a transformacao de coordenadas para escrever a métrica diagonalmente

e assim, resolvendo a equagao encontramos o horizonte de eventos dados por:

MO r? J?

que ¢é equivalente a resolver uma equacao de 4° grau dado abaixo:
2J?
o= PMr? PMVor = 0. (4.27)

Podemos escrever a equacao da seguinte maneira [60]:

(2 = r2)(r? — ) + EMVor = 0, (4.28)
e para 6 = 0 temos:
’M A%
= =) | (4.29)

na qual 7 ¢é dado pelo horizonte de evento externo e r_ ¢ o horizonte de evento interno do
buraco negro BTZ comutativo. Reescrevendo a equagao (4.28), temos:

riN/Or

2 _ 27
r T:F

r?=ri—

(4.30)
onde r, = VI2M. Vamos agora resolver essa equacao de forma aproximada. Logo, na
primeira aproximacao obtemos o horizonte de eventos:

-2 2 7‘}21\/57%

r+zr++r2__7ﬂ%r, (4.31)

ou mantendo os termos na primeira ordem na \/9, temos:

2/

m“r‘.... (4.32)

f_t'_:?"_;'_‘f‘
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e para o horizonte interno temos:
e — (4.33)
e para 7_, encontramos:
2
. V0

=7 — = ... 4.34
" " 2(r2_—r1)+ (4.34)

Com o intuito de determinar a temperatura Hawking para o caso do buraco
negro BTZ rotacional, podemos seguir os mesmo passos apresentados acima e para a

probabilidade de tunelamento temos:
I' = exp|—4nE /], (4.35)

na qual a gravidade superficial é dada por:

2, (1 B Fﬂ) _ MVo

= F(7y) = (4.36)

2 W) TR
Desse modo, comparando I" com o fator de Boltzmann exp(—FE /Ty ), obtemos a tempera-

tura Hawking do buraco negro nao-comutativo BTZ rotacional como:

Ezgzﬁmx
4 4 437
I O _ MVe (4:37)
472 474 42

Para 6 = 0, recuperamos o resultado para a temperatura de Hawking do buraco negro
BTZ rotacional que cuja relacao é:

2 72
T =+ <1—”4>. (4.38)

27[? 4ry

Da equagao (4.26) obtemos a massa do buraco negro nao-comutativo, que até primeira

ordem em V0, é dada por:

R A V] \/éﬁ+

M = 4.39
EI T R PR ) (4:39)
Assim, para analisar a entropia consideraremos a seguinte relacao:
1 oM
S = / I i, 4.40
TH 8T+ + ( )
onde - /8 -
oM 27, 1°J 0 34J
_ 1— Y21 = 4.41
ory 12 ( 4ri> M ( 4ot ) * (4.41)

A préxima etapa de nossa metodologia consiste em realizar a expansiao em 7!

até a primeira ordem em v/# nos levando a:

27 ENEAN 20 2J2\ "
TH—4W[12+<1—MF>] {1+ gfi (1_‘%) ... (4.42)




54 Capitulo 4.  Termodinamica do Buraco Negro BTZ Ndo-Comutativo

Agora substituindo as equagoes (4.41) e (4.42) na (4.40) obtemos,

. 20 Vo 312J2 122
S—4 / 14+ |1k 1— TRy BT, G 7
T { +[2fi +2f+< e )K 4&)* }

Ve A PAVE 2xPJAVE | 3wl e
= 1278 8t 6475

= A7y + 20V 0In(Fy) +So+...,
(4.43)
onde Sy é uma constante de integragao. Reescrevendo (4.43) em termos de r, temos:

N Q72 2 271272, /0 927122 4 714
g = 47rf++Mmm@m(u)_”rﬁzﬂfﬁ T2V 2 {4\/5 31V
(rz —r3) 72 1275 874 6475

+So+- -
(4.44)

Além disso, para € = 0 na equagao (4.44) vamos ter, S = 4mr, que é a entropia do
buraco negro BTZ rotacional ndo-comutativo. Porém, para o caso J = 0, temos ry =1rp, €

a entropia se torna:
N 36
S =dn (rh — \2/_> +37V0 + 20V 0 In(ry,) + S+ - - - . (4.45)

Note que obtivemos uma corre¢ao logaritmica para o buraco negro BTZ nao-comutativo.
Portanto, nosso resultado para entropia difere daqueles encontrados em [4, 59], no sentido
que em [4, 59] uma corregao logaritmica nao é gerada, porque a entropia é calculada
usando a expressao, S = 4nr,. Além disso, a métrica correspondente a [59] equivale a,

V0 = B que é dada para o caso nio rotativo no qual (J = 0), assim:

MB r?

fB(T) =-M + T + ﬁ, (446)

onde B é um pardmetro constante introduzido por um campo de dilatagdo/escalar. Por-
tanto, o raio do horizonte pode ser calculado a partir da equagao (4.9), tomando a
aproximagao B/VI?M = By/A/M < 1. Assim, encontramos:

B
Thb:rh_§+--" (447)

Deste modo, a equacao (4.40) é uma corregao logaritmica obtida para a entropia,

que é dada por:
SB = 47T7“hb + 2B hl(?”hb> + ... y (448)

com AS = Sg — S =271Bln(r,) + - - - associado a pequenas variagoes térmicas.

4.2 Buraco Negro BTZ e o Principio da Incerteza Generalizado

Nessa secao vamos utilizar a relagao que foi feita para calcular a temperatura de

Hawking e a entropia do buraco negro BTZ nao-comutativo. Aplicando o formalismo de
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tunelamento usando o método de Hamilton-Jacobi, vamos aplicar o seguinte GUP [61, 62].

h l 212
AzAp > B (1 - %Ap + O;_lQP(Ap)Q) ) (4.49)

onde o ¢ um parametro adimensional positivo e o comprimento de Planck ¢ dado por [,,.

Na sequéncia usaremos as unidades G = ¢ = kg = h = [, = 1, atribuindo Ap ~ E
e seguindo os passos realizados em [63], obtemos a seguinte relagao para a energia corrigida

do buraco negro.

Equp 2 E

1—2(AI)+2(A:C)2+...]. (4.50)

Realizando o mesmo procedimento feito anteriormente, vamos ter o seguinte resultado

para a probabilidade de tunelamento com energia corrigida e o Egyp ¢ dado por:

—4rEcup

I' >~ exp[—2Im(L)] = exp (4.51)

em que a ¢é gravidade superficial. Comparando novamente com o fator de Boltzmann,

obtemos a temperatura de Hawking corrigida para o buraco negro BTZ nao-comutativo.

(% (1/2

1—2(M)+2(AI>2+...1 . (4.52)

Simplificando assim para o caso J = 0, a temperatura Ty é dada pela equacio (4.22).

T<Ty

Além disso, como estd proximo ao horizonte de eventos do buraco negro BTZ, a incerteza
minima em nosso modelo passa a ser dado na ordem do raio do horizonte. Portanto, a

temperatura corrigida devido ao GUP é dada por:

N a a? !
T, <Tygll——+—+ ..
curp S 1H < 17 + 372 + )

2F 2./0 2
N P Y O
47r]? 27y dry, 87

Escrevendo os termos acima chegamos ao resultado que r, = [v/ M resultando em:

TGUP§M<1—‘/5>2[1+O‘<1+\/§+...> O‘2<1+\/5+...>+...]. (4.54)

(4.53)

47r]? 2ry, 4ry, 2ry, B 8r2 Th

Vamos calcular a seguir a entropia do buraco negro BTZ nao-comutativo usando a

seguinte férmula,

1 oM
Seup = / di 455
GUP Toup o Th, ( )

assim, substituindo (4.55) na equacao (4.11) vamos ter:

OM 27, (1 \/§>_

om, 12" 2n,

(4.56)
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Entao, ficamos com:

Vo 2/6 o o?
S :4/ 1 14 -2 12 1 )R,
qup =47 ( N AN am, T o)
2\V0
= 47, + 27V 0In(i,) — Wﬁf (4.57)
Th
2 0 2 0 2 2] 2 2 0
— madn(ry) — ﬂ-?é Wa}/_ - N;/_ th?g/_ tha~4\/_ +So+...,
27y, 27y, 877 677y, 1675,
vamos expressar o resultado acima em termos de 7, obtendo a seguinte relacao:
3v0 22 0 3ma’\Ve
Scup = 4m | 1), — 7\/_ —{—27T\/§1n(7"h)—{—37r\/§—7ra ln(rh)_ﬂ-a . 71'04\/__ T \/_—i-SO_"' o
2 27’h 37“h 167“2h
(4.58)

Portanto, ao analisarmos o resultado anterior, obtivemos corre¢oes para a entropia
devido aos efeitos do GUP e também corre¢bes nao-comutativa. Para a = 0, temos

precisamente a corre¢ao nao-comutativa para a entropia que é dada por (4.45).

Nesse ponto, vamos calcular a energia livre de Helmholtz, que pode ser determinada

usando a seguinte relagao [54]:

Foup = — / Scup dIcup-. (4.59)
Portanto, a partir das equagoes (4.54) e (4.58), obtemos:
1 20 o 3riavl  riaVe
Favp =5 [ (1+2 Ve T Seupdr
GUP = Ton2 ( T T T T 47 ) euretn
72 3riVe  5rianl  29r7a2V0 \/thl (F) + Vo7,
=—— — — n (7
2 22F, 120272 961273 2 " 2
n 042\/51?(?;1) ag\/? arfy, In(7) — Qary, _ T%gﬂ\/@lz(fh) B Oz\/gln(fh) SRyt
81271, 16027, 2[2 202 160273 42
(4.60)

onde Fj é uma constante de integracao.

Para o = 0 (na auséncia do GUP), torna-se a energia livre de Helmholtz para o

caso nao-comutativo, assim:

~ 2 ~
() . \/5) n 3Th\/§ _ \/grhl -

2, 2 n(7,) + Fo+ ..., (4.61)

ou reescrevendo em termos de 7, temos:

1 ( ﬂ) (Th_ ¢3—e> L3V Vo,

e\ Ty 2 202 12

Fy=

n(rp) + Fo+ .. .. (4.62)

A correcao da capacidade de calor especifica é dada por:

oM OM (aTGUP>‘1

Cavp = ITevp  Ofn \ O

1) (1Y e D)

(4.63)

o ST 8F 47
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ao substituirmos o = 0 na equagao (4.63) temos:

Cy = 4dri, (”f) (1—1/§>+..., (4.64)

T T

e em termos de 7, a eq. anterior torna-se:

Cy = <1+“5) <1_M) b (1.65)

21"h 27“h

Para # = 0 temos, C' = 47y, que é o calor especifico para o buraco negro BTZ
comutativo. Observe que o calor especifico zera no ponto 7, = 3,/6/2 (ou 7, = v/ na

equacao (4.64)). Assim, temos um raio minimo de:

/ 3v60
Tomin = ZQMBmin - \2/—; (466)

e entao, o buraco negro nao-comutativo atinge uma massa minima dada por:

90

M, min — 19 °
’ A2

(4.67)
Assim, esse resultado indica que o buraco negro deixa de evaporar completamente
e se torna um remanescente. Em seguida, obtemos a temperatura do remanescente do

buraco negro substituindo o 7, — Temin Na equacao (4.23).

& o T9min o \/5
3 6wz 4xl?

Tyrem = (4.68)

Além de que as equagdes (4.45) e (4.62) para 1, — T'gmin = 31/6/2 encontramos:

Srem 7 31V/0In(3,/0/2) + Sy = 0, Sy = —3v0 — 20V/6ln(3,/0/2), (4.69)

F,,emz ~ 0+ 0(0) + Fo, F() =0. (470)

Portanto, temos que a entropia e a energia livre de Helmholtz sao zero para o remanescente

do buraco negro BTZ nao-comutativo.

Para analisar o efeito do GUP, vamos considerar que # = 0 e o # 0. Assim, a partir

da equagdo (4.63) temos a seguinte contribui¢do para o calor especifico:

2

(e

e o calor especifico zera no ponto r, = romin = 04/2\/5. Logo, o buraco negro BTZ com
GUP torna-se um remanescente com uma massa minima, Mymin = o / 812, e a temperatura
é dada por:

(Taup)lo=o o}

T = = ) 4.72
arem 2 87Tl2 ( 7 )
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além disso, a entropia e a energia livre de Helmholtz sdao zero para o remanescente do

buraco negro BTZ com GUP, como podemos ver a seguir:

Sarem ~ —madn(y/2a/4) + Sy = 0, Sy = madn(y/2a/4), (4.73)
Foporn A2 — (1—{—\/_)@—\/_[71(\/ a/d)+Fy~ 0, Fy= (1—{—\/_)@—1-\/_[71(\/ a/d),
(4.74)

Para 6 # 0 e a # 0, podemos escrever a equagao (4.63) da seguinte forma:

Covp = dmry, ( f) (1 - rm*) ( T’Z“) Yo (4.75)

Th Th Th

onde

ala + 3
- £ \/ a(a+3v6) (4.76)
Observe que para 7, = 7,4 ou r, = % + rme o calor especifico desaparece. Os resultados
obtidos anteriormente sdo recuperados quando § #0ea=0ouf =0e a # 0. Para a
condi¢ao de formar uma remanescente de um buraco negro BTZ nao comutativo, podemos

escrever as seguintes aproximagoes para o raio minimo:

Tmin = M + 3706 + O(Oﬂ)’
NG 28
Tmin = —7~ + Tmx = (477)
2 (3v/2 + 8)
(0%
ro WA Vo + 0(0)

Ao aplicarmos o raio minimo r,,,, o calor especifico, a entropia e a energia livre de

Helmholtz sao nulos e pela equagao (4.54) a temperatura é dada por:

Toz@’rem = (Tgup) |Th=7“min7

:<rmm_\/9> [1+&+O‘(x/§—a)_m+...]_ (4.78)

2wz 272 A7 i ST2 8r3

min min

Podemos obter expressoes aproximadas para a temperatura do remanescente do buraco
negro BTZ nao comutativo expandindo-o em « e . Assim, aplicando os raios minimos
T1min € Tomin, aS temperaturas sao dadas, respectivamente, por:

VO 35a
Tl"’em = (Tgup) |Tmin:Tlmin: Flz + m + O(a2)7 (479)

Va0 o
T2rem - (Tgup) ‘Tmzn =Tomin 87Tl2 +—: Arl2 + — T2 + (9(9) (480)

Entao, tomando o = 0 em T3, obtemos o resultado da equagao (4.68), e substituindo

0 = 0 em Ty, recuperamos o resultado da equagao (4.72).
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A estabilidade do buraco negro, pode ser verificada nas Figuras 3, 4 e 5 onde
ilustramos o comportamento do calor especifico. Na Figura 3, mostramos que o calor
especifico é positivo para § = 0.001 e a = 0.1, portanto, o buraco negro BTZ nao
comutativo com GUP é estavel. Além disso, observamos que o calor especifico desaparece
para um raio critico. Assim, para # = 0.03 e o = 0.1 atinge-se dois pontos onde o calor

especifico desaparece, com uma regiao fisica entre eles.

Na figura 4 verificamos o comportamento do calor especifico para § # 0 e a =0, e
na figura 5 para 6 = 0 e a # 0. Observe que o calor especifico zera antes de entrar em
uma zona nao fisica. O buraco negro BTZ diminui de tamanho até atingir um raio critico

onde cessa o processo de evaporagdo e se torna um remanescente do buraco negro BTZ

nao-comutativo.

= Il ! -

[y i

L B B )
| - #=0.000, @=0.000 1

Lo f 4

Lo - == 6=0.001, @=0.100 4

L o

- F ‘[ E | weess 6=0.030, @=0.100 1
Lo B

o Lol = - q
& Lo e ]
o | T ]

! ==
T - i
I =

L o i

L3 i i

o =" ]

i| | L 1 | L \i

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3 — Capacidade de calor especifica (4.63). Para § = o« = 0, temos o resultado para
o calor especifico do buraco negro BTZ comutativo. Também mostramos o
resultado quando 6 # 0 e a # 0.
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Figura 4 — Capacidade de calor especifica. (a) para 6 # 0 e a = 0, temos o resultado para
o calor especifico do buraco negro BTZ nao-comutativo.

T T T T T T T —1
L et 4
I --.-"'F"-.F" . T
i 1_#'_'__,..- ) 4
I e ]
[ e 4
L _._J_..f.:':: ) E
._-'\?- ] i - ]
- i -
r ! —_ G=0.00, a=0.00 ]
_5 N - =000, a=020 ]
r [ #=0.00, a=0.55 i
~10f ]
o 1 1 1 L L
0.0 02 0.4 0.6 08 1.0

LY

(b)

Figura 5 — Capacidade de calor especifica. (b) para §# =0 e o # 0, temos o resultado para
o calor especifico do buraco negro BTZ comutativo com GUP.
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5 Conclusoes

Levando-se em conta o que foi observado para a conclusdo desse trabalho, conside-
ramos propostas usadas por [27], sobre radia¢ao emitida por buracos negros. E mostrado
em varios estudos que algumas propriedades dos buracos negros como a area do horizonte
de eventos, a massa e a gravidade superficial tém correspondéncias diretas com proprie-
dades termodinamicas tais como, entropia, a energia e a temperatura,nessa ordem. No
desenvolver do trabalho foram analisadas varias corre¢oes quanticas para as propriedades
termodinamicas de buracos negros num plano de fundo nao-comutativo. Sendo assim,
varias correcoes foram devido a nao-comutatividade do espago-tempo e também por conta
do principio da incerteza generalizado (GUP), que tem grande importancia no estudo da

gravitacao quantica.

Com o intuito de achar as corre¢oes de temperatura, entropia e calor especifico
utilizamos o método de Hamilton-Jacobi que tem base a partir da equacao de Klein-Gordon
para um campo escalar (4.12), escrevendo esse campo com uma aproximagao WKB (4.13)
de maneira a recairmos na equagao de Hamilton-Jacobi relativistica (4.14) para ordens
mais baixas e h, propondo uma separagao de variaveis do tipo (4.16) e (4.43) comparando
a probabilidade de tunelamento da particula com funcao de particdo e dessa maneira
encontrar uma forma de calcular a temperatura Hawking. Considerando a temperatura,

podemos encontrar a entropia e o calor especifico do buraco negro.

Primeiramente, analisamos a métrica de Schwarzschild ndo-comutativa, que é dada
pela equagao (3.33), defendemos que por causa da ndo comutatividade do espago-tempo, a
funcdo delta de Dirac passa a descrever uma distribuicdo gaussiana de largura minima v/©.
Logo a massa total parece ser espalhada e nao concentrada num ponto. Demonstramos
que proximo do horizonte de eventos a temperatura é corrigida por um fator que depende
do parametro ©. Assim, considerarmos 77 /20 > 1, porque nao tinhamos uma expressao
exata para o raio de Schwarzschild nao-comutativo. Foram feitas investigagoes na se¢ao
4.2 sobre corregdes para a temperatura, entropia e o calor especifico devido ao GUP para
esse buraco negro. Para a entropia, deduzimos que os dois primeiros termos da equacgao
(4.43) correspondem ao caso dela ser calculada pela féormula de Bekeinstein-Hawking [51],

além disso, descobrimos correcoes devido ao GUP com logaritmo de massa M.

Entao, considerando a métrica BTZ nao-comutativa proxima ao horizonte de
eventos(4.3) que vem da segao 4.2, no qual estudamos as propriedades termodindmicas
para esse buraco negro. A temperatura Hawking do buraco negro BTZ equagao(4.23), que
¢é a correcao nao-comutativa para a temperatura Hawking ocorre somente para termos

de segunda ordem no parametro ©, em outras palavras, significa dizer que as correc¢oes



62 Capitulo 5. Conclusées

sao muito pequenas. Na secao 4.2, especificamos essa temperatura com o GUP e nao s
encontramos corre¢oes devido a nao-comutatividade como também corre¢ées devido ao
GUP. Logo, a temperatura (4.54) tem um fator que nao depende do raio do horizonte de
eventos do buraco negro e a entropia (4.58) quando « = 0, achamos corregdes que ocorrem
somente para termos de segunda ordem encontramos, também, correcoes logaritmicas
para a entropia do buraco negro BTZ nao-comutativo. Também verificamos a estabilidade
do buraco negro BTZ, calculando a capacidade de calor especifica e mostramos que o
buraco negro BTZ nao-comutativo se torna um remanescente com massa minima (4.40).
Portanto, a contribuicao das corre¢oes nao comutativas introduz um efeito GUP. Também
investigamos o efeito do GUP calculando a temperatura de Hawking e a entropia do buraco
negro BTZ nao-comutativo. Devido ao efeito de nao-comutatividade e GUP encontramos
uma corre¢ao logaritmica para a entropia do buraco negro BTZ, que estao relacionadas a

cada parametro de corre¢ao correspondente.
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APENDICE A — Demonstracio da métrica

de Schwarzschild n3ao-comutativa

Introduzindo na origem de coordenadas uma distribuicao da matéria esfericamente

simétrica de forma que a métrica acima é descrita como:
ds* = a(r,t)dt* + b(r, t)dr* + 2c(r, t)dtdr + d(r,t)(d6* + sen*0d¢?), (A.1)

onde a(r,t), b(r,t), c(r,t) e d(r,t) sdo fungoes arbitrarias da posi¢ao e do tempo.

Assim como as equagoes de Einstein sao invariantes por transformacoes de co-
ordenadas, escolhemos um sistema que simplifique o problema, de outra forma, vamos
diagonalizar a métrica para tornar o elemento de linha mais simples. Portanto iremos

considerar ' = 1'(r,t) e t' = t'(r,t) e sendo p = p(r,t’) no qual:

o NG A o'\ (ot AN
p(r, t)dt" = p(r,t') {(&) dr +2 (37“) <8t> drdt + <(9t> at=| . (A.2)

Optamos pela func¢ao p = p(r,t’) de modo que satisfaca as seguintes equagoes [41]:

p=p(rt) <80tt,> = a(r,t), (A.3)

p=np(rt) <(Z:Z> (gi) = ¢(r,t), (A.4)

dividindo (A.3) por (A.4) vamos ver que t’ deve ser a solugao da seguinte equagao diferencial:

a(r,t) (gﬁ:) —c(r,t) (Z) = 0. (A.5)

Portanto, substituindo (A.3) e (A.4) em (A.2).

N 2
p(r, t)dt? — p(r,t) (Z) dr® = a(r,t)dt* + 2c(r, t)drdt, (A.6)

retirando a linha e substituindo esse resulta na equagao (A.1), temos:

ds* = p(r,t)dt* + q(r,t)dr* +d(r,t) + (d6? + sen’0¢?). (A.7)

Fazendo pela métrica Lorentziana e optando por d(r,t) = r?, devemos ter p(r,t)
negativo e ¢(r,t) positivo. Essa ultima condigao implica dizer que o vetor raio é definido

agora tal que um caminho da circunferéncia de um circulo, que tem como centro na origem
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de coordenadas, é igual a 27r. Nesse caso é suficiente expressar as fungoes p(r,t) e q(r,t)
em forma de exponenciais, e e e* onde v e X sdo funcoes das novas coordenadas 7’ e t/

em forma de exponenciais [64], assim vamos ter:

ds? = —e’dt* + e dr? + r*(d6* + sen?0¢?). (A.8)

Demonstrando as coordenadas t, 7,0 e ¢ por 2°, 2!, 2% e 23, respectivamente. Logo
escrevemos o tensor métrico da seguinte forma:

9 = diag(—e”, e*, r? r’sen’d), (A.9)

no qual a expressao acima representa uma matriz diagonal representado pelos elementos
apresentados. Até entao, pela métrica ser diagonal, podemos escrever g"” dessa forma
temos:

G = diag(—e™", e, r72 r~2sen™20), (A.10)

Para resolver as equacoes diferenciais com fungoes de v e A que satisfaca as equagoes

de Einstein, temos que calcular os simbolos de Christofell associado a métrica (A.10).

Assim:
It = 50 | et (A11)
entao,
Fgo = g’ F81 = F?ol;,, o = ;\e’\_”, I‘(l)o = ;/e”_’\,
Lo = F%o;\a F%li? I, = —re™?, Ti, = —rsen®(0)e™?, (A.12)
3, = %liv 35 = —sen(0)cos(f), Ty = Pi)g}, I3, =13, = cotg(0),

no qual o ponto representa a derivada da fun¢ao com respeito ao tempo e a linha representa

a derivada da funcao com respeito a coordenada 7.

Partindo desses simbolos, vamos calcular os componentes do tensor de Ricci e do

tensor de Einstein: GY = RE — %6‘;}3. Obtemos assim:

1 X 1
0 _ A _ 0
1 A
Gy = —ie_A— = 87T, (A.14)
r
/
1 [V 1 r 1
G, =—e (7" + 7’2> + 2= 8nT7y. (A.15)

1 2 N YN 1 D VA5
Gg:_ek<y"+”+” Y >+e”<)\ —”):8@5. (A.16)
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Gs = G5 = 8rT3. (A.17)

Assim nesse caso o tensor energia-momento nao é nulo fora da fonte do campo

gravitacional, entao diferente do caso usual, temos:

o1 1
€_>\ (i + ?"2> - ﬁ = 87TT11. (A18>
1 A 1
€_>\ (72 + T) - ﬁ = 87TT(()) (Alg)
A=0. (A.20)

subtraindo (A.19) de (A.18), obtemos:
VN =T) - T}, (A.21)

levando em conta para manter a forma da métrica de Schwarzschild usual precisamos
impor que T = T}. Portanto:
V+ N =0, (A.22)

e como resultado,
v+ A= f(2). (A.23)

No entanto, se o intervalo ds* sob a forma (A.8), vamos ter a possibilidade de fazer
uma transformacio arbitraria do tempo da forma z° = h(2’® sem que a forma do elemento
de linha seja alterada, além de que, essa transformacao possibilita somar a funcao v uma
fungao arbitraria do tempo, que permite sempre anular f(¢) em (A.23). Entao para cada
transformacao de coordenadas, devemos ter f = 0, de forma que v = —\, assim nos temos
tanto \ quanto v sao fungoes independentes de t,0 que implica dizer que para um campo
gravitacional esfericamente simétrico no vacuo ¢ automaticamente estatico [64]. Note que
a dependéncia temporal da métrica pode ser eliminada por meio de uma transformacao de

coordenadas apropriada (Teorema de Birkhoff).

Levando em conta o tensor energia-momento do buraco negro de Schwarzschild no

plano de fundo nao-comutativo como sendo:

1 1
T, = diag (—p@, —p©, —pO, —§r8rp@, —pO, —27’&[)@) ) (A.24)
assim conseguimos manipular equagao (A.19) como mostrada a seguir:
1N 1 1 1
A _ - -/ _
e <ﬂ—r>—ﬂ——8ﬂpg = ﬁ(e —re )\)—T—Q——87rp@ =
d r
d—(re"\) —1=-8mper? = re* —r= —2/ 4rr?pedr = (A.25)
r 0
2
S m(r)

Y
r
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onde
m(r) :/ 4712 pedr. (A.26)
0

Da maneira como foi mostrado no capitulo da ndo-comutatividade, as coordenadas
passam a nao comutarem para as escalas de ordem de [,, assim a nocao de ponto nao faz
mais sentido, modificando esta estrutura no espacgo-tempo nao-comutativo numa estrutura
difusa, a chamada célula de Plank. Portanto a posicao como foi mostrada pelo delta de
Dirac passa a ser representada por uma distribuicio Gaussiana de comprimento v/©, logo:

M

pPo = Wexp(—TQ/él@). (A.27)

Mudando uma nova varidvel z = 72/40 e usando a condigdao acima refazemos a

equagao (A.26) assim:

OM /e |, oM (3 1
m(r) = ﬁ 0 1’1/26 dz = m(r) = ﬁ"}/ (2, 4(-*)) s (A28)
onde ) 2116
- — | = Tdx. A2
1 (Ggg) = [ e (A.29)

é a fungdo v incompleta. Por fim a métrica de Schwarzschild nao-comutativa pode ser
escrita da seguinte forma:

AM (3 72 AM (3 r2\]7
P | el 2 1_— 2 2 20702 20462).
ds [ rﬁ’y (2,4@>]dt +[ rﬁ7<2’4@>] dr® —r*(df* + sen“d¢p?)
(A.30)

Foi levado em consideragao o tensor da energia-momento dada pela equagao(A.24),
assim chegamos a essa solucao. Porém, para achar essa solugao precisamos considerar que
V, T}, = 0 em funcio da conservagdo de energia, o que resulta em:

oT, T, T, +T,1T;=0 =

(/;y aO Vla g 2 2 1 3 3 1 (A?)l)
87’T’: - F01(,1—‘0 - Tl) - F22(T2 - Tl) - I-‘31(7}) - Tl) = 0.

0s Unicos simbolos diferentes de zero sao:

1 1 1
o, = igooargoo, F§1§9963r999 e F§1§9998r999, (A.32)
tendo em conta que devido a simetria esférica Ty = t3 dessa forma:
1
87~T: — igooﬁrggo(T[ — T(())) + g%arggg(T: — T(?) = 0. (A33)
Com intengdo de manter a propriedade do tipo Schwarzschild: goo = —1/g11,
portanto, precisamos que T = T = —pg[50]. Logo:

2
Tg = —pPe — ;arp@. (A34)
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