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RESUMO

Neste trabalho construimos uma mesa inercial sobre a qual engastamos um ressonador
mecanico tipo cantiléver feito de uma haste de aco delgada com o objetivo de obtermos
altos valores do fator de qualidade e assim estudarmos vibragoes nao-lineares. Utilizamos
o modelo de Euler-Bernoulli para obtermos os modos e frequéncias normais. Das medidas
das frequéncias do modo fundamental em diferentes comprimentos obtemos o modulode
Young do aco do cantiléver. Também obtemos a massa e a constante elastica efetivas no
modo fundamental proximo da ponta do cantiléver. Aproximamos a dindmica de vibra-
¢oes do modo fundamental por um modelo de um grau de liberdade. Com o objetivo de
construirmos um oscilador de Duffing, acoplamos na extremidade livre do ressonador um
ima de neodimio e num suporte fixo um pouco acima da haste um outro ima idéntico
ao que foi acoplado no cantiléver. Quando distantes, os imas sao alinhados no mesmo
eixo vertical e orientados em sentidos opostos, mas quando reduzimos suficientemente a
distancia entre eles a haste flamba, formando um poco de potencial duplo. Caracteriza-
mos os parametros desse oscilador medindo as duas posicoes de equilibrio de cada poco e
suas respectivas frequéncias de oscilacao de pequena amplitude e correspondente taxa de
amortecimento. Além de oscilacdes amortecidas, estudamos também oscilagoes forcadas.
Encontramos curvas de biestabilidade para oscilagoes em cada poco. Nos ajustamos os
dados experimentais das curvas de biestabilidade usando o método do balanco harmo-
nico. Finalmente, excitamos vibracoes flexurais de grande amplitude no ressonador de
forma a obtermos vibracoes com caracteristicas cadticas tal como um espectro de Fourier
continuamente distribuido, principalmente em baixas frequéncias. Finalmente, relatamos
que os modelos tebricos que usamos ajustaram muito bem os dados experimentais desta
dissertacao.

Palavras-chave: Ressonador mecanico, teoria de vigas de Euler-Bernoulli, modos
normais, dinamica nao-linear, oscilador de Duffing, método do balanco harmonico, bies-

tabilidade, caos deterministico.



ABSTRACT

In this work, we built an inertia base on which we clamped a mechanical cantilever
resonator made of a thin steel beam such that the resonator has a high quality factor and
one can study its nonlinear flexural vibrations. We use the Euler-Bernoulli beam model
to obtain normal modes and frequencies. By measuring the fundamental mode frequency
for different lengths of the resonator we obtain the Young’s modulus of the cantilever’s
steel. We also obtain the effective mass and elastic constant in the fundamental mode near
the tip of the cantilever. In addition, we approximate the fundamental mode vibration
dynamics by a one-degree-of-freedom model. Furthermore, with the objective of making
a mechanical Duffing oscillator, we coupled one neodymium magnet to the free end of
the resonator and another one, identical to the first one, on a fixed support just above
the cantilever. When far apart, both magnets are in the same vertical axis and oriented
in opposite directions to one another, but when the distance between them is sufficiently
reduced, the cantilever buckles and forms a double well potential. We determined the
parameters of this oscillator by measuring the two equilibrium positions of each well, the
small amplitude oscillation frequencies and the corresponding damping rate. In addition
to damped oscillations, we also studied forced oscillations. We found bistability curves
for oscillations in each well. We fitted the data of this stationary response using the
harmonic balance method. In the last experiment, we excited large amplitude flexural
vibrations and obtained a nonlinear dynamics with chaotic characteristics such as the
spread spectrum in the Fourier transform of the time series of the vibrations. Finally,
we point out that the theoretical models we used fitted the experimental data very well
throughout this work.

Keywords: Mechanical resonator, Euler-Bernoulli beam theory, normal modes, non-
linear dynamics, Duffing oscillator, harmonic balance method, bistability, deterministic

chaos.
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Capitulo

Introducao

O foco deste trabalho de dissertacao é o estudo de vibracoes flexurais forcadas e amor-
tecidas numa haste delgada de metal que é engastada em sua base. Esse tipo de ressonador
mecanico comecou a ser estudado no século XVII. O primeiro modelo matemético com
predi¢coes quantitativas acuradas foi desenvolvido por Jacob Bernoulli e L. Euler [1, 2|.
Eles investigaram tanto a parte estatica como a dinamica. Esse modelo ficou conhecido
como a teoria de vigas de Fuler e Bernoulli. Apesar da longa historia, esse sistema fisico
ainda vem sendo estudado e tem tido muitas aplicacoes cientificas e tecnologicas até os
dias de hoje.

Se escolhermos um ponto material qualquer ao longo da haste e acompanharmos o seu
movimento. Veremos que na sua forma mais simples, a dinamica das vibracoes de pequena
amplitude desse ponto do ressonador mecanico pode ser entendida a partir de um modelo
de um oscilador harmonico for¢cado e amortecido com 1 grau de liberdade. Os parametros
desse ressonador sao a massa efetiva, a constante eldstica e o coeficiente de dissipacao.
Os dois primeiros parametros podem ser obtidos da teoria de Euler-Bernoulli para vigas
delgadas [3|. A frequéncia de ressonancia pode ser obtida pelo pico da transformada de
Fourier de série temporal de oscilagoes amortecidas e o coeficiente de dissipacao pode ser
medido experimentalmente do ajuste da largura desse pico. Nao ha uma forma simples
de se obter o coeficiente de dissipacao da teoria porque ele tem basicamente 3 diferentes
contribuicgoes fisicas: perdas pela base de engaste, perdas pelo atrito viscoso do ar e perdas

por friccao interna. As perdas pela base de engaste sao mais faceis de reduzir, enquanto



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

as perdas pelo atrito viscoso sao despreziveis em baixas frequéncias. As perdas por friccao
interna sao intrinsecas do material utilizado para fazer a haste, da forma da haste e da

frequéncia das oscilacoes.

Estudamos também as vibracoes forcadas causadas por uma forca externa senoidal
que é um material ferromagnético. Neste trabalho utilizamos uma forca magnética para
excitar as vibracoes. Para isso as hastes que usamos sao constituidas de ago ferritico. O
campo magnético é gerado por uma bobina envolta por centenas de voltas de um fino fio
esmaltado. No niicleo da bobina colocamos uma pilha de laminas de ferro doce, material
ferromagnético, com alto valor de permeabilidade magnética, comumente utilizado em
transformadores. Essa bobina é ligada a um gerador de funcoes que a alimenta com uma
diferenca de potencial AC, que consequentemente gera uma corrente elétrica alternada.
A bobina é colocada ao lado da haste, aproximadamente no meio da haste. O campo
magnético gerado por essa bobina decai rapidamente com a distancia da extremidade
mais proxima da bobina. Essa variacao espacial do campo magnético é que gera a forca

magnética sobre a haste.

Em um nivel tedérico um pouco mais complexo que o modelo de um grau de liberdade
do oscilador harmoénico, podemos utilizar a teoria da elasticidade para descrever o movi-
mento de toda a haste. Para isso utilizamos o modelo de Euler-Bernoulli para vigas para
descrever as vibragoes flexurais da haste. O que procuramos é encontrar os modos nor-
mais de vibracao da haste, quando todos os seus pontos materiais vibram numa mesma
frequéncia. Consideramos apenas o movimento coerente e desprezamos os graus de liber-
dade internos, aqueles relacionados as flutuagoes térmicas e aos fonons cujas frequéncias
de oscilacao sao em geral muito mais altas do que as das vibracoes flexurais da haste. Em-
bora a haste engastada na sua base tenha um nitimero infinito de graus de liberdade, cada
um correspondendo a um modo normal de vibragao, no nosso estudo vamos considerar a
excitacao apenas do modo fundamental de vibracao flexural. Isso é uma boa aproximacao
por que, como veremos mais adiante, o fator de qualidade das oscilagoes da haste é bem

alto. Assim uma excitacao senoidal s6 apresenta uma resposta apreciavel quando a sua



frequéncia é bem proxima da frequéncia de um modo normal. No nosso caso esse modo

normal é o modo fundamental.

Quando a amplitude de vibracao se torna grande, as equacoes do movimento se tornam
nao-lineares. O modelo mais simples para entendé-la é o do oscilador de Duffing [4,
5]. Ao lado do oscilador de Van der Pol |6, 7, 8] e do oscilador de Rayleigh |9, 10|, o
oscilador de Duffing ¢ um dos osciladores nao-lineares mais conhecidos que hé na literatura
cientifica. Nesse modelo de oscilador a forca elastica restauradora tem um termo ctibico no
deslocamento da posicao de equilibrio. Esse é o oscilador nao-linear mais simples que hé e
¢ globalmente estavel. Mais adiante, vamos mostrar utilizando a teoria de Euler-Bernoulli
para vigas como encontrar a equacao de Duffing. Para completar a caracterizacao de nosso
sistema fisico, encontraremos o coeficiente do termo nao-linear ao ajustarmos a curva de

biestabilidade em funcao da frequéncia de excitacao.

Segundo Strogatz [5], o caos deterministico é caracterizado pela sensibilidade que o
sistema dinamico nao-linear tem nas condicoes iniciais. Quaisquer variacoes, por menor
que sejam, sao inicialmente amplificadas exponencialmente. Além disso, o espaco de fase
acessivel ao sistema dinamico é limitado. Essas duas propriedades criam um comporta-
mento nao periddico exibido durante um grande intervalo de tempo. Essa orbita atratora
nao-peridédica é conhecida como atrator estranho, sendo bastante diferente de atratores
do tipo ponto fixo estavel ou de ciclos limites, que apresentam solugoes quiescentes ou
orbitas periodicas, respectivamente. O primeiro sistema dindmico a apresentar tal tipo

de comportamento foi os oscilador de Lorenz [11].

Em 1979, Moon e Holmes publicaram, pela primeira vez na historia, um artigo no
qual modelaram, experimentalmente, a dinamica caotica utilizando o oscilador de Duffing
[12, 5]. Eles desenvolveram uma bancada experimental capaz de excitar senoidalmente
uma haste delgada nao-linear e avaliaram os resultados obtidos utilizando a equacao de
Duffing. O experimento proporcionou resultados satisfatorios e realisticos. Para maiores

detalhes sobre esse experimento, consultar [13].

Ha 50 anos atras, os modelos matematicos utilizados na resolucao de problemas que
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envolvem oscilagoes cadticas eram simples, pois nao havia como resolver numericamente
as equacoes que regiam a dindmica desses sistemas, o que tornava os resultados dessas
analises imprecisos e erroneos. Atualmente, gracas aos avancos tecnolégicos e a evolucao
da capacidade de processamento dos computadores, os estudos das vibragoes nao-lineares
sujeitas ao caos tornaram-se bem mais acessiveis [14]. Além disso, gragas aos bons re-
sultados obtidos por Moon e Holmes, diversos outros estudos voltados para analise de
vibracoes nao-lineares foram feitos. Atualmente, fisicos, matematicos e engenheiros ten-
tam, cada vez mais, compreender os efeitos dessas vibracoes. Um foco recente de interesse
em vibragoes flexurais é a geracao de energia elétrica através da flexao de piezoelétricos
ligados a base de cantilevers. Nesse caso o objetivo é recuperar energia das excitagoes
mecanicas provenientes do meio ambiente, tais como dos ventos, oceanos ou até mesmo do
corpo humano, com o intuito de alimentar dispositivos eletronicos remotos para a internet

das coisas [15, 16, 17].

Nos tdltimos 10 anos, bancadas experimentais vém sendo construidas para testar diver-
sos modelos de coleta de energia mecéanica ambiental. Algumas sao muito semelhantes a
que foi construida por Moon e Holmes, diferindo basicamente no fato de que piezoelétricos

estao diretamente acoplados as bases das hastes engastadas.

Desde o inicio deste trabalho de dissertacao estamos construindo e aperfeicoando uma
bancada experimental com o objetivo final de excitar vibracoes flexurais cadticas numa
haste delgada de aco engastada em sua base. Desenvolvemos vérias versoes ao longo desse
tempo com caracteristicas cada vez mais robustas, precisas e reprodutiveis até finalmente

conseguirmos excitar vibracoes tipicamente caoticas.

Foi feita uma modelagem matemética que abrange desde a forca magnética que provoca
a nao-linearidade nos ressonadores, até as vibragoes caoticas sofridas por eles. Utilizamos
o modelo de Euler-Bernoulli para vigas, a fim de avaliar a haste em condicoes estaticas.
A equacao de Duffing foi utilizada para analisar a dindmica nao-linear das vibracoes
flexurais da haste. Utilizamos os métodos mateméticos perturbativos para obter solucoes

aproximadas da equacao de Duffing. Com essas solugoes, analisamos a curva da bi-



estabilidade da haste. Avaliamos as oscilacbes cadticas da haste, o que nos permitiu
entender um pouco mais sobre esse fenomeno. Além disso, a bancada experimental serve
como um excelente instrumento didatico para alunos que tém interesse no tema. Contudo,
essa bancada nos proporcionara meios de avaliar e estudar, experimentalmente, o caos
deterministico. O grande enfoque desse trabalho diz respeito & anélise do caos em hastes

delgadas nao-lineares.
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Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira:
Capitulo 2: Aqui explicamos a bancada experimental que foi desenvolvida durante esta
dissertacao. Abordamos todo aparato experimental necessario para realizacao dos expe-
rimentos. Expomos o ressonador que foi ensaiado e como ele foi produzido.
Capitulo 3: Neste capitulo estudamos a flexao de uma viga engastada, via teoria de
Euler-Bernoulli para vigas. Dessa teoria obtivemos as condi¢oes para a perda de estabi-
lidade de uma viga sujeita a uma carga puramente compressiva. Também Avaliamos o
campo magnético gerado por um ima cilindrico que esta uniformemente magnetizado na
direcao axial. Calculamos a forca de repulsdo magnética formada entre a superficie de
dois imas cilindricos com polarizacoes iguais e orientadas ao longo do mesmo eixo.
Capitulo 4: Aqui avaliamos a teoria da elasticidade para uma viga linear engastada que
oscila livremente. Obtivemos os modos normais e os conceitos de constante eléstica e
massa efetiva. Na sequéncia, estudamos dinamica oscilatoria dela levando em conta um
termo nao-linear em sua energia potencial. Nas duas anéalises as forcas dissipativas foram
desprezado. Essas duas andalises foram fundamentais para compreendermos o oscilador de
Duffing.
Capitulo 5: Neste capitulo investigamos a dinamica de um oscilador de Duffing amor-
tecido e forcado senoidalmente. Obtivemos, aproximadamente, a solucao estacionarias de
sua equacao através do método perturbativo do balango harmonico. Avaliamos a resposta
em frequéncia de um oscilador desse tipo. Utilizamos este modelo para avaliar a dinamica
de uma haste nao-linear e expomos como definir seus parametro experimental. Além
disso, avaliamos as respostas tipicamente cadticas apresentadas por este modelo.
Capitulo 6: Aqui estudamos a teoria do caos. Durante alguns ensaios, conseguimos
submeter a haste em um regime tipicamente cadtica. Avaliamos estes resultados grafica-
mente. Percebemos que as anélises graficas nao suficientes para determinar se o sistema
estd ou nao sob regime cadtico.
Conclusao: Finalizamos o trabalho apresentando nossas conclusoes e perspectivas para

o futuro.



Capitulo

Aparato Experimental

Nesse capitulo descrevemos a bancada experimental. Ela é basicamente constituida
por um sensor Optico e uma mesa inercial, sobre a qual acoplamos um ressonador me-
canico de Duffing, intuito desta dissertacao. Além disso, apresentamos a haste que foi
ensaiada. Mostramos todos os componentes eletro-eletronicos necessarios para realizacao
dos experimentos. Expomos também a distribuicao e montagem dos componentes para
aquisicao de dados.

O ressonador consiste em uma haste delgada. Ela foi engastada em uma de suas
extremidades e ficou livre na outra. Em sua extremidade livre acoplamos um ima de
neodimio e logo acima dele, a uma distancia pré-definida, fixamos um outro ima também
de neodimio. Devido a interacao magnética repulsiva entre estes imas, as hastes tornaram-
se nao-lineares.

Estudamos em que condicoes a haste sofreu flambagem em consequéncia da agao mag-
nética entre os imas. Avaliamos suas oscilacoes livre em condicoes lineares. Modelamos a
dinamica oscilatéria nao-linear utilizando o modelo do oscilador de Duffing. A medida que
apresentarmos o desenvolvimento tebrico nos préximos capitulos, modelaremos as hastes
da bancada. Como veremos, serao utilizados conceitos fisicos e matematicos, além de
analises numéricas, a fim de modelar, estatica e dinamicamente, essas hastes. Contudo,
em cada capitulo proposto, sera feito um comparativo entre os resultados tedricos e/ou
numeéricos, com os experimentais que serao obtidos. Além disso, em alguns experimentos

foi necessario automatizamos todo o procedimento utilizando scrips em Python, como
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veremos nos proximos capitulos.

Na secao 2.1 apresentamos a mesa inercial que foi construida ao longo do mestrado e
descrevemos os seus principais subsistemas. Ja na secao 2.2 exibimos todo aparato eletro-
eletronico utilizado nos experimentos. Por fim, na secao 2.3 realizamos um comparativo
entre a mesa inercial que foi construida nesta dissertacao e a que foi proposta por Moon

e Holmes.

2.1 Mesa inercial

Nesta secao nos restringiremos em descrever a mesa inercial propriamente dita, ou seja,
naquilo que foi construido e desenvolvido dentro do Laboratério de Eletromagnetismo e
Fisica Nao-Linear (L.E.A.F.), localizado no departamento de Fisica, na Universidade
Federal de Campina Grande (UFCG), campus Campina Grande, pelo autor desta disser-
tacao, sob a supervisao do Prof. Dr. Adriano Albuquerque Batista. Uma foto dela é

mostrada na figura 2.1.

Figura 2.1 — Mesa inercial construida ao longo desta dissertagao.

A mesa inercial é composta por cinco subsistemas fundamentais: conjunto de imas
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que provocam a nao-linearidade, subsistema de detecgao das vibrages (sensor optico) e
excitador dos ressonadores (bobina), ressonador mecénico (haste) e base para engaste dos

ressonadores. Mostramos eles na figura 2.2.

Figura 2.2 — Nesta foto mostramos os cinco principais subsistemas da versao final da mesa
inercial construida, onde: 1 - imas de neodimio; 2 - detector da vibracoes;
3 - subsistema de excitacdo; 4 - ressonador mecanico (haste); 5 - base de
engaste dos ressonadores. Nessa imagem percebe-se que a haste estd em um
ponto de equilibrio estavel mais proximo da bobina.

O subsistema engaste do ressonador corresponde a um estagio de deslocamento zy
(2 GDL) e esta representado na figura 2.3. Nele foram fixadas duas pecas de ago inox,
capazes de fixar a base do ressonador firmemente, sem que haja a possibilidade dele se
mover durante os experimentos. Gracas ao ajuste de deslocamento em duas direcoes,
podemos posicionar a haste de forma adequada em relagao aos outros subsistemas. Além
disso, esta base é de latao e estd acoplada por parafusos diretamente a mesa de granito
que sustenta toda a bancada, tornando-a imoével e reduzindo as perdas energéticas no
decorrer dos experimentos.

O ressonador mecanico corresponde a uma haste delgada de ago inoxidavel ferritico
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Figura 2.3 — Suporte de engaste da haste que possui 2 GDL com movimento nas direcoes
dos eixos x e y.

com dimensoes de 105.00x8.50x0.30 mm e massa total de aproximadamente 2.1 g. Con-
feccionamos ele utilizando uma régua como chapa-base. Efetuamos o seu corte com um
equipamento de eletroerosao nas dimensoes de comprimento e largura especificadas acima.
Em seguida reduzimos sua espessura utilizando uma maquina de retifica. Na sequéncia
encaixamos um ima de neodimio com comprimento, ¢,,, de 9.75 mm e didmetro, 2a, de
4.90 mm, nela. Para isso construimos uma luva de polietileno que intermedeia este encaixe
(ima e a haste). Por fim, fixamos com cola Super Bonder Loctite, composta quimicamente
por Etilcianoacrilato, a luva na haste e o ima na luva. Mostramos este ressonador na fi-
gura 2.4a. Para engastar a haste na base de engaste, produzimos um calgo. Basicamente
sao duas placas em aco inoxidavel aparafusadas nas duas extremidades com parafusos e
porcas. Posicionamos a haste entre as duas placas, encaixamos os parafusos e porcas em
seus devidos lugares e apertamos as porcas ao maximo. Caso os calcos fossem confecci-
onados em um material diferente do das hastes, haveriam perdas energéticas durante as
oscilagoes, levando a resultados distorcidos e imprecisos. Na figura 2.4b representamos a
haste com o calco, pronta para ser engastada na base de engaste. Esta haste é o objeto
experimental desta dissertacao.

O subsistema conjunto de imas é composto por dois imas de neodimios idénticos, sendo
um deles o ima que esta fixado na haste. Na mesa inercial, o segundo ima esté posicionado
logo acima do ima que foi fixado na haste. Ele estd fixo em um eixo rosqueado, como

mostrado na figura 2.5. Também acoplamos ao eixo rosqueado um estagio de deslocamento
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(a) (b)

Figura 2.4 — (a) Haste delgada de aco inoxidavel ferritico com dimensoes de
105.00x8.50x0.30 mm, encaixada ao ima de neodimio, utilizando a luva
de polietileno na intermediagao deste encaixe (haste e ima); (b) subsistema
ressonador, composto pela haste acoplada no calgos.

capaz de se movimentar em uma dire¢ao (1 GDL). Ele n6s permite mover o ima superior
com bastante precisao na direcao de z. Dessa forma é possivel aumentar ou reduzir a

distancia entre os dois imas. Além disso, o polo superior do ima acoplado & haste e o

Estagio de deslocamento
(1GDL)

Figura 2.5 — Suporte do imas acoplado a um estagio linear de deslocamento que possui 1
GDL, tornando possivel o movimento do ima superior na direcao do eixo z.

polo inferior do fma fixado ao eixo. Portanto, a partir de uma determinada distancia,

d, uma forca magnética de repulsao passa atuar no sistema. Como o ima superior esti
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bem firme, ele nao sofre deslocamento em decorréncia desta forca. Ja o ima fixado na
extremidade livre da haste, pode sofrer deslocamento em decorréncia desta forca. Logo, a
medida que reduzimos a distancia entre os imas, o médulo da forca magnética de repulsao
aumenta gradativamente. Em uma determinada distancia, d;, ele atinge um determinado
valor que resultar na flambagem da haste, tornado-a instavel e nao-linear. Representamos
esta situagao na figura 2.6. Este subsistema é responsavel por provocar a maior parte da

nao-linearidade do sistema.

//////////

(a) (b)

Figura 2.6 — Esquema da montagem do oscilador de Duffing desenvolvido nesta disserta-
¢ao quando a haste esta (a) linear e (b) defletida, onde, d > d;.

Apos flambada, a haste passara a possuir trés pontos de equilibrio. Dois deles sao esta-
veis, nesse caso a haste estara mais distante ou mais préximo da bobina, e um instavel, que
corresponde a haste sem deflexao. As figuras 2.7a e 2.7b, representam, respectivamente,

a haste em seu poco estavel mais distante e mais proximo da bobina.
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(a) (b)

Figura 2.7 — Haste nao-linear no ponto de equilibrio estével (a) mais distante da bobina
e (b) mais proximo da bobina.

O solenoide ¢ o principal componente do subsistema de excitacao. Ele foi confeccio-
nada em fio de cobre esmaltado de 28 AWG e tem 400 voltas enrolado uniformemente e
distribuidas em camadas sobrepostas. O seu diametro externo e interno sao 16,00 mm
e 8,00 mm, respectivamente, e seu comprimento total ¢ de 14,50 mm. Em seu nicleo,
existem laminas de material ferromagnético (aco) que estao empilhadas umas nas outras
e produzem o formato de paralelepipedo uniforme, de dimensées 12,50 mm x 10,25 mm
x 42,00 mm. Utilizamos laminas na confeccao desse nticleo, pois assim os efeitos dissi-
pativas da corrente de Foucault sao reduzidos, evitando o aumento da temperatura do
nicleo da bobina ao longo dos experimentos. Quando energizamos este solenoide com
uma corrente elétrica alternada no tempo do tipo senoidal, ele gera um campo magné-
tico variavel. Como os ressonadores sao feitos de material ferromagnético, este campo
magnético interage com o ressonador, excitando-o e fazendo que ele oscile.

Para detectar as oscilacoes dos ressonadores utilizamos o sensor 6ptico Keyence 1L-
S025 com o amplificador Keyence IL-1000. Ele é capaz de capturar até 10* amostras por

segundo. Além disso, ele medi deslocamentos com amplitude de até 5,00 mm, com uma
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precisao de 10 pm. Mostramos ele na figura 2.8. Na mesa inercial ele esta acoplado a dois

Figura 2.8 — Sensor 6ptico modelo Keyence 1L-S025, empregado na aquisicao de dados
experimentais.

estagios de deslocamento, cada um com 1 GDL. Dessa forma, sendo necessario, o sensor
pode se movimentar na dire¢ao dos eixos x e z. Representamos essa montagem, sensor

com estagios, na figura 2.9.

Estagios de
deslocamento
(1 GDL cada)

Figura 2.9 — Dois estagios de deslocamento, cada um com 1 GDL, acoplados ao sensor
6ptico, possibilitando o movimento do sensor nas direcoes dos eixos x e z.

Vale ressaltar que todos os subsistemas apresentados nesta secao estao sobre uma mesa

de granito. Como apresentamos, alguns estao fixos diretamente nela e outros fixados em
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estruturas que estao fixos nesta mesa. Além disso, utilizamos uma espuma de polieti-
leno espessa abaixo da mesa de granito para atenuar as perturbacoes mecéanicas externas

durante os experimentos.

2.2 Aparato experimental eletro-eletrénico

Basicamente existem trés aparatos eletro-eletronicos que sao indispensaveis para re-
alizacao dos experimentos. A fonte de alimentacao do sensor, o gerador de funcoes e
osciloscopio.

O sensor oOptico utilizado na deteccao das oscilagoes dos ressonadores é um equipa-
mento muito caro e funciona a uma tensao de 12V. Pensando nisso, dedicamos uma fonte
de alimentacao a ele para de evitar danos ao equipamento. A figura 2.10a representa essa
fonte.

Como foi dito acima, a bobina gera um campo magnético varidvel no tempo quando
alimentada por uma corrente elétrica alternada. Dessa forma, utilizamos o gerador de
funcoes modelo Agilent 33500B para alimenta-la. Ele pode gerar sinais senoidais, qua-
drados e triangulares. Atinge uma amplitude de até 10,0 Vpp. Representamos o gerador
de funcoes na figura 2.10b.

O sensor 6ptico apenas detecta e captura os dados das oscilagoes em um ponto da haste.
A medida que essas informagoes sao capturadas pelo sensor, elas vao sendo enviadas, em
forma de sinal, a um osciloscopio que armazena, lé e traduz em graficos esses dados. Na
execucao dos experimentos utilizamos o osciloscopio modelo Agilent DSO7104B para esses
fins. Ele é capaz de armazenar até 500 segundos de dados com uma taxa de amostragem
de até 4 GSa/s. Mostramos ele na figura 2.10c.

Representamos na figura 2.11 todo o aparato utilizado nos experimentos e o caminho
que os dados percorrem. Trata-se de um desenho esquemético do estagio final de nossa
bancada utilizada para avaliar os oscilador de Duffing quando ela encontra-se linear e nao-
linear. Com essa montagem foi possivel realizar todos os experimentos. Em alguns ensaios

utilizaremos uma parte dos aparatos e em outros todos, como veremos nos proximos
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(b) (c)

Figura 2.10 — (a) Fonte de alimentacao dedicada ao sensor; (b) gerador de fun¢oes mo-
delo Agilent 33500B, dedicado a alimentacao do solenoide durante as ané-
lises experimentais realizadas na bancada; (c) osciloscopio modelo Agilent
DSO7104B, empregado na aquisicao de dados experimentais.

capitulos.

2.3 Comparacdo com mesa inercial proposta pelo Moon e Holmes

Existem algumas semelhancas da bancada que foi construida para esta dissertagao
e com a que foi proposta por Moon e Holmes. Assim como na mesa inercial proposta
por Moon e Holmes, a desta dissertagao tem como objetivo submeter hastes engastadas
nao-lineares a oscilagoes e modelar esta dindmica vibracional baseada no oscilador de
Duffing.

Da mesma forma que ha semelhancas, também existem diferencas entre a bancada

produzida para esta dissertacao e a que foi proposta por Moon e Holmes. Sao elas:

1. Producao da nao-linearidade: No experimento de Moon e Holmes, a nao-linearidade

do sistema ¢ consequéncia da atragao magnética entre a haste e os imas. Ja na
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Osciloscépio

Figura 2.11 — Diagrama da montagem experimental da bancada inercial utilizada nesta
dissertagao, onde d é a distancia entre os imas e £y é o comprimento livre da
haste. Além disso, as linhas azuis representam o caminho que a informagao
percorre durante os experimentos.

bancada proposta nesta dissertacao, a nao-linearidade também é consequéncia da

acao magnética, mas nesse caso, a agao magnética é do tipo repulsiva entre os polos

de dois imas.

e Gerar dois pocos estaveis no sistema através da atracao magnética entre resso-
nador e imas, exigiria imas volumosos e com elevada magnetizacao. Também
terfamos muitas dificuldades no que diz respeito ao alinhamento/calibrac¢ao
dos ressonadores em relacao a estes imas. Além disso, a propria construcao
da bancada experimental seria um grande desafio. Esses problemas foram to-
talmente sanados ou ao menos tiveram seus efeitos minimizados, adotando o

modelo proposta nesta dissertacao, em que grande parte da nao-linearidade do
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sistema é uma consequéncia da for¢a de repulsao magnética.

2. Excitacao da haste: Na bancada do Moon e Holmes, a haste vibra em consequéncia
da aplicacao de uma forca periodica em toda bancada experimental, resultando no
movimento da mesa e consequentemente, da haste. Ja na bancada desta dissertagao,
as oscilacoes decorrem da forga magnética senoidal que o solenoide exerce sobre a

haste.

e Provocar movimento em toda a bancada experimental, com o intuito de excitar
apenas a haste, gera dificuldades na determinacao da quantidade de energia
que a haste realmente recebeu. Essa dificuldade de mensuracao, é consequén-
cia das perdas energéticas para os demais componentes da bancada, causado
pelos efeitos inerciais e viscosos. Contudo, essa situacao pode ser simplificada
utilizando uma bobina energizada por um gerador de fun¢oes. Como a haste é
composta por aco ferritico, o campo magnético gerado pela bobina é capaz de

fazé-la oscilar.

A bancada desta dissertacao foi construida a um custo muito baixo e o ressonador que
foi ensaiado nela, proporcionou resultados compativeis com as teorias que serao abordados

nos préoximos capitulos.



Capitulo

Analise Estatica

Nesse capitulo estudamos a teoria da elasticidade estatica desenvolvida por D. Ber-
noulli e L. Euler. Desenvolvemos as equacoes gerais para o equilibrio estatico de hastes
delgadas sob a acao de tensoes e torques externos. Em seguida, utilizando essas equa-
¢oes, estudamos a perda da estabilidade mecanica de uma haste engastada sujeita a uma
forca compressiva puramente axial. Em adi¢ao ao desenvolvimento da teoria de vigas de
BEuler-Bernoulli aqui apresentado, calculamos também o campo magnético gerado por um
cilindrico com magnetizacao uniforme e axialmente orientado. Depois disso, calculamos
a forca de repulsao magnética existente entre dois imas permanentes que estao proximos
um do outro.

No caso aqui investigado, as forcas estaticas externas atuando sobre a haste sao de
origem magnética. Isso porque fixamos na extremidade livre da haste um ima cilindrico
com magnetizacao uniforme e axialmente orientada. Logo acima da haste posicionamos
um ima externo fixo que comprime a haste. Quando esse imas opostamente orientados se
aproximam, a forca de compressao aumenta até chegar ao ponto em que a haste flamba.

Na secao 3.1 desenvolvemos a equacao proposta por Euler-Bernoulli para vigas esta-
ticas engastadas, definiremos a sua resposta e a forga critica de deflexao (carga critica de
flambagem). J4 na segdo 3.2 apresentamos formula¢oes matematicas capazes de mensu-
rar o campo e a forca magnéticas gerada por imas permanentes. Por fim, na secao 3.3
explicamos os experimentos estaticos que foram realizados e apresentamos os resultados

obtidos e os discutimos.
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3.1 Modelo estatico de Euler-Bernoulli para vigas

A teoria da viga de Euler-Bernoulli pode ser aplicado tanto em problemas estaticos,
como também dindmicos. Apesar de pratico e dos resultados satisfatorios, muitas sim-
plificacoes e hipoteses devem ser adotadas. Além disso, as condi¢oes corretas devem ser
empregadas, caso contrario os resultados nao estarao condizentes com a realidade. De

acordo com Han e Giareta [18, 19], para emprego desse modelo devemos adotar que,

1. existe um eixo na viga que nunca estara submetido a tragao e compressao, conhecido

€OImo O eixo neutro;
2. nao ha cisalhamento quando a viga é flexionada;
3. o coeficiente de Poisson deve ser desconsiderado;
4. o material que compoe a viga deve obedecer a lei de Hooke;
5. a viga deve ter densidade constante ao longo de todo o seu comprimento.

A figura 3.1a retrata uma viga estavel, linear e sem acao de forcas externas. Ja a figura
3.1b, trata-se da mesma viga representada na 3.1a, mas sob acao de uma forga localizada,
ﬁm, na extremidade livre. Devido a essa forca, a viga esta defletida elasticamente.

Retirando um elemento infinitesimal qualquer da viga defletida mostrada na figura
3.1b, obtemos a figura 3.2. De acordo com esse modelo, durante a deflexao o cisalhamento
e coeficiente de Possion sao desconsiderados, pois caso nao o fossem, a area da seccao
transversal do elemento infinitesimal nao seria constante em todo o seu comprimento, ;.
Sendo assim, a espessura da viga, 7, e sua largura, b, sao constantes. Esse modelo também
admite um eixo longitudinal na viga que nao sofre tragdo nem compressao, conhecido como
eixo neutro (filamento vermelha da figura 3.2). Além disso, como a viga deve obedecer
a lei de Hooke e deve ter densidade, p,, constante ao longo de todo o seu comprimento,
admiti-se que o médulo de Young da viga, F, também é constante ao longo de todo o seu

comprimento, £g.
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Figura 3.1 - (a) Viga engastada em uma de suas extremidades e livre na outra, com
comprimento total fy; (b) mesma viga da figura (a), porém defletida ao ser
submetida a forca F),.

Considere um filamentos de comprimento ¢y, largura b e espessura A¢. Podemos supor
que uma viga de comprimento {y, largura b e espessura &, é o conjunto de ny filamentos
"colados", em que £ = nyAL. Quando esta viga sofrer deflexao, parte desses filamentos

elongam ou a outra parte é comprimida, como mostramos na figura 3.3. Os filamentos que

— —

elongam, sofrem acao de forgas trativas, f(s,&)A e f(s+ As, §)AE, e os que comprimem,

— — —

sofrem acdo de forcas compressivas, f(s,{')AE e f(s + As, ')A, onde f(s,£) é uma
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Figura 3.2 — Um elemento infinitesimal qualquer retirado da viga defletida mostrada na
figura 3.1b, onde o segmento vermelho corresponde ao eixo neutro da viga,
cujo comprimento ¢ As = R(s)A# e o preto a um filamento a uma distancia
¢ do eixo neutro, cujo comprimento é A(£) = (R(s) + £)A6.

forca interna por unidade de comprimento e surge assim que a viga sofre deflexao. De

acordo com o modelo de Euler-Bernoulli, um desses filamentos nao sera elongado e nem

comprimido, e é ele limitard qual regiao estaré elongando e comprimindo. Considerando

o elemento infinitesimal da figura 3.2, em que —7 < § < 7, todos os filamentos que

estiverem localizados entre 0 < § < 7, sofrerao elongamento, enquanto os que estiverem

entre —3 < ¢ < 0, serao comprimidos.

3.1.1 Equac¢des do equilibrio estatico da viga

Sabendo que o elemento material da figura 3.2 estd em equilibrio estatico, a soma das

forcas aplicadas neste elemento infinitesimal é nula. Dessa forma obtemos que [20]

" s.de — [ fls + As,€)de + P(s)As = 0,

_T _T
2 2

onde ]3(3) é a forca peso por unidade de comprimento ao longo do segmento As. No

limite As — 0, a expressao acima resultard em

= P(s), (3.1.1)
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—f(s+ As, &AL

Figura 3.3 — Mesmo elemento infinitesimal da figura 3.2, porém agora representando as
forcas de tracao e compressao que os filamentos do elemento infinitesimal
estao sujeitos apos a deflexao da viga. Mostramos também o vetores normal,
n, e tangente, §, ao eixo neutro.

onde ﬁ(s) = [ f(s, €)d¢ e corresponde a forca interna total através da segao transversal

2
da viga. Mais precisamente, F(s) é a forca que a parte inferior da haste (< s) exerce

sobre a parte superior (> s).

Considerando o equilibrio provocado pelos torques que atuam no elemento, encontra-

/

(%g(s + As) + &n(s + As)) x (=f(s+As,§)dE) =0,

mos que [20]

(SR

(—%é(s) + gﬁ@)) x f(s,&)de+

z
2

[NIE]

o

onde 5 e N sao, respectivamente, os vetores unitarios nas direcoes tangente e normal ao

T
2

segmento s, onde s-n = 0. Reagrupando os termos expressao acima, encontramos

T

3(s) x F(s) + 8(s + As) x F(s + As) -

— 5 As+ﬁ(s)></ Ef(s,&)dE—

_ils+ As) x | Ef(s + As, E)dE = 0.

x
2

Negligenciando os termos de ordem superior a As, a expressao acima pode ser reescrita
como,

—35(s) x F(s)As + M(s) — M(s + As) =0,
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onde,

Mi(s) = i) x / ¢ f(s, €)de. (3.1.2)

z
2

e corresponde ao torque total da secao transversal da viga. Tomando o limite dessa

expressao em As — 0, encontramos

= —5(s) x F(s) = —F,(s)8(s) x a(s), (3.1.3)

onde F(s) = F,3(s) + F,n(s).

As equagoes (3.1.1) e (3.1.3), correspondem as equagoes fundamentais do equilibrio de
uma viga defletida.

De acordo com o modelo de Euler-Bernoulli, a for¢a por unidade de comprimento em

um secao transversal da viga sob flexao pura é dada por,

) o
Fls.9) = £, + B0 )

3(s), (3.1.4)

onde F ¢ o modulo de Young da viga, 0(s) é o angulo de deflexdo horizontal e f, é a
forca de tracao ou compressao aplicada nas extremidades da viga, que para o caso em
questao serad zero, pois nao ha nenhuma forca de corpo sendo considerada. Substituindo

a equacao (3.1.4) na equacdo (3.1.2), encontramos

M(s) = i(s) x * ¢Rbe

do(s)
ds

5(s)dE.

SR

Como FE e b sao constantes ao longo de todo comprimento da viga, como foi descrito

acima, a expressao acima resultara em,

Mi(s) = Eb%(j)ﬁ(s) wi(s) [ ede = Efdfl(;)ﬁ(s) « 4(s),
onde,
br?
== (3.1.5)

e corresponde ao momento inércia de area da viga. Tomando o diferencial em relacao a s

da expressao acima, achamos
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Substituindo esse resultado na equacdo (3.1.3), obtemos

d*0(s)
ds?

EI n(s) X 5(s) = —F,(s)s(s) x n(s).

Como o modelo admite apenas pequenas deflexdes, é possivel assumir que esse "do-
bramento'seja plano e sendo assim, 7n(s) e §(s), estdo no mesmo plano. Dessa forma,

n(s) x §(s), resultara em um vetor constate e n(s) - $(s) = 0. De acordo com essa consi-

deracao, a expressao acima sera

= —F,(s) = —F(s) - a(s). (3.1.6)

Nessa situacio especifica, P(s) = 0 e dessa forma, pela equacao (3.1.1), F(s) é cons-
tante ao longo do comprimento da viga. Sabendo que 6 é o angulo formando entre as
superficies s e s + As, os vetores unitarios, $(s) e n(s), podem serem escritos como

5(s) = cosbi + senfk e a(s) = —senbi + cosbk. Logo,

—

—F(s)-n(s) = —F,senf + F,cosb,

onde F, e F,, sao, respectivamente, os modulos da forca ﬁ(s) na direcao x e z. Substi-

tuindo esse resultado na equacao (3.1.6), definimos que

EI10"(s) = —F,senf + F,cosb, (3.1.7)

onde 0"(s) = dz(;)
A equacao (3.1.7) corresponde a equagdo descreve o modelo de Euler-Bernoulli para

uma viga estatica sujeita a uma forca qualquer.

3.1.2 Viga engastada sujeita a uma forca puramente axial

Como a estabilidade da viga esta orientada no eixo vertical, F,, é uma forca puramente
compressiva, ou seja, F, =0e F, = F,, = —F,k. Além disso, 0(s) é um angulo orientado
em relacao ao eixo horizontal, como mostramos em 3.1b, e a estabilidade diz respeito
apenas ao angulo vertical ¢(s). Substituindo a variavel 6(s) por ¢(s), considerando a

relagdo p(s) = 90 — 6(s), sabendo que esse modelo admite apenas pequenas deflexdes
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(senp =~ @) e que F, =0, a equacdo (3.1.7) resultara em,
©"(s) + K?*p(s) =0, (3.1.8)
onde K? = %, que tem como solugao geral,
@(s) = Acos(K's) + Bsen(Ks). (3.1.9)

De acordo com a figura 3.1b, na extremidade engastada da viga, s = 0, nao ha deflexao
e dessa forma, ndo ¢(0) = 0. Substituindo esta condi¢ao de contorno na equagao (3.1.9),
definimos que A = 0. Além disso, na extremidade livre da viga, s = £y, ¢'(fy) = 0, e

dessa forma a equagao (3.1.9) resultara em,
Beos(K{y) = 0.

Se B =0, ¢(s) = 0 e essa serd a solucdo trivial do problema que deve ser empregada
sempre que a viga estiver reta (estavel). Segundo essa mesma abordagem, quando a viga

estiver defletida (instavel), obrigatoriamente, B # 0. Isso s6 é possivel se
cos(K () = 0, (3.1.10)

que é a equacao caracteristica desse problema. Logo, quando a viga estiver defletida,

©(s) = Bsen(Ks). (3.1.11)
Portanto,
(s) = 0, se a viga estiver reta e
e Bsen(Ks), se a viga estiver defletida,

onde cos(K¥y) = 0, sempre que a viga estiver defletida. Vale ressaltar que B é uma variavel
que nao pode ser determinada analiticamente, pois esse é um problema de autovalor e

autofuncao.

3.1.3 Estabilidade de uma viga engastada

De acordo com equacao (3.1.10), a viga estara defletida sempre que cos(K¥¢y) = 0.
Além disso, sabemos que cos (ncg) =0, paran.=1,3,5,7,9,.... Sendo assim,

cos(K{y) = cos (ncg> — Kty = ncg.
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Substituindo o resultado de K e isolando F),, encontramos,

_ nlm’El
m 46(2) )
Quando n. =1, F,, = F,, e F,, seré,
mEl
F,=—, (3.1.12)
402

onde F,,. corresponde ao menor valor que a uma forca puramente axial pontual pode
assumir para satisfazer a equacao (3.1.10), ou seja, a menor forga necessaria para flambar
a viga. F,. é comumente conhecido como carga critica de flambagem.

De acordo com a equacgao (3.1.12), e com o fato de que a viga s6 estara defletida caso
cos(Kly) = 0, se: |Ey| < Fyp, cos(Kly) # 0 e a equacao (3.1.9) tera solucio trivial (viga
sem deflexdo-estavel); |Fi,| > Fl,, cos(Kly) = 0 e a equacio (3.1.9) terd como solucio
particular a equagao (3.1.11) (viga defletida-instavel). Além disso, esse modelo idealiza,
a viga. Considerando situagoes reais (viga com imperfeicoes geométricas, impurezas no
material que a compoe, dentre outros), a menor forca que faz a viga flambar sempre sera
maior do que F,.

Calculamos o momento inércia de area, I e a forca critica de flambagem da haste

ensaiadas e representamos esses resultados na tabela 1.

Tabela 1 — Forca critica de flambagem, F,., da haste ensaiada com F =~ 220 GPa e [ =
1.912x10~“m~*.

Estimativas teéricas das forgas criticas de flambagem

Comprimento livre, ¢, (mm) || 91.90 | 92.50 | 93.30 | 94.10 | 95.80
Forga critica, F,. (N) 1.229 | 1.213 | 1.193 | 1.172 | 1.131

3.2 |m3s permanentes

De modo geral, imas convencionais possuem dois polos. Em um deles as linhas de

campo magnético saem (polo norte) e no outro entram (polo sul) [21]. Tma ¢ toda matéria
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que ao ser magnetizada é capaz de gerar um campo magnético [22]. A figura 3.4 representa

o campo magnético de uma barra uniformemente magnetizada.

Figura 3.4 — Representacao do campo magnético gerado por uma barra ci-
lindrica uniformemente magnetizada na direcao axial. Fonte:
https: / /tex.stackexchange.com/questions /468225 /pstricks-magnetic-field-
lines-of-a-bar-magnet /470755

Quando submetemos algumas substancias a um campo magnético externo, apos ces-
sado esse campo, essas substancias mantém-se magnetizadas. Elas sao classificadas como
ferromagnéticas e ddo origem aos imas permanentes [22]. Substancias como ferro, niquel
e cobalto puro, gadolinio, disprosio, entre outros, sao classificados como ferromagnéticos
[23]. Resumidamente, quando uma substancia ferromagnética ¢ submetida a a¢ao de um
campo magnético forte, os dominios dessas substancias, que tinham orientagoes aleatérias
e desalinhadas, tornam-se alinhados. Ao cessar esse campo forte, muitos desses dominios
retornam a suas posi¢oes originais, porém outros mantém-se alinhados, o que torna a
substancia magnetizada e gerando os imas permanentes [22].

Apesar dos grandes avancos nessa area cientifica, as anélises desses problemas sao bem
complexas e, muitas vezes, nao sao totalmente compreendidos. Contudo, é necessario o

emprego de simplificacoes, o que pode gerar resultados aproximados, porém tteis.
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3.2.1 Campo magnético de um im3 cilindrico

Segundo Greiner [24], o campo magnético gerado por um dipolo magnético é dado por

(3.2.13)

onde By(7) é o campo magnético em um ponto localizado a uma distancia 7(x,y, z) do
centro de massa do dipolo, 7 é o vetor unitario de 7(z,y, ), po é a constante magnética
do meio e My(7) é o vetor magnetizacio.

Considere um dipolo magnético diplo cilindrico de comprimento ¢,, e raio a. De acordo

com a equagao (3.2.13), o campo magnético que este diplo gera ponto P da figura 3.5, é

tm 2m a
B(F) = / 2 / / By(7)pidpidid?,
~tm Jo Jo
2

que pode ser reescrita como,

2 fm — /7. — 17
B(7) = “‘ZL / i [3 (MO roZk ) LA M0] d7.  (3.2.14)

to |7 — 2'K[3 7 — 2'k|

dado por

Como este dipolo é cilindrico, o vetor distancia, 7(x, y, z), pode ser escrito como 7(7, z) =

— A

pp + zk. Além disso, sua magnetizagao é uniforme e orientada axialmente, ou seja, My =

Myk. Sendo assim, a equacio (3.2.14) resultard em

Lm

. 2 o VAV ) M,
B@:uza/ {3M0<z -2k 0 }d
_ — — 2

- . (3.2.15)




30 CAPITULO 3. ANALISE ESTATICA

|

Figura 3.5 — Ima com formato de barra cilindrica de comprimento /¢,,, raio a e magneti-
zacao uniforme My = Myk, em que o centro de massa esta a uma distancia
|7(p, z)| de um ponto espacial qualquer P.

A equacao (3.2.15) representa o campo magnético em ponto P qualquer no espago,
gerado por um dipolo cilindrico magnético uniformemente magnetizado, a uma distancia

7(p, z)| deste ponto. O grafico da figura 3.6 representa a variacao de LQ em relacao a
P g g poMoa

Z

7 ao longo do eixo z.
m

3.2.2 Forca de repulsdo magnética entre dois im3s cilindricos

De acordo com Jackson [25], a forca magnética que um ima cilindrico exerce sobre

outro idéntico a si, quando posicionados um sobre o outro, é

Foul) = 74 (Vo(7) - #) Bu(7)dA (3.2.16)

onde B,(7) é campo magnético que um ima exerce no outro, desconsiderando a a¢ao do
campo magnético do ima analisado, e n ¢ o vetor normal para fora da superficie. Para imas

com a magnetizagao orientada apenas na diregao axial, MO = MOI%, a equagao (3.2.16)
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Variagao do campo magnético ao longo de z

BlD.2)

0 T T T T T
-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
b f
. - B - ; .
Figura 3.6 — Variacao de Tollaz eI relagao a =, ao longo do eixo 2.

resulta em
P = M, [ / Ee(F)dA} gy [ / Ee(F)dA] | (3.2.17)
S sup S inf

em que os sufixos sup e inf, correspondem, respectivamente, a superficie superior do
ima inferior e inferior do ima superior, como representamos na figura 3.7. Sabendo que
estes imas possuem as mesmas caracteristicas geométricas do dipolo avaliado na subsecao

—

anterior, a forca magnética, F,,, é

Fol) = My { I ( / ” Bl(f)d%) pd,o} o [ | ( / ) Bl(f)dasB) pdp} o

onde B,(7) é a equacio (3.2.15). Resolvendo as integrais da expressiio acima, com 7(g, z) =

pp + zk, encontramos

- T proa® My?

2y Z_
Fo(z,2)= _ _
(Z+ zZ ) D) ( /a2 +Z+2 /a2 +Z_2>sup

Zy zZ_ /%
N 2 2 2 2 ’
\/ a®+ zy \/ a®+ z_ inf
onde z_ = z— %’" ez, =2+ %m. Além disso, de acordo com a figura 3.7, para a superficie

inferior z = zp, logo z, = zo+ %’" ez = zy— %m. Ja para a superficie superior z = zg+/4,,,



32 CAPITULO 3. ANALISE ESTATICA
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Figura 3.7 — Representacao de dois imas cilindrico geometricamente idénticos, cada um
com comprimento ¢,, e raio a, com seus eixos longitudinais alinhados e dis-
postos um sobre o outro, de forma que a superficie superior do imas inferior
e a superficie inferior do fma superior estao separados por uma distancia d.

logo z, = zp + %Em ez =z + %’” Com M\, = M;M&, obtemos
— 2o + %gm 20 — %ﬂ 220 + Em ~
Fm(ZO) - >\m + — k.

2 2 2
Virs ot 36)" e (o) et (ot i)
Ainda de acordo com a figura 3.7, as superficies estdo separadas por uma distancia, d,

que obedece a relacao zg = d + %’” Portanto, a expressao acima resultara em,

d+ 20, d d+ U,

F,(d +
(@)= \/a2 (d+20,)2 a2+ d? \/a2 (d+ 1)

k. (3.2.18)
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A equagdo (3.2.18) representa variagdo da for¢a magnética repulsiva existente entre
dois fmas cilindricos permanentes e magnetizados axialmente, quando o eixo longitudinal

de cada estao alinhados e estao separados por uma distantes d entre as superficies que

; L | P s d
se repelem. O grafico da figura 3.8 representa a variacao de S em relacao a ;- para
a _ 98
Cn — 195

Variacao da forca magnética de repulsao
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Figura 3.8 — Variagao de ‘7 em relacao a ;-, quando = =
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3.3 Experimentos estaticos, resultados e discussdo

Nas secoes anteriores foram apresentadas formulacoes matematicas capazes de modelar
a haste engastada em condigoes estaticas. Agora explicaremos os experimentos estaticos
que foram realizados na haste apresentada no capitulo anterior. Também apresentaremos

os resultados obtidos e os discutimos.

3.3.1 Distancia minima de flambagem

Considerando a figura 2.6, neste experimento achamos o valor da distancia minima

que deve existir entre as superficies dos imas de neodimio para que a haste engastada
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flambe, d;. Em sua execucao foi necessario utilizar apenas o sensor 6ptico. Para definir d

realizamos os seguintes passos:
1. A haste foi engasta na base e alinhada em relagao ao ima superior de neodimio;

2. Em seguida reduzimos lentamente a distancia entre os imas, d, utilizando o estégio
de deslocamento acoplado ao suporte que sustenta o eixo rosqueado com o ima de

neodimio;

3. No momento em que a haste defletiu e formou os dois pocos, como representamos

nas figuras 2.7a e 2.7b, medimos a distancia d = d;.

3.3.2 Deflexdo maxima de cada poco

Como explicado no capitulo 2, apos flambada, a haste formaré dois po¢os no sistema,
sendo um mais proximo da bobina e outro mais distante dela. Com este experimento
encontramos a deflexao méxima de cada poco a medida que reduzimos a distancia d apos
a flambagem da haste. Para executa-lo utilizamos apenas o sensor 6ptico. Realizamos o

seguinte procedimento:

1. A haste foi engasta na base de engaste e alinhada em relacao ao ima superior de

neodimio;

e A distancia entre os imas, d, deve ser grande o suficiente para que nao haja

nenhum tipo de interacao entre eles.

2. Entao calibramos o sensor 6ptico em relacao haste no comprimento z ~ ¢y, de forma

que no leitor do sensor estava marcando a posicao ”0,00”;
3. Em seguida reduzimos lentamente a distancia entre os imas até que d = dy;
e Em d = di, a haste sofre deflexao e forma dois pocos;

4. Posicionamos a extremidade livre da haste em um dos pocos, aguardamos o seu

repouso e medimos sua deflexao méaxima com o auxilio do sensor 6ptico;
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5. Na sequéncia deslocamos novamente a extremidade livre da haste para o outro poco,
aguardamos o seu repouso e medimos sua deflexao méxima com o auxilio do sensor
Optico;

6. Entao reduzimos um pouco mais a distancia entre as superficies dos imas, d, posicio-

namos novamente a haste em um dos pocos, aguardamos o seu repouso e novamente

medimos a deflexao méaxima;

7. Deslocamos a haste para o outro pogo, aguardamos o seu repouso e medimos a

deflexao maxima neste outro poco;

8. Executamos sucessivamente o passo 4 e 5 até "mapear"a deflexdao de cada poco em

funcao da distancia d existente entre as superficies dos fmas.

3.3.3 Resultados e discussio

Na tabela 2 representamos os resultados que obtivemos medindo a distincia minima
de flambagem. Na figura 3.9 estimamos a razao “;—m‘ baseado nos resultados obtidos
apresentados na tabela 2. Utilizamos um paquimetro com precisao de 0.05 mm para

realizar estas medidas.

Tabela 2 — Valore medidos experimentalmente das distancias minimas de flambagem para
varios comprimento livre da haste.

Distancias minimas de flambagem experimentais

Comprimento livre, {; (mm) 91.90 | 92.50 | 93.30 | 94.10 | 95.80

Distancia de flambagem, d; (mm) || 10.10 | 10.15 | 10.25 | 10.35 | 10.50

Erro de medicao (mm) + 0.05

Utilizando os resultados da distancia minima de flambagem, estimamos a magneti-
zagao dos fmas de neodimio, My, através da equagao (3.2.18) e com as estimativas das
forcas criticas de flambagem para cada comprimento livre, apresentados na tabela 1. Re-
presentamos os resultados obtidos na tabela 3. Estimamos que a magnetizacao deles esta

em torno de 684 + 1 kA /m.
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Variacao da forca magnética de repulsao
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Figura 3.9 — Variacao de oo em relagao a 7 quando = = 155

Tabela 3 — Estimativa teérica da magnetizacao dos imas de neodimio medida baseada nos
resultados obtidos da distancia minima de flambagem para cada comprimento
livre da haste.

Estimativa teoérica das magnetizacoes

Comprimento livre, ¢, (mm) 91.90 | 92.50 | 93.30 | 94.10 | 95.80

Estimativa da magnetizacao, My (kA /m) 684 | 683 | 685 | 686 | 685

Valor médio da magnetizacao, My (kA /m) 684 + 1

Além de encontrarmos a distancia minima de flambagem, d;, e estimar a magnetiza-
¢ao dos imas de neodimio, M,, também encontramos a deflexao maxima de cada poco a
medida que reduzimos a distancia entre os imas, d, para a haste com comprimento livre de
(p=93.30 mm. Representamos estes resultados na tabela 4, onde =, é a deflexdo maxima
no poco mais distante da bobina e x_ a deflexdo maxima no po¢o mais proximo da bobina.
Estes resultados serao fundamentais na caracterizacao do oscilados de Duffing. Percebe-
mos que nesta analise, dificilmente conseguamos obter as mesmas deflexoes méximas ao

migrar a extremidade livre da haste de um poco para o outro. Isso ¢ um consequéncia da
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histerese existente na acao magnética e de imperfeicdes geométricas presentes na haste.
Estas distor¢oes nunca eram maior do que 4+ 0.05 mm. Do ponto de visto macroscopico, é
um desvio irrisério. Se tratando de sistemas dinamicos nao-lineares, este pequeno desvio
pode alterar totalmente a resposta do sistema, como veremos mais a frente.

Tabela 4 — Deflexao méxima de cada poco com £;=93.30 mm medida experimentalmente.

Deflexoes maximas com ¢;—=93.30 mm

d (mm) || x, (mm) —z_ (mm)
10.25 | 1.06 = 0.05 1.13 £ 0.05
10.12 | 1.46 = 0.05 1.64 £+ 0.05
10.00 || 1.76 £ 0.05 1.94 £+ 0.05
9.87 2.19 + 0.05 2.25 + 0.05
9.75 2.41 + 0.05 2.50 + 0.05
9.62 2.60 £+ 0.05 2.72 + 0.05
9.50 2.81 + 0.05 2.97 + 0.05
9.37 2.96 + 0.05 3.14 £+ 0.05
9.25 3.12 £ 0.05 3.33 £ 0.05




Capitulo

Analise Dinamica

Neste capitulo desenvolvemos a teoria dindmica de vigas de Euler-Bernoulli. Assim
como o modelo estatico que eles propuseram, este apresenta bons resultados que sao
condizentes com a realidade. Todas as condicoes e hipoteses que foram apresentadas no

capitulo anterior devem ser respeitadas.

Baseado neste modelo dinamico, estudamos os modos normais de vibragao de uma
viga engastada. Definimos conceitos importantes da aproximacao de 1 grau de liberdade
para a dinamica de vigas engastadas como a massa e constate elastica efetivas. Além
disso, partindo deste modelo dinamico, encontramos a equacao que descreve as vibracoes

nao lineares nao amortecida de uma viga e a equagao do oscilador de Duffing.

Na secao 4.1 encontramos a energia potencial elastica de deformacao e cinética de um
segmento de viga em movimento. J& na secao 4.2 desenvolvemos a equagao dinamica de
Euler-Bernoulli para vigas engastadas. Na secao 4.3 achamos os modos normais de uma
viga engastada e suas frequéncias de oscilagoes. Ja na secao 4.4 achamos os conceitos de
constante elastica efetiva, massa efetiva e endurecimento/amolecimento de mola de vigas
engastadas. Na secao 4.5 investigamos as vibracoes nao-linear de uma viga engastada
e obtemos a equacao do oscilador de Duffing nao amortecido. Por fim, na segao 4.6
explicamos o experimento dinamico que foi realizado e apresentamos os resultados obtidos

e os discutimos.
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4.1 Energia potencial de deformacdo e cinética de um segmento

de viga

A figura 4.1 representa uma viga engastada vibrando livremente. Considere que um

pequeno impacto perturbou esta viga e fez com que ela oscilasse livremente. Nesta secao

177777777\ rrr77777 x
,

/|
/|
/|
'/

Figura 4.1 — Viga engastada na base e livre na outra extremidade, com comprimento ¢,
e densidade de massa linear p, vibrando livremente.

encontramos a energia potencial elastica de deformacao de um elemento infinitesimal
da viga representada na figura 4.1. Na sequéncia, considerando este mesmo elemento,

achamos a sua energia cinética
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411 Energia potencial de deformacao

Considere o filamento As;(s,&) = Asy, localizado a uma distancia £ do eixo neutro,
As(s,0) = As, da figura 3.2. Sabendo que As = R(s)A0(s) e Asy = (R(s)+£)AH(s), onde
R(s) é o raio de curvatura deste segmento, podemos escrever a deformacio do filamento

Asy, €(s,€), como [26]
~ As;p—As 19

(s:¢) As R(s)

Substituindo esse resultado na equacdo de Hooke, o(s,&) = Fe(s, ) |27], encontramos

A energia potencial elastica acumulada na deformagao deste segmento de viga sera [28]

AU, = %/2 o(s,&)(Asy — As)bde.

VB

Substituindo os resultados acima e resolvendo a integral, achamos que

b_T3 EA0(s)
12 2R(s)

Aljel =

1 As
—_— §E[R2—((S)' (4.1.1)

De acordo com o céalculo diferencial [29], o raio de curvatura, R(s), pode ser escrito

Rl

d2X(z)
dz?

[021110)

Njw

R(s) =

(4.1.2)

e usando Pitagoras, o elemento de comprimento pode ser escrito como

3o= e (BO) s 19

Substituindo estes resultados na equacao (4.1.1), encontramos que

o (d2X(z)>2
22
AU = ="
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Considerando a expansao de Taylor até seu segundo termo, a expressao acima resultard

em

Az, (4.1.4)

EI (d2X(2)\? 5 (dX(z)\
AUelN?( dz? > 1_5( dz > T

A equagdo (4.1.4) representa uma aproximagao da energia potencial elastica proveni-
ente de um elemento infinitesimal de uma viga engastada defletida.
4.1.2 Energia cinética

A energia cinética de um elemento infinitesimal da viga representada na figura 4.1 é

dada por [28]
_p(0X(z,8) 2

Para pequenas amplitudes, As ~ Az, encontramos

_h(0X(z,1) 2
AU, ~ 5 (—(% Az, (4.1.5)

onde p é a densidade de massa linear da barra e é dada por u = p,As, onde p, é a

densidade da viga e A; a area de sua se¢ao transversal.

4.2 Vibracdes flexurais de pequenas amplitudes de uma viga en-

gastada

Das equagoes (4.1.5) e (4.1.4), obtemos que o Hamiltoniano para pequenas amplitudes

de vibracao da viga engastada representada na figura 4.1, é

o [ o () (P0) .

Derivando a expressao do Hamiltoniano em relacao ao tempo, ¢, ficamos com

o [ b)) (B35 5
[ P (235 (35
o [(ZXG0) [0 (23(e0)] (90 (000

z=ly

z=0
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Levando em conta as condi¢des de contorno para uma viga engastada, X(0,t) =

0X(0,t) _ 92X(Lot) _ 93X (lo,t)
0z 0z2 - 0z3

e B (5] ()

Para que o Hamiltoniano seja constante no tempo, obtemos

= 0 [18, 19], obtemos a seguinte expressao

0?X (z,t) X (z,1)
—— Y~ 4+ E[—————= =0. 4.2.6

oz T T g (4.26)
A equagao diferencia (4.2.6) modela a dinadmica oscilatoria livre sem amortecimento

de uma viga engastada.

4.3 Modos normais de uma viga linear engastada

Utilizando o método de separacao de varidveis para uma solucao do tipo oscilatoria,
podemos escrever o n-ésimo termo do modo normal da equacao (4.2.6) como, X(z,t) =
X, (2)cos(wnt +¢f), onde n = 0,1,2, ... e X,,(2) uma funcdo nao nula. Portanto, obtemos
a seguinte equacao diferencial para X, (z),

4 2

A = BJ n(2). (4.3.7)
A solugao geral da equagao (4.3.7) é dada por
Xn(z) = Aycos(knz) + By sen(k,z) + Cypcosh(k,z) + Dysenh(k,z2), (4.3.8)

1
onde k,, = <%) *. Utilizando as condicoes de contorno de uma viga engastada em z = (

(X,.(0) = X, (0) = 0), encontramos

A+ Cr=0> A, = —C,,
Bp+ Dy =0 B, =—D,.

Com este resultado a equacao (4.3.8) pode ser escrita como
X (2) = Aplcos(ky,z) — cosh(k,2)] + By[sen(k,z) — senh(k,z)]. (4.3.9)

Utilizando agora as condicoes da extremidade livre da viga em z = £y (X! (o) = X[/ ({y) =

:m.

0), obtemos

cos(knly) + cosh(knly)  sen(k,ly) + senh(k,lo)
—sen(k, ) + senh(k,ly) cos(k,ly) + cosh(k,lp)

Ay
By,
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Resolvendo o sistema matricial acima com k,, # 0, obtemos

sen(k,ly) + senh(k,lp)
2[cos(knlo)senh(k,ly) — cosh(k,lo)sen(k,lo)]

A, = X,(lo) (4.3.10)

B cos(knly) + cosh(k,lp)
sen(k, o) + senh (ko) "

onde A, e B, sao os coeficientes da equacao (4.3.9). Além disso, este problema tera

B, = (4.3.11)

solucao diferente da trivial, desde que
[cos(knlo) + cosh(k,ly)]> — [sen(knly) + senh(k,£o)][— sen(k,ly) + senh(k,ly)] = 0.
Portanto, a equacao caracteristica do problema sera
cos(knloy)cosh(k,ly) = —1. (4.3.12)

Resolvendo a (4.3.12) numericamente utilizando o método da bisseccao [30], defi-
nimos que as trés primeiras raizes desta equacao transcendental sao xy = 1,875104,

1 = 4,694091 e o = 7,854757, onde x,, = k,ly. Além disso, sabemos que a frequéncia

1

. . . 2\ 1
de oscilacdo dos modos normais dessa viga ¢ f, = ¢=. Com k, = (%) e = pyAs,

obtemos que a n-ésima frequéncia de oscilacao dos modos normais de uma viga engastada

22 | F
= [ 2 13.13
f 2103\ 12p, ( )

Utilizando a equagao (4.3.13), estimamos que as frequéncias de oscilagoes dos trés pri-

é dada por

meiros modos normais da haste ensaiada e representamos seus resultados na tabela 5.

4.4  Aproximacdo das energias envolvidas para o modelo de um

anico grau de liberdade

Considerando a expansio de Taylor até o segundo termo na equagao (4.1.4), a energia
potencial de uma viga delgada pode ser escrita na aproximacao de um grau de liberdade

como

/i(z)X;(z,t) . 04(2))24(2,15) . % /Ofo (82);;’,15))2 [1 - g (aXa(jt))zl "
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Tabela 5 — Frequéncias de oscilagoes dos trés primeiros modos normais da haste ensaiada
com F ~ 220 GPa e p, ~ 7.8 x 10> Kg-m 3.

Estimativas tedricas dos modos normais

Comprimento livre, £y (mm) 91.30 | 92.50 | 93.30 | 94.10

Frequéncia no primeiro modo normal (Hz) | 30.39 | 29.99 | 29.48 | 28.98

Frequéncia no segundo modo normal (Hz) | 190.45 | 187.99 | 184.78 | 181.65

Frequéncia no terceiro modo normal (Hz) | 533.27 | 526.38 | 517.39 | 508.63

Considerando as condi¢ao de ortogonalidade dos termos de expansao de Fourier, cos(nwyt),

e sabendo que
1 + cos(2wpt)

cos?(wot) = 5
e
) 3 1 1
cos”(wot) = = + =cos(2wpt) + =cos(4wpt),
8 2 8
obtemos
X2(z,t) _EI % (0°X(,1)\”
M ~ _/ L’Z’) dz’ (4.4.14)
2 2 0 0z’
e

a(z))i‘*(z,w N _551 / K@); S;t)) <8X§j:’t))rdz’. (4.4.15)

Utilizando integragdo por partes na expressao (4.4.14), ficamos com

K(2) X2(2, 1) = E[{ {(aQ);ii’t)) (axa(j’“) _ (%) X@Qt)]

- ’ [X(z’,t) (WH d}

Supondo que a viga vibra no modo fundamental, X(z,t) = Xo(2)cos(wyt), utilizando as

2=l

_|_

z'=0

condigoes de contorno deste modelo, Xy(0) = X{(0) = X{(f) = X{"(¢y) = 0, e sabendo

1
que X}"(2') = kg Xo(2') e ko = (%) ", da expressdo acima e equacao (4.4.15), achamos
>l

HW / 201 /

k(z) = X5(2)dz (4.4.16)
) X3(2) Jo °
e

S5EI [ )

o) =~ [ KEEX) P (1417
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onde k(2) é a constate elastica efetiva da viga na altura z e a(z) a constante que representa
o endurecimento/amolecimento de mola da viga na altura z, em que 0 < z < /.
Escrevendo agora a energia cinética desta mesma viga durante suas oscilagoes na

aproximacao de um polinémio de grau tnico de liberdade, achamos que

() = () e

Supondo que a viga vibra no modo fundamental X (z,t) = X¢(2)cos(wpt), obtemos

Lo
m(z) = %/g X3 (2)d, (4.4.18)

onde m(z) é a massa efetiva da viga na altura z em que 0 < z < {,. Plotamos na
figura 4.2, a variacao tedrica da massa efetiva de uma haste engastada ao longo de ot
Substituindo a equacao (4.4.18) na equagao (4.4.16), definimos que

Massa efetiva ao longo do comprimento livre da haste
3

Mer{Z), g

0.24ul,

T
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Zity

Figura 4.2 — Variacao da massa efetiva de uma viga engastada no primeiro modo normal;
curva vermelha representa a variacao da massa efetiva desta haste ao longo
de % Com o comprimento livre, £y, 92.50 mm, a reta azul pontilhada
corresponde ao valor da massa livre da haste ensaiada, pfy; reta amarela
tracejada corresponde ao valor da massa efetiva na extremidade livre da

haste, 0.24ufy.

2 K(2)
Wy = ) (4.4.19)
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A equagao (4.4.19) corresponde a frequéncia natural /fundamental de uma viga engasta

vibrando livremente.

45 Vibracdes flexurais ndo-lineares de uma viga engastada

Com as equagoes (4.4.16), (4.4.17) e (4.4.18), podemos agora escrever o Hamiltoniano

na aproximagao de um grau de liberdade como

m(z) (0X(z,0)\>  k(2)X2(z,t)  o(2)X*(z,1)
== ( ot )+ 2 * i

Sabendo que esse sistema é conservativo, ao diferenciarmos o Hamiltoniano em relacao ao

tempo, encontramos

m(2) <8X ;j’t)) (agjgij ’”) + ()X (2, 8) <%) +a(2) X3z, 1) (%) 0.

o que implica em

PX(z,t)  k(2) a(z)
ot? * m(z)X(Z7 t)+ m(z)

X3(z,t) = 0. (4.5.20)
onde k(z), a(z) e m(z) sdo dados, respectivamente, nas equagoes (4.4.16), (4.4.17) e
(4.4.18).

A equagao (4.5.20) representa a dindmica vibracional livre sem amortecimento de uma

viga nao-linear. Essa equacgao descreve o oscilador de Duffing nao amortecido.

4.6 Experimento dindmico, resultados e discussio

Nas secoes anteriores foram apresentadas formulacoes matematicas capazes de modelar
a haste engastada em condicoes dindmicas lineares. Agora explicaremos o experimento
dindmico que foi realizado na haste apresentada no capitulo 2. Também apresentaremos

os resultados obtidos e os discutimos.

4.6.1 Série temporal da haste linear

Neste experimento obtivemos a série temporal da haste sem a agao magnética dos

imas (linear). Com ela encontramos a frequéncia de amortecimento haste linear sem e



4.6. EXPERIMENTO DINAMICO, RESULTADOS E DISCUSSAO 47

com o ima acoplado em sua extremidade livre. Para realizar este experimento utilizamos

o sensor Optico e osciloscopio. Adotamos o seguinte método:

1. Inicialmente engastamos a haste na base de engaste e alinhada em relacao ao sensor

Optico;

2. Com a haste em condigoes lineares (sem a agao da forga repulsiva magnética) e em
repouso, calibramos o sensor 6ptico em relacao ela, de forma que no leitor do sensor

estava marcando a posigao ”0,007;

3. Em seguida perturbamos a haste com um pequeno impacto, fazendo com ela vi-

brasse;

4. O sensor 6ptico entao captou essas oscilagoes e as transmitiu para o osciloscopio em

forma de sinal;

5. No osciloscopio esses dados foram lidos, armazenados e transferidos para um com-

putador.

4.6.2 Resultados e discussao

Na tabela 6 apresentamos as frequéncias fundamentais da haste para varios compri-
mentos livres. Para obté-las convertemos as séries temporais em uma transformada de
Fourier utilizando um script escrito em Python com o pacote "fftpack"e comando "fft-
freq". Na curva da transformada de Fourier identificamos frequéncia fundamental da
haste engastada. Na figura 4.3 plotamos a variacdo da frequéncia fundamental em fun-
¢ao do comprimento livre f5. Representamos uma das séries temporais e sua respectiva
transformada de Fourier na figura 4.4.

Utilizando as frequéncias fundamentais apresentados na tabela 6 e a equagao (4.3.13),
determinamos o modulo de Young dessa haste ¢ 221 + 2 Gpa. Sabemos que o modulo
de Young do aco esta entre 190 e 220 GPa. Comprovamos assim que a teoria de Euler-

Bernoulli proporciona resultados condizentes com os obtidos experimentalmente.



48 CAPITULO 4. ANALISE DINAMICA

Tabela 6 — Primeiro modo normal medido experimentalmente para varios comprimento
livres da haste.

Frequéncias fundamentais experimentais

Comprimento livre, £y (mm) 91.30 | 92.50 | 93.30 | 94.10
Frequéncia fundamental da haste sem o ima (Hz) | 30.51 | 30.12 | 29.32 | 29.10

Variacao da frequéncia fundamental

—— Tedrico
® Experimental

%]
o
[

Frequéncia fundamental, Hz

%]

o

(=]
I

28.5 1

0.0920 0.0925 0.0930 0.0935 0.0940
Comprimento livre, m

Figura 4.3 — Variacao da frequéncia fundamental em funcao do comprimento livre, /g,
teorico com E=221 GPa e experimental.

Da mesma forma, obtivemos a temporal da haste com o ima acoplado na extremidade
livre no comprimento livre £p=92.50mm. Apresentamos a sua série temporal e transfor-
mada de Fourier na figura 4.5. Nesta situacao obtivemos a frequéncia fundamental dada
por f=10.59 Hz. A massa total do ima de neodimio com a luva de polietileno, my, é de
aproximadamente 12 g. Como esta massa estd acoplada pontualmente na extremidade
livre da haste, a massa efetiva da haste é dada por m,(z) = m(x) + my. De acordo com
a equacgao (4.4.19), a frequéncia fundamental da haste sem o ima em relagao a frequéncia
fundamental da haste com o ima, deverd ser maior em uma razao de aproximadamente

2.65. Experimentalmente esta razao foi observado. Logo, a aproximac¢ao de um tnico
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Série temporal da haste sem o ima
£y =92.50

0,6
----- Dados experimentais
—— fi= 0,036875 + 0, 51246351t
0,4 4 - i | |
E 0,2 4
o
—
=
E 0,0 4
£ :
(]
o
o —0.2
O
—0,4
—0,6
Tempo, s
(a)
Transformada de Fourier da haste sem o ima
. £y =92.50
107 5
___.,_,—"'—‘D’E—' s Experimental
Tecrico
1071 3 — — _ ®=30122Hz
1 0,1 - y=0.4927 51
102 3 i 1 I . :
] Il 30 32
_ 1 i
aE 10_3_5 —
| 1

1074 3

1073 +

100

T T T T T T T T T T T T T T
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
Frequéncia, Hz

(b)

Figura 4.4 — (a) Série temporal das oscilagbes amortecidas da haste sem o ima com com-
primento livre, £y, de 92.50 mm. (b) Corresponde a transformada de Fourier
do melhor ajuste da curva de ressonancia. Obtemos que v ¢ 0.49 s e fy &
30.12 Hz, com um fator de qualidade ()=384.6.
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grau de liberdade para este problema ¢é valida.

Deslocamento, mm

[X(A)

Série temporal da haste com o ima
Iy =92.50

----- Dados experimentais

0.4

0.2

—— fit)= 0,03125+0, 5781250 0397098t

0,0
-—-JI..m-Jl--lu e =
-0,2 =
0,0 -
-0,4 - 'y
0,1- !
—0,6 - | 392 | 39',4 .
0 10 20 30 40 50 60 70
Tempo, s
(a)
Transformada de Fourier da haste com o ima
fy=92.50
107 5
1T |03 e Experimental
Teorico
10-1 5 ! ! . 10,2 5 __ ®B=10.59 Hz
y=0.07942 571
0,1
]'0_2 _. | | [ | T T 1
] 10 > 00 11,25

1073 4

T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 14
Frequéncia, Hz

(b)

1076

Figura 4.5 — (a) Série temporal das oscilagoes amortecidas da haste com o ima com com-
primento livre, £y, de 92.50 mm. (b) Corresponde a transformada de Fourier

do melhor ajuste da curva de ressonancia. Obtemos que v é 0.08 s~

10.59 Hz, com um fator de qualidade ()=837.8.

1

efoé



Capitulo

O Ressonador Mecanico de Duffing

Neste capitulo estudamos vibracoes nao-lineares no ressonador mecanico cantiléver.
Vamos investigar nao s oscilacoes amortecidas mas também oscilacoes estacionérias se-
noidalmente estimuladas e o regime cat6tico apresentado por sistemas nao-lineares. Além
disso, neste capitulo vemos como caracterizar esse ressonador nao-linear na aproximacao
de um grau de liberdade, ou seja, como obter todos os parametros do oscilador de Duffing.

Sabemos que a nao-linearidade intrinseca da haste, como obtemos no capitulo anterior,
nao ¢ muito grande, o que torna dificil a excitacao de efeitos nao-lineares experimental-
mente. Devido a essa dificuldade, decidimos utilizar a forca magnética entre dois imas
permanentes com polarizagoes opostas para facilitar a tarefa de geracao de efeitos nao-
lineares. Colamos um ima a extremidade livre da haste e um segundo ima é mantido fixo
um pouco acima da haste. Dessa forma criarmos um potencial em forma de poco duplo
para o oscilador. Novamente, obtemos um oscilador de Duffing, s6 que com um pouco de
assimetria e com coeficientes nao-lineares bem maiores do que obteriamos somente com
a nao-linearidade intrinseca da haste. Com os resultados que foram obtidos experimen-
tal, conseguimos definir todos os parametros necessarios para caracterizar o oscilador de
Duffing e consequentemente, modelar sua dinamica.

Na secao 5.1 estudamos as oscilagoes estacionarias no oscilador de Duffing forcado e
amortecido. Utilizamos o método perturbativo do balanco harménico para obtermos a
resposta do oscilador a uma forga externa senoidal. Na secao 5.2 a curva de histerese da

frequéncia. Na secao 5.3 modelamos uma haste nao-linear vibrante baseada no oscilador
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assimétrico de Duffing e abordamos como foi feita a caracterizagcao dos seus parametros
experimental. Por fim, na secao 4.6 explicamos os experimentos que foram utilizados para

caracterizar a haste nao-linear e apresentamos os resultados obtidos.

5.1 Oscilador de Duffing

Na avaliacao de problemas que envolvem nao-linearidades, comumente emprega-se
o modelo proposto por Georg Duffing. Assim como na anélise feita na secdo 4.5, este
modelo considera uma constate que multiplica termo ctbico. Fisicamente esta constante
traduz os efeitos do fenomeno do amolecimento ou endurecimento de mola apresentado
por estruturas dindmicas nao-lineares [12]. Quando sujeito a este fendomeno, os sistemas
fisicos e mecanicos nao-lineares podem apresentar instabilidades e aperiocidades durante
0 seu movimento.

Com este modelo é possivel compreender sistemas nao-auténomos instaveis que sofrem
inevitaveis atrasos do tempo [31]; vibragdes induzidas por fluidos em estruturas (pontes
e risers de petroleo sujeitos a corrente maritimas, prédios altos expostos a correntes de
ar, estruturas em areas suscetiveis a terremotos, entre outras) [32, 33|; os efeitos da
ressonancia nos equipamentos e estruturas [32]; dentre outras.

Apesar de simples e muito pratico, este modelo proporciona resultados realisticos
desde os dos problemas dinamicos mais simples, oscilagoes livre, até os mais complexos,

oscilagoes caoticas [12, 34].

5.1.1 Equacdo de Duffing

Considere o sistema que representamos na figura 5.1, em que um corpo de massa,
m, estd preso a uma mola posicionada horizontalmente que esta fixa em uma superficie
vertical. Quando este corpo sofre acao de uma forga externa periodica, F.cos(wt), ele
desloca-se periodicamente na direcao de x em qualquer um dos dois sentidos. Como o
corpo nao esta no vacuo, durante o seu movimento peridodico ha perdas energéticas para

meio fluido ao qual descola-se. Além disso, nao hé perdas significativas entre as rodas do



5.1. OSCILADOR DE DUFFING 23

corpo e a superficie horizontal. De acordo com & segunda lei de Newton, o movimento

I k
—{ —0000000000f m > P cose)

PRV AR A A B B B B B B B A B B B R B B R B B B B B A B a4

RN N N N N N N R N N N N

NN N N N N N N N N N N N NV N

Figura 5.1 — Representacao de um sistema massa-mola sobre acao de uma forga externa
com movimento restrito apenas a direcao de x, onde I' é a constante de
amortecimento proveniente do atrito viscoso do meio com as superficies do
corpo, k é a constante elastica da mola, F, e w sao, respectivamente, a
amplitude e frequéncia da forca externa periddica e ¢t é o tempo.

deste corpo é descrito por
d?z(t)
dt?

:Fex+Fel+Fd7

onde F.,, F, e Fy sao, respectivamente as forcas externa, elastica da mola e dissipativa.

Com F,, = F.cos(wt), Fy = —kx(t) —az®(t) e F; = Fdzgt). Assim obtemos

d*xz(t) dx(t)
m =T — ka(t) — az®(t) + F.cos(wt),
dt2 dt ( ) ( ) e ( )
onde I' é o coeficiente de dissipacao, k é a constante eldstica, e « é o coeficiente nao linear.
Se o < 0 a mola fica mais mole com o aumento da deflexao, enquanto se a > 0, a mola fica

mais rigida com o aumento da deflexao. Podemos diminuir a quantidade de parametros

ao dividir essa equacgao pela massa m. Obtemos entao
i(t) = —yi(t) — wix(t) — B2’ (t) + f.cos(wt), (5.1.1)

onde wy ¢ a frequéncia natural do sistema dada por wy = /7, 7 = %, B=2 fo= %
A equagao (5.1.1) corresponde a equagao do oscilador Duffing amortecido. Além disso,
caso o sistema da figura 5.1 estivesse no vacuo e sem acao de forcas externas, obteriamos

a equacdo (4.5.20) com um grau unico de liberdade.
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5.1.2 Solucdo estacionaria do oscilador de Duffing forcado

Para determinarmos uma solu¢do estacionaria aproximada da equagao (5.1.1), utili-
zamos o método perturbativo do balanco harmonico. Nele a solucao é aproximada por
uma séries de Fourier, cujos coeficientes serao determinados por equagoes algébricas [35].
Quanto mais termos tivermos na série, mais alta é a ordem da aproximacao. No caso
geral temos [14]

z(t) = ap + Z[ancos(nwt) + by, sen(nwt)).

n=1

No método do balanco harmoénico de primeira ordem, a solucao estacionaria periodica da

equagao (5.1.1) considerando que o sistema é forgado e amortecido, ¢ dada por |36]
x(t) = ag + ajcos(wt) + bysen(wt), (5.1.2)

onde ag, a; e by sao constantes a serem determinadas.

Substituindo (5.1.2) na equagao (5.1.1) e calculando os termos constantes no tempo,

. 2 b2
0= —wiag — B [ag—i-?)ao (ﬂ—i— —1)] ;

encontramos que

2 2

que pode ser reescrita como
2 2 3 2 2

Se # > 0, nao h& como os termos dentro chaves serem < 0. Logo, ag = 0.
Substituindo agora a equagao (5.1.2) e suas derivadas na equagao (5.1.1), considerando

que 3 > 0, encontramos
[—ajw?cos(wt) — biw?sen(wt)] + y[—ajwsen(wt) + bywcos(wt)]+

Hwo?[arcos(wt) + bysen(wt)] + Blaycos(wt) + bisen(wt)]® = f.cos(wt).

Considerando as relacoes trigonométricas
9 1 1
cos” (wt)sen(wt) = ZSQH(SWt) + Zsen(wt),

1
cos(wt)sen?(wt) = Zcos(wt) - ZCOS(3wt),
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1 3
cos®(wt) = Zcos(3wt) + Zcos(wt),
, 3 1
sen®(wt) = —sen(wt) — Zsen(Bwt),

4

e desprezando os seus termos com 3wt, obtemos
—ayw?cos(wt) — biw?sen(wt) — ajywsen(wt) + byyweos(wt ) + ajwp?cos(wt) + bywy?sen (wt )+

+ai’ﬁzcos(wt) + b?{ﬁgsen(wt) + albfﬁzcos(wt) + a%blﬂzsen(wt) = fecos(wt).

Como as funcoes seno e cosseno sao linearmente independentes, chegamos no seguinte

sistema algébrico
Qay +wyby + 38(af + b)ay = f.,
Qb —wyay + 38(af +0})by =0,

onde Q = w2 —w?. Multiplicamos a primeira equagao do sistema acima por b; e a segunda

por —aj, em seguida somamos essas duas parcelas e chegamos a
wy (b + a?) = f.by. (5.1.3)
Multiplicando agora a primeira expressao do sistema por a; e a segunda por by, obtemos
2 | 12 3009, 42
(a7 +b7) |2+ Zﬁ(al +b7)| = feas. (5.1.4)

Sabendo que a; = r(w)cosp(w) e by = r(w)send(w), as equagoes (5.1.3) e (5.1.4) resultam

em
sen¢g = T (5.1.5)
Je
e
cosé = = [+ 32 (5.1.6)
Je 4
Dividindo a equagao (5.1.5) pela equagao (5.1.6), encontramos que
4wy
¢ = arctan (m) . (517)

Além disso, substituindo as equagdes (5.1.5) e (5.1.6) na relagdo trigonométrica sen’¢p +

cos?¢ = 1, obtemos que

r2[16w?y* + 16Q° + r?(24Q8 + 98%r%)] = 162,
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que pode ser reescrita como
3 2
r? [(7w)2 + (Q+ Zﬁrz) ] = f2 (5.1.8)
Com a; = r(w)cosp(w) e by = r(w)senp(w), a equagao (5.1.2) resulta em
z(t) = r(w)cos(wt — p(w)). (5.1.9)

A equacao (5.1.9) é a solucao estacionéria aproximada do oscilador de Duffing baseada
no método do balango harmoénico em primeira ordem. Para determinar o resultado de r
devemos resolver a equagao ctibica em 72, equagao (5.1.8), analiticamente ou pelo método

numérico da bisseccao.

5.2 Curva de biestabilidade

A resposta em frequéncia ou curva de bi-estabilidade, como também é conhecida, trata-
se de uma curva que descreve a variagao da amplitude r em relagao a variagao frequéncia
de excitagdo w em regime estacionario [12, 37|. Esta curva descreve o fenémeno dos saltos
que ocorre em sistemas nao-lineares sujeitos ao amolecimento/endurecimento de mola
[37].

A curva de bi-estabilidade pode se comportar de trés formas distintas dependendo do

valor que § assumi no sistema. Quando:

1. 8 =0 - Neste caso a equacao (5.1.1) tem apenas termos lineares. Logo, o sistema
é linear. A figura 5.2a representa a resposta em frequéncia de um sistema qualquer

com [ = 0;

2. 8> 0- Como [ & positivo, em relacdao a quando § = 0, hda um aumento na energia
potencial elastica sistema. Nesta situacao o sistema ¢ tido como nao-linear com
endurecimento na mola. A resposta em frequéncia desta situacao esta representada

na figura 5.2b;

3. B < 0 - Nesta situacao [ assumi apenas valor negativo. Sendo assim, diferente do

caso em que § > 0, em relagao a quando 5 = 0, h4 uma reducao na energia potencial
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elastica do sistema. Neste caso, considera-se que ha um amolecimento de mola no

sistema. A curva da bi-estabilidade para este caso é mostrada na figura 5.2c.

N

o
L

Ve

Figura 5.2 — Resposta em frequéncia da equagao (5.1.8) quando (a) § =0, (b) 5> 0e
(c) 8 < 0. Fonte: [37] modificada.

Considere um sistemas nao-linear qualquer sujeito ao endurecimento de mola (5 > 0).
Vamos entdo avaliar a amplitude r(w) no intervalo de frequéncias w; < w < wy, em quem
wWp € w e w; < wy. Para construir a curva da bi-estabilidade deste problema, figura 5.2b,
podemos reduzir w gradativa, ou seja, partimos de w; até w;, ou aumenta-lo aos poucos,
ou seja, comegamos em w; e finalizamos em wy.

Tendo como referéncia a figura 5.2b, se reduzirmos suavemente o valor de w, obtemos a
curva ABCD; ja aumentarmos gradativamente w, obtemos a curva DCEF. De acordo com
a curva ABCD, levando em conta o intervalo BC, percebemos que o valor de r(w) aumenta

muito com uma pequena varia¢ao de w, ou seja, r(w) "salta para cima". Ja de acordo com
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a curva DCEF, atentando para o intervalo EF, notamos que o valor de r(w) reduz muito
rapidamente para uma pequena variacdo de w, ou seja, r(w) "salta para baixo". Esses
saltos caracterizam o fenomeno "Jump". Trata-se de um aumento ou reducao repentina
da amplitude da resposta do sistema. E uma consequéncia do fenémeno da bifurcacio.
Além disso, as curvas ABCD e DCEF nao sao iguais pois nesses problemas ha perdas

energéticas por histerese.

5.3 Haste ndo-linear engastada: modelagem e caracterizacdo ex-

perimental

Considere uma haste nao-linear engastada que possui trés pontos de equilibrio, sendo
dois estéaveis (pogo esquerdo e direito) e um instéavel (pogo linear), como a que representa-
mos na figura 5.3. Ao submetermos esta haste a uma for¢a externa periddica, Fecos(wt),
o sistema passa a oscilar periodicamente. Nesta situagao sua dinamica equivalente a do

sistema massa-mola em movimento analisado na subsecao 5.1.1. Portanto, de acordo com

a equacao (5.1.1) e sabendo que % = fu= —Ch:l—(f), encontramos
d
F(t) +vi(t) + Z;(x) = fucos(wt). (5.3.10)
T

Na secao 5.1 abordamos o oscilador simétrico de Duffing. Trata-se de uma abordagem
puramente teérica, tendo em vista que a simetria fisica dos sistemas é algo inatingivel,
pelo menos até esse momento. Dessa forma, como caracterizaremos experimentalmente
a haste, devemos adotar o oscilador assimétrico Duffing. Diferente da situagdo anterior,

nesta o potencial especifico da haste é dado por

E F G
u(z) = Zx4 + gxg + 5:}02 + Hx.

A equacao (5.3.10) descreve o movimento oscilatorio de uma haste nao-linear engastada

sujeita a uma forga externa periodica, F.cos(wt).
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Figura 5.3 — Haste nao-linear engastada em uma extremidade e livre na outra, oscilando
em seus dois possiveis pontos de equilibrio estaveis (poco esquerdo e direito).

5.3.1 Constante de dissipacdo energética

Durante as oscilagoes da haste, ha perdas energéticas para o meio, resultado do atrito
viscoso entre o ar e a haste, pela friccao interna, resultado do atrito entre as estruturas
cristalinas da haste, e para a base de engaste. Neste sistema a dissipacao ¢ classificada
como sub-amortecido [14, 38]. Sendo assim, a curva envelope exponencial que envolve a

temporal durante o decaimento da amplitude do deslocamento da haste é dado por

filt) = Ze 3,
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onde Z é a amplitude maxima do deslocamento.

Determinamos o valor de ~ utilizando a série temporal de cada um dos pogos estaveis.
Contudo, ajustamos uma curva envelope de decaimento exponencial na série temporal e
entao identificamos o valor de . O experimento para obter a série temporal de cada pogo

serd apresentado na subse¢ao 5.4.1.

5.3.2 Potencial assimétrico

Para determinarmos o resultado de E, F', G e H, precisaremos de quatro equagoes e

quatro condicoes de contorno. Sabemos que, % = f(z) = —dzgf), logo

f(z) = —(E2®* + Fo* + Gz + H).

Além disso, a primeira derivada deste potencial resulta em um ponto critico e dessa forma,

a derivando a expressao acima em relacao a x, encontramos que

Ex’ + Fo* + Gz + H = 0. (5.3.11)

De acordo com a lei de Hooke, f(z) = —%, na zona de deformacao elastica, e dessa

forma, di;;(f) = % = w?. Derivando o potencial do sistema duas vezes em relagao a w,
achamos

3Ez® +2Fz + G = Wi, (5.3.12)

onde w? é a frequéncia natural do pogo analisado.

Cada poco estével nos fornece duas condicoes de contorno, deflexao maxima e frequén-
cia natural do poco, como pode ser visualizadas na figura 5.4. Utilizando as equacoes
(5.3.11) e (5.3.12) e as condigoes de contorno da figura 5.4, encontramos

v 3E+ 2, *F+2,G+H=0
t PE+x ?F+2_ G+ H=0

3$+2E + 2$+F —+ G = CL)+2
3x 2E+4+ 22 F+G=w_?

(5.3.13)

onde x, e w, sao, respectivamente, a deflexao méaxima e frequéncia natural no poco mais

distante da bobina e z_ e w_, a deflexdo méxima e frequéncia natural no poco mais



5.3. HASTE NAO-LINEAR ENGASTADA: MODELAGEM E CARACTERIZACAO
EXPERIMENTAL 61

T

Figura 5.4 — Condigoes de contorno de uma haste nao-linear engastada, onde z_ e x, sao
as deflexdes maximas de cada poco e w_ e w,, suas respectivas frequéncias
naturais.

proximo da bobina. Os valor de x,, z_, wy e w_, sao facilmente definidos experimental-

mente.

Para definir a frequéncia natural de cada poco, convertemos a série temporal do poco
em uma transformada de Fourier e delas identificamos a frequéncia fundamental de cada
poco. Para isso, utilizamos um script escrito em Python com o pacote "fftpack"e comando

"fftfreq". O experimento para obter a deflexdo maxima de cada poco foi apresentado
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na subsecao 3.3.2 e o que serd feito para obter a frequéncia natural de cada poco serd

apresentado subsegao 5.4.1

5.3.3 Amplitude da forca externa

Para determinar o valor da amplitude da forca externa experimental, devemos conhecer
os resultados de 7 e u(z), e ja ter confeccionado a curva da bi-estabilidade experimental
de cada pogo. Utilizando os resultados de v e u(x) na equagdo (5.3.10), determinamos
fe por integragao numérica via script escrito em Python através do pacote "integrate'e
comando "odeint".

Inicialmente adotamos um valor qualquer para f. e, em um intervalo de frequéncias
pré-definidas, avaliamos numericamente a resposta em frequéncia da equacdo (5.3.10)
neste intervalo. Essa curva foi comparada com a curva obtida experimentalmente, onde
observamos se elas coincidiam. Coincidindo, o valor de f, adotado corresponde ao valor da
amplitude da forca externa periddica que atuou no sistema. Caso nao coincidisse, bastava
adotar um novo valor de f, e refazer o procedimento até que as duas curvas coincidissem.
O experimento para definir a curva de bi-estabilidade de cada poco serd apresentado na

subsecao 5.4.2.

5.4 Experimento do oscilador de Duffing e resultados

Nas secoes anteriores foram apresentadas formulagoes mateméticas capazes de mo-
delar & haste engastada em condigoes dindmicas nao-lineares. Agora explicaremos o0s
experimentos que foram realizado na haste apresentada no capitulo 2 para caracteriza-la

de acordo com a equacgao de Duffing. Também apresentaremos os resultados obtidos.

5.4.1 Série temporal da haste n3o-linear

Este experimento é muito parecido com o que foi realizado na subsecao 4.6.1. Dele
obtivemos a curva temporal de cada pogo e delas vamos extrair a frequéncia natural

de amortecimento e a constante de dissipacao. Também utilizamos o sensor 6ptico e
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osciloscopio. Ele foi executado em cada um dos pocos da haste nao-linear. Adotamos o

seguinte método:

1. Inicialmente engastamos a haste na base de engaste e alinhada em relacao ao sensor

Optico;

2. Com a haste em condi¢oes lineares (sem a acao da forga repulsiva magnética), ca-
libramos o sensor Optico em relacao ela de forma que no leitor do sensor estava

marcando a posicao 70,00”;

3. Em seguida reduzimos lentamente a distancia entre os imas até uma distancia d, de

forma que d < dq;

e Nesta distancia, d, a haste obrigatoriamente deve formar dois pocos no sistema;

4. Na sequéncia posicionamos a extremidade livre da haste em dos dois pocos;

5. Perturbamos a haste com um pequeno impacto, fazendo com ela vibrasse;

e Eiste impacto foi forte o suficiente para fazer a haste oscilar, mas fraco o bas-

tante para nao resultar em uma migragao de pocos;

6. O sensor Optico entao captou as oscilacoes da haste e os transmitiu para o oscilos-

copio em forma de sinal;

7. No osciloscopio esses dados foram lidos, armazenados e transferidos para um com-

putador;

8. Repetimos o mesmo procedimento do passo 4 ao 7 no poco restante.

54.2 Curva da bi-estabilidade

Neste experimento obtivemos a curva da bi-estabilidade de cada um pocos. Com
ela encontramos o resultado da amplitude da forca externa periodica. Para realiza-lo

utilizamos todos os componentes eletro-eletronicos disponiveis (sensor 6ptico, osciloscopio



64 CAPITULO 5. O RESSONADOR MECANICO DE DUFFING

e gerador de fungoes). Ele foi realizado em cada pog¢o da do sistema. Procedemos da

seguinte forma:

1. Refazemos do passo 1 ao 4 apresentado na subsecao 5.4.1;

2. Em seguida programamos a bobina para emitindo um campo magnético de sinal e

frequéncia variaveis;

e Como a bobina esté ligada ao gerador de fungoes, programamos ele para emitir

correntes elétricas alternadas (senoidais) em um intervalo de frequéncias pre-
definidas (w; < w < wy) e dessa forma, a bobina foi energizada e gerou o campo

magnético senoidal;

A frequéncia natural do pogo analisado, obrigatoriamente, pertence a esse in-

tervalo de frequéncias (w; < w < wy e wy € w);

Essa varredura de frequéncia aconteceu nos dois sentidos, ou seja, inicialmente

iniciamos em w; e fomos até wy e depois de wy até w;;
Essa mudanca de frequéncia ocorreu em um periodo definido;
A amplitude das ondas senoidais fica a critério de quem realiza os experimentos;

Como a haste é feita de material ferromagnético, o campo magnético gerado
pela bobina fez a haste sofrer, alternadamente, atracao e repulsao magnética

a cada periodo de oscilacao, fazendo ela vibrar;

3. O sensor 6ptico entao capturou as oscilacoes da haste e em forma de sinal os enviou

ao osciloscopio que capturou, leu e traduziu os dados em graficos;

4. Essas informagoes foram transferidas para um computador, via cabo ethernet pelo

protocolo TELNET, para analise e confeccao da curva da bi-estabilidade do poco

em questao;

5. Refazemos do passo 4 ao 7 para no poco restante.

Utilizamos um script em Python para automatizar o processo do ponto 5 ao 7.
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5.4.3 Resultados e discussiao

De acordo com os experimentos apresentados e as analises analiticas, conseguimos
caracterizar a dinamica oscilatéria nao-linear desse ressonador. Apresentamos um dos
resultados obtidos na tabela 7, para um comprimento £;=92.50 mm e d=9.80 mm. As
figuras 5.5, 5.6, 5.7 e 5.8, representam, respectivamente, o potencial da haste, a série
temporal e transformada de Fourier no poco mais distantes da bobina e no poco mais
proximo da bobina e a curva de biestabilidade de cada poco.

Tabela 7 — Parametros e resultados experimentais do oscilador de Duffing.

Parametros do experimento

Comprimento livre (mm) 92.50 £ 0.05

Distancia entre as faces do imas (mm) 9.80 £+ 0.05

Resultados experimentais

r4 (mm) 2.36 £ 0.05
r_ (mm) -2.35 £ 0.05
w, (Hz) 6.71 £ 0.01
w_ (Hz) 5.87 + 0.02
v (571 0.165 =+ 0.005

Resultados obtidos numericamente

f.)+ (N/kg) 0.0215
£.)- (N/kg) 0.0466
u(z) (mm?/s?) 139.92* + 43.52% — 776.52% — 249.1x

(
(
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Energia potencial da haste

s — ulx)= 139.9x° +43.5x% — 776.5x% — 249.1x
in 12000
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Figura 5.5 — Potencial da haste com comprimento livre de ¢;=92.50 mm as deflexoes
r,=2.36 mm e r_—2.35 mm e frequéncias fundamentais w,;—=6.71 Hz e
w_=5.86 Hz, onde definimos que £=139.9 mm 252, F=43.5 mm's72, G—-
776.5 572 ¢ H=-249.1 mm-s~2, obtidos a partir do sistema de equacoes 5.3.13,
utilizando as condicoes iniciais mencionadas acima.
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Figura 5.6 — (a) Série temporal das oscilagoes amortecidas em torno do pogo mais pro-
ximo do sensor, que esta a direita na figura 5.5 e cujo o minimo encontra-se
em z;=2.36 mm. (b) Corresponde a transformada de Fourier do melhor
ajuste da curva de ressonancia. Obtemos v ¢ 0.17 s7%, w, & 6.71 Hz, com
um fator de qualidade ()=249.6.
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(a) Série temporal, Q = 235.2
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Figura 5.7 — (a) Série temporal das oscilagbes amortecidas em torno do pogo mais distante
do sensor, que esta a esquerda na figura 5.5 e cujo o minimo encontra-se em
r4=-2.35 mm. (b) Corresponde a transformada de Fourier do melhor ajuste
da curva de ressonancia. Obtemos v é 0.16 s™%, w, é 5.87 Hz, com um fator
de qualidade ()=235.2
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Resposta em frequenua mals distante da boblna
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Figura 5.8 — Dados experimentais e ajustes numéricos da resposta em frequéncia de cada
pogo do sistema em que (a) representa esses resultados no po¢o mais distante
da bobina com uma deflexao de xy=2.36 mm e (b) para o po¢o mais proximo
da bobina com uma deflexao de x_=-2.35 mm; como explicamos na subsecao
5.3.3, definimos, a partir do ajuste numérico e comparativo com os dados

experimentais, que (f.);=0.0215 N /kg e (f.)-=0.0466 N /kg.



Capitulo

Em Busca do Caos Deterministico

Nesse capitulo estudamos a teoria do caos. Investigamos o caos deterministico e a
dindmica cadtica apresentada por sistemas nao-lineares. Avaliamos o atrator estranho
cadtico. Introduzimos os diagramas bidimensionais espaco de fase e mapa de Poincaré.
Comumente eles sao utilizados na visualizagao grafica deste fenomeno.

Realizamos experimentos cadticos na bancada experimental com os ressonadores cons-
truidos e avaliamos graficamente os dados obtidos. Este experimento foi muito parecido
com o que foi realizado para obter a curva da bi-estabilidade. Pudemos verificar numeri-
camente que é, em principio, possivel obtermos caos em nosso sistema. Resta sabermos
ainda se poderemos estimular as vibracgoes flexurais forte o suficiente para observarmos
esse fenomeno de forma inequivoca.

Na secao 6.1 introduzimos o conceito do regime caotico deterministico. J& na secao
6.2 estudamos dois diagramas bidimensionais utilizados para visualizar os regimes cadti-
cos. Na secao 6.3 estudamos os atratores estranhos. Por fim, na secao 6.4 explicamos o

experimento que foi executado nos ensaios cadticos e apresentamos os resultados obtidos.

6.1 Regime cadtico

Um algum momento os sistemas dindmicos nao-lineares podem apresentar instabili-
dades e consequentemente regime cadtico. Quando um sistema esté sujeito a dinamica
caotica, ele & extremamente sensivel as condi¢oes iniciais do problema|l2|. Logo, qual-

quer tipo de interferéncia que resulte na mudanca das condigoes do sistema, resultando
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em drésticas e abruptas mudangas no seu comportamento [5]. Sistemas sujeitos a regimes
cadbticos sao deterministicos a curto prazo, suas entradas sao conhecidas, porém respon-
dem de forma "imprevisiveis"e aperiodica a longo prazo [39]. Como nao é possivel definir
as condic¢oes iniciais com precisao infinita dos sistemas nao-lineares, eles apresentam essa
instabilidade.

Para avaliar a dinamica de um sistema, sujeito ou nao ao regime caodtico, podemos
empregar o espaco de fase, mapa de Poincaré e Lorenz, diagrama de bifurcacao, detre
outros. Tratam-se de diagramas bidimensionais que consideram em seus eixos variaveis
dindmicas do sistema. Com eles nos conseguimos avaliar apenas de forma qualitativa o
comportamento dinamico dos sistemas. Cada um deles consideram condi¢oes particulares
para serem empregados, mas nada impede que todos sejam utilizados em uma tnica
analise. Abordaremos alguns deles a seguir.

Vale ressaltar que a andlise visual desses diagramas e das séries temporais, nao sao
suficientes para que admitirmos que o sistema de fato estd oscilando em regime caético.
Utilizando apenas a inspecao visual desses graficos para determinar a presenca de caos,
apesar de bastante intuitivo, teorica e tecnicamente, torna a conclusao muito vaga [39].
Em algumas situacao, por exemplo, a resposta aperiddico do sistema pode se tratar apenas

de um regime transiente longo.

6.2 Analise cadtica

Para avaliar a dinamica de um sistema, sujeito ou nao ao regime cadtico, podemos
empregar o espago de fase, mapa de Poincaré e Lorenz, diagrama de bifurcacao, detre
outros. Tratam-se de diagramas bidimensionais que consideram em seus eixos variaveis
dinamicas do sistema. Com eles nos conseguimos avaliar apenas de forma qualitativa o
comportamento dinamico dos sistemas. Cada um deles consideram condigoes particulares
para serem empregados, mas nada impede que todos sejam utilizados em uma tnica

analise. Avaliamos dois deles, o espaco de fases e mapa de Poincaré.

Vale ressaltar que a analise visual desses diagramas e das séries temporais, nao sao



72 CAPITULO 6. EM BUSCA DO CAOS DETERMINISTICO

suficientes para que admitirmos que o sistema de fato estd oscilando em regime caoético.
Além disso, utilizando apenas a inspecao visual desses graficos para determinar a presenca
de caos, apesar de bastante intuitivo, tedrica e tecnicamente, torna a conclusao muito vaga
[39]. Em algumas situagdo, por exemplo, a resposta aperiodico do sistema pode se tratar

apenas de um regime transiente longo.

6.2.1 Espaco de fase

Espaco de fases ¢ um diagrama no qual cada coordenada do grafico corresponde a
uma variavel dinamica do sistema e nela, um ponto flutua, de forma imprevisivel ou nao
[5]. Foi criado pelos matematicos W. Hamilton e K. Jacobi, na tentativa de compreender,
qualitativamente, a dindmica nao-linear [40]. Apesar de ter sido criado para compreender
a dindmica nao-linear, pode também ser empregado em sistemas lineares. Com ele, a
solucao analitica é substituida por um ponto que se move em uma curva, criando uma

espécie de "orbita"[5].

6.2.2 Mapa de Poincaré

Em linhas gerais, o mapeamento de Poincaré representa "[...| o fluxo da solu¢ao no
espaco de fase. Esta técnica consiste em verificar a posicao e velocidade dos n graus
de liberdade em intervalos de tempo igualmente espagados. [...|"[36]. Pense em um
estroboscopio que s6 é capaz de capta medidas a um dado intervalo de tempo constante.
Da mesma forma o mapeamento de Poincaré considera medidas apenas em um intervalo
de tempo constante. Considere a figura 6.1, onde x; e x5 representam solugoes de um
problema. Para confeccionar este diagrama fixamos um tempo inicial ¢y e realizamos a
medicao de z; e x5 nesse tempo. Em seguida uma segunda medida é feita em tq + 7.
Entao medimos novamente x; e xo em to+ 271 e assim sucessivamente até o tempo to+nT,
onde n € N e fica a critério de quem realiza as medidas. Quando o sistema estiver em
regime cadticas ou quase periddicas, as medidas realizadas a cada intervalo de tempo nao

devem ser iguais, constatando, qualitativamente, o caos.
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Figura 6.1 — Esquematizagao de como devem ser feitas a medidas para confeccao do mapa
de Poincaré. Fonte: |41].

6.2.3 Exemplos de espacos de fases e mapa de Poincaré

Considerando um oscilador de Duffing representado pela equagao (5.1.1) com v = 0.2,
wo? = —1.0, w = 1.0, B = 1.0. Para f. = 0.5, este sistema responde periodicamente como
mostrado na figura 6.2a. Ja quando f. = 0.3, a resposta serd cadtica como mostrado na

figura 6.2b. Representamos também os respectivos diagramas de fase de cada situacao e

o mapa de Poincaré do regime cadtico nas figuras 6.3 e 6.4.

6.3 Atrator Estranho

Quando se avalia graficamente o regime cadtica, apesar da dinamica ser aperiodico,
existe uma regiao na qual todas as solucoes se aproximam de forma convergente com o
tempo [13]. Essa regiao ficou conhecida como atrator estranho caotico. Foi observada pela
primeira vez por Edward Lorenz ao estudar a convecgao térmica da atmosfera [11]. Seu
estudo ficou restrito as analises tedricas. Experimentalmente foi observado pela primeira
vez por Moon e Holmes [13].

Segundo Strogatz [5], a medida que a trajetoria do sistema nao-linear evolui com o
tempo, em algumas situacoes esse caminho é atraida para um objeto "estranho". Esse

objeto, pelo qual o percurso é atraido, corresponde ao atrator estranho. Ainda segundo
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Figura 6.2 — Curva temporal da equacio de Duffing com v = 0.2, wo? = —1.0, w =1.0 ¢
f = 1.0, quando (a) fo =0.5¢e (b) f. =0.3.

ele, esse objeto é extremamente sensivel as condicoes inciais do problema, tornando, a

longo prazo, o movimento imprevisivel. Ele também pode ser entendio como o conjunto
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Figura 6.3 — Diagramas de fase da equacio de Duffing com v = 0.2, wy? = —1.0, w = 1.0
e f=1.0, quando (a) f. = 0.5 ¢ (b) f. =0.3.

de pontos finais da dinamica do sistema, ou seja, a trajetoria, apesar de aperiddica e

sensivel as condicoes iniciais, oscilard ao redor de uma o6rbita qualquer em torno desse
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conjunto de pontos [39].

O termo "estranho"provem do fato da dimensao desse tipo de atrator ser tipicamente
fractal, consequéncia de sua geometria torcida. Além disso, quando o sistema possui trés
pontos de equilibrio, sendo dois estaveis e um instavel, como é caso das andlises feitas

nesta dissertagdo, o atrator estranho é dito como de segunda ordem [42].

De maneira bem objetiva e resumida, pode-se considerar que, quando sistemas estao
sujeitos a atratores estranhos, eles oscilam de forma imprevisivel, porém nao-aleatoria, ao
longo de orbitas fixas de objetos fractais. Fractal é um termo empregado na matematica
que denota que um objeto tem geometrias e dimensoes irregulares [40]. O fato do atrator
estranho ser fractal ja foi, inclusive, um dos principais parametros para definir se o regime

do sistema é caotico ou aleatorio [39).
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6.4 Ensaio cadético e resultados

Nas secoes anteriores foram apresentados conceitos e diagramas capazes de qualificar
o regime cadtico. Agora explicaremos o experimento cabético que foi realizado na haste

apresentada no capitulo 2. Também apresentaremos os resultados obtidos.

6.4.1 Ensaio cadtico

Neste experimento varreremos um intervalo de frequéncia até obter uma que resultasse
nas oscilagoes caotica das hastes (tentativa e erro). Trata-se de um experimento muito
parecido com que o foi utilizado para obter a curva da bi-estabilidade, porém aqui foi
realizado manualmente. Contudo, convertamos os dados obtidos em uma série temporal.
Utilizamos todos os componentes eletro-eletronicos disponiveis (sensor 6ptico, osciloscopio
e gerador de fungoes). Ele foi realizado em cada pogo da do sistema. Adotamos o seguinte

método:
1. Refazemos do passo 1 ao 4 apresentado na subsecao 5.4.1;

2. Programamos a bobina para emitindo um campo magnético de sinal variavel em
um dado intervalo de frequéncias, w; < w < wy, até que uma delas resultasse nas

oscilagoes cadticas da haste;

e Essa varredura de frequéncia foi feita nos dois sentidos, ou seja, inicialmente

iniciamos em w; e fomos até wy e depois de w; até w;;

e Como a haste é feita de material ferromagnético, o campo magnético gerado
pela bobina fez a haste sofrer, alternadamente, atracao e repulsao magnética

a cada perfodo de oscilacao, fazendo ela vibrar.

3. O sensor 6ptico entao capturou as vibragoes cadticas da haste e em forma de sinal

os enviou ao osciloscopio que capturou, leu e traduziu os dados em gréaficos;

4. Por fim, essas informacoes foram transferidas para um computador, onde analisamos

e confeccionamos as curvas e respectivos diagramas.
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6.4.2 Resultados e discussdo

Neste momento noés s6 dispomos apenas de um detector de deslocamento. Dessa forma,
s6 conseguimos captar informacoes de uma variavel dinamica do sistema. Para construir
os diagramas apresentados na secao 6.1, sao necessarios pelo menos dois detectores, em
que cada um detectard uma variavel dinamica distinta do sistema. Neste momento nés ja
estamos nos dedicando em como captar os dados desta segunda variavel e tornar possivel
a confeccao dos diagramas cadticos, a fim de caracterizar o regime cadtico a qual os
ressonadores estao sujeitos. Além disso, considerando os dados obtidos, intuitivamente
podemos classificar o regime dos ressonadores como caotico. Do ponto de vista fisico e
matematico, ainda nao podemos tirar essa conclusao. Na tabela 8 apresentamos os dados
experimentais do ensaio cadtico. Nas figuras 6.5 e 6.6 expomos as séries temporais e

transformadas de Fouries para as respostas tipicamente caoticas.

Tabela 8 — Parametros e resultados experimentais da dinamica cadtica.

Parametros do experimento

Comprimento livre (mm) 92.50 £ 0.05

Distancia entre as faces do imas (mm) || 9.80 £ 0.05

Frequéncia 1 da forga externa (Hz) 1.83

Frequéncia 2 da forga externa (Hz) 2.60

Resultados experimentais

Regime caotico 1 6.5

Regime cadtico 2 6.6
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Capitulo

Conclusao

Ao longo desta dissertacao construimos uma bancada experimental e ressonadores me-
canicos para realizar e medir vibragoes flexurais em hastes (cantiléveres) de aco delgados.
Caracterizamos esses ressonadores mecanicos tanto de forma estatica quanto dinamica.
Na condicao estatica, estudamos a flambagem que elas sofrem ao serem submetidas a uma
forca puramente axial. J4 na dinamica investigamos as vibracoes flexurais amortecidas e
as forcadas. Investigamos tanto pequenas vibracoes no limite linear, quanto vibracoes de
grande amplitude no limite nao linear. Iniciamos nossa andlise tedrica utilizando a teoria
da elasticidade para hastes delgadas de Euler-Bernoulli, tanto no dominio estatico quanto
no dominio dinamico. Mostramos como obter um oscilador de Duffing mecanico por meio
da interacao repulsiva entre um ima fixado na extremidade livre da haste e outro ima, do
mesmo tipo, fixo na bancada um pouco acima do ressonador. A medida que obtemos os
resultados experimentais, nés os validamos teoricamente.

No capitulo 2, apresentamos a bancada experimental que foi construida durante o de-
senvolvimento desta dissertacao. Explicamos seus principais subsistemas, os ressonadores
ensaiados e o aparato opto-eletro-eletronico necessario para seu funcionamento. Descreve-
mos como cada subsistema atua na bancada e como eles funcionam. Noés a projetamos para
executar todos os experimentos aqui descritos. Apesar da complexidade deste sistema,
pois envolve diversos dominios da fisica tais como mecanica, magnetismo, e eletrénica e
optica, com ela obtivemos excelentes resultados. Em praticamente todos os experimentos

obtivemos resultados de acordo com os modelos tedricos utilizados para modela-los.
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No capitulo 3, revisamos a teoria de elasticidade estatica para vigas de Euler-Bernoulli
com o intuito de obtermos a forma da viga uma vez que apliquemos forcas externas co-
nhecidos. No caso estudado, as forcas externas estaticas sao devidas a forca magnética
repulsivas entre imas cilindricos permanentes com magnetizao uniforme e axialmente ori-
entados. Apresentamos as condigoes e hipdteses do modelo de Euler-Bernoulli. Baseado
nelas encontramos as equagoes que modelam uma viga estatica sujeita a uma forca qual-
quer. De acordo com este estudo, avaliamos a estabilidade das vigas engastadas sujeitas
a uma forca puramente axial em sua extremidade livre e definimos o conceito de forca
critica de flambagem. Além disso, definimos, aproximadamente, a forca de repulsao mag-
nética gerada entre dois imas permanentes cilindricos. Nesta analise consideramos que
os imas estavam com seus eixos alinhados e possuiam magnetizagoes opostas axialmente
orientadas. Obtivemos uma expressao analitica capaz de estimar esta forca. Estas duas
andlises nos permitird calcular, de forma aproximada, qual a distancia minima entre os
imas de neodimio para que a haste deflita, formando os dois pocos do sistema. Estamos
avaliando a melhor forma de mensurar o valor da magnetizagao, Mj, dos imas. Durante
esta analise experimental, a maior dificuldade encontrada foi alinhar os eixos dos dois

imas.

No capitulo 4, investigamos o modelo dinamico de Euler-Bernoulli para vigas delgadas
e engastadas. Com esse modelo obtivemos os modos normais de vibragoes flexurais da
haste. Com base nos modos normais e em suas frequéncias obtivemos estimativas para a
massa efetiva e a constante elastica ao longo da haste. Esses parametros foram usados em
seguida para obtermos o modelo de grau tnico de liberdade para as vibragoes flexurais.
Experimentalmente, obtivemos séries temporais de vibracoes amortecidas da haste, com
e sem ima acoplado na extremidade livre. Destas curvas obtivemos a frequéncia funda-
mental de cada situacao. Encontramos uma boa concordancia entre os resultados teoricos
e experimentais. Via transformada de Fourier das séries temporais de oscilacdes amorte-
cidas também obtivemos a taxa de amortecimento. No entanto, ainda nao desenvolvemos

um modelo tedrico para a perda de energia das vibracoes, pois isso nao é um problema



84 CAPITULO 7. CONCLUSAO

simples tendo trés diferentes origens. A saber, perdas de vibracao da base de engaste,
perdas por atrito viscoso com o ar e perdas devidas ao atrito interno da haste. Sabendo
que o ima foi acoplado a extremidade da haste, pudemos estimar com boa precisa a nova
frequéncia fundamental do ressonador mecanico. Além dessa andlise linear, fizemos tam-
bém uma analise nao-linear para obtermo estimativas para os coeficientes dos termos nao

lineares da forca elastica de restituicao da haste.

No capitulo 5, estudamos um oscilador do tipo Duffing amortecido e forcado. Baseado
neste modelo tedrico, determinamos o comportamento dinamico dos ressonadores em con-
di¢oes nao-lineares. Determinamos os parametros de um oscilador de Duffing assimétrico
via quatro medidas experimentais: as posicoes de equilibrio do ressonador em cada poco
do potencial duplo e suas respectivas frequéncias de oscilacoes amortecidas de pequena
amplitude. Uma vez tendo obtido esses parametros, pudemos ajustar a curva de biestabi-
lidade em cada poco do oscilador de Duffing forcado. No experimento que realizamos para
obter a curva da bi-estabilidade de cada poco, automatizamos todo o procedimento de
obtencao de dados por meio de um script escrito em Python para comunicac¢ao, controle e
obtencao de dados dos instrumentos eletronicos da bancada experimental. Considerando
a aproximacao em tnico grau de liberdade que utilizamos e o baixo custo que tivemos na
construcao da mesa invercial, acreditamos que os resultados foram muito bons, superando

todas as expectativas que tinhamos.

No capitulo 6 apresentamos nossa tentativa de obtermos experimentalmente uma di-
namica cattica nas vibracoes flexurais do ressonador mecanico. Conseguimos obter séries
temporais de vibracoes flexurais com caracteristicas cadticas na bancada experimental.
O comportamento dessas vibracoes parece bem imprevisivel e o espectro de Fourier de
uma série temporal apresenta picos distribuidos com uma faixa larga de baixa frequéncia.
No entanto, ainda nao podemos afirmar categoricamente que o que observamos pode ser
caracterizado como caos deterministico. Nao conseguimos ainda obter a funcao mapa de
Lorenz [5] das séries temporais aparentemente cadticas. Também nao conseguimos ob-

ter um atrator estranho utilizando o mapa de Poincaré. Isso por que somente medimos
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uma variavel dinamica em nosso experimento. No entanto, com base nas equagoes do
oscilador de Duffing assimétrico caracterizada no capitulo 5, pudemos prever regides com
comportamento cadtico de forma numérica. O que parece promissor para guiar futuros
experimentos.

Nessa dissertacao atingimos quase todos os objetivos delineados no inicio de nossos
trabalhos. Para o futuro mais imediato tentaremos provar que ¢ possivel atingir a dinamica
cadbtica. Para isso teremos que mostrar que obtemos uma rota de dobramentos de periodo
para o caos [43| ou a rota de Ruelle-Takens via sucessivas bifurcacoes de Hopf [44]. A
rota da intermiténcia caotica [45] também é uma possibilidade a ser investigada. Uma
tltima possibilidade é a rota de crises prevista por Grebogi, Ott e Yorke [46]. Além disso
pretendemos adicionar mais uma sensor, um piezoelétrico ou uma bobina pickup, para
termos um canal de dados das vibragoes e assim podermos visualizar um atrator estranho.

Outro objetivo futuro é estudar o efeito de ruido (mecanico e magnético) sobre a dina-
mica desse sistema. Um fendmeno interessante a se observar é o da ressonancia estocastica
|47]. Por tltimo, observamos que a teoria e alguns métodos experimentais desenvolvidos
e estudados neste trabalho podem ser aplicados a sistemas fisicos de dimensoes muito
menores do que os ressonadores mecanicos aqui estudados. Por exemplo, podemos aplicar
esses métodos ao estudo da dindmica de hastes de microscopios de forca atomica ou a

ressonadores feitos de nanotubos de carbono.
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