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Resumo

Umas das teorias que vem criando forma nos tltimos anos, tanto no aspecto teérico quanto
no aspecto experimental é a ideia de que a simetria de Lorentz pode ser violada no regime
de altas energias, na escala de Planck. Parece que nessa escala, a fisica que conhecemos,
baseada no Modelo Padrao e a Teoria da Relatividade, deve ser unificada em uma teoria
de gravitacao quantica. Desse cenario surge a possibilidade de que a simetria de Lorentz,
fundamental na Fisica, possa ser quebrada nessa escala de energia. Uma vez que ja é
conhecido o mecanismo de quebra de simetria de calibre que ocorre de forma espontanea e
que explica, por exemplo, a criagdo de massa em uma teoria de bdsons, é possivel que a
simetria de Lorentz possa ser quebrada também de forma espontanea. Outro fenémeno
que gera discussoes, mas que ¢ mais aceito dentro da comunidade ¢ a possibilidade de
que particulas que interagem com um campo quantico flutuante possam executar um
movimento aleatorio similar ao observado por Robert Brown no século X7X com graos de
pélen. Esse movimento é por vezes chamado de movimento browniano quéantico (MBQ).
Foi mostrado que o MBQ pode ocorrer em uma geometria plana ou em uma dependente
do tempo. Sendo assim, uma boa pergunta a se fazer é qual o efeito da quebra de simetria
de Lorentz para o movimento browniano quéantico executado por uma particula pontual?
E essa pergunta que vamos responder nessa dissertacio. Para investigar isso ¢ necessario
que as equagoes que descrevem esse tipo de movimento sejam modificadas introduzindo-se

termos que carreguem a violagao de simetria de Lorentz.

Palavras-chave: Simetria de Lorentz. Violagdo. Movimento Browniano.






Abstract

One of the theories that has been taking shape in recent years, both in theoretical and
experimental aspects, is the idea that Lorentz’s symmetry can be violated in the high
energy regime, on the Planck scale. It seems that on this scale, the physics we know,
based on the Standard Model and the Theory of Relativity, should be unified in a theory
of quantum gravity. From this scenario, the possibility arises that the Lorentz symmetry,
fundamental in Physics, may be broken on this scale of energy. Since the caliber symmetry
breaking mechanism that occurs spontaneously and that explains, for example, mass
creation in a boson theory, is known, it is possible that Lorentz symmetry can also be
broken spontaneously . On the other hand, another phenomenon that generates discussions,
but which is more accepted within the community is the possibility that particles that
interact with a flutuating quantum field can perform a random movement similar to the
observed by Robert Brown in the 19th century with pollen grains. This movement is
sometimes called the quantum brownian motion (QBM). It has been shown that QBM can
occur in a flat geometry or in a time dependent one. So, a good question to ask is what is
the effect of Lorentz’s symmetry breaking for the quantum brownian motion performed by
a point particle? It is this question that we wish to answer in this thesis. To investigate
this, it is necessary that the equations that describe this type of movement be modified by

introducing terms that carry the Lorentz symmetry violation.

Keywords: Lorentz symmetry. Violation. Brownian Motion
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1 Introducao

Na Fisica atual, as teorias mais consolidadas, no sentido de acumularem sucesso
experimental e observacional, sdo a Relatividade Geral (RG), que é uma teoria gravitacional
e o Modelo Padrao (MP) que é uma teoria que descreve as interagdes entre as particulas

fundamentais. Ambas as teorias sao fundamentadas na Relatividade Restrita.

A Relatividade Restrita, proposta por Einstein no inicio do século X X foi um
marco na histéria da Fisica'. Ela colocou em cheque a teoria newtoniana, uma das mais
bem sucedidaS teorias até entao. A fisica de Newton, aliada ao eletromagnetismo e a
termodindmica que, alids, encontravam base na prépria mecanica newtoniana, formavam
a Fisica Classica que conhecemos hoje. Tais eram seus sucessos que chegou-se, por um

tempo, a pensar que todos os problemas da Fisica estariam elucidados.

Contudo, as descobertas, ainda no final do século X7X e inicio do século XX
relacionadas ao mundo atdémico, mostraram que era uma ilusao achar que todos os
problemas fisicos ja estavam resolvidos. Mais do que isso, tais elas apresentaram a ideia
de que a fisica newtoniana poderia estd, de certa forma, errada®. Fato é que a mecanica
newtoniana se mostra insuficiente para descrever fend6menos em escala muito pequena, no
nivel atomico. Além disso, quando considerada altas velocidades, essa mesma mecanica
newtoniana também apresentava falhas. Einstein foi um dos primeiros a sugerir uma
forma de solucionar esses problemas de incompatibilidade entre novas observagoes e teoria.
Na realidade, ele acabou por criar uma nova teoria que geraria tanta revolugao que
seus resultados até hoje podem impressionar. Ao propor seus dois postulados, sobre
a invariancia das leis da Fisica e da constancia da velocidade da luz independente do
referencial inercial, Einstein conseguiu dar uma interpretagao fantastica as ja existentes
transformacoes de Lorentz ou, como é mais utilizado na literatura especializada, boosts. As
equagoes que as definem podem ser escritas, quando consideramos um movimento relativo
apenas no eixo r, como:

x — vt t —ovx/c?
I = . Y =y, Y=z V= /

\/1—v2/c2’ /1—1)2/02'

Agora, o tempo nao é mais uma variavel qualquer, ela é uma coordenada a mais

(1.1)

de um novo conceito para o espaco e o tempo: o espaco-tempo. Nascia a relatividade
restrita (RR). Consequéncias dessa nova teoria, como a dilata¢do temporal, contragao

do comprimento dos corpos na direcdo do movimento e o efeito Doppler relativistico,

Utilizamos Fisica para nos referir a Ciéncia e fisica para uma teoria especifica
Esse termo nao é muito apropriado, porém sera utilizado para podermos entender o surgimento da
relatividade e posterior surgimento de novas teorias.

2
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que pareceram revolucionarias na época, mostraram-se reais, comprovando o sucesso da
relatividade. De fato, a partir das Eqgs. (1.1), pode-se ver que as leis da Fisica preservam
suas formas quando se muda de um referencial S para um S’ que se movem relativamente
um ao outro com velocidade constante v. Em outras palavras, isso significa dizer que as
equagoes que descrevem a fisica sdo invariantes por transformagoes de Lorentz, ou seja,
que a teoria deve se manter inalterada frente essas transformagoes, sao invariantes frente

a simetria de Lorentz.

Por outro lado, o mesmo Einstein contribuiu também com o desenvolvimento da
mecanica quintica. Suas ideias relacionadas ao quantum de energia (criado por Planck
em sua explicagdo para a radiagdo de corpo negro), introduzindo a ideia de que existia
um pacote de energia minimo que compunha a luz, o féton, serviu para explicar o efeito
fotoelétrico, até entao sem explicacao. Além disso, em seu artigo de 1905, Einstein também
ofereceu mais uma contribuicao ao surgimento da teoria atomica molecular ao ser um dos
primeiros a propor uma explicacdo para o movimento browniano (Capitulo 3). A partir
disso, a Fisica passou a se desenvolver a caminhos ainda nao trilhados que quebravam de
vez com a mecanica de Newton. As ideias da relatividade restrita, que tinha como base as
transformacoes de Lorentz, aliadas a mecanica quantica que ganhava forma, deram suporte
para o desenvolvimento de uma nova teoria que descreve com precisao o comportamento

de particulas elementares: a teoria quantica de campos.

Durante praticamente todo o século X X, viu-se o sucesso da relatividade restrita,
com sua extensao para a relatividade geral quando campos gravitacionais estao presentes,
na descricao de um novo modelo cosmologico em que a gravidade esta diretamente ligada
a geometria do espaco-tempo. Também viu-se o sucesso da mecanica quantica, aliada a
relatividade restrita que culminou com o desenvolvimento da teoria quantica de campos e
do modelos padrao que previu a existéncia do boson de Higgs, detectado em 2012. Porém,
como se sabe, nossas teorias cientificas possuem um limite de validade. Ou seja, existe uma
classe de fendmenos que estariam dentro de um dominio de descricao das teorias atuais.
Um possivel limite para essas teorias é a chamada escala de Planck. Para se ter uma ideia
(ver a referéncia [1]), o comprimento de Planck, [p, possui uma ordem de grandeza de
1073%m. Isso significa uma energia da ordem de 10'GeV (energia de Planck, Ep). O
LHC (Large Hadron Collider), acelerador de particulas mais potente em operacao, opera
investigando fendmenos da ordem de comprimento de 107'%m. Poderfamos esperar, entdo,
que para uma ordem de grandeza comparaveis a escala de Planck, uma nova fisica também
surgisse, uma fisica de altas energias que estaria fora de nosso atual acesso experimental
e fora do dominio da relatividade e do modelo padrao, sendo essas, casos limites dessa
nova teoria. Da mesma forma que foi necessario passar da mecanica newtoniana para
a relatividade e para a mecanica quantica, seria plausivel ponderar que também seja

necessario sair dessas tltimas para uma nova teoria dentro da escala de Planck.
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O fato de uma nova fisica possivelmente surgir na escala de Planck levam os fisicos
a tentar unificar a fisica quantica, representada pelo modelo padrao e que engloba trés das
principais forga da natureza (nuclear fraca, forte e eletromagnética), e a relatividade geral
que descreve a quarta forga fundamental da natureza, a gravidade. Essa unido sugere
uma teoria quantica da gravitacdo. Na relatividade geral, a gravidade esta diretamente
relacionada a estrutura do espago-tempo. Ja uma teoria quantica baseia-se na quantizagao
de grandezas. Unir essas duas teorias implicaria em uma quantizacao da gravidade e, por
tanto, do proprio espago-tempo. Ai surgem os problemas, uma vez que nenhuma teoria até
o presente momento conseguiu essa uniao de forma confiavel e que fossem capazes de passar
pelo teste experimental. Contudo, varios modelos sdo propostos, como a teoria das cordas,
que concebe os blocos fundamentais nao como particulas, mas como estruturas extensas
unidimensionais semelhantes a cordas, ou outras como gravitagio qudntica de lagos [2], etc.
Todas, contudo tem em comum o fato que violam algum aspecto da relatividade restrita
[1].

Se quantizacao da gravidade e, portanto, do espaco-tempo implica em uma nova
fisica em altas energias, poderia-se esperar que aspectos fundamentais as teorias das quais
provém esses problemas (relatividade geral e mecénica quéntica) possam ser modificados,
assim como ocorreu com a fisica newtoniana. Dentro desse contexto, o préprio conceito de
espaco-tempo que é modificado com o desenvolvimento da relatividade restrita®, pode ser
radicalmente mudado na escala de Planck. Estando a invariancia de Lorentz, conceito que
surge naturalmente das transformacoes de Lorentz da relatividade restrita, intrinsecamente
ligada ao conceito de espago-tempo a suposi¢ao de que esse espaco-tempo muda na escala
de Planck sugere uma possivel alteragdo em nosso entendimento da invariancia de Lorentz.

Desse pensamento surge a ideia da quebra da simetria de Lorentz.

Um dos primeiros a propor uma teoria efetiva para a quebra de simetria de Lorentz
(VL) foi Alan Kostelecky em 1989 [3]. Junto com seus colaboradores, eles desenvolveram
um modelo que estende o modelo padrao em uma nova teoria que introduz possiveis
formas para a violacdo da simetria de Lorentz no espaco-tempo. No modelo padrao
minimo estendido (MPE), todos os setores que descrevem as interagoes entre particulas
fundamentais, sdo corrigidos por coeficientes/pardmetros que possuem valores pequenos
que introduzem a quebra de simetria e que podem ser ajustados conforme os requisitos
da teoria. Além disso modelos de experimentos para a deteccao da violagao de simetria
de Lorentz foram desenvolvidos pelos mesmos autores. Apesar de nao terem mostrado
resultados positivos no sentido de comprovacao da existéncia da violagao de tal simetria,
tais experimentos tem se mostrado como novos testes da teoria da relatividade, além de
possibilitar uma estipulagao para os valores dos coeficientes violadores de Lorentz de forma

que o modelo padrao estendido seja condizente com as observacoes.

3 Lembre-se que na fisica de Newton tinhamos espaco e tempo separados
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Por outro lado, o movimento browniano quantico (MQB) é um fenémeno mais aceito
pela comunidade cientifica (apesar de alguns questionamentos [4], [5], [6], [7]) e também é
uma previsao bem recente, do fim do século X X. O fenomeno cléssico é conhecido desde
meados do século X1.X, sendo Einstein um dos responsaveis por sua explicacdo em 1905,
como ja dito. No fendmeno quantico, um campo flutuante induz o movimento irregular
de uma particula. A particula teste possui uma dispersao de velocidade diferente de zero
devido as flutuagoes quanticas do vacuo na presenca de um campo (eletromagnético ou
escalar) quantizado. Essa particula pode estar imersa numa geometria plana na presenga
de placas refletoras ou com topologia nao trivial [8]. Em uma geometria dependente do
tempo, como a geometria de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), tal particula também
pode executar um movimento aleatério com uma dispersao de velocidade nao nula que

surge devido a dependéncia temporal da geometria[4].

Apesar dos resultados dessas teorias proporem uma fisica em uma escala experimen-
tal de dificil acesso, até entao, os estudos com modelos analogos desenvolvidos nos ultimos
anos podem ser uma promissora forma de testar dessas teorias de forma experimental. Os
analogos desenvolvidos com superfluidos tem se mostrado como modelos de laboratoérios
concretos para teste de teoria quantica de campos e também para a relatividade geral, além
de se mostrarem também como potenciais formas de se obter licoes de grande relevancia no
caminho para uma teoria da gravidade quéntica [9]. O mais conhecido, utiliza ondas sono-
ras se propagando em um fluxo de fluido supersonico para criar um anélogo de um buraco
negro, um “buraco mudo” que acaba por se mostrar como um bom modelo experimental
para geometrias curvas, servindo de laboratorio para testes, como por exemplo da radiagao
Hawking [10]. Outro sistema fisico, ainda em estudo, mas que se mostra como bom sistema
para desenvolvimento de modelos em que se pode fazer analogias, é o condensado de
Bose-Einstein (Apéndice B). Nesses sistemas, geometrias curvas e dependentes do tempo,
como a geometria de Friedmann-Robertson-Walker, podem ser criadas para testes de

teorias ja conhecidas e novas.

Uma vez que varias frentes ja investigam efeitos de quebra de simetria de Lorentz,
propoemos aqui uma investigagao de como esses efeitos apareceriam em particulas que
executam movimento browniano quantico. Nossa investigacao se torna relevante quando
consideramos que a violagao de simetria de Lorentz prova no espago-tempo uma anisotropia,
que poderia, a principio provocar um efeito semelhante ao MBQ. Pensando em uma possivel
medida desses fenomeno, investigamos esses efeitos em um condensado de Bose-Einstein
que é, a grosso modo, uma fase da matéria formada por bdsons que, estando em uma
temperatura muito baixa, proxima ao zero absoluto, permite que os efeitos quanticos sejam
mais evidentes nos atomos que compoem o condensado, se comportando como um fluido
quantico. Assim, apresentamos aqui uma maneira de se investigar a quebra de simetria
de Lorentz e que pode ser, em principio medida através de um modelo andlogo de um

condensado de Bose-Einstein.
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Sendo assim, nessa dissertacdo mostramos no Capitulo 2 a ideia geral de uma teoria
que quebra a simetria de Lorentz. No Capitulo 3 introduzimos o conceito de movimento
browniano quantico e apresentamos um formalismo para analisar esse fendmeno via um
modelo anédlogo da geometria de FRW. No Capitulo 4 mostramos os resultados provenientes
de nossa investigacao sobre os efeitos causados por uma violagdo de simetria em particulas

se movendo em uma geometria andloga a descrita no Capitulo 3.
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2 Violacao da Invariancia de Lorentz

Nesse capitulo, vamos tratar da quebra de simetria de Lorentz (VL) ou violagao da
invariancia de Lorentz. Mostraremos um pouco da ideia de como o formalismo que sugere
essa violagao surge dentro do contexto do modelo padrao além de apresentar um exemplo

concreto de como essa teoria pode modificar o eletromagnetismo conhecido.

2.1 Violacdo da simetria de Loretntz: O modelo padrao minimo

estendido (MPE)

A busca pela violagao de Lorentz é uma tarefa dificil do ponto de vista experimental
em relacao ao nosso atual nivel de precisao dos experimentos. Contudo, a ideia de que
essa violacao acontega é bastante interessante, pois pode implicar em uma nova fisica em

um dominio pouco explorado e até mesmo nunca acessado por teorias atuais.

Varios sdo os modelos propostos para tentar descrever essa nova teoria. Contudo,
como ja argumentado, ela deve, em certos limites, retomar os resultados obtidos pela
relatividade geral e o modelo padrao. Sabendo hoje do sucesso experimental de ambas
teorias, é coerente entao partir delas para,mais especificamente, do MP, para descrever
uma que englobe a violagao de simetria de Lorentz [1]. Como j& sabemos, sistemas fisicos
podem ser descritos através de uma lagrangeana. Suponha entdo que queremos construir
uma lagrangeana que seja composta por uma parte que englobe a fisica conhecida até

entdo mais uma parte que traga em si essa quebra de simetria. Seria razoavel escrever [1]:
Lepy = Lyp+ Lre+ Ly (2.1)

Essa lagrangeana seria, entdo uma teoria mais completa. O termo L,;p representa a
langrangeana do modelo padrao, Lgg corresponde ao termo da relatividade geral e Ly,
sa0 os termos que incorporam a quebra de simetria. A soma Ly;p+ Lrq deve ser invariante
por transformacoes de Lorentz e os efeitos de Ly devem ser bem menores do que os de
Lyp e Lra. Ou seja, qualquer modificagao/extensao do MP ou da RG deve se apresentar
como corregoes tao pequenas que nao podem ser detectadas por nossos atuais experimentos.
Além disso, em certos limites de validade, essas corregoes, por serem pequenas, podem ser
desprezadas, retomando a teoria conhecida. Na Eq. (2.1), o termo Ly, que incorpora a
quebra de simetria de Lorentz, deve, a partir desse argumento, possuir coeficientes nao
determinados que sdo muito pequenos, ou seja, a propria estrutura de Ly, deve ser bem
pequena, caso contrario, provavelmente, ja se teria detectado violagoes de Lorentz. Na
construcao de uma teoria efetiva que incorpore tais corregoes é necessario assumir que,

mesmo sendo pequenos, esses termos existem.
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Contudo, o que se tem hoje é uma proposta de extensao do MP que nao leva em
conta a RG. O modelo padrao minimo estendido (do inglés, Standard Model Extension)
proposto por Alan Kostelecky e D. Colladay é a teoria que incorpora todos os possiveis
termos que possam quebrar a simetria de Lorentz ([1], [12], [13], [14]) dentro do MP. Em
geral, podemos escrever a lagrangeana do modelo padrao minimo estendido (MPE) como
uma soma de termos dos setores fermionicos, bosonicos, de gauge, etc, em que cada setor

apresenta os termos de corre¢ao:

‘CMPE = /férmions + ’Cgésons + ‘C;auge + .. (22)

/

Onde7 férmions

= L térmions + Ly, € assim por diante. A lagrangeana modificada 'férmions

seria composta pela parte conhecida L f¢mions mais os termos que introduzem a VL, Ly .

Mesmo no MP, existe a ideia de que um grupo de simetria pode ser quebrada de
forma espontéanea. Como argumentado por [1], essa quebra espontdnea envolve a quebra
da simetria de calibre (ou de gauge). Nesse mecanismo, a existéncia de um campo de
Higgs induz a quebra de simetria. Esse mecanismo explica a producao de massa de alguns
tipos de bosons. Além disso, o campo de Higgs esta intrinsecamente ligado a existéncia
do béson de Higgs, previsao do MP que foi descoberto em 2012. Dessa forma, a ideia de
que a simetria de Lorentz pode ser quebrada de forma espontanea encontra suporte nesse
mecanismo de quebra de simetria de calibre. A ideia bésica é que a violacdo espontanea
de Lorentz poderia ocorrer em uma teoria covariante subjacente de Lorentz na escala de
Planck [12]. Basicamente, poderiamos supor que campos tensoriais (vetores por exemplo)
realizam quebra de simetria espontanea de Lorentz semelhante a quebra de simetria de
calibre resultante do campo de Higgs. Esses campos tensoriais (campo de fundo) poderiam
definir dire¢bes preferenciais no espago-tempo, violando a invariancia de Lorentz de forma
espontanea. Seria, portanto, razoavel supor que os coeficientes indeterminados de Ly,

sejam tensores.

Outro ponto importante a ser observado diz respeito as transformagcoes de particula
e observador. Basicamente, nas transformagoes de observador, o sistema de eixos (sistema
de referéncia) é rotacionado enquanto o sistema fisico em estudo se mantém parado. Para
esse tipo de transformacao, ou seja, em que ha uma mudanga de sistema de referéncia
(ver Fig. 1), a fisica deve se manter inalterada, uma vez que a Relatividade Restrita
impoe que as leis da fisica sdo as mesmas em todos os sistemas referenciais inerciais.
Dessa forma, os termos que incorporam a violacao de simetria de Lorentz devem aparecer
frente as transformagoes tipo particula, ou seja, quando o sistema de referéncia se mantém
parado enquanto que o sistema fisico (uma particula por exemplo) é girado em um mesmo
angulo de uma transformacao de observador, s6 que no sentido inverso. Para que isso
acontega, citamos o mesmo argumento defendido por [1]. A lagrangeana que incorpora a
quebra de simetria de Lorentz, Ly deve se manter invariante da mesma forma que uma

lagrangeana se mantém invariante na RR, ou seja, os tensores devem estar com todos os
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indices contraidos de forma covariante. Sendo assim, um dos possiveis termos para Ly, €

escrever algo do tipo:

EVL o kuou<¢7 1% A> )7 (23)
com O,(¢,v, A, ...) representando uma expressao de campos fisicos (campos escalares,
espinoriais, vetoriais...). Adotaremos indices gregos variando de 0 a 3 (u,v,... =0,1,2,3)
e os indices latinos variando de 1 a 3 (i,J,... = 1,2,3), em que 2° = t e 2 = (1,9, 2).

Tomaremos ainda a assinatura (— + + +).

y
) A

> <

> X > X

Figura 1 — Diferenca de transformacao de observador (a esquerda) e de particula (a direita).
Fonte: [1]

Voltemos ao cenario do SME. Por exemplo, para o setor de férmions de Dirac de

spin %, a lagrangeana que quebra a simetria de Lorentz é dada por ([12], [13], [14]):

1 - < —
‘Cférmions = §Z¢FV 0 quzj - ¢M¢> (24)
onde as corregoes se encontram na massa e nas matrizes de Dirac, respectivamente

1
M :=m+ a, " + by + §H‘“’UW (2.5)

- rU 1 v
I ="+ My + d" sy, + €7 i f"y + §9A“ T (2.6)

em que 1 designa um campo espinorial (a barra significa complexo conjugado), m é a
massa para férmions que é considerada nesse caso como diferente de zero. Os primeiros
termos nas duas equagoes sao os termos usuais de uma teoria para férmions. Os parametros
Ay by, Cuwy Ay €405 fr, G € HPY 80 teais e introduzem a quebra de simetria de Lorentz.
Além disso, os coeficientes a,,b, e H" tem dimensao de massa enquanto os outros
coeficientes nao tem dimensao, ¢, e d,, sao considerados com traco nulo, gy, anti-
simétricos em seus dois primeiros indices e H,, anti-simétricos [15]. Segundo [15] essa
lagrangeana serve como um modelo para férmion em uma situagao potencialmente realista

em que a extensao do modelo padrao surge como o limite de baixa energia da violagao
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espontanea de Lorentz em uma teoria fundamental na escala de Planck. Alguns desses
fatores podem, contudo, serem eliminados em uma redefinicao de campo sem alterar, no
entanto, a fisica ([12], [15]).

As matrizes v* bem como y57* e 0" possuem propriedades convencionais das

matrizes de Dirac, ou seja, preservam uma algebra que gera a algebra de Clifford, em que
{777} = 29",

l

5 s W (2.7)

O =

v =" =1y
Para o setor de bdsons, a langrangena que traz os termos com quebra de simetria

de Lorentz para um campo massivo é dada por:
1 1 55 1 .
Ebésons = iaugbaugb + im Qb + ikuuaugba ¢, (28)

onde ¢ ¢ um campo escalar, m ¢ a massa e k,,, ¢ um tensor constante para a quebra de
simetria de Lorentz. Esse tensor pode ser representado em forma de uma matriz quadratica
formada por coeficientes reais e adimensionais. Em 1 + 1 dimensoes do espago-tempo, a

forma matricial desse tensor é dada por [16]:

(8 a
() -

Novamente, se k,,, = 0, retomamos a teoria usual para bésons. De fato, esse modelo
serd essencial em nossa discussao mais adiante sobre os efeitos da violacao da quebra de
simetria de Lorentz no movimento browniano quantico (Capitulo 3). Uma vez que k,, = 0,

recuperamos resultados conhecidos.

Na eletrodindmica quantica (QED) o modelo estendido que traz a quebra de

simetria, para o setor de f6tons, é dado pela seguinte lagrangeana [14]

1

1 1
‘Cféton = _ZFMVFMV - Z(kF)HAuVFHAFMV + §(kAF)K65)\uVA)\FMV - j'uA (210)

o

aqui, F,, é o tensor de campo eletromagnético, A* é o quadri-potencial e j* a quadri-

corrente. Os coeficientes (kg)iyuw € (kap)”®

introduzem a quebra de simetria na teoria.
O tensor (kg)wauw, possui 19 componentes independentes e pode ser dividido em duas
partes, uma contendo 10 componentes, semelhante ao tensor de Weyl na RG e outra com
9 componentes andlogo ao tensor de Ricci sem trago [13]. De forma mais simples, esses
coeficientes podem ser considerados como constantes, preservando a conservacao de energia

e de momento [14].
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Estamos apresentando esse modelo para exemplificar uma situagao em que a quebra
de simetria pode influenciar em uma teoria ja consolidada como o eletromagnetismo. Vamos
apresentar um exemplo de como a teoria que descreve ondas eletromagnéticas se propagando
no vacuo pode ser modificada. E possivel prever alguns fendmenos que podem ocorrer e
que possam a ser um dia detectados, como uma comprovacao da existéncia da quebra de

simetria de Lorentz.

E importante ressaltar que todos esses modelos aqui apresentados preservam a
estrutura de calibre usual do modelo padrao SU(3)xSU(2)xU(1) [12], onde SU(3) é o grupo

de calibre de interacao forte e SU(2)xU(1) o grupo de calibre de interacao eletrofraca.

2.2 Eletromagnetismo com violacao de Lorentz

Antes de qualquer coisa, imaginemos ondas luminosas (ondas eletromagnéticas) se
propagando no vacuo. Partiremos do pressuposto de que a quebra de simetria realmente
ocorre. Ondas luminosas em propagacao no vacuo podem ser consideradas como fétons
se propagando no espago vazio. Sendo assim, a Eq. (2.10) representa a lagrangeana que
descreve essa situacao. Nao vamos considerar fontes, de forma que o termo j*A, é nulo
na Eq. (2.10).

Na teoria conhecida, ou seja, sem violagao de Lorentz, temos a seguinte lagrangeana
chamada de lagrangeana de Maxwell:
1 ..
L= _ZFWFu —jrA

lembrando que estamos partindo do caso sem fontes. Aqui, temos que F),, = 9,4, — 9, A,,
At = (¢7A)a = (P,j) e a,u = (%7V)
Sendo

(2.11)

s

~E, 0 -B; B
F,, = El P ’ ; (2.12)
— L2 3 — D1

—bs —By, B 0

¢é possivel escrever as equagoes de Maxwell no vacuo da seguinte forma:

0B . - OE
o VxB=— (2.13)

V-E=0; V-B=0; VxE=-—
em que 0, F'* = j¥. E e B sio os campos elétrico e magnético respectivamente. A primeira
Eq. de (2.13) é a lei de Gauss, a segunda é a Lei de Gauss para o eletromagnetismo, a

terceira é a Lei de Faraday da inducgao e a quarta é a Lei de Ampere

Contudo, quando temos ondas se propagando na matéria, ou seja, em meios em

que a velocidade da luz é diferente de 1!, essas equacoes sao escritas da seguinte forma

I Estamos usando o sistema de medidas naturais para essa descricio
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modificada, para meios lineares e isotropicos:

0D
ot’

08
ot ’

V-D=p;: V-B=0; VxE=-— VxH=j+ (2.14)
onde D=E+P=¢Ee¢B= uﬁ, em que D é o deslocamento elétrico, P é chamado
de momento de dipolo por unidade de volume ou simplesmente polarizagao, H é o vetor

magnetizagdo, € é a permissividade elétrica e p é a permeabilidade magnética.

Escrevemos essas equagoes também para compararmos os resultados introduzindo
a quebra de simetria de Lorentz. A partir da Lagrangeana (2.10), podemos escrever a

equacao do movimento derivando em relacao a A*:
aaFua + (kF)uaﬁvaaFm + (kAF)aﬁuaﬁme =0, (2-15)

que podemos entender como sendo uma extenc¢ao nao homogénea das equagoes de Maxwell
na forma covariante na presenca de quebra de simetria de Lorentz. Diferente de € que
¢ a permissividade elétrica das equagoes de Maxwell, €,,3, nessa equagao ¢ um simbolo

totalmente antissimétrico.

Podemos escrever, essa equacao de forma usual. Para isso, é necessario fazer uma
analise que simplifique a teoria. Essa simplificacdo pode ser alcancada utilizando-se certas
combinacOes lineares para os coeficientes (k). (para mais detalhes dessas escolhas ver
a referéncia [14]). Essas combinagdes permitem escrever as seguintes equagoes para 0s

campos elétrico e magnético:

D/E(1+%DE)-E+HDB~§

ﬁ/E(1+HHB)'§+KHE'E, (216)
os coeficientes kpg, ...k E sdo coeficientes para introduzir a quebra [14].

Usando essas combinacoes, as novas defini¢oes de D'e H (o indice linha é apenas
para diferenciar das defini¢oes dos vetores dados em 2.14) dadas por (2.16) e fazendo
(kar)® = 0 por simplicidade, podemos escrever as equagoes de Maxwell modificadas que
incorporam a violagdo de simetria de Lorentz sem fontes:
0B . - 0D
- Vx H = )
ot ot

V-D'=0; V-B=0; VxE=-— (2.17)

Perceba a semelhanca entre essas equacoes e as equacoes de Maxwell para o
eletromagnetismo na matéria [Egs. (2.14)]. Ou seja, é possivel, com a introdugao dos
termos violadores de Lorentz, escrever equacoes de propagacao da onda eletromagnética
no vacuo semelhantes as equagoes de propagacao dessas ondas em meios dielétricos quando

nao ha esses termos violadores. Em meios dielétricos, fenomenos como birrefringéncia e a
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polarizagao da luz surgem. A birrefringéncia ocorre quando a luz, polarizada, passa por
um material com diferentes indices de refracao, fazendo com que essa luz sofra fenémenos
de dupla refragdo, resultando em dois raios refratados. Se as Eqs (2.17) sdo vélidas,

poderiamos esperar que esse fendmeno poderia, a principio, ocorrer mesmo no vacuo.

A partir de agora, vamos considerar um exemplo em que a polarizacao surge
naturalmente como efeito da quebra de simetria (os detalhes das definigoes utilizadas

podem ser vistos em [13]).

Sendo assim, considere que o unico termo nao nulo dos coeficientes da Eq. (2.10) é

(kp)oi; = —38:3;. Dessa forma, a lagrangeana de (2.10) ficara:
T = 3 1 - =
Lyoon = 5(E* = B*) + ACA E), (2.18)

onde o vetor 5’ produz a quebra de simetria. A partir disso, podemos escrever as equagoes
de Maxwell:

(!
l

= —

= FNG B SxB-E=F0F B (219)
Revisemos agora, algumas ideias sobre polarizacao de ondas. Imaginemos que temos
uma onda transversal se propagando em uma direcao z. Essa onda pode ser polarizada em
duas diregoes perpendiculares: a de propagacao, no sentido do eixo = (polarizacao vertical)
e na sentido de y (polarizagao horizontal). Podemos, para um campo elétrico oscilante, por
exemplo, escrever uma equacao que descreva essas duas diregoes de polarizagao. Teriamos
algo do tipo:
E(z,t) = E,iei® 9t 4 B gelth==wb), (2.20)

—

Lembremos também a relacao entre o vetor de onda e o momento dado por k = % ,
sendo A a constante de Planck reduzida, ou seja, h = 5. E ainda, temos a relagao entre

momento e frequéncia angular dada por pc = hw em que ¢ ¢é a velocidade da luz no vacuo
2

A partir das Egs. (2.18) e (2.19) ¢é possivel encontrar dois casos de polarizagao.

Um caso é chamado “ordindrio” em que temos:

(po)* =0, (2.21)

em que o quadri-momento p, obedece a relagao de dispersao usual (p2)? — (p,)? = 0, com
P = (",p) = (w, k)’

O outro caso é chamado de “extraordinario”, onde

- N 2
2 (8 x pe)
(Pe)” = ==, (2.22)
1+ 5
2 Aqui néo estamos usando a unidade natural somente para lembrar ao leitor sobre a forma dessas

relagoes

3 A partir de agora, adotaremos o sistema de unidades naturais em que c = h =1
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onde o quadri-momento p, obedece uma relacio de dispersao modificada dada por (p?)% —
() =~

1+58°
Vamos considerar, contudo, que queremos escrever uma onda polarizada em termos
do vetor A. Vamos escrever algo semelhante a (2.20). Suponhamos que as duas diregoes de
polarizacao da Eq. (2.20) serdo representadas pelos dois modos de polarizacao (ordindrio
e extraordinario) oriundos da teoria com quebra de simetria de Lorentz. De forma geral,

podemos escrever:

A —

A(Z 1) = oA e PP 4o A, PT-1"0), (2.23)

Fazendo o =| p'| /p°, podemos escrever esses dois modos de polarizacio pelas
relagoes a, = 1 e a, = /14 | 5 |?. Usando isso na relacao anterior e escrevendo em termos

de seno e cosseno através da formula de Euler, tomando apenas a parte real de A,

—

A(Z,t) = coAgcos[p®(x — t)] + ceAccos[p®(x\/14 | F |2 = 1)]. (2.24)

Podemos escrever essa expressao em temos do campo elétrico através da relacao

= - 0A
E = —-VV — — | considerando um potencial V' = 0 (considerando o caso sem fontes),

ot
E(Z,t) = —p°(coAgsen[p®(z' — t)] + codosen[p(a/\/ 1+ | F |2 — 1)]), (2.25)

onde consideramos a distancia ' =| Z |, tal que:

. T
_2p0<\/1+|5|2—1>.

A Eq. (2.25) representa um modo de polarizacao eliptica que oscila entre modos

T (2.26)

ordinério e extraordinario quando a onda percorre uma distancia x’. Seria, portanto
um efeito causado pela quebra de simetria: uma onda eletromagnética (luz) poderia ser
polarizada mesmo no vacuo. Esse efeito, se detectado, poderia ser uma comprovacao da
existéncia da violacao de simetria de Lorentz. Contudo, como ja argumentado, nosso
limite de precisao nos experimentos ainda nao permitiu a medida de tais efeitos. Porém,
os experimentos que buscam, até o momento sem sucesso, a busca por tais efeitos, acabam
por gerar dados experimentais que se possa atribuir limites a esses coeficientes violadores
(kr e kar, por exemplo, desse modelo) de forma que esses modelos aqui apresentados

possam ser consistentes com as observagoes.

2.3 Meétrica analoga a partir do Modelo Abeliano de Higgs

Vamos apresentar agora a forma como obtemos a métrica que serd a base dessa
dissertacao a partir do modelo abeliano de Higgs estendido com uma modificacao do

setor escalar que viola a invariancia de Lorentz. E possivel a partir desse modelo escrever
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métricas acusticas (métricas andlogas) de buracos negros actsticos [17], por exemplo e
estudar alguns fendmenos, como efeito de super-ressonancia de um buraco negro actustico
rotativo com quebra de simetria de Lorentz [18]. A lagrangiana que descreve esse modelo

¢ dada por:

1
L= = FuF" + Duof + m?|6f* — bl]* + k" D¢ Dyo, (2.27)

onde D, ¢ = 0,0 —ieA,¢ e b e e sao termos de interacao e ¢* um campo escalar complexo

e kM é um tensor constante em que sua representacao matricial é

B

e = , (2.28)

e L ™ ©

e ™ o ©
= L L ©

(%
(0%
«

com « e 3 sendo parametros constantes.

Para derivar a métrica que queremos, tomemos o = 0 e facamos uma decomposi¢ao
da forma ¢ = \/p(z,t)exp(iS(x,t)), com p sendo uma densidade e S seriam uma fase.
Dessa forma, teremos:

1
L = _EF;WFW + p0,SO"S — 2epA,O"S + €2 pA, A" + mPp — bp?

K p(9,50,8 — 2eA,0,5 + A, A,) + \;’ﬁ(auaﬂ L wdd)E,  (2.29)

em que e e b sdo termos de interacdo. A partir dessa lagrangeana, podemos escrever as

seguintes equagoes do movimento:

~0; |Bp(S — eA)| + 0; [B_p(0'S — eAD)| =0 (2.30)

(8407 = B-07)/p
\/ﬁ
onde By=1+8e S = %‘f. A Eq. (2.30) é a equagao da continuidade e Eq. (2.31) é uma

equacao quedescreve um liquido hidrodinamico com o primeiro termo sendo denominado

+ B(S — eAy)? — B_(8;S — eA)? +m? — 2bp = 0, (2.31)

de chamado potencial quantico (termo de corregdo quéntica).

Consideremos agora perturbacoes do tipo p = pg+ p1 € S = Sg + S1. Essas Eqs do

movimento ficaram da seguinte forma:

-0, [BerOSl + B+P1(So — €At)} + 0; [proaisl + B,pl (0i50 - eAi)} =0 (2.32)

23+(SO — eAt)S'l — 257 (@So — 6141)8151 — bpl -+ (BJrDtQ -+ B,Dig)pl = O, (233)
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onde, definimos as seguintes quantidades,

1 _3 1 _3 _1
Diapr = =50 (07 v/po)p1 + 3P0 207 (po 2 p1) (2.34)

1 -3 ) 1 =3 o1
Diapr=—=5p0° (0:0"\/po)p1 + 570 20,0'(po * p1)- (2.35)

Dessa forma, chamando Dy = BJrDtg + B_Dis, wg = —Sg + eA; e vy = V.S + eA sendo
esse ultimo um campo de velocidade local, chegamos a uma equagao de onda para as

perturbagao S; em torno de Sy da forma

D
8, [( bPo_i_ 2P0 5+ 2

> Sl w()Uo : V81‘|

25 23 p”
L bpo  Dapo B .
AV = S —_ = —= VS| — =1 VS = 0. 2.36
" l “otoon (25+ 25+> ' 5+U0 11)0] (230

Comparando com a equagao de Klein-Gordon no espago tempo curvo, podemos

ver que essa equacao toma a forma de

1
ﬁ(auv —g9"'9,)51 = 0, (2.37)
quando tomamos

_ bpo i Do _ ﬁiaﬁ

25 25 g0 o
V=g = KPR . (2.39)
28, 2B B

Uma vez que o termo Dy é pequeno [17], em termos da métrica de um buraco negro

acustico, temos:

Cg B 2 7
L1 —\5 & —v
bpo 32 <5+ B+ )
— | T ,
1+ % — 2= 2
\/ B8 oyt 5~+ Cs /35 2 i B= ,ind
v (5_+5_ BU)6+ v
(2.39)
onde definimos ¢ = ;’%‘; como sendo a velocidade local do som no fluido e v? = 37 viv?

. . i vl = ] .
a velocidade do fluido com v* = 2. E esse tensor métrico que gera o elemento de linha

(métrica) que serd base desse trabalho e que serd discutido no Capitulo 4.

No proéximo capitulo, vamos tratar de um outro fenémeno de origem quéntica que

sera importante para nosso trabalho.
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3 Movimento Browniano

Vamos tratar agora um pouco sobre as flutuacoes quanticas em campos escalares
que dao origem ao movimento browniano quantico. Esse capitulo é de suma importancia,
pois a partir dele mostraremos a origem de boa parte do formalismo utilizado nesta
dissertagao. Para isso, descreveremos brevemente o movimento browniano classico, a partir
da descricao de um formalismo especifico, o formalismo de Langevin. Depois, na se¢ao 3.2

vamos descrever também o formalismo para o caso quantico.

3.1 Movimento Browniano Classico

O termo movimento browniano (MB) surgiu devido os estudos do boténico inglés
Robert Brown em 1827. Brown, ao estudar o deslocamento de graos de pdlen suspensos em
um fluido (4gua no caso), percebeu que os mesmos descreviam um tipo de trajetéria irregular
e erratico. O mesmo fenomeno foi observado, pelo mesmo Brown, em particulas inorganicas
de cinzas. Isso o convenceu de que aquele “vai e vem” irregular tinha propriedades fisicas
[19]. Mais ainda, experimentos subsequentes mostraram que esse tipo de comportamento

¢ bem mais geral.

A partir desse estudo inicial de Brown, outros cientistas passaram a se dedicar a
investigagao desse fendmeno, principalmente apés Einstein (1905) e também Smoluchowski
(1906), publicarem trabalhos com as primeiras explica¢oes sobre o MB. Antes deles,
diversas tentativas de explicar o fendomeno surgiram. Alguns experimentos mostravam que
o efeito dependia da viscosidade do fluido, tamanho da particulas e da temperatura [20].
A explicagao final veio justamente com Einstein em seu artigo de 1905. Ele nao somente
explicou e descreveu o MB, como seu trabalho também serviu para posterior avancgo e
aceitagdo da teoria atomico-molecular além de fornecer uma boa estimativa para o nimero

de Avogadro.

Na realidade, aquele deslocamento em zigue-zague das particulas de pélen é causado
pela colisao das mesmas com as moléculas do fluido. A solucdo de Einstein é baseada
em um tratamento difusivo. Contudo, para nosso tratamento do movimento browniano
quantico (MQB) levando-se em conta uma quebra de simetria de Lorentz, iremos utilizar
o tratamento proposto por Langevin, conhecido como variavel estocéastica ou de forga
flutuante [20]. Vamos descrever a ideia desse formalismo inicialmente de forma classica

[20] para depois passar a forma quantica.
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Como ja dito, a ideia desse formalismo é considerar uma forca aleatéria Fy(t) que
varie rapidamente em comparacao com o tempo de observacao. Seria, portanto, uma forga
flutuante que tem valor esperado ! igual a zero devido a sua rapida variacio e que obedece

as seguintes relagoes:
(Fa(t)) = 0;  (Fa(t)Fa(t')) = To(t —1'), (3.1)

em que I é uma constate.

A origem dessa for¢a vem da colisdo constante das moléculas do fluido com as
particulas em suspensao. A partir disso, o proximo passo € escrever uma equagao diferencial
que leve em consideracao, além dessa forga, uma outra relacionada a viscosidade do fluido
e uma forca externa, ou seja:

—

d — —
md—: = —pii+ F+ Fy(t), (3.2)

em que F' é uma forga externa, p é um parametro relacionado a viscosidade do fluido, v é

a velocidade de uma particula se movendo no fluido e m é a massa da particula.

Essa equacao pode ser reescrita na forma de uma equagao estocéastica (por isso o

nome dado ao tratamento de Langevin) da forma:

dv
- _ )
7 bv + A(t), (3.3)

onde consideramos a forga externa nula (F' = 0), por simplicidade além de considerar um

caso unidimensional e definimos b = p/m e A(t) = F,(t)/m.

A solugao dessa equagao (para mais detalhes ver a referéncia [20]) é da forma:
t /
v(t) = voe " + e’bt/ A at'. (3.4)
0

Para se calcular a relagao de dispersao para a velocidade devemos levar em conta

as relagoes (3.1). Dessa forma, temos
(v(t)) = voe ™. (3.5)
Para calcular a varidncia, tomemos a diferenga v — (v) para obtermos

v—(v) =e™ /t At e dt'. (3.6)

0

Tomando o quadrado dessa diferenca, achamos:

t t ! 17
(0 — (0))% = 2 /0 /0 A A" )P+ dt e, (3.7)

1 Apesar de ser um termo da mecénica quéntica, o utilizaremos aqui para fazer o “link” com o caso

quantico desse fendmeno
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na qual, aplicando a segunda relagao da Eq. (3.1) encontramos a seguinte relacao de

dispersao de velocidade:

(B0)? = (01— ™), 55

em que utilizamos a relacio (Av)2 = (v?) — (v)*. O valor da constante T' é calculado
sabendo-se que para tempos longos, comparados os tempos de flutuagao de F,(t), obtém-se
o regime estaciondrio, o que leva (v) = 0 e levando-se em conta também que, nesse limite
de tempo, o teorema da equiparticao (distribuigdo maxwelliana), que diz que a energia
cinética média de uma particula corresponde a kgT'/2, é valido [20], [21]. Dessa forma

temos:

2bkpT
r=="""52 (3.9)

m
onde kg é a constante de Boltzmann e T" é a temperatura.

E mais conveniente, contudo, calcular o deslocamento quadratico médio. Para isso,
basta lembrar que podemos encontrar a fun¢ao posicao integrando a equagao v(t) = dx/dt
para um caso unidimensional. Fazendo isso e utilizando novamente as relagoes de (3.1) e o

resultado da Eq (3.4), pode-se chegar a

kgT
Az)? =2 3.10
(Awp? =220, (3.10)
ou ainda,
(Ax)* = 2Dt (3.11)

que é a mesma relacdo encontrada por Einstein em seu tratamento com base na equacao

de difusdo, onde D = kgT/mb é o coeficiente de difusao 2.

O objetivo dessa secao foi somente mostrar um pouco da natureza do movimento
browniano classico e um pouco de seu tratamento. Agora, vamos descrever a ideia geral

do movimento browniano quantico.

3.2 Movimento Browniano Quantico

A ideia é de que, assim como uma forga classica flutuante provoca deslocamento
aleatério em uma particula em suspensao em um fluido, flutuagoes quanticas também
podem provocar movimento semelhante ao MB. Essa possibilidade tem sido bastante
estudada nos ultimos anos. O ponto de partida é considerar que particulas, que podem ser
vistas como pontuais classicas [5] ou até mesmo como pacotes de ondas [22], interagem com

um campo flutuante no vacuo. Sao essas flutuagdes que induzem o movimento browniano.

2 Lembre que, no sistema natural de unidades, kg é igual a 1. Deixamos ele nessas equacdes para que o

leitor possa ver a forma original das mesmas
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Nao é bem claro, contudo, se essas flutuagoes podem ser observadas no estado de
vacuo de Minkowski, embora, como pode ser visto em [7] exista uma argumentacao de
que sim. Outros ainda argumentam que tais efeitos podem ser observados, principalmente

quando se considera placas refletoras [4], [5], [6] ou topologia nao triviais [§].

E possivel também que o movimento browniano aconteca quando se considera
flutuacgdes quanticas do vacuo em uma geometria depende do tempo, como por exemplo,
uma geometria em expansao (que vai ser nosso caso de interesse). Nesse caso, vamos
considerar particulas que se movem em uma geometria de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) tendo como base as referéncias [4] e [5]. O espago-tempo de Friedmann-Robertson-
Walker é um espago em expansao e pode ser descrito por uma equacao da métrica que
supoe a homogeneidade e isotropia do universo bem como uma dependéncia do fator de
escala do universo com o tempo (dependéncia temporal da componente espacial). Em

coordenadas cartesianas, essa métrica é dada por:
dstpy = —dt* + a*(t) (da:2 + dy* + sz) , (3.12)

em que dt — cdt, onde ¢ = 1 é a velocidade da luz no vicuo no sistema natural e a(t) é o

fator de escala

A métrica conforme fica, fazendo dt = a(n)dn, onde 1 é o tempo conforme

dsipy = a*(n) (—dif + da® + dy? + d=*) . (3.13)

Acontece que muitas previsoes tedricas que envolvem a RG e a TQC sao dificeis de
serem observadas. Contudo, nos tultimos anos, estudos desenvolvidos em modelos andlogos,
tem possibilitado um melhor entendimento dessas previsdes. E possivel simular fendmenos
como a producgao de particulas cosmoldgicas e a radiacdo Hawking, que sao fenémenos
semi-classicos e estuda-los em modelos andlogos (para mais detalhes, ver [9]). A ideia geral
gira em torno de considerar que, em um fluido sem viscosidade e irrotacional, como por
exemplo um condensado de Bose-Einstein (CBE), perturbagoes linearizadas reproduzem a
mesma equacao de movimento que pode descrever um campo escalar sem massa em um
espaco-tempo curvo (o CBE tem se mostrado um bom sistema para estudo e compreensao

desses fenémenos. Esse fato sera ilustrado mais adiante).

Sendo assim, nessa dissertacao estamos interessados em analisar o movimento
browniano quantico em um modelo analogo a FRW, no contexto da quebra de simetria
de Lorentz. Para isso, vamos apresentar primeiramente um formalismo para descrever o
movimento de uma particula pontual que se move em um fluido em uma geometria analoga
modelada por um CBE em expansao isotrépica. Em uma temperatura préoxima a 7' = 0K,
as caracteristicas ondulatorias da matéria se sobressaem no CBE. Porém, considerando
que em um sistema real, a temperatura 7' = 0K nao ¢é alcancada perfeitamente, sempre

havera alguns atomos do condensado que podem ser considerados como particulas. E no
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movimento desses atomos que estamos interessados. Essas particulas interagem com um
campo flutuante que, no condensado sera representado por propagagoes de perturbacoes
acusticas ou, em outras palavras, fonons. Lembrando também que a geometria analoga
deve representar uma geometria de FRW, ou seja, que depende do tempo e expande-se de

forma homogénea e isotrépica.

Para uma particula que se move em um espaco curvo, a equacao do movimento

(segunda lei de Newton) é dada por (ver [4] [5] para mais detalhes do que se segue):

m

= f*, (3.14)

onde u* é a quadri-velocidade e f* a quadri-forca que age sobre uma particula de massa

m e tempo proprio 7. Além disso temos que

= I guu”, (3.15)

em que FZB sao os simbolos de Christoffel dados por:

1 4
FZ/D’ = igu (gl/a,ﬁ + GvBa — gaﬁ,u) (3.16)

e g" é o tensor métrico que pode ser retirado da métrica (3.12). Daremos mais detalhes

adiante.

Vamos, entdao considerar uma dire¢ao qualquer i, uma vez que o fluido (CBE),

como considerado, é isotropico. Assim, podemos escrever a Eq. (3.14):

Dui 1
= f 3.17
m2e .17

Tomamos aqui o limite nao relativistico em que 7 — ¢ para mais tarde utilizarmos
a métrica analoga onde iremos considerar a velocidade do som pequena, da ordem de

1073m/s [10] (o indice com linha é apenas nomeclatura para facilitar a escrita mais tarde).

Podemos entao considerar algo semelhante ao tratamento estocastico do formalis-
mos de Langevin, onde temos uma forga ( f’i) composta por uma componente flutuante
quantizada (f'), que varia rapidamente, mais um termo cldssico nao flutuante (f,,) e
escrever algo semelhante a Eq. (3.2). Porém, vamos levar em consideracao que nao hé
viscosidade no CBE. As caracteristicas da componente flutuante sdo semelhantes as do
caso cldssico, de forma mais importante, a relagdo (f?) = 0. Assim, podemos reescrever a

Eq. (3.17) como sendo

Dy’ 4 .
= f' L 3.18
m dt f +fea:t ( )

Para uma métrica do tipo (3.12), a equagdo acima pode ser escrita utilizando
também as Eqgs. (3.15) e (3.16) como:

Z‘ .

du a . 4 .
+amiut = ot (3.19)

dt

m



44 Capitulo 8. Movimento Browniano

onde a = da/dt

Porém, vamos lembrar que estamos trabalhando em um modelo andlogo em que
particulas se movem em um condensado de Bose-Einstein. Nesse caso, iremos utilizar uma
métrica andloga. Contudo, como se pode ver mais detalhes em [5], essa métrica andloga é
semelhante a dada pela Eq. (3.13):

dsiys = agy(1) (—0(2)0”12 +dz® + dy’ + d22> ; (3.20)

com ¢q sendo a velocidade constante de propagac¢ao de som no condensado. O subscrito

“eff” designa métrica efetiva. Nesse caso, o tensor métrico é dado por:

2
(1m0 [—¢c O
7

aqui, ng esta relacionado a densidade de particulas. O fator de escala da métrica é dado
por:
2 o
aZ (t) = —2 3.22
eff ( ) Cq (t) ( )
em que c4(t) é a velocidade do som dependente do tempo no condensado. Perceba que,
desse modo, a(t) aumenta quando c¢,(t) diminui. Isso mantém, dessa forma, a expansao

desejada da métrica andloga comparada a métrica de FRW.

Devido a semelhanga entre as Egs. (3.13) e (3.20), esses resultados podem ser
estendidos para a métrica analoga, de forma que a Eq. (3.19) também ¢é valida para a
Eq. (3.20). Entao, podemos analisar dois casos a partir de agora. O primeiro caso é
considerar uma for¢a externa fi,, = 2m&u’, com a = ass(t), na Eq. (3.19). Esse caso
representa uma situagao em que temos particulas se movimentando dentro do condensado
e uma forga externa as mantém ligadas, de forma que localmente, esse sistema formado
pelas particulas nao sentem a expansao do condensado, ou seja, nao seguindo a geodésica.
Para compreender melhor esse sistema, poderiamos pensar nele como sendo o sistema
terra e lua, em que, por mais que o universo se encontre em expansao, localmente nao se
percebe tal expansdo. A esse sistema, daremos o nome de caso ligado. Assim, levando em

consideragao essa forga externa, a Eq. (3.19) ficara:

dui fz
=, 3.23
dt m ( )
Integrando essa equacgao ficamos com
. 1 ty .
wi(t,r) = — / Fi(t,r)dt. (3.24)
m Jo

onde u(t=0)=0

Aqui, podemos entao calcular a fungdo de correlagao para a velocidade levando em

consideracio que (f') =0 e que

((Au')?) = (u'(tr, r)u' (t2, ) — (W' (b1, 7)) (U’ (t2, 72)), (3.25)
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logo, teremos
1

( r, ) () = — Otf Otf dtrdts (F(t1, 1) Fi(ta 7)) (3.26)

A forga para uma particula escalar interagente com um campo escalar em um

espago curvo, contudo, é dada por [11]

" =q9"0,¢, (3.27)

onde ¢ é um termo de interagdo. Para uma métrica do tipo (3.12) e como estamos

interessados em um termo de forca f*, teremos:

fi(t,r) = qa™*(t)0i0, (3.28)

dessa forma, Eq. (3.26) podera ser reescrita na forma:
i\2 ¢ [l -2 -2
<(AU ) > = m 0 /0 dtldtga (tl)a (t2)82-1@i2 <¢(t1, T1)¢(t27 T2>>FRW' (329)

A funcao (p(t1,r1)o(t2, m2)) prw é chamada de fungdo de correlagao de dois pontos
no espago-tempo de Friedmann-Robertson-Walker. Podemos relaciona-la ao espago-tempo
de Minkowski (plano), pois ndo sabemos a forma de ¢(t1,71)p(t2, ) em FRW, porém

sabemos seu formato no espago-tempo de Minkowski (ver Apéndice C):

1 1

(P(t1,m1)(ta;r2)) s = 17 | Z 3 —m) 1

: (3.30)

que pode ser calculada utilizando o método das fungdes de Green [23].

Para relacionar esses dois espagos, podemos usar as relagoes que podem ser vistas
com mais detalhes no capitulo 3 de [23]. Essas relagoes sdo:

(2—n)

drrw =277 Qu (3.31)

N = Q_quu (332)

para n = 4 (espago-tempo quadri-dimensional), onde 2 é uma funcao e o subscrito M

significa o espaco-tempo de Minkowski.

(2-n) _ . .
Dessa forma, chegamos a Q2 = a~1(n), onde n = 4 representa a dimensao do
espaco-tempo. Dessa forma, podemos ver que a relacao entre as fungoes de correlacao do

espaco-tempo FRW e de Minkowski é dada por:

(@(n1,m1) D12, 72)) rrw = @™ () a™ () (@ (1, 71) P (02, 72)) ar (3.33)

em que n é o tempo conforme. Dessa forma, utilizando uma transformacao de tempo do

tipo dt = a(n)dn, sendo 1 o tempo conforme, a Eq. (3.29) ficard da seguinte forma:

(A = L™ [ dnydma0)a=2) 090 (600, 1)0 (s ra)are (3.34)

m2Jo Jo
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ou ainda mudando para a velocidade prépria utilizando v = ayu, uma vez que na geome-
tria FRW em consideracgao, a distancia adequada é definida em termos da distancia de

coordenadas, r, por [y = ayr em um tempo 7 = 7.

q*at o

((Av')?) 0 "y (m)a=2 (1), 05, (G(n, 1) (2, r2)) s (3.35)

m? Jo

Perceba que aqui temos o fator de escala aparecendo dentro do integrando. Na
literatura, existem varios tipo de forma que se pode ser atribuido ao fator de escala.
Para o nosso objetivo que é representar uma espacgo em expansao, o fator de escala que
utilizaremos é:

a*(n) = ag + ai tanh(n/no), (3.36)

que é similar ao que se pode medir experimentalmente [24]. Aqui, temos que

2 2
2:af—|—ai

ag 5 (3.37)

a? = i (3.38)

em que ay = a(n =1ny) € a; = a(n = ;).

Substituindo essa equacdo, a Eq. (3.30) na Eq. (3.35), tomando o limite de
coincidéncia, ou seja, quando z = 2’ na relagao (3.30), uma vez que r? = (x; — x9)? +
(y1 — y2)* + (21 — 22)? e usando o método de integragio por residuos (ver apéndice A), é
possivel chegar ao seguinte resultado para a relacao de dispersao de velocidade:

2¢°B m
Av)Yy = - (¢(3)— — |, 3.39
(a0 = 20 (o) 5 (3.30
onde ( é a funcao zeta de Riemann e B uma constante que depende dos parametros do
fluido ¢y e c,¢, essa ultima, a velocidade no tempo final de expansao 7. Ela é dada por:

Co csf)
B = - — . 3.40
degr ( Co ( )

Esse é o resultado para a relagao de dispersao de velocidade para o caso ligado.

Perceba que esse resultado é uma constante.

Um outro caso a ser considerado é fazer a forga externa f.,; da Eq. (3.19) igual
a zero. K o que chamamos de caso livre (em oposigdo ao caso ligado discutido até o
presente momento), em que as particulas podem sentir os efeitos da expansdo. Nesse caso,

ficarfamos com a seguinte equagdo do movimento,

ou, integrando
. 1 ty .
tr) = —— 2(t)f(t, r)dt. 3.42
W) = s ) PO (3.42)
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Dessa forma, utilizando a relagdo dada pela Eq. (3.25), podemos chegar a uma
equagao semelhante a Eq. (3.26) para a correlagao de velocidade, sé que agora para o caso

livre. Assim, temos:

(D)) = — /Otf /Otfdtldtgaz(tl)a%z)<fi(t1,rl)ff(tg,r2)>FRW. (3.43)

m?2 a;%

Perceba que, ao contrario da Eq. (3.26), stemos o fator de escala da métrica dentro
do integrando. Podemos fazer entdo o mesmo percurso realizado para o caso ligado e
ver que podemos reescrever essa equacao em termos do tempo conforme e da velocidade

propria da seguinte forma:

2

(avy) = |

mQaf

ng (M

0 " dndnndn0in(S(m, 1) (0, 72)) . (3.44)

Utilizando a Eq. (3.30) teremos uma rela¢do com integrais que segundo [5] é
semelhante as integrais que aparecem para o espaco-templo plano de Minkowski. Contudo,
essas integrais de (3.44) sdo divergentes e para se retirar essa divergéncia, adota-se um
procedimento de renormalizagao. Esse processo consiste em subtrair da funcao de dois

pontos que temos, a parte correspondente no espaco-tempo de Minkowski. Ou seja,

<¢1¢2>R = <¢1¢2> - <¢1¢2>M7 (3-45>

onde temos, (p1¢2) € a fungao de dois pontos renormalizada (que queremos), (p1¢2) a

funcdo de dois pontos que temos e (¢1¢2),, a funcao de dois pontos de Minkowski.

Como aqui (¢1¢2) € igual a (P1¢2),,, teremos que (p1¢2), = 0. Dessa forma, é
facil verificar que o resultado da dispersao para a velocidade no caso livre sera zero, uma
vez que teremos, aplicando-se essa condicao de renormalizagao integrais com integrando

nulo. Entao, concluimos que:
((Av)?) = 0. (3.46)

Existem outros casos que podem ser tratados, como por exemplo, considerar um
plano refletor (uma barreira). Nesse caso, o resultado acima nao é nulo. Porém, esse caso
nao é de nosso interesse nesse trabalho. Esses dois casos (ligado e livre) serao nossa base

de estudo para analisar os efeitos de quebra de simetria de Lorentz no proximo capitulo.
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4 Movimento Browniano com Quebra de Si-

metria de Lorentz

Até aqui, apresentamos dois pontos de grande importancia para o que se segue.
Mostramos um pouco da ideia por tras da teoria que sugere que a simetria de Lorentz pode
ser violada e algumas formas de como isso pode ocorrer. Além disso, mostramos um pouco
do formalismo que descreve um tipo de fendmeno quantico que induz particulas pontuais a
descreverem um movimento semelhante ao movimento browniano, devido a flutuagoes do
vacuo em uma geometria andloga. Nesse capitulo, vamos discutir como um pode influenciar
o outro, ou seja, como a violagao de simetria de Lorentz pode influenciar no movimento
de uma particula em uma geometria semelhante a de Friedmann-Robertson-Walker que ¢é

uma geometria em expansao (dependente do tempo).

Antes de qualquer coisa, vamos propor uma alteracao na Eq. (3.27). O modelo
que serd base de nosso trabalho sera o modelo Abeliano de Higgs estendido com uma
modificacio do setor escalar que viola a invaridncia de Lorentz. E possivel a partir desse
modelo escrever métricas acusticas (métricas andlogas) de buracos negros actsticos, por

exemplo. A lagrangiana que descreve esse modelo é dada por [17], [18]:
1
L=~ FuP™ + |Dyof? +m?l6f — of* + ¥ D" Duo, (4.1)

onde D, ¢ = 0,0 —ieA,¢ e b e e sdo termos de interagao e ¢+ um campo escalar complexo.

Vamos escrever a equac¢ao do movimento a partir da equacao de Euler-Lagrange

que vamos escrever da seguinte forma:

9 oL oL

“00u0) 05 (42)

Assim, teremos para o primeiro termo da Eq. (4.2)

aaa(ga% = a [@Lqﬁg“ﬂ m - ieAugbg“ﬂm + WD@?E?ZZX] . (43)
Usando a defini¢io m = §% teremos que:
(%a(gﬁgﬁ*) = 0u [0,09"°05 — ieAubg"* 55 + k" D, ¢35,
ou ainda,
0,25 _a. [g° + k™| D, 0. (4.4)

9(0a9")
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oL
Calculando o termo ——, teremos:

96"
oL
9"

= ieA"0,¢ + 2 A, A D + mPp — 2b|¢* ¢ — iek" A, D, . (4.5)

Desse modo, podemos escrever a equagao do movimento como sendo:

On [9° + k) Dy — (ie A", + ? Ay A'G + mP¢ — 26|86 — iek™ A, D,¢) = 0. (4.6)

Se desconsiderarmos todos os termos de interacdo e considerarmos um campo sem
massa, podemos a partir do primeiro termo dessa equacao tirar a correcao da forca. Como
temos o termo g* + k*, podemos propor que a Eq. (3.27) pode ser substituida pela

seguinte equacgao de forga corrigida:

f'=a(g™ +K")V.0. (4.7)

A principio, poderiamos usar um tensor métrico qualquer nessa equagao. Contudo,
para ter mais coeréncia com a proposta do trabalho, utilizaremos um tensor métrico tirado
da propria lagrangeana do modelo abeliano de Higgs com quebra de simetria de Lorentz.
Uma vez que k" é um tensor constante, que é o mesmo que aparece em (4.1) que produz

a quebra de simetria de Lorentz, e ¢ dado por:

ko =

, (4.8)

e L Lo ™
L ™ ©
R L R

S ™ L R

a partir da langrangeana, pode-se calcular o tensor métrico (para mais detalhes ver [17]):

~1
G — bpo32
ny > =
G B2
205\/1 + g

i Do (Be G B 2) gy By
v (Frg o)

(4.9)
onde Sy = 1+ . Os pontos foram colocados para que nio fosse necesséario escrever todos

0s elementos da matriz.

Vamos considerar uma métrica diagonal fazendo v = 0. Isso significa dizer que
estamos considerado o fluxo de fundo igual a zero. Além disso, vamos considerar a
velocidade do som no condensado bem pequena (da ordem de 107%m/s [10]) de forma que
podemos escrever uma métrica efetiva:

-2 bPOB% —C2 5~+ 2 2 2
dsgsp = 2. |G dt’” + wa +dy* +d27)| . (4.10)




> s 3
Chamando W2 = ?—1 e W2 = b

7 ficamos com
gt +

_ b
2p° W2, dt’? + %W*Q(d:ﬂ” +dy? + d2?).
Cs

2
dspp =

(4.11)
Nosso objetivo ¢ escrever uma métrica andloga semelhante a métrica de Minkowski
dada pelas Eqgs. (3.12) e (3.13). Para simplificar e escrever essa métrica vamos chamar

b
ainda Q2 = Po

o))
—— e introduzir o fator h(t') = (C ( )> . Substituindo isso em (4.11) ficamos
¢ C
com ’ ’
ds?;; = —W2QRER(t)2dt? + W 2Q02h(t) 7 (da”? + dy” + d2"?).

. . _1 A
Nessa equagio, podemos ainda colocar Q3cah(t')”2 em evidéncia e chamar ds? =
ds*Qy? para escrever

ds®> = —W?ca 2(t)dt”? + a*(\W 2 (dz” + dy* + d="*),

(4.12)
onde chamamos h(t')"2 = a2(#') onde a(t') ¢ o fator de escala da métrica. Fagamos agora

a seguinte mudanca de coordenada tempo, a=2(t')dt"* = dt*. Substituindo na equagao
acima, ficamos com:

ds® = W?[—cdt* + a* ()W *(da" + dy* + d2"?)].

(4.13)

A parte entre cochetes dessa métrica é bem semelhante a métrica de Minkowski

(ver Eq. 3.12) , exceto pelo termo W ~* na parte espacial. Como esse termo é o que carrega

a quebra de simetria, vamos redefinir, dessa forma, o termo W~4(dx"")? = (dz')* para
rescrever essa métrica da seguinte forma:

ds* = W?[—c2dt* + a(t)(da? + dy* + d=?)].

(4.14)

Olhando agora apenas para a parte entre cochetes, perceba que temos algo bem
semelhante a Eq. (3.12). Vamos entao redefinir essa equagao escrevendo ds’ = W—2ds?,
de forma que ficamos com:

s’ = —

codt? + a*(t)(dz® + dy* + d2?).

(4.15)
Agora temos uma métrica andloga semelhante a métrica FRW dada pela Eq. (3.12)
Escrevendo em termos do tempo conforme, facamos a seguinte substituicao

dt = a(n)dn

para reescrever a equagcao anterior da seguinte forma:

ds’ = a®(n)[—cidn® + (dz* + dy* + d=?)],

(4.16)
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que é uma métrica conforme semelhante a de Minkowski da Eq. (3.13). E essa métrica
que utilizaremos a partir de agora para tentar fazer algo semelhante ao que foi descrito no
Capitulo 3, devido a semelhanca dessa métrica com a métrica de Minkowski, em que g, ¢

dado por, para uma métrica conforme:

G = a*(n) (_ocs 5(;) , (4.17)

4.1 Caso ligado

Assim como descrito no Capitulo 3, vamos analisar dois casos em que podemos ter
movimento browniano quantico. Primeiramente, vamos analisar o caso ligado buscando

detalhar alguns pontos em comum com o caso livre. Para o caso ligado temos a seguinte

equagao.
=L 4.18
da  m’ (4.18)
que integrando ficamos com
, 1 t ,
i = f/f fidt, (4.19)
m Jo

onde atribuimos u(t =0) =0

Tiramos da lagrangeana (4.1), uma correcao na forca. Como escrevemos g,, na

forma da Eq. (4.17), faremos g,,, — §,,, para escrever
f*=a(@" + F)V.0, (4.20)
onde k* ¢é dado pela Eq. (2.28).

Estamos interessados na dispersao para a tri-velocidade uma vez que, assim como
falado no Capitulo 3, estamos considerando um fluido isotrépico e homogéneo. Dessa

forma, considerando uma dire¢ao i, podemos escrever:
T ~iV w
f'=q(@" + E")Vy
ou ainda, abrindo os termos

fr=al(@ +E")oo0¢ + (37 + k7)9;¢]. (4.21)

Agora vamos considerar o = 0, o que nos leva a k' = 0 e k¥ = 0 para i. Isso nos

leva a:

i =q(3" + k00 = qla™2(t) + B0 (4.22)

Assim, podemos escrever uma expressao para a dispersao de velocidades, utilizando
as Eqgs. (4.19) e (3.25).

(u'(tr, r)u'(ta, ) = <[ Otf dtydt, {[G_2(751) + 5} [a_z(tQ) + 5”

m?2 Jo

X 01302 ((t1, 1) P (L2, 72)) PRW - (4.23)
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Agora, vamos utilizar uma relacao de transformacao entre os campos de espaco
curvo para o espago plano utilizando as Egs. (3.31) e (3.32). Nessas equagoes, o termo
Q) vem do fator de escala da métrica conforme. Em nosso caso, 0% = a=t(n), pois
n = 4 que representa a dimensao do espago-tempo. Assim, usando isso em (4.23) e abrindo

os termos e usando uma mudanca de tempo coordenada para tempo conforme da forma

dt = a(n)dn, teremos:

. . 2 g g
(u'(tr,r)u'(ta, r2)) = % dmdne {G_Z(Ul)a_2(7]2>
m2Jo Jo

+ Ba*(m) + Ba*(n2) + 52]
X 01,00 (b1, 1) (N2, 72)) M- (4.24)

O tltimo termo dentro do cochetes (3?) gera o que chamamos de termos de
Minkowski. Precisamos, entao, fazer um processo de renormalizacao realizado antes na
secao 3.2, que consiste em de subtrair da func¢ao de dois pontos o termo correspondente ao
de Minkowski. Dessa forma, ultimo termo nao contribui. Abrindo os termos e separando

as integrais temos,

; 2 nf nf
(Au')?) = % d772a72(772)/ dma > (m) 002 (d1¢2) mr +

m 0 0
2 nf nf

- % dip [ dma™?(01) 010 (d162) s +
m? Jo 0
2 nf ny

+ % i | dipa™(12) 0100 ($192) u- (4.25)
m? Jo 0

A funcao de dois pontos é dada no espago de Minkowski pela Eq. (3.30). Sé para

relembrar, essa equacao é:

1 1
= 4.26
em que r2 = Az? + Ay? + Az? e (Az')? = (2 — z3)?. Assim, temos que
1 1
By — D10 . 4.2

Vamos tomar uma direcao especifica, direcao x por exemplo, teremos

! 2 L] 8Az?
Am? [ (m — m2)? — 7“2]2 42 [ — m2)? — r?]

0102, (D (N1, 71)P(M25 72)) 0t =, (4.28)
Substituindo (4.28) em (4.25), ficaremos com trés integrais que podem ser separadas

e renomeadas da seguinte forma:
1 2

] N q2 /+oo d 72( ) /+oo d 72( ) n
L UPIRUP; . ma (" 12 [0(2)(7]1 ) — )2
1 SAx? ]

42 [c3(my — 1ma)? — 123

+
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2
qB [ /+°° —2 1 2
L, = —& [ d d
2 m2 Jo T2 . ma (771) [47(2 [03(771 — 772)2 _ TQP-F
1 8Az?
— 4.29
T AR [ - ) - ]1 .
e
2
q°p [ /+<><> _9 1 2
Iy = — [ d d
3 m2 Jo m . n2a""(12) [4#2 (R — 12)% — TQP-F
N 1 8Az?
Ar? [f(m —m)? = r?PP |
Assim, podemos escrever a equagao (4.25) como
<(Aum)2> =10+ 1+ Is. (4.30)

Essas integrais podem ser resolvidas a partir do método de integragao por residuos

apresentado no Apéndice A quando utilizamos um fator de escala da forma:

a®(n) = aj + af tanh (U) . (4.31)
"o

o que foi o mesmo utilizado no Capitulo 3.

Perceba que mudamos os limites de algumas integrais para de —oo a +o00. Isso foi
feito para que podermos usar o método de integragao por residuos. Essa mudanca nao
acarreta nenhuma inconsisténcia fisica, devido o comportamento da fungdo de dois pontos
dada por (3.30) que tende a zero quando t — +00 bem como, também pela a forma do

fator de escala escolhido que tende a zero quando t — 0.

Podemos entao substituir a Eq. (4.31) na Eq. (4.29). Fazendo isso, encontraremos

polos de segunda e primeira ordem, respectivamente

r
m =t — 4 2 (4.32)
Co
e 2
) 1 Mo +1

em que T? = a2 /a?.
Dessa forma, utilizando o método de integragao por residuos e tomando o limite
de coincidéncia em I, e I3, ou seja, quando z; = 5 0 que leva a 72 = 0 em I, e I3, 0s
resultados das integrais da Eq. (4.29) serao:
7’8 A

[1 = T & A a1 o
Amim2aicind

S27
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207 &)
¢*BinyB l 1 1 ]
,_ _@PinB _ 4.34
2 mm2ai 1; 3co(me —nr)® 3o ( )
e
20 o0
q*Bine B [ 1 1 ]
Iy = - L2002 - -
3 mm2a? ; 3¢(na —mg)®  3cgna

Os resultados I e I3 sao idénticos de forma que podemos uni-los em um tnico

somatério fazendo [ = k. Além disso, usando esses resultados na equagao (4.30), ficamos

com
2 20, 00
q-A q-pingB 1 1
Aut)) =2— = -G, —2 - —, 4.35
(Be)) mim2aicyd " 3cfrm?a} kz::l (e —np)® (4:35)
1 Cl% + a% 1
onde A e B sao constantes dadas por A = senh? 3 In{—5——= || e B = A>. Tomamos a
ap — ay

forma dos parametros a2 e a? como sendo a mesma descrita em [5]:

2 2
zzaf+ai

ag 5 (4.36)

2 _ g2
al » % (4.37)

em que a; é o fator de escala em 7; ou seja, quando ¢y = ¢4(1;). Podemos entdo concluir que

2 __
a/l_

a7 = 1 a partir da Eq. (3.22). Além disso, podemos definir a} = ¢o/csp com cgp = cq(ny).
A partir disso, podemos escrever esses parametros em termos dos parametros do fluido, ¢

e ¢s(n) e, dessa forma, escrever as constantes A e B em termos desses parametros. Disso
4

a a
tiramos que A = —i e B= —;
ay af

Agora vamos escrever a equagao (4.35) em funcdo da velocidade prépria através da

relagao v* = ayu”, definido a partir da defini¢ao de distancia Iy = ayr mais apropriada a

essa geometria. Assim,

2¢%a] 2¢*noa? > i i
((Av")?) = So + D w——" (4.38)
mm2coniat Begmm? | o Le —mp)® i

1
Agora, sabendo que n, = nomi (k — 2) — 1nof que é o polo definido, onde f =

1 2 2 1
—1In <ag —|—a§> = —In (CO), podemos reescrever o somatorio da equagao (4.38) da
2 ag — aj 2 Csf

seguinte forma:

S b= (439)
0 k=1 [m( —5)—f—5} [772(1{—5)—]0] Mo

, ~ . . n
onde ¢ é um parametro admencional definido como ¢ = iy

Mo
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Vamos lembrar também que nas integrais I, e I3 ja foi tomado o limite de coinci-

déncia. Porém, ainda nao tomamos esse limite em [;. Para I, temos que,

Sy = i &. (4.40)

o [p2 + Lr

conom
Tomando o limite de coincidéncia nessa equacao, as somas Fj, e S calculadas com

ajuda de um software tém o seguinte resultado:

S =¢(3) - = (4.41)

e (W 1) e (B 2EgT
b= 273 lw T * 2 v 27 ’ (4.42)

onde ¢ é a funcao zeta de Riemann e 9 ¢ a funcio poligama. Essa funcio é complexa de

forma que vamos usar somente a parte real dela. Podemos, entao reescrever a equacao

(4.38) da seguinte forma:

(Av®)?) = 2B <<(3> ”4> Lo (COB>2 Re[F]. (4.43)

mim2cind 90 3cdmm2ng \ csp

Vamos reorganizar essa Eq. para podermos analisar o resultado graficamente.

Inicialmente, coloquemos todos os termos comuns em evidéncia na Eq. (4.43):

(AvT)) = QqQB{ L <<(3> ”4>+5E;_5 (q})éRe[Fk]}. (4.44)

Tm2cgng | = 90 Csf

Agora, vamos analisar graficamente esse resultado. Da Eq. (4.44) podemos tirar

que:

2 4.2 4 B! 1
G(e) = w«mw)% - 733 (g(s) - 79T0> L8 ; (f}) Re[F)] (4.45)

O grafico da Figura 2 a seguir mostra a plotagem da funcao G(¢) definida pela
Eq. (4.45). Para essa tracar o grafico, foi estipulado um valor para c¢o/css, levando em
consideracao que csy é menor que c¢g. A partir disso, calculamos os valores da constante B
dado pela Eq. (3.40) na Eq. (4.45) e de f presente em Fy, nas Eqgs. (4.39) e (4.42). Para

a curva em azul os valores usados foram os seguintes:

Co

=1,1;  B=0,00227;  f=0,046T. (4.46)

Cg f
Ja para a curva em laranja, fizemos uma pequena variacao da razao das velocidades

co/csy. Os valores utilizados foram:

D _192.  B=0,00833; f=0,0911. (4.47)
Csf
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Também foi atribuido um valor para . De acordo com [18], utilizamos o valor de
B=3,6x1078.

Gle)

0.00386158 |-

0.00386156 |-

0.00386154 |-

0.00386152 -

: ‘ : : — €
2 4 6 8 10

Figura 2 — grafico G x € da eq. (4.45) devido a contribuigao da quebra de Lorentz para o
caso ligado

Perceba que a quebra de simetria interfere diminuindo o valor da dispersao de um
valor constante. Para valores grandes de € (tempos grandes), contudo, temos que G(¢)
tende a valores constante. De fato, como nossa varidvel tempo se encontra no somatorio
dada pela Eq. (4.39), tomando o limite em que € — oo temos um valor constante dado

pela fungao poligama. O gréfico (3) também mostra isso.

v (4 +3)

F;
k 273

(4.48)

0.00386155 | /

0.00386154 |-

0.00386153 -

0.00386152 -

E : : : : — £
0.00386151 20 40 60 80 100

Figura 3 — grafico G x ¢ da eq. (4.45) para e — o0
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Perceba que quando fazemos = 0 na Eq. (4.45), retomamos ao valor encontrado

na literatura [5] para a dispersdo de velocidade que é o mesmo valor dada pela Eq. (3.39).

4.2 Caso Livre

Vamos tratar agora do caso livre, ou seja, uma situacao em que nao hd nenhuma

forga externa. Nesse caso, teremos a mesma Eq. (3.41) do caso livre sem quebra de

simetria
Ld, . f
it =L 4.49
S au) = (4.49)
que integrando ficamos com
() =~y [ dta?()f 1) (4.50)
u'(t,r) = ma? ) a ,T). :

Lembrando que estamos interessados na dispersao da tri-velocidade em que
((Au')?) = (uyup) — (uy)(us).
Dessa forma, a relagdo de dispersao da tri-velocidade sera dada por:

. . . 1 ty oty . .
(Au')?) = (u'(tr,r)u'(t2, 72)) = Y /0 A dt1dtza* (t)a? (t2) (' (tr, m1) ' (t2,72)),
f
(4.51)
onde a forga serd dada pela Eq. (4.22) do caso ligado. Assim vamos considerar que a Eq.
(2.28) do caso ligado é uma matriz diagonal e que, nessa situagdo devemos ter i = j na Eq.
(4.21). Nosso limite de integracao serd de 0 até ¢;. Dessa forma, podemos reescrever a

equagao acima da seguinte forma:

(@) = o [V 7 dnda(t)e (@)l + Bla(t2) + )

2,4
TTLCLf

X 0102 (@(t1,11)P(t2,72)) PRW (4.52)

Aplicando a propriedade distributiva da multiplicacao, podemos perceber que
alguns fatores de escala serdao cancelados. Além disso, aplicado a relagao dada pela Eq.
(3.30) para mudar do espago F'RW para o espago de Minkowski e fazendo a mudanga
dt = a(n)dn, a equagao anterior ficara:

, 2y opng
(@) = T [T [ ddny [Ba? () + Ba(my)

2
mafo

+ B0 (m)a’ ()| 0r:0ai (G (1, 1) (12, 72))ar- (4.53)
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Assim, teremos:
2

(Ad)?) = b {%'3% /Onf /Onf dmdne(d(n1, 1) (n2, 72)) M

47T2m2a‘}
ny Ny 9
+ 5/0 dny ; dna®(n1) 0102 (P (n1, 1) b (02, 72))
Ny Ny 5
5/0 d771 0 dnga (772)81i82i<¢(7717T1)¢(n27T2)>M

+ ﬁ2 /Onf d772a2(772) /Onf dT}laZ(nl)aMaQi<¢(T]1,7’1)925(7]2,7‘2))]\4 . (454)

Podemos perceber como ja comentado no caso ligado, que a primeira integral
da Eq. (4.54) é um termo chamado de Minkowski puro que precisa ser renormalizado
subtraindo o mesmo na equagao. Dessa forma, esse termo nao ira influenciar em nossos
calculos. As demais integrais podem ser resolvidas através do método de integracao por
residuos. Faremos uma breve descricao agora da forma que os resultados foram obtidos
para essas integrais, uma vez que para utilizar a integracao por residuos foi preciso algumas
manipulacdes matemdticas. O termo 472 surge da funcao de dois pontos, que serd dada
pela Eq. (3.30). Colocamos ele em evidéncia para nao carregar as notagoes das integrais

que surgirdo mais a frente. Assim, tomando o limite de coincidéncia' definimos:

2 o +oo 1
I, = 7/ dn2a2(n2)/ dma®(m) [] ;

€p /-0 - (m —n2)*
2 [ +oo 1
I5 = —/ d / dma® — 4.55
5 Cé 0 2 - ma (771) l(Th _ n2)4] ( )
‘ 2 1
nf +oo
== ["d / dnpa®(2) | ————
6 Cé 0 m - 20 (772) l(nl N 772)4]

onde I, é o ultimo termo de (4.54), I5 e Ig correspondem ao segundo e terceiro termos de
(4.54).

Agora, vamos fazer algumas manipulacoes para resolver essas integrais. Primeira-

mente, observe que podemos escrever:

1 10 1
(m —m2)? N _537771 [(771 - 772)3] ' (4.56)

Assim, I, da Eq. (4.55) fica da seguinte forma:

Iy = 023/::0 diaa® (1) /_J:O dma®(m) {_;88771 [(771_1772)3] } ' (4.57)

Perceba que usando a regra de derivacao do produto podemos ter:

Fazer isso aqui nao interfere no resultado final. vocé pode verificar esse fato. Fizemos isso aqui para
facilitar a escrita das equagoes

1
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Integrando essa equagao de —oo a 0o, o primeiro termo da esquerda vai a zero, de forma

que teremos a seguinte igualdade:

o ] = ol

Logo, através de uma integracao por partes ficamos com:

T ] T P %) B

3C0 —00 —00 dnl

Perceba que esse “truque” pode também ser usado para I5 e Is. Contudo, como no
caso de I, temos dois fatores de escala, podemos usar esse procedimento mais uma vez.

Sendo assim, a Eq. (4.55) podera ser reescrita como:

Iy = _313 /_:O dmddm |:a2(772)i| /_:o dm [M] djih {az(m)} ’
s = 3¢k /"f 2 /+OO l (= 1) 1 djlh (0> ()] (4.60)

3 /nf w l ) ] dfh [a(m)]

Iremos exemplificar os proximos passos utilizando I, da Eq. (4.60). Mas o proce-
dimento para as demais integrais é o mesmo. Vamos tomar a mesma forma do fator de
escala que utilizamos no caso ligado, ou seja, vamos escrever a?(n) = a2 + a? tanh(n/no).
Fazendo essa substituigao na Eq. (4.60), ficamos com os seguintes polos para I :

, 1 , 1
Mk = NoT? k+§ ) MN21 = NoTe l—§ . (461)

A mesma forma desses polos podem ser escritas para I5 e I, porém, apenas uma

vez, devido que nessas integrais o fator de escala aparecer apenas uma vez. Como I, possui

dois fatores de escala, escrevemos esses dois polos. Para I5 e I, tomamos a primeira forma

da Eq. (4.61).

Dessa forma, utilizando o método de integracao por residuos, os resultados das

integrais da Eq. (4.60) serao:

8a1 1
g kZOmZo{ [(k+m) + 1]4}7

dmia? & 1 1
1 — ’ (4.62)

]5 3
306 1= [m(k +3)— n} {m(k + %)}
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4mia? & 1 _ 1
3cdms = {m([ + 1) - n}?’ {m’(l + %)}3

I6:

Para I, o método de integracao por residuos foi utilizado duas vezes devido a
presenca de dois fatores de escala. Para I5 e I o método foi utilizado apenas uma vez.
Perceba, contudo que essas integrais também sao duplas como [I,. Para resolver a segunda

integral de I5 e I, foi utilizado uma integracao por substituicao.

Olhando agora para I, na Eq. (4.62), vamos chamar p = k 4+ m no somatério.
Fazendo isso, podemos escrever um tnico somatorio no qual cada termo se repete p+1 para
cada combinacao de k + m. A tabela a seguir mostra esse fato para algumas combinagoes

de k e m.

Tabela 1 — algumas combinagoes para p = k +m

m\k| O 1 2 3
0 p=0| p=1| p=2 | p=3
1 p=1|p=2 | p=3 | p=4
2 p=2 | p=3 | p=4 | p=H
3 p=3 | p=4 | p=5 | p=6

Perceba que, por exemplo p = 0, esse termo se repete p + 1 = 1 vez. Da mesma
forma, para p = 1, esse valor se repete p+ 1 = 2 vezes. Ja para p =3 temos p+ 1 =4

repeticoes para esse valor de p, e assim sucessivamente. Dessa forma, podemos escrever:

1
ZZ{ k—i—m)—i—l] }_2[p+1]3’ (4.63)

k=0m=0

onde para evitar a contagem dupla de termos, dividimos a equacao por p + 1. Entao, pela
definicao da func¢ao zeta de Riemann, temos:

> 1

2;@+W:q$' (4.64)

Podemos perceber ainda que I5 e Iz sao bem semelhantes a nao ser pelos indices
de soma. Como sao resultados independentes, vamos uni-las em um tnico somatério

chamando [ = k. Lembrando que definimos € como ¢ = 7y /ng. Dessa forma ficamos com:

Sal
I, = —2¢(3 4.65
4 Cgﬁgﬂ_g C( ) ( )
¢ 8
=15+ I;= 8o o (4.66)

3 4772
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onde, para esse caso:

P S i _ et (4.67)
kX:%J [m(k} +3)— 5} [m(k + %)}

Agora, com os resultados de (4.65) e (4.66), voltemos a Eq. (4.54) para obter a

seguinte equacao para a dispersao de velocidade, na diregcao x

¢ 8ra?

{52 8af ((3)+53 1 2Re [Fk]} (4.68)

((Au™)?) =

472 m2 4

Tendo as definigoes (4.36) e (4.37) do caso ligado, e lembrando que definimos

= a}/a’ a3 e ainda definindo C' = aj 2/a* %, podemos escrever:

2¢°3°B
mim2cing

2¢°BC

((Av")?) = 5¢(3) +

onde ainda fizemos a mudanca para a velocidade propria usando v* = asu®

Vamos agora fazer uma andlise gréafica do termo de primeira ordem da Eq. (4.69).
Para isso, assim como no caso ligado, atribuimos um valor para as constantes B e C

sabendo que ela pode ser escrita em termos dos parametros do fluido da forma:

_ _“ Csf)
B = 1— =20 4.70
degr ( Co ( )
(S
0—1<1—05f> (4.71)
- 2 Co ’ .

Reorganizando a Eq. (4.69), teremos:

523 BC

—((3) + ?Re [F] - (4.72)

rmPelid

G'(e) = T

(Av")?) =
A soma Fj, dada pela Eq. (4.67), calculada através da ajuda de um software sera:

14¢(3) + 9@ (£ + 1)

273

(4.73)

k=

da qual utilizamos apenas a parte real.

Assim, podemos plotar o grafico de G'(¢) mostrado na figura 4.
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Figura 4 — grafico G’ x ¢ da Eq. (4.72) devido a contribui¢do da quebra de Lorentz para o
caso livre.

A curva em azul foi plotada para os valores de B = 0,00227 e C' = 0,04545 ¢ a
curva em laranja para B = 0,00833 e C' = 0, 08333, para os valores de razao de velocidade

co/csy de 1,1 e 1,2 respectivamente.

Perceba que esse resultado ¢ condizente com o caso livre descrito na secao 3.2
em que nao havia MBQ), ou seja, a dispersao é nula quando § = 0. Quando ¢ = 0
(corresponderia a um tempo inicial 7 = 0) o valor da dispersao é nulo. Porém conforme o
tempo cresce, diferente do caso livre apresentado na subsecao 3.2, o resultado deixa de ser
nulo e passamos a ter um valor de dispersao de velocidade? diferente de zero, consequéncia
da quebra de simetria. Dessa forma podemos concluir que dentro de um cenario onde
ocorre quebra de simetria de Lorentz podemos esperar que haja movimento browniano
em uma situacao que usualmente o resultado seria nulo. Para e — oo (tempos grandes),
G'(e) tende a uma valor constante. Dessa forma, na Eq. (4.69), podemos desconsiderar os
termos de segunda ordem em f e considerar a Eq. (4.72) como sendo o nosso resultado.

Aqui, atribuimos um valor 8 = 3,6 x 1078, como no caso ligado.

Perceba também que, quando fazemos 5 = 0 na (4.72), teremos uma dispersao

nula como esperado da literatura [5]

Para tempos grandes (¢ — 00) temos que a soma Fy, ser:

= B (4.74)

Podemos ver também esse resultado graficamente.

2 lembre-se que G’(g) esté relacionado com a dispersdo através da Eq. (4.72)
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G'(n)
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Figura 5 — grafico G’ x € da eq. (4.72) quando € — 0.

n

20 40 60 80 100

Tanto no caso livre quanto no caso ligado, os dois valores utilizados para a razao
co/csy foram estipulados para as analises graficas. A variacao dessa razao provoca um
deslocamento da curva como pode ser vista nos graficos acima, o que significa uma mudanca

no valor da dispersao de velocidade.
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5 Conclusoes

Nessa dissertacao apresentamos no Capitulo 2 possiveis maneiras que a simetria
de Lorentz possa ser violada em alguns setores do SME. No Capitulo 3 na secao 3.2,
falamos sobre o movimento browniano quantico e apresentamos o formalismo que pode
descrever esse fendmeno em uma geometria dependente do tempo. No Capitulo 4, com base
nos formalismos apresentados anteriormente, fizemos uma investigacao acerca dos efeitos
que surgem em uma particula que, se movendo em uma geometria analoga semelhante a
geometria de FRW, pode apresentar movimento browniano quantico também na presenca

de uma violacao de simetria de Lorentz.

Para o caso ligado em que as particulas estao unidas por uma forca externa,
percebemos que o cenario com ocorréncia de violagao de simetria de Lorentz influencia a
dispersao de velocidade das particulas no condensado diminuindo-a até um valor constante,
embora nos primeiros instantes ocorra uma variagao. Para o caso livre, ou seja, quando nao
hé forga externa que mantenha as particulas ligadas, ocorre, de certa forma, o contrario,
uma vez que a quebra de simetria poderia provocar uma dispersao de velocidade nas
particulas que nao se obteria em um caso sem quebra, a menos que fosse considerado
algum tipo de fronteira como proposto por [5]. Essa dispersdo comega nula e aumenta a

medida que o tempo passa.

Outro ponto que merece destaque é a relagdo dos resultados com a razao co/csy.
Mudancga dessa razao pode provocar um deslocamento das curvas como podem ser visto
nos graficos das Figuras (2) e (4), ou seja, aumentando ou diminuindo valor final de

dispersao.

Como esperado de uma teoria com quebra de simetria de Lorentz, nossos resultados
apresentam pequenas corre¢oes que sao dificeis de serem detectadas. No entanto, como
modelos fenomenoldgicos para quebra de simetria de Lorentz ainda sao escassos, nosso
propoésito com esse trabalho foi o de fornecer mais uma alternativa onde tal fendmeno
possa, em um futuro proximo, ser observado. O uso de um CBE como possivel laboratério
para se testar os efeitos discutidos no Capitulo 4 nos parece ser promissor, uma vez que
ele ja esta sendo utilizado como laboratério para a construcao de modelos para métrica de
FRW [25] e de buracos negros [9].

Como perspectiva para futuros trabalhos envolvendo esse tema, podemos considerar
os termos apenas de a na Eq. (2.28) ou até mesmo todos os termos ou ainda considerar
que as particulas poderiam ser tratadas como pacotes de ondas como proposto por [22].
Essas sao possibilidades de trabalhos a serem considerados. Por fim, fica a espectativa

também de, dentro da aceitacdo e correcao dessa dissertacao, a producao e publicacao de
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artigos dos resultados aqui obtidos.
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APENDICE A - Teorema do residuo

Vamos aqui descrever brevemente a ideia por tras do chamado teorema do residuo
que pode ser aplicado para a resolucao de integrais que apresentam singularidades, como
as integrais que aparecem em nosso problema. Nosso objetivo aqui é apresentar conceitos
importantes para entender e aplicar esse teorema. Para mais detalhes, pode-se ler o
capitulo 14 da referéncia [26]. Vamos entdo, ver algumas defini¢oes que serdo tteis ao

nosso entendimento do teorema do residuos.

Seja uma fungao f(z). Podemos dizer que ela é analitica se a derivada de f(z), ou
seja f'(z), existe em todos os pontos de z. Contudo, pode haver um ponto z; em que a
fungéo nado é analitica. Esse ponto é chamado de ponto singular ou singularidade de f(z).

Por exemplo, imaginemos a seguinte fungao:

f(z) = (A1)

em z = 1, a funcao nao é analitica, pois nesse ponto a funcao nao converge. Entao,

podemos dizer que para essa funcdo, zg = 1 é uma singularidade de f(z).

Dessa forma, podemos definir o que chamamos de polo de uma fungdo. Se existe
um namero inteiro n tal que

lim {(z —20)"f(2)} # 0. (A.2)

Z—r20

Entao, se z = zy, dizemos que zg é um polo da fungdao f(z) de ordem n. O polo é dito

simples quando n = 1.

E possivel entao calcular o residuo de uma funcao que apresenta singularidades.

Para isso, é necessario escrever uma série de Laurent que é dada por:

o0

Z (z —2)" i EEPAT (A.3)

Assim, fazendo essa expansao, podemos encontrar a seguinte definicdo para o

residuo de uma fungao f(2):

( ) I 1 dn—l
Res(zp) = lim ———
007 2% (n — 1)l dzn!

[(z = 20)"f(2)] . (A.4)

Se temos um polo simples, ou seja, quando n = 1 teremos que o residuo sera dado

por:

Res(z0) = lim [(2 — 20)"/ (). (A5)



74 APENDICE A. Teorema do residuo

Dessa forma, podemos anunciar o teorema do residuo. Deixaremos como exemplo
de aplicacao desse teorema e dos conceitos mostrados aqui, a resolucao de uma das integrais

que aparecem em nosso problema descrito na Capitulo 4.

Imagine uma regiao R delimitada por uma curva fechada C'. Tomemos uma fungao

f(2) analitica exceto dentro do contorno C' devido as singularidades a, b, ¢,d, e... (ver a

imagem 6), em que cada ponto de singularidade possui um residuo. O teorema do residuo
diz que

/f(z)dz = 2mi x soma de todos os residuos dentro de C. (A.6)

Figura 6 — Ilustragdo de uma regiao R delimitada por uma curva C em que existem pontos
de singularidades. Fonte: criada pelo autor

A grande questao é, agora, calcular os residuos e, para isso é necessario identificar
os polos. Para exemplificar, vamos calcular a integral dada pela Eq. (4.60), no caso para

I;. A integral em questao é:

1 +00 d 9 400 1 d 9
li=—3a /_OO dne g, @ ()] /_Oo dm [(771—?72)2] dn a*(m)] (A7)

Vamos aplicar o teorema do residuo. Usando a forma do fator de escala a(n) dada

pela Eq. (3.36) podemos escrever essa equagao da seguinte forma:

2

1 +oo d +0o a 1
I = —— / dn—2 [? / d L [ ] A8
1= 5 ) Mg L] |y [ = (A8)

Olhemos para a integral mais a direita. Perceba que temos dois pontos de singula-

ridade. O primeiro é quando 77 = 12. Esse é um polo de ordem 2. O segundo ponto é
quando fazemos cosh?(n;/ny) = 0. Como cosh z é uma fungao periddica, podemos escrever

o polo:

, 1
Mk = o7 <1€ + 2> ; (A.9)



75

com k= 0,%+1,+2,+£3,....

Dessa forma, aplicando o teorema do residuo, podemos escrever
1 +o0 d 9 )
I, = _3661/—00 alngal—n2 [a (772)} {QWZZR&S(]C)} : (A.10)
onde fizemos, utilizando o teorema do residuo

2

/+°°d77 aj [(n 1 )J:QﬂiZR@S(f), (A.11)

1
—oomgcosh?(ny/me) [ (m — 12

com f sendo igual a todo o integrando do lado esquerdo.

Vamos agora calcular o residuo utilizando a Eq. (A.4). Como temos polos de
segunda ordem, faremos n = 2. A vantagem do teorema do residuo é que podemos escolher
o contorno que queremos. Dessa forma, vamos escolher o contorno dado pela Eq. (A4.9)
escolhendo os valores positivos para k, pois dessa forma, podemos contornar a outra
singularidade 7; = 75. Veja na figura (7) a representagao grafica desses polos e do contorno

escolhido.

Figura 7 — Representacao grafica dos polos e do contorno escolhido. O simbolo x representa
o polo 11 = 19 que queremos contornar. Os pontos representam os polos 7.
Perceba que existem infinitos polos 7;;, um para cada valor de k. Fonte: criada
pelo autor

Dessa forma, vamos calcular o residuo com o contorno escolhido. Temos da Eq.

(A.4)
1 d*1 aj

Res(f) = lim fon-mp—t sl

m=mk (2 — 1) dp?™? no cosh® (1 /mo) | (m — 12)?
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Para continuar, fazemos uma expansao no cosseno em torno de 7.

cosh? <7h> —  cosh? (77”“> + 2 cosh (%) senh (%) (71 — 11x) N
o "o Mo
senh? ( ) (m —mx)?

_|_
no?

(A.13)

Essa expansao fara aparecer no denominador da equacao anterior termos do tipo
cosh(nik/mo) que, por nossa definicdo de polo serdo nulos. Além disso, ao se aplicar os
limites podemos ver que somente o tltimo termo dessa funcao aparecera dentro da derivada.

Assim, o residuo ficara:

= lim i _ 2 OJ%WO 1
Res(f) = 7]11‘”71k dm {(771 k) [senh? (mu/mo) (m — me)? + -..] l(m - 772)2] } - (A1)

Substituindo o resultado dessa equagao na Eq. (A.10) ficamos com o seguinte

resultado para [4:

47?@770(11

oo 1 d i,
3¢5 Z o senh?( "fhk/ﬁo) / o [(nlk — 772)3] dns [a (?72)} ' (4.15)

Perceba que agora temos uma integral na variavel 7,. Para resolve-la, vamos
novamente utilizar o teorema do residuo. De novo, utilizando a forma do fator de escala

como sendo a dada pela Eq. (3.36) ficamos como:

47m70a1 /+°° a? [ 1 ]
E d . A.16
3¢5 o senh?( 771k/770) " Mo COShQ(UQ/Uo) (mr — m2)? ( )

Mais uma vez, temos dois tipos de polos. O primeiro, 75 = 7 ¢ um polo imaginario.

O segundo, vamos escrever por conveniéncia como sendo;
, 1
N = Momi | 1 — 5) (A.17)

Ou seja, novamente teremos infinitos polos. Contudo, podemos contornar os polos
12 = 11 tomando apenas os valores negativos para [, ou seja, [ =0, —1, —2, —3.... A figura

(8) apresenta a representagao desse contorno escolhido.
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Figura 8 — Representacao grafica dos polos e do contorno escolhido. O circulo fechado
representa o polo s = 11 que queremos contornar. Os pontos representam
os polos 7. Perceba que existem infinitos polos 7, um para cada valor de [.
Fonte: criada pelo autor

Dessa forma, usando o teorema do residuo e fazendo o mesmo procedimento

realizado anteriormente teremos o seguinte resultado para a integral:

47rm0a1 o= 1 3
-2 Al
z en®( 771k/770) { wiajno Z [< 4] } ,  (A1B)

3c3 = senh?(na/mo) | (k — 1)

onde o sinal negativo é devido o contorno que escolhemos por baixo como na figura (8).

Substituindo os valores dos polos dadas pelas Eqs. (7) e (A.17) na equagao anterior
e utilizando a identidade trigonométrica do seno da soma de dois angulos teremos o

resultado final (salvo algumas manipulagoes que podem ser feitas)

87T a1770 Z Z — l i (A.19)

4
o im0 (

ou ainda, para efeito de organizacao, podemos fazer — = m para encontrar exatamente o

resultado apresentado para essa integral nos resultados na Eq. (4.62):

_ 8CL1 ii k+m+1) (AQO)

2
g k=0 m=0
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APENDICE B - Condensado de

Bose-Einstein

Apresentamos aqui um pequeno resumo sobre condensado de Bose-Einstein.

O estado em que podemos encontrar a matéria muito depende do grau de agitagao
das moléculas que, como sabemos da termodinamica esta diretamente relacionado a
temperatura. Existe uma fase da matéria formada por bésons em que os atomos que a
compoem passam a "mostrar’ mais as os efeitos quanticos em escala macroscopica. Esse
estado da matéria conhecido pelo nome de condensado de Bose-Einstein (CBE) é atingido
quando os bésons estdo a uma temperatura proxima do zero absoluto (T' « 0K), fazendo
com que essas particulas atinjam o mais baixo estado quéantico. Esse estado foi teorizado
por Einstein através dos trabalhos realizados pelo fisico indiano Satyendra Nath Bose. A

temperatura em que esse estado acontece deve ser inferior a:

(B.1)

T R2n?/3 472
"7 2mhkp [VT(3/2)¢(3/2)
onde ¢ ¢ a funcao zeta de Riemann, n é a densidade de particulas, m é a massa por béson

e kg é a constante de Boltzmann. Para mais detalhes ver [21]

Figura 9 — llustragao da formacao do condensado de Bose-Einstein. Conforma a tempe-
ratura diminui (da esquerda para a direta), as caracteristicas quinticas ficam
mais visiveis em escala macroscopica. Fonte: nobelprize.org

Em 1995, experimentos realizados por Eric Cornell, Carl Wieman e colaboradores,
no Instituto Conjunto do Laboratério de Astrofisica, mostraram que é possivel encontrar
um condensado em um gas diluido de rubidio, em que seus atomos sao resfriados até
uma temperatura da ordem 7 = 170nK e confinados magneticamente. Hoje, outros

condensados de Bose-Einstein ja foram obtidos com outros tipos de elemento, como com
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cloreto de niquel e até mesmo com soédio 23. Além disso, recentemente, em 2017, um
estudo realizado pelo fisico Sadhan Adhikari, do Instituto de Fisica Teérica da UNESP
[27] investiga outro fendmeno "estranho' que pode ocorrer no condensado de Bose-Einstein:

A quebra de simetria espontanea que ocorre nesse sistema fisico.

Por fim, vale ressaltar que o condensado de Bose-Einstein também tem se mos-
trado como um fluido em que pode-se estudar fené6menos que nao conseguimos acessar
diretamente, na criagdo de modelos andlogos desses fenomenos . Um bom exemplo disso
é o estudo da existéncia da radiacao hawking em buracos negros. O condensado de
Bose-Einstein poderia confinar fénons, formando assim buracos actsticos. A referéncia [9]

tras uma boa discussao sobre modelos analogos e gravitacao andloga.
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APENDICE C - Funcdo de dois pontos pelo

método da funcao de Green

Vamos aqui descrever a forma de obter, via método das fungdes de Green, a funcao

de dois pontos dada pela Eq. (3.30). Nossa discussao serd baseada na referéncia [23].

Uma fungao de Green ¢ 1util para encontrar solugoes de equacoes diferenciais do

tipo
E(e) = (@), (1)
onde L é um operador de segunda ordem que atua sobre uma funcao qualquer U(x) e f(x)

¢ uma funcao que representa um termo de fonte.

A ideia é que, ao invés de resolve-la, podemos encontrar a solugao para a seguinte
equacao:
LG(z,2') = §(x,2) (C.2)

onde G(z,2') é chamada funcao de Green. Dessa forma, a solucao de (C.1) deveria

obedecer a seguinte relacao:
V(@) = [ da'Gla,a') () (€.3)

Assim, para encontrar (3.30), imaginemos que o operador L seja da forma (O+m?).

Podemos ter a seguinte equagao:

(D4 m?)G(z, ') = —6W(z,2), (C4)

onde o [ = C%% — (8%2 é o operador d’Alembertiano. Logo, a Eq. (C'.4) seria a solugao da

equagao de Klein-Gordon que descreve o movimento de uma campo de massa m. Tomando

a transformada de Fourier de G(z,2’) e de §®(z, 2") dadas por

1
(2m)*

Gz, a) = / ke~ G (k) (C.5)

1
(2m)*

e aplicando em (C'4), obtemos a seguinte equagao

oW (z,2') =

/ dife—*De (C.6)

1
(2m)

1)4 /d4k‘ (_ (k0)2+ | 5 | +m2> e_z‘k;Axé(k,) _ 5(4)(x,x’) _

(27 ct

/ d*ke= A (CL7)

com —kAz =k -7 — kK°At, em que 12 = (2 — /)2 e At =1 — 1/,
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Perceba que para essa igualdade se manter devemos ter:

(—(’?2+ |k | —|—m2> G(k) =1, (C.8)

0

0 que nos permite escrever:
~ 1
Gk) = 05—
(1602)2 w2

€0

(C.9)

com w? =| k |2 +m?. Além disso, veja que mantemos um cy em vez de ¢ que ¢é a velocidade
da luz. Por mais que estejamos o sistema de unidades naturais, mantemos ¢y pois, em
nosso trabalho, estaremos tratando da velocidade do som, uma vez que trabalharemos

com modelos analogos.
Dessa forma, podemos escrever a forma de G(z, z’):

—ikOAt

37 ik 0 €
G(z,2') = Co/d ke /dk (C.10)

Podemos calcular a integral em k° através do método de integracio por residuos
(Apéndice A). Isso porqué, quando olhamos para essa integral, percebemos que temos
polos em k° = dcow. A escolha dos contornos podem nos fornecer dois tipos de funcoes

de frequéncia positiva e negativa, respectivamente, que sao definidas por:

G ') = 0] ). 0] | 0) = 55 | Phokeewso (e
G (a.2) = 0] [bla), o)) | 0) = o [ e, ()

chamadas fungdes de Wightman. Como ja sabemos o que queremos e para ser objetivos,
iremos calcular a funcao de frequéncia positiva dada pela Eq. (C.11). Para facilitar,

tomemos o caso sem massa de forma que w = k. Assim, ficamos com:

1 d3 k C()k’At) .

o) =55 ) 7 e

(C.13)

Fazendo uma transformagcao para coordenadas esféricas, de forma que Bk = k2senfdkdfdy

chegamos a:

1 o o ikr cos —ic
Gt (z,2") = 2(27r3/ /0 /0 ksenfdkdfdpe™ s 0= icokat (C.14)
ou ainda .
G+(x’$/) _ 2r(27r)2 /0 dk I:efik(CQAth) o e*ik(COAt+T):| . (C15)

onde usamos a identidade k - 7 = kr cos 6.
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Perceba agora que temos uma integral divergente. Para contornar esse problema,
podemos usar um artificio matematico fazendo uma mudanca de varidvel da forma
coAt — oAt — ie e depois fazer € — 0. Dessa forma, podemos reescrever:

_ —1 : > —ik(coAt—r—ic) —ik(coAt+r—ie)

G (x,2")

Logo, facilmente chegamos a:

G+ , -1 ’ Z'efik(coAtfrfie) Z'efik(coAt+7“7ie) 17
(x7x)_27"( 7'(')2 e%{[(COAt—T—Zf)_(COAt+T_i€)]}. ( ' )
Tomando o limite: . .

Gt (z,2') = (C.18)

 An? (—cg AL +r2)’

que ¢ semelhante ao que queriamos chegar.
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ANEXO A - Configuracoes de plotagens e

somas

Configuracoes utilizadas no software Wolfram Mathematica para as somas e plota-

gens dos graficos presentes nos resultados.

A.0.1 Caso ligado
b=—(I/PixI*(k—1/2)—m—t)3 —I/(Pi*xIx(k—1/2) —m)3)

R J e Ty
d=—IT/(PixI*x(0—1/2)—p—1t)3 —T/(PixIx(0o—1/2)—p)3)
(—P-i-i(—lé—i-o)ﬂ)g B (—p-i-i(—%z-i-o)w—t)g

¢ = Sum|b, {k, 1, Infinity }|

PolyGamma [2, %—l—%] —PolyGamma [2, W]
2m3

e = Sum|d, {0, 1, Infinity}]

PolyGamma [27 %-i— %] —PolyGamma[Q, 2””277;*2”]
2m3

F =Re[(]

Re [PolyGamma [2, % + %] —PolyGamma [27 W ”
273

H = Rele]

Re [PolyGamma [2, % + %] *IZOIyGamma [2, W] ]
2

a=1 /P x (Zeta[3] — Pi*4/90) + j * (3 /Pi® x (Zeta[3] — Pi*4/90) + B-Y/2x 11/2x F)

4
4 . . . _n
i (\”Re[PolyGamma[Zé+1;”]—PolyGamma[272“”;?2“]] N 3( 5 +Zeta[3]))
K

2v/Br3 3

u=1/Pi® * (Zeta[3] — Pi*4/90) + j * (3 /Pi® x (Zeta[3] — Pi*4/90) + A~V/2  s1/2 x H)

2V Ar3 P

3

4
4+Z Re|PolyGamm. Z ip+m+2i _T
M ] (\/E e[ olyGa a[2,%+ ﬂ PolyGamma[Z%H 3( 90 Zeta[iﬂ))

m = 0.0467
B = 0.00227
=11
s=1.2

A = 0.00833
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ANEXO A. Configuragoes de plotagens e somas

p=0.0911
j=36%10"%

0.0467

0.00227

1.1

1.2

0.00833

0.0911
3.6000000000000005*"-8

Plot[{a,u}, {t,0,10}, AxesLabel — {n,G[n]}, PlotLegends — {1, 2}]

Plot[{a, u}, {t, 2,100}, AxesLabel — {n, G[n]}, PlotLegends — {1, 2}

A.0.2 Caso livre

a=I*Q1/PixI*(k+1/2)—t)® —1/PixIx*(k+1/2))%)
b=T+1/(Pi*xI(1+1/2)—t)> —1/(PixI*(l+1/2)))

: <‘<;+i>3w3 " <i<%+’:>”‘t>3>

1| — L 3 1 1 . 3
(-t )
c= Sum[a, {k,0, Inﬁnity}]
d = Suml]b, {1, 0, Infinity}]

PolyGamma [2, % + %] +14Zetal[3]
273

PolyGamma [2, % + %] +14Zeta[3]

273
F = Re[]
T = Re[d]
Re[PolyGamma[Q,%Jr%H+14Zeta[3]

2m3

Re [PolyGamma [2, % + % H +14Zetal[3]

273
Q=A+«xBxF
R=HxBxT

AB(Re [PolyGamma [2, % + % ] ] +14Zetal[3] )

273
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BH (Re [PolyGamma [2, % + % ]] +14Zetal[3] )
273

A = 0.04545
H = 0.08333
B=36x10"8

0.04545

0.08333

3.6000000000000005*"-8

Plot[{Q, R}, {t, 0,10}, AxesLabel — {v, (G')[v]}, PlotLegends — {1, 2}]
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