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Resumo

O grafeno é um cristal bidimensional que consiste de uma rede hexagonal de dtomos car-
bono, sendo formada por duas sub-redes. As propriedades eletronicas surgem como con-
sequéncia da linearidade na relacdo de dispersdo dos portadores de carga, os pontos de Dirac.
No limite de baixas energias, o grafeno pode ser descrito por uma teoria de férmions livres sem
massa, assim, usamos a equagdo de Dirac na representagdo de Weyl em (2 + 1)-dimensdes do
espaco-tempo. Neste trabalho, usamos a teoria da elasticidade cléssica, para introduzir descli-
nagdes, em analogia com a descri¢do geometrica do espago curvo e o método de tight-binding
para uma abordagem especifica de redes de grafeno. Observamos que o elétron interagindo
com pontos de fermi, se comporta como uma particula efetiva (ou quasiparticula) no qual na
presenca da desclinacdo adquire uma fase de Berry. Consideramos uma métrica Riemanianna
a qual representa a geometria curva do grafeno, e introduzimos um campo de calibre nao-
Abeliano devido a presenca de desclina¢do. Além disso, estudamos a influéncia de um campo
magnético externo sobre os niveis de energia do grafeno. Finalmente, encontramos o anédlogo
dos niveis de Landau para o grafeno na presenca do defeito e do campo magnético externo no

sentido de verificar possiveis quebras na degenerescéncia.

Palavras-chave: Grafeno. Desclinac¢do. Fase de Berry. Equagdo de Dirac. Niveis de Landau.
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Abstract

Graphene is a two-dimensional crystal consisting of a hexagonal network of carbon atoms,
consisting of two subnetworks. The electronic properties arise as a consequence of the linea-
rity in the dispersion relation of the load carriers, the Dirac points. At the low-power limit,
graphene can be decribed by a theory of free massless fermions, so we use the Dirac equation
in Weyl’s representation in (2 + 1)-dimensions of space-time. In this work, we use the theory of
classical elasticity, to introduce slope, in analogy with the geometric description of the curved
space and the tight-binding method for a specific approach of graphene networks. We observed
that the electron interacting with fermi points behaves as an effective particle (or quasiparti-
cle) in which in the presence of the declination it acquires a phase of Berry. We consider a
Riemanianna metric which represents the curved geometry of the graphene, and introduce a
non-abelian caliber field due to the presence of declination. In addition, we study the influence
of an external magnetic field on the energy levels of graphene. Finally, we find the analogue of
the Landau levels for graphene in the presence of the defect and the external magnetic field in

order to verify possible breaks in the degeneracy.

Keywords: Graphene> Disclinations. Berry Phase. Dirac Equation. Landau Levels.
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Capitulo 1

Introducao

A Fisica do Estado Sélido (FES), em uma de suas especialidades, a dinamica de elétrons em
estruturas cristalinas. O estudo da FES é um prolongamento da Fisica Atomica (FA) que teve
seu inicio na década 1910 com o fisico Niels Bohr, ensinando como célcular os 6rbitas dos elé-
trons no seu interior, posteriomente com a descoberta da difracdo dos Raios-x e alguns calculos,
a FA teve varios avangos. A partir dessa perspectiva varios cristais foram estudados entre eles
cristais bidimensionais (2D). O trabalho publicado por Landau e Peierls em 1937, as flutuacdes
térmicas em redes cristalinas em 2D aduzia deslocamnetos atdmicos, tornando-se compativeis
as distancias interatdmicas em qualquer temperatura finita. Mas tarde, em 1966 e 1968, Mermin
e Wagner afirmaram que ndo seria possivel existir ordem magnética em 1D ou 2D, e generaliza-
ram para sistemas bidimensionais com simetria continua, com isso admitindo a ndo existéncia
de formagao cristalina em duas dimensdes. Com base em um trabalho publicado por Landau
e Peierls imaginava-se que seria impossivel a existéncia de matérias cristalinos formados de
carbono por serem [2] instdveis termodinamicamente. O grafeno, entretanto foi o primeiro ma-
terial bidemensional descoberto experimentalmente em 2004, pelo cientistas Andre K. Geim e
Konstatin S. Novoselov [1] da Universidade de Manchester, atrvés de uma tecnica chamada de

clivagem micromecanica, o feito lhes rendeu o Prémio Nobel em Fisica de 2010.

O grafeno além de possui também uma alta qualidade cristalina, é formado de uma mono-
camada plana de 4tomos de carbono, e considerado como 2D por ter espessura de um elétron,
organizados em células hexagonais com dtomos hibridizados na forma sp?, ocasionando em
um elétron livre por 4&tomo de carbono no orbital p e transformando o grafeno em um material
utilizavel em vérias aplicagdes. Sua estrutura tinica proporciona ao grafeno intimeras propri-
edades superiores, apresentando uma alta condutividade elétrica e térmica, boa transparéncia
chegando a 98%, boa resisténcia mecanica, flexibilidade inerente e sua drea superficial especi-

fica é muito grande [3]. Além de todas essas caracteristicas, o grafeno ainda é um material 100



vezes mais forte que o ago [4], em condugdo de calor se comporta 10 vezes melhor que o cobre
e excepcionalmente flexivel. E impressionante, pois ele combina fragilidade com ductilidade e
é impermedvel a gases, decorréncia da ligacdo carbono-carbono. Sendo uma das formas cris-
talinas do carbono, assim como o grafite (3D), os nanotubos (1D) e o fulereno (0D; os elétrons
ficam aprisionados no seu interior, tendo zero graus de liberdade), a Fig. 1 mostra a relagao

entre esses materiais.

Figura 1.1: Representagdo grafica do Grafeno (acima) como matérial de construgdo 2D para
outros matérias de carbono de outras dimensionalidades: o Fulereno, o nanotubo e grafite (da

esquerda para a direita) Ref.[6].

Os efeito de aplicagdo sdo incontaveis, podemos relacionar as inimeras propriedades apre-
sentas. As aplica¢des em circuitos eletronicos cada vez menores e mais eficientes, células sola-
res (custo/rendimento), sensores de gases e cristais liquidos [7], dentre os estudos desenvolvi-
dos com o grafeno existem também alguns trabalhos que visam sua aplicacdo do material em
uma nova espécie de cabo de transmissao de dados para a internet. H4 pouco tempo, testes
foram realizados a fim de substituir os semicondutores pelo grafeno devido a sua altissima efi-
ciéncia, comparando ambos. Cada vez mais pesquisadores e cientistas se debrugam no estudo
e aplicacdo do grafeno, devido o seu potencial. Outra aplicagdo, como purificar a d4gua, trans-
formando a 4gua salgada em potdvel, a ideia é simples, porém muito ttil e segue os principios
dos filtros tradicionais. Foi criado por pesquisadores do Massachusetts Institute of Technology

(MIT), a 4gua salgada é colocada para passar por dentro de um filtro extremamente fino cons-

2



truido com grafeno. Somente as moléculas do liquido passam, retendo todo o sal presente. E
se mostro eficiente na hora de eliminar outros elementos da dgua, inclusive a radioatividade. E
nessas intimeras aplicagdes com grafeno temos ainda baterias, chips, se mostrando um material
com potencial de uso praticamente infinito.

O objetivo desta dissertacdo é de estudar os efeitos de um defeito topolégico, tipo descli-
nac¢do, em uma rede hexagonal de grafeno na presenca de um campo magnético externo. Em
especifico, obtemos niveis de Landau analogos para o grafeno com tais configura¢des. Para
tal, nos baseamos no modelo geométrico para defeitos topolégicos em sélidos elédsticos de Ka-
tanaev e Volovich [33], onde os defeitos sdo representados por métricas que incorporam as
condig¢des de contorno associadas a elas. Neste contexto geométrico, usamos a teoria da massa
efetiva, que descreve o espectro eletronico de grafeno no nivel de Fermi, usando a equagdo
de Dirac sem massa. Nessa abordagem, observamos que a presenca do desclinagdo quebra a
degeneragdo dos niveis andlogos de Landau.

No Capitulo 1 discutimos o 4&tomo de carbono e sua hibridizagdo, serd apresentado a estru-
tura cristalina e eletronica do grafeno, faremos o cdlculo do espectro de energia para os orbitais
7 a partir do método tight-binding, usando o teorema de Bloch para escrever os auto-estados do
hamiltoniano da rede. Analisando o comportamento da relagdo de dispersado linear préximo
aos pontos de Fermi (K,K’), constatando e comparagdo a semelhanca entre excitagdes no gra-
feno e os Férmions de Dirac, mostrando que o equagdo de Dirac sem massa em espago-tempo
com (2 + 1) dimensdes, pode descrever o sistema. Ressaltamos ainda, alguns tipos de defei-
tos topoldgicos, as deslocagdes que sdo descritas contendo curvatura nula, porém com tor¢ao
ndo nula, por outro modo temos as desclinagdes (tipo de defeito abordado nesse trabalho) que
é descrita contendo curvatura ndo nula e tor¢cdo zero. Tanto as deslocagdes e as desclinacgbes
apresentam dois tipos: negativas e positivas.

No Capitulo 2, vamos apresentar a fase de Barry. Abordamos o processo adiabético, mos-
trando que uma particula ao circular um defeito surge naturalmente uma fase, apresentamos
que a geometria do sistema é a causa disso, a qual obedece a uma transformagdo de calibre
ou de gauge. Por ultimo, apresentamos o efeito Aharonov-Bohm como um exemplo de uma
fase geometrica. No capitulo 3, mostramos que o grafeno é um material de uma incrivel ver-
satilidade na formacdo de morfologias, textuais e estruturais. Abordaremos a geometria co-
nica, onde surge uma fase de Berry. Encontramos os niveis de Landau quando resolveremos
a equacdo de Dirac sem massa para o espaco-tempo curvo, acrescida de um termo de gauge
nao-Abeliano, acoplada com um campo magnético, assim, obtemos a energia do sistema. Fi-

nalmente, concluimos apresentando os resultados observados e as futuras perspectivas.



Capitulo 2

Grafeno e Defeitos Topolagicos

Nesse capitulo, discutiremos sobre o carbono e apresentamos as propriedades estruturais e
eletronicas do grafeno, fazendo uma revisao do calculo do espectro de energia para os orbitais
7 a partir do modelo tight-binding, usando o Teorema de Bloch para escrever os auto-estados do
hamiltoniano da rede. Em seguida, ha uma breve discussao sobre as observagdes apresentando
sobre a semelhanca precisa entre o grafeno e os férmions de Dirac, de modo que podemos
descrever o grafeno através da equagdo de Dirac sem massa num espaco-tempo com 2 + 1

dimensoes.

2.1 O tomo de Carbono e a Hibridizacado sp?

O carbono é conhecido muito antes da invengao da escrita, aproximadamente 3500 a.C. de-
nominada Idade da Pedra, na forma de carvao vegetal, objeto utilizado em pinturas de caver-
nas. Ele é o quarto elemento quimico mais abundante no Universo, é o decimo quinto na crosta
terrestre e é segundo elemento mais abundante em massa no corpo humano (cerca de 18,5%)
[8] atrds do oxigénio, devido a sua grande capacidade em formar ligacdes com ele mesmo e
outros elementos e pela sua configuragao eletrdnica 1s22s*2p?, permitindo que ligagdes quimi-
cas entre atomos de carbono sofram a hibridiza¢do, assim, surgindo orbitais hibridos sp, sp?,
sp® a partir da mistura de orbitais de subniveis atdmicos s e p. Ja foram identificados mais
de 10 milhdes de compostos distintos gracas as suas formas alotrépicas. Entre suas formas as
mais famosas estd o diamante (forma rara, cara e transparente) e o grafite (forma fragil, barata
e opaco), e cabe ressaltar que os compostos a base de carbono sdo a base da vida organica em
nosso planeta.

Esse nome carbono foi dado por Lavoisier em 1789, vem do latim carbo, carvao. No mesmo

ano, Werner e Harstem propuseram o nome grafite (do grego "para escrever") para uma de
W Harst fite (d " ! d
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suas formas alotrépicas. Embora conhecido de longa data, o carbono s6 veio a ter destaque e
reconhecimento como elemento quimico através de trabalhos de varios pesquisadores no sé-
culo XIX. O interesse em estudar as formas alotrépicas do carbono recebeu um grande impulso
a partir da década de 1980, quando os fulerenos foram descobertos e fabricados [9], Em 1996
H. W. Kroto, R. E. Curl e R. E. Smalley foram agraciados com Prémio Nobel de Quimica pela
descoberta. Até que finalmente em 2004 isolou-se a mais promissora das formas alotrépicas do
carbono: o grafeno. Encontra-se na literatura quimica como uma tnica camada da estrutura
grafitica e pode ser considerada como o ultimo membro da série de naftalenos, antracenos,
coronenos, etc., e o termo grafeno deve, portanto, ser utilizado para designar a camada in-
dividual de carbono em compostos de intercalagdo de grafite. O uso do termo "camada de

grafeno"é também considerada para a terminologia geral dos carbonos [10].

O grafeno é composto unicamente de atomos de carbono, possuindo seis elétrons e ocu-
pando os orbitais atomicos 1s%, 2s? e 2p?. Os elétrons do orbital 1s? sdo fortemente ligados ao
nucleo devido a forte ligagado entre prétons e elétrons, assim sdo chamados de elétrons internos,
os demais elétrons sdo denominados elétrons de valéncia. Na fase cristalina os quatro elétrons
de valéncia ddo origem aos orbitais 2s, 2p,, 2p, e 2p,. Apresentando uma diferenca de energia
entre os niveis 2s e 2p, sendo pequena se comparada com a sua energia de ligagdo quimica,
contudo no processo hibrido as fun¢des de onda desses quatro elétrons se sobrepdem natural-
mente. Ocorrendo o processo entre um atomo no orbital 2s e dois &tomos no orbital 2p aparece

a hibridizagdo chamada de sp? (veja figura 1.1).

E > x Y z 5 r Y =z
o [T ] 2 (4t 2 [
v [0 . 262 [} b 2sp? [ 4] 4

152 |t} 152 [t 152 |t

Figura 2.1: Representa¢do do processo de hibridizagdo dos d&tomos de carbono na formacgéao do

grafeno [11]

Nesse processo, um elétron do nivel 2s? ¢ transferido para o orbital 2p,. Ap6s ocorrer uma
combinacdo linear entre os orbitais 2s e o 2p,,, originando o orbital hibridizado 25p?, esses trés

estados se mantém no plano x-y com um angulo de 120° entre eles, formando ligagdes o (3
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ligagdes covalentes planares relativamente forte) com os dtomos vizinho e essas ligagdes sdo as
que dao forma da rede hexagonal do grafeno. O orbital 2p, (ndo hibridizado) fica perpendi-
cular as ligagdes o e forma uma ligacdo 7 (relativamente mais fraca), sendo responsével pelas
propriedades eletronicas do grafeno [13], ele fica na direcdo z (podendo ser encontrado tanto
em —z como em +z).

O grafeno formar uma rede cristalina hexagonal plana, sendo assim, um cristal bidimensio-
nal. Ele também é a base de vérias outros cristais como o fulereno e nanotubo de carbono, sendo
possivel através do embrulhamento da folha de grafeno com uma estrutura de zero-dimensao*
(0D) com aparéncia a uma bola e o enrolamento da folha de grafeno com uma estrutura unidi-
mensional? (1D), respectivamente [6](veja a Fig.1).

E um material em extrema ascensdo, e isso ocorre em diversas dreas da ciéncia, e tem tido
um olhar especial em ciéncias dos materiais e fisica da matéria condensada. E facil compreen-
der as indmeras pesquisas desenvolvidas hoje em relagdo ao grafeno, tem um leque de aplica-
¢do na area tecnoldgica, suas propriedades isoladas e combinadas tornam possivel a construcao
de cristais liquidos a base de grafeno [14], células solares com menor custo e maior rendimento
[15], sua alta potencialidade de aplicagdo em dispositivos eletronicos de alta frequéncia [16],
eletronicos flexiveis e melhor desempenho é de empolgar qualquer pesquisador, passando a
ser considerado com um super material. Por exemplo, a Nokia estuda desde 2006 identifi-
cando vdrias supostas aplica¢des e patenteou seu uso em sensores de cameras. O maior foco é
sua aplica¢do nos celulares da marca. Em 2013, o diretor da Nokia anunciou um investimento
de 2,7 bilhdes de reais nas pesquisas com grafeno, mostrando a importancia. Aqui no Brasil
a Universidade Mackenzie lidera as pesquisas experimentais, em 2013 foi anunciado um in-
vestindo inicial de 20 milhdes de reais na constru¢do de um centro de pesquisas de grafeno,
chamado de Mackgrafe - Centro de Pesquisas Avancadas em Grafeno, Nanomateriais e Nano-
tecnologias. Até entdo o maior investimento que uma institui¢do de ensino superior privada ja
fez [17]. E no inicio deste ano, a empresa Dini Téxtil investiu 10 milhdes em colaboragdo com o
centro de pesquisas Mackgrafe, o intuito é explorar as possibilidade sdo grafeno na area téxtil
para bancos de carros [18].

As propriedades do grafeno sdo peculiares, ao comparado com uma folha de ago onde a
sua resisténcia a ruptura é de 42N/m, ou seja, sua forca de ruptura é 0,40N/m, chegando
a ser 100 vezes mais forte [4]; praticamente transparente, absorve apenas 2,3% da intensi-
dade da luz, independe do comprimento de onda 6ptica, e é determinado tinico e exclusi-

vamente pela constante da estrutura fina [3]; tem uma condutividade maior que o do cobre

!Os elétrons ficam aprisionados no seu interior com zero grau de liberdade.
2Como um fio oco, os elétrons possui apenas um grau de liberdade.
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que é 0,60 x 105Q~tem ™!, tendo sua condutividade elétrica 0,96 x 10°Q~tem ™1, traduzindo-se
em um excelente condutor, isso em uma camada de grafeno; em temperatura ambiente, é do-
minada por fénos, a condutividade térmica do grafeno é proximo de 5000W/mK, fazendo o
comparativo com o cobre que tem uma condutivade térmica de 410WW/mK, o grafeno conduz

o calor quase 13 vezes melhor.

A técnica utilizada por A. Geim e K. Novoselov [1] para obter o grafeno, é chamada de
clivagem micromecanica, que lhes renderam o prémio Nobel de Fisica de 2010. Tal técnica
produz grafeno de altissima qualidade em termos de integridade estrutural em dominio idnico,
com propriedades elétricas e mecénicas quase ideais. Identificaram e caracterizaram o grafeno,

por meio do Microscépio de Forca Atomica (AFM - Atomic Force Microscopy).

Hoje encontra-se vérias formas de produgao do grafeno, de modo que pesquisadores ao re-
dor do mundo inteiro iniciaram uma corrida para alcangar novas formas de obté-lo com maior
eficiéncia e economicamente mais barato. Destacaremos quatro métodos para obtencdo do gra-
feno: clivagem ou esfoliagdo micromecanica, esfoliagdo em fase liquida, método de deposigao

quimica da fase vapor (CVD) e crescimento de grafeno epitaxial em SiC.
1) Clivagem ou esfoliacdo micromecanica

O método de clivagem ou esfoliacdo micromecénica é o mais simples e consiste em aplicar
uma fita adesiva em um grafite pirolitico altamente orientado (HOPG), remover a fita contendo
o grafite e colocar levemente em cima de um substrato de 6xido de silicio (Si0O3). O substrato
de Si0O; tem muita aderéncia, até mesmo maior que o proprio grafeno, a folha de grafeno adere
ao substrato. A detecgdo pode ser observada através de microscépio 6tico pois hd um contraste

entre o substrato e a folha de grafeno.

Através desse método de micro esfoliagdo é possivel gerar grandes pedagos de grafeno, da
ordem de até 100pm. Este método também o qual sdo conseguidas as melhores caracteristicas
estruturais e elétricas, pois o grafeno fica mais cristalino. Contudo, o que conta contra esse pro-
cesso é que na visdo industrial ele se torna invidvel, devido a sua maneira de obter o grafeno,

tornando a busca de outros métodos de produgao do grafeno.
2) Esfoliacao quimica em fase liquida a partir do grafite

Esse método consiste em diminuir e quebrar as intera¢des de staking = — 7 (intera¢des inter-
moleculares do tipo empilhamento) contida entre as camadas de grafeno [20]. Se diminui essas
interagdes, usando reagentes colocados entre as camadas. O consumo desses reagentes ¢é inter-
rompido por conta da produgdo desses gases em alta pressdo, a estrutura sofre uma alteragao
passando de sp? para uma de sp® — sp®. Essa técnica mostra-se ser versétil, pois usam agentes

quimicos de facil acesso como o cloreto de potassio e os dcidos nitrico e sulftrico ressaltando,
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Figura 2.2: Grafeno esfoliado micro mecanicamente. Imagens 6ticas de (a) grafite, (b) grafeno
de poucas camadas (FLG) e grafeno monocamada (contraste ptrpura mais claro) numa camada
de SiO* ~ 300nm. Cores amareladas indicam amostras mais espessas (~ centenas de nm)

enquanto contrastes azulados e mais claros indicam amostras mais finas [19].

e que poderia ser realizada em alta escala para a produgdo do grafeno [19].

3) Processo de obtenc¢ao pelo método CVD

Constitui-se em obter grafeno através da deposigdo quimica na fase vapor em substratos de
cobre. O cobre formar liga¢Oes fracas na superficie, possuindo uma configuragao eletronica es-
tavel e que tem pouca compatibilidade com o carbono, isso torna-o um material favoravel para
o crescimento do grafeno em sua superficie. Ao realizar a aplicagdo de um tratamento térmico
na superficie do cobre aplicando gases de argdnio e hidrogénio aumentando os gréos do cobre,
proporcionando uma superficie mais uniforme. Apés o tratamento térmico um gas carbonéceo
(acetileno, metano, benzeno, etileno, e etc.) é colocado no forno CVD. O gés entdo é colocado a
altas temperaturas e baixa pressdo prendendo ao substrato presente (metal catalisador). Apds
o crescimento da folha de grafeno, o forno é esfriado para a sua retirada [21].

Esse método com o beneficio do custo da amostra ser relativamente baixo, comparado com
os demais processos, porém encontra-se uma desvantagem, ele é limitado pelo tamanho da su-
perficie da amostra de cobre. Além do transporte elétrico, os pontos de nucleacdo do grafeno
ndo apresentam uma orientagdo tnica, devido a baixa interagdo do grafeno ao substrato provo-
cando um espalhamento dos elétrons e por consequéncia um transporte elétrico de qualidade
menor do que é observado em processos onde o grafeno é obtido por esfoliagdo do grafite.

4) Crescimento de grafeno epitaxial em SiC

Existem intimeros processos na geragdo do grafeno nas superficies do carbeto de silicio
(SiC). O que se demostra melhores resultados é o crescimento em pressao atmosférica. Nesse

processo a amostra de SiC é colocado dentro de um forno a uma pressao atmosférica em ambi-
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Figura 2.3: Esquema de um sistema CVD [21].

ente contendo argdnio. O forno é aquecido até temperaturas que varia entre 1500°C' a 2000°C,
decorre a sublimacgdo do silicio do substrato (Veja a fig. 1.4). As monocamadas do grafeno
formadas a partir da reorganizacdo do carbono que entdo fica depositado sobre a superficie do

SiC [22]

@ o

Fa

SR O O OO0 0O 0
- e o o4
) Silicio < Carbono Carbeto de Silicio

Figura 2.4: Representagao do carbeto de silicio sublimando e o carbono aliando-se na superficie

do substrato [23].

Observa-se bons resultados em rela¢do a qualidade e produgao do grafeno, ja o custo é uma

barreira nesse método, até mesmo em relagdo aos demais métodos mencionados.

2.2 Estrutura Cristalina e Eletronica do Grafeno e o Espectro de Ener-
gia Para Orbitais 7
O grafeno pode ser entendido como uma monocamada de 4tomos de carbono em uma es-

trutura cristalina hexagonal, descrito como duas sub-redes triangulares A e B sobrepostas, re-

lacionadas por simetria de inversdo. A célula unitaria do grafeno é composta por dois atomos,
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sendo cada 4tomo pertencente a uma das sub-rede. Podemos observar (ver Fig. 1.2), a zona de
Brillouin do grafeno é um hexdgono, possui seis vértices que formam dois grupos diferentes

de pontos K, denominados de K e K (sdo os “pontos de Dirac”).

o0 @
£

AP

ky

e { K ‘\\
n -- I ‘
.94 » .
& =" Ij k
o ; X
K

T S
(A) (B)

Figura 2.5: (A) Representacdo da rede de grafeno e das suas sub-redes A (dtomos de carbono
de cor cinza) e B (4&tomos de carbono de cor verde). Os vetores ¢i e ¢; sdo os vetores primitivos
da rede real, e os vetores ;1 23 e Uj—1,2.3 s30 0s vetores dos primeiros vizinhos (onde o j é o
indice que rotula os vetores u e ¥) e a celula unitaria (losango em linhas tracejada) e (B) Vetores

da rede reciproca biebyea primeira zona de Brillouin do grafeno [24].

Pelo elemento de simetria da rede cristalina, podemos por translagdo dos vetores da base
¢i e ¢; conseguir as duas redes de Braveis triangulares, tanto a sub-rede A gerada pelo vetor
7i = ni¢i + m;c3 e a sub-rede B gerada pelo vetor 7; = n;ci + mcs + cf, com n; e m; € Z.
Definimos a origem da célula unitaria d = d(—1,0), sendo a distancia interatdmica entre os
dtomos de carbono dado por d ~ 1,42A e dy = v/3d = 2,46A, a constante da rede. E importante
destacar que cada sitio em uma sub-rede interage com os outros trés sitios vizinhos da outra
sub-rede, isso se dar através dos vetores dos primeiros vizinhos, ;-1 3 € U;j—1,23, iSs0 ocorre
para o modelo tight-binding.

Assim, para uma folha de grafeno perfeita e infinita, podemos escrever os vetores da rede

como:
El = (ég’ 3) ) (21)
. V3 3
@:d<2,2>, 2.2)

onde a origem do sistema estd na célula unitdria d = d(—1,0), assim teremos os vetores de
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primeiros vizinhos,

Uy = d(—l,O), Uy =d (;7 ?) s iz = d (;7 _?) ) (23)
o= d1,0), T =d (-é —?> C H=d <_; ?) | 2.4)

Assim, como os pontos de Fermi (mostrados na figura 1.2b) sdo dados da seguinte forma,

K= (33\%) (1,0), K'= <3;‘\7;§> (—1,0). (2.5)

Esses pontos sdo importantes nas propriedades de transporte eletronico do grafeno, pro-
priedades que sdo determinadas, principalmente, pela natureza do espectro eletronico em
torno desses pontos. A rede cristalina do grafeno é rotacionada 30° no espago reciproco em
relacdo a rede direta, e a rede cristalina do grafeno possui simetria de inversdo espacial (x;
y)— (—x;—y)[25].

Os pontos K e K’ sdo de alta simetria da primeira zona de Brillouin e sdo muito importantes

para o estudo do grafeno, e as coordenadas destes pontos sdo dadas por:

S by —by - o
K(K/) = 5[{"([?/) : 3 2 -+ mby + nba, (2.6)
onde m e n sdo numeros inteiros, {z = 1 e {;z, = —1 produzem as posi¢des dos pontos K

e K’, respectivamente. Sdo chamados de indices de vale [26], os pontos com mesmo £ sdo
equivalentes.
Utilizaremos o Teorema de Bloch para escrever os auto-estados do hamiltoniano da rede

(Teorema de Bloch - apéndice A). Abaixo estd enunciado o Teorema de Bloch [27]

Teorema 2.2.1 (Bloch). O auto-estado 1) do hamiltoniano de um elétron H = 2% 4-V (i), onde V(7+R)
é um potencial periédico, para todo R na rede de Bravais, pode ser escolhido ter a forma de uma onda

plana multiplicada por uma fungdo contendo a periocidade da rede Bravais:

VT = ¥y, (7), (2.7)

onde a periocidade da fun¢do de onda:
up(F— R) = up(7). (2.8)

As fungoes de Bloch sdo invaridveis por translagdes dos vetores da rede. Sendo possivel
obter a funcdo de onda de qualquer célula do cristal fazendo uma translagdo de multiplos

inteiros dos vetores unitdrios e multiplicar pelo fator de fase e**%.
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No método de tight — binding, o hamiltoniano que descreve os orbitais 7 do carbono, for-
nece a estrutura eletrdnica do grafeno para energias proximo ao pontos de Fermi (pontos de
neutralidade de cargas) e que o elétron pode apenas ser transferido do seu sitio para o sitio dos

primeiros vizinhos, é dado por [29]:

3 3
H=—ty > a b+ i) —t) Y b7l +7)). (29)

i=A j=1 i=B j=1
O termo t é o fator de hopping, ele é responsavel pela transferéncia entre primeiros vizinhos
e associado a probabilidade de troca dos elétrons nos orbitais 7 entre &tomos vizinhos, seu valor
ét = 2,7eV. Temos a'(7;) o operador de criacio de um elétron na sub-rede A, e o operador de
aniquilacio a(7;) aniquila um elétron na sub-rede A, igualmente temos o operador b' (), cria
um elétron na sub-rede B, e o operador b(7;) aniquila um elétron na sub-rede B, e seguem a

relacdo de anticomutacao:
{a(7), a' (7))} = {b(7), b' (7))} = b (2.10)

Devido a periocidade da rede podemos usar a transformada de Fourier:

- 2
a(k) = /F ((;F)Qe’k'”a(ﬁ-), 2.11)
- dx? .
B(R) = /F e ). 2.12)

Sendo possivel sair da célula unitdria do espago real para a primeira zona de Brillouir (I'),

onde os vetores sdo obtidos pela relagdo de b; - @; = 276;;, assim nosso hamiltoniano fica:

N
—

]
~—

H :/ e ( at(®) bR ) R 7=l . (2.13)
r (2m) —t> 5 T 0

S
—

o
~—

Resolvendo a equagdo de autovalores, ap6s ter diagonalizado a matriz que esta no interior
da integral na eq. (2.13):
o Sy e XMAN_pgl ™, (2.14)
—t> 5, ek 0 XB XB
onde x 4 e xp correspondem as componentes do autovetor. Resolvendo o determinante obte-
mos os autovalores,
0-F —t 2?21 et

det o
—tY 7 eR 0—E

=0. (2.15)
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Da eq. (2.15) encontramos os autovalores de energia:

3 3
E? =¢? Z et Z eik'ﬁf’, (2.16)

abrindo o somatorio, e calculando para todos os sitios que estdo ocorrendo as transferéncias,

conseguimos:

E =4t |1+ 4cos? (?kyd> + 4cos <2kxd) cos (fkyd) : (2.17)

f(k)

A eq. (2.17) nos mostra o espectro de energia do grafeno, o qual consiste de duas bandas
de energia: a banda de valéncia com a superficie com E(k) < 0 e a banda de condugdo com a
superficie com E(k) > 0, as duas bandas se tocam quando E = 0, isso ocorre em seis pontos
que se localizam na primeira zona de Brillouin formando um hexdgono (Veja a Fig. 1.3) e sdo
justamente os vetores definidos nas eq. (2.5). O espectro é simétrico, E(k) = E(—k) (simetria
particula-buraco), e no estado fundamental a banda de valéncia estd preenchida e a banda de

condugéo esta vazia.

d

(]

Figura 2.6: Representagdo da estrutura das bandas do grafeno. Uma ampliacdo do cone de
dirac do grafeno, também conhecidos como pontos de Fermi(K, K’), local onde a banda de

valéncia e a de condugéo se tocam (F = 0) [29].

A Fig. 1.3 intui que o grafeno é um material metdlico, mas devido a sua baixa densidade
eletronica préximo dos pontos de Dirac, é considerado como um semicondutor de gap nulo (ou
zero) [6], sendo sensivel a simetria da estrutura, a banda de valéncia toca a banda de conducao
em um tnico ponto; existem apenas dois autovalores de energia para cada ponto k dentro da

primeira Zona de Brillouin.
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A figura acima mostra que os cones de Dirac do grafeno caracterizam o efeito relativistico,

observados na escala nanométrica. Devido a periocidade o nimero de pontos de Fermi se

reduz a dois pontos, sendo pontos equivalentes: K = (O, j:gil/%). Ressaltamos que em re-
gimes de baixas energias, os elétrons no grafeno comporta-se como uma particula sem massa,
e a nossa relagdo de dispersdo de energia torna-se praticamente linear, e esse € um dos varios
objetivos de estudo desse material.

Fazendo uma expansao do vetor de onda k em torno dos pontos K e K’ (préximos aos
pontos de Fermi) e decompondo k em um vetor K (K’) projetando na direcio do ponto K(K') e

um vetor infinitesimal ¢,

k=K+q k=K' +q (2.18)

Os vetores K e K’ foram definidos na eq. (2.5), e também pela fig. (1.3); substituindo o

vetor de onda k no fator geométrico f (k) e fazendo uma expansao de 1 ordem em ¢, temos:

f(k) = f(K +q) (2.19)

dn dn
=0
—iY e g4, (2.20)
i,

- 1 Lo
considerando que ¢ d,, < 1, sendo ¢ < 7 usando os valores K (K') (definidos na eq. (2.5)) e

0 dy,(vetores dos primeiros vizinhos @ e ¥, egs. (2.3) e (2.4)), obtemos:

para K:
-~ 3d . 3d ,
f(k) = —(—qz +igy) = — (—px +ipy), (2.21)
2 2
para K
-~ 3d _ 3d )
f(k) = 7(_QI + ZQy) = 7(1756 + Zpy)- (2.22)
2 2



Assim, podemos reescrever o hamiltoniano:

3t 0 +1
Ho="d e =ty ) (2.23)
Pz F ipy 0
) . . 3t
o termo Hy é para todo ponto de Fermi, K, e K_, e o parametro vy = Ed chamado de

velocidade de Fermi, tem o valor de ~ 105m/s. A eq. (2.23) fica:
H=—iv;G-V, (2.24)
as matrizes de Pauli 7° atuam nas sub-redes do grafeno e sdo definidas

o 1 o —1i 1 0
ol = gy = . oy = : (2.25)
10 i 0 0 -1
Podemos escrever o hamiltoniano do grafeno como uma equacao tipo Dirac para férmions
sem massa,

V"0 = 0. (2.26)

A equagdo acima indica que o grafeno é descrito como um sistema de 2+1 dimensao e
permite compreender os estados eletronicos de baixas energias para orbitais 7, e que o ¢ é
o spinor com 4 componentes da equacgdo de Dirac. Relacionado as duas sub-redes e os dois
pontos de Fermi e, a velocidade de Fermi faz o papel da velocidade da luz.

A fig. 1.3, mostramos um zoom da estrutura da banda de energia perto de um dos pontos de
Dirac (no ponto K ou K’, na primeira zona de Brillouin do grafeno), se percebe que o espectro
de energia para momentos pequenos, préximos aos pontos de Fermi, a dispersdo de energia é

linear, o que caracteriza a dindmica da equagéao de Dirac.

2.3 Defeitos em Cristais

A rede cristalina de um sélido em um sistema fisico real pode apresentar varios defeitos,
assim como, a produgdo de cristais em laboratdrios. Esse aspecto, interpretamos como defeitos
na estrutura devido a um evento local em torno de um sitio na rede, e podem ter origem qui-
mica, elétrica ou estrutural. E importante compreender os defeitos em s6lidos, para entender o
comportamento de difusdo, trasi¢do de fase, transporte eletronico, reatividade dos compostos
em soélidos [31], e sua aplicagdo na medicina e produgdo de novos materiais [32].

Considerando um cristal tridimensional ideal, perfeito e infinito onde nenhuma forga ex-

terna serd levada em conta, podemos escrever os sitios da rede desse cristal como,

T = niai + nods + n3as. (2.27)

*Matrizes introduzidas na mecanica quantica néo relativistica para descrever particulas de spin-1/2.
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Para esse cristal livre de defeitos, sendo a; os vetores da rede e n; nimeros inteiros. O pri-
meiro passo é definir o sistema de referencial cartesiano em relacdo a z;, ¢ = 1,2, 3, as proprie-
dades elasticas ndo deformadas possuem simetria de rotagdo e translacdo, chamado de estado
fundamental, assim nesse estado deformado podemos descrever por uma métrica euclidiana
plana §;; = diag(+ + +), e a tor¢do nesse meio é igual a zero. O passo seguinte é assumir
que forgas externas atuam sobre o cristal, onde havera deformacgdes e os sitios da rede terdao

o« o~ — — / . 2
uma nova posicao, sendo afetados pelo vetor deslocamento #(x) = u(z(x )), ou seja, apds a

deformacdo o ponto z’ terd as coordenadas,
z; = i + ui(z), (2.28)

assumimos que os campos dependem das coordenadas x; que sdo coordenadas dos pontos do
. , -~ ’ . . 2 . ~
meio ap6s a deformacéo z; e cobrem todo o espaco Euclidiano R3. Apés a distorcdo, o vetor de

distancia entre dois pontos vizinhos infinitesimal espacados em x e y é alteradode dz =z — y

para
de; = dx; + Ojui(x)dxj, (2.29)

e seu comprimento é dl = |/dx?, temos entdo
Al = (dI® + 2€;jdxida;) 2. (2.30)

A matriz simétrica ¢;; denominado como tensor deformacao, é dada por

(8iuj + 8jui + &ul@jul), (231)

eij

N

para aproximagao linear assumimos que J;u; < 1, assim

((%uj‘ + 8]11,@) (2.32)

Eij =

N =

A existéncia de descontinuidades e singularidades no campo de deslocamento é interpre-
tada como a presenga de defeitos no meio eldstico, ja na auséncia de defeito assume-se que o
campo de deslocagdo ¢ suave no espago R?. As deformagdes estéticas, quando o campo de des-
locamento u; ndo depende do tempo. Entdo as equagdes bésicas de equilibrio para pequenas

deformagdes serdo [33, 34]
o+ fi=0 (2.33)
AR 4 2pe = o (2.34)
onde ¢% é o tensor de tensdo, assumido como simétrico. sendo ) e p constantes e representam

as propriedades eldsticas do meio, denominados de coeficientes de Lamé. Temos nesse con-

texto que a eq. (??) equivale a lei de Newton, onde f?(z) sdo funcdes e descrevem a densidade
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total das forcas ndo-elasticas distribuidas dentro do meio (f7(x) = 0, atribui a inexisténcia des-
sas forcas). Ja a (2.34) assemelha-se a lei de Hook associando os tensores de tensdo e deforma-
¢do. A métrica euclidiana d;; e a sua inversa ¢/ é responsavel pelo levantamento e abaixamento
dos indices.

Para o regime de pequenas deformacdes o levantamento e o abaixamento de indices é fre-
quentemente esquecido, ja na presenca de defeitos recorremos a métrica riemanniana para a
realizacdo desse procedimento. Considerando transla¢des infinitesimais, que leva do ponto
2" —x" no espago-tempo, precisamos da descrigdo da teoria da elasticidade através de geome-
tria riemanniana. Do ponto de vista matematico, o mapa (2.27) por si s6 é o difeomorfismo do
espaco euclidiano R?. Neste caso, a métrica euclidiana §;; é induzida pelo mapa x;—Xx;. Isso
significa que no estado deformado a métrica na aproximagéo linear sera

oz'F ozt
gij (x) = 7a$1 @(5” ~ (51']' — 8iuj — 8jui = 51']' - 261‘]'. (235)

Na aproximagao linear €;;(z) = ¢;;(z') e du;/dx; = du;/dx;, onde a ultima igualdade é para
pequenas deformacgdes. Partindo da equacdo (2.34) as deformagdes na rede cristalina podem
ser descritas utilizando a geometria diferencial, aqual pode associar desloca¢des com tor¢do e

desclinacdo com curvatura [33].

2.3.1 A teoria de Eisntein-Cartan

Lembrando que da RG as quantidades geométricas sdo construidas com a coxegdo afim,
Fﬁa = Ffm sendo simétrica nos indices ;1 e a. A distancia infinitesimal entre dois pontos no
espaco-tempo é dada por,

ds? = g dx’dz” (2.36)

A equagdo (2.36) é o elemento de linha do espago-tempo. A métrica g, é dada por um
tensor covariante de ordem 2, obedece a duas propriedades, a metricidade g,, = g, e 0 seu

determinante é ndo-nulo |g,,, | # 0, dessa forma, podemos definir a inversa da métrica g,
9" gur = oF, (2.37)

ou seja, a matriz simétrica g"” é a matriz inversa de g, .

Podemos entdo usar a métrica g para definir um isomorfismo (correspondéncia biunivoca
entre os elementos de dois grupos, que preserva as operagdes de ambos) entre os tensores
covariantes e contravariantes, assim usarmos a métrica para levantar e abaixar indices. Se A*
sdo as componentes contravariantes de um tensor, entdo A, sdo as componetes covariantes,
associados

Ao = gupA® e AY = g°P Ag (2.38)
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A assinatura da métrica g,3 é dada por (2-n), n é a dimensdo da variedade e é dita uma
métrica de Lorentz. A métrica por ter um carater Lorentziano nos permite separar os vetores
ndo-nulos da variedade em trés classes de acordo com sinal de g(z,x), x € um vetor da varie-
dade. Teremos g(z,z) = gapr®x3 > 0 0 vetor é tipo-tempo, g(x,z) = 0 o vetor é tipo nulo, e
para g(z,x) < 0 o vetor é tipo-espago, os vetores tipo-nulo formam um par de cones sobre a
variedade, separando os vetores do tipo-tempo (interiores ao cone) dos vetores do tipo-espago

(exteriores ao cone) [36].

Derivada covariante, tensor de torc¢io e tensor de curvatura

A operagao definida em (2.38) é vélido quando aplicada em uma derivada espacial num
campo escalar e teremos um vetor covariantes, mas a operagdo ja ndo é valida quando aplica-
mos em um tensor ou mesmo em um vetor, pois ndo teremos mais um tensor. Aqui temos a
necessidade de introduzir a nogdo de derivada covariante para solucionar esse problema. seja
A, um vetor covariante e A¥ um vetor contravariante, definimos a sua derivada covariante e

derivada contravariante, respectivamente,

ViuAy = Ayy = 0, A, — T, Ao, (2.39)

VAV = AV, = 9,4V + T}, A% (2.40)
A derivada covariante obedece as propriedades de linearidade: V(7' + S) = VT + VS e aregra
de Laibniz: V(T'® S) = VI' Q +T @ VS. A conexdo afim I' se faz necessério, é um termo de
corre¢do. A derivada covariante em (2.38) e (2.39) é um tensor se, e somente se, a conexao afim

se transformar de maneira ndo tensorial,

/ oz’ Ozt Oz¥ oxf 92z
14 — " " T TP o T
U = Bar 0o 007 v + Gup a0 (241)

A generalizacdo da derivada covariante para um tensor de ordem arbitraria
VaTsl = 95 + DT 4 = TG, T2l — . (242)

Vamos definir a expressdo para a conexdo afim, exige-se que a derivada covariante da mé-
trica seja nula no espago de Riemann-Cartan, assim, como no espago de Riemann, para satisfa-
zer a condi¢do de ndo-metricidade

6)\guu =0, (243)

onde V) é a derivada covariante com torcao, e podemos escrever a equacdo (2.42) explicita-

mente

aAg,ul/ - Ffugﬁu - F/,b\),/guﬁ =0, (2.44)
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considerando a permutacdo ciclica dos indices A, u e v na (2.43) ficaremos com um sistema de
trés equagoes

Ougvr — Thg5x — T\ gap = 0, (2.45)

Bugru — To\gou — 2,008 = 0, (2.46)

fazendo (2.44)+(2.45)-(2.43) e ap0s fazer algumas manipulagdes,

6#910\ + aug/\u - a)\g;w = (Fﬁy + ng) gsx + (Fﬁ,\ - Ffu )gﬂu + (Ff,\ - Ff,/) 9Bu» (2-47)

ap6s multiplicarmos ambos os lados da equagdo por 1/2, percebemos que o lado esquerdo da
equacao representa a conexdo afim no espago-tempo riemanniano, os conhecidos simbolos de

Christoffel,
B

wv

1
= igBA (augu)\ + 8ug)\,u - 8)\9/w) y (248)

o lado direito é o termo referente ao tensor de contorgao:

1
Kﬁu = B} (Tgy - Tﬁl/ - Tyﬁu) ) (2.49)
onde Tfy é o tensor de torgdo:
B — o8B _ 18 B
T, = 2F|/\u| =Dy, — T\ (2.50)
Observe que o tensor de contorgdo é assimétrico nos dois primeiros indices, Kg,, = —K 3,

[37] e os indices sdo levantados e abaixados por meio da métrica, j& o tensor de tor¢do é as-
simétrico nos dois dltimos indices. Cabe ressaltar, para um espago-tempo plano (variedade
Lorentziana), tanto a métrica quanto a eq. (2.48) s6 depende da escolha das coordenadas, e
podemos fazer uma escolha de tal forma que os simbolos de Christoffel desaparecam. Porém
a eq. (2.49) nado desaparece pela escolha de coordenadas, porque depende da antin simétria da
conexdo. Isso nos leva a conclusdo, devido a inser¢do do tensor contorgdo, fica impossivel &
métrica descrever toda a geometria, além da tor¢do que tem um carater peculiar.

Encontramos uma expressao para a conexao afim compativel com a métrica

B
nv

8 o_ 8
s, = +Kp,. (2.51)

Para expressar o tensor de curvatura no espago-tempo com torgdo, aplicamos o comutador

das derivadas covariantes em um vetor,

[Va, Vg P* = T75V.P* + R} 5P, (2.52)

19



notamos que o comutador das derivadas covariantes no espago-tempo com tor¢do depende do

tensor torgdo e do tensor de curvatura R, 5, onde pode ser escrito

RYyp = 0aT05 — 0310, + 15,17, — T30 (2.53)

TQ)

o tensor de curvatura é assimétrico nos seus dois tltimos indices Rffa 5 = —Rfj o A curva-
tura (2.52) pode ser facilmente expressa através do tensor de Riemann (tensor de curvatura

dependendo apenas da métrica), derivada covariante V,, (sem tor¢do) e contor¢do como
A A A A A A
Riop = Rrop+VaK75 — VK2, + KWK:B - KJ3K],. (2.54)
De forma anéloga o tensor de Ricci pode ser escrito como
A A A A
R.p=R,5 = Rep+ VaK73 — VK7, + K’Y)\K:B — KT,YKzﬁ, (2.55)
fazendo a contragdo do tensor de Ricci, gTB R, 3, teremos o escalar de curvatura:
R=R+2V K}, — KNK]7 + K pn K™ (2.56)

Pegando o tensor de torgdo e dividindo-o em trés componentes, como mostra [37] o trago
do terson tencdo, T = Tﬂaa ; 0 vetor axial ou pseudotrago, SV = 50‘5”Tagu; e o tensor ¢*3v, o
qual satisfaz duas condigdes, o seu trago deve ser nulo(¢“Sa = 0) e a contragdo dos trés indices

com o tensor de Levi-Civita também deve ser nula, £*? Yqapu = 0. Reescrevendo-o

1

Topp = 3

1 v
3 (T,Bgau - Tugab’) - *EQB;WS + GaBpu- (257)

6

2.3.2 Referenciais locais

Até aqui trabalhamos com base usuais, ou seja, com base escolhida naturalmente para o
espago tangente que definimos a partir de agora como 7p, em um ponto p, tomando as deriva-
das parciais em relagdo a cada coordenada no ponto escolhido, e(n) = 0u. Apresentaremos um
novo formalismo para o espago-tempo com torgdo e curvatura, o qual nos possibilita fazer uma
escolha arbitrdria, uma escolha em uma base qualquer, ao introduzir esse formalismo o espago
cotangente T é dado pelo gradiente das fun¢des coordenadas, 6 = da*. Considerando que
em cada ponto da variedade, V, inserir um conjunto de vetores da base, supondo que eles se-
jam ortonormais e adequados para a assinatura da variedade. Teremos para o produto interno

dos nossos vetores da base ndo-coordenada e levando em considerando o espago-tempo:

9(€(a)> €v)) = Nabs (2.58)
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onde g é o tensor métrico e 7, é a métrica de Minkowski no espago tempo lorentiziano, os
indices latinos a, b estdo representando uma base que néo se associa com um sistema de coor-
denadas qualquer. Assim, podemos escrever seja qual for o vetor em uma combinagdo linear
dos vetores da base, isso vale até mesmo para a base antiga ¢,y = J,, por:

&

u = GZéa, (259)

as ej, sdo as conhecidas tetradas, as bases de referéncia locais, e a sua inversa é obtida pela

relagdo:
eher = 4ob, (2.60a)
eZeZ =4y, (2.60b)
de modo a escrever a base ortonormal ndo-coordenada em termos da antiga base
€(a) = €hep- (2.61)
Definido a inversa da tetrada, a equagdo (2.58) pode ser reescrita e fica
Guv€a €y = Nab, (2.62)
ou ainda, definindo em cada ponto do espago-tempo por um referencial local
G = Navelsch, (2.63)
assim, a tetrada e sua inversa:
et = napgt el (2.64)
Mapeando o quadro de referéncia curvo com o quadro de referéncia local, temos
ds® = Gudatdr” = TabeZef’,dx“d:c” = 6", (2.65)

os indices gregos (i, ) sdo relacionados a coordenadas de espago-tempo global e os indices
latinos a, b sdo relacionados a coordenadas de local.

De forma semelhante, podemos determinar uma base ortonormal ndo-coordenadas no es-
pago cotangente 77, e observando a equagao acima (2.65), é de facil constatagdo que as bases

cotangente e tangente se relacionam entre si, através da relacgdo:
0\ (e@)) = o5 (2.66)
A base nado-coordenada 1-forma pode ser relacionada com a base antiga, por meio de:

o) = ergla), (2.67a)

f@)

exfr), (2.67b)
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Desta forma torna possivel escrever os vetores e tensores, escritos na base antiga agora na
base nado-coordenada, isso ocorre de maneira vice-versa. Fazendo para um vetor ou tensor

misto,

TH = eteb TP, (2.68a)

Ty = e ey 1}, (2.68b)

nessa base ortonormal ndo-coordenada, observando a equagdo (2.63) concluimos que as com-
ponentes do tensor métrico é a propria métrica de Minkowski, constatando mais uma vez
que os indices gregos sdo associados ao espago-tempo curvo e os indices latinos associados ao
espago-tempo plano. A ortonormalidade tem que ser respeitada (2.58), mesmo que a mudanga
da base ndo-coordenadas seja independente das coordenadas.

A transformacao de Lorentz [38],
éa) — €9 = A% (2)éq, (2.69)

preserva a métrica plana de Lorentz, e A%, sdo matrizes e se transformam com dependéncia da

posicdo, porém ndo altera a forma candnica da métrica,
AL (2)AY (2N = Nab- (2.70)

Observe que existe dois tipos de transformagdes: locais dadas pelas matrizes A% e as de

coordenadas gerais, de maneira a abranger as duas transformagdes temos:

’
10 ’ a.’Eu 858”
Tyl =AY —— A}

,—— T 2.71
@ Pgn Y GV bV @.71)

Podemos pelo uso da lei de transformagdo definir a derivada covariante para uma base
ndo-coordenada, e a derivada covariante foi definida pela equagdo (2.42), o0 mesmo processo
serd utilizado com a ressalva que a conexdo afim F;\w serd substituida pela conexdo 1-forma, a
conhecida conexdo de spin wy = wy,dz*, as quais sdo obtidas das equagdes de Maurer-Cartan:

d6* + wi A B° = 0. As suas componentes sdo definidas:
V0" = w6, (2.72)
assim, a derivada covariante pode ser dada
Vi Xy = Xy + wpe Xy — wip Xo (2.73)

Encontramos as componentes da conexdo 1-forma em termos das tetradas e da conexdo

fim, ao Comparar a derivada covariante de um vetor na base das coordenadas com a derivada
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do mesmo vetor da base mista convertendo para a base das coordenadas, e se torna bastante
eficiente, pois no espago-tempo sem tor¢do a conexdo afim se reduz aos simbolos de Christoffel
(veja a (2.48))

a a ATV A a
wub = €,6 pX €y 8.“‘6)\' (2.74)

Nesse formalismo o tensor de curvatura e o tensor de tor¢do, sdo conhecidos como as estru-

turas de Maurer-Cartan [38] e sdo definidos:

T = df® + wi A 6P, (2.75)

p = dwy + we A wp, (2.76)

2

o tensor T é justamente o tensor de tor¢do em 2-forma, 7% = Tﬁyd:c“ A dx¥, o operador d é a
derivada exterior, A representa o produto entre formas diferenciais, wedge [73].

Relacionado nessa abordagem o tensor de tor¢do com o tensor de contor¢ado [40], da mesma
maneira na equacao (2.49):

T = K¢ AP, (2.77)

o tensor 2-forma se relaciona a uma conexao 1-forma:
a a
A conexao 1-forma relaciona com o tensor de contorgéo,

Kyap = Ko |eb(@)ey () = e (z)e ()] (2.79)

2.3.3 Defeitos topdlogicos

Uma rede cristalina de um sélido real como ja mencionado pode exibir varios defeitos, tra-
tando de sistema fisico real. E uma maneira de entender, que esses defeitos ocorrem localmente
e em torno de um sitio da rede, dado por causa quimica, elétrica e estrutural. A capacidade de
entendimento de muitos matérias se passa por compreender os defeitos em sélidos, dai suas
possiveis aplicagdes e desenvolvimentos de novos matérias.

A teoria da Relatividade Geral (TRG) prediz que o efeito gravitacional, ocorre devido a
curvatura no espago-tempo, curvatura definida pelo tensor de Riemann [41]. As cordas c6s-
micas surgem devido a quebra espontanea de simetria, sio um exemplo de defeito topolégico
na gravitagdo [42]; estando uma particula em repouso em torno de uma corda coésmica esta-
tica e infinita, ela ndo serd atraida pelo campo gravitacional, pois o espago-tempo ao redor da
corda césmica é localemnte plano, interessante que globalmente ndo, e uma métrica conica serad

possivel descrever o seu campo gravitacional.
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A mesma ideia topolégica explica o efeito gravitacional Aharonov-Bohm, lentes gravitaci-
onais, e também auto-forcas por uma carga em repouso. E comum em matéria condensada
o surgimento de defeitos topolégicos devido a quebra espontanea de simetria. O Katanaev e
Volovch [33], usando uma geometria fundamental na geometria de Riemann-Cartan, a equi-
valéncia entre as teorias de defeito em sélidos e a gravitacional em 3D com tor¢ao, mostrando
que cristais com defeitos topolégicos em um limite continuo, entendidos pela teoria geométrica
de defeitos [35]. Assim, descreveram o meio com deslocamentos (defeitos do meio eléstica) e
desclinagdes (defeitos na estrutura de spin) no ambito da geometria de Riemann-Cartan. Iden-
tificando o tensor de tor¢do com a densidade superficial de deslocamentos e tensor de curvatura

com a densidade superficial de desclina¢des. As rela¢des entre nogdes fisicas e geométricas que

satisfaz as equagdes (1.33) e (2.34), estdo resumidas na Tabela 1:

Sem defeitos | R”

)\/UJZO TZVZO

Deslocagdes | Rf , =0 | Tiw #0

Desclinagdes | Ry, # 0 | Ty =0

Desloagdes e Desclinagdes | Rf w #0 Th, #0

Tabela 2.1: Relagdo entre nog¢des fisicas e geométricas na teoria geométrica dos defeitos [58]

As relagoes acima entre nogdes fisicas e geométricas, sdo situagdes para resolver as equagdes
de Einstein, mas essa ndo é nossa preocupacdo aqui. Mas nas estruturas da teoria da elastici-
dade ordindria como na teoria geométrica dos defeitos. A seguir, vamos classificar e diferenciar

os tipos de defeitos.

I. Deslocagoes

Os exemplos mais simples e comuns de deslocacdes lineares sdo mostrados na fig. 1.7 isso
se dar pelo processo de Volterra (corta e cola). O processo abaixo, ocorre da seguinte maneira,

Cortamos ao meio ao longo do semiplano z? = 0, 2z} > 0, movemos a parte superior ou/e

2 1

inferior (ndo importa qual) do meio localizado sobre o corte 2 > 0 e z° > 0 e deslocando
com o vetor b em direcdo ao eixo de deslocamento 23, e cole as superficies de corte, O vetor bé
chamado de vetor Burgers. Geralmente, o vetor Burgers ndo é constante no corte. Ao final do
processo da colagem, o meio chega ao estado de equilibrio, denominado de deslocamento da
borda, como mostra a Fig. 2a. esse tipo de deslocacdo é chamado de edge. Se fizermos o mesmo
procedimento porém ao deslocar o b perpendicular ao corte, serd paralelo, entdo teremos um
tipo de deslocagdo chamado de scroll, Fig. 2b. No processo tipo edge, podemos ainda inserir

ou retirar material. E topologicamente, o meio contém um ntmero infinito de deslocamentos e
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Figura 2.7: A (a esquerda). O vetor Burgers b é perpendicular a linha de deslocamento (corte-

cola).B (a direita) O vetor Burgers bé paralelo a linha de deslocamento (corta-cola). [35, 58].

representa o espaco euclidiano R3.

II. Desclinagdes

As desclinagdes sao outro tipo de defeito em curvaturas ndo-nulas, pois os cristais ndo estdo
apenas sob transformagdes discretas, esta relacionada a simetria de rotagdo do cristal. Tem dois
tipos de desclinagdes, a positiva: quando é inserido material, e a negativa: quando é retirado
material. Ao retirar material de um plano w (chamado de angulo de Frank) e forcando as
superficies livres desse plano (para grandes (2 isso requer uma energia consideravel), ele ira
moldar como um cone (desclinagao positiva), o angulo retirado é denominado de angulo de
défict; mas ao invés de retira, inserir material nesse plano, teriamos uma desclinagdo negativa,
e 0 angulo acrescentado é angulo de acréscimo.

O cristal é localmente perfeito, exceto perto da linha de divulgacdo. Em um cristal cubico
simples, Q2 pode ser 90°, 180°, 270°, O caso 90° é exibido na fig. 1.5. Existem outros tipos de
defeitos, como por exemplo interdependéncia de deslocamentos e divulgacdes (despiragdes):
comporta os dois tipos de defeitos j4 mencionados; multivaléncia do deslocamento: Assim que
um cristal contém algumas deslocamento, percebe-se que a definicdo de campo de desloca-

mento ndo é mais intrinsecamente tnica.
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Figura 2.8: Defeito linear de Desclinacdo. A estrutura de trelica de uma revelagdo da cunha em
uma estrutura ctbica simples. A: O angulo de Frank 90° é igual aos angulos de simétria 90°. B:

O angulo de inserido é —90°. [34]
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Capitulo 3

Fase de Berry

Nesse capitulo abordamos o processo adiabético, indicando que uma particula a circular
um defeito surge naturalmente uma fase, isso ocorre espercificamente por causa da geometria
do sistema, e essa fase obedece a uma transformacdo de gauge ou de calibre; apresentamos
o efeito Aharonov-Bohm, sendo exemplo da fase geométrica, mostrando que uma particula
puntiforme eletricamente carregada é afetada por um campo eletromagnético, mesmo estando

confinada numa dada regido onde tanto o campo magnético quanto o campo elétrico sdo nulos.

A fase geométrica de Berry, ou simplesmente fase de Berry, foi apresentada inicialmente
por Michel V. Berry em seu trabalho “Quantal phase factors accompanying adiabatic changes” [43].
Ele demostrou, usando a Equagdo de Schrodinger que, se o sistema é preparado em um auto-
estado ndo degenerado descrito por um Hamiltoniano H apds uma evolugdo adiabaética ciclica,
obedecendo claro ao teorema adiabético, retornando ao seu estado original somado por um
fator de fase formado por duas parcelas: uma parcela dada pela dindmica associada a energia
do sistema e uma outra parcela que vem da geometria associada ao caminho tragado no espago
de parametros. Nessa evolugéo ciclica o hamiltoniana H depende explicitamente do tempo, ou
seja, H = H(t), assumimos ainda que essa dependéncia temporal é lenta, na qual essa variagdo
de temporal ocorre em uma escala de tempo muito maior que a escala do sistema em sua forma
natural H # H(t).

Uma interpretacdo geométrica da fase de Berry foi apresentada por Barry Simon no artigo
"Holonomy, the Quantum Adiabatic Theorem, and Berry’s Phase”. Uma generalizaram a constru-
¢do de Berry e Simon foi feita por Frank Wilczek e A. Zee [44], aplicando a teoria a sistemas
quanticos com espectro de energia degenerado, e demonstrando o surgimento de uma estru-
tura de calibre ndo-Abeliana. Segundo L.G. Yang et al [45], "fases geométricas foram propostas
como mecanismos tipicos de sistemas quanticos para preservar a memoria de suas evolugdes

no espago de Hilbert".
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Conjuntamente Y. Aharonov e J. Anandan [46] propuseram uma forma mais geral para a
fase geométrica de Berry conhecida como fase Aharonov-Anandan, em um sistema quantico
removeram as condicoes adiabdticas seja qual for a evolugdo ciclica nesse sistema. Basea no
trabalho de Pancharatman [47] sobre interferéncia de luz polarizada Joseph Samuel e Rajendra
Bhandari [48] aplicaram a fase geométrica de Berry a evolugdes nao ciclicas e ndo unitarias de
sistemas quanticos. Uma extensdo da teoria foi feita por J. Anandan [49], ele estendeu para os

casos ndo-adiabéaticas e ndo-Abelianas.

Como vemos a partir da publicagdo do trabalho de Berry, o conceito de fases geométricas
ganhou destaque, se tornando base de estudo para véarios pesquisadores. E realmente o traba-
lho de Berry, mostrou que um sistema ao realizar uma evolugéo ciclica, por causa das variagdes
adiabaticas nos parametros do hamiltoniano, surge uma contribui¢do de uma fase, puramente
devido a geométrica. Tem intimeros exemplos tratando o fator de fase na literatura. Uma
abordagem de forma didatica é feita por R. Holstein [50], abordando o exemplo de uma par-
ticula de spin-1/2 sujeita a um campo magnético externo. Holstein abrilhanta o trabalho com
uma discursdo a respeito dos efeitos de interferéncia produzidos pela diferenca entre fases ge-
ométricas, e ainda sobre o argumento de P. A. M. Dirac [51] da quantiza¢do da carga elétrica
em fungao da carga do monopdlo magnético, mostra como as consequéncia da fase de Berry

permitir compreende-lo.

O efeito Aharonov-Bohm talvez venha a ser o mais conhecido exemplo do surgimento de
um fator de fase, onde surge esse fator de fase, o qual também ¢é abordado nesse capitulo, per-
cursor de varios outros efeitos contendo fator de fase. Em eletromagnetismo os potenciais ¢ e
A nao sdo diretamente mensurdveis, sdo apenas artificios matematicos, as quantidades fisicas
sd0 os campos eléctrico e magnético. E com a ideia advinda do eletromagnetismo os potencias
era deixados de lado, mesmo porque em geral a menos que exista interferéncia, as fases ndo
sdo observéaveis, pois elas sdo proporcionais aos médulos quadrados da fungdo de onda |¢|* de
forma que o fator de fase se cancela, lembrando que na mecanica quantica angulos correspon-
dem a fases. Porém A. Aharonov e D. Bohm mostraram que uma particula carregada pode vim
a ser afetada pelo potencial vetor A, mesmo que a particula esteja em uma regido ausente de
campos ou que os campos sejam nulos. O efeito Aharonov-Bohm ndo apenas demonstrou que
podemos medir esses fatores de fase bem como os potenciais passaram a ter um papel mais
significativo na mecénica quéntica, por isso o hamiltoniano é expressado em termos de ¢ e /f,

ao invés dos campos F e B.

A proposta deste capitulo é fazer uma discursdo sobre os processos adiabaticos, o trata-

mento da fase geométrica de Berry chegando a expressao da fase de Barry, apresentando algu-
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mas de suas propriedades bem como fez Michel V. Berry ao empregar o formalismo diferencial
por meio da equagdo de Schrodinger, e por fim mostrar que o efeito Ahanonov-Bohm é um

exemplo particular da fase geométrica.

3.1 Processos Adiabaticos

Em 1916, Ehrenfest [52] formulou a hipétese adiabdtica, segundo afirma que “qualquer es-
tado que se transforma adiabaticamente nos pardmetros do sistema, retorna novamente a um estado
definido com os mesmos niimeros quinticos”. Ja em 1928, Born e Fock [53] demonstraram por
meio do chamado teorema adiabético a hipdtese adiabatica de Ehrenfest, isso para estados de
sistemas quanticos ndo-degenerados. Contudo Born e Fock nada relataram nesta abordagem
sobre os efeitos de fases geométricas, somente com quase 30 anos depois Pancharatnam [47]
falou a respeito no trabalho intitulado: Teoria generalizada da interferéncia e suas aplicagdes,
seguindo de Herzberg e Longuet-Higgins, Stone, Mead e Trulhar. Porém Michel V. Berry foi
quem deu um tratamento formal acerca do assunto. A aproximacado adiabatica ganha um trata-
mento matemético robusto, dado por Tosio Kato [54] passando a 6bter mais destaque. Budich
e Trauzettel [55] discutem as fases geométricas e o transporte paralelo na condicdo de uma
evolugdo temporal adiabética, tratam dos denominados estados topolégicos da matéria, fazem
também uma revisdo da demonstragdo do teorema adiabético dada por Born e Fock, assim
como o formalismo de T. Kato.

As mudangas gradativas e suaves nas condi¢des externas de um sistema, sdo conhecidos
como processos adiabéticos. Para um estudo mental, imagine um péndulo dentro de uma
caixa fechada sem de atrito e/ou resisténcia do ar, sendo transportada por um suporte. Ao mo-
ver a caixa contendo o péndulo de forma brusca, as oscilagdes do péndulo serdo desordenadas.
Porém se mover a caixa de forma constante e suave, as amplitudes das oscila¢gdes ndo sofreram
alteragdes. O sistema dos processos adiabéticos sdo caracterizados por dois tempos. Sendo T
o tempo associado a interagdo de mudanga dos parametros externos do sistema (caixa) e 7; é o
tempo associado aos movimentos do préprio sistema (péndulo). A condigdo de evolugdo adia-
batica é atingida quando 7, >> T;. Dado um sistema quéntico governado por um Hamiltoniano

H (t) cuja variagéo ¢ adiabatica H' para H/.

Teorema 3.1.1 (Adiabatico). Se uma particula que estava inicialmente no n-ésimo autoestado de H',

apds um processo adiabitico ela serd levada ao n-ésimo autoestado de H .

A provar o Teorema 3.1.1 considera uma particula que estd no instante inicial n-ésimo au-
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toestado do hamiltoniano independente do tempo, assim

H |¢n> = b, ‘¢n> ) (31)

em geral a evolucdo temporal da funcdo de onda introduz uma fase:
[Wa (1)) = e apn) (3.2)

Vamos comecgar a investigar este problema introduzindo o conceito de base instantanea,
onde o hamiltoniano depende do tempo. O operador Hamiltoniano revela um espectro de

energia (ndo degenerado), como pode ser verificado por meio da equagdo de autovalor

H(t) ‘wn(t» - En(t) ‘wn(t» ) (3.3)

Passamos agora resolver a equagdo dinamica, mostrando como ocorre a evolugdo do auto-

estado da equagdo de Schrodinger dependente do tempo:
L d
H (1) [0 (1)) = iRy [9,(0) (3.4)

Devido a dependéncia temporal do operador Hamiltoniano H(t), para cada instante exis-
tird um conjunto completo de autoestados |¢(t)), sendo vélidas as rela¢des abaixo:

Relacdo de completeza

D 1n(®) (a(t)] = 1. (3.5)

Relac¢do de ortonormalidade

<wm(t)|¢n(t)> = Omn, (36)

é a delta de Kronecker, note que aqui, t é tratado como um parametro. A d,,, definida como

1, se m=n
Omn = (3.7)
0, se m#n

Dado que para
[WO) =D enlTa(0)) o [T(0) =D enlt) [Ta(t)).

Queremos encontrar os ¢, (t). Assim a solucdo geral da equagdo Schrodinger (3.4), em um

instante qualquer, pode ser expressa por como uma combinagéo linear:

‘\Ij(t» = Z Cn(t)eien(t) |¢n(t)> ) (3.8)

n
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onde o fator exponencial é justamente o fator de fase para o caso que a energia é dependente

)= —— / En( (3.9)

Agora substituimos a solugdo (3.8) na eq. de Schrodinger dependente do tempo (3.4), e

do tempo, dado por

ficamos com!

i3 [énlton) + cuthn + icutnbn| €% =37 en(H [12)é"", (3.10)

n
observe que ao tomar a eq. (3.4) e a eq. (3.8), podemos inferir que na equagdo (3.10) o dltimo
termo do lado esquerdo se anula com o lado direito. Desta forma, ficamos com a seguinte

expressao:
Zc e |aby,) Zc e J4by,) (3.11)

Recorrendo ao produto interno (3.6) por meio de Multiplicar (1,,| na equacdo acima em

ambos lados

Z Cn mne Z Cn wm‘wn ™y (3'12)

de forma mais elegante, temos
Z ¢ (Ymlthn) €O =0m). (3.13)

Até o momento consideramos o caso onde m = n, resultado obtido na equagéo (3.6). Passa-
mos a abordar o caso m # n, e nessa perspectiva podemos derivar a expressdo (3.3) em relagao

ao tempo, resultando

da mesma forma que fizemos no procedimento passado, recorrendo ao produto interno (3.6)

por meio de Multiplicar (1,,| na equagdo acima em ambos os lados

pela hermiticidade do hamiltoniano [50], podemos aplicar a propriedade (| H = (¢, | Epy, €

lembrando que essa abordagem é para o caso m # n,

| H [thn) = (En — Em) (Ym|thn) - (3.16)

Portanto, levando a expressdo acima na equagao (3.13) nos permite reescrevé-la como

em(t) = —cm (Ymln) — Z nW —i/h) [ [En(t)=Em(t)]dt’ (3.17)

n#m

!Utilizou-se um ponto pra caracterizar a derivada do tempo
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A variagdo é muito lenta, admitindo que na aproximagado adiabética o tempo relacionado
ao movimento externo do sistema é muito maior do que o tempo relacionado de oscilagdes de
uma particula confinada, implicando em

mH n
S e (Yml [H|[¢n)

E, - En, =0,

n#m

0 que permite-nos resolver de forma trivial a equagdo para ¢, que reescrevemos

ém(t) = —Cm <¢m‘wn> s (318)
e sua solugao
em(t) = —cm (0)e )] (3.19)
o fator de fase é dado como,
@)= [ )i ) (3:20)

voltando a equagéo (3.8) e substituindo o resultado obtido acima
— Z cn(0)en Ot |y (1)) (3.21)

Uum caso especifico onde ¢, (0) = 1, e a particula encontra-se no n-ésimo autoestado, apos
um processo adiabatico esta particula continuard nesse mesmo n-ésimo autoestado, porém com
um acréscimo de uma fase (fase dinadmica, evolugdo dos estados com o tempo), ou seja, esses

autoestados adquirem apenas fases que os definem como estados adiabéticos,

(1)) = e Dem O [y (2)). (3.22)

E curioso vé que para sistemas unidimensionais a fase ~,,, (¢) é nula. Contudo, para sistemas
em D > 1 esta fase pode ser ndo nula e seus efeitos serem muito interessantes. Essa é a chamada

fase de Berry, que passaremos a estudar adiante.

3.2 Fases geométricas

O vetor de estado VU, (t), na eq. (3.22), foi um dos resultados obtidos por Berry [43]. Isso
ocorre da situagdo de que quando um sistema quéntico é preparado inicialmente no n-ésimo
autoestado do Hamiltoniano H, ou seja, |1,,), apds evoluir adiabaticamente, o sistema serd en-
contrado no n-ésimo autoestado do Hamiltoniano H (t) |1, (t)), acrescentado por um fator de
fase adicional, um fato de sua evolugdo no espago de pardmetros. Vamos assumir que a de-

pendéncia temporal explicita de H seja devida a dependéncia dessa mesma hamiltoniana com
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respeito a um conjunto de parametros Ri(t), Ra(t), ..., Ry(T') que denotaremos R(t). Vamos
demonstrar que ao percorre um caminho C nesse espaco de parametros, tal como R(0) = R(¢),

permite fazermos ‘
OR' 0

0
desta maneira podemos reescrever o fator de fase (3.20)
t . dR*
n(t) =i nl 5 ; 24
() =i [ (G Gt (3.24)
R(1) . .
—i [l Valin) - dF (6.25)
R(0)
Ro _ _
= / Ay (R) - dR. (3.26)
R(0)

Onde A,, é o potencial vetor de Mead-Berry [56], expressado
An =i (Y| VR [¥n) - (3.27)

No caso de uma evolugdo ciclica em uma curva fechada C — C, ou seja, o hamiltoniano
volta ao estado inicial ap6és um tempo T. Assim, o fator ~, (3.20) pode ser escrita como uma
integral de linha ao longo de uma curva suave C' no espaco M, com C representando o caminho

percorrido, desde o instante ¢y = 0 até o instante 7" qualquer,

Yo (T) =i ]{C (n| Vi |¥n) - dR (3.28)

A fase de Berry? ndo depende do caminho percorrido. A natureza do integrando da fase de
Berry pode ser investigada, uma vez considerada a condigdo de normalizagdo dos autoestados
instantaneos. Verifica-se desse modo que o integrando da equagdo (2.25) é um nimero imagi-
ndrio puro, e assim, conclui-se que 7, é uma funcdo real. Assumindo que os autoestados sdo

normalizados,
<wn‘wn> =1 (329)
Admitimos que os autoestado sdo normalizados,

Vi (Ynlthn) =0, (3.30)

podemos ainda escrever,

<van‘wn> + <wn‘vR¢n> = <¢n’van>* + <wn|van> =0, (331)

Na expressdo acima qualquer niimero somado ao conjugado é zero, entdo para que a igual-
dade seja satisfeita (1,|V gt) tem que ser um imagindrio puro, garantindo que a fase de Berry

Yo (T) €q. (3.26) sempre é real, porque A, sempre é real.

2Se manifestando tanto em sistemas fermidnicos quanto bosdnicos
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Para verificar como as fases de Berry v, (t) se modificam mediante passar por um processo

adiabatico, vamos fazer uma transformacao de gauge,

) = ) [y (3.32)

onde e’ é um fator de fase. Isso ocorre porque os autovetores |1,) sdo determinados por (3.1)
até um fator de fase. caso &,(R) seja uma fun¢do bem definida do pardmetro adiabatico R,

teremos a partir da definigdo do potencial vetor de Mead-Berry, equagéo (2.25),
An = Al =i (Y| VRIY,) 5
= i (1P| e B pein(B) |y ) -
=i (Y| VR [thn) + ie™ (7 petén);
= A, (R) — VRr&(R). (3.33)

A fase de Berry em decorréncia disso:

Y (t) = o (t / Al (
= (t) = E(R(t)) + &n(R(0)). (3.34)

Ja se &, (R) for arbitrdrio, podemos escolhé-la de modo que a fase de Berry desaparece e

recuperamos o caso especifico (3.8),

[W(t) = D Jpa(2)) . (3.35)

Toda via &,(R), no presente contexto, for 0 < &,(R) < 27 o que significa ser um caminho
fechado e ap6s um determinado tempo T ao retornarem a posicdo inicial o autoestado apresen-
tard o mesmo valor que tinha inicialmente, ndo sendo possivel fazer uma escolha arbitrdria de
&n(R) e consequentemente o ndo desaparecimento da fase de Berry. Dessa maneira, podemos

fazer a seguinte ponderagao:
) = e E O i)
= e%n(BO)) |y} . (3.36)
Isso implica que para R(T)=R(0), e demostra entdo que hd uma restrigdo sobre
ein(R(T)) _ i6n(R(0)) (3.37a)
¥ (0)) = [¢on(T)) (3.37b)
o que resulta no valor da fungdo &, (R)
&n(R(T)) — &n(R(0)) = 2m (3.38a)
En(R(T)) = & (R(0)) + 27, (3.38b)
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com ¢ inteiro. Dessa forma a Eq. (3.26), com evolugao ciclica, fica

(T = A (T) = ;4 A(R) - dR
= %An(R) ~dR — 2w

= v, (T) — 2mt. (3.39)

Observe que ndo é possivel desaparecer com a fase de Berry pois é invariante sob uma
transformagdo de gauge e ndo podendo entdo ser removida de (3.22), e mostra também que v,
modifica-se apenas por um mdltiplo inteiro de 27 quando feita a transformagdo de gauge eq.
(3.33). No caso do parametro R for tridimensional, R, Rz, R3, teremos o cendrio andlogo ao do

eletromagnetismo.

3.3 A fase quantica de Berry - Efeito Aharonov-Bohm

Em 1959 Yakir Aharonov e David Bohm publicou um artigo [46] em que eles imaginaram
a seguinte experimento mental: Um feixe de elétrons é dividido em dois e passam em lados
opostos em volta de um solenoide muito longo no qual passa uma corrente elétrica I, de tal
forma que o campo B fora do solenoide ¢ zero (veja a figura 2.1). No final os feixes sdo recom-
binados, e os elétrons que seguiram caminhos diferentes, interferiram entre si. Eles adquiriram

fases diferentes havendo um efeito detectavel.

Figura 3.1: Esquema experimental sugerido por Aharonov e Bohm para gerar o padrdo de

interferéncia, e confirmada experimentalmente por Tonomura et al. [57].

Porém, mesmo com o campo magnético sendo zero fora do solenoide, seu potencial vetor
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ndo é. Isso pode ser provado facilmente atrdves da transformacao de gauge,

b o = _%%; A A —A4VA, (3.40)

Os novos pares de potenciais acima produzem os mesmos campos, sendo A uma fungéo

arbitraria,e V-A =0,

A=—, (r>a) (3.41)

onde ® = ma®B é o fluxo magnético, e a é o raio do solenide. Mostrando que os potenciais
desempenham um papel importante e por isso o0 hamiltoniano é expressado em termos deles ao
invés dos campos E e B. Na referéncia [43] M. V. Berry demostra que o efeito Aharonov-Bohm
pode ser interpretado como um exemplo de fase geométrica. Vamos agora considerar o calculo
da fase de Berry associada a dindmica do monopdlo magnético na presenga do solenoide.
Para isso, vamos partir da consideragdo que a particula de carga ¢ estd confinada em uma
caixa por um potencial infinito dado por (V = 7 — R). Sendo R o vetor que localiza a ex-
tremidade central dentro da caixa e o vetor 7" representa a posi¢do da particula no interior da
caixa em relagdo a origem do sistema, estabelecendo dessa forma um ponto de referéncia, O, no
centro da caixa, assegurando a recuperacdo da fase, inicialmente convencionada, ao fim de um
trajeto em torno da linha de fluxo (ver figura 2.2). A caixa ctibica é entdo transportada em torno
da linha de fluxo sobre a curva C' no caminho fechado, e neste caso em particular o processo

ndo precisa ser necessariamente adiabatico.

Nesse caso a equagdo de Schrodinger independente do tempo sera:

[1<ﬁﬁ_@@2+vw_ﬁ>

2m \ 1

Como ja vimos na secdo 2.1 as solu¢des da Eq. (3.40) sdo encontradas ao usarmos o fator de

fase de Dirac

(FlnR) = (7~ R). (3.43)
em que, por definigdo
Q:q/.&mm, (3.44)
h J&

com v, uma fung¢ao do deslocamento (7 — R), satisfazendo a mesma equacao de autovalor,

porém com A — 0:

2m

(’#W+VW—®)w»:mwm (3.45)
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Linha de
fluxo

-

&2

Figura 3.2: Efeito Aharonov-Bohm em uma caixa transportada em volta de uma linha de fluxo

[43].

Para calcular a fase de Berry devemos determinar primeiro a quantidade (¢, |V zv,), veri-

ficando que

- (—Z%A’rwn(f*— R) + V gibu (7 — 1%)) e, (3.46)
logo,
nl (o) = [ [l = R)]" @ [~ ARyon(r — ) + (7 gon(7— ) 7
_ _Z-%ff(é) - / { (7 — é)} (o (7 — ﬁ)) } &7, (3.47)

O gradiente V;, quando age sobre uma funcio de (7— R), exibe a propriedade V 5=V A
integral da Eq. (3.44) é basicamente i/h vezes o valor esperado do momento em um autoestado
do Hamiltoniano (—(%?/2m)V? + V) de acordo com a a Ref. [24], é igualmente nulo. Assim

sendo,

(Ul V ) = i A(R. (3.49)

37



Voltando esse resultado na forma da fase de Berry equagao, temos

_ @ (3.49)

provando que o efeito Aharonov-Bohm é um caso particular da fase geométrica. Note que o

resultado é invariante de gauge, de fato uma transformagao de gauge deixa v, (7") invariante.
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Capitulo 4

Grafeno na presenca de desclina¢oes
sobre a acdo de um campo magnético

externo

4.1 Motivagao

O Grafite e materiais de estruturas semelhantes demostra ter incrivel versatilidade na for-
magdo de uma gama de variedade de morfologias, texturas e estruturas excepcionais, do ma-
croscépico ao microscopico [59], claro isso ocorre devido a estrutura cristalina intrinseca do
grafite. As Nanoestruturas curvas de cristais de carbono, como os nanotubos, nanocones e
fulerenos sdo materiais extremamente importantes, sem contar das suas extraordindrias pro-
priedades estruturais, mecanicas e eletronicas [9]. Essas formas se tornaram a fronteira de
estudos dos nanomaterias, devido as suas aplicabilidades tecnolégicas. Suas vérias formas de
morfologias e microestruturas efeitos de distor¢do das folhas de grafeno durante o seu cresci-
mento e pela inser¢do de varios defeitos, como por exemplo os ja mencionados no capitulo 1:
deslocamentos e desclinagdes.

Os nanocones foram observados logo ap6s a descoberta dos nanotubos em 1991, como tam-
pas nas extremidades dos nanotubos [60](Fig. 3.1), e também como estruturas livres. E essas
estruturas topoldgicas conicas tenha ficado de lado por um tempo, agora volta a cena. O fato
dos nanocones tem sido usada para investigar a nucleagdo e o crescimento de estruturas curvas
de carbono [61], pois subtende-se que a presenca de pentagonos tenha um papel fundamental
na construgdo atdmica. Quando uma inser¢do ou uma extracdo em uma folha de grafeno, um
defeito topolédgico de £60 é formado (Fig. 3.2a), formando uma estrutura de cone (Fig. 3.2b).

A analogia que fazemos é que vértice do nanocone é o encontrado na ponta do nanotubo.
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Esses cumes de nanotubos atrairam bastante atengdo, imaginavam a existencias desses estados
[62]. Tais picos foram observado experimentalmente em nanotubos de parede mdltipla e, pos-
teriormente de parede simples, no tltimo caso se utilizou o método da deposi¢do quimica a
vapor para sintetizar nanocones de carbono dentro de nanotubos. Nanocones de carbono com
angulos de cone (6) de £19°, £39°, £60° (ver Fig. 1c), +:85° e £113° foram observados em uma

amostra de carbono gerada pela pirdlise de hidrocarbonetos [61].

Figura 4.1: Formas ilustrativas com possibilidades de encontrarmos os nanocones ligados a

outras estruturas [63].

Em 1992, Katanaev e Volovich revelaram a existéncia da equivaléncia da gravidade em 3D
e a teoria de defeitos em sélidos [33]. Tornando possivel o estudo de efeitos classicos e quanti-
cos na presenca de defeitos, como efeito Aharonov-Bohm, os niveis de landau, efeito Casimir,
calculos de geodésicas, e além de estudar a dindmica de elétrons e buracos na presenga de des-
clinagao [64]. O processo tedrico para a geragdo dos cones e/ou nanocones, sao obtidos por
meio do processo de Volterra [65], no qual um material tem um corte em uma regido aleatéria,
retirando uma parte desse material, @ menor que 1, mas especificamente de uma folha plana

e os dois lados cortados sdo unidos. Podemos ter também a desclinacao negativa, obtida com
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a insercdo de um material com angulo de 60, possui valor de o maior que 1, é um exemplo
estudado por Azevedo et al [66].

Os defeitos topolégicos por desclinacdes podem ser observados na rede cristalina hexa-
gonal do grafeno, classificados devido a simetria de rotagdo da rede cristalina e o processo
de voltera [65], popularmente conhecido pelo processor de "corta e cola", é o responsavel por
descreve-las. Basicamente a estrutura é cortada em linha reta sendo feita a remoc¢ao ou adicao
(representada pela cor amarela) de um setor angular, A\ = /3. Veja a figura a seguir ja menci-
onado na se¢do anterior, temos uma desclinagdo positiva com a remocgédo de setor angular (fig.

3.2(b)) e desclinacdo negativa com a insercao (fig. 3.2(c)).

Figura 4.2: Ilustracdo do Processo Volterra. (a) Folha de grafeno, com o setor angular, (b)

declinagdo positiva, e (c) desclinagdo negativa [67].

(c)

Figura 4.3: a) Remogao de uma seccdo de 60° de uma folha de grafeno, formando uma estrutura
de cone, (b) Pela insercdo de angulo, ao juntar as bordas a estrutura conica surge. c) Imagem

microscopia electréonica do nanocone que contém trés pentagonos no dpice da ponta [61].

Devido serem bons emissores de elétrons por tunelamento, os nanocones despertam um
grande e particularmente interesse na fabricagdo de dispositivos eletronicos. A industria ele-

tronica ver a possibilidade da utilizacdo dos nanocones como pequenas pontas emissoras de
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Figura 4.4: Formas tedricas de se gerar os nanocones e seus respectivos angulos de desclina¢des

[63] .

elétrons [41], na ordem de nanométrica na escala compreendida entre 1 a 100 nm. As caracterfs-
ticas geraram novas propriedades, as quais nessa escala sdo impossiveis de serem observadas
no mundo macroscépico, ja que a mecanica quantica é quem rege os efeitos na escala nanomé-
trica. As nanoestruturas sao classificadas em trés formas e estd relacionada com o confinamento
dos elétrons (0 movimento dos elétrons): uma dimensédo (nano-fitas), duas dimensodes (nano-
fios) e em trés dimensdes temos os pontos quanticos, conhecidos como transitores de apenas
um elétron ou bit quantico. Nanocones de carbono de dngulo pequeno podem ser usados po-
tencialmente para sondas e elementos de emissdo de campo e gerando interessantes aplicacdes
potenciais em uma nanotecnologia [68]. O interesse na redugao continua do tamanho dos dis-

positivo eletronicos é visando justamente o desempenho e a diminuir os custos.

4.2 Abordagem geométrica conica e a equacdo de Dirac sem massa

no espaco-tempo curvo

Usando da teoria geométrica dos defeitos em sélidos [33] para descrever as desclinagdes
em grafenos e nanocones. Os defeitos comporta-se como a fonte de um campo de distor¢do ge-
ométrico. Segundo a teoria, as modifica¢des introduzidas no continuo eldstico pelo defeito sao
descritas por uma métrica. Esta métrica é uma solucdo da equacéo tridimensional de Einstein-
Cartan abrangendo toda a informacao topoldgica sobre o meio. Devido as propriedades topo-

l6gicas e geométricas o efeito geométrico de Aharonov-Bohm manifesta-se de forma natural.
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As folhas conicas do grafeno serdo descritas nesta aproximagao do continuo pela métrica bidi-
mensional no espago-tempo
ds? = dt? — dp? — o?p?d¢? (4.1)

sendo a o0 parametro identificador do defeito e esta diretamente relacionado com o setor angu-

lar, \, dado pela expresséo !

a =1+ \/27. A simetria hexagonal do grafeno nos possibilita
concatenar A = £N/3, onde N é o namero inteiro (0 & 6) indicando com o ntimero de setor
angular removido ou inserido, assim a expressdo para «, torna-se 2 se torna:

N
=1-_ 4.2
o 6 (4.2)

A geometria possui uma singularidade conica, dada pelo tensor de curvatura:

l—«
P
RMﬁ T 4a

onde d3(p) é a fungdo delta em duas dimensoes, o tensor nos diz que a origem da curvatura é no
centro do defeito, em outras partes a curvatura é nula. Os Valores de o no intervalo 0 < a < 1,
significam que removemos um setor da folha ou mais setores para formar um defeito e também
apresenta uma curvatura positiva, ja no intervalo a > 1, significa que inserimos um setor na
folha ou mais setores para formar o defeito e apresenta uma curvatura negativa.

Introduzindo curvatura na folha de grafeno, através de inserir ou remover setor angular,
uma distor¢do geométrica surge na rede hexagonal do grafeno, e tal distor¢do pode ser medida
pelo giro de um vetor tangencial ao redor do dpice da estrutura conica, isso ocorre em torno
do defeito em um caminho fechado. O estudo das propriedades globais da geometria de um
nanocone de grafite, contatou que através do transporte paralelo de um spinor ao longo de um
caminho fechado, obtém uma faze ndo-trivial, essa mudanca de fase denominada de holonomia
[69]. A analogia do fator de fase adquirido é do efeito Aharonov-bohm, a fun¢do de onda do
elétron passa a apresentar um fator de fase ¢ 4, isso ocorre ao percorre uma trajetéria em torno

de um fluxo gerado por um solenoide muito longo, dado por:

bap = 74 A.dF = qa.. (4.4)

onde A € o potencial vetor, g a carga do elétron e o ®. o fluxo de campo magnético do sole-
noide. Observando o efeito Aharonov-Bohm, passamos a considerar que o efeito de curvatura
no grafeno dar origem a um campo de gauge efetivo, isso devido a descontinuidade apresen-

tada no grafeno com defeito, onde temos

Ule) = eiffg'dF, (4.5)

!Quandoa =1, significa auséncia de desclinacado
20 sinal negativo representa a remocéo de setor angular
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onde U(c)é a de holonomia encontrada a partir da expressao
U(c) = Pe~ # o, (4.6)

onde P representa o produto ordenado, e I';, é a conexdo spinorial, ja familiarizado na teoria
de campos em espacos curvos. A analise feita por [70] chegaram na expressado abaixo para

holonomia dos cones de grafeno

o 2

21 (a— 1)03¢] (4.7)

Ulc) = exp [ 0

A matriz de holonomia, U(C'), que significa transporte paralelo de um spinor ao longo de um

caminho ¢ ao redor do cone, possibilita a partir da métrica dada (4.1) descrever a geometria

3

conica do grafeno no limite continuo, o° é uma matriz de Pauli.

Indo adiante, usando a seguinte propriedade e’ = cosf) —isenf, a famosa formula de Euler,

3

e considerando que o° é constante, teremos

Ul(c) = exp {—i03 [;(a - 1)¢] }ZW , (4.8)
definindo 6 = 1/2(a — 1)¢, e substituindo os limites
Ulc) = cos[(a — )] +ic®sen|(a — 1)7] 4.9)
Escrevendo em termos de N, equacéo (4.2),
Ulc) = cos [NGW] +ic3sen [NGW] : (4.10)

A expressdo (4.10) nos fornece a fase quantica adquirida pela fungdo de onda quando trans-
portada em circulo ao redor do cone/nanocone. Ao transportar a fun¢do de onda ¥, circulando
o defeito, obtém-se

U =U(c)D, (4.11)

no qual U(c) concede a fase obtida pela fungdo de onda nesse processo; a interpretacao dada
a esse efeito é anal6go ao efeito Aharonov-Bohm,[70], s6 que no nosso caso o fluxo magnético
é substituido por um "fluxo de curvatura". O que ocorre aqui é que em uma rede hexagonal
plana, os spinores ao circularem através de um caminho fechado em torno do defeito, vemos
que os mesmos pulam da sub-rede A para a sub-rede B, vice-versa, porém ao inserir uma
desclinacdo acontece que d4tomos da mesma sub-rede acabam por se conectarem, fazendo com
que os spinores saltem entre sitios da mesma sub-rede (veja a fig. 3.6).

Essa descontinuidade pedi um acréscimo de um termo similar a um campo de gauge néo-
Abeliano, como é feito em [67], o qual compensa o salto do spinor para a mesma sub-rede. O

termo para a retirada de um setor

7{ | A dl = g# (4.12)



Figura 4.5: Descontinuidade nas sub-redes do grafeno [67].

sendo 72 uma das matrizes de Pauli, a qual mistura as componentes spinoriais referentes aos
pontos de Fermi, K e K_.

Foi observado por Crespi e Lammert [68], o potencial vetor A circular ao redor de um ca-
minho fechado no dpice da estrutura conica, a seguinte holonomia para a fun¢do de onda dos

spinores referente aos niimeros de setores removidos ou inseridos:
U'(c) = exp [—i3m(a — 1)72] (4.13)

A partir da expressao abaixo encontramos o termo de gauge ndo-Abeliano, 2/p, a ser acres-

7{ fidf:f 8 (4.14)
©) (© P

A partir da expressao de holonomia de Crespi e Lammert (4.13) e a equacao (4.14), conseguimos

centado no modelo,

o termo que compensa descontinuidade ficticia da fun¢do de onda, onde o sinal + corresponde
aos pontos de Fermi, K e K_,

o ig(a _). (4.15)

Para a existéncia do grafeno com defeito o valor maximo do nimero de setores removidos
ou inseridos de N = 5, lembrando que no grafeno com defeitos topolégicos do tipo com des-
clinagdo, a descontinuidade ficticia da fungdo de onda para os spinores, s6 subsiste quando o
nuimero de setores removidos ou inseridos N = 1,3 ou 5, no caso de N = 2 ou 4 néo existe a
descontinuidade.

Por fim, a presenca de desclina¢des (com a inclusdo da conexdo spinorial), a curvatura, e
também a inclusdo de um campo de gauge ndo-Abeliano (compensar a descontinuidade ficticia
da funcdo de onda dos spinores), os efeitos da curvatura nas folhas de grafeno serdo investiga-

dos pela Equacdo de Dirac em espago-tempo curvo. Rescrevemos a equagdo (2.26):
o ; 2
iV, — 7 Y(tpp) = 0 (4.16)
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Definimos a derivada covariante V,, como 9,,+I',,, onde J,, é a derivada ordinaria (derivada
normal) em relacdo as coordenadas do espago-tempo curvo, I, é a conexdo spinorial obtida por
Furtado, Moraes e Carvalho em [62], §2,,/p definido antes.

Para a métrica dada (4.1) construiu-se todo o modelo utilizando a equagdo de Dirac sem
massa em espago-tempo curvo com 2 + 1 dimensodes, na abordagem geométrica de defeitos,
causado pela desclinagdo, acrescentado um campo de gauge nao-Abeliano. Foi adotado a assi-
natura (4, —, —) para a métrica e por conveniéncia h = ¢ = 1.

Na equagédo (4.16), v sdo as matrizes de Dirac no espago curvo, e satisfazem a relagao
de comutacdo {7*,7"} = 2¢"”. No caso do tensor métrico que é definido por (4.1) pode ser
escrito em termos dos campos de tetradas locais g"” = ej e} n®, sendo os indices latinos a,b,c,...,
associados ao espaco-tempo de Minkowski e equivalem a 0,1,2,..., ja os indices gregos i, v, ...
associados ao espaco-tempo curvo e equivalem a ¢, p, ¢, ..., .

Definimos as matrizes de Dirac da seguinte forma

o 10 ; 0 o
v == Y= , (4.17)
0 —1 —a" 0
Os spinores de Dirac escrevemos em duas componentes, apresentamos desta maneira a

representacdo em forma das matrizes de Pauli,
Byt =o', By’ = 0% B =a?, (4.18)

e temos que 7" = (0%)? = I.

Substituindo a derivada coraviante V,, = d,, + I, na equagéo (4.16), e reescrevendo

. . Q
~y (z@u +il), — p“) Y(t,p,6) = 0 (4.19)

Apresentamos agora a base de forma dupla apropriada que descreve o fundo de um na-
nocone grafitico, sdo referenciais locais dos observadores e sdo definido por 6 = ef,dz", para

cada elemento de linha da métrica (4.1):

& — dt, (4.20a)
f' = cos(p)dp — apsin(¢p)de, (4.20b)
o' = sen(¢)dp + apcos(¢)de, (4.20¢)

a

assim, reescrevemos os campos de tetradas €% (x), como sua inversa e, (x), na forma matricial:

o
1 0 0 1 0 0
BZ (m) = 0 coso —apsengﬁ s eg‘ (l‘) = 0 oS seng , (4:21)
0 — seng coso
0 sen¢ apcosy ap ap
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onde efe;’ = Jf, tanto a tetrada quanto a sua inversa satisfazem as relagdes ortogonais e ma-

peiam o referencial curvo com o referencial local. As formas de conexdo de spin sdo obtidas
das primeira das equagdes da estrutura de Maurer-Cartan: do® + wy A 6" = 0, onde utilizamos
a propriedade da derivada exterior que diz: d(dt) = d(1 - dt) = dl1 Adt = 0Adt =0 [73]. Mas
primeiro precisamos calcular a conexdo um-forma, wy = wy,da", isso para podermos obter a
conexao spinorial, vendo a simetria do defeito através da métrica (4.1) existe duas componentes

ndo-nulas para a conexao 1-forma [75]
wi = —wl = (a—1)do. (4.22)

As conexdes de spin e as conexdes de 1-forma sdo relacionadas por: I'}, () = wj,dz*, Daqui

em diante, obtemos a seguinte conexdo de matriz

0 0 0
@) =10 0 —(a-1 |- (4.23)
0 (a—1) 0

Enfim, a conexdo spinorial sendo descrita em termos da conexao de spin, dada por:

1

r,= 3

a7, (4.24)

somente uma componente ndo-nula, e portanto, as conexdes esporadicas do cone sdo

Iy = —%(a —1)o3. (4.25)

O nosso interesse é encontrar a solugdo da equagdo de Dirac sem massa na presenca de um
campo magnético uniforme, por simplicidade, escolhemos, o campo magnético na diregdo do
eixo z como:

—

B = Be,, (4.26)

onde B é o médulo do campo magnético B. Esta configuracio de campo pode ser gerada por

um vetor de potencial azimutal, dado por
- B
A= 7’) " (4.27)

Por meio do acoplamento minimo introduzimos este campo magnético na equacao de Dirac
sem massa, que é escrito como a transformagcédo i9,, — i0, — eA, na equagdo de Dirac (4.16).
Isso leva a equagdo modificada

0
ify“(:z‘)a—# + iy ()L — ' (z)e Ay — 7 (2) Q| Yy = 0. (4.28)
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Depois de algumas manipulag¢des, chegamos a seguinte equagdo de Dirac

3
?(£>(a—1)
1-a ¢ %eBp | < 2
> + g+ 120 Vpay =0 (4.29)

St

i 0, Plo,—
Vot < r 2ap ap ¢ 2 P

Definindo as matrizes de Dirac em termos dos referenciais locais pela expressao v* = ehe,

onde “ satisfaz a relagdo de comutagéo {7?,+*} = 2%’ no espaco de Minkowski, e obedece as

seguintes relacOes:

,70 = e'g‘/ya‘ = 'yo = fyt’ (430&)

' = el = yleosp + 2 send = AP, (4.30b)
1 @

72 = elin® = —(y2cosd — v'send) = L, (4.30c)
ap ap

onde v-e, = 7* e y-e, = 7* sdo as projecdes da matriz v no plano polar. Para a separagdo
de varidvel, utilizamos a transformacdo de similaridade S(¢), onde as matrizes v* e v? sdo
reduzidas para as marizes 7! e 72, respectivamente. A transformacéo de similaridade elimina

o termo da conexdo spinorial da equagdo de Dirac. Onde temos:

@
S@)=e 2", 4.31)
satisfaz as seguintes propriedades:
S7HoN’S(6) =, (4.322)
STHe)?S() =" (4.32b)

Como estamos trabalhando em um espago-tempo de Minkowski (2 + 1), é conveniente
definir as matrizes de Dirac y=(7!,7?) = (=1, —7?), 7* e B = 7" e X sdo escritas diretamente
em termos das matrizes de spin de Pauli 2, ou seja, 71 = 7’1 = 1001, 72 = YOz = 1009,7° =
o3 e ¥=0. Entdo, usando essa informacao e as relacdes (4.32) e (4.32), transformamos a Equacao

(4.29) na forma:

3
_ . . iO’Q (:I:(a — 1)>
i0y — iy <ap . O‘) — oy < io3 | 10 ) _loeBp 2 U(t, p,¢) =0,

2ap “2ap " apdd 2 ’

(4.33)
onde ¢(t, p,¢) = S' () ¥(t, p, ¢). Sendo,

. 1—« . —iO’3 1 (9 . 1 iUQ (‘3
_ _ _ — — ) == - ) - —=— 4.34
io1 (8;) S0p ) 109 < Sap + op (%) io1 (@«ho 2p> op 06 (4.34)
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substituindo a equagéo (4.34) na equagao (4.33), ficamos:

3
. . 109 (i(a — 1)>
i0, — o (f% - 1) e - U(t,p,¢) =0,  (435)

2p ap O¢ 2 p
Como:
10 1 0 01 0 —
Iy = ,03 = ,0'1 = ,02 = (4.36)
01 0 -1 10 i 0

Assim, escolhemos o ansetz a seguir como a ser considerada como a solu¢do de uma par-
ticula livre em um referencial em repouso, para resolver a equagdo de Dirac, considerando a

independéncia temporal e a simetria rotacional do pano de fundo,

o esztJrz <l+2>¢> XA(p)
XB(p)

: (4.37)

onde E e [ sdo constantes de separagdo que podem ser interpretadas como energia e momento
angular, respectivamente. O spinor X A(p) refere-se a sub-rede A e X B(p) refere-se a sub-rede
B. O ansatz (4.37) e as transformagdes de similaridade (4.32) e (4.32) nos permitem escrever o

seguinte conjunto de equagdes diferenciais

1 3
EXA(p) = —i (9, + ) XB(p) — i 'ty _ebp a0V X B(p) (4.380)
p)= ? P 2 p ? ap 2 p P), .

I+ = —(a—1)
— 1 . 2 . eBp 2
EXB(p) = —i <8p+ 2) XA(p)+i ” 5+ p XA(p). (4.38b)

Substituindo (4.38) em (4.38) e vice-versa, obtemos duas equagdes diferenciais escritas com-

pactamente como:

1 1 eBp\?
8?) + ;3p - ?MUQ + Ko — <2> Xs(p) =0, (4.39)
com
[+ =
I R
My = | — 5+ 2(a N, (4.40a)
I+ L
9 o 3
Ne=|—2+-%+"(a-1)], 4.4
” 5 2(a ) (4.40b)
K, = eBN, + E. (4.40¢)



o = %1, o sinal de mais corresponde & sub-rede A e o sinal de menos corresponde a sub-rede
B no grafeno.

Vamos agora resolver a Equacao (4.39), entdo, introduzindo uma nova variavel na forma:

= ef’; . (4.41)

Com isso, a equagdo (4.39) fica na forma mais convencional:

% 19 M K, 1 B
o2 T eoe 42 ToeBe 4 X (8) =0. 42

Analisando o comportamento assintético (ou limite assintético) da equagdo acima, §{ — O e

§ — oo, construimos o seguinte ansatz:
Xo(§) = e /22 (g), (4.43)
onde F(§) sao fungdes hipergeométrico. Entdo, substituindo X, (§) na equacao (4.42), obtemos

9?2 o 1

K, B
g (Mol +1-6) 52— 5 <|Mg|+1>}F(f)—0. (4.44)

eB
A equagdo (4.44) é chamada de equacao diferencial hipergeométrica confluente, cuja solu-

¢do sdo as chamadas fungdes hipergeométricas confluentes do primeiro tipo

My 1 K,
Foo=F - M,|+1, 44
o(§) ( 9 + 9 2B’ | | +1,¢ ( 5)

4.3 Comportamento Assintético da funcao hipergeométrica conflu-

ente e os Niveis de Landau

Expressando as fun¢oes hipergeométricas confluentes ou série hipergeométricas confluen-

tes [74] em termos dos polindmios de Laguerre generalizados, temos:

L az ala+1)z?  (a)pa™
F(a,c;x) =1+ 1 + 51 = el (4.46)

com c # 0, —1, =2, .... No limite assintético, a fun¢do hipergeométrica confluente é dada por:

e’ T'(c)
x¢=%T(a)

F(a,c;x — o0) & (4.47)

onde I'(a) = (a — 1)! é a fungdo gamma.
Ao analisar a equagdo (4.47) concluimos que a fungdo hipergeométrica confluente se torna
nula no limite assintético apenas quando I'(a) — oo, e temos que por definigdo I'(—n) = +oc.

Assim, para obter solu¢des normalizadas para a equagdo de Dirac sem massa, exigisse que a
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série hipergeométrica confluente (4.46) termine, satisfazemos, equacionando o termo indepen-

dente a um ndmero inteiro negativo ou zero, isto é,
a=0,-1,-2,-3,... = —n. (4.48)

Assim, pela condicdo (4.48) podemos escrever a solucdo para os spinores de Dirac (4.43)
seja normalizada,

1 K,
—Nn = 5 <|Mo'| + 1-— eB> s (449)

substituindo na equacao (4.49) as expressdes para M, (4.40), K, (4.40) e N, (4.40), obtemos:

L4 42
1|It5 & 3 11 S0
== |—2 T4 2|+ = g
n=51" “aT@ Dty -5 73

t—(a—-1)| — —. (4.50)

3 E?
2
Com essa condicdo obtemos os niveis de energia para os spinores de Dirac:
1 1
L 2 + -+ (a—1) (4.51)
| —+ st s(a— .
2 ! 2 2 ’
com o nimero quanticon = 0,1,2,..., el = 0,%1,+£2,...,, conectando a quiralidade e confir-
mando a caracteristica dos niveis de Landau para férmions sem massa representados no gra-
feno [75], apresentando como ja esperado uma degenerescéncia duas vezes menor que outro
nivel de energia, e outra peculiaridade é que se observa a existéncia de estados de energia para
o numero quantico n = 0. A autofungdo é dada pela expressao:
My 2
N B B
U(t, p, ) = Ce—zEt+z(l+1/2)¢<ep> 2 v e—eBp2/4p\Ma|F <_n7 M|+ 1, € 2p > . (452)

2

onde C é uma constante do spinor. Como ja falado, o parametro o assume alguns valores
entre o intervalo 0 < a < 1. Neste caso, como podemos verificar a partir da equagdo (4.51), a
presenga do defeito topoldgico aumenta a energia do sistema quando comparado com a planar,
no caso @ = 1. De outra forma, ao considerar uma estrutura do tipo sela, onde o angulo
a assume valores no intervalo 0 < a < oo, a energia é reduzida pela presenca do defeito.
Observe também que a energia aumenta com o campo magnético. Uma outra peculiaridade
é que a partir da condi¢do polinomial, obtemos como resultado o0 mesmo espectro de energia
da equacgdo (4.51). Isso ja é esperado devido ao fato de que as duas sub-redes de carbono da

estrutura do grafeno, que ddo origem a este modelo de dois componentes, sdo equivalentes.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesse trabalho estudamos as propriedades eletronicas e estruturas do grafeno, isso no li-
mite contihuo em baixas energias no caso para os orbitais 7, sendo considerado como um sis-
tema fermionico dado pela equacdo de Dirac sem massa em espago-tempo com (2+1)-dimensdes
devido os elétrons serem considerados livres. Introduzimos a ideia de defeitos em cristais, ad-
vindos de origem quimica, elétrica ou estrutural, e a teoria de Eisntein-Cartan é o pano de
fundo pra compreendé-la.

Vimos também que no capitulo 1, o método de tight-binding descreve muito bem a banda
de condugéo e a banda de valéncia para os orbitais 7 do grafeno no limite continuo em baixa
energia, permitindo descrever as excitagdes proximas aos pontos de Fermi. E também que a
presenca de desclinagdes modifica a estrutura eletronica do grafeno devido a decorréncia da
curvatura introduzida pelo defeito.

O nosso principal foco de compreender a teoria sobre fases geométricas, em especifico a
fase de Berry. Para isso, a pesquisa fundamentou-se em um conjunto de referéncias [43]. Assu-
mindo a postura original de M. V. Berry de inicio, na abordagem do conceito de fase geométrica.
Por meio da formulagdo de Schrodinger, estudamos um sistema quéntico ndo-degenerado go-
vernado por um operador Hamiltoniano parametricamente dependente do tempo. Demos-
tramos o surgimento da fase de Berry definidas as condi¢des de evolugdo temporal ciclica e
adiabatica, empregamos a forma do teorema adiabatico, justificando a aproximagao adiabética.
A fase de Berry consiste em uma quantidade fisica, isto €, mensuravel. Berry ainda demonstra
que o efeito Aharonov-Bohm pode ser interpretado como um exemplo de fase geométrica.

Com esse conhecimento adquirido, introduzimos defeitos topolégicos, desclina¢des posi-
tivas ou negativas , na folha de grafeno e, assim, analisamos o comportamento dos elétrons,
sabendo que o grafeno mostra uma ondulacdo que depende da sua forma estrutural. Foi usado

a teoria geométrica de defeitos (processo de Volterra) de Katanaev e Volovich para descrever
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um cristal na presenca de deslocagdo na geometria do espago-tempo curvo, e assim, reescreve-
mos a equagdo de Dirac usando a teoria de spinores em um espago-tempo curvo. Analisamos
o comportamento assintético da fungado hipergeométrica confluente, obtemos as energias para
os spinores de Dirac.

Como perspectivas de futuros trabalhos podemos sugerir e investigar a dindmica dos spino-
res de Dirac na presenga de outros tipos de defeitos topoldgicos, como por exemplo deslocacdes
ou com desclinag¢des e deslocagdes, verificar se é possivel o controle do “gap” entre as bandas
de condugdo e valéncia, hoje se mostra uma barreira na elaboragao de dispositivos eletronicos.

Uma outra perspectiva é abordar de forma andloga ao caso [76], para o nanocone de gra-
feno rotacionando, verificar a energia dos elétrons e a mudanca de fase geométrica de rotagdo
de spin eletronico, estendendo a tematica para camadas duplas de nanocones de grafeno, pro-

curando sintetizar esses nanocones.
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Apéndice A

Teorema de Bloch

O teorema de Bloch tem a periodicidade de potencial das Redes de Bravais como sua ca-
racteristica peculiar. De modo que em uma Rede de Bravais perfeita U(7 + R) = U(F) para

qualquer R. A figura A.1 mostra a ilustragio da relacio de potenciais mencionada:

o [ #] © o o
Ui UIF+R)
D . 0 . 0 Q‘
o O ©
7 T+R
© . © ©
L8] o L] Q (s

Figura A.1: O Potencial periédico em uma rede de bravais [71].

Na figura acima 7 é a posigdo de um elétron em relagao a um ion escolhido de forma aleato-
ria. JaR éa posicdo de um ion, também escolhido de maneira aleatoria, em relagdo ao mesmo
ion referencial do elétron. Devido & periodicidade da Rede, podemos dizer que o elétron re-
presentado por 7 estd submetido ao mesmo potencial que o elétron representado pela soma
vetorial (7 + ). Essa periodicidade de potencial traz para a nossa descri¢do a equagdo de onda

da mecanica quantica para um elétron, a qual pode ser escrita como:
h2
HYU = (—2v2 + U(F)) U =0, (A1)
m

Feito o trabalho da periodicidade de potencial das Redes de Bravais, podemos enunciar o
Teorema de Bloch. O que segundo diz que os autoestados da hamiltoniana monoeletronica
H = (=h2/2m)V? + U(7), onde U(7 + R) = U(F) para todo R em uma Rede de Bravais,

assumindo a forma de uma onda plana vezes uma fungdo com a periodicidade da Rede de
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Bravais: ¢, (7) = eik’?ung(?) onde u, (7 + R) = U () Implicando:

b =(r+ R) = e*Fy (7). (A.2)

Veja a figura abaixo, elucida o significado fisico da fase ¢tk que aparece quando saltamos de
uma célula para outra. Se fosse possivel tirar uma foto de uma onda estaciondria com varios nés
em uma corda seria capaz de ver que os nds tem amplitude zero, contudo nos seguimentos da
corda entre no6s terdo diversos valores de amplitude variando entre um mdaximo e um minimo.
Agora passe a considerar o espago entre dois nés como um célula do cristal notara que células
vizinhas sdo diferentes. Essa difereca reside simplesmente na amplitude a qual é a origem fisica
do fator de fase do teorema. A figura A.2 representa a func¢do de onda de uma cadeia linear

de dtomos e pode-se ver como a amplitude varia em algumas células. A linha tracejada é dada

Figura A.2: Funcdo de onda de uma cadeia linear de atomos [72].
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